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Resumo

Introduzimos um novo enfoque de dindmica de populacao usando a
teoria de inclusoes diferenciais fuzzy. Damos exemplos de aplicagao assim
como um estudo de estabilidade para cada exemplo.

1 Introducao

Os modelos deterministicos formulados para estudos de dindmica popu-
lacional consideram, invariavelmente, parametros constantes ou temporais,
obtidos como médias de situacbes analisadas. Tais modelos nédo contem-
plam tipos de subjetividades que sdo inerentes ao processo de variacdo po-
pulacional. Os individuos sdo considerados homogéneos e todos possuem as
mesmas caracteristicas de evolucdo. Entretanto, na realidade, quando ana-
lisamos cada elemento de uma comunidade, verificamos que o individuo ou
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um grupo de individuos possuem caracteristicas diferenciadas dos restantes
que podem influenciar na dindmica da populacdo. Neste caso, devemos con-
siderar as varidveis de estado diferenciadas segundo a pertinéncia destas ca-
racteristicas. Por outro lado, a dinamica populacional pode ser também influ-
enciada por caracteristicas independentes das varidveis de estado: habitacéo,
lazer, salario, ambiente de trabalho, violéncia etc . O valor especifico destas
caracteristicas nem sempre podem ser avaliados ou medidos no sentido tra-
dicional séo “incertezas ” que somente podemos conjecturar intuitivamente.
Asgsim, podemos afirmar, sempre com alguma incerteza, que existem incertezas
na dinamica devido a ruidos na demografia ou no meio.

Assim sendo, quando fazemos andlises de modelos biolégicos mais realistas
devemos contemplar as incertezas préprias do fendémeno estudado.

Consideremos o modelo deterministico descrito por uma equacéo diferen-
cial

/
2 = f(t, ). (1)
Dado (1), podemos inserir a incerteza ou ruido, introduzindo um paréametro
1 na dinamica, ou seja,

' = f(t,z,u) (2)

A priori existem duas aproximagoes distintas para (2).

1) Se a natureza dessas incertezas for aleatéria, entdo o problema deter-
ministico nos leva a uma equacdo diferencial estocéstica. Neste caso, de-
vido & complexidade das equacdes resultantes aos modelos estocésticos, geral-
mente, faz-se a insercdo de ruidos de forma linear em u, isto é, assumindo que
o ruido entra na dinamica linearmente, com uma distribuicdo probabilistica

o' = f(tz) + g(t, z)u 3)

Neste caso, u é denominado ruido branco, proveniente da diferencial estocéstica
do movimento Browniano.

2) Se o ruido ndo possui estrutura probabilistica, ou tal estrutura ndo pode
ser avaliada a priori, entdo podera ser mais apropriado a utilizacao dos sistemas
variacionais fuzzy ou das inclusoes diferenciais fuzzy para a formulacdo dos
modelos mateméticos.
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Suponhamos que U seja um conjunto compacto de fungoes suficientemente
regulares, entdo (2) pode ser escrito como a seguinte inclusdo diferencial

2 e F(t,x) = {f(t,z,u)/uc U} (4)

Notemos que no modelo deterministico (1), a velocidade é conhecida para
cada (t, ), enquanto que na incluséo diferencial (4), a velocidade néo é dada,
mas sabemos que estd no conjunto F'(t,x), gerando a incerteza.

Em (6), Krivan considera o ruido « desconhecido limitado, tendo natureza
deterministica, isto é,

F(t,x) = h(t,z,c[—1,1])

e tomando uma métrica de “verossemelhanca ” para se avaliar o quanto uma
solucéo é melhor do que outra.

Analisando as metodologias propostas por May para o ruido de natureza
aleatéria (7), a teoria de inclusoes diferenciais e a proposta por Krivan (6),
consideramos que uma razodvel generalizagdo do problema (1), para modelar
sistemas dindmicos com incertezas, é substituir no modelo (4), a multifuncéo I
por uma multifungéo fuzzy, isto é, F(t,x) é um conjunto fuzzy para cada (t,x).
Isto nos levou a utilizar o conceito de inclusao diferencial fuzzy formulado por
Zhu e Rhao (8) que consideram as inclusdes diferenciais dadas pelos niveis que
dependem da varidvel de estado x.

Neste trabalho, estudamos um modelo com variagéo proporcional, usando a
teoria de inclusoes diferenciais fuzzy e analisamos a estabilidade dos estados de
equilibrio, utilizando o conceito de diferenciabilidade de multifungoes fuzzy(4).

2 Preliminares

Denotaremos por K(R") (K¢ (R™)) a familia de todos os subconjuntos
compactos e ndo vazios de R™ (compactos e convexos). Para A, B € K(R") e
A € R definimos as operagdes de soma e producto escalar como

A+B={a+b/ac Abe B} A ={)Xa/a € A}

O espago K (R™) com as operagdes definidas acima e com a relagéo de incluséo,
é um espaco quasilinear com elemento neutro {0} [ver (5)]. A métrica de
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Hausdorff definida sobre K(R™) é dada por
H(A,B)=inf{r >0 / ACB+rS5(0) BCA+1r5(0)},

onde S1(0) é a bola fechada de raio 1 e centro 0.

Um conjunto fuzzy sobre R™ é uma fungéo v : R” — [0;1]. Para 0 < v < 1
denotaremos por [u]* = {# € R* / u(z) > a} o a-nivel de u e [u]® =supp
u = {x € R*/u(x) > 0}, denominado o suporte de u.

Um conjunto fuzzy u é chamado compacto (compacto convexo) se [u]* €
K(R™), Va € [0;1] (Ju]* € Ko(R™), Yo € [0;1] ).

Denotemos por F(R™) (Fc(R™))o espaco de todos os conjuntos fuzzy com-
pactos (fuzzy compacto convexos). Podemos definir uma relagdo de ordem
parcial C sobre F(X) como sendo

uCoveulx) <ve) Ve e X & [u]* C[v]* Vael0,l1].
As operagoes de soma e produto escalar sobre F(R™) séo definidas como sendo

u(§) se AA£O0
(u+wv)(2z) = sup min{u(y),v(z —y)} e (Au)(z) =

yeX xqop(z) se A=0

Com as defini¢bes anteriores obtemos que [u+v|* = [u]® + [v]* e [Au|* = Au]
Va € [0,1] . O espago F(R™) com as operagoes definidas acima e a relagdo
de ordem parcial C é um espaco quasilinear com elemento neutro x oy (X{o0}
denota a fungdo caracteristica do conjunto {0}) [ver (5)]. Também podemos
definir uma métrica sobre F(R™) como segue

D(u,v) = sup H([u]* [v]*).
a€l0,1]

Uma multifuncdo fuzzy F': R — F(R"™) é chamada quasilinear [ver (4),

(5)] se

F(x) = M\F(xz), Ve € R® VAR
F($1 —+ $2) C F($1) -+ F($2) V$1,$2 cR”

F ¢é limitada se existe K > 0 tal que D(F(x),{0}) < K||z|| para qualquer
teR.
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Sejam F' : U C R" — F(R™) uma multifuncdo fuzzy, o : R™ — [0; 1] uma
funcéo e J um intervalo em R. Consideremos o seguinte problema de inclusao
diferencial para multifungéo fuzzy [ver (8)]: determinar z € C(J,R™) tal que

2'(t) € [F(z(t))] >, (5)

Dizemos que (5) é uma inclusao diferencial fuzzy. Se I’ é um operador
quasilinear, entéo (5) é uma inclusdo diferencial quasilinear fuzzy.

A seguir daremos os conceitos de diferenciabilidade e estabilidade e, enun-
ciaremos o resultado de estabilidade para inclusdes diferenciais fuzzy (ver (4).

Definicao 1. Uma multifuncdo fuzzy F : U C R* — F(R™) é chamada
Fréchet diferencidvel em xg € U se existe um operador quastlinear e limitado
Dyo(F) : R™ — F(R™) tal que

D(F(z), F(z0) + Dao (F) (2 — 20)) = o([Jz — z0l]).
O operador quasilinear Dy, (F') é chamado a Fréchet derivada de F em xo.

Proposicao 1. (4) Seja F : U C R* — F(R™) um operador quasilinear e
limitado. Entdo I’ é Fréchet diferencidvel em x =0 e Do(F) = F.

Consideremos a incluséo diferencial fuzzy (5), assumindo a condigdo F(0) =
X{o}- Dizemos que a posicao de equilibrio z = 0 de (5) é Lyapunov-estével
se a seguintes condicbes sdo satisfeitas:

1. Se ||z(to)|| < do para algum &y > 0, entdo existe uma solucdo x(t) com a
condicdo inicial z(tg) que estd definida para qualquer ¢ > to;

2. Para qualquer € > 0 existe 0 < d; < dp tal que se ||z(to)| < d1, entéo
llx(t)|| < € para qualquer t > tq.

Uma posicao de equilibrio Lyapunov-estavel x = 0 é chamada assintotica-
mente estdvel se existe um nimero positivo ds < g tal que se ||z(to)|| < d2,
entdo lim;_,e ||2(¢)]] = 0.

Teorema 1. (4) Seja o ponto 0 uma posicio de equilibrio da inclusdo di-
ferencial fuzzy (5). Suponhamos que a multifuncio fuzzy F: X — F(X) €
diferencidvel em 0 e que existe um ndmero §g > 0 tal que se ||z (0)|| < do, entdo
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qualquer solucdo x(t) de (5) existe no intervalo [0,+o0) . Nestas condi¢des
se para algum o« € [0;1] a posicio de equilibrio x = 0 da inclusdo diferencial
quaselinear

z € [Do(F)(x))®

€ assintoticamente estdvel, entdo este ponto € uma posicao de equilibrio as-
sintoticamente estdvel da inclusdo diferencial fuzzy (5),isto €, existem o > 0,
k>0 ed >0 tal que qualquer solugcdo x(t) de (5) satisfaz a desigualdade

[z < Ellz(0)]| exp(—at)

para todo t > 0 se ||z(0)] < 4.

3 Dinamica populacional com ruido

Seja x(t) a densidade de uma populagdo no tempo ¢ e consideremos os mo-
delos classicos de crescimento exponencial e o logistico, isto é,

flx)=rz , flx)=rz (1—%).

Na biologia populacional teérica existem duas fontes de perturbagoes do
tipo (3), s&o os ruidos demogréfico (aptidoes individuais distintas) e o ruido
ambiental (variagoes abidticas). Nisbet e Gurney propuseram a seguinte apro-
ximagao para o rufdo demografico:

9(@) =/ (b(z) + d(z)) =

onde b(x) e d(x) séo as razoes de natalidade e mortalidade instantaneas, res-
pectivamente.

Fm populagbes com grande densidade o ruido demogréfico é menos insigni-
ficante e, neste caso, é mais natural considerar apenas o ruido nos parametros.
Consideremos que somente a taxa de crescimento r é afetado. Assim, para o
modelo exponencial temos:

' =rz+azu = x(r+u) (6)
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e para o modelo logistico

dorn(1-5) 4o (1-5) 2 (D)

Suponhamos ainda que o ruido seja limitado por uma constante ¢ > 0,
entdo podemos considerar a seguinte inclusédo diferencial

o € f(x) + cg()[-1; 1]. (7)

Um estudo detalhado do problema (7) é feito em (6).

Baseado nos conceitos anteriores e na naturalidade de incerteza da
constante r, introduzimos um novo modelo para o problema exponencial, onde
tomaremos a constante r como um conjunto fuzzy u. Este conjunto fuzzy deve
representar a nebulosidade de alguma caracteristica da populagéo que perturbe
a sua variacao.

Sejam, z(t) a densidade da populagdo no instante ¢t e o : R — [0;1] uma
funcdo, consideraremos as inclusoes diferenciais do tipo

2 € [u.a]®® (8)
onde

u é um conjunto fuzzy.

u.z é o produto escalar no espaco F(R).

Na incluséo diferencial fuzzy (8) temos que a multifungéo fuzzy F': R —
F(R) é dada por F(x) = u.x.

F' é um operador quasilinear e limitado e portanto diferenciavel em 2 = 0.
Também temos que z = 0 é um ponto de equilibrio (F'(0) = x(oy) da inclusdo
diferencial fuzzy (8).

A seguir daremos duas aplicacoes relativas a (8) e os resultados referentes
a estabilidade de Lyapunov serdo utilizadas para andlise da estabilidade do
ponto z = 0.

Exemplo 1 (expectativa de vida)

Suponhamos que A seja um conjunto de operdrios com xz(t) individuos no
instante {. Consideraremos o problema de expectativa de vida dos elementos
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de A, supondo que a pobreza seja um fator que contribui para o aumento da
taxa de mortalidade dos individuos.

Para modelar a “pobreza ”, poderiamos utilizar qualquer indicador da
mesma, como por exemplo, consumo de vitaminas, saneamento bésico, renda,
etc. Em (2) é feito um estudo completo do modelo diferencial para a esperanga
de vida de um grupo de trabalhadores, usando o saldrio (renda) como fator
de incerteza na taxa de mortalidade

(t) = —(A1 + Agau(r))a(t),

Neste caso, o conjunto fuzzy que avalia o grau de pertinéncia da pobhreza foi

definido por
2
r k
ulr) — [1_<E>] se 0<r<rg
0 se r>ry

onde, k é um parametro que fornece alguma caracteristica do grupo, r é um
parametro proporcional & renda do individuo e g é a renda minima a partir
da qual os individuos nédo sao mais diferenciados quanto & pobreza e portanto,
ndo mais influénciam na taxa de mortalidade.

Definimos o : R —[0; 1] por

0 se x <0
a(z) =4 zF se 0<z<1
1 se z>1

Fstamos considerando o modelo normalizado, isto é, z = 1 é a populagéo total
de individuos.
Considerando (8), temos a seguinte inclusao diferencial

2’ € —[(\ + do.w)z| @), (9)
onde

A1 é a taxa de mortalidade natural (obtida em um grupo que dispoe de
condicoes satisfatérias de sobrevivéncia);

Aot indica a influéncia da pobreza no aumento da taxa de mortalidade do
grupo;
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u é o conjunto fuzzy dos pobres de acordo com a renda r.

Notemos que se r > rg, entdo u(r) = 0 e (9) se reduz ao modelo deter-
ministico
7 = -\z.

Agora para r < rg

W™ = {r/ u@r) > oz)}

k
= r/ [1— %)2] ka
= 7o[0; V1 —2x].

Logo, a inclus@o diferencial fuzzy (9), para 0 < z < 1, é equivalente a
incluséo diferencial

'€ =Mz — Aaroz [0; V1 — z]

ou

' € -\ — dorgryV1 — 2[0;1] (10)

Observacao 1. Podemos ver que a inclusdo diferencial (10) € semelhante ¢ do
problema (7). Por isso, esta nova idéia de enfocar os problemas de dindmica
de populacdo, usando as inclusées diferenciais fuzzy, € uma boa generalizacdo
das jd estudadas.

Para achar solugoes de (10), uma das técnicas é encontrar selegbes da
multifuncgdo, isto é, obter fungdes f tal que f(x) € G(x) Va. Logo, as solugoes
de (10) sdo aquelas que resolvem a equacdo diferencial (ver (1))

7 = f(x).

Assim, para a multifungdo G(z) = —\1z — Aeroz [0; v/1 — 2] em (10), temos
que:

filz) = m[ionl]{—)qm — (Aerozv1 —2)} = =Mz — doroz V1 —
me|0,
foz) = max {-Nz— (Aerozv1—2)} = —\iz,

mel0,1]
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e toda f(x) € G(x) é tal que fi(x) < f(z) < fo(x). Assim, por exemplo,

f3(z) = =iz — dergz(l —x)
fa(x) = =Xz —dorozV1l—=z ‘5@'7@(1/302)‘

sdo elementos de G(z).
Para cada f(z) € G(x) temos uma solugéo do problema de Cauchy

d(t) = [(=1)

2(0) = a0
Neste caso, temos que o conjunto atingivel (ver (6)) é dado por

R(t) = [z1(t); w2(1)] .

onde

2\/ 1-— T _ 2)\1$1ln()\1$1 —+ )\2.%1\/ 1-— $1) .

t — ;
)\2.%1 )\2.%%
wa(t) = zoe M
xo(t) = woe_’\lt;

Temos que z = 0 é assintoticamente estdvel para o problema (9), pois:

1. Nessa inclusdo diferencial fuzzy temos que F'(x) = —(A1 + A2u)x e port-
anto z = 0 é uma solucgdo de equilibrio (#(0) = x{o});

2. I’ é um operador quasilinear e limitado. Segue da Proposicéo 1 que F' é
Fréchet diferencidvel e Do(F)(x) = —(A1 + A2u)z.

Provaremos que z = 0 é asintoticamente estdvel, para algum a € [0; 1], da
inclusdo diferencial quasilinear fuzzy

@' € [Do(F)(w)]*. (11)
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Figura 1: Grafico das selegoes e do conjunto atingfvel para Ay = 0.05, Ao =
0.001 e ro = 50.

Tomemos a = (3)* , entdo (11) é dado por
1
x e — ()\1 + Aaro {0; —2}> x (12)
1. As solugbes de (12) séo do tipo z(t) = z(0)exp(—(A1 + adarg)t), com
a € [0; %} e existem para todo ¢ > 0.

2. Dado € > 0 existe 61 = € tal que ||2(t)]| = [|2(0) exp(—(A1 + adero)t)|| <
|z(0)] ¥t > 0.

3. limy_o [[2(1)]| = 0.

Segue dai que & = 0 é assintoticamente estdvel para a inclusdo (11). Logo,
pelo Teorema 1 temos que 2z = 0 ¢é assintoticamente estdvel para a incluséo
diferencial fuzzy (9), isto é, existe ¢ > 0, k > 0 e 6 > 0 tal que qualquer
solucdo x(t) de (9) satisfaz a desigualdade

[z < k|z(0)|| exp(—at)
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para todo t > 0 se ||z(0)]| < 4.

4 Conclusao

Dado f(x) = rz, suponhamos que r seja perturbado por um conjunto
fuzzy U obtendo assim, a multifunc¢éo fuzzy F'(z) = (r + U)z. Desta forma,
se 0 € [U]!, temos que f(z) € [F(2)]* Yo € [0,1]. Entdo, para qualquer o(z)
temos que

€ rxt U@
{ X(O) - XO?

isto é, a solucdo deterministica sempre estd no conjunto solucdo da incluséo
diferencial.
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