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Algumas Considerac¢des sobre a
No¢do Construtiva de Verdade

Alguns dos principais representantes do construtivismo contemporineo tém
recentemente discutido e investigado a possibilidade de um espago conceitual

independente para uma nogéo construtiva de verdade que satisfaca duas con-
digoes minimas:

(1) Nao se reduzir a nocio de assercdo justificada;
{2) Ser uma nog¢do objetiva de verdade.

Este artigo tern um duplo objetivo. O primeiro ¢ examinar criticamente a
proposta defendida por Prawitz, no artigo “Truth and objectivity from a
verificationist point of view"!, para uma nogdo construtiva de verdade que
satislaca essas duas condigdes. Acreditamos que a proposta de Prawitz incor-
pora alguns dos principais e mais interessantes problemas relacionados  fun-
damentagio filosofica de conceitos centrais para o construtivismo contempo-
réneo, entre eles os de verificagdo, sentido, prova, e verdade. Nosso segundo
objetivo ¢, em um plano mais especifico, discutir e problematizar o {reqiiente
apelo do intuicionismo contemporaneo a nogdes modais na explanacio do
vinculo entre os conceitos de verdade e de prova.

O artigo estd organizado da seguinte maneira. Em uma parte inicial
introdutdria, fazemos uma breve caracterizagdo do tipo da abordagem constru-
tivista com a qual estaremos dialogando ao longo deste trabalho. Na segunda
parte, descrevemos a proposta de Prawitz para uma nogio construtiva de ver-
dade e apresentamos um primeiro problema relacicnado a essa proposta — o
problema do portador da verificabilidade. Na terceira e ultima parte, discuti-
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mos criticamente o uso que o intuicionismo contemporineo faz da nogao
modal de possibilidade na caracteriza¢io de alguns de seus conceitos mais
fundamentais. Nossa discussio abrangeré nesse ponto, além de Prawitz, ou-
tros dois importantes representantes dessa corrente filoséfico-matematica, a
saber, Per Martin-1.6f, e, & claro, Michael Dummett.

Parte 1 - O “novo verificacionismo™: o Intuicionismo Contemporaneo

E muito importante que determinemos desde o inicio de que intuicionismo
se estd falando. Como é bem sabido, o intuicionismo contemporaneo, princi-
palmente apos os trabalhos de Michael Dummett, adquiriu um forte trago
légico-semantico e guarda importantes diferencas com respeito a0 intuicio-
nismo origindrio de Brouwer. Prawitz chega a sugerir que utilizemos um novo
nome, “verificacionismo”, para designar o tipo de construtivismo que est4 em
discussdo. Porém, nesse caso, novamente terfamos um problema de demarca-
¢do. Precisariamos distinguir, como faz Prawitz, esse novo verificacionismo
do verificacionismo tradicional do assim chamado “Circulo de Viena”. Como
sabemos, a versdo tradictonal do verificacionismo se caracterizava pelo slogan:
“o significado de uma sentenca ¢ dado pelo seu método de verificacio”. Na
nova versao do vetificacionismo, as nogoes de verificacao e de prova ligam-se
conceitualmente tanto com a nogéo de sentido, quanto com a nogde de ver-
dade.? E um trago caracteristico desse novo verificacionismo a analise da no-
¢4o de verificagao em termos de condi¢oes para a assergdo correta e de conse-
queéncias da assergao. Esse trago do novo verificacionismo tem a sua origem
na anélise que Gerhard Gentzen faz da natureza das inferéncias logicas, asso-
ciando a cada operador légico um conjunto de regras que estabelecem as
condigdes para que uma sentenca que tenha esse operador como operador
principal possa ser asserida (as regras de introducdo), e um conjunto de regras
que estabelecem as consequéncias que podemos inferir da assergio de uma
sentenca que tertha esse operador como operador principal {(as regras de elimi-
nagdo}. Nas “Investigacoes Sobre a Dedugio Légica”, Gentzen faz um comenta-
ric que serve de base para boa parte da literatura ligada ao novo verificacionismo:

As introdugdes representam como que as “definigdes” do stmbolo envolvido, e as
eliminagdes nao sio, em ullima anslise, mais do que as consequéncias dessas

2 Ver, por exemplo, Per Martin-L6f, “On the meanings of the logical constants”, pg. 37.
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definigdes. Esse fato pode ser expresso da seguinte forma: Ao eliminarmos um
simbolo, podemos usar a férmula com simbolos terminais com os quais estamos
lidando apenas “no sentido a eles fornecidos pela introdugao™.?
O principio de inversio (inversion principle/harmony principle) € o modo pa-
drao de se justificar as regras de eliminagdo a partir das regras de introducao.

Vejamos um exemplo: tomemos a regra de eliminago para a implicacao (modus
ponens):

A A—B

B

Se a premissa A — B ¢ obtida por introdugio, entdo nossa derivagao é de fato:

{Al
I s
A A-B

B

Essa derivacao pode ser transformada, por uma aplicagdo da —-redugio,
na derivagio:

n
[A]
)
B

Justificando assim a conclusao da eliminagio.

A idéia de Gentzen [oi entdo generalizada por Dummelt: 4s regras de in-
trodugio corresponderiam condigdes para corretamente realizarmos um
proferimento, e as regras de eliminagio, regras que determinariam as reagdes
corretas com respeito a um proferimento. Um novo tipo de Holismo parece
aqui ser defendido: o significado de uma sentenga tedrica nao seria mais de-

3 Gerhard Gentzen. The Collected Papers of Gerhard Gentzen. pg. 80.
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terminado por um conjunto de sentengas observacionais, mas pelo lugar (posto,
posicdo) que essa sentenga ocupa na “rede inferencial em que ocorre”. Dummett
talvez tenha sido o principal responsavel por essa fase inicial da “semantizagao”
das operagoes de redugdo definidas por Prawitz em 1965.

Parte 2 - A proposta de Prawitz para uma nogao construtiva de verdade

A posi¢do mais tradicional com respeito 2 nogéo construtiva de verdade, po-
si¢do j4 defendida por Dummett, pode ser expressa da seguinte maneira: o
intuicionismao néo necessita de uma nogdo independente de “verdade de uma
sentenga”, diferente da nogdo de “corre¢do da assercao™.* De acordo com essa
posigdo, uma sentenca ser verdadeira nio seria diferente de ela ser asserida
corretamente, € ser asserida corretamente significaria conhecer uma prova
candnica (estar de posse de uma prova candnica) ou saber uma prova nao-
candnica/indireta a partir da qual uma prova candnica poderia ser obtida. Em
um artigo recente, porém, “Truth from the constructive standpoint”, o pré-
prio Dummett parece mudar de idéia e defende que, mesmo de um ponto de
vista construtivo, deveria haver algum lugar para um conceito independente
de verdade que pudesse fundamentar um certo tipo de concepgao metafisica:

...uma semantica para matemidtica intuicionista precisa de uma nogio de verdade,
e ndo apenas a de assergdo justificada, se ¢ para ela sustentar uma explanagio
melafisica da natureza da realidade matematica.’

A rota utilizada por Prawitz para uma nogio construtiva de verdade passa pela
nogio de contetido de uma assercao. Segundo Prawitz, quando asserimos uma
sentenga, devemos distinguir duas coisas: (a) aquilo com que nos compromete-
mos quando asserimos a sentenga, € (b) o conteddo de nossa assercio. Prawitz diz:

Ao asserirmos uma sentenga, garantimos que existe uma prova da mesma, mas
néo ¢ isso que a assergdo diz: ¢ conteiido da sentenga, o que dizemos quando a
asserimos, € simplesmente que a sentenga ¢ verdadeira, ndo que temos uma prova
da mesma,®

Ver, por exemplo, Michael Dummett, “Whal is a theory of meaning? 11", em The Seas of Language,
pg. 70.

Michael Dummett, “Truth [rom the Constructive Standpoint”, pg. 123.

Dag Prawilz, op. cit., pg. 46.
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O que ¢ garantido por uma assercao ¢ diferente daquilo que ¢ dito por uma
asser¢do. Aqui Prawitz realmente parece atingir o alvo! Quando fazemos uma
asser¢io, abrimos naturalmente um espaco conceitual para a questao da jus-
tificagdo. Quando afirmamos que p, nos comprometemos perante um
interlocutor a responder a questdo: como voce sabe que p? E claramente essa
situagao envolve uma diferenca entre a justificativa e aquilo para que temos
(apresentamos) a justificativa, que seria o proprio contetido da nossa afirma-
¢do (que p). Para um légico cléssico essa distingdo é mais do que natural: o
aspecto epistémico das condigdes para uma asser¢Ao nio se confundem com
o aspecto semantico/ontolégico do conteudo da assercao (explicado usual-
mertite em termos clissicos com auxilio da nocio de Verdade). Seria uma com-
preensdo equivocada da natureza da asser¢io “pensar seu contetido como
sendo o de que uma prova foi encontrada”; uma tal compreensao claramente
sobrecarregaria o conteudo asserido.

A idéia de Prawitz é muito simples: a distingao entre contetido asserido e
comprometimentos da asser¢ao também deveria ser adotada pelo construtivista.
Dessa forma:

..o verificacionista também precisa de uma nogdo de verdade para poder dizer
que o contendo de uma assercao ¢ que a sentenga asserida ¢ verdadeira. Como ja
indicado, Dummett estd certo ao dizer que o intuicionista ¢ capaz de explicar de
seu ponto de vista as condigdes para a assercio de sentengas matematicas em
termos apenas da nogfio de prova, sem invocar qualquer nogio de verdade.”

Mas o que seria, para Prawitz, esse conteado da assercio, distinto dos com-
promtissos que assumimos com a assergao? Como vimos, a resposta de Prawitz
é que “o contetido de uma assergio € simplesmente que a sentenca asserida é
verdadeira”, e que esse “contetido da asser¢do” deveria ser analisado como “a
sentenga asserida é verificivel”. Logo, segundo Prawitz, a nogdo “ser verda-
deira” seria explicada pela nocao “ser verificavel”.

A proposta parece satisfazer a primeira condigio minima, a saber, a da nao
redutibilidade da nogéo de verdade a de assercio justificada. De fato, a distin-
¢do contetido da assergio/comprometimentos da assercdo visa precisamenie
garantir essa diferen¢a. No entanto, ndo vemos muito sentido em falar da
sentenga asserida como sendo verificivel: nio é a sentenca asserida que &
verificavel, mas o que ¢ asserido com a sentenga, ou, minimamente, é a sen-

7 Dag Prawitz, op. cit., pg. 46.
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tenga juntamente com aquilo que assere que ¢é verificavel, i.e., & a0 seu con-
tetido (ou a sentenga com um determinado conteido) que atribuimos a
verificabilidade. Mas, se ¢ assim, andamos em circulo ao tentar definir o con-
teudo pela prépria verificabilidade.

Mas o que podemos afirmar com respeito A segunda condigio minima?
Alinal de contas, a nogao de “verificabilidade” parece depender de um tipo de
“existéncia abstrata” de provas com um alto Leor realista, Uma critica imediata
que, do ponto de vista construtivo, poderfamos fazer, é que a “idéia de provas
existindo (em abstrato) independentemente de serem encontradas” re-intro-
duz um elemento realista (talvez re-introduza mesmo um realismo radical}. A
resposta de Prawitz a essa critica ¢ dada em dois passos:

1. A nogao de prova nao admite a possibitidade de provas que em princi-
pio néo poderiam ser conhecidas (por nas).

2. As condigoes para que se fizesse a asser¢io da disjun¢do “ou existe uma
prova de A ou ndo existe uma prova de A” continuariam exigindo uma prova
de um dos disjuntos.

Para Prawitz, a nogdo de demonstrabilidade e, consequentemente, a no-
cao de verdade, herdariam as mesmas caracterfsticas que tornam a questio
“Isto € uma prova dessa sentenca?” objetivamente determinada. A interessan-
te relagdo entre essa nogao de existéncia abstrata e o conceito modal de possibi-
lidade ¢ o tema da parte final deste artigo.

Parte 3 - A Compreensdo Construtiva da Modalidade da Possibilidade

Na se¢do anterior estivemos discutindo, ainda que de maneira breve, a pro-
posta de Prawitz segundo a qual a nogio de verdade deveria ser distinguida
da nogdo de assergao justificada, pois deverfamos poder falar no conteudo
assertorico de uma afirmagao (de uma conjectura, por exemplo) de forma
independente de sua prova. Nessa Gltima parte do artigo, concentraremos
nossa atencdo em uma outra nogdo que desempenha um papel fundamentat
nos argumentos, nio somente de Prawitz, mas dos intuicionistas contempo-
rineos em geral: a nogao modal de “possibilidade”. Nosso interesse principal
estar4 voltado para a exploragao do papel exato que esse conceito é chamado
a desempenhar na caracterizaco oferecida por esses autores para a relagio
entre provd e verdade.
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Desde um ponto de vista modal, uma das caracteristicas mais marcantes
do intuicionismo, tanto na versio classica de Brouwer, quanto na versio con-
temporanea, parece ser a insisténcia em um trago atualista na formulagao da
conexio entre a nog¢io de prova e a nogéo de verdade. Podemos encontrar
uma manifestagdo bem clara dessa tendéncia em uma formulagioe muito dire-
ta de Martin-Lof para essa conexdo:

Intuicionisticamente, a verdade de uma proposigio ¢ analisada como a existéncia

de uma prova: uma proposicio ¢ verdadeira se existe uma prova dela.®

A nogio de verdade aparece na formulacao de Martin-Lof fortemente atrelada
4 nogao de “existéncia de uma prova": uma proposicio € verdadeira se, €
apenas se, existe uma prova dessa proposi¢io, se a temos em mdos, ou seja,
atrelada & existéncia concreta de um objeto espaco-temporal: a prova “atual-
mente” dada.

Essa insistencia inicial no que chamamos de trago atualista na formulagio
intuicionista da conexdo prova/verdade ¢, no entanto, imediatamente qualifi-
cada por esses autores. Um contato ainda que superficial com os textos dos
intuicionistas contemporaneos nos revela que a conexio entre a verdade e a
nogio de “existéncia concreta de uma prova” é mais sutil, no entanto, do que
parece a principio, e claramente nio exaure a posi¢io construtivista. De fato,
logo percebemos que esse atualismo, a exigencia da posse concreta da prova,
pode, em certos momentos, ser relaxado. Como veremos, o intuicionisme con-
temporineo aceita que, em alguns casos, possamos mesmo abrir mio da exi-
géncia da existéncia concreta (atual) de uma prova.

Vejamos um trecho de Prawitz:

A explicagio standard da disjungdo ¢ que uma construgéo ¢ uma prova de (AvB)
somente no caso de ser uma prova ou bem de A, ou bem de B. A despeito disso,
normalmente nao consideramos legitimo afirmar uma disjuncéo, digamos, ao
longo de uma prova, apenas quando nés temos concretamente (actually have)
uma prova de um ou de outro dos disjuntos. Por exemplo, estaria perfeitamente
em ordemn asserirmos que

1097 4 1 ¢ primo ou composto

semn sermos capazes de dizer qual alternativa se da. °

8  Per Martin-1of, “A path from logic to metaphysics™, pg. 141.

¢ Michael Dummett, “The philosophical basis of Inwitionistic Logic”, em Truth and other cnigmas.
pg. 239.
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O que encontramos na passagemn acima ¢ a bem conhecida distingo entre um
sentido primitivo de prova, exemplificado pelas chamadas provas canénicas, €
um sentido derivado de prova, as chamadas provas indiretas, ndo-candnicas
(ou simplesmente demonstragées). As provas do tipo primitivo — as provas
candnicas — sao normalmente caracterizadas por esses autores como desem-
penhando um papel central na propria “determinagio do sentido de nogdes
l6gico-matematicas”. !

Por outro lado, o tipo derivado de provas — as provas nao-candnicas -
introduziria uma espécie de prova em segunda ordem. Deixariamos de exigir
diretamente a existéncia concreta (atual) de uma prova candnica, nos cornten-
tando com a existéncia (concreta/atual) agora apenas de um método para ob-
termos uma tal prova candnica. Per Martin-Laf, por exemplo, afirma que:

...conhecer uma prova indireta de uma proposigao é saber como fornecer uma
prova direta da mesma."

A mesma idéia de prova nio-candnica (uma simples demonstracdo) como um
método eletivo para obtermos uma prova candnica aparece também em
Dummett:

Em geral, uma demonstragio |i.e, uma prova ndo-candnica] consiste em qualquer
coisa que possamos reconhecer como sendo um procedimento efetivo para
encontrar uma prova canémica.'?

. Nao pretendemos aqui realizar uma exploracio detalhada da(s) distingao(ses)

entre provas canfnicas e provas ndo-cantnicas. O que nos interessa nessa
distingdo ¢ a introdugdo, na caracterizagio da propria nogio de verdade, de
uma nogdo modal, a no¢do de possibilidade. Com o auxilio da modalidade
do possivel podemos caracterizar as provas nio-candnicas comeo provas nio
diretamente atuais de uma proposi¢io matemdtica, mas cormo provas (ape-
nas) da possibilidade de virmos a ter em maas uma prova candnica. O recur-
so modal fica bem claro na formulagio (contrafactual) que encontramos em
Dummett:

10 Michael Dummett. The Logical Basis of Metaphysics. pg. 177.
11 Martin-Lof, Per, “Truth of a proposition, evidence of a judgment, validity of a proel”, pg. 413.
12 Michael Dummett, Logical Basis of Metaphysics, pg. 177.
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Um enunciado pode freqhentemente ser estabelecido por meios indiretos; mas
rotular certos meios de “candnicos” ¢ alegar que, sempre que estivermos justificados

a asserir o enunciado, poderfamos ter chegado ao nosso direito de faze-lo pelos
métodos restritos."?

Esse recurso a nogio modal de possibilidade fica ainda mais explicito na se-
guinte formulagio de Martin-Lof:

-..uma proposicio € atualmente verdadeira significa que ela foi provada, enquanto
que dizer que umna proposigao A ¢ potencialmente verdadeira ¢ dizer que A pode
ser provada, ou seja, que uma prova de A pode ser construfda. (...) a nogao de verdade
potencial ¢ a nogao de verdade que aparece nos trabalhos de Dummett, Prawitz e
Putnam a partir do final da década de setenta.

Chegamos aqui ao problema fundamental com o qual estaremos envolvidos
no restante de nosso artigo. Como vimos, a distingio candnico/nao-candnico
recorre a nogdo modal possibilidade para a propria definigso construtiva de
verdade. Frente a isso, nos confrontamos com duas dificuldades:

1} De qual nogao de possibilidade estamos falando?

e, mais importante ainda,

2) Que justificativa filos6fica podemos oferecer para a nogio modal es-
colhida?

Desde Aristételes'® estamos acostumados a distinguir dois sentidos de “pos-
sibilidade”; um sentido mais restrito e outro mais lato. O mais restrito é:

Possibilidade Real:Dito de uma proposicéo, afirma que essa pode vir a ser o
caso, pode vir a ser verdadeira.

O outro mais amplo &;

13 Michael Dummett, op. cit., pg. 252, nosso grifo.
14 Per Martin Lal, * A path [rom logic 1o metaphysics™, pg. 142, nesso grifo,
15 Aristiteles, Metafisica. Livro V, 12, 1020b4,
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Possibilidade l6gica: Afirma tao somente a nao-contraditoriedade de uma
afirmacio.

A partir dessas caracterizagdes, podemos agora reformular nossa pri-
meira pergunta, tornando-a um pouco mais especifica;

1*) Quando os intuicionistas conternporaneos apelam a nogée de possibilidade
(a0 caracterizarem a nocdo de prova nio-candnica como uma demonstragio de
que ¢ possivel obter uma prova candnica da proposigac em questao), eles estio
falando de uma possibilidade real ou de uma possibilidade lggica?

Apesar de que, como veremos mais adiante, encontremos trechos em que os
intuicionistas contemporaneas expressamente elegem a nogdo de possibilidade
légica como sendo aquela por eles empregada, ainda assim, essa escolha ndo
nos parece ser 4 opgao mais natural, principalmente quando pensamos na
justificativa filosdfica por eles mesmos apresentada. Como passaremos a ar-
gumentar, é nossa opinido que haveria bons motivos para que essa escolha
recafsse sobre a nogdo de possibilidade real.

Repassemos brevemenite o percurso que realizamos até aqui. Constata-
INOS que em certos casos, 0s intuicionistas estariam dispostos a abrir mao de
sua exigencia da existéncia concreta/atual de uma prova. Em seguida, verifi-
camos que essa liberalizagio na tendéncia atualista do intuicionismo con-
temporineo estd na base da distingio entre provas canfnicas ¢ provas nao-
candnicas. Assim, a existéncia concreta de que os intuicionistas estariam
dispostos a abrir mio envolveria apenas as provas candnicas; continuarfamos
exigindo sempre a posse (concreta) de demonstracdes ndo-candnicds. lsso
porque essas ultimas seriam caracterizadas como provas de que a prova candnica
envolvida poderia ser construida. Mais especificamente, como vimos, uma prova
nao-candnica envolveria a posse {concreta) de um método para construir-
mos uma prova candnica.

Vejamos agora a justificagdo filossfica apresentada para esse relaxamen-
to da exigéncia de existéncia concreta/atual (para o caso das provas
candnicas). A idéia parece ser, novamente, de cardter modal, contrafactual:
na posse {concreta) de um método efetivo, caso viéssemos a precisar da
posse concreta da prova candnica, bastaria atualizar o tal método para que
obtivéssemos a prova desejada. Ou seja, abrirfamos mao da posse concreta
da prova candnica, apenas porque estarfamos de posse (concreta) de uma
demonstragao de que uma prova assim poderia ser obtida, i.e, poderia ser
concretizadafatualizada:
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O que torna legitimo, na visdo intuicionista standard, ¢ que temos um método
que ¢, em principio, efetivo para decidirmos qual das duas alternativas € correta:
se nos quiséssemos nos dar ao trabalho de aplicarmos esse método, o apelo a um
argumento por casos poderia ser dispensado.'®

Apesar da referéncia a uma efetividade apenas “em principio” do método (na
obtengio da prova direta), a fundamentacio contrafactual aparece de forma
bern clara na citagao acima: caso quiséssemos poderfamos ter em maos (i.e.,
concretamente) a prova candnica (e assim, dispensar o argumento por €as0s).

Verificamos assim, claramente, que, a despeito da distingao canbnico/ndo-
candnico, a nocio de verdade continua fortemente atrelada & nogao de existéncia
concreta. Uma afirmaco ¢ verdadeira porque ou bem temas uma prova con-
creta (cancnica) da mesma, ou bem porque sabemos como poderfamos obter
uma prova assim:

A solugdo intuicionista para essas dificuldades parece 6bvia: a condico para asserir-
se uma sentenga ¢ que ou bem sabemos uma prova da sentenga do tipo mencionado
na definicao intuicionista de prova [i.e., uma prova candnica] ou bem sabemos
um procedimento para obtengao dessa prova.'’

Diferentemente do que talvez tenhamos deixado a entender no infcio de nos-
so artigo, a distingdo entre as nogdes de verdade e de assertabilidade justificada
ndo ¢ um fendmeno recente no intuicionismo contemporaneo. Ja em seu fa-
moso artigo de “The philosophical basis of Intuitionistic Logic™ de 1973,
Dummett j4 falava em divércio entre as nogoes de verdade e assertabilidade:

Existe alguma estranheza sobre essa maneira de encararmos as disjungdes e
quantifica¢es existenciais, a saber, no divéreio entre as nogdes de verdade e
assertabilidade. {...) No entanto, permanece verdadeiro que, {..) a nogo de verdade
de um enunciado matematico consiste em nossa posse de uma prova candnica deste,
enquanto que sua asserqio ndo precisa ser baseada em mais do que em uma
demonstragao.’®

16 Michael Dummett, *The philosophical basis of Intuitionistic Logic”, em Truth and other enigmas,
pg. 239, grifo nosso.

17 Prawitz, Dag, “Meaning and Proof: On the conflict between classical and intuitionistic logic”,
pE. 22, nosso grilo.

18 Michael Dummeu, op. cit., pg. 240, nosso grifo.



1

André da Sitva Porto e Luiz Carlos Pereira

De fato, esse divércio entre condigdes da assercao e verdade j4 aparecia clara-
mente na propria justificativa filossfica para a distingio canénico/nao-cansnico.
A nogdo de verdade deveria ser identificada apenas com a posse concreta de
uma prova canfnica, a prépria justificagdo para a assercio de provas néo-
canbnicas decorreria do funcionamento dessas provas como meios efetivos
para a obtencio das provas candnicas correspondentes.

Frente a essa situacio, voltemos ao problema de qual ¢ a nogiio modal
operante nessas formulagoes. Nosso argumento ¢ bem simples: se a justifica-
tiva para a aceitado de uma prova nio candnica remete a posse concreta de
uma prova canonica, entdo pareceria que a nica nogdo de possibilidade capaz
de assegurar tal posse concreta seria a nogao de possibilidade real, Dito de outra
forma, se o que legitima uma prova indireta é a possibilidade de nossa posse
concreta de uma prova candnica, entio jamais deverfamos aceitar uma prova
indireta que nos assegurasse, digamos, a possibilidade de existéncia apenas
abstrata da prova direta. Assim, nunca deverfamos aceitar urna demonstracao
da possibilidade meramente logica de existencia que, digamos, a0 mesmo tem-
po, envolvesse uma impossibilidade real de ser executada. Tal prova nio nos
asseguraria a possibilidade de termos concretamente uma prova canonica em
nossas mdos, apenas sua posse em principio.

Enfocando o assunto ainda de uma outra maneira, dada a conexio direta
defendida por Dummett entre verdade e a existéncia concreta da prova candnica
(correspondente), a perda do cardter concreto das provas cansnicas poria em
TiSCO a prépria conexdv entre prova e o préprio conceito de “verdade”)

Como acabamos de ver, o intuicionismo introduz explicitamente a nocio
de possibilidade l6gica como a nogdo modal operante em suas explicacoes da
disting3o candnico e nio-candnico, diferenciando o que podemos “em prin-
cipto” fazer, do que podemos “de fato” fazer. O problema que naturalmente
surge aqui é: como compreender construtivamente essa nogio de possibilida-
de l6gica? Uma resposta “técnica” poderia ser: temos semanticas para a Logica
Modal Intuicionista! Obviamente essa resposta no ¢ satisfatoria. Em primei-
ro lugar, diferentemente do que ocorre com as Légicas Modais Classicas, nao
temos sistemnas candnicos para as 16gicas modais intuicionista. Como trabalha-
mos com duas relagoes de acessibilidade (a relacio de acessibilidade para os
operadores modais e a relagdo de ordem para os operadores proposicionais
intuicionistas), sdo multiplas as possibilidades de combinagio para essas rela-
¢oes, e essas diferentes combinagdes nao validam os mesmos principios. Por
exemplo, a expressio (0{A v B) - (0A v OB)) nao ¢ derivavel no sistema S .
intuicionista definido por Prawitz em Natural Deduction, mas ¢ derivavel no
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sisterna definido por Alex Simpson em The Proof Theory and Semantics of
Intuitionistic Modal Logic. Obviamente, nio temos condigoes de determinar
que principios manter (validar), a nfo ser por meio de um outro tipo de
consideragoes semanticas. Em segundo lugar, e esse talvez seja o problema
mais agudo, as semanticas propostas, como é bem sabido, séo classicas, o que
apresenta graves entraves conceituais para o programa construtivista.

Como antecipamos acima, os intuicionistas contemporaneos nao elegem
a nogao de possibilidade real como aquela operante em suas explicacdes. Se-
gundo eles, a nogdo mais forte de possibilidade logica é a nogio adequada.
Martin-Lof, por exemplo, afirma claramente sua adesac 2 nogio légica de
possibilidade:

A tespeito dessa nogio de possibilidade, no tenho nada mais a dizer, salvo que
se trata da negdo de possibilidade [6gica, ou pessibilidade em prindipio, em contraste
com possibilidade real ou prdtica, possibilidade que leva em consideragdo os recursos
e assim por diante. (...) eu sou t@o dependente como ele [Schlick] era da nogao
de possibilidade logica, ou possibilidade em principio, assim vou me permitir ¢
seu uso sem mais delonga nessa discussio, '

Ora, as consequéncias dessa opgdo se fazem sentir imediatamente: uma vez
assumida a nogao mais ampla de possibilidade — a nogio 16gica ~ ndo temos
mais Como assegurar que uma prova no canonica nos ofereca a possibilidade
de existencia concreta da prova canodnica correspondente. Temos entdo que,
coerenteimente, nOs contentar com wma nogao mais fraca de existéncia, uma
nogio de existéncia “em principio” ou meramente “abstrata”. Assim, ndo deve
nos causar surpresa o comprometimento do intuicionismo contemporaneo
também com a nogio correspondente  de “possibilidade 16gica”, a saber, a
nocio de “existéncia meramente abstrata”. Em um artigo de Prawitz encontra-
mos a seguinte passagem:

De um ponto de vista intuicionista, € necessario que exisia em um sentido abstrato
calculos como 768 4+ 859 = B39 + 768 e de 10 ° 10" =
100.000.000.000.000.000.000 = 10% (...) para que seja correto afirmar-se que
768 + 859 = 859 + 768.%

19 Martin Lof, Per, “Verificationism Then and Now", pg. 193, nosso grifo.
20 Dag Prawitz, op. cit., pg. 21, nosso grifo,
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Mais uma vez, no entanto, voltamos ao problema da justificagio filoséfica de
nossa escolha. A introdugio dessa no¢do de existéncia meramente abstrata é
conflitante com a énfase intuicionista no que chamamos de concepeao atualista
da verdade como posse (concreta, ¢ claro) de uma prova (candnica). Como ja
citamos acima, Dummett ¢ bem claro a esse respeito:

...a no¢io de verdade de um enunciado matematico consiste em nossa posse de
uma prova candnica deste.!

Antes de passarmos ao ultimo ponto de nossa discussiao — que razdes levam
os intuicionistas a insistir em sua opcéo pela nogdo légica de possibilidade —
gostariamos de mencionar, ainda que rapidamente, uma outra dificuldade
para a posigao intuicionista. £ comum encontrarmos nos textos intuicionistas
a sugestao de que as demonstragdes nio candnicas tém que nos fornecer um
método efetive que nos permita obter as provas candnicas correspondentes. A
pergunta natural aqui €: qual € a nogao de efetividade empregada?

Uma posstvel forma de compreensio do adjetivo “efetivo” poderia nos
levar a pensar que estivesse indicando que tal método deveria nos fornecer
uma possibilidade real de atingirmos (concretamente) a prova candnica corres-
pondente. Como sabemos, nio € essa a inten¢do dos autores. Claramente, a
releréncia rnais imediata aqui seria 2 moderna Teoria da Computabilidade, 1al
como desenvolvida por Turing e outros desde a década de trinta do século
passado. Assim, o adjetivo “efetivo” indicaria que (1) temos um procedimento
puramente mecanico para chegarmos a prova canodnica, ou que, usando uma
caracteriza¢io muito comum, existe uma maquina de Turing que poderia executa-
lo, e que (2} esse procedimento termina, existe um fim para nosso calculo.

A dificuldade que estamos apontando ¢ simples e j4 foi percebida por
muites construtivistas®: as duas quantificagdes existenciais que usamos em
nossa caracterizacio de método efetivo deveriam ser entendidas classica-
mente. Como observa o préprio Prawitz, a opgao por compreender intuicio-
nisticamente esses quantificadores nos levaria a um regresso ao infinito:

Poderfamos nos perguntar se esse conhecimento nio deveria consistir na descrigdo
do procedimento junto com uma prova de que esse procedimento tem a proprie-

Michael Dummett, op. cit., pg. 240, nosse grifo.
Ver, por exemplo, Theralf Skolem, “Sobre la naturaleza del razonamento matem#tico”, pg. 122
em diante. O Préprio Prawitz menciona Rozsa Peter, Rekursivitdt und Konstrutivitat,
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dade requerida (...) Mas isso nos levaria a um regresso ao infinito e destruiria todo
o projeio de uma teoria do significado como a proposta aqui.

Parece que a nogic de procedimento construtivo usada aqui deve ser tomada
como primitiva. (...) ndo ¢ possivel defini-la como uma maquina de Turing que
sempre produz um resultado quando aplicada a um argumento; o prefixo
guantificacional ¥3 nessa definigio tem que ser entendido intuicionisticamente,
¢ isso significa que para compreendermos a definigéo devemnos j4 saber qual tal ¢
esse procedimento construtive.

Nio pretendemos explorar aqui 0s varios aspectos que a questdo da relagao
entre a proposta intuicionista e a teoria (classica) da computabilidade envol-
ve. Isso estaria para além do escopo de nossa investigacio no momento. Gos-
tarfamos apenas de chamar aten¢do para um fato: se a nogao de computa-
bilidade cl4ssica nao est4 sendo invocada pelo adjetivo “efetivo”, n@o esté claro
qual seria exatamente o papel desempenhado por esse adjetivo quando estamos
falando dentro de um contexto intuicionista. Aparentemente, a possibilidade
de entende-lo como se referindo a moderna teoria da computabilidade mere-
ceria, pelo menos, uma discussio mais cuidadosa. Além disso, a opgio de
toma-lo como se referindo a exigéncia de uma possibilidade real de obtencio
de uma prova can6nica j4 teria sido explicitamente descartada.

De certa forma, os problemas levantados aqui no sio novos. Virios auto-
res j4 argutnentaram no sentido de que, dada a fundamentagio filoséfica pro-
posta pelos intuicionistas contemporaneos, seria mais natural abrir mio da
nogio de possibilidade Iogica e defender, ndo mais o intuicionismo, mas uma
posicdo mais radical, o assim chamado finitismo estrito:

...aTgumentos essencialmente analogos Aqueles que os intuicionistas matematicos
usam para justificar sua revisdo da logica classica e da matemética, pelo menos
quando sua defesa é apresentada da maneira em que Dummett recomenda, levam
a uma visao ainda mais radical, a do finitismo estrito.?*

Por que entdo os intuicionistas contemporaneos insistem em nogdes de sabor
claramente idealizante como as de verificac@o em principio, existéncia abstrata e
possibilidade meramente logica? A resposta € bastante 6bvia e tem um carater
claramente instrumental: a proposta finitista estrita seria por demais radical e

Prawitz, Dag, op. cit., pg. 27.
Crispin Wright, “Strict Finitism”, em Realism, Meaning and Truth, pg. 107. Ver também Sdren
Stenlund, Language and Philosaphical Problems. pg. 146 em diante.
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podaria a matemdtica a um ponto muito além do que estariamos preparados a
admitir. Assim, em um longo artigo dedicado a proposta do finitismo estrito,
Dummett argumenta que essa posicao filosofico-matematica nem sequer é
consistente?, um argumento muito semelhante ao apresentado pelo préprio
Dummett contra a proposta para a matematica que ele acredita ser de
Wiltgenstein.?®

Nao discutiremos aqui a corre¢ao da acusagio de Dummett as propostas de
Wittgenstein. Aparentemente os intuicionistas cOntemporinecs encomtram-se
em uma situagio muito semethante 2 de Russell com seu axiema da reducibilidade.
Sem aquele axioma (ou aquela nogdo de possibilidade mais forte) esses autores
acreditam que ndo seria possivel a apresentagdo de uma proposta tecnicamente
vidvel para a matematica. Mas da mesma forma que no caso de Russell (alvo das
criticas ferinas de Wittgenstein}, uma justificagio assim nao poderia jamais es-
conder seu carater ad hoc. Esse cardter ad hoc pareceria ser particularmente
inapropriado para uma proposta que envolve, como sabemos, uma revisio de
vdrias dreas da matemdtica contemporénea (considerada por muitos matemati-
cos cldssicos como sendo por demais radical e amarga) em prol de uma maior
clareza de fundamentagdo filosdfica. Em outras palavras, como o préprio Dummett
enfatiza, a fundamentagio filossfica ndo pode ser tratada como assessdria em
uma proposta como a do intuicionismo:

O intuicionismo jamais terd sucesse em sua luta contra formas de matemdtica
rivais e mais largamente aceitas, salvo se consiga vencer a batalha filoséfica. Se
algum dia ele perder esta batalha, a prépria pratica da matemdtica intuicionista e
o estudo meta-matemdtico dos sistemas intuicionistas tornar-se-ao, ambos, uma
perda de tempo.”

Nio consideramos, de forma alguma, que nossas consideracdes sobre a
elucidaciio filoséfica intuicionista das nogdes de “prova” e de “verdade” en-
volvam propostas positivas ou argumentos conclusivos. Longe disso, enten-
demos apenas que elas apontam para uma necessidade urgente de um escla-
recimento conceitual mais elaborado e de um maior cuidado no trato e justi-
ficagio de argumentos envolvendo nogdes modais.

Michael Durnmelt, “Wang's Paradox”, em Truth and Other Enigmas. Ver principalmente a conelu-
sdo {inal, pg. 268,

Michael Dummett, “Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics”, em Truth and Other Enigmas, pg.
182.

Michael Dummett, Elements of Intuitionism, pg. viii.
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