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RESUMO

A transformada de Laplace é uma poderosa ferramenta na resolucdo de
problemas envolvendo equagdes difero-integrais, diferenciais ordinarias e
parciais. Neste artigo definimos a transformada de Laplace e calculamos a
transformada para diversas funcoes elementares. Por ultimo fizemos algumas
aplicac6es da transformada de Laplace para resolver problemas de valor inicial
em equacoes diferenciais ordinarias e problemas de valor de contorno em
equacoes diferenciais parciais.

PALAVRAS - CHAVE: Transformada de Laplace, Problema de Valor Inicial,
Transformada Inversa.

THE LAPLACE TRANSFORM AND SOME APPLICATIONS
ABSTRACT

The Laplace transform is a powerful tool in solving problems involving equations
difero-integrate, and partial differential equations. In this article we define the
Laplace transform and transformed to calculate the various elementary
functions. Finally we made some applications of the Laplace transform to solve
initial value problems in ordinary differential equations and problems of
boundary-value partial differential equations.

KEYWORDS: Laplace Transform, Initial-Value Problem, Inverse Transform.

1. INTRODUCAO

Muitos problemas em matematica aplicada recaem na resolucdo de
certas equacoes diferenciais, que na maioria das vezes nao é uma tarefa facil.
Portanto métodos que auxiliam na resolucao de equacgdes diferenciais séo
sempre muito bem-vindos. Neste contexto, a Transformada de Laplace (Pierre
Simon de Laplace (1749-1827) estudou Mecanica Celeste e Teoria das
Probabilidades, Sobre uma biografia de Laplace veja Andreott) é uma
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ferramenta importantissima para a resolugéo de problemas de valor inicial em
equacdes diferenciais.

A importancia da Transformada reside no fato dela “transformar”
problemas de valor inicial para equacdes diferenciais ordinarias, certos
problemas de valores de contorno para equacgdes diferenciais parciais em
equacoes algébricas. Estes problemas de equacdes diferenciais nem sempre
s&o de trato simples.

Somente para dar um exemplo da importancia da transformada de
Laplace na resolucéo de equacgdes diferenciais, observe o seguinte o problema
de valor inicial:

'+ 2y + J:.v(r}dr =t, y(0) =1,

A equacdo que aparece acima € uma equacao difero-integral cuja
solucdo é garantida pelo Teorema de Picard, veja Sotomayor,1979. Este
teorema sé garante a existéncia e unicidade de solugdo para problemas em
equacdes diferenciais ordinarias, mas nao fornece uma dire¢do para encontrar
esta solugcédo. A equacao acima nao pode ser resolvida pelos métodos usuais
de resolucdo de equacdes diferenciais lineares de primeira ordem, mas pode
ser resolvida via a teoria da transformada de Laplace.

A transformada de Laplace também pode ser utilizada para resolver
certas integrais impréprias como:

o0 _a wm g Lo g—3L
J, te™* costdt g [ ———at.

Neste trabalho iremos estudar um pouco sobre a Transformada de
Laplace e faremos algumas aplicacbes da sua utilizacdo para resolver certos
problemas em equacdes diferenciais.

2. RESULTADOS E DISCUSSAO

2.1 Definicao da Transformada, Funcdées de Ordem Exponencial e
Existéncia da Transformada Inversa.

Agora iremos definir a transformada de Laplace e apresentar muitos
resultados que serao Uteis no desenvolvimento da teoria apresentada.

Definigéo 2.1.1 — Dada uma fungdo f(*) definida no intervalo [0.%)
definimos a sua Transformada de Laplace, e denotamos por F(s), por:

F(s) = £(f(0) = | e f(xds
0

Supondo que a integral acima seja convergente pelo menos para algum
valor de 5. Por exemplo, considere a fungédo f(x) = €. Sua transformada,
£(f(x)) ¢ dada por:

PR |

F(s) = J':e""rexdx = lim, .. j'l} e 1™%dy = lim, — = Eik , ses> k.

Equacéo (1)
Uma questao a ser levantada é a seguinte, que condicdo uma funcao f

deve satisfazer para que sua transformada L(f) esteja bem definida, isto é,
que a integral dada na definicdo 2.1 seja convergente?

ENCICLOPEDIA BIOSFERA, Centro Cientifico Conhecer - Goiania, vol.6, n.9, 2010 Pég.2



Vamos querer que a funcgao [ nao cresgca muito rapidamente, por
exemplo a funcdo gl(x)= E""snéo possui transformada de Laplace. Vamos
supor que a funcao f(x) satisfaca:

f(x)| = Me* pgrg 0= x <
Onde M e k sio constantes positivas. Funcbes satisfazendo a

desigualdade acima sao ditas de ordem exponencial k. Vamos mostrar agora
que a transformada de Laplace de fun¢des de Ordem Exponencial estd bem

definidas. Temos que
I I Lo M
fe'j"'f{xjd.x < J'e"”lf{,x)ld.t < J' e " ¥ dx <
0 (i} (] s—k

Logo a transformada existe para = = k. lIsto é, para funcées de ordem

exponencial ¥ a integral imprépria é absolutamente convergente e ainda temos
a seguinte estimativa

LL(F)I = IF() = =

E possivel mostrar que se f(*) é uma funcéo de ordem exponencial X,
entdo a funcao 9(x) definida por g(x) = f; f(D)dr também é de ordem
exponencial com a mesma constante ¥.

Agora vamos discutir sobre outro problema: a existéncia da
transformada inversa £ . Comegamos com a seguinte defini¢cdo:

Definigdo 2.1.2 — Se V' (t) ¢ uma funcio tal que, para todo t = 0,
J‘ N(u)du=0
o

Entdo a funcdo V(f) é chamada de fungdo nula. Por exemplo, toda
funcéo que é nula, exceto num conjunto de medida nula é uma funcao nula.

Seja f(*) uma funcdo de ordem exponencial, £(5) sua transformada de
Laplace e 9(x) = f(x) + M(x), onde V(%) & uma fungéo nula. Observe que

L(g(x))= 6(s) = J e~ (f(x) + N(.r]}dx=J e™** f(x)dx = F(s)

Pois, a integral J, €™ M (x)dx - 0. O que estamos querendo dizer &
que duas funcdes distintas (f(-"} e E?(-"}) podem ter a mesma transformada de
Laplace, isto é, o operador £ ndo é injetor. Porém temos o seguinte resultado

sobre o operador transformada .
Teorema 2.1.3 — (Teorema de Lerch) — Se nos restringirmos a funcoes

f(x) que sejam continuas por partes em todo intervalo finito ¢ = * =lede
ordem exponencial, entdo a transformada inversa de Laplace de F(s), isto é
L7HF(s)) = f(x), ¢ tnica.

Prova — Para uma demonstracao deste teorema veja FIGUEIREDO &
NEVES (2001).

2.2 Propriedades da Transformada de Laplace

Nesta secdo iremos calcular a transformada de algumas funcodes
elementares. Também mostraremos algumas propriedades que a transformada
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possui e apresentaremos uma tabela sobre transformada de varias funcées
para posterior utilizacdo nas aplicacoes.
Até agora s6 calculamos a transformada da funcdo f(x) = e
resultado é F(s) = 1/(s— k) para s > k. Portanto,
1
f—‘l( ] = k=

5 — K.

kx .
, CUjo

Mo§traremos agora que a transformada da funcao flx) = x™ ¢
F(s) = _-”T
Mostraremos este resultado por inducdo. Primeiramente mostraremos
para™ =0, Entao f(x) = x° =1 ¢ agsim 1
—e "+ 1

= 1
F(s) = f e ¥ 1dx = lim ——= —,
o 5

l—=o0 =

Logo o resultado é valido para ™ = 0. Suponha que o resultado em
questdo seja valido para ™. Queremos mostrar que vale para * * 1. Entdo:

-

l
f(:t.r:--l) — f g = I,t.r.--‘l dx = lim j E'_Sx.\'n+1d.'t'
== s
o o

Aplicando a técnica de integracao por partes na ultima integral acima,
obtemos

_l?".-.-j.E_SI! n+1 I n+1 oo
£L(x™) = lim - J e Hx"dx = J‘ e ¥ x"dx.
|:| 0

[ L k) 5

Q

Pela hipétese de inducao temos que a ultima integral acima, que é

justamente a transformada de f(*) = *™.¢ a fungao F(s) = 7. Assim

n+l ™ _ n+1 n! (n+1)!
e Faldx = =
0

Aty —
L(x"h) = . g gntl  gmrD+1

Uma propriedade muito importante que o operador transformada de

Laplace satisfaz é a propriedade linear, isto &,
£(af(x) + bg(x)) = aL(f(x)) + bL(g(x)),

A demonstragdo deste fato se deve a linearidade da integral de
Riemann. E facil mostrar que esta propriedade é vaélida para qualquer
combinacao linear finita de funcdes.

Calcularemos agora a transformada de algumas fung¢des. Primeiramente
note que podemos substituir ¥ na equacéo (1) pelo nimero complexo ¥ W ¢
para ¥ = k efetuar as mesmas operacodes e obter

. : 1 s—k+iw
£e+w) = = ——
s—(k+iw) (s—k)*+ w*
letiwlx — k% ooy + e sen wX obtemos entdo

Da férmula de Euller €
as seguintes e importantes férmulas

1: kx N — 5 k
(e™ coswx) = G+ w?

J!:( kx ) w
e senwx) = — —
(s —k)*+ w?

E ainda fazendo uma combinacdo linear das foérmulas anteriores,
obtemos a férmula da inversa
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Senwx

_1( As+ B Ak + B

L - -

(s —k)*+ w? w

Nosso principal objetivo com a transformada de Laplace € resolver

equacoes diferenciais, portanto vejamos como o operador transformada atua
na derivacao de funcées. Comecamos com os seguintes Lema.

Lema 2.2.1 — Se f(*) é uma funcdo derivavel, com derivada de ordem
exponencial k entao

) = g=* [.»’-1 coswx +

L(f'(x)) = st(f(x)) - f(0), s>k

Prova — Por definicao temos que

£(f'(0) = f e f'(x)dx = Jim | e~ f'(x)dx
0 =0
Aplicando a integragdo por partes teremos

-]

(f'(x) = ;Ilrrgce‘s;f['!} - fl0)+ sfle‘gxf(m')dx = —f(0) + sf e~ f(x)dx

Isto &, LUF' () = sL(f(x))— f(0),

Lema 2.2.2 — Se f(x) ¢ uma fungdo derivavel quantas vezes for
necessario, com derivadas de ordem exponencial k entdo

£(f*0() = s£(F) - £ (0)
Prova — Pela definicao
£(f™0())= lim J e~ F+D) (x)dx
[ 4 o D
Apdbs uma manipulacéo algébrica obtemos

1111':1 J‘ e-:xf-'nﬂ (x)dx= lim e-:.'f-'ﬂj- (0) - f-'n_f- (0) + SJ e-:xf':n." (x)dx
Il 0 [l 0
Assim temos

r (f'fn+1f- (\]) — Sf{'ff‘n-}') . fu:n_‘. (ﬂ}
Mais geralmente podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 2.2.3 — Se (¥) é uma fungdo derivavel quantas vezes for
necessario, com derivadas de ordem exponencial k entao

£(fP@)= s"£(f(x) —s"1£(0) —s"*f'(0) = —sf2(0) — f*=(0)

Prova — Segue diretamente dos Lemas 2.2.1 € 2.2.3.

Outra férmula interessante segue do Lema 2.2.1. Seja 9(x) = [ f(2)dz,
entao

£(f(x)) = £(g'(x)) = st(g(x)) - g(0) = Sf(rf(r]dr)

Isto é,
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,E(J’ f(r}dr) = %ﬁ(f(‘t’])

Se f(x) = x"e" entdo usando a linearidade de £ e o Lema 2.2.1,
obtemos
L(nx™ 1e™ + kx"e™) = nL(x" 1e™) + kL(x"e™) = sL(x"e")
Entao temos a seguinte formula de recorréncia
MRy — L n=1_kx
L(x"e™) = S_ki:(_r e™™)
Aplicando sucessivamente a férmula anterior teremos

. n!
L(x"e™)= ————.
{ j [5_ kjn-j_

Colocaremos agora uma tabela com a transformada (e
consequentemente sua inversa) de algumas funcbes que aparecem com
bastante freqiiéncia e algumas férmulas gerais.

QUADRO 2.2.4 : Transformadas de Laplace

FUNCAO TRANSFORMADA
f(x) L(f(x)) = F(s)
o
ekx 1
— k,s =k
e** coswx s—k
(s—k) + we'® K
- (s—k):-i-w:'E}k
ek [ﬁl coswx + Akt B senwx A5 s>k
w (s —k)*+ w?’
ek [Acushwx+ Ak+Esenhwx As+ 5 s>k
w GG-k)2—w?’
m.s >k
f'(x) s£(f(x)) — £(0)
f(x) s*L(f(x))— f(0) = £'(0)
F () F(s— k)
f(kx 1 s
. F3)
f f(D)dr ~F(s) - f f()dr
x"f(x) . an
(0" (F ()
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Outro quadro com outras transformadas pode ser encontrada no livro de
SPIEGEL (1965). Para o que estamos nos propondo, estes quadros com as
férmulas sédo suficientes. Para saber mais sobre transformadas de Laplace de
diversas fungbes, como por exemplo; a funcdo gama, funcdes de Bessel,
funcdo impulso unitario ou funcéo delta de Dirac' veja a referéncia anterior.

3. APLICACOES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Nesta secdo iremos fazer algumas aplicagdes da transformada de
Laplace como: resolucdo de problemas de valor inicial para equacdes
diferenciais ordinarias, resolucdo de problemas de contorno para equacgdes
diferenciais parciais e calculo de algumas integrais improéprias.

3.1 — Uso da Transformada de Laplace na resolucao de problemas
de valor inicial para equacoes diferenciais ordindrias.
Comecamos com a seguinte observacao. Considere o problema de valor

inicial abaixo:
v+ ay' + by = f(t)
.“'(rn) = Yo
V'(ty) = v,

Do ponto de vista matematico, ndo faz nenhuma diferenga este
problema de valor inicial (PVI) com condigdes iniciais num ponto ‘e qualquer,
de outro PVI com a mesma equagdo, mas com o ponto inicial no ponto fo = ©-
O que ha é apenas uma translacdo, isto é, se ¥(t) é solugdo do PVI com
condicdo inicial no ponto fo entdao *(t—ty) = ¥() ¢ solugdo do PVI com
condic&o inicial em fo = 0- Consideraremos apenas PVI com condicdes iniciais
em zero.

Exemplo 3.1.1 - Considere o PVI dado abaixo

[}.w +y=t241
y(0) = =*
t y¥'(0) = 2n

Aplicando a transformada de Laplace na equacao acima obtemos

. 2 1
L+ 3) = L(E+ 1) & L0+ L0) = 5+ <

Na equacdo anterior usamos a linearidade do operador £ e o quadro
2.2.4. Usando ainda o quadro 2.2.4, na parte sobre a atuacdo do operador

L nas derivadas obtemos

-

L")+ £(y) = 3*1 = s2L(y) — sy(0) — y'(0)+ £() = —

5= 5

Usando £() = U entdo teremos
(52 ) 2 1 2 4 - 2 1 tis+ 27
5=+ 1 = =T =T 0" T+ 4 = = = = - — T =

Y s 5 Y s°(sc+1) s(s-+1) s=+1

Separando os dois primeiros quocientes da ultima equacao em fragdes
parciais obtemos

! Paul Dirac, Prémio Nobel em Fisica em 1933, por trabalhos em Mecanica Quantica.
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. — 2 25

S —t5t+5
s3(s*+1) s s s?P+41
1 1 s

5{52*1)=5 s?+1

E portanto, temos que i
_ 2 2 2s 1 s m°s+ 2w

s s 5241 s sT+1 s7+1
Ou equivalentemente

1 2 N s wis+2nm
Y= s s s*+1 s +1
Agora usando a tabela 2.2.4, mas no sentido inverso, isto é, para
calcular a transformada inversa, obtemos a seguinte expressao para a solucéao

do PVI proposto n
r= = () () + G5+ o (FE)

s st +1 st +1

E entédo

yv=—1+ t*+ cost+ m’cost + 2mwsent

Logo, ¥ = (1+ m*)cost+2msent+ t°+ 1 ¢ 3 golugdo do nosso
problema de valor inicial.

Na resolugdo do problema anterior tivemos que desenvolver a equagao
algébrica (fungéo racional) obtida, em fracdes parciais. Para saber um pouco
mais sobre a técnica de resolucdo de fragdes parciais veja GUIDORIZZI
(2001).

Resolveremos agora uma equacao difero-integral como aplicacdo da
teoria da transformada de Laplace.

Exemplo 3.1.2 - Considere o PVI dado abaixo
y'+ 2y + f y(r)dr =t
0

y(0)=1
Aplicando o operador £ em ambos os lados da equacdo acima, usando
a linearidade de £, utilizando a tabela 2.2.4 e a condic&o inicial obtemos

_ 1 s
v= s(s+ 1) (s+1)3

Onde ¥ = £(¥)-Desenvolvendo as fungbes racionais em fragdes
parciais obtemos

1 1 1 1
s(s+1)2 s (s+1) (s+1)32
5 B 1 1
(s+1)2 (s+1) (s+1)?
Logo, temos que
1 1 1 1 1

s (s+1) {5—-—1}:+ (s+1) (s+1)?

Ou equivalentemente
2

1
V= G e
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Aplicando a transformada inversa em ambos os lados obtemos a

solucao do PVI, expressa por
y=1-2xe™

Estamos usando o quadro 2.2.4 para calcular a inversa da transformada
de Laplace de algumas funcgdes. Existe a férmula inversa da transformada de
Laplace, chamada de férmula complexa de inversdo ou férmula integral de
Bromwich. Spiegel, em seu livro, traz um capitulo inteiro sobre a férmula
complexa de inversdo. A palavra complexa € devido ao uso da teoria de
funcdes de variaveis complexas e nao pela dificuldade de calculo apresentada
pela formula.
x:

oc _ o 1 —
Exemplo 3.1.3 — Mostre que Jy e dx=ZVm

=-Ix

“dx_ Entao, tomando a

Considere a funcdo definida por 9(t) = [, e
transformada de Laplace, temos

= 1 1 ! 7
L(g(n) = J —— — -

1
o X ;'—!:n:\.s VS

dx = lim —tan™" —= —

|

W

sd

Invertendo a fungédo acima obtemos
= 1
g(t) = f e " dx = —ymt
0 2

O resultado procurado segue fazendo t = 1.

Para finalizar mostraremos um exemplo da utilizacdo da teoria da
transformada de Laplace na resolucado de problemas de valor de contorno em
equacoes diferenciais parciais.

Exemplo 3.1.4 — Encontre a solu¢ao do Problema de valor de contorno

U au
dx ot
U(x,0) = 6e™3*

Que seja limitada para * = 0. = 0_ Aplicando a transformada de Laplace
na equagao acima, temos:
du :
—=2[su—U(x,0)]+ u

dx
Onde £(U) = u_yUsando a condicdo de contorno, obtemos
du 2 1) 120-3%
——(2s+1)u= —12e™ 7
dx
A solugao geral desta equacao diferencial ordinaria é
6 e
u= e—ﬂ.‘: 4L C.E-_s--l;x
s+ 2

Como queremos Y(*.t) |imitada quando * — %, devemos ter também

u(x,5) quando * ~ ® e segue que devemos escolher entdo € = 0. Assim
6

5+ 2
Entao, tomando a inversa, encontramos
U(x,t) = 6e "%

Confere-se facilmente que esta € a solucao procurada.

E—EI

u=
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SPIEGEL traz inumeros problemas aplicados envolvendo equacdes
diferenciais ordinarias, parciais e equacoes diferenca. Todas estas equacodes
sao resolvidas via teoria da transformada de Laplace.
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