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Resumo

Carvalho, Marcos Leandro Mendes. Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas
Multivalentes: Crescimento Critico, Métodos Variacionais. Goiania, 2013.
135p. Tese de Doutorado . Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

Neste trabalho desenvolvemos argumentos sobre a teoria de pontos criticos para funcio-
nais Localmente Lipschitz em Espacos de Orlicz-Sobolev, juntamente com técnicas de
convexidade, minimizacdo e compacidade para investigar a existencia de solucdo da
equagao multivalente

—Agu € 9j(.,u) +Ah em Q,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira 0Q regular, ® : R — [0,0) é uma
N-fun¢do apropriada, Ag é o correspondente ®—Laplaciano, A > 0 é um parametro,
h:Q — R é uma funcdo mensurdvel e dj(.,u) é o gradiente generalizado de Clarke da
funcdo u — j(x,u), q.t.p. x € Q, associada com o crescimento critico. A regularidade de

solucdo também serd investigada.

Palavras—chave

Minimizagdo, convexidade, Espagos de Orlicz-Sobolev.



Abstract

Carvalho, Marcos Leandro Mendes. Multivalued Elliptic Partial Differential
Equations: Critical Growth, Variational Methods. Goiania, 2013. 135p. PhD.
Thesis . Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

In this work we develop arguments on the critical point theory for locally Lipschitz func-
tionals on Orlicz-Sobolev spaces, along with convexity, minimization and compactness

techniques to investigate existence of solution of the multivalued equation
—Agpu € 9j(.,u)+Ah in Q,

where Q C RV is a bounded domain with boundary smooth dQ, ® : R — [0,) is
a suitable N-function, Ag is the corresponding ®—Laplacian, A > 0 is a parameter,
h:Q — R is a measurable and dj(.,u) is a Clarke’s Generalized Gradient of a function
u— j(x,u), a.e. x € Q, associated with critical growth. Regularity of the solutions is

investigated, as well.

Keywords

Minimization, convexity, Orlicz-Sobolev Spaces.
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CAPITULO 1

Introducao

Neste trabalho estudamos existéncia e regularidade de solucdes da equagdo

quasilinear eliptica multivalente
— Agu € dj(x,u) +Ah(x,u) em Q (1-1)

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira dQ regular, Ay é o operador ®-

Laplaciano, isto é

N9
Apu = div(0(|Vu|)Vu) = Z a_ ( (|Vul) )
onde ¢ : (0,00) — (0,°0) é uma fungéo continua e satisfaz:
(1) (i) limso(s) =0, (i) lim so(s) =
s—0 S—yoo
(02) s 50(s) € ndo-decrescente em (0,0),

@ : R — R € a funcdo par dada por

®(1) = /0 s0(s)ds, 1 >0,

J QxR — R é uma fungdo Carathéodory tal que a fungdo ¢ — j(x,t) é localmente
Lipschitz q.t.p. em Q, A > 0 é um parametro, & : Q x R — R é uma fun¢io Carathéodory

e dj(x,t) é a derivada generalizada de Clarke, isto é,
0j(x,t) :={ueR|°(x,t;r) > ur, reR}, qtp. x€Q,

onde j'(x,t;r) denota a derivada direcional generalizada de s +— j(x,s) em s na direciio r

dada por

A
jo(x,t;r) = limsup]( YA — y)
y—1;:Al0 A
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Em nossa primeira classe de resultados, exploramos funcionais energia coercivos

para obter solu¢do da equagao
—Apu € 9j(.,u) +hem Q, (1-2)
via minimizagdo (cf. Capitulo 5). Na equagdo (1 —2), h: Q — R, é uma fun¢do mensu-

rével (consideramos h(x,u) = h(x) em (1 — 1)), e j: Q x R — R tem crescimento critico

(num sentido que definiremos abaixo), satisfazendo a seguinte condi¢@o adicional:

existem niimeros A > 0, £ > 0 e uma fungdo ndo negativa B € L'(Q) tais que
j(x,8) <Als|"+B(x), seR, ae xeQ. (1-3)

Segue que a funcdo

satisfaz
Aw(x) <A, q.tp. x€Q. (1-4)

Quando a fungéo ¢ satisfaz (¢;) — (¢2), @ é uma N-fungdo (cf. Capitulo 2). A

fun¢do complementar de ® (que também € uma N-funcao) é definida por

®(r) = max{st — P(s)}. (1-5)

s>0

Para introduzir a funcao crescimento critico ®, precisamos que ¢ satisfaca

12(1)
D(r)

(03) existem {,m € (1,N) tais que ¢ < <m,t>0.

A prop6sito, P, € definida como sendo a inversa de
tp-1
t € (0,00) — / %ds. (1-6)
0 s~

Estendemos @, a R por ®,(t) = ®,(—1) parat < 0, e observemos que de acordo com a
condi¢do (¢3) a func¢do @, é uma N-fungdo (cf. Capitulo 2).

Devido a natureza do operador Ag utilizaremos espacos de Orlicz Lo(Q) e
de Orlicz-Sobolev WO1 ’CD(Q) (cf. Capitulo 2 para defini¢des e propriedades) e gracas a
condicdo (¢3) ambos os espagos sdo reflexivos.

A propésito, a definicdo de solugdo fraca de (1 —2) é:

Definicdo 1.0.1 Dizemos que u € WOl ’CD(Q) é solugdo fraca de (1 —2) se existe p = p, €
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Lo, (Q)' = Lg () tal que
p(x) € dj(x,u(x)) g.t.p. x € Q, (1-7)

/Qq)(\VuDVqua’x:/vadx+/9hvdx, vEWOL(b(Q). (1-8)

Nosso primeiro teorema, enunciado a seguir, ¢ motivado por resultados de
Mawhin, Ward e Willem (cf. [39, Teo. 1]) e Gongalves (cf. [27, Teo. 1]).

Teorema 1.0.1 Seja ® satisfazendo (¢1) — (¢3). Suponha que existam ci,c; > 0 e uma
fungdo ndo negativa b € Lo, (Q)' tal que

M| < 1P o®,(cas) +b(x), s€R qrp. x€Q, nedj(x,s). (1-9)

Suponha também que j satisfaca (1 —3) e

inf {/ O(|Vv|)dx — / Aw(x)|v(x)|fdx} > 0. (1-10)
veW, ®(Q), |v]o=1 {v#£0}

Entdo para todo h € Lgy(Q)', 0 problema (1 —2) possui pelo menos uma solugdo fraca
1,®
em Wy (Q).

Observacio 1.0.1 1. A condigdo (1 —10) é motivada pelas condigcées (5) — (6) em
Brézis e Oswald [11], e condi¢cdo (5) em Gongalves [27].
2. Sel<p<Ned(t)=ptP~2, entdo

D(r) =17.
Assim
& (1) = /l cp;i(]s)ds = /tsl/pl/Nlds = i*tl/p*, t>0
0 ¢~ 0 p
obtendo ®,(t) = (p*)?"t"", onde p* A fungdo @, desempenha o papel do

expoente critico de Sobolev no caso de espagos de Sobolev.
3. Quando 1 < p < N e 0(t) = ptP~2 temos que

() Wol’q)(Q) = Wol’p(Q) e na condi¢do (03) temos { = m = p;

(ii) supondo que s — j(x,s) é diferencidvel e f(x,s) := o (x s)

gtp. x € Q a

equagdo (1 —2) e as condi¢des (1 —9) e (1 — 10) tornam-se respectivamente

—Apu=f(x,u)+h, em Q, u=0 em 0Q, (1-11)
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1f(x,s)| <als|”" "' 4+b(x) gtp. xeQ, seR, (1-12)

inf { / Vv|Pdx— / Aoo(x)|v(x)|”dx}>0; (1-13)
vew, P (Q), [Iv,=1 \/Q {v£0}

(iii) O problema (1 —11) sob as condi¢oes (1 —3), onde t =m=p =2, (1 —12)
e (1 —13) foi resolvido por Gongalves (cf. [27]).

4. Para outros comentdrios e observacoes confira Capitulo 5.

Nosso segundo teorema, enunciado abaixo, trata sobre regularidade de solugdo

fraca da equacdo (1 — 2) obtida no Teorema 1.0.1.

Neste sentido, sejam a > 0 e f: Q x R — R uma func¢io satisfazendo:

f(x,.) € C(R—{a}),

(1-14)
flx,a—0) < f(x,a+0), xeQ,
onde
f(x,t—0):= lim f(x,0) e f(x,t4+0):= lim f(x,9d).
0—t— d—tt
Defina s
jns)i= [ sl
0
Se u é solugdo de (1 —2), dada pelo Teorema 1.0.1, considere o conjunto de nivel
Iy(u) ={x€Q|u(x)=a}l. (1-15)

Teorema 1.0.2 Sejam ® satisfazendo (01) — (¢3) e f: Q x R — R uma fungdo ndo

decrescente na segunda varidvel satisfazendo (1 —3), (1—10), (1—14) e
1f(x,5)] < 1P o, (cas) +b(x), (1-16)

onde c1,¢c2 >0eb € Ly, (Q). Entdo (1 —2) admite solugdo satisfazendo

(1-17)
—Agu(x) = f(x,u) +h(x) g.t.p. x € Q.

Observacao 1.0.2 Uma explicacdo para a equacdo (1 —17) é da no Capitulo 5.
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Nosso préximo resultado € uma aplicacdo do Teorema 1.0.1 no caso em que o

operador Ag da equagdo (1 —2) é dado por:

(V1+[VuP —1)*!
N(EaT Vu>, (1-18)

onde 1 <7y < oo. Neste caso a correspondente fungdo ¢ : (0,00) — (0,00) é dada por

Wit
dy(t) =7 i t>0.

Observacao 1.0.3 O operador Ap,, com Y > 1, aparece em problemas de elasticidade

At = div (¥

(cf. Fukagai & Narukawa [24]). Por outro lado, o caso Yy =1 é tratado por Dacoronha
[17, Teo. 5.28].

Nosso terceiro resultado é:
Teorema 1.0.3 Suponha que 1 <y < %’ que
| <als[¥ '+ b(x), se Rqtp. x€Q, nedj(x,t), (1-19)
onde @ > 0 é uma constante, b € LY (Q) é néo negativa, ¥ = Ny/(N —7), e
j(x,s) <Als|"+B(x), seRq.tp. x € Q, (1-20)

para alguma constante A > 0 e alguma funcdo néo negativa B € L! (Q). Se além disso,
Y
inf {/ (,/1 V- 1) dx—/ Aoo(x)|v(x)|7dx} >0,  (1-21)
VGWOI"Y7 vlpy=1 L/ Q {v#0}

Y

entdo para cada h € L7 (Q) existe u € WO] Y(Q) satisfazendo
— A, €3j(u)+hemQ, (1-22)
no sentido fraco.

Para formular nosso quarto resultado vamos supor a seguinte condi¢do de cres-
cimento
1f(x,5)| <als|" ' +b(x), 1 €R, q.t.p. x €Q (1-23)

onde @ > 0 é uma constante, b € LY é ndo negativa, y* = Ny/(N — 7).

Observamos que a Condigdo (1 —23) é um caso particular de (1 — 16).
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Teorema 1.0.4 Suponha 1 <7y < %’ Suponha também (1 —14), (1—-20), (1—-21) e
(1 —23). Entdo, para cada h € Lv (Q), o problema (1 —22) admite uma solugdo fraca
ue WOI’Y(Q) satisfazendo (1 —17).

Observacgio 1.0.4 Sejama > 0e h € Ly, (Q)', h >0 e h % 0. Considere o problema de

fronteira livre em €.
—Apu=14+h seu>a;

(1-24)
—Apu=h seu<a.
O problema (1 — 24) pode ser escrito como
— Aot = Yy>a+h q.t.p. em Q. (1-25)

No Capitulo 5 mostraremos o seguinte resultado:
Proposicao 1.0.1 A equagdo (1 —25) admite uma solugdo fraca u € WO1 ’(D(Q).

Os resultados acima serdo demonstrados no Capitulo 5.
Em nossa segunda classe de resultados, exploramos a limitagdo local de funcio-

nais energia para obter solucao da equacdo
—Agpu € 9j(.,u) +Ahin Q, (1-26)

via principio variacional de Ekeland (cf. Capitulo 6). Na equacdo (1 —26), A > 0 é um

parametro, & : Q — R é uma fun¢do mensurdvel e j : Q x R — R é dada por

J(x,1) = 6(x)[@u (1) = Pu(@)] Kgr>a} (1), (1-27)

onde ¢ € L*(Q), 6 >0, e a > 0 é um nimero. A propdsito, o funcional energia associado

a equacao (1 —26) é dado por
I(u) = / cp(\vuy)dx—/ jlx, u)dx—x/ hudx, u € W, ®(Q). (1-28)
Q Q Q
Uma solugdo da equacdo (1 —26) é entendida no seguinte sentido:

Definic¢ao 1.0.2 Seja h € Ly, (Q). Uma fucdo u € W01,4> (Q) é uma solucdo do problema
(1 —26) se existe um elemento p := p, € Lo, (Q)' tal que

p(x) € dj(x,u(x)) g.t.p. x € Q, (1-29)

/QQ)(WM\)VMVvdx:/vadx+7»/ghvdx, vEWOI’q)(Q). (1-30)



17

A seguir, enunciamos os principais resultados do Capitulo 6.

Esses resultados, bem como as técnicas de demonstracido, sdo motivados por
Alves & Gongalves [5], Alves, Bertone & Gongalves [4], Alves & Bertone [3], Santos
[45], Alves, Gongalves & Santos [7] e Alves, Gongalves & Santos [6].

Teorema 1.0.5 Seja a > 0 e suponha que £* > m. Suponha também que ¢ : (0,00) — (0, 00)
é continua e satisfaz (¢1) — (¢3). Seja h € Lo, (Q)' ndo negativa e ndo nula. Entdo existe
A« > 0 tal que para cada ) € (0, L) o problema (1 — 26) possui pelo menos uma solugdo
ndo-negativa, digamos u = uy, € WO1 P (Q). Além disso,

—Apu=p+Ah q.tp. em Q. (1-31)

Observacao 1.0.5 No Teorema acima (* = NN—Q. Além disso, p que aparece em (1 —31)

€ 0 p que aparece na Definicdo 1.0.2.

Antes de enunciarmos nosso préximo resultado, introduziremos algumas nota-
coes.

Em primeiro lugar, lembramos que (cf. [23, 43])

@.(0) = [ 0.()ds
onde ¢, : [0,00) — [0,0) satisfaz

(0:)1  04(0) =0, ¢s(s) >0 fors>0, ILm Os(s) = oo,
§—>o00
(05)2 0« € continua, ndo-decrescente,

* Z(I)*(l)
(0s)3 ¢ Sq)*(t)

<m* fort >0,

onde p* :=Np/(N —p) para p € (1,N).
Observamos que a fungdo j(x,t) se escreve da seguinte forma

i) = [[ 000 e (9 9-(3)dn, 1€ R (132)

As condic¢des adicionais abaixo sdo necessdrias para formular o nosso préximo

resultado que trata sobre regularidade da solucao obtida no teorema anterior:

(01) ¢ € C'(0,0) uma fungio nio-negativa e monétona;
(02) Se ¢ é ndo-decrescente, entdo lim¢(z) =0 e lim ¢(z) = oo.
t—0 [—o0

oo (W) @00 (6(s)s)
() O<ar= 10700 = "oty =0 4()

(04)" (04(¢)) é ndo-decrescente para r > 0, ou em outros termos 0. (¢)¢ é convexa.

=tap<N-—1,1>0;
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Observacio 1.0.6 Mostraremos no Se¢do 6.6 que as condicdes (1) e (¢3)" implicam

(01) = (3).

Teorema 1.0.6 Sejam a > 0. Suponha que ¢* > m, ¢ : (0,00) — (0,0) satisfaca (¢;) —
(04) e h € Lo, (Q) ¢ ndo negativa e nédo nula. Entdo existe A, > 0 tal que para cada
A € (0,Ay) a solugdo u € WOI’qD(Q) obtida no pelo Teorema 1.0.5 satisfaz:

(i) I(u) <O
(i) [Ta(u)|=0;
(iii) [{x € Q| u(x) >a}|>0;

Além disso,
—Agu =G 0s(u) X{usa) T A1 q.t.p. em Q. (1-33)

Observacao 1.0.7 Uma consequéncia do Teorema 1.0.6, item (iii), é que a solucdo

ue WOl ’q)(Q) do problema (1 —26) ndo é solugdo do problema
—Apu=nh em Q.

Observacio 1.0.8 Sejama >0e h € Ly, (Q)', h > 0 e h £ 0. Considere o problema de
fronteira livre:
—Agu = Ah em {u<a}
—Apu = 0,(u)+Ah em {u>a}
u=0 em d{u<a}
u>0 em Q.

(1-34)

O problema (1 — 34) pode ser escrito na forma (1 —33).

Ainda no Capitulo 6 examinamos varios exemplos de fungdes ¢ em que o
correspondente operador Ag aparece em aplicacgoes.

Em primeiro lugar considere a fun¢do
0(t) =2y(1+3)"1, 1 >0, (1-35)

onde Y € (1, %) Neste caso, Ag aparece em problemas de elasticidade nao linear, (cf.
[25] e suas referéncias).
Mostraremos no Capitulo 6 que a fungdo expoente critico de @ é P, (1) = 1@
_ 2y
onde (Z'Y)* = N2y
Neste caso,

o) = o) —a® ] xpe 0 (1), (1-36)

O resultado abaixo € baseado no Teorema 1.0.5 e inclui argumentos adicionais

de regularidade.
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Teorema 1.0.7 Suponha que N >4 e 1 <y < % Sejam a > 0 e h € L?'(Q)' ¢
ndo negativa e ndo nula. Entdo existe A, > 0 tal que para cada A € (0,\,) a equacdo

(1 —26), onde ¢ é dada por (1—35), admite pelo menos uma solu¢do ndo negativa
u=u, € W, (Q)—{0}.

Observacao 1.0.9 O operador Ap, onde 0 é definida em (1 — 35), aparece em problemas
de elasticidade ndo linear (cf. [25]).

Em segundo lugar considere a funcao

_ ptP2(1+1)In(141) +77!
B 1+1¢

o(1) , >0, (1-37)
onde 1 < =1EV1+4N V21+4N < p <N—1, N > 3. Neste caso, Ap aparece em problemas de
plasticidade, (cf. [25] e suas referéncias).

O resultado abaixo € baseado no Teorema 1.0.5.

Teorema 1.0.8 Suponha que N >3 ¢ V14N VZIHN <p<N-—1. Sejama>0ehe Ly, (Q)
é ndo negativa e ndo nula. Entdo existe A, > 0 tal que para cada ) € (0,\,), a equacdo
(1 —26), onde ¢ é definida por (1 —37), possui pelo menos uma solu¢do ndo negativa e

ndo nula.

Observacao 1.0.10 O operador Ag, onde ¢ é definida em (1 —37), aparece em proble-
mas de plasticidade (cf. [25]).

Observacao 1.0.11 Diferentemente do Teorema 1.0.7, o espaco de Orlicz-Sobolev
WO] ’d)(Q) considerado no Teorema 1.0.8 ndo coincide com nenhum espago de Sobolev.

Provaremos isto na Observagdo 6.7.1.

Por fim, considere a fun¢ao
O(t) = pot™ 2+ pit" 2, 1 >0, (1-38)

onde2 < po<pi<Nepe (PO;PS)-
Mostraremos no Capitulo 6 que a func¢do expoente critico de ®, onde ¢ € definida
. £ _ ﬁ x _ _PIN
por (1 —38),¢é . (1) = p7 > onde pj = Fon

jlx,0) = %[M — @’ Y rmay (1) (1-39)
1

Neste caso

O teorema a seguir € uma aplicacdo do Teorema 1.0.6.
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Teorema 1.0.9 Suponha que 2 < po < p1 < N e p1 € (po,py). Sejam a >0 e h €
LP1(Q)' é ndo negativa e ndo nula. Entéo existe A, > 0 tal que para cada A € (0,A,),
a equagdo (1—26), onde ¢ ¢é definida por (1 —38), possui pelo menos uma solucdo

up € WO1 P1(Q) — {0} ndo negativa satisfazendo
—Aott = 6"V usa+ M q.tp. em Q.

Observacdo 1.0.12 O operador Ag, onde ¢ é definida em (1 —38), aparece em proble-
mas de Biofisica e Fisica de Plasmas (cf. [30]).

No Capitulo 2 introduzimos notagdes e resultados bdsicos sobre Espacos de
Orlicz e Orlicz-Sobolev.

No Capitulo 3 apresentamos notacdes, observagdes sobre funcionais Localmente
Lipschitzianos, Gradiente Generalizado de Clarke e pontos criticos de funcionais Lip;,..

No Capitulo 4 estudamos o problema
—Apu=nh em Q, u=0 em 0Q,

incluindo existéncia, regularidade e unicidade de solu¢do, estudo do operador solucdo e
propriedades de monotonicidade.
Finalmente, reunimos em um apéndice vdrios resultados técnicos a que nos

referimos ao longo deste trabalho.



CAPITULO 2

Espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev: Uma

Revisao

Neste capitulo revisaremos conceitos basicos sobre espacos de Orlicz e apre-
sentaremos refenréncias especificas para cada resultado e observacao. Como referéncias
basicas citamos [1, 31, 32, 43, 44].

2.1 N-funcao

Definicao 2.1.1 Dizemos que ® é uma N-funcdo (ou fungcdo Young) se

o) = [) "o(s)ds, >0,

onde @ : [0,00[— R tal que

¢(0) =0;
¢(s) > 0 para s > 0;
O ¢é continua a direita em qualquer ponto s > 0

¢ ¢ ndo decrescente em |0, 00|,

llmsﬁw (p(s) — 0o,

SR o~

Observacao 2.1.1 Estendemos ® a R fazendo ®(—t) =P(t), t >0, istoé, P: R — R é

par.

Exemplo 2.1.1 Incluimos a seguir alguns exemplos de N-fungdes:

1. @y(t) =|t|?, onde p € (1,+) et € R;
2. ()= (V1+t2—1)", ondeye (1,+) et €R;
3. @3(tr) =tPIn(1 +[t]), onde p € (0,+) et € R.

Definicao 2.1.2 (Funcdo complementar de ®) Seja ® uma N-fungdo. A fungdo definida

por

®(r) = max{st — P(s)}

s>0
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é chamada a funcdo complementar de .
Observacao 2.1.2 (cf. [32]) ® ¢ uma N-fungdo.
Apresentaremos no lema a seguir varias propriedades de N-fung¢des.

Lema 2.1.1 (c¢f. [1, 23, 32]) Uma N-funcdo ® é continua, ndo negativa, estritamente

crescente e convexa em [0,0). Além disso, vale:

D(t d(t
7 otim 2® g gim 20 _ .
t—0 t f—oo f
a fungdo t — —(Dt(t) é crescente em (0,+o0);

d(ar) <od(t), ae[0,1] et >0;
P(Pr) >PP(r), B>1er>0;
(Desigualdade de Young) Dados s,t € R, entdo

AR SR

st < D(s) +D(r),

a igualdade vale se, e somente se, s = Q(t) out = Q(s), onde ¢ e @ satisfazem

D(s) = /0 “o(r)dr ¢ (1) = /0 "S(r)dr

6. Se © é continua e crescente, entdo
~ t
1) = [ o7 ().
0

7. ®(¢(t)) < @(21), parat > 0;
8 @ (%> < ®(t), parat > 0.

t

Definicao 2.1.3 Seja ® uma N-funcdo. Dizemos que P satisfaz a condicdo Ay (P € Ay),
se existe K > 0 tal que
®(2r) < KP(t), t > 0.

Dizemos que ® satisfaz a condi¢do Ay no infinito (® € Ay(e0)), se existem T > 0e K >0
tais que
D(2t) <KD(t), t > T.

Observacao 2.1.3 (cf. [1]) Uma N-funcdo ® satisfaz a condi¢cdo Ar no infinito se, e

somente se, existe ty > 0 tal que

to(t)
IR >
(t) <m, t 21,

para alguma constante m > 1. No caso em que ® € A, teremos que to = 0.
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Todas as N-func¢des do exemplo 2.1.1 satisfazem a condi¢do A;. J4 a N-fun¢do
CI34(Z‘) = [et —1t— 1] §Z Ap.

De fato, ) ,
r°0(1) el —t t PR
= =tr+——
d(t) e —t—1 +et—t—l ’

e pela Observagdo 2.1.3 @4 & Aj.

2.2 Espacos de Orlicz

Definicao 2.2.1 Sejam Q C RN um dominio e ® uma N-fungdo. O espaco de Orlicz é
definido por

Lp(Q) := {u : Q — R mensurdvel ’ / ®(ow)dx < oo, para algum o, > 0} :
Q
Observacao 2.2.1 (cf. [32, 43])

lullo = mf{x>oy/ ( )|)d <1}

define uma norma em Ly (Q2), chamada norma de Luxemburg;

(i) A expressdo

(i) (Lo(Q),]|.||®) € um espago de Banach;
(iii) (Desigualdade Integral de Young) Dados u € Lo(2), v € Lg(2), entdo

w e L'(Q) e /qudxg/gcb(u)dx—l—/g&)(u)dx

Lema 2.2.1 (cf. [1, 32]) Sejam  C RN um dominio limitado e ® uma N-funcdo tal que
d € Ay. Entdo:

Lop(Q) ¢ separavel
Lo(@) = C5@)"";
Lg(Q) =Lo(Q) e Lo(Q) = Lg(Q)";

Lo (Q) € reflexivo se, e somente se, P, dc A;

&'1:'\.“0!\3{\*

(Teorema da Representacdo de Riesz) Seja F € Lo(Q)', entdo existe um iinico
v € Lg(Q) tal que

F(u)= /qudx, ueLp(Q).

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Holder) (cf. [1]) Dados u € Lo(), v € Lg (), entdo

[ wdx <2lufolv5.
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Observaciio 2.2.2 (cf. [43]) Se (1) +®(1) = 1, entdo

uvdx < ||u||o||v| 5.
[ wdx < lullo vl

Formularemos abaixo um resultado técnico que serd ttil em aplicagcdes envol-

vendo o Teorema de Lebesgue, no contexto de Espacos de Orlicz.

Lema 2.2.2 Sejam Q C RN um dominio limitado, ® uma N-funcdo satisfazendo A; e

(u) C Lo () uma sequéncia tal que u, — u em Lo (). Entdo existem uma subsequéncia
(un,) C (un) e h € Lo(Q) tais que

L. up,(x) = u(x) g.t.p. x € Q;
2. up (x)| < h(x) g.t.p. x € Q.

Demonstraciio: Como |Q| < o, segue por [1] que Lg(Q) < L' (Q). Assim, considerando

uma subsequéncia se necessario, temos que
up(x) — u(x) q.t.p. x € Q.
Além disso, como u, — u em Ly(LQ), temos
/QCI)(un —u)dx — 0, quando n — oo,

donde
D(uy, —u)dx — 0, quando n — oo,

em L' (Q). Assim, existe h € L' (Q) tal que

D (up(x) —u(x)) < h(x), q.t.p. x € Q.

Como @ € convexa, crescente e satisfaz a condi¢dao A;, temos

D(|us|) < K (M)

2
SRR ()
< Ig[ﬁ+¢(|u|)], q.t.p. x € Q,

donde ©
ol <@ (5 e())
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Defina h = &~ (%(h+<1>(|u|))) e note que i € Lo(Q). De fato, h € L1(Q),

D(|lu) eL'(Q) e
/QCID(h)a’x = /QCI><CI>_1 (g(ﬁ+¢(|u|))>)dx

= [ (5t ) as

< oo,

Agora, basta aplicar o Teorema de Lebesgue. ]
Enunciaremos a seguir uma variante, para o caso de Espacos de Orlicz, do Lema

de Brézis-Lieb (cf. [9]) que sera bastante utilizado no Capitulos 6.

Lema 2.2.3 (Brézis-Lieb) Sejam ® : R — R uma N-fungdo, (u,) C Lo(Q) e u € Lo(Q)
tal que u,, — u q.t.p. em Q. Entdo

/Q |D(up) — P(uy —u) — P(u)|dx — 0.

Lema 2.2.4 (cf. [29]) Sejam ® uma N-fungdo tal que ®,® € A, e () C Lo (Q) limitada.
Suponha que u, — u q.t.p. em Q. Entdo u € Lo(Q) e u, — u.

Definicdo 2.2.2 Uma sequéncia (u,) C Lop(Q) converge em média para u € Lo (Q) se
/<I> lup — u|)dx =3 0. (2-1)

Observacao 2.2.3 (cf. [32])

(i) Se (un) C Lo(Q) converge para u em Le(Q), entdo (u,) converge em média para u .

(ii) Se @ € Ay, entdo as duas convergéncias, referidas em (i), sdo equivalentes.

Definicao 2.2.3 Sejam @ e Oy N-funcoes. Se existem duas constantes positivas c e T
tais que
D (1) < Dy(ct), t >T

denotaremos por
D <P,

Dizemos que P é equivalente a P, se

D <P e Py <DPy.
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Teorema 2.2.2 (cf. [32]) Sejam P e Py N-fungoes. Entdo
Lo, (Q) <= Lo, (Q)
se, e somente se, P, < Pq.

Definicao 2.2.4 Sejam ®| e ®, N-fungoes. Dizemos que P cresce essencialmente mais

lentamente que ®;, denotamos ®1 << P», se para qualquer k > 0

1m q)l(t) =
t—ro0 Cbz(kl‘)

Lema 2.2.5 (cf. [1]) Sejam Q C RN um conjunto limitado e ®1,®, N-funcées tais que

D € Ay e Dy cresce essencialmente mais lentamente que ®,. Entdo

L¢>2 (.Q) — Lq;l (.Q.)

2.3 Espacos de Orlicz-Sobolev
Se Q c RY ¢ um dominio e ® uma N-funco,
Wh®(Q) = {u e Lo(Q) | du € Lo(Q), i=1,...,N}

€ chamado espaco de Orlicz-Sobolev.

Observacao 2.3.1 (cf. [1]) A expressdo
N
el 1,0 = [lullo+ Y [[0ullq
i=1

define uma norma em W' ®(Q) e (WH®(Q), ||.|1.0) € um espaco de Banach.
Observacdo 2.3.2 (cf. [8, 29]) Se ®,® € Ay, entdo
a) O espaco W'®(Q) é homeomorfo ao conjunto

{(W(),Wl, o WN) € HLq;(Q) | wi=0du € Le(Q), i=0,1, ...,N} ,

onde dou := u;
fech
b) Wh®(Q) C [1La(Q);
¢) W ®(Q) é fechado na topologia fraca de []La(Q);
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Definimos
WOI’(D(Q) — WH-HL}D.

Observacao 2.3.3 (cf. [29]) Se D, ® € Ay, entdo

a) WO1 ’CD(Q) é o kernel do operador trago.
b) (Desigualde de Poincaré) Se d = |Q| < oo, entdo

/@(u)dxg/d)(Zd\Vu])dx e |ullo < 2d||Vu o,
Q Q
¢) Usando a desigualdade de Poincaré,

[ul| := [[Vullo

define uma norma em Wol’q) (Q) que é equivalente a norma ||.||1 o

Teorema 2.3.1 (cf. [1])

1. Wh®(Q) é separdvel se ® € Ay;
2. W]’q)(Q) é reflexivo se, e somente se, CID,&D € Ay;
3. Dado L€ W'*(Q) := W1P(Q), existem vy, ..., v € Lg(Q) tais que

N ou
L =/ dx+ /—~d, e W (Q);
(u) |, 1vodx ,:Zi an,-vl X, U (Q)

I-he

4. Wh(Q) = C=(Q)NWLe(Q) 7,

5. Se Q satisfaz propriedade do seguimento, entdo W'®(Q) = C*~ (§>H~H1,<I>.
Seja @ uma N-fungdo e defina
o (1)
go(t) = ——, 1>0. (2-2)
o

Observacao 2.3.4 (cf. [32]) Dada uma N-funcdo ® existe uma N-funcdo Py, equivalente
a ®, satisfazendo

1
/0 g, (1)dt < oo (2-3)
Definicdo 2.3.1 Seja ® uma N-funcdo satisfazendo (2 —3) e que

/100 ga(t)dt = oo. (2-4)

A funcdo ®, definida como sendo a inversa da funcdo

@)1 = [ gols)ds
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é chamada a conjugada de Sobolev de .

Teorema 2.3.2 (cf. [32]) Sejam Q C RN um dominio limitado regular e ® satisfazendo
(2 —3). Entdo

1. se ¥ << ®, e (2—4) vale, tem-se

cont comp

WhP(Q) 'S Lo, (Q) e WHP(Q) < Ly(Q),

2. Se (2—4) ndo vale, tem-se

comp

whe(Q) = C(Q)NL7(Q);
Corolario 2.3.1 (cf. [26]) Sejam Q C RN um dominio limitado regular e ® satisfazendo
(2—3) e (2—4). Entdo

Wy L Le(Q).

Demonstracdo: Afirmamos que & << ®,. Com efeito, conforme [1, pg. 265] isto

equivale a mostrar que

@ '(1)
x =0.
e 1 (7)
Por outro lado, para ¢t > 1
rd 1 (s)
—1 |
D (1)=D, (1) + . SN d

assim, integrando por partes e dividindo por ®~!(¢), encontramos

P! P! _ N [t
@_18 — @—1((?)) N e /to (@Y (s)s~"/Nas.

Usando a regra de L’Hospital deduzimos

po @) (@Y (@Y
e i) e @

mostrando a afirmac¢ao. A conclusao do Corolério segue do Teorema 2.3.2. |

2.4 Consequéncias das Hipoteses (¢;) — (03).

Seja ¢ : (0,00) — (0,00) uma fungdo continua satisfazendo (¢;) — (¢3). Estenda

a fungdo s — s¢(s) a R como impar e defina & por

D(1) := /Ot sd(s)ds, t € R.
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Afirmamos que ® é uma N-fun¢do. Com efeito, defina

Claramente @(¢) > 0 para ¢t > 0, por (¢;) concluimos que ¢ é continua em [0, +eo), que

lim; . @(2) = oo € por (¢) é ndo-decrescente em (0, +oo).

Lema 2.4.1 (cf. [25]) Seja ¢ satisfuzendo (¢1) — (03). Defina {o(t) = min{t’,t"} e
C1(r) = max{t!,r™}, t > 0, Entdo

Co(p)®(r) < @(pr) <Ly (p)@(1), p,t >0e (2-5)

Co([lulle) < /QCP(u)dx <Ci(llulle), paraue Lo(Q). (2-6)

Demonstracao: Dado p > 0, considere os seguintes casos:

Casol: s> 1
Como (05) )
d o(ps)ps
—(In® =
4> n(ps) ="
De (¢3) .
m
- < —(In®
_ < m(ps)) < 7,
donde ‘4 ‘g 'y
E/ —SS/ —(In®(ps)) ds<m/ S,
1 s 1 ds
assim ®
P(p)
€ portanto

d(p)t’ <D(pr) < P(p)™, t>1,p>0

Caso2: 0<s<1

Neste caso s 1y L s
of T [ oo <m[ 2,
assim
Int‘ > 1n (m) > Int™,
o (p)
consequentemente

D ()" < d(pt) < P(p)i’, 0<t <1, p>0.
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De ambos os casos
Co(p)@(r) < ®(pr) < Ci(p)@(1), Pyt > 0.
Agora dado u € Ly (Q) faca
=y~ e
[l
em (2 —5). Assim,
o1 < o(u) <o (1
|| Co(l[ulle) < P(Jul) < Ci(l[ulle)-
ulle [l
Integrando em Q e usando que
[ ()
o\ [ulle
obtemos (2 — 6), como queriamos demonstrar. n
Corolario 2.4.1 (cf. [38]) Seja ¢ satisfazendo (01) — (03). Entdo
1 1
Jullo < max{ (/ CD(u)dx) B (/ CID(u)dx) } , ueLap(Q).
Q Q
Corolario 2.4.2 Seja ¢ satisfazendo (01) — (03). Entdo
L"(Q) S Lo(Q) S LU(Q).
Demonstracao: Seja u € Lo (Q) tal que ||u||e = 1, entdo pelo Lema 2.4.1
1= flullo = / ®(u)dx > @(1)/ |uymdx+q>(1)/ lu|dx,
Q lu|<1 lu|>1
assim
¢
uldx < ——,
/u>1| | o CI)(])
consequentemente
uly = [aln= [ et [ lafdes ool
Q ul>1 lu|<1 o(1)
donde Lo (Q) — L!(Q). De maneira andloga mostra-se que L™ (Q) — Lo(Q). [
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Lema 2.4.2 (cf. [25]) Seja ¢ satisfazendo (§1) — (93). Defina Go(t) = min{t%,t%} e
Ca(t) = max{¢ 71,01}, £ > 0, Entdo
m (1) /L

mo1 = 0 =7 2-7)

L(p)D(r) < D(pr) < G(p)D(1), p,t>0e (2-8)

Ca(llullg) < /Qi(u)dx <G(l[ullg), paraue Lg(Q). (2-9)

Demonstracao: ([45]) Como a funcdo ¢ € crescente e continua, temos que

n(s)oMmis)) =s, s >0,
onde 1 ¢ a fungdo inversa da fungéo 7 — 1¢(z). Fazendo t =1 (s) em (¢3) obtemos

tdn(s)) < sm(s) <mP(n(s)), s>0.

Pela desigualdade de Young temos que ®(n(s)) = sn(s) — P(s), entdo

Usn(s) — B(s)) < sn(s) < m(sn(s) — B(s)), s> 0

donde P
mo_snb) b
Procedendo como no Lema 2.4.1, concluimos a demonstragao. [

Corolario 2.4.3 Seja ¢ satisfazendo (¢1) — (03). Entdo

LT (Q) % 15(Q) Y Li'1(Q).

Observacao 2.4.1 Pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.2 e a Observagdo 2.1.3 segue que <I>,&3 €A,

Recorrendo ao Lema 2.2.1, concluimos que Lg(Q) é reflexivo.
Lema 2.4.3 Suponha que ® satisfaca (01) — (03). Entdo ®, é uma N-fungdo.

Demonstracao: Basta mostrarmos (2 —3) e (2 —4), e conforme Donaldson & Trudinger

[20] teremos que P, € uma N-funcao. Para tal, afirmamos que

: Loy 1 am 1 Loy 1 m
mm{cp(l)l/fs ’cp(l)l/ms <®" ' (s) < max CID(I)l/gs ’cp(l)l/ms ,5>0.
(2-10)
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De fato, no Lema 2.4.1 fazendo p = ®~!(s) e t = 1 encontramos
®(1) min{® ' (s)!, &7 (s)"} < s.

Se0 < (I)_l(s) < 1, entdo

e se ®!(s) > 1 entdo

Assim,

1 1
<I>1(s)§max{q) | si/t sl/m},SZO.

De igual forma obtemos que

: Vo U aym -1
mm{q)(l)l/es ’cp(l)l/ms <O (s).

Como consequéncia de (2 — 10) temos

: L e 1 1/m*—1 @' (s) L e 1 1/m*—1
_ < <
mm{cp(l)l/fs ’(I)(l)l/ms - gl+1/N = max cp(l)l/fs ’q)(l)l/ms
para s > 0, onde £* = NN—_EK em* = A],VT’"m Lembrando que ¢,m € (0,N) e integrando em s

obtemos que

. * 1/@* m* l/m* t q)il (S) ’* 1/@* m* l/m*
mm{cp(l)l/ﬁs ’cp(l)l/ms S/O—s1+l/NdS§maX —cp(l)l/t’s ’cp(l)l/ms

consequentemente

1(1)*1 ooq)*l
/&ds<ooe/ Ja’s—oo7
0 1

gl+1/N glH1/N T

como queriamos demonstrar. |

Observacao 2.4.2 De acordo com o Lema 2.4.3 ®, é uma N-fungdo, assim pela defini¢do
de N-fungdo
t
D, (1) = / 0. (s)ds,
0
onde §, : [0,00) — [0,0) satisfazendo

(0:)1  0.(0) =0, ¢.(s) >0 paras >0, Sh_)noloq)*(s) = oo,

(0+)2 O € continua e ndo decrescente.
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onde (0)2 é provada via Teorema da Fungdo Implicita.

Lema 2.4.4 Suponha (1) — (¢3). Sejam

Cu(r) =min{t" 1"} e C5(t) = max{r" ™}, t>0.

Entao ,
<10 (2-11)
@.(0)
Ga(p).(1) < u(p1) < Ls(p). (1), Pyt >0, -12)
Callullo) < [ @.(u)dx < Es(lllo.), u € Lo (). -13)

Demonstracdo: ([45]) Inicialmente provaremos (2 — 12). Com efeito, dados t,G, tome
t,00,01 > 0 tais que
T=®(t) e 6="Lo(po) =Ci(p1)-

De (2 —5) temos
Co(Po)@(2) < ®(pot) e P(piz) < Gip1P(7),

consequentemente

2(¢; (o)™ (1) S oT< (G (0)27 (1)),

donde
G (o)@ (1) <@ (o) < (o) (1), T>0,

€ portanto

G (1) 7o G0

(GT)H'I/N (GT)HI/N (G‘C)H'I/N

Integrando de 0 a r com relacdo a varidvel T, temos

Cfl(c)/tq)_](r)drgfot 2 (o )dr & (o )/ o )dr, t,6> 0.

cl+l/N Jo gl+1/N (G’C)l"'l/N - ol+l/N l+1/N

, 6,T> 0.

Por mudancga de varidvel obtemos

& '(o) - o @~ !(1) &'(o) -
;l/N d>*1(t)§/0 T1+1/Nd»c_ gl/N & (1), 1,6 > 0. (2-14)

como

-1
00— tuto) ¢ S o)
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se (2— 14) obtemos
La(0)@, ! (1) <@ (o1) < Ls5(0)D (1), 1,6 > 0. (2-15)
Fixe s,r1,r» > 0e 7,6 > 0 tais que
t=d,(s)eo=LC(r1)=Cs5(r).
Segue de (2 —15)
ras < O (Pu(5)Cs5(r2)) e D1 (Pa(5)Ca(r2)) < 1is,

portanto
D, (r2s) < DPu(5)Cs(r2) € Ca(r1)Pu(s) < DPu(r1s),

donde a relagdo (2 — 12) vale. De maneira andloga ao que foi feito no Lema 2.4.1 prova-se
arelagdo (2 —13).

Para verificar (2 — 11), observe que

Ca(1)@u(t) = P (1) = G5 (1) P (7).
Isto junto com (2 — 12) obtemos

Calp) —Gal1)

H(Pi(tp) — i (r)) _ Cs(p) —Cs(1) o)
p—1 - ’

T o1

(1), p>1,t>0.

Passando ao limite quando p — 17, obtemos que
0D, (1) = Lar (1) Du(r) < 1PL(1) < L5y (1)Du(t) = m™ D (1),
donde a relagdo (2 —11). [

Corolario 2.4.4 Seja ¢ satisfazendo (¢1) — (¢3). Entdo

* cont cont

L"(Q)'S Lo+ (Q) S L (Q).
Lema 2.4.5 Suponha (¢1) — (¢3). Sejam
Co(r) =min{r 71,071} e Co(t) = max{r#=1,171), 1> 0.

Entdo N
m* < t<I~>;(t) < o* ’
m =17 (1) ~ -1
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Co(P) P (1) < Du(pr) < Lr(p)@u(t), pot >0,
Colllul,) < [ ®.(dx < Gr([ullg,). u € L ().
Corolario 2.4.5 Seja ¢ satisfazendo (¢1) — (¢3). Entdo

* cont cont _ _m*

L71(Q) D Lo(Q) & LT (Q).

Demonstracao: A demonstracdo deste € andloga a feita no Corolario 2.4.2. ]

2.5 Consequéncias das Hipoteses (¢;)" — (¢4)’

Iniciaremos observando algumas situagdes em que as hipéteses (01) — (¢4)’,

introduzidas no Capitulo 1, sdo satisfeitas.

Observacdo 2.5.1 Se 0(t) =tP~2, 1 < p < N, entdo as condicbes (¢1)" — (¢4) sdo

vdlidas.

Observacio 2.5.2 Se ® é uma N-fungdo equivalente a ®,(t) =17, para algum p € (1,N),
entdo ®,(t) = 17" é uma conjugada de Sobolev de ®. Neste caso, a condicdo (¢s) ¢é
vdlida. Por exemplo, a N-fungdo ®(t) = (1+12)Y — 1 ¢ equivalente a ®yy(t) = t* (cf
demonstragdo do Teorema 1.0.7).

Lema 2.5.1 (Cf. [47]) Suponha que ¢ satisfaca (03)'. Entdo

@) 127 o) < o(tu) <t 1o(u), uc R, se 0<t < 1;
i) 1 1o(u) <o(tu) <t 'o(u), u€R, se 1 <t < oo,

Demonstracao: Basta observar que

o' (ps)ps
o(ps)

e proceder como na demonstra¢do do Lema 2.4.1. |

a;—1 SS%[]H(])([)S)] = <a—1

Proposicao 2.5.1 Suponha que ¢ satisfaca (¢1)" e (03)', entdo ¢ também satisfaz (¢1) —
(93).

Demonstracao: Pelo Lema 2.5.1 temos que
limt¢(r) <limr“¢(1) =0
t—0 t—0

e também
oo = lim#“1¢(1) < lim70(¢).

t—oo t—o0
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Portanto, vale (¢). Agora, pela condi¢io (¢3)’

(10(1))’
o(7)

ou seja, t — t(z) é crescente parat > 0. Por fim, segue de (¢3)’ que

0<ar < = (t0(1)) >0,

a9(t)t <t(9()1)" < axd(1)t,
via integracao, obtemos
(a1 + 1)D(1) < 0(1)1* < (ar + 1)D(¢).
Basta fazer / :=a;+1lem:=ay+1. |

Observacio 2.5.3 ¢ é ndo-decrescente (ndo-crescente) em (0,0) se, e somente se, a; > 1

(ay < 1). Com efeito, se ¢ é ndo-decrescente (ndo-crescente) entdo

i OO (s

= ee) e !

concluindo que 1 < ay (1 > a»). Por outro lado, se a; > 1 (a; < 1)

O _ ¢'(0)
o) o)

ou seja, ¢ é ndo-decrescente (ndo-crescente). Além disso, ay = a> se, e somente se,

tlza 21 (S <1) = ¢'() =0 (¢'(1) <0),

0(t) = 1“7 (isto independe de ¢ ser ndo-crescente ou ndo-decrescente).

Observacio 2.5.4 Se a) > 1, entdo vale a condi¢do (92)'. De fato, pelo Lema 2.5.1

lim ¢(¢r) < lim r“~'¢(1) = 0.

t—>0+ - l—>0+
Por outro lado,

oo = lim 1~ 1o(1) < lim ¢(r).

t—roo t—roo

Observacio 2.5.5 Segue da hipétese (01)" e do Teorema da Funcdo Inversa que 0. é de
classe C'(R).

Observacio 2.5.6 Se (0.(1)r)’, t € R, é ndo decrescente, entdo 0.(t)t é convexa. De fato,

[(@+()1)" = (0s(5)5)'][t — 5] = [0 (1)1 — O (s)s] [t — s] + [0+ (1) — 0 (5)][t — 5] > 0.

A seguir alguns resultados técnicos.
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Proposicao 2.5.2 Suponha (03). Entdo existe C > 0 tal que

0(a+b) <Clo(a) +0(b)],
ondea,b>0ea+b+#0.

Demonstracao: Sejam a,b > 0. Como P € convexa, ® € A,

Pat+bh) = @24
< 1d(2a) + L(2b)
2 Kao(a)+ Kb0(0)
< gla+b)*[6(a) +9(b)],

onde a pendltima desigualdade usamos (¢3). Por outro lado,

%(a+b)2¢(a+b) < ®(a+b),

donde

o(a+b) < 5 10(a) +0(b)].

Isso conclui a demonstracao. |

Proposicao 2.5.3 Suponha que ¢ é ndo-decrescente e satisfaz (01)' — (¢3)'. Entdo

t
&, (1) = /0 o(s)ds
¢ uma N-fungdo, @1 € Ay e Lo(Q) — Lo, (Q), sempre que Q C RY for limitado.

Demonstracio: E ficil ver que ®; é uma N-fungdo. Para mostrarmos que ®; € A,
provaremos inicialmente que r®(r) > ®(t). De fato, &/ (r) = ¢(r). Assim,

(1) = 19(t) = 1P} (1),

consequentemente

o(f) = /0 ' (s)ds = 1@ (s) — /0 " (s)ds < 1y (1), 1 > 0.

Agora,
20(t) < m®d(t) < mtd (1),

ou seja,
to(t) <mdy(t), t > 0.
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Segue da Observacao 2.1.3 que ®; € A,.
Por fim, segue de (¢3)’

/q) 1) <t20(t) <md(t), t > 1.

Assim, pelo Teorema 2.2.2 Ly (Q) < Lo, (R2), 0 que prova o Lema 2.5.3. ]
A seguir estudaremos algumas condicdes de elipticidade de Ag.

Notacdo: a;(m) = o(In|)n;, i=1,...,N,onde n = (N1,...,Mn) € RV.

Proposi¢iio 2.5.4 Suponha que ® satisfagca (1) — (03)', entdo existe T'y > 0 tal que

nEE; >Tro(m))IE% n,.E € RY, n#0. (2-16)

aa,
Z

i,j=1 an]

Demonstraciio: Dados n,& € RN, 1 # 0 temos

aa, nn] N
Se ¢'(In|) > 0, entdo
aal |<n7§>|2 2 2
’]Zlan] n)&i&; = (|ﬂ|)—|n| +o(n))IE]* = o(In]) €.

Por outro lado, se ¢'(In|) < 0 entdo ¢'(In|)|(n,)|> > ¢'(In])[m[*[E|>. Segue de (¢3)’

8a,
Z an; MEE; = o(DIE] + (a1 = Do(M])IES = aro(In])E[.
i,j=1 J
Considerando I'y = min{ 1, a; }, concluimos a demonstracao. n

Proposicao 2.5.5 Suponha que 0 seja diferencidvel satisfazendo (03)', entdo existe T’y >
0 tal que

N aa,- N
)y <T20(n[), n € R* —{0}. (2-17)

m)
2o
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Demonstraciio: Com efeito, dados 1,& € RN, 1 # 0 segue de

o |9 ‘ - { / mim,| }
_J < + 6[.7.
i;; 3, () L;; ¢ (DI + oDy,
N 1 mi
< ol X {Fmaxtion 1= 132 15}
ij=1
N
< ot ¥, {gmax(lor—1l e 11p+51, )
ij=1
= T20(n|)
provando a Proposi¢ao. |

A seguir, enunciaremos e demonstraremos um Lema devido a Tan & Fang [47].

Lema 2.5.2 Se ¢ é ndo-crescente parat > 0, entdo existe d > 0 tal que

[o(mI)n —o(IEDE| < do(In —E&|)In —E|, n,E € RY.

Demonstracao: Suponha, sem perda de generalidade, que |&| > |n].

otnin—o(8Del = | [ lo(+etn - (& +o(n-8)a

(E+tm—E&),n—9§)

Erim-g oS

= | [Wierin-2))

1
+ [ o+ -g))m-Er
0

< -l [ 1005410+ -8+ 008 +1(n D)
< -8l [ llaz— 1100+ 1 —E)) + ¢ +10 - E)

1
= (laz—1|+1)|1’l—§|/0 o(|S+1(M—)[)dx.

(2-18)
Afirmamos que |
| o+t —g)ar < coin|+[2). -19)
De fato, se N —&| < %', usando que || > |n|
Sl _ 18l I8 [8l+
i)l > g~ g > 5 = B, B Bl
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junto com Lema 2.5.1 temos

ot tn-mar o () ()" o e

ou seja, (2 —19) é vilida.
Sen—¢| > 5!

> 0, temos que fo := % € (0,2) e também

E+tM =8| > [[&]—tn—E]l

|t —to|n —&]

= t||§|

e—nol (B4 %)
2';

[t — 10|

v

v

Como 1y € (0,2) e ¢ € ndo-crescente
! |t — 1)
[ aterim-gnar < [To(120 (In|+\§!))

< [ (5 4“') oln+

< omi+le (3)"

Assim, vale (2—19), onde ¢ = (%)al_l, provando a afirmag3o.

Por fim, como [N —&| < n|+ || e ¢ é ndo-crescente segue de (2 —18) e

que

o) —o(I8NE| < do(n—&))m—¢&J,

o que prova o Lema 2.5.2.

(2-20)

(2—19)



CAPITULO 3

Funcionais Localmente Lipschitzianos:

Uma Revisao

Neste capitulo reuniremos alguns conceitos e resultados da teoria de pontos
criticos para funcionais localmente Lipschitz desenvolvida por Chang [13] e Clarke [14].
Em particular, apresentaremos uma versao para espacos de Orlicz, devida a Le et al. [34],
do Teorema de Aubin-Clarke desenvolvida originalmente para espacos L”(Q), 1 < p < eo.

Neste capitulo X é um espago de Banach real munido da norma ||.||. O espago
dual de X é denotado por X’ e (.,.) significa o par de dualidade entre X’ e X.

3.1 O Gradiente de Clarke

A seguir, introduziremos algumas defini¢cdes e resultados basicos.

Definicao 3.1.1 Um funcional f : X — R é dito localmente Lipschitz (f € Lipj,-(X;R))

se para cada x € X existe uma vizinhanga V de x e uma constante K = K, > 0 tal que

f ) =R <Kly=zll, »zeV.

Exemplo 3.1.1 A funcdo f : R — R definida por f(t) = |t| é uma fungdo localmente
Lipschitz (cf. [14]).

Definicao 3.1.2 Sejam f € Lip;,c(X;R) e u,v € X. A derivada direcional generalizada

de f em u na diregcdo v é definida por:

fO(M;V) = limsup flxtm) —f(x)'

x—u, t}0 t

Observacdo 3.1.1 Como f € Lip;,.(X;R), dados u,v € X existem uma vizinhanca V de

u e uma constante K > 0 tal que

|f(x+1v)—f(x)]| <K|tv]|, x€V, t€(0,1).
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Proposicao 3.1.1 (Cf. [14]) Se f € Lip;,.(X;R), entdo:

i) dado u € X, o funcional f°(u,.) : X — R ¢é subaditivo, positivamente homogéneo,

convexo e satisfaz a desigualdade
)| < K[vll, vex.

i) fO(uv) = (=) —v), u,veX;
iii) A funcdo (u,v) € X x X — fO(u,v) € R é semicontinua superiormente.

Definicao 3.1.3 O gradiente generalizado de Clarke de um funcional localmente Lips-

chitz f € Lipioc(X;R) em um ponto u € X é o subconjunto de X' definido por

of ) ={& €X' | fOxiv) = (€v), ¥ e X}.

Observacao 3.1.2 Mostra-se, usando o Teorema de Hahn-Banach (cf. [8]), que df (u) #
0.

A seguir estabelecemos varias propriedades do gradiente generalizado.

Proposicao 3.1.2 (Cf. [13, 14]) Sejam f € Lip;,(X;R) e u € X entdo:

i) Se f for convexa e continua, entdo df (u) = 9(f°(u;.))(0);

ii) df(u) C X' é convexo, fraco*-compacto e
IEllx <K, € df(u);

i) fO(u,v) =max{(§,v) |Ecaf(u)}, veX;

iv) inf{Elx | & € 9f ()} = min{|E]lv | & € af ()}

v) df(u) C X' é fraco*-compacta, em particular fraco*-fechada;
vi) a multifungdo u— df (u) é fraco*-fechada, no seguinte sentido:

se (un,&,) C X x X' é uma sequéncia satisfazendo
X *
En €0f (un), un —u e & —G,
entdo & € df (u).

Proposicao 3.1.3 (c¢f. [13]) Seja f : Q x R — R uma funcdo Baire mensurdvel, ndo

decrescente na segunda varidvel. Entdo a funcdo

Jlx, 1) = /Otf(x,s)ds
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é localmente Lipschitz e
o f(x,1) = [f(x,1), f(x,1)] g.t.p. x € Q, para todot € R,
onde

f(x,2) :=min{ f(x,t —0), f(x,t +0)} e f(x,t):=max{f(x,t—0),f(x,t+0)}

e f(x,t £0) :=limg_,o, f(x,#£0).

3.2 Mais Sobre Calculo Subdiferencial

Nesta se¢do enunciaremos resultados relativos ao gradiente generelizado, como

por exemplo a regra da cadeia e o Teorema do Valor Médio de Lebourg (cf. [12]).

Definicao 3.2.1 Um elemento u € X é dito um ponto critico de um funcional f €
Lipioc(X;R) se
0€adf(u).

Definicao 3.2.2 Um niimero real ¢ é um valor critico de f se existe um ponto critico ug

de f tal que f(up) = c.

Apresentamos a seguir algumas propriedades sobre o gradiente generalizado que

serdo usadas no decorrer deste trabalho.

Proposicao 3.2.1 Sejam f,g € Lip;,c(X;R), L€ R e u € X, entdo:

(P1) Se f € CL(X;R), entdo of (u)={f (u)};
(P2) o(Af)(u) =Nof(u), em particular d(—f)(u) = —0f (u),
(P3) Se f € C'(X;R), entdo (f +g)(u) = df (u) +dg(u);

(P4) Se u € X é ponto de minimo ou de mdximo local de f, entdo u é ponto critico.

Apresentamos abaixo uma generalizacdo do Teorema do Valor Médio para
funcionais f € Lip;,.(X;R). Por completicidade, incluiremos abaixo uma demonstragdo
(cf. [12]).

Teorema 3.2.1 (Lebourg) Sejam f € Lip;,.(X;R) e x,y € X. Entdo existem u no
segmento (x,y) e & € of (u) tais que

JO) = fx) =&y —x).
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Demonstracao: Considere a fungdo 0 : [0, 1] — R definida por

0(t) = fx+1(y—x)) +1(f(x) = f(¥)), £ € [0, 1].

Note que 0 é continua e que 8(0) = 6(1) = f(x), entdo existe 7y € (0, 1) tal que 6 realiza

0 minimo ou o maximo. Pela Proposi¢do 3.2.1 e [14, lema 2.3.7]) concluimos que

0€98(t9) C (Af (x+1to(y —x)),y —x) + [f(x) — fF)],

provando o Teorema. [

A seguir enunciaremos uma versao nao diferencidvel da Regra da Cadeia.

Teorema 3.2.2 (Cf. [12]) Seja F € C'(X:Y), onde X,Y sdo espacos de Banach e g €
Lipoc(Y;R). Entdo goF € Lip;,.(X;R) e

d(goF)(u) Cog(F(u))oF (u), ueX
no sentido de que dado qualquer elemento z € d(g o F)(u) pode ser escrito como
2= F'(u)*E, para algum & € dg(F (),

onde F'(u)* denota o operador adjunto associado com a deferencial de Fréchet de F em
u.
Corolario 3.2.1 Se existe uma aplicacdo linear continua i : X — Y, onde X,Y sdo
espagos de Banach, entdo dado g € Lipj,.(Y;R) temos

d(goi)(u) Cidg(i(u)), u € X.

Além disso, se i(X) C Y é denso, entdo

d(goi)(u) =i"dg(i(u)), ueX.

3.3 O Teorema de Aubin-Clarke em Espacos de Orlicz

Nesta sec@o apresentaremos um demonstracdo do Teorema de Aubin-Clarke em
Espacos de Orlicz reflexivo. Esse resultado foi demonstrado originalmente em L”(Q),
1 <p<oo,cf. [12, 14].

Teorema 3.3.1 (Cf. [34]) Sejam Q C RN um dominio limitado, ® uma N-fungdo e
J 1 QxR — R uma fungcdo Carathéodory tal que j(x,.) € Lip;oc(R;R) g.t.p. x € Q e
j(x,0) € LY(Q) satisfazendo a seguinte condigdo:
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existem h € Lg(Q), h > 0, e constantes cy,cy > 0 tais que
)| < hx) +er® od(ex), x€Q, 1R, ME(ry). G
Entdo o funcional J : L(Q) — R definido por
J(u) = / J(x,u)dx
Q
é localmente Lipschitz e seu gradiente generalizado satisfaz
dJ(u) C{w € Lo(Q)" | w(x) € dj(x,u(x)) g.t.p. x € Q}. (3-2)

Demonstracao: Inicialmente mostraremos que o funcional J é bem definido. De fato,
pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg dado ¢ € R existem T € (0,7), out € (¢,0) caso
t<0,en €dj(x,7) tal que

Jx1) = j(x,0) =n

e como ®~! o ® & crescente, segue da condigdo (3 — 1) que
17 (6, 0)[ +mlle|

1 (x; 0)[ + [[2(x)] +61§>’1 o @(c27)] 1| (3-3)
(6, 0) ]+ [1h(x) |+ 1@~ o D(cat)] 1],

| (x,1)]

VANVARRVAN

q.t.p. x € Q e para todo # € R. Por outro lado, para u € Le(Q), temos que cou € Lp(Q) e
entao

DD o D(cou)]dx = / ®(cou)dx < oo, (3-4)
Q Q

donde ® ! o ®(cou) € Lg(Q). Isso implica que j(.,u) € L' (Q) e que J (1) é bem definida
em Ly (Q).

Agora verificaremos que J € Lip;,.(Ly(R2),R). Com efeito, seja w € Lop(Q) e
denote por Be(w) a bola fechada em Lo (Q2) centrada em w e de raio € > 0. Note que o

conjunto
W= {ca(lul+|v]) | u,v € Be(w)} C Bacye(2¢2|wl).

Escolhendo € suficiente pequeno, teremos que diam(W) < 1/2. Afirmamos que
{/ D(u)dx | u e W} ¢ limitado em R. (3-5)
Q

Para este fim, vemos que para qualquer u € W segue da convexidade ® que

2u—w
ot < 2=l [ (Ui ) de< 2wl < 1
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haja visto que |lu —wl|g < 1/2. Portanto

[ @ujar < 1 / D2w)dx+ - [ ®—w)ar < 1 / D2w)dx 4+ < oo, VuE W,
Q 2/ 2/ 2/ 2

provando a afirmacao.
Para provar que J € Lip;,.(Lo(2);R), considere u,v € Bg(w). Gragas ao Teo-
rema 3.2.1, existe 8(x) € (0,1) e n(x) € dj(x,0(x)u(x)+ [1 —6(x)]v(x)) tal que

(e v(x)) = (s ()| ME)Iv(x) —u(x)]
< [Ih(x)[+e127! o (ea(B(x)u(x) +[1 - 6(x)]v(x)))]
[v(x) — u(x)|

[12(x)] +e197" o @(ea(julx)| + [v () ][v(x) —ulx)|

IN

q.t.p. x € Q, onde usamos a condi¢do (3—1) e que & !od ¢ crescente. Como em
(3—1) e usando (3 —5) obtemos que {® ! o ®(c2(|u(x)| + [v(x)]) | u,v € Be(w)} é um
subconjunto limitado em Lg(Q). Assim, aplicando a desigualdade de Holder obtemos

() =J ()| < /Q 17 (xv(x)) = (3, u(x))|dx < Cllv —ul|g, u,v € Be(w),

onde C = [|h]|g+ci sup [[D" oD (ea(ju(x)|+ [v(x)])]g < .
u,vEBe(w)
Por fim, mostraremos a inclusdo (3 —2). Para este fim, observemos que a

aplicagdio x — jO(x,u(x);v(x)) é mensuravel em Q (cf. [14, Teo 2.7.2]). De fato, como

j(x,.) é continua, podemos representar j°(x,u(x);v(x)) como o limite superior de

j(x,y+7\,v(x)) B j(xvy)
A

quando A | O por valores racionais e y — u(x) por valores em um subconjunto contével
denso em RV, Assim, j°(x,u(x);v(x)) é mensuravel pois é igual ao "limsup"de fungdes
mensuraveis em x.

Afirmamos que
J(u;v) < /Q 720, u(x);v(x))dx, v € Lo(Q). (3-6)

A saber, dado A € (0, 1), segue do pelo Teorema 3.2.1 que

j(x,y+7»v(x)) —j(x,y) _
. ~ &l
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para algum &, € 9j(x,u*(x)) e algum u*(x) € [u(x),u(x) + Av(x)]. Assim, pela condigdo
B3-1)

Lot RN Z I e o) < o) + 0 o) + DIV

que pertence a L' (Q) haja visto a desigualdade de Holder. Portanto, pelo Lema de Fatou
a afirmacdo (3 — 6) estd verificada. Agora, pelo que vimos em (3 —6), dado w € dJ(u)

temos
/Qw(x)v(x)dx =: (w,v) <J(u;v) < /Qjo(x,u(x);v(x))dx, vE Lo(Q). (3-7)

Em particular, como a aplica¢@o r — j(x,u(x);r) é positivamente homogénea, segue de
(3—7) que

Q[w(x) — jxu(x); Dv(x)dx <0, Vv e C5(Q), v>0

donde w(x)r < j(x,u(x);r), quando r € R e r > 0. Por outro lado,
[ ) = s =Dl v()ldx <0, W e CF(@), v <0
Q

donde w(x)(—r) < j(x,u(x);—r), r € Re r> 0. Isso mostra que z(x) € d;j(x,u(x)) q.t.p.

x € Q, concluindo a demonstragao do Teorema 3.3.1. [



CAPiTULO 4

O Problema de Dirichlet Para Ag:

Resultados Basicos

Neste capitulo estudaremos existéncia, unicidade e regularidade de solugdo para

o problema de contorno

—Apu=h em Q, u=0 em 0Q 4-1)
lembrando que Agu := div (0(|Vu|)Vu) é o operador ®-Laplaciano, com & no contexto
das condigdes (¢1) — (¢3) e h € Wol’(p(Q)’.
4.1 Minimizacao do Funcional Energia de (4 — 1)

Nesta secdo desenvolveremos argumentos de convexidade e minimizacdo de
funcionais em espacos de Orlicz-Sobolev para investigar exiténcia e unicidade de solucdo

do problema (4 — 1). Considere o funcional energia [ : WO1 “®(Q) — R definido por
I(u) = / @(|Vu|)dx — (h,u), u e W, ®(Q), (4-2)
Q

onde (.,.) designa o par de dualidade entre WOI’q)(Q)’ e WOI’CP(Q).
Proposicao 4.1.1 Suponha (¢1) — (03). Entdo o funcional I é limitado inferiormente.

Demonstracdo: Seja u € WOI’(D(Q). Conforme [28, Lema 3.14] existe M > 0 de tal
maneira que se ||Vu||¢ > M teremos

/QCI>(|VM|)dx

= > 2l
IVule
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donde

~
—~

<
SN——

\%

[ @1Vl ] [Valo

> KA.

Por outro lado, segue do Lema A.0.3 que o funcional
1,®
E(z) = /Q(I>(|Vz|)dx, zew,
¢ fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente (fssci). Assim,

1) < liminf / &(|Vit| )l — Tim ()
n Q n—soo
< liminf, I(up)

= I,

ou seja, I é fssci. Além disso, By(0) = {u € WOI’CD(Q) | [Ju|le < M} é fracamente

compacta, portanto o funcional I possui minimo em By, (0), digamos em ug. Donde,

() = min{/(uo), K||h[|},
concluindo que 7 € limitado inferiormente. ]
Proposicao 4.1.2 Suponha que ¢ satisfaca (01) — (¢3). Entdo existe u € WO] ’q)(Q) tal que

I(u)= inf I(v):=I.
veW, ®(Q)

Demonstracdo: Pela Proposi¢do 4.1.1 I é limitada inferiormente. Seja (u,) C WOI’Q(Q)
uma sequéncia minimizante para /. Afirmamos que (u,) é limitada em WO1 ®(Q). Com

efeito, existe nop > 0 tal que para todo n > ng
Lo+1 > I(uy) > Iw

e como o funcional 7 € coercivo (cf. Lema 3.14, [28]), temos que (u,) é limitada.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

U, —u, em Wol’(b(Q).
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Lembrando que 7 é fssci, entdo existe u € WO1 ’@(Q) tal que

I(u)= min I(v),
veW, *(Q)

concluindo a demonstracao. |

4.2 Existéncia de Solu¢ao de (4 — 1) via Minimizacao

Teorema 4.2.1 Suponha (¢1) — (¢3). Entdo o minimo u € Wol’q)(Q) de I ¢ solugao fraca
de (4—1), isto é,
/ o(|Vul)VuVvdx = (h,v), v e Wy (Q).
Q

Demonstracao: Sejam u € WO1 ’(D(Q), garantido pela Proposicdo 4.1.2, 0 <t <1 e

VE WO1 P qualquer. Entdo
Hu+1tv)—1(u)
t

>0

isto €

/ (|Vu+1Vv)) —@([Vul) , () 4-3)
Q B o

t

Afirmamos que

P(|V V) —®
L[ R(VuVY]) —

v
| ”‘)dx:/¢(|vu|)vuwdx.
t—0+JQ t Q

De fato, pelo Teorema do Valor Médio
(Vi -+ 1Vv]) — B(|Vul) = 0(8,)8 [|Vur+ 19| — Ve, (4-4)

onde
—|Vu|—1|Vv| < min{|Vu+1Vvy|,|Vul}

IN

0;
(4-5)
< max{|Vu+1tVv|,|Vul}

< |Vul+|Vv| q.t.p. em Q.
De (4 —5) temos que 6;(x) — |Vu(x)| g.t.p. x € Q, quando t — 0. Disto e de (4 —4)

concluimos que
O(|Vu+1tVv]) —d(|V

t—04 t

= 0(|Vu|)VuVv q.tp. x € Q. (4-6)
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Agora note que

O(|Vu+1Vv|) —®(|Vu|) 0(6,)0 _|Vu+th\—]Vu|}
1 IERANAG | 1
< 0(6)0, [|Vu| +1|Vv|— \Vu]]
i ! (4-7)
= 0(6,)6:Vv|

< O(IVul + V) (IVul + [Vv]) [V,

onde a dltima desigualdade segue de (7)) > 0, r¢(z) é crescente parat > 0e (4 —5). Por
outro lado,

O(|Vu+1tVv|) —®(|Vu Vul —t|Vv| — |Vu
( tl) (|Vul) > ¢(6t)6;| | Itl [Vul

= —0(8,)0,|Vy] (4-8)

v

—0([Vul + Vo) ([Vul + [VV])[Vy].
Concluimos de (4 —7) e (4 —8) que

O(|Vu+1Vv|) — ®(|Vul)

, < O(Val + [V (Vul + VY[V (@-9)

Além disso, como @(10(t)) < ®(2t) para todo 7 € R, temos que
O(|Vul + VW) ([Vul +[Vv]) € Lg ().
Pela Desigualdade de Holder
O(|Vau| + V) (|Vu| + |Vv]) V] € LY(Q). (4-10)

Segue de (4 —6), (4 —9) e do Teorema de Lebesgue

lim
1 *)0+

/ O(|Vu+1Vv|) —P(
Q

» |Vu|)dx: /QQ)(WM\)Vqudx.

Portanto, passando ao limite em (4 — 3) com # — 0 e observando que a inequagao

€ valida para todo v € WO1 ’q)(Q), concluimos a demonstragdo. [ |



4.3 Existéncia de Solucéo de (4 — 1) via Browder-Minty 52

4.3 Existéncia de Solucio de (4 — 1) via Browder-Minty

Apresentamos a seguir alguns conceitos para enunciar o Teorema de Browder-
Minty.

Defini¢io 4.3.1 Sejam X um espaco de Banach reflexivo e A : X — X' um operador.

Dizemos que A é:

(i) monotonico se (Au— Av,u—v) > 0 para todos u,v € X;

(ii) coercivo se
(Au,u)

1m =
lullx—eo |||

A seguir uma versao simplificada do Teorema de Browder-Minty.

Teorema 4.3.1 (cf. [8]) Sejam E um espaco de Banach reflexivo,
A:E—E
um operador continuo, monotonico e coercivo. Entdo para cada f € E' o problema
Au=f

possui uma solu¢do u € E.

Dado u € WO1 ’CD(Q) considere
(Lu,v) :/ O(|Vu|)VuVvdx, veWol’q)(Q).
Q
Segue pela desigualdade de Holder que
[{Lu,v)| < 2[[0(IVae]) [Vl | g |V V]|
. . R ) 1,® /
Fica definido L: W, (Q) — W, (Q) e vale
Lull, 12 gy < 2M0([Vul)[Vul|g.

A seguir formularemos e demonstraremos varios resultados sobre propriedades
de L.

Lema 4.3.1 O operador L é continuo.

Demonstracao: Seja (u,) C WOl ’(D(Q) tal que

Up —> u, em WOI’(D(Q).
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Note que

|Lup, — Lu|| 1@, =  sup |(Lu,—Lu,v)|
O

= sup
[Vv]le<1

| @V, — o] ViV, V)

< sup [ |0(|Vuy|) Vi — O(|Vu|)Vul[Vv|dx
[Vvlle<l
< 2“¢(|V”n|)vun —¢(|VM|)VM||&>.

Portanto, mostrando que

| @1V ]) Vit — 6(|Vae) Vi) — 0,

teremos

||Lup _LM||W()1’CD(Q)/ — 0.

Para tal, observe que
/ ®(|Vu, — Vu|)dx — 0,
Q

e pelo Lema 2.2.2, considerando uma subsequéncia se necesssdrio, teremos que

l. Vu,(x) — Vu(x) qtp.xeQe
2. Existe 6 € Ly(Q2) tal que

|Vu, (x)| <0(x) q.t.p. x € Q.
Gragas a continuidade da funcdo x — ¢(|x|)x, x € RV, temos
|0(|Vun|)Vu, — 0(|Vu|)Vu| — 0 q.t.p. x € Q,
e pela continuidade de ® teremos que

D (|0(|Vitn|)Vitn, — 0(|Vu|)Vu|) — 0 q.t.p. x € Q.



4.3 Existéncia de Solucéo de (4 — 1) via Browder-Minty 54

Note também que

D(|0(|Vatn|) Vit = 0(IVu)Vu ) < DOVt |)|Vit| + (V] )| V]

< @(0(0)0+0(|Vul)[Vul).

Como ®(0(8)8 + 0(|Vu|)|Vu|) € L' (Q), o resultado segue do Teorema da Convergéncia

Dominada. ]
Lema 4.3.2 L ¢ coercivo.

Demonstracao: Seja u € WOl ’q)(Q). Pela condicdo (¢3) junto com o Lema 2.4.1 temos

Loy [0V VuPds
Vo~ [Vulo

/ D(|Vu|)dx
> YA R
[Vullo

IV

emin{[Vull§ 1 Va1 o
quando ||Vul|e — . n
Lema 4.3.3 L ¢ monotonico.

Para demonstrar o Lema 4.3.3 utilizaremos o seguinte resultado.

Lema 4.3.4 Seja ¢ : (0,00) — (0,00) uma fungdo continua satisfazendo (¢1) e (¢2). Entdo

(@Cllx[)x = o(llyl)y,x —¥) = 0, ¥ x,y € R". (4-11)

Demonstraciio: Sejam x,y € RV, Se x = y a relagio é trivialmente verificada. Suponha

que x # y. Temos as seguintes possibilidades:

L. ||x|]| = ||y|l (Claramente ndo nulos)
Neste caso,
O([x[) = o(llx[D)-
Entao

(O(flel)x = oy [)ysx =) = o(||xl]) lx = ¥* > 0
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2 el < [l

(OCllxlx = oClly Dy, x =) = oCllel DIl Cllell = llvl1) + @CUID I YA = [

= (OCUPID el = oy Dy Dl = 1y

> 0,
(4-12)

haja visto que 70(¢) é néo decrescente. [

Demonstracio do Lema 4.3.3: Sejam u,v € WOI’CP(Q). Pelo Lema 4.3.4 temos que
(0(|Vu|)Vu—o(|Vv])Vv)(Vu—Vv) >0 q.t.p.em Q.
Portanto,
(Lu—Lv,u—v) = /Q((I)(|Vu|)Vu — (V) V) (Vit = V)dx > 0,

provando o Lema 4.3.3. |

Observacao 4.3.1 Segue pelo Teorema de 4.3.1 (Browder-Minty) que: dado f €
WOI’CD(Q)’ existe u € Wol’q) (Q) tal que Lu = f, isto é,

/ o(Vu)VuVvdx = / fdx, ve W, *(Q).
Q Q

Neste trabalho utilizaremos algumas propriedades adcionais de L as quais sdo

demonstradas a seguir.

Definicao 4.3.2 Sejam E um espaco de Banach real reflexivo e
A:E—E

um operador. Dizemos que A é:

(i) do tipo (S4) se para toda sequéncia (u,) C E tal que

1. u, ~uemk,
2. limsup(Au,,u, —u) <0,

n
tem-se

u, —u em E;

(ii) pseudomonotonico se para toda sequéncia (u,) C E tal que

1. u, ~uemk,
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2. limsup(Au,,u, —u) <0,

n
tem-se

Aup — Au e (Aup,un) — (Au,u).
Lema 4.3.5 L é pseudomonotonico.

Demonstracao: De fato, pelo Lema 4.3.1 L é continua, em particular hemicontinua.
Além disso, pelo Lema 4.3.3 L é monotdnica, entdo pelo Lema 2.98 (cf. [12]) L é

pseumonotdnico. |
Lema 4.3.6 L ¢ um operador do tipo (S).

A seguir, alguns conceitos e resultados que serdo utilizados na demonstrag@o do
Lema 4.3.6.

Definicdo 4.3.3 Sejam Q C RY e funcdo B : Q — RN. Dizemos que B é estritamente

monotonica se

Bx)=B(),x—y) >0, x,ycQ, x#y.

Apresentaremos a seguir uma versao simplificada de um resultado devido a Dal
Maso & Murat em [18].

Lema 4.3.7 Seja B: RN — RY estritamente monotonica e (v,) C RY tal que
Bvn) = B(v),vy—v) 20, em R.
Entdo
Vn ey v, em RV.
Demonstracao: Suponha, por contradicdo, que v, ndo converge para v, entao, conside-
rando uma subsequéncia se necessdrio, existe & > 0 tal que
|V —v| > 8, para todo n.
Sejam
tnh = 0|y —v|_] e Uy =ty + (1 —ty)v.

Como

|y — v| = ty|vy —v| =9,

a sequéncia (u,) é limitada, donde, considerando uma subsequéncia se necessario, (i)

converge para algum u com |v — u| = 8. E possivel provar que

lim (B(u,) —B(v),u, —v) = 0.

n—yoo
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Por outro lado, temos que u, — u, entdo

lim (B(un) —B(v),un —v) = (B(u) = B(v),u —v),

n—yoo

donde
(B(u) =B(v),u—v)=0

o que é uma contradi¢do pois |u —v| =& > 0 e B € estritamente monotonica. [

Observacdo 4.3.2 Em vdrias ocasides exigiremos no lugar (02) a seguinte condi¢do mais

forte:
(¢,) t—14(t) é estritamente crescente.

Assim, concluimos da relagdo (4 — 12) que

(O(1x)x—o(y)y.x =) >0, x,y e RY, x#y,

ou seja, a fungdo x — O(|x|)x, x € RN, é estritamente monoténica.

Demonstracio do Lema 4.3.6: Seja (u,) C WO1 2 (Q) tal que

l. u, ~uem Wol’q)(Q) e

2. limsup(Luy,u, —u) <O0.

n

Pelo Lema 4.3.4 o operador L é monotdnico, isto é

<Lun—Lu,un—u>:/Q(q)(|vun|)vun—¢(|vu\)vu,vun—vu)dxzo,

consequentemente
(Lu,up — u) < (Luy,u, —u)
assim
0 = lim (Lu,u, —u)
n—yoo
< liminf(Lu,,u, — u)
n—yoo
< limsup(Luy, u, — u)
n—yoo
< 0
Donde

lim (Lup,u, —u) =0,
n—soo
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o que implica

(Luty — Lutyuy — u) =3 0.

isto €,
(0(|Vitn|) Vit — &(|Vut) ) Vi, Vit — Vir) =30, em L1(Q),

dai
(0(|Vitn]) Vit — &(| Ve ) Vi, Vit — Vir) =5 0 q.t.p. em Q.

Pela condi¢do (¢,) e o Lema 4.3.7 obtemos que
Vita(x) =3 Vu(x) q.t.p. x € Q
e pela continuidade de ¢
P (|Vuu(x) — Vu(x)|) = 0 q.t.p.em x € Q. (4-13)

Afirmamos que
Up —> u, em WOI’(D(Q).

Para tal usaremos o Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado. Nesta direcdo,
gracas a (4 — 13) temos

fr:=®(|Vu, —Vu]) =30 q.tp. x € Q.

Além disso,

fo <0 5 [0(Vual) | Vi|* + @(|Vu])

N3

= gn-
Claramente
n—o0
gn — g qtp.x€Q,

onde
g:= 5 [0(Vul) [Vu* + (| Vur))]

/Qg(x)dx < oo,

Para mostrar que

lim /an(x)dx:/gg(x)dx,

n—oo
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basta verificar que
/({)(|Vun|)|Vun|2dx—>/¢(|Vu|)|Vu|2dx. (4-14)
Q Q
Pelo lema 4.3.5 L € pseudomonotdnico, dai

1im/¢(\vun\)|vun|2dx = lim (Luy,u,)
Q

n—oo n—oo

= (Lu,u) (4-15)
- / o(|Vul)|Vuld.
Q
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado concluimos
que
/ ®(|Vu, — Vu|)dx — 0,
Q
concluindo a demonstracao. |

4.4 Unicidade de Solucio de (4 —1)

A seguir mostraremos que o problema (4 — 1) possui uma dnica solugio. Para
isto, mostraremos que o operador L, substituindo a condi¢do (¢2) por (¢ ), é estritamente

monotodnico, ou seja,
(Lu—Lvyu—v) >0, u,ve Wol’q)(Q), uv.

Lema 4.4.1 L é estritamente monotonico.

Demonstracao: Pelo Lema 4.3.3 segue que L é monotdnico. Agora, sejam u,v € WOI’qD(Q)

com u # v. Entdo existe Qg C Q de medida positiva tal que u # v e pelo Lema 4.3.4 temos
(0(|Vu|)Vu—0(|Vv|)Vv)(Vu—Vv) >0 q.t.p.em Q.
Portanto,

(Lu— Lv,u — v) 2/ (0(|Vu|)Vu—o(|Vv|)Vv)(Vu — Vv)dx > 0,
Qp
o que prova o Lema 4.4.1. [ ]

Proposicio 4.4.1 Suponha (91),(9,) e (¢3). Entdo para cada h € WO1 ®(Q) o problema

(4 — 1) tem no mdximo uma solugao.
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Demonstracao: Sejam uj,u; € WO1 ’q)(Q) solucdes de (4 — 1), isto é,
/Q(q)(\vu,-pvuivvdx = (hv), vEWSP(Q)ei=1,2.
Dai,
(Luy — Lup,v) = /Q (0(|Vaur ) Vay — 0(|Vua|) Vg, Vv) dx = 0, v € W, P (Q).
Fazendo v = u; — up obtemos
(Luy — Lup,uy —up) = /Q((I)(Wul NVuy —0(|Vuz|)Vur)(Vuy —Vup)dx =0, v € Wol’q)(Q).
Mas pelo Lema 4.4.1 L € estritamente monotdnica, donde u; = u5. |
Observacao 4.4.1 Pelo Teorema 4.3.1 (Browder-Minty) e o Lema 4.4.1 o problema
Lu=f

tem uma tinica solugdo.

4.5 O Operador Solucao Associado a (4 — 1)

De acordo com Teorema 4.2.1 e o Lema 4.4.1 fica definido o operador (solucao)

1,® 1,0
St W, (@) — W, (Q) 4-16)
h —  Sh:=u,
onde u € a tnica solucdo de (4 —1).

Observacio 4.5.1 O operador S ¢ bijetor e L' = S. Basta mostrarmos que L™! = §.
Com efeito, dado h € WOI’(D(Q)' segue do Teorema 4.2.1 que existe um tinico u € WOI’qD(Q)
tal que Sh = u, isto é

L(Sh) = h.

Por outro lado, dado u € WO1 "@(Q), fica definido
h := Lu,
de modo que Sh = u e aplicando S obtemos

S(Lu) = Sh=u.
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A seguir, formularos e demonstraremos vdrias propriedades sobre S.
Lema 4.5.1 O operador S é continuo.
Demonstracio: Sejam (h,) C W, ?(Q)’ tal que
hy — h, em W, *(Q),
U, = Sh,, e u:= Sh, isto é

(hy,v) :/Qq)(|Vu,,|)Vuandxe

(h,v) = /Q 0(|Vul)VuVvds,

vew, Q).
Afirmamos que (||Vuy,||e) é limitada. Suponha, por contradi¢do, que ndo seja

limitada. Entdo existe uma subsequéncia (u,;) C (uy) tal que
[Vitn,||@ — oo € up; # 0.
Entdo da relagiio 120(r) = @(¢) + D(10(¢)) obtemos

/Q O(|Vuy dx < (hnttn)
172, |||Vt ||,

IN

donde
/ O(|Vu, | )dx
Q

[Vitn [l

< 7 I,

o que contradiz [28, Lema 3.14], haja visto que (A, j) € convergente.

Observe também que

0 < /Q(q)(]Vun])Vun—(1)(]Vu|)Vu,Vun—Vu)

= (hy—h,u, —u)

< |l — h||||Vity — Vutl|gp — .

Donde
an = (0(|Vitn)) Vit — 0(|Vu|) Vi, Vi, — Vi) — 0, em LH(Q),
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donde
an(x) > 0q.tp.xeQ

e considerando B(v) := ¢(|v|)v, v € RV, no Lema 4.3.7 obtemos que
Vu,(x) = Vu(x) q.t.p. x € Q.
Por fim mostraremos que
Up —> u, em WOI’q)(Q),
0 que equivale a mostrar que
/Qcp(\vun _Vu|)dx — 0,

haja visto que ® € A,. Para tal utilizaremos o Teorema da Convergéncia Dominada
Generalizado de Lebesgue.

1. Inicialmente
D(|Vu,(x) — Vu(x)|) — 0 q.t.p. x € Q,

haja visto que

Vi, (x) — Vu(x) g.t.p. x € Q.

2. Como @ é crescente, satisfaz A, e é convexa temos

O(|Vup — V) < cp(zW)
K
< S (@) +- (V)
e como (1) < 0()t?, t > 0,
(Vi Vul) < 5 (0(Viea )|V + (Vi)
= gn

3. Da continuidade de #2¢(z)

lim = (0(|Vitn) |Vt ? + (| V] )) =

lim = 5 (9| Val? +@(¥u)) =g,

g.t.p. em Q.
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4. Observando que

/ g(x)dx < o0
Q
e que
hy, — h, u, —u, quandon — oo,
assim
() = (1)) Vit Pt
= <hn —h, un> + <h; un>
= (hu)
= [ o(vup|vuPax,
Q
donde

lim [ g,(x)dx= /Q g(x)dx

n—e JQ

Dos Itens 1-4 e do Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado obtemos

que
/ ®(|Vu, — Vu|)dx — 0,
Q
isto €
1,®
un —>l/t, em WO‘ (SZ)7
como queriamos demonstrar. ]

Corolario 4.5.1 O operador S é um homeomorfismo.

Demonstracao: Segue diretamente da Observagao 4.5.1 e dos Lemas 4.3.1 e 4.5.1. |

No que se segue, verificaremos propriedades de monotonicidade do operador S.

Lema 4.5.2 O operador S é monoténico, isto é,
(hy — ha,Shy — Sha) >0, hy,hy € Wy ().
Demonstracdo: Sejam hy,hy € Wo1 “®(Q)'. Entdo
(hiyv) = /Qq)(\V(Shi)])V(Shi)Vvdx, vew @), i=1,.
Faca u; := Sh;, i = 1,2, e considerando v = u; — up obtemos

(i — hoyuy — ) — /Q (O(|Vetr| ) Vitr — 0(|Vasa|)Via, Vit — Vo )dx. (4-17)



4.5 O Operador Solugéo Associado a (4 —1) 64

De (4 —17) e do Lema 4.3.4 obtemos que
<h1 —hy,Shy —Sh2> >0,

provando o Lema 4.5.2. |

Observacio 4.5.2 Se no lugar da condigdo (¢2) considerarmos a condigdo (¢%) prova-

se, de maneira andloga ao Lema 4.4.1, que S é estritamente monotonico.
Lema 4.5.3 O operador S é coercivo.

Demonstracdo: Mostraremos que dado h € WO1 “®(Q)’ e considerando u = Sh
D (1A} < 2[[o([Vul)|Vall| 5
) [ @(1Vul)dr < (h.u):
Q

/Q &(|Vul)dx

[o(|Vul)[Vull|
Prova de 1) Como WO1 ®(Q) é reflexivo, entdo existe wy, € WO1 L (Q) tal que || Vwp|lo < 1

3) — oo, quando ||/2|| — oo.

e pela Desigualdade Triangular para R" teremos e para Espacos de Orlicz

[all = (h,wp)
_ /¢(|vu\)vuvwhdx
Q

< | QDI Vul [Viwy
< 2/16(Va))| Vaull | Vsl

< 2[jo(IVul)[Vulllg-

Prova de 2) Observe que
20(t) = D(t) + D(10(1)). (4-18)

Donde
(h,Sh) = (h,u)

= | o(vup)VuPas
Q

v

/QCID(]VuDdx
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Prova de 3) Como ® € A,, entdo existe K > 2 tal que

D(9(s)s) < KD(s), s >0,

donde
& [ @)Vl < [ @Vl (4-19)

De (4 —19) e do Lema 2.4.2, fazendo v = ¢(|Vul|)|Vul|, obtemos que existe C > 0
tal que

cmin {lo(u) vl [0V IFllE " b < [ Blo(1¥u)Fias

Agora recorrendo a 1), 2) e usando que ®(10(¢)) < ®(2r) < Kd(r)

1 1 /cp (|Vu]) |V bx
1 m—1 -1 <
min { [J4]}7, 17T} < T
/cp Vu|)d
<
ol
< (hyu)
||h||
(h,Sh)
— C2—7
Il

para algumas constantes C1,C, > 0. Donde

(h,Sh)

— oo, quando ||a]| — oo,
I

provando o Lema 4.5.3. |
Lema 4.5.4 O operador S é Pseudomonotonico.
Demonstracao: Andloga a demonstracdo do Lema 4.3.5. |

Lema 4.5.5 Suponha que ¢ satisfaca (¢1), (05) e (03), entdo S é um operador do tipo
(S4).

Demonstracdo: Seja (h,) C WO]’(D(Q)’ tal que

1. hy = hem Wol’q)(Q)’ e
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2. limsup{(h, — h,Sh,) <O0.
n

Pelo Lema 4.5.2 § é monotdnica. Entdo, de maneira analoga ao que foi feito no
Lema 4.3.6 mostra-se que
lim (h,, — h,Sh, —Sh) =0,

n—oo
que
Vit (x) =5 Vu(x) q.t.p. x € Q,

onde u,, := Sh,, e u := Sh, e que
Up —> u, em WOI’(D(Q).
Mas, pelo Lema 4.3.1 o operador L € continuo, donde
hy, = Lu, — Lu = h, quando n — oo,

concluindo a demonstracao do lema 4.5.5. |

4.6 Regularidade da Solucao de (4 —1)

Nesta se¢do, discorreremos sobre a regularidade da soluc¢@o do problema (4 — 1).
Para tal, vamos supor que  C R é um dominio limitado com fronteira dQ regular e
h € L*(Q). Casos mais gerais que o problema (4 — 1) sdo tratados em [22] e [35].

O principal resultado desta secdo € um caso particular de um resultado devido
a Lieberman (cf. Apéndice C). Antes de enunciar o nosso resultado precisamos das
seguintes hipoteses:
suponha que ¢ : (0,00) — (0,0) € de classe C'(0,) e sejam a; : RY - R, j=1,...,N,
definidas por

a;(n) = o(nfm; , n=Mmi..,n,) €RY-{0}
! 0 , n=(0,...,0).

com j = 1,...,N. Além disso, suponha que existam I',I'> > 0 tais que

a—f J&&; = Tro(m)fgl:

< Ta(In).

i_
o | £ 5
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Observacio 4.6.1 Tomandon = (t,0,...,0) e § = (1,0,...,0) em (04) e (05), obtemos

T12¢(r) <1(19(t))" < Tor0(t), (4-20)
e integrando )
_ 1°9(1) .
C:=14T1 < 0 <Il+Ir=m 4-21)

que é a condigdo (¢3).

Teorema 4.6.1 Suponha que ¢ € C'(0,0) e satifaz (¢1), (05), (04) e (¢s). Suponha que
h € L=(Q), entdo o problema (4 — 1) possui uma tinica solugdo u € C*(Q), para algum
o> 0.

A demonstracao do Teorema 4.6.1 depende do Lema a seguir e seré feita no final

desta secdo.

Lema 4.6.1 Suponha que ¢ satisfaz (¢1) — (03) e que h € L*(Q). Seja u uma solugdo de
(4—1), entdo u € L(Q).

Para demonstrar o Lema 4.6.1 usaremos o seguinte resultado (cf. [33, lemma 5.1,
pg. 71]).

Lema 4.6.2 Sejam ko > 0,y>0,€ >0 e o € [0,1+¢€|. Suponha que u € L'(Q) satisfa a

estimativa
/ (1 — k)dx < YK AL+,
Ay

para todo k > ko onde Ay := {x € Q | u(x) > k}. Entdo

supu < C,
Q

onde C = C(y,€,0, ko, ||u|| ;1 (Ako)) é uma constante positiva.

Demonstracao do Lema 4.6.1: Verificaremos as hipéteses do Lema 4.6.2. Considerando

ko = 1, mostraremos que

/ ¢(|Vu|)|Vu|2dx§Const(N,||h||oo,|Q|,CI>)|Ak|, k>1. (4-22)
Ay

De fato, considere ¢ := max{u —k,0} € WOI’CD(Q) = WO]’] (Q)NW!Le(Q) (cf. Fuchs &

Gongbao [22]), obtemos assim que

/¢(|W\)\Vu|2dx:/ h(u—K)dx. (4-23)
AL Ay
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O lado direito de (4 —23) é estimado usando a desigualdade de Holder, como se segue

N-1

1 N N
[t < Qalelat? ([ jo-siiax)
Ak Ak
1
< el [ |Valds
A
= 1 1
< /{CI><2C(N)||h||oo|Ak|N>+(I)<—|Vu|>}dx
A 2
<

~ 1 1
B (26N lAd? ) WAl + 5 [ @(9uld
2 Ja,

~ 1 1
< & (2eM)lhllelanl? ) 14kl + 5 /A o(|Va]) [V 2dix,

k

provando assim a estimativa (4 —22).

Agora mostraremos que

/ Vuldx < const(N, ||, |Q/, ®)Ac], k> 1 (4-24)

Ag

Com efeito,

/|Vu|dx = / |Vu|dx+ |Vuldx
Ap Akﬂ{\Vu|§l} Akﬂ{|Vu|>1}

1
< Wt gm / (19l Vu e

e (4 —24) segue de (4 —22).
Por fim, observemos que da desigualdade de Holder e de (4 —24)

N—-1

N
/(u—k)dx < AW (/ |u—k\~”—1dx)
A Ag

< o(N)[Ag ¥ / Viuldx
A

< const(N, ||A]|e, |Q|, @) A/ TN, k> 1.

Aplicando o Lema 4.6.2, concluimos que

supu < const(N, [[/]|ee, |2, D, [ull 1 4,))-
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De maneira andloga mostra-se que
igfu > const(N, |||, [, P, [|ulL1(4,)),

donde u € L*(Q). [
Prova do Teorema 4.6.1: Verificaremos que as hip6teses do Teorema C.0.4 (cf. Apéndice
C) sdo validas.

Inicialmente, pelo Lema 4.6.1 u € L*(Q), neste caso My = ||ul|~ e portanto
lu| < My q.t.p. em Q.

No Teorema C.0.4 faca

A(x,z,p) =0(|pl)p, B(x,z,p) =h(x), x€Q, z€R, peRY —{0}.

As condigdo (¢3) e (¢04) sdo, respecitvamente, casos particulares dos itens (i) e
(ii) da condigdo (C —2) do Apéndice C.
Lembrando (cf.C ) que g(t) = ®'(z) = r0(¢), t € R, o item (iii) é valido pois,

A(x,2,p) —A(y,w,p)| = |0(|p])p — 0(|p)p| =0 < Ay(1+g(Ip]) [Jlx —y|* + |z — w|*],

para todos x,y € Q, z,w € [-My,Mo] p € RV — {0}, e quaisquer constantes 0 < a < 1 e
A > 0.

Por fim, o item (iv) é facilmente verificado, pois

B,z p)] = ()] < |hlw < [Al. (1 +%) ,

peRY—{0}. n



CAPITULO 5

Equacoes Multivalentes em Dominios Limitados
via Minimizacao em Espacos de Orlicz-Sobolev:
Minimizacao Global

Neste capitulo desenvolveremos argumentos de minimizagao sobre funcionais localmente
Lipschitz definidos em espacos de Orlicz-Sobolev junto com técnicas de convexidade
para investigar a existéncia de solugdo da equagdo multivalente (1 —2). A regularidade

da solugdo também serd discutida.

5.1 Observacoes e Resultados Preliminares

Em primeiro lugar, lembramos que a defini¢do de solucdo fraca de (1 —2) é a

seguinte:

Definicao 5.1.1 Dizemos que u € WO] ’q)(Q) é solugdo fraca de (1 —2) se existe p =p, €
Lo, (Q)' = Lg () tal que

p(x) € dj(x,u(x)) g.t.p. x € Q, (5-1)
/Q o(|Vu|)VuVvdx = /Q pvdx+ /Q hv, veWw, Q). (5-2)

Consideraremos o problema de autovalor

(5-3)

—Apu = Ad(u)u em Q
u = 0 em JQ.

Garcia-Huidobro et al. [26] e Mustonen & Tienari [42], sob hipteses mais gerais

que (01) — (¢3), consideram o problema de minimizagéo

A ::inf{/QCID(Wu\)dx Cu€ Wol’q)(Q) e /QQD(u)dx:r}, (5-4)
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para cada r > 0. Eles provam que existe u, € WO1 ’(D(Q) ndo-negativa tal que u, € solucao
do problema (5 —4). Além disso, u, é solugdo fraca da correspondente equagdo de Euler-

Lagrange (5 — 3), ou seja,
t/¢ﬂVmDVmV¢dv:K/¢mhMAWL oW (@), (5-5)
Q Q

para algum A > 0, como pode ser visto no teorema a seguir:

Teorema 5.1.1 (Cf. [26, 42]) Seja ® uma N-fungdo. Entdo existe A > 0 tal que o
problema (5 —3) possui uma solugdo fraca. Se ® satisfaz (¢1) — (¢3), entdo u, é ndo

negativa.

Quando r = 1 denotaremos A| = A ;. A proposi¢do a seguir compara os valores

A1 com A.

Proposicao 5.1.1 Suponha que ¢ : (0,00) — (0,0) é continua e satisfaz (¢1) — (¢3). Entdo
l
M <A< .
m l

Demonstracao: Considerando @ = u; em (5 —5), usando (¢3) e [, P(u;) = 1 obtemos

_ JpoFmbivmFax
[ eundax
Q

< T/ ®(|Vuy |)dx = "y
! Jo 14

Por outro lado,

AT

> 0 [ (Ve =,
[ oteyar  —me 4
Q

0 que prova a Proposicao. [

Observacio 5.1.1 No caso ¢(t) =tP72, 1 < p < oo, temos que { = m = p e portanto
A=A
A proposi¢do abaixo relaciona a condi¢do (1 —10) com o autovalor A; do

operador Ag. Relembramos algumas notagdes. Por Clement et al. [15, lema D2]
Lo(Q) 4 LY(Q) (5-6)

e denotando por Cy > 0 a melhor constante tal que

Colulf < ||ullp, u € Lo(Q). (5-7)
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Proposicao 5.1.2 Suponha (¢1) — (¢3). Entdo (1 —10) vale se existem um fun¢do o €
L>(Q) e um subconjunto Qg de Q com |Qq| > 0 tal que

A <Crag.tp. emQ, <A g.t.p.em Q, o< qg.t.p. em . (5-8)

Demonstracao: Caso 1: Tome v € Wol’(p(Q) tal que [v|le =1 e A = / D(|Vv|)dx.
Q

Entao

/ &(|V|)dx — / Coa()vldx = M — / Crau(x) D (v)dx
Q v£0 v(x)#£0

= X]-(/ +/ )Cg()t(x)|v|édx
Q Jo-o

> M- / Colv|'dx — / Crau()|v|'dx
Q Q-Q

> M—M|vllg

= 0.

Caso 2: Sejav € Wol’q)(Q) talque |v|le=1¢ A1 < / ®(|Vv|)dx. Entdo
Q
/ &(|V|)dx — / Coa)vldx > A — / Coou(x)|v] dx
Q v#0 v(x)#0

> M—Mve

Dos Casos 1 e 2, concluimos que
/<I>(|Vv|)dx—/ Crax)lidx >0, ve W (@), [v]eo=1.
Q v(x)#£0

Agora sejam

i(Co)=  inf { /Q &(|V|)dx— /V(X#OCg(x(x)]dex}

1,9
veW, ™, [vlla=1

e (vy) C WO] ’q)(Q) uma sequéncia minimizante para i(Q), isto é

/<I>(|an|)dx—/ Coou(x) vl dx — i(Co0), [[vallo = 1.
Q va(x)#£0
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Mostraremos que (||Vv,||e) é limitada. Com efeito, dado € > 0
i(C0) < / B(| V| )l — / Coou(x) vl dx < i(Coot) +¢ (5-9)
Q v (x)#£0
para n suficientemente grande. Como a.(x) < A e ||v,||¢ = 1 obtemos

/ O(|Vva)dx < (o) +et / Cou(x) vl dx
Q vn(x)7#£0
(x)2 510

< (o) +e+ A
Se, por contradi¢do, ||Vv,||e — oo, teremos que ||Vv,||¢ > 1 e portanto
IVonlle < | @1V l)dx < i(e) e+,

o que é um absurdo, donde (||Vv,||®) € limitada. Considerando uma subsequéncia se

necessdario, existe v € WO1 ’CD(Q) tal que

L.v,—v e /<I>(|Vv|)dx§lirrzinf/ D (|Vv,|)dx;
2. v, —» vem Lp(Q) e portanto ||v||e zgl;

3. va(x) = v(x) q.t.p. x € Q;

4. Existe 0 € Lo (Q) tal que

[va(x)] <01(x) q.t.p. x€ Q.
Logo pelo Teorema de Lebesgue

0 < / &(|Vv|)dx— / Crau()|v| dx
Q v(x)#0

< liminf{ / B(| V| )l — / Cgoc(x)|vn|£dx}
n Q v (x)#£0

< i(C) +¢€,

donde
0< / &(|Vv|)dx — / Coau(x)|v|'dx < i(Co0r)
Q v(x)#£0

junto com (5 —9), teremos que

0</CI>(|VV|)dx—/ o)y dx = i(C,0).
Q v(x)#£0



5.1 Observagoes e Resultados Preliminares 74

E ficil ver que i(A..) > i(Cyat) > 0, concluindo a demonstracio. [
A observacao abaixo € importante para entender o significado de equacdes do
tipo
—Apu = f(x,u) q.t.p.em Q.

Observacdo 5.1.2 (Cf. [3]) A equagdo (1 — 17) é entendida como se segue. Defina
(—Agpu,v) ::/ O(|Vu|)VuVvdx, u,veWol’q)(Q).
Q

Por [23, p. 263],
| SV V) < | S2|Vul)dx < o,
Q Q

que nos dd ¢(|Vul)|Vu| € Lg(Q). Se u € WOI’CD(Q) ¢ uma solucdo do problema (1 —2),
entao
—Agu=Jy+J, em Wy P(Q)

onde Ji,J> : WO1 ®(Q) — R sdo funcionais lineares limitados:

Ji(v) :k/ hvdx e J2(v) :/ pvdx.
Q Q

Note que Ji,/2 € Lo, (Q) C WOI’qD(Q)’ . Assim, pelo Teorema de Riesz para espagos de
Orlicz, J1,J» € Lg (Q). Donde Agu € Lg (Q).

Demonstracao da Proposicao 1.0.1: Sejam

J00) 1= 1 (0 € J0) 1= [ fla)dr = (u=a)".
Consideraremos o problema multivalente:
— Apu € dj(u) + h. (5-11)

Afirmamos que (5—11) possui solug@o. Para este fim, verificaremos que as
hipéteses do Teorema 1.0.2 sdo validas.
Com efeito,
(u—a)® <ful'+(1+a),

e também
1f(x,u)] <1< 1@ o®, (cou)+ 1.

Além disso,
(s—a)

A
sl ’

Aw(x) = limsup

|s|—>oo
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donde
inf {/ CI>(|Vv|)dx—/ Aw(x)|v(x)|€dx} >0,
veW, ?(Q), [[v]lo=1 L/Q {v#0}

Como

tg%{Xt>a(t) =0<1= IEQXINJ(")'

segue do Teorema 1.0.2 que existe u € Wol’q)(Q) tal que |I';(u)] = 0 e é solugdo de
(1-25).

Logo u é solucdo de (1 —25). Concluindo a demonstrag@o da Proposic¢do 1.0.1.m

5.2 Preliminares as Demonstracoes dos Teoremas Princi-
pais
Para demonstrarmos os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2 precisamos de alguns resultados

preliminares que provaremos a seguir.

O funcional energia associado ao problema (1 —2) é

I(u) :/ CID(]Vu\)dx—/ j(x,u)dx—/ hudx, uEWol’q)(Q). (5-12)
Q Q Q
Verificaremos no Apéndice A que /I estd bem definido.
Fazendo
O(u) = / &(|Vul)dx — / uhdx e J(u) = / (o, u)dx, (5-13)
Q Q Q
temos
1(u) = Q(u) — J(u)
Pelo Lema A.0.2 temos
0 Cl(W®(Q),R) e (Q'(u),v) = / (1)(|Vu|)Vqudx—/ hvdx. (5-14)
Q Q
O resultado a seguir € um coroldrio do Teorema de Aubin-Clarke (cf. Teorema
3.3.1).

Corolario 5.2.1 Sobre as hipoteses do Teorema 3.3.1, temos que
. 1,
J € Lipjoc(Wy, " (Q);R) e

dJ(u) C{w € Lg (Q) | w(x) € dj(x,u(x)) g.t.p. x € Q}. (5-15)
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Demonstracao: Pelo Lema A.0.1 J(u) estd definido para todo u € Lg, (Q). Além disso,
como CJ () C Wol’(b(Q) — Lo, (Q), segue que WOI’CD(Q)L% = Lo, (). Pelo Teorema
de Aubin-Clarke (cf. Teorema 3.3.1) J € Lip;,.(Lo,(R2),R) e satisfaz a relacdo (3 —2),
entdo por [13, Teo. 2.2] concluimos que J é localmente Lipschitz em WO1 ’CD(Q) e satisfaz

oJ(u) C{w € Lg (Q) | w(x) € dj(x,u(x)) q.t.p. x € Q}

parau € WO1 ’q)(Q), provando o Coroldrio. n

Assim, pelo Corolario 5.2.1 e a Proposi¢ado 3.2.1
I € Lipjoc(Wy, ®(Q),R) e 3l(u) = Q' (u) —dJ (). (5-16)
Portanto, u € um ponto critico de I se 0 € dI(u), isto €, existe algum p € Lg (Q) tal que
(Q'(u),v) — (p,v) =0, for ve W, *(Q).

Observacao 5.2.1 Nos argumentos abaixo, C denotard uma constante positiva (cumula-
tiva).

Abaixo estabeleceremos e provaremos alguns resultados técnicos.

Lema 5.2.1 Suponha (01) — (¢3) e (1 —3). Entdo I é fracamente sequencialmente semi-

continua inferiormente (fssci).

Demonstracao: Em primeiro lugar, segue do Lema A.0.3 (cf. Apéndice A) que o
funcional
Ui / ®(|Vul)dx, ue W ¥ (Q)
Q

€ fssci.

Agora, seja (u,) C Wol’q)(Q) tal que u, — u em WOI’qD(Q). Entdo u, — u em
Lo (Q) e, considerando uma subsequéncia se necessdrio, u, — u q.t.p. em Q e existe
0, € LY(Q) tal que |u,| < 05 q.t.p. em Q. Por (1 — 3) temos

j(x,un) < Alup|' + B(x) < Al62|° + B(x).

Como s+ j(x,s) é uma funcdo localmente Lipschtz, em particular continua, temos que j

¢ uma func¢ado Carathéodory e portanto
J(x,un(x)) — j(x,u(x)) g.tp. x € Q.

Pelo Lema de Fatou,
lim sup/ J(x uy)dx < / J(x,u)dx.
Q Q
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Assim,
I(u) < liminf/QCI>(|Vun|)dx—limsup/gj(x,un)dx—lim/ghundx
< liminf{/ CD(|Vun|)dx—/j(x,un)dx—/hundx}
Q Q Q
= liminfI(uy,)
mostrando que / € fssci. |

5.3 Provas dos Teoremas 1.0.1 e 1.0.2.

O objetivo desta secdo € demonstrar o Teorema 1.0.1 e 1.0.2. Comecaremos pelo

Teorema 1.0.1.

Demonstracio do Teorema 1.0.1 Inicialmente mostraremos que / é coercivo. De fato,

suponha por contradigdo que exista (u,) C WO1 P (Q) tal que
|Vuy|lp — o0 e I(u,) <C.

Usando (1 —3) e a desigualdade de Holder temos

/@(]Vun])dx < /j(x,un)dx+/hundx+c
Q Q Q
(5-17)
< A [ lunl'd 201t s +C

Afirmamos que / |un|'dx — oo. De fato, suponha o contrério, que
Q

/ |up|dx < C.
Q

Pela imerséo WO1 ’q)(Q) — Lo(Q) — LY(Q), (5—17) e a Desigualdade de Poincaré (cf.
[28]) temos
[ @(1Vua ) < 1+ Vit o).

o que € impossivel, pois conforme [28, lemma 3.14]

/CI>(|Vun|)dx

Q

_— —)oo,
”V”nHCI?
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t
Y LY(9Q) conclufimos também

mostrando que / || dx — oo, Observando que Lo(Q) <
que ||uy||e — oo.

Por (5—17), Lema 2.4.1 e a imersdo Ly(Q) —

cont

— L'(Q) temos
Vil < /QCI’(WMnDdx < Cllun|p + 212l lun |0 +C- (5-18)

Dividindo (5 — 18) por ||uy|| chegamos a

2||h||5 C
IVl <C gy
lunlls ™l
onde v, = T || . Donde (||Vv,]||®) é limitada. Passando a uma subsequéncia se necessa-
n
rio, temos

Ve = vin WP(Q) e / ®(|V|)dx < liminf/ ®(|Vv,|)dx

Q Q
vp — vin Le(Q) e existe 03 € L(Q) tal que |v,| <03 q.tp.em Q,
v # 0, pois W, "®(Q) ‘%5 Ly(Q) e portanto |[v]|e = 1.

Afirmamos que

hmsup/ % [t vn) de/{ }Aw(x)\v(x)\zdx. (5-19)
v#0

letnl

Com efeito, usando (1 — 3) estimamos

JOun(x)) [l [l ova(x))
lnll, A
1
< (Allunllova() +B(x)) (5-20)
||”n||¢
< Aeg(x)-i-B(x).
Além disso,
1imsupw J(x, [[un]|@va)

< limsup “—————%|v (x)\gx 20
a5 ety € A0

donde ‘

(f1tnlva(x))*
Por (5—20), (5—21) e o Lema de Fatou, concluimos (5—19) . Usando o fato que ® é

[Vn () X0} < Ao() V()] v(x) #0. (5-21)

lim sup
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convexa e continua, o Lema 2.4.1, I(u,) < Ce (5—19) segue que

/<I>(|Vv|)dx < liminf/ D(|Vv,|)dx
Q Q

1
< liminf —— / O(|Vuy|)dx
| tnlg /2

: 20hl~ C
< liminf / ](x’H””HfV”)Jr | Uf’l dx+ ——
Q tn || lunl @ [

X, ||un||@vn)

< limsup / ———dx

|”n”c1>

< / As(x vxédx,
[y A=)

que contradiz (1 —10). Portanto, I é coercivo. Pelo Lema 5.2.1, existe u € WO1 ’(D(Q) tal
que

I(u)= min I(v)
veW, *(Q)

consequentemente « é um ponto critico, isto é, 0 € d(u). Donde, existe p € dJ (u) tal que
/ O(|Vu|)VuVvdx = / pvdx+/ hvdx, v € WOI’(D(Q)
Q Q Q

e pelo Corolario 5.2.1
p(x) € dj(x,u(x)) ae. x € Q,

ou seja, u é uma solugdo para o problema (1 —2). [

Para demonstrarmos o Teorema 1.0.2 precisamos de alguns resultados técnicos,
os quais serdo apresentados a seguir. Iniciamos relembrando uma proposi¢ao cuja de-

monstragdo encontra-se em Chang [13] (cf. também a Proposicao 3.1.3).

Proposicio 5.3.1 Seja f: Q x R — R uma fungdo Baire mensurdvel tal que s — f(x,s)
seja ndo decrescente q.t.p. x € Q e satisfaca (1 —16). Entdo a fun¢do

t
et = [ flxs)ds, (5-22)
0
é localmente Lipschitz g.t.p. x € Qe

3j(x,1) = [f(x,t —0), f(x,t +0)]. (5-23)
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Demonstracao: Mostraremos que a func¢do t — j(x,7) é localmente Lipschtz, g.t.p. x € Q.
De fato, sejam ¢ € R e € > 0. Considere s;,s € (f —€,7 + €) e suponha, sem perda de

generalidade, que 51 < 57, segue de (1 — 16) e de EIVDQ Lo, ser crescente

s = jes)l < [ If)lds

< /S2 [q&ﬁl o®,(cys) —f—b(x)} ds
51 (5-24)

< |a® o @ (et +8) +b(x)] 5251
= C)ls2—s,

onde C(x) := [c1&>*_] o®,(ca(t+¢)) +b(x)}, donde j(x,.) € Lip;,-(R,R). Da desigual-
dade (5—24) vemos que j é localmente Lipschitziana. A demonstracdo da relagdo
(5—23) é encontrada em Chang [13]. [

O seguinte resultado € baseado no Teorema 2.3 (cf. [13]) o qual determina

condi¢des para que se tenha a igualdade na relagdo (5 — 15).

Corolario 5.3.1 Sejam P satisfazendo (01) — (03) e f: Q X R — R é uma fun¢do Baire-
mensurdvel, ndo decrescente na segunda varidvel satisfazendo (1 — 16). Entdo a fungdo

J é convexa e
0/ (u)(x) = [f(x,u(x) —0), f(x,u(x) +0)]

para todo u € Lo, (Q) ouu € WO] ’q)(Q).

Demonstracdo: Para verificar que J é convexa, basta mostrarmos que a fungio s — j(x,s)
€ convexa, para isto, observemos que esta € nao decrescente e também localmente
Lipschitz, portanto continua, e proceder como no Lema 3.2.2 (cf. [32]).

Como f € Baire mensuravel, segue da Proposicdo 5.3.1 que
dj(x,t) = [f(x,t —=0),f(x,4+0)], r € Rq.t.p. x € Q.
Recorrendo ao Teorema 3.3.1 e ao Corolario 5.2.1 obtemos que
aJ(u)(x) C [f(x,u(x) —0), f(x,u(x)+0] q.tp. x€Q

sempre que u € Ly, (Q) ouu € Wol’q)(Q).
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Por outro lado, sejaw € Lo, (Q) tal que w(x) € [f(x,u(x) —0), f(x,u(x) +0] g.t.p.

x € Q. Entdo (basta avaliar graficamente)

v(x)

w0 —ut)) < [ e

= (/Ov _/Ou(x))f(x,t)dt
—J

(x)
= Jxv(x) = j(xu(x)).

Integrando

(wyv— 1) = /Q W) (v(x) — u(x))dx < /Q e, v(x))dx— /Q e, u(x))dx < J(v) — J (),

e lembrando que
oJ(u) ={weLg | (wyv—u)<J(v)—J(u)}

concluimos que w € dJ(u), sempre que u € Ly, (2). Pelo Coroldrio 5.2.1 o mesmo vale
em WOl 2(Q). n

A seguir provaremos o Teorema 1.0.2, que é baseado no Teorema 4 de Corréa &
Gongalves em [16], o qual trata sobre a medida do conjunto de nivel I';(u).

Prova do Teorema 1.0.2: Afirmamos que f € Baire mensurdvel. De fato, defina
X,t , 1 <a
f(x,a—0) ,t>a

flet)  t>a

fz(x,t):{ fx,a=0) ,t<a

que sao Baire mensurdveis, pois sdo continuas na segunda varidvel. Como os conjuntos

(—o0,a) e [a,0) sdo Baire mensuraveis entdo

FO61) = H(—oo.a) (1) S106,1) + Afae0) (1) S2 (%)

¢ Baire mensudvel, provando a afirmacdo.

Agora, como f(x,7) é ndo decrescente em ¢, segue do Coroldrio 5.3.1 que
. 1,®
9J(v)(x) = 9j(x,v(x)) = [f (x,v(x) = 0), f(x,v(x) + 0)], v € Wy (Q) q.tp. x € Q.
Sejau € WO1 P () uma solugéo de (1 —2) que minimiza o funcional energia /, entio

—Agu(x) € 9j(x,u(x))+h(x) qtp. xeQ
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I(w) <I(u+ep), e>0 e 9eW,*(Q),

donde

[ At = o)y, [ 2(Vaeol) - @9
Q —Ja

s |
5 . dr— [ hodx.  (5:25)

Consideremos os seguintes casos:
Caso 1: Considere ¢ > 0 e ¢ € C7(Q). Pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg existe

pe tal que
j(x,u—l—e(p) _j(x7u)
€

=E&e0

onde
u<pe<u+ep e & € 9dj(x,pe) = [f(x,pe —0), f(x,pe +0)].

Usando isto e a condi¢do (1 — 16) obtemos

|§8| |f(x7p€_0>|+|f(xap€+0)

<
< 201D o ®, (cope) 4 2b(x).
Além disso, como |pg| < |u|+ |@| obtemos

Jxut€0) — j(x,u)
€

= |Gl

[2c165;1 o®,(crpe) +2b(x)]@

<
< [2e1D; o @y (ca|u| 4 c2|@]) +2b(x)] o € L1(Q).

Por outro lado, € ficil ver que

lim jxu+ee) = jxu) = f(x,u(x) +0)p(x) q.t.p. x € Q.

e—04 €

Aplicando o Teorema de Lebesgue em (5 — 25) obtemos

/Q £ u(x) +0)@(x)dx < /Q 0(|Vu|) VuVepdx — /Q hodx

assim,
—Agpu > f(x,u(x)+0)+h(x) q.tp. x€Q,

portanto,
—Apu = f(x,u(x)+0)+h(x) q.tp. x€Q. (5-26)

Caso 2: Considere ¢ < 0 e ¢ € C5(Q). De maneira andloga ao que foi feito no Caso 1
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mostra-se que
— Agu = f(x,u(x) —0)+h(x) q.t.p. x€ Q. (5-27)

Suponha, por contradi¢go, que |I';(u)| # 0. Por (5 —26) e (5—27) obtemos que
f(x,a—0) = f(x,a+0) qp.x € Ty(u),

o que contradiz (1 — 14). Donde |I';(u)| = 0.
Como u é solugdo de (1 —2) existe p € dJ(u) tal que

/Q[—Aq:.u— p—hledx=0, ¢c Wol’q’(Q).

Donde
—Agu(x) = p(x) +h(x) q.t.p. x € Q

e como f € C(R—{a}) e |I';(u)| = 0 concluimos que

—Apu(x) = f(x,u(x)) 4+ h(x) q.t.p. x € Q.

5.4 Demonstracoes dos Teoremas 1.0.3 e 1.0.4

Para demonstrarmos o Teorema 1.0.3 precisamos de alguns resultados prelimi-

nares. Seja

Wit
dy(t) =7 i t>0.

Lema 5.4.1 A funcdo ® satisfaz (¢1) — (92), e

<2y, t>0. (5-28)

Além disso, quando 1 <7y <N,

lule < |uly, u € Lo(Q), (5-29)
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Demonstracdo: Naturalmente ¢ € C(0,). Por calculos diretos mostra-se que

£20(t)
D(1)

limi9(1) =0, lim19(1) = oo, (10(1))' >0ey< 00 <2y,

t—0

mostrando (¢;) e (¢). Agora observemos que

o) yA(V1+2—1)r!

D(1)  VI+2(V1+2—1)

V2
V1I+2(V1+12-1)

1
= v+ —
Y( V1 +t2)
de onde prova-se facilmente (5—28). Para provar que Lo (Q) = LY(Q), basta observar

que
1
(1)<, t>0e cp(t)zz—Yﬂ, t>2

e usar [32, thm. 3.17.3]. Como consequéncia, Wol’q)(Q) = WO1 (Q),
Para provar (5 —29), considere u € LY(Q) e k > 0 e note que

u(x)[" _ =
/QT =1 se, e somete se, k = |uly.

Como ®(t) < ¥ parat > 0 temos

fir <t

Fazendo k = |uly segue da defini¢do de ||u||o a relagdo (5 — 29). Isto prova o Lema 5.4.1.
]

Proposicao 5.4.1 Suponha (1 —21). Entdo (1 —10) vale.

Demonstragio: Por (1 —21) e Wol’q)(Q) = WOIN(Q)’

inf {/Q(\/l—i—\VuP—1)de—/{M#O}Aw(x)|u(x)|7dx} >0,

1,0
ueWy =~ (Q), |uly=1
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Seja u € Wol’q)(Q) tal que ||u||¢ = 1. Recordando que ®(z) = (v/1+12 —1)Y e fazendo

V= ﬁ existe 6 > 0 tal que

ssfcp(@) dx—iy/ Ao () () V.
o\ |uly |uly J {ur0}

Usando a desigualdade 1 = ||u||o < |u|y dada pelo Lema 5.4.1 e aplicando o Lema 2.4.1

temos
5 < maxd o — b [ @(Vudi—— [ Ac@lutola
< X —, —5= ul)dx — — oo () [u(x) [V x
uly |uly" | Jo July Juzoy
1
< — /CI>(|Vu|)dx—/ Aoo(x)|u(x)|7dx}
Iuﬁ{ o {u0)
g/cpqvuy)dx—/ A () |u(x) Yl
Q {u0}
Isto prova a Proposi¢do 5.4.1. |

Proposicio 5.4.2 Suponha que 1 <y <% e (1—19). Entdo (1—9) vale.

Demonstracdo: Seja ®(r) =1". Pelo Lema 2.4 .4,

@, (1)1 <D,(t), 1> 1.

Usando a desigualdade acima e (1 — 19) temos que (1 —9). Isto prova a Proposi¢ao 5.4.2.

Prova do Teorema 1.0.3 Basta aplicarmos o Lema 5.4.1, as Proposi¢des 5.4.1 e 5.4.2 ¢
o Teorema 1.0.1. ]

Prova do Teorema 1.0.4 Basta observarmos que a condi¢do (1 —23) é equivalente a
condicdo (1 —16) do Teorema 1.0.2, pois Lo, (Q) = LY (Q). Por fim, basta aplicar o
Teorema 1.0.2. |



CAPITULO 6

Problemas Quaselineares Multivalentes com
Crescimento Critico em um Dominio Limitado:
Principio Variacional de Ekeland e

Concentracao-Compacidade

Neste capitulo utilizaremos o Principio Variacional de Ekeland e argumentos
da teoria de pontos criticos para funcionais Localmente Lipschitzianos em espagos de
Orlicz-Sobolev, juntamente com convexidade e técnicas de compacidade para investigar

a existéncia de solugdo da equacdo multivalente (1 — 26), isto é,
—Agu € 9j(.,u) +Ahin Q,

onde Q C RN é um dominio limitado regular, @ : R — [0, o) é uma N-fungio apropriada,
Ag € o correspondente —Laplaciano, A > 0 é um pardmetro, 4 : Q — R é uma fung@o

mensuravel,
J(x,1) = 6(x)[@s(1) — Pu(a)] Xfr>a} (1)

e dj(.,u) é o subdiferencial de uma fung@o j associada com o crescimento critico.

Observamos que nossos resultados funcionam (acompanhe as demonstra¢des
abaixo) para fungdes j(x,?) mais gerais, por exemplo
k
J(x,1) =) 6i(x) [@u(1) = Pular) X150} (1),

i=1

ondec; € L7(Q), 6,>0,i=1,2,....k,e0<a; <ay < ... < g.
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6.1 Estrutura Variacional Associada a (1 —26)

O funcional Energia associado a (1 —26) é I := I , definido em (1 —28), isto &,

I(u):/Qq)(\Vu])a’x—/Qj(x,u)dx—X/Qhudx, uEWOl’(D(Q).

Exploraremos abaixo algumas propriedades de /. Em primeiro lugar escrevemos

I(u) = Oy (u) — J (u),
onde

Qx(u):/£2¢(]Vu|)dx—7u/Qhudx

J(u) = / (1),
Q
Mostra-se que (cf. Lema A.0.2 no Apéndice A)

0, € C'(W'®(Q),R) e (Q&(u),v>:/Qq)(|Vu|)Vqudx—7u/thdx.

No resultado abaixo, usamos o Teorema de Aubin-Clarke (cf. Teorema 3.3.1)

para obter uma expressdo para dj(x,z), (x,z) € Q x R.
Lema 6.1.1 Seja j como em (1 —27). Entdo

0, t<a,
dj(x,1) = [0,6(x)¢«(a)], t =a,
6(x)0.(1), t > a,

e o funcional
J(u) = /Q J0eu(x))dx, 1€ WP(Q)

satisfaz
J € Lipioe(W, ®(Q),R) e aJ(u) C {p € Lg (Q) | p(x) €9j(x,u(x)) g.tp. x € Q}. (6-1)

Observacao 6.1.1 Notemos que J(u) estd definido para u € Ly, (Q). Para isto, basta

observar que

J(x,1) 1= 6(x) [ (1) = Pu(@)] Xgr>a (1), (0:7) € QxR
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satisfaz a condigdo (1 —9). De fato, pelo Lema 2.1.1 item 7 temos
0.(1) < B od,(2).
Pelo Lema 6.1.1 obtemos
0 < p <[0]wds (1) < |0]®; ' 0 Du(20), p €Dji(x,0).

Portanto, pelo Lema A.0.1 concluimos que J(u) estd definido para u € Lo, (Q).

Demonstracao do Lema 6.1.1: Pela defini¢do de j, j(x,.) é diferencidvel para cadat # a

9j(x,t) = {j'(x,1)} = {0 ()« ()X r>a} }-

oo
loc

Por outro lado, como j € L7 (Q x R) temos por [41, Prop. 1.7] que

dj(x,a) = Jlim Xfr>a}O(X) 0 ( )’3‘;1 Xir>a} O(X)0x(t) | = [0,0(x)d«(a)].

Seja p =p(x) € dj(x,t),t > 0. Usando a relagdo (2 —11) temos

0<tp <o(x)rd.(r) <m"o(x)D.(t) ae. x € Q.
Na realidade, se t > a, entdo

0'o(x)D. (1) < tp < m*o(x)P.(t) q.t.p. x € Q. (6-2)
Note que se p := p(x) € dj(x,) entdo

0<p <o(x)0x(t) < [0ocu (7).
Lembrando que @, (9. (1)) < ®.(2f), (cf. [23, p. 263]) temos
0 < p < [0]®; ' od,(21),

que € a condi¢do (3—1) do Teorema de Aubin-Clarke (cf. Teorema 3.3.1). Dai J €
Lipioc(Lo, (Q),R) e J satisfaz a condi¢ao (3 —2). Por fim, por [13, Teo. 2.2] obtemos
a condic@o (6 — 1). Isto prova o Lema 6.1.1. [

Com base em (6 — 1) e o Lema A.0.2, concluimos que
I € Lipoe(Wy ®(Q),R) e 01(u) = 0} (1) — 0J (u).

Relembramos que u é um ponto critico de I se 0 € dI(u) isto é, existe algum p € dJ (u) tal
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que
(O4(u),v) — (p,v) = 0 para v € Wy P ().

Por conseguinte, se u € um ponto critico de I entdo u é solu¢do da equagdo (1 —26) no
sentido da definicao 1.0.2.

6.2 Limitacao Local de /: Sequéncia de Ekeland

O lema seguinte tem o objetivo de verificar que o funcional /, restrito a uma bola

de centro na origem, satisfaz as hipéteses do Principio variacional de Ekeland.

Lema 6.2.1 Existem Ao, r > 0 tais que para cada A € (0, y) e a >0

@i inf I(v) >0;

3B,(0)

(ii) —co<c:= inf I <O.
B,(0)

Observacdo 6.2.1 Gragas a imersdo WO1 2(Q) Y Lo, (Q) denotaremos por S a melhor

constante positiva tal que

|

S= 7
uEWOI’q)(Q)M;éO ||u||CI>*

(6-3)

Demonstracao do Lema 6.2.1 Inicialmente mostraremos (i). De fato, usando o Lema

2.4.1 e a desigualdade de Holder temos
1(u) Zmin{||u||€,||u||’"}—/Qj(x,u)dx—27v||h||a>*||u||q>* (6-4)

Segue da defini¢do de j que j(x,7) < |0|ePs(?), (x,7) € Q X R. Pelo Lema 2.4.2 ¢ a

Observagado 6.2.1 temos

[ it wdx+ 20l o, <ol | @.(u)dx—+20]g, . <

0o max{lull§,, |zl } +2MIAll55 [lulle. <

(6-5)

* A
\G\Mmax{ L, ,{L*\yuiym*}+2—L!!h!\a>*!Iu!\-
ST St St

Juntando (6 —4) e (6 — 5) encontramos

1 « 1 x 2\

. Y l

I(u) = min{]|uf ,HuHm}—!G!oomaX{FHuH e )™ }—S—éHhH@*HuH-
7

l
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Fazendo 0 < ||u|| < I segue da desigualdade acima que

1) = )™ (1= Bl = — ok =)

onde o := 2/S%||h|]&,* e P:= |G|oo/S%. Seja P(s) :== 1 —Bs" ™, s > 0. Como £* > m
>1/£*—m

segue que P(s) > 1/2 se, e somente se, s < 50 := (21_B . Além disso,

1 1
P(so) — Kocs(l)_m > 2 portando A < Ag := Esgi_l.

Escolhendo r := min{1,s¢} segue que
r" 1@
I(u) > ik O parau € W, (Q) com ||ul| =r.

Isto mostra (i). Agora mostraremos (ii). Usando o Lema 2.4.1, a imersdo continua
WO1 ®(Q) < Lo, (Q) e a desigualdade de Holder obtemos que

I(u) > —[0|omax{—57" , —=r" } — —[|h||gr > —oo, [lul| <r.
ST 7 S

Por outro lado, dados ¢ € C'(Q) N WO1 ’(D(Q) positivaem Q et € (0,1) temos que

1t¢) < max{r’,i™} / ®(|Vo)dx— / hodx
Q Q
_ tf/q>(|V<p|)dx—tx/ hodx < 0
Q Q

para t > 0 suficientemente pequeno, mostrando (ii). ]

Observacgao 6.2.2 Pelo que foi visto acima o funcional energia I dado em (1 —28)
satisfaz

() 1 € Lipioe(W, ®(Q);R);

(ii) 7: B,(0) — R é limitado inferiormente.

Pelo Principio Variacional de Ekeland (cf. Apéndice A, Teorema A.0.1), dado

€ > 0 existe ug € B,(0) tal que
I(ug) < infl+eg, (6-6)

r

I(ug) < I(u)+€llu—ug|, u ue. (6-7)

Segue que existe uma sequéncia (u,) C B,(0) tal que

1
I(u,) < inf h ,+— e (6-8)
B,(0) n
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1) <I(u)+%\|u—un\|, 0ty 6-9)

Observacao 6.2.3 A sequéncia (u,) é chamada Sequéncia de Ekeland.

6.3 Algumas Propriedades da Sequéncia de Ekeland

Lema 6.3.1 A sequéncia de Ekeland (u,) C B,(0) satisfaz

I(u,) = ¢ e m(uy) = Werg}i(r:{ | Iwlly, 16 — 0. (6-10)

Demonstracao: Pelo Lema A.0.2 temos que Q) € CI(WO1 ’q)(Q),R) e pelo Lema 6.1.1

concluimos que J € LiplOC(WO1 P

(Q),R), entdo I é continua, em particular semicontinuo
inferiormente (na topologia da norma).

Pelo Lema 6.2.1 temos que ianfl > 0 e considerando um inteiro positivo n suficientemente
B

grande de modo que (cf. Lema 6.2.1)

1
— < infl —infl.
n 9B, B,

Isto junto com (6 — 8) nos da

1
I(u,) < —+infl < infl,
n B 0B

mostrando que u, € B,. Tomemos y>0e v € Wol’(p(Q) tais que uy = u, +yv € B,. Por
(6_9)9
1
I +w) =1 (un) +v[[v]] 2 0,

implicando em

1 1 —1
——|v|| < limsup (st +y) = 1)
n 10 Y

< IOy, v).

Pela Proposicao 3.1.2 iii) concluimos que

P(u;v) = max (u,v), u,ve Wol’q)(Q).
pedl ()

Parav € WO1 ’CD(Q) obtemos

1 0 1,0
— ||| £ M(uy,v) = max (u,v), ve W, (Q
SIS ) = max ov), ve (@)
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e por isso, para v € WO1 ’(D(Q) obtemos

— IVl < )
= max (u,—v
/Jeal(“n)<‘u >
= — min (u,v).
/Jeal(un)<lu >
Assim,
min (u.v) < o], ve W 2(@)
el (uy) n
que nos da

: (6-11)

S | =

sup min (u,v) <
V]| <149 (n)

A seguir, aplicaremos o Teorema de Minimax de Ky Fan (cf. Teorema A.0.2) a aplicacdo

K : 9I(u,) x B1(0) — R definida por:

K(u,v) == (uv), (u,v) € 0l(un) x B1(0).

As condig¢des (A —5) — (A — 6) sao facilmente verificadas.

Para verificar a condi¢do (A —7), considere v € B;(0),c € Re
M= {u € 1(u,) (uv) < ¢} S W 2(Q).

E ficil ver que para cada v € m, M, ¢é convexo e fortemente fechado. Como con-
sequéncia M, é fracamente fechado (cf. [8, Teo. 3.7]). Segue que o funcional u+— K(u,v)
¢ fracamente semicontinuo inferiormente.

Para verificar a condigdo (A —8), considere u € dI(u,) e observe que a fungdo
v —K(u,v) = —(u,v) é continua, e portanto semicontinua inferiormente.

Por fim, considere v=0 € B;(0) e A = 1. Pela Proposi¢io 3.1.2 o conjunto

{1 € oI (up) | (u,0) < 1} = 0l (uy)

¢ fracamente compacto, verificando a condigdo (A —9).
Pelo Teorema A.0.2 ¢ (6 — 11) temos

sup min (u,v) = min sup (u,v)
|[v||<1HE (un) uel (un) ||y <1
= min 1
Jmin [l o
S —

n
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Segue de (6 — 8) que existe uma sequéncia (u,) C B, tal que

I(u,) —c e min 5 — 0.
(un) ,ueal(un)H'uHW_l’(b

Isto prova o Lema 6.3.1. |

Observacio 6.3.1 A sequéncia de Ekeland (u,) C WO1 ®(Q) satisfaz (6 — 10). Na reali-
dade, existe wy, € 0l (uy) tal que

w 5= min ||w %
ol 10 = min [l 1o
(cf. Proposicdo 3.1.2 iv)) e assim existe p, € J (uy) tal que w, = Q&(un) — Pu. Por isso,

(Wa,v) = 0, v e Wy ()

de modo que

/¢(|Vun|)Vuandx:7u/ hvdx—i—/pnvdx—l—on(l). (6-12)
Q Q Q

Observacio 6.3.2 Como (u,) C B,(0) C WOI’qJ(Q), existe u € B (0) tal que

U, — uem Wol’q)(Q).

6.4 Convergéncia da Sequéncia de Ekeland em Compac-

tos
O objetivo desta secdo € provar o seguinte resultado:

Lema 6.4.1 Seja (u,) C WO1 "q)(Q) a sequéncia obtida em (6 —10). Estenda u, a RN

definindo u, = 0 em R¥N\Q. Entdo existem x1,---,x, € RN tais que
Lo, (K
un )y (6-13)
para cada conjunto compacto K C RN\ {xy,---,x,}.

A demonstragdo do Lema 6.4.1 usa uma variante, devido a Fukagai, Ito &
Narukawa [23] (cf. também o Apéndice A), das Técnicas de Concentracdo-Compacidade
de Lions [36].



6.4 Convergéncia da Sequéncia de Ekeland em Compactos 94

Inicialmente introduziremos algumas notacdes e observacdes (cf. Willem [49] e
o Apéndice A). Dado v € CJ(Q) nés a estenderemos a RY definindo v(x) = 0 caso x € Q¢

e ainda denotaremos tal estensdo por v. Entdo v € CJ(RY) e supp(v) C Q. Além disso,

Vlwre®y) = [IVwreq)

wl.® RN
1,0 = W (RY)
W, " (Q) ={veCy(RY) |supp(v) C Q} :
Desta forma, se v € WOI’qD(Q) entio v € WI®(RV). Notagdes similares serdo admitidas
em Lg ().

Seguindo Willem [49], introduzimos dois espacos vetoriais normados:

(S

() Co={ueC(RY)|supp(u) RV} |

cOom norma

oo = sup |u(x)],
xERN

(i) M = M(RN) = o espaco das medidas finitas em R

munido da norma

lullar = sup{/ udu | u € Co, |u|o = 1}.

RN
Considere u,,Vv, : Co — R definidas por
(4, V) = / &(|Vity|vdx ¢ (Vp,v) = / . (|un|)vdx, v € Co.

RY RY

Entdo existe uma constante C > 0 tal que
[ (V)| < CPlee € [V, )| < CJV]eo
isto é (uy), (v,) C M sdo limitadas. Segue que
D(|Vuy,|) = u, @u(Juy|) = v em M. (6-14)

Sejam J, {x;};e; CRY, {v;};es e {u;},es dados pelo Lema B.0.5. Ainda pelo
Lema B.0.5 temos

V==, (u)+ Y V8,
jel
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> @(Vul)+ Y s,
i€l

Lema 6.4.2 O conjunto J = {j € J | v; > 0} é finito.

Demonstracdo: Afirmamos que {x ]} ~C Q. Caso contrério, se Xj € QF para algum
j €J, existe € > 0 tal que Be (x;) Q. Con51dere ¢: € C3(RY) tal que

0
supp(Pe) C Be(x)), @ > X3 q.tp. RY.

Agora, estendamos u, a RY definindo u,(x) = 0 para x € RY — Q. Usando (6— 14),

obtemos

0= / (|Vutn|) (PedX—>/ Qedy,

e passando ao limite com € — 0 deduzimos

0:/ d :/ d / du= s,
RN(Ps u Bs(x_)(Ps u— ) M= Uj

J

Donde, u; = 0 e pelo Lema B.0.5 inferimos que v; = 0, o que € um absurdo, pois j € J,
provando a afirmacao .

Agora, considere y € CF(RY) tal que 0 <y <1, y(x) =1 se x| <1e
W(x) = 0 se |x| > 2. Escolha x; com j € J, & > 0 e defina

Ye(x) ==y (x—ng) , x€RY.
Note que (Yeu,) C WO1 “®(Q) ¢ limitada. De acordo com a Observagdo 6.3.1
W, = Q&(un) — pn para algum p, € dJ (u,). (6-15)
e por (6 —12)

/QQ)(‘VMHDVM,,VO%M”) = K/gzhun‘lfedﬁ-/QpnunllfedxﬂLOn(l)- (6-16)
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Além disso, pelo Lema 6.1.1, p, € Lg () € pn(x) € 9j(x,un(x)) parax € Q. Por (6 — 16),
Lema6.1.1e (6 —2)

/¢(|Vun|)VunV(\|Igun) — (/ +/ )pnun\lfgdx—i—k/ hityWedx + on(1)
Q {un<a} {up>a} Q

= [ pumnvedr A [ hunyedrton(1)
{unza} Q

IA

m* (), (16, ) Wedx + A / hupWedx+on(1)
Q

{upn>a}

< m*[o]w /Q &, (tn ) Wedx + A /Q hutWredx +op (1)
(6-17)
Por outro lado, usando o fato que 12¢(¢) > ®(t) temos,

[ 005V (ven)dx = [ and(Vin) Vi Vyedx + | wed(Vius)[ Vs Pl
Q Q Q

> / tnO(| Vit Vit Vipedx + / Ve(| Vit |)dx
Q Q
(6-18)
Afirmamos que

(0(|Vun|)|Vuy|) € limitada em Lg(Q).

De fato, como ®((1)r) < D(2), t e R, e D € Ay

/Q&><¢(|vun|)|wn|)dxg/Qq>(2|vun|>dxgK/Qqa(|vun|)dx<oo.

provando a afirmagdo. Consequentemente, (O(|Vuy,|)ou,/dx;) também ¢é limitada em

L(Q) e portanto

ou,, :
¢(|Vun|)$éwi emLg(Q),i=1,...,N. (6-19)

1

Definindo w = (wy,...,wy), afirmamos que

/Q (10 (| Vit ) Vit Ve — 6 w. Vg )dx = 0n(1). (6-20)
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De fato, somando e subtraindo um termo conveniente, usando a desigualdade de Holder e

aplicando (6 — 19) na fungao teste a £u, temos

aun awg 8\|1s
’/ o(|Vin) ox; ax, Bx, o, 1
al/ln a\vg aun a‘l’e a\l’s
/ ‘d) [Vien]) ox; ax,( t) ox; ax, laxl o x| =

a’/ln aWS

H¢ Vi G 5|l =+ o)

Xi

comp

Como WOLq)(Q) — Lg(Q) obtemos que ||u, — ul|e — 0, e assim deduzimos

n OYe .
/gzq’('V”"')a_ma_m”"dx—)/ ox ——udx, i=1,...,N,

o que leva a (6 — 20), provando a afirmag@o. Substituindo (6 — 20) em (6 — 18) chegamos
a

/£2W8¢(|Vun|)dx+/guw.V\|fgdx < /£2¢(|Vun|)VunV(wgun) +o0,(1). (6-21)
Segue de (6 —17) e (6 —21) que
/QWSCIJ(WM,ZDdx—I—/Quw.V\Vde§m*|6|m/Qq)*(un)lpgdx%—K/Qhun\pgdx—f—on(l).
Passando ao limite na desigualdade acima com n — oo, recordando que

[ @(Vihveds™5 [ wedu. [ @.(w)veds™S | yedv,
Q Q Q Q

e que
/ unh\pgdxlﬂf / uhYedx,
Q Q

chegamos a

/\pgd,u+/ uw.ngdxgm*|G|oo/ ngV+7u/ huyedx. (6-22)
Q Q Q Q

Afirmamos que (p,) € limitada em Lg (£2). De fato, usando o Lema 6.1.1 inferimos que

/Qéﬁ*(pn)dx < /cp )0 (16) dx</CI> (6o (11))lx

IN

Clo.. /Q D, (0 (up))dx < Cpg.. /Q @, (2u,)dx < C,
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provando a afirmagdo. Assim, existe p € Lg, (Q) tal que
Py —pin Ly (Q). (6-23)
Sejav e WO1 ’Cb(Q). Passando ao limite na expressao
(o) = [ (0011 )Vity ¥ — R = py)
e usando (6 — 19) chegamos a
/Q (w.Vv—Ahv —pv)dx =0. (6-24)
Considerando v = uy, em (6 — 24) obtemos

/ uw.Vyedx = / (Ahu+ pu—w.Vu)yedx.
Q Q

Mas
|(Mut+ pu— w.Vu)We| < ||+ |pu| + |w.Vu| € L1(Q)

(Au+ pu—w.Vu)ye ) q.t.p. em Q.

Assim, pelo Teorema de Lebesgue
/Q uw.Vyedx 00 /Q huyedx 9.
Notando que
Ve i X{x;} 4-Lp- em RY e ye(x) < X3, (x;) (%) para x € R" e € > 0 pequeno
chegamos a
Joen =% | | du=kllnh =pe [ weav =2 /{xj}dv =v({xh) =V,
Passando ao limite em (6 —22) com € — 0 concluimos que
u;j <m*lolev;, jeJ. (6-25)

Pelo Lema B.0.5 chegamos a u; < c1uf, onde 1 < o < max {£*/€,m*/{,{* /m,m" [m}.
Portanto, u1; > ¢, para alguma constante positiva ¢,. Daf e de (6 —25) concluimos que

Vj > c3, para j € J e para alguma constante positiva ¢3. Neste ponto, se supormos que
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#(J) = oo, entdo

Zvj Z Z~C3 = 09,

jel jeg

o que € impossivel, pois vV € uma medida finita e

M)+ ZVJ‘SXJ..

jeT

Isto prova o Lema 6.4.2. |
Encerraremos esta se¢do demonstrando o Lema 6-13.

Demonstracao do Lema 6.4.1: Como J éum conjunto finito, é possivel escolher & > 0

tal que Bs(x;) NBg(x;) =0 parai# jcomi,je€ J. Agora considere K5 € RY\ Ujest(xj)

ey € Cy tais que

0<yx<1, x=1emKjs, supp(x)n ( ,GJBs(XJ)> 0.

Note que
D (uy—u)—~v=>o +ZV18 em M.
jeJ
Por outro lado,
0< [ @l dx</ &, (up — u)ydx,

/<I> —uxdx—>/ xdv,

/ xdv = Zv]x Xj) =

]EJ
Donde

D, (1, —u)dx — 0.
K

Como os argumentos acima valem para todo & > 0 concluimos que (6 — 13) vale para

cada conjunto compacto K C RY — {x;} ]

jel -

6.5 Demonstracao do Teorema 1.0.5

A seguir demonstraremos alguns lemas técnicos, porém fundamentais para de-
monstrarmos o Teorema 1.0.5.

Em primeiro lugar, seja p € Lg, (2) definido em (6 —23).

Lema 6.5.1 p,(x) — p(x) e p(x) € dj(x,u(x)) g.t.p. x € Q.
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Demonstracao: Inicialmente provaremos que
p(x) € dj(x,u(x)) q.t.p. x € Q.

De fato, seja K C RV\ {x j}j <j um conjunto compacto e considere ¢ € Lo, (K). Defina
¢@(x) =0 para x € Q — K. Lembremos que

Pn € 0J(un), Pp—p em Lg (Q) e p(x) = pa(x) =0parax € K —Q.

Dai,
/ (pn—p)@dx = / (Pn—P)®|odx — 0, quando n — oo.
K Q

Donde,
pn—p em Lg (K)

e como Lg (K) é reflexivo, a condi¢do acima equivale a

Por outro lado, pelo Lema 6.4.1,
Lo, (K)
Un —>
e pelo item vi) da Proposi¢do 3.1.2, p € dJ(u). Pelo Lema 6.1.1 acima,
pELg (K)ep(x)€djlxux))qtp.x €K.

Como N
RN — (X} je5= U kv, (6-26)
v=1

onde {Ky};_, ¢ uma familia de conjuntos compactos, segue que p(x) € 9 (x,u(x)) q.t.p.
x € Q.

Por fim, mostraremos que
Pn(x) — p(x) q.t.p. x € Q.
Com efeito, pelo Lema 6.4.1
u, — u em Lo, (K),

onde K C RN —{x j}j cj € um conjunto compacto. Entdo, considerando uma subsequéncia
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se necessdrio, pelo Lema 2.2.2
u, — u q.t.p.em K

e existe h € Lo, (K) tal que
luy| <h q.tp.em K.

Pelo Lema 6.1.1

0 <pn(x) < 6(x)0«(Jun|) < 6(x)04(h(x)) q.tp. x€Q.

Assim, existe pg = po(x) tal que
Pn(x) — Po(x)

e por (6 —27) temos que pg € Lo, (K). Pelo Lema 2.2.4

Pn — Po em Lo, (K)
e gragas a unicidade do limite pp = p q.t.p. em K, ou seja,

Pn—p q.tp.em K,
para cada compacto K C RV — {xj}jgf. Disso e (6 —26) temos

Pn ey p g.t.p. em RY.
Como p, =0 em RN — Q, segue que

Pn ey p q.t.p. em Q.

Isto finaliza a demonstracdo do Lema 6.5.1.

A demonstracdo do proximo lema € baseada no [23, Lema 4.5].

Lema 6.5.2 Vun(x) = Vu(x) g.tp. x € Q.

(6-27)

Demonstracdo: Seja {Ky }i_; uma familia de conjuntos compactos tal que (6 — 26) vale.

Escolha um inteiro v > 1 e uma fungdo x € C3(RY) taisque 0 < 3 <1, x=1em Ky e

supp(x) N{x j}j cj 7 0. Como & € convexa,

(0(|Vty|) Vit — 0(|Vu|) Vi, Vit — V) > 0, em RV,
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Assim,

0 < /K(¢(|Vun|)Vun—¢(|Vu\)Vu,Vun—Vu)dx

v

< /RN(q)(|Vun|)Vun—(1)(|Vu|)Vu,Vun—Vu)xdx (6-28)

AN

< /(¢(|Vun|)Vu,,,Vun—Vu)xdx—/ (0(|Vau|)Vit, Vit — Ve gl
RN RN

Seja v, = ¥ (u, — u). Segue que v, é limitada em WOI’(D(RN) e como (wy,v,) — 0
(cf. Observagdo 6.3.1) obtemos

/ O(|Vuy|)Vu, Vvudx — 7»/ hvpdx — / Pnvndx = op(1), (6-29)
RV RV RV
ou seja,

[ OV ) Vit (Vit, = gt [ (= )0( Vi)V, Vot
(6-30)

:7»/ hv,,dx+/ PnVndx +op(1).
RN RV

Note que

/RN |0 Vutn|) VitV (s — ) [dx < (&I Vit ) [Vitn | [ vy [VE o[ 10— 1) [, (m) = 0n (1),

/ hvpdx = o,(1),
RN
e como (p,) € limitada em Lg (£2), segue do Lema 6-13
/RN |Prvnldx < HPnHLa)*(suppx)mooH (tn — ”)HLCD* (suppy) = on(1),
mostrando, via (6 — 30), que
/R (V) Vit (Vaty — Vi) % 0. (6-31)
Agora, mostraremos que

/R O(|Vu)Vu(Vaty — Vi) = 0, (6-32)

De fato, sabemos que u, — u em WOI’qD(Q) e xO(|Vul)|Vu| € Lg (). Assim, definindo
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u, =u=0emRY — Q temos (6 —32).
Por fim, de (6 —31) — (6 — 32) segue que

[ @(¥ua])Vity — 0| V) Vit Vit — Vx5 0,
Ky

ou seja,
(0(|Vitn|) Vit — 0(|Vue| ) Vi, Vit — Vi) "7 0 em L'(Ky)

e, considerando uma subsequéncia se necessario

(O(|Vatn])Vitw — 0(| Ve ) Vit, Vit — Vi) "7 0 q.t.p.em K.
Dai e de (6 —26) chegamos a

(0(|Vitn| ) Vity — 0(|Vut|) Vi, Vi, — Vi) "=7 0 g.t.p. em RV,

Pelo Lema 4.3.7
Vu, — Vu q.t.p. em RY.

Recordando que u,(x) = 0 para x € R¥\Q, concluimos

Vu,, — Vu q.t.p. em Q,
finalizando a demonstracao do Lema 6.5.2. |
Lema 6.5.3 O(|Vuu|)Vu, — o(|Vu|)Vu em HL&)(Q).
Demonstracao: Pelo Lema 6.5.2,

Vu, — Vu q.t.p. em Q.
Como m > ¢(In|)n, n € RV, é continua,

O(|Vun|)Vu, — ¢(|Vu|)Vu q.t.p. Q.

Além disso,
D(O(|Vun|) [Vun|) < (2[Vuy|)

provando que (¢(|Vuy|)|Vuy|) € limitada em []Lg(L). Aplicando o Lema 2.2.4, finaliza-
mos a demonstragdo do Lema 6.5.3. |

Finalmente demonstraremos o Teorema 1.0.5.
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Prova do Teorema 1.0.5: Pelo Lema 6.5.3,
/Q O(|Vitn|) Vit Vdx —s /Q o(|Va)) VuVvdx, ve wh®(Q).
Por outro lado, (cf. demonstragdo do Lema 6.4.2)
/ puvdx —> / pvdx, ve W, ®(Q),
Q Q
e de acordo com o Lema 6.5.1
pELg (Q) e p(x)€djlx,u(x)) q.tp. x € Q.

Passando ao limite em (6 — 12) chegamos a

/¢(|Vu])Vqudx—7u/ hvdx—/pvdsz, VGWOLCD(Q).
Q Q Q

Portanto u € WOI’(D(Q) ¢ uma solucdo de (1 —26), no sentido da defini¢éo 1.0.2 e como
h # 0, concluimos que u # 0.
Afirmacao. u > 0. De fato, note que

U = —u,, Vi, =V —Vu, e|Vu,|> = |Vu' >+ |Vu, |2
Como & € crescente

[ @(Virax < [ @V P+ (9 P1H)ax
Q Q

_ / &(|Vity|)dx
Q
donde (u,, ) é limitada em Wol’(p(Q). Notando que (wy, —u,, ) = 0,(1) temos

on(l) = —/¢(|Vun|)VunVu;dx+7\,/ hu;dx—k/pw;dx
Q Q Q
= /¢(|Vun|)]Vun|2dx+7L/ hundx—i—/pnundx
Q Q Q
> E/ ®(|Vu, |)dx.
Q

Portanto,
/ &(|Vu |)dx — 0,
Q

ecomou, — 0 em Wol’q)(Q), temos que u > 0.
Prova de (1 —31): Como u € uma solugdo de (1 —26), existe p := p, € Lg (Q) tal que
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p(x) € dj(x,u(x)) q.t.p. x € Q (cf. Lema 6.5.1) e

/¢(\Vu|)Vqudx:/ pvdx—f—k/ hvdx, v € Cy (Q).
Q Q Q

Pela Observagdo 5.1.2, Apu € Lg (Q ). Como h € Lg () segue que

/ (—Apu —p—Ahlvdx =0, v € C3(Q).
Q
Donde,

—Apu=p+Ah qtp.em Q

encerrando a demonstracao do Teorema 1.0.5. |

6.6 Demonstracao do Teorema 1.0.6

Nesta secdo, demonstraremos o Teorema 1.0.6. Para tal, consideraremos as
hipéteses (¢1)" — (04)’. Essas hipGteses sdo necessérias para demonstrarmos uma versao
para N-funcoes do Lema 3 de Alves [2] (A, com p > 2) e do Lema 3.1 de Mercuri &
Willem [40] (A, com 1 < p < 2).

O lema a seguir generaliza [2, Lema 3] devido a Alves e [40, Lema 3.1] de

Mercuri & Willem e usa argumentos em Brézis & Lieb [9].

Lema 6.6.1 Suponha que (¢1)" —(03)". Sejamn, : @ — RN comn, € Lo(Q) X ... X Lo(Q),
(%) =50 g.tp. x e Qealy) :=o(ly|)y, y € RV. Se |[Nalle < C para todo n € N, entdo

| ®(lat+w) ~atn.) —atw))dx = on(1).
para todow € Lp(Q) X ... X Lo(Q).

Demonstracao: Dividiremos a demonstracdo em dois casos:
Caso I: Suponha que ¢ é ndo-decrescente. Dado w € Lgp(Q) X ... X Lep(Q) segue da
Proposicdo 2.5.3 que |w|,|Nn,| € Ly, (). Observemos também que

d N
7 —(ai(My +1tw)) ;

onde a;(x) = o(|x|)x;, x = (x1,...,xy) € R, i = 1,...N. Pela Proposi¢do 2.5.5, (¢;)" e a
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Proposicao 2.5.2

ld LY | 9a;
)l = | [ s < 7Y ||
1 N ; 1
Sy | Setny -+ e < Tl ol + vl
< rhlotmi+lel) < Clivlo(u) -+ bodnaD)

Assim, considerando € > 0 suficientemente pequeno, segue da desigualdade de Young e

convexidade junto com condi¢do A; de &,

Clwlo(na)) = EIwl (zo(maD)
Young ~
< @1 (X |w]) + @1 (E0(Mal))
conv =~
< C(e)®@ (Iw]) + £®1 (0(Ina]))
By (9(r) <1 (21)
< C(e)®1 (|w]) + @1 (2[Ma))
[OIRSIAY
< C(e)P1 (|wl) +&P1 (Inal)
@1 (1) <o(0)t
< C(e)o (w]) [w|+€d (INa]) Mnl,

onde k é tal que ®(2t) < kd;(t), ¢ > 0. Portanto,

[a(Mn+w) —aMa)| < ClIwlo((w]) +|wlo(Ma]) < Ci(€)Iwlo(Iw]) +20 (Nal) Mal. (6-33)

Fixado €, defina

Gen(x) = max{|a(M, +w) —a(My) —a(w)|(x) — &Ma|0(IN4]), 0}.

Claramente
Gen(x) =30 qtp.x€Q.

Além disso, considerando x € Q tal que Gg ,(x) > 0, segue de (6 —33)

Gen(x) < la(Ma+w)—a(Ma)|(x) +[a(w)](x) —€Mal¢(INa])
< Ci(&)|wlo(wl) +&d (INal) Mal + [a(w)[(x) — eNal0(INal)
< [Gi(e) + H[wlo(lwl) € Ly (),

e quando x € Q ¢ tal que Gg,(x) = 0 a desigualdade acima € trivialmente satisfeita.
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Portanto,
0 < Gg, <[Ci(e)+ 1]|w|o(|w]) g.t.p.em Q.

Por Lebesgue
/ B(Gepn(x))dx "5 0.
Q

Por outro lado, dado x € Q tal que Ge ,(x) = 0 temos que
|[a(Ma +w) —a(nn) — a(w)|(x) —&Mad(In.]) <O,
0 que equivale a
la(Ma +w) —a(Ma) — a(w)|(x) < M (x)|0(INa(x)]) = &M (x)|[O(IMNa(x)]) + Gen ().

Além disso, se x € Q tal que Ge ,(x) > 0 entdio

0 < Gen(x) = la(Mn+w) —a(Ma) — a(w)|(x) —€Ma(x)[0(1Na(x)])
0 que equivale a

la(Mn +w) —a(Mn) — a(w)|(x) = Gea(x) +€Ma(x)[0(INa (x)]).

De ambos 0s casos

la(Mn+w) —aMa) — a(w)] < Gepn(x) +€Mal0(Mal) q.tp.em Q.

Assim, segue da convexidade de @, da condigio Ay e de D(1(r)) < P(21)

B(la(ntw)—at) —a(w)) < BGentemalo(na)
conv e PEA, ~ ~
< O B(Malo(Ma])) + B(Gen)
B(19(1)) <D (21) -
< Cle2Mal) + C1B(Ge)

C2[8(I)(|nn|) +&S(GE,H)]7

Como ( / <I>(|T]n|)dx) ¢ limitada, segue que
Q

limsup /Q B(la(m, +w) — a(n,) — a(w)|)dx

< SCzlimsup/ <I>(|nn|)dx+Czlimsup/ CTD(G&n)dxﬁng,
n Q n Q
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para todo € > 0 suficientemente pequeno. Donde
limsup / B(|a(M+w) — a(n,) —a(w)|)dx = 0.
n Q

Caso II: Suponha que ¢ é ndo-crescente. Como & € crescente e convexa, considerando

C > 0 uma constante cumulativa,

B(la(n, +w) —a(ny) —a(w)) < B(la(m+w) —a(,)|+lalw)))
< Cl(Ja(my+w) —a(m,)]) +B(Ja(w)))].

Aplicando o Lema 2.5.2 e observando que ® € Ay e ®(0(r)) < ®(2t) obtemos

®(la(ny +w) —a(a) —a(w)|) < Cl@(dla(w)]) +D(|a(w)|)]
(

|
) +®(|la(w)))

IA A

|
a
=
=
=

Assim, pelo Teorema de Lebesgue

| ®lam, +w) ~ atn,) —a(w))dx = on (1)

concluindo a demonstracao. |
A seguir, trataremos sobre a convergéncia forte da sequéncia (u,) para a solugdo
u do problema (1 — 26).

Lema 6.6.2 Suponha (¢1)' — (¢4)" e A > 0 suficientemente pequeno. Entdo a sequéncia
de Ekeland (u,) satisfaz
Uy, — U, WO]’(D(Q).

Demonstracao: Suponha, por contradi¢do, que u, /4 u em Wol’q)(Q). Seja vy, := u, — u.

Assim, existem K; > 0, i = 1,2, 3, tais que:

[ o(Vn) Vx5 Ko
Q

2. /@(]an\)dxn_}—o;Kz;
Q

3. vl 5 K

Como (d(t) < t2¢(t) < m®P(t) entio

Ky < K1 <mK,. (6-34)
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Além disso, temos que

: l m l m
min{{|v, |, [|va }S/QCP(!anDSmaX{IMH vall™3,

donde
min{K%, K%'} < K> < max{K}, K%'}

o que implica
K3 < max{K)/" K}/™. (6-35)

Como (vy) € limitada em WO1 ’CD(Q)

Wiy V) = /Q (Vi) Vit Vvdx — A /Q Tvndx — (P vn) = 0n(1). (6-36)

Afirmamos que
/Q(Q)(\VunDVun —0(|Vvp|) Vv, — 0(|Vu|)Vu) Vv,dx = 0,(1). (6-37)

De fato, segue da desigualdade de Holder e do Lema 6.6.1

[ (@(19ua]) Vit = 0(19v, ) ¥, = (] V) V) Ve
< 2[0(IVun|)Vitn = (IVvn]) Vv — 0(|Vu) Vel g [[val| = 0n(1).
0 que prova a afirmagdo. Assim, substituindo (6 —37) em (6 — 36) obtemos que

<Wmvn> :/Qq)qvvnl)lvvrdeX—F/Q¢(|V”|)V”V‘}ndx_X/thndx_<pnavn> :On(l)a

e passando ao limite concluimos que lim (p,,v,) = K.
n—roo

Recorde que j € L7 (Q x R), entdo

loc

1 1
< R/Szc(x)(l)*(un)vn+dx+/QO(—V,Z_)dx
= R QG(x)¢*(un)vn+dx

= [ ()0 )t — w)dx

’G‘oo Up>u

< / O (up) (up — u)dx

Up>u
= / ¢*(un)undx—/ q)*(un)undx—/ ¢*(un)udx+/ O (up ) udx.
Q up<u Q up<u
(6-38)
1@,y COMP . . o
Sabemos que W, () — L'(Q). Assim, considerando uma subsequéncia se

necessario, u,(x) — u(x) q.t.p. x € Q e de acordo com a Observagdo 2.5.6 temos que
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0.(1)t, t € R, é convexa, entdo usando o Lema de Brézis-Lieb em (6 —38) (devido a
(04)") obtemos

1
|G| pl’h n /q)* Vn VndX‘I‘/ [¢* ¢* un)]udx+

(6-39)
O (un) (U — up)dx+ 0, (1).

up<u
Mas, ¢ (un(x)) — 0 (u(x)) qt.p.x€Qe Lg, (Q), entdo pelo Lema 2.2.4 ¢, (1) — O ()
em Lg (Q), assim
/Q[q)* (1) — Oy (1) Judx =3 0.

Além disso, como ¢, € crescente

0< O (un) (0 — uy)dx < Os (1) (v —up)dx < ‘/Qq)*(u)(u—un)dx =0,(1).

up<u un<u

Assim, por (6 —39)

—~
e
3
=
S
~
A

/ Os (Vi) vndx + 0, (1)
Q

m*/ D, (vy)dx+0,(1)
Q

) 1 o *
m max WHV,,HZ ,Wan“m }+0n(1)

1 1 * *
oo ety { Il Il +on(1),

IN A

IN

m™* max

e passando ao limite quando n — oo, segue de (6 — 38)

— < —<m max{w,w}max{IQ, én }7

donde,

4 Ky Ky
1 1 < max KK
’G|°°m* max { [0 gm* [t } 2 2

< max {Kg*/é_l,l(f*/m_l,l{;’*/é_l K;"*/’”‘l} .

Y

Mas,
* * * *
ot e e ,
m -/ ~m -/
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assim, se K, < 1, entdo

*—m

¢ <K
>~ A2,
1 1
‘G|oom* max { Se*/[ 3 Sm*/€ }
e se K» > 1, entdo
l
, m*—{
<Kj>.
|5|eom* max { ! B
0 SUF/E gm* /e
Consequentemente,
m 0
, 0F—m / m*—{
Cp :=min 1 1 , ] 1 <Kj,
|G|wm*maX{W,w} |G|mm*max{sg*/[,sm*/€}

ou seja, K» > Cy = C(N,¢,m,|6|«,S) > 0.

Por outro lado, como Vu,(x) — Vu(x) q.t.p. x € Q, segue do Lema de Brézis-

z(un)—éi*<wn,un> > (1—%)/Qq>(|vun|)dx—x(1—gl*)/ghundwon(l)
- (1—%)/Q[db(|an|)+<1>(|Vu|)]dx—7\,(1—gl*)/Qhudx—i—on(l)

Passando ao limite obtemos

(1—%)K2+(1—%)/9@(yvu|)dx—x(1—€l*> [ s

m Y i 1l gl — 1 _
(1= 5 ot (1= 2 minlal, 1) 24 (1= 5 ) Do,

> (1=7) G+ (1= 7 ) mindul Jul"} = AC u].

0> ¢

v

Vv

Mas g (1) = Amin{¢’,#"} —ACit,t > 0, onde A := 1 — 2, satisfaz

J4 m
. L/ C \TT " C =
g).(s) > min {A—kCl,kff' (Al/le£> (1 =€), Am-T (Al/’Lm) (1 —m)} = fo

Assim, para A suficientemente pequeno

0>c>ACo+g(||lul|) >0,

0 que € uma contradi¢do. Portanto u, — u em WO1 P (Q). |
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Observacgao 6.6.1 A demonstracdo do Lema 6.6.2 vale para todo ¢ € (—eo,ACy+ f,).

Prova do Teorema 1.0.6: Prova de i) Pelo Lema 6.6.2 u, — u em WOI’CD(Q). Como [ é
continua /(u,) — I(u), donde I(u) = ¢ < 0.

Prova de ii) Sabemos que # ¢ um minimo local. Entdo
—Agu(x) € dj(x,u(x)) +Ah(x) q.t.p. x € Q.
Tome ¢ € C5(Q). Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno temos
I(u) <I(u+e@),

donde

/j(x7u—|—8(P)—j(x7M)dx§/ CI)(|V(”+8(P)|)_¢(|V”|)dx_;\’/ hodx.  (6-40)
Q € Q € Q

Consideremos os seguintes casos:
Caso 1: Considere ¢ > 0 e ¢ € C;(Q). Pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg (cf.

Teorema 3.2.1) existem pe, com u < pe < u+€Q, €

0, pe(x) <a,
Ee(x) € 0j(x, pe(x)) = [f(x,pe(x) —0), f(x,pe(x) +0)] = ¢ [0,6(x)9:(a)], pe(x) =a,
0(x)0+(Pe(x)), pe(x) > a,
tais que
j(x,u-i—i—:([::) _j(xvu) — &s(P
Como ¢, € crescente
0< & < o(x)d.(pe)
< o(x)0«(u+te@)
< 0(xX)0(u+9)

Consequentemente,

j(x,u+£(p)—j(x,u)
€

= &0 < o(x)0.(ut+9)p e L'(Q).

Por outro lado, é facil ver que (pois j € L .(Q x R))

loc

lim JBUHEO =) o L 0)e() qtp. xEQ,

£—04 €
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onde f(x,t) := 6(x) X{r>q} 9«(t). Aplicando Lebesgue em (6 —40) obtemos

/ £, u(x) +0)p(x)dx < / O(|Vu) VuVodx — A / hodx
Q Q Q
e de acordo com a Observacao 5.1.2
0< / —Agut — M — f(x,u(x) +0)gdx, ¢ € C3(LQ), ¢ <0.
Q

Donde
—Agu(x) > f(x,u(x)+0)+Ah(x) q.tp. x€Q,

e como
—Agu(x) € [F(x,u(x) +0) — Mr(x), £ (x, u(x) +0) + M(x)] q.tp. x€ O,
concluimos que
— Agu(x) = £(x,u(x) +0) +Mh(x) qip. x € Q. (6-41)

Caso 2: Considere ¢ < 0 e ¢ € C5(Q). De maneira andloga ao que foi feito no Caso 1
mostra-se que
— Apu(x) = f(x,u(x) —0) +Ah(x) q.t.p. x € Q. (6-42)

Porém, para x € I';(u) temos que
fOru(x) =0) =0 e f(x,u(x) +0) = 6(x)9«(a) # 0.
Se |Tu(u)| > 0, entdo por (6 —41) e (6 — 42) teremos que
6(x)0.(a) = 0 q.t.p. x € T(u),

o que é um absurdo. Portanto, |I';(«)| = 0.

Prova de iii) Suponha, por absurdo, que u < a q.t.p. em Q. Pelo Lema 6.1.1,

p:=pu(x) € dj(x,a) C [0,6(x)0«(a)] q.t.p. em Q.

Além disso, como |I';(u)| = 0 segue que p(x) =0 q.t.p. x € Q e por (1 —31) a solugdo
u=u, de (1 —26) satisfaz

—Apu=MArem Q, u=0em IQ. (6-43)

Como & é ndo nula, a tnica soluc¢@o u do problema (6 —43) é ndo nula e ndo depende de
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a. Usando (¢3), que € consequéncia de (¢3)’ como vimos acima, temos que
0< / ®(|Vae|)dx < / O(|Vul)|Vu2dx = x/ hudx < \Jh|1a.
Q Q Q

Fazendo a — 0 chegamos a uma contradicao.
Por fim, segue do item ii) que [[;(u)| = 0 € neste caso p = 6. ()X {y>q} 9-t-P-

em Q. Pelo Teorema 1.0.5 temos
—Apu = 60 (U)X (y>q) T M q.Lp.em Q,

o que encerra a demonstracao do Teorema 1.0.6. |

*

Observacio 6.6.2 Se ¢(|Vu|)|Vu| €W, b= "(Q)eh>0q.tp. emQ, entdo |Ty(u)| =0,
para qualquer ponto critico de I (cf. [37]). De fato, temos que |V (0(|Vul|)|Vul)| €

L (Q). Assim,

loc

< oO(|Vul) [Vl ) _ VOUVuD)Vul) e+ o(|Vul)[Vul] = V(O(|Vu)[Vu)o([Vul))[Vul
e+0(|Vul)|Vul [e+0(IVul)|Vul]?

eV(O([Vul)[Vul)
[e+0(IVul)[Vul]?

< V(0(IVul) V),

provando a afirmagdo. Fagamos f(x) 1= p(x) + Ah(x), entdo para todo ¢ € CF () temos

VIV grie [ awapwy (VD)

a e+ 0([Vu])[Va e+ 9(Vu)[Vu
_ (1)) |V
= Lo o VYo
€
0V s V(O Vi ViV

(6-44)
Mas
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€
V0 g rvanwarz VOV V) Ve
€
< 19100Vu) Vul g V(O(Va) V)|

2 u u 2
e e @V V)

IN

o]

< Sl0V(O(Vu))|Val)| € L'().

Aplicando o Teorema de Lebesgue em (6 — 44) obtemos

fodx = / o(|Vu|)VuVedx
/Q/{Vu;éO} Q/{Vu£0} (Val)

- / 0(|Vu|) ViV odx
Q

_ /Q Fodx.

Portanto, f(x) =0 q.t.p. em {x € Q | Vu = 0}. Por outro lado, f(x) > 0 g.t.p. x € Q.
Donde,
H{xe Q| Vu=0}=0.

Agora observe que pelo Teorema de Morey-Stampacchia Vu =0 em T'y(u) :=
{x € Q| u(x) = a}. Assim,

Fa(u) C{xeQ|Vu=0}

concluindo que |T'y(u)| = 0.

6.7 Demonstracoes dos Teoremas 1.0.7, 1.0.8 e 1.0.9

Nesta secdo apresentamos as demonstracdes dos Teoremas 1.0.7, 1.0.8 e 1.0.9.

Demonstracao do Teorema 1.0.7: Em primeiro lugar, afirmamos que ¢ satisfaz

2
e2< 00 o (6-45)

(01) — (92) <30

De fato, ¢ € C(0,0) e

limzdp(z) =0 lim tO(t) = oo.
limz¢(r) =0 e lim7o(7)
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Observando que

d(t) = /Ots(b(s)ds =(142)—1,

obtemos ) ) Py
t 2yt=(1 -
o) _ 22t o
d(r) (14+2)Y—1
Faca z = 1+ e defina
2y(z—1)2V!
-1
Note que f € crescente para z > 1, pois,
2y (Y — vzt y—1)
"(7) = 0 1.
f(z) @17 >0, z>

Agora, pela regra de L’ Hospital

lim f(z) =2 e lim f(z) =2y,

Z*>1+

donde
2< fz) <2y, 2> 1,

ou seja,

£2(1)
2< <2y, t>0.
Em segundo lugar, afirmamos que
2y < 2%, Lo(Q) = LH(Q) e Wy *(Q) = W, *(Q). (6-46)

De fato, para mostrar que Le(Q) = L?Y(Q), observe que
1
D) < (14127 < 2% e O(1) > Etzy para > 1.

Por [43, pg. 156], Lo (Q) = L?¥(Q). Consequentemente, WOI’(D (Q) = Wol’zy(Q).

Por fim, note que a condi¢do y < % ¢é equivalente a 2y < 2*.

Como @ ¢ equivalente a t>Y, t > 0, temos que uma fungdo expoente critico de
® é D, (1) = 1V* Portanto, j é dada pela relacdo (1 —36). Assim, pelo Teorema 1.0.5 a

equagdo (1 —26) possui pelo menos uma solugdo ndo negativa e nao nula. ]

Demonstracio do Teorema 1.0.8: Inicialmente, afirmamos que ¢ definida por (1 —37)

satisfaz (1) — (¢2) e ot
=0z
P= 0

<p+1.
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De fato, ¢ € C(0,0) e
limr¢o(r) =0 e limtd(r) = oo,

t—0 t—oo
ou seja, (¢;) é valida.
E ficil ver que

tP

t0(t) = pt’ "In(1+6)+——. >0
o) =p n(+)+1+z’ ,

€ crescente, isto €, vale ().

Agora, observe que

®(1) = /O ' 0(s)ds = P In(1+1).

Assim, )
t°0(1) t
= t>0
D(1) p+(1+t)ln(1+t)’ =
€ como
t
t) = t>0
ft) (14¢)In(1+71)’ ”
¢é decrescente
L1200 _ + lim f(1)=p+1 (6-47)
P="gn =P 20\ =PrT"
1+/1+4N

Note também que ——%—— < p € equivalente a p+1 < p*.

Além disso, por (6 —47) temos que P, é definido. Assim, podemos definir

J6,1) i = 0(0)[@u(t) = Pu(@)] Afr>ay (1)-

Por fim, basta aplicarmos o Teorema 1.0.5. [

Observacao 6.7.1 Um fato peculiar da ultima aplicagdo com relacdo a primeira é que
Lop(Q) # L'(Q) para todo r > 1 e consequentemente Wol’q)(Q) # Wol’r(Q). Com efeito,
suponha, por absurdo, que Lo(Q) = L™ (Q) para algum r > 1. Entdo existem Cy,Cp, T > 0,
(cf. Teorema 3.17.5 em [32]), tais que

Cit" <tPIn(1+1)<Cyt",t>T
e dividindo-a por tP obtemos
Cit" P <In(1+1) <Ct" P, t >T.

Da desigualdade
In(14¢)<Cot" P, t>T
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concluimos que r > p. Por outro lado, temos a desigualdade

In(1+41¢
ClgniT—;),tZT,

0 que é uma absurdo.

Demonstracao do Teorema 1.0.9: Afirmamos que ¢ satisfaz (¢;)" — (¢4)’. De fato, como
po > 2 vale (01).
E facil ver que
0(0)=0 e limo(r) = oo.

t—roo

Para verificar (¢3)’, observe que pp — 1 < p; — 1 e assim

(16()) _ (po—Dpot™ >+ (p1 — p1t" 2
o(2) potPo=2 + pytP1—2
_ (po=1)po+ (p1 —1)pyzP—ro
N po+ pir?1 o (6-48)
= 0 Y po+ purr
De igual forma mostra-se que
19(1))
( j:gt;) >po—1 (6-49)
De (6 —48) — (6 —49) obtemos
)
ST

Observando que

1 Sﬂ’O_'_tpl §2ltpl7 tZl

Y

concluimos que @ é equivalente a W(¢) = r”! . Assim, uma fungdo expoente critico de P
() —
D, (1) = R Donde,
/ -1
t9.(1) = (py— 1)t~ 1 20,
é crescente, provando (¢4)’.

Por fim, como p; < pj e h € Lo, (Q) = LP1(Q) o Teorema 1.0.9 segue do
Teorema 1.0.6. u



APENDICE A

Alguns Funcionais em Espacos de

Orlicz-Sobolev

Este Apéndice tem o objetivo de provar algumas propriedades relativas a fun-
cionais usados neste trabalho.

A seguir, examinaremos algumas propriedades do funcional
I(u) = / CD(\Vu\)dx—/ j(x,u)dx—/ hudx, u € Wol’(b(Q), (A-1)
Q Q Q

onde j: Q x R — R é mensuravel, j(x,.) € Lip;,c(R,R) q.t.p. x € Q, j(.,0) € L'(Q) e
satisfaca (1 —9), e € usado no Capitulo 5.

Lema A.0.1 Suponha que j: Q x R — R seja mensurdvel, j(x,.) € Lip;,.(R,R) q.t.p.
x€Q, j(.,0) € LY(Q) e satisfaca (1 —9), entdo funcional

J(u) = / (e, u)dx, u € Lo (Q)
Q
é bem definido.

Demonstracao: De fato, pelo Teorema do Valor Médio de Lebourg (Teorema 3.2.1)
existem T € (0,7) e N¢(x) € dj(x,7) tal que j(x,7) — j(x,0) =N(x)t q.t.p. x € Q.

Como s — P, ! o ®, (cas) é crescente, segue de (1 —9) que
G0 = [i(x,0)+n(x)]

[J(x,0)| + [c1D; ! o Dy (eat) + b(x)] 1

<
< [ 0)|+ [er1®5 ! o @i (cat) + b(x)][e]-

Assim, segue da desigualdade de Holder que

' /Q (o, u)dx

Isto prova o Lema A.0.1. [ |

S/Qlj(x,O)IdXJﬂIIC@II0¢*(Cz|u|)+b(X)Ha>*||M||cI>* < oo,
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Lema A.0.2 O funcional
E(u):/QCID(|Vu|)dx, e W (Q)
satisfaz:
E e C'(Wy®(Q),R) e (E'(u),v) = /Q o(|Vu|)VuVvdx, ve W, P(Q).  (A-2)

Demonstracao: Na demonstracdo o Teorema 4.2.1 provamos que o funcional E é Gate-

aux diferencidvel e que sua derivada de Gateaux
dGE : Wy 2 (Q) — L(W, *(Q),R),

onde L(WO1 "q)(Q),R) ¢ o espaco de todos os funcionais lineares continuos de WO1 ’¢(Q) em

R, é dada por

(dGE (u),v) = /Q (V) VuVvdx, u,v e W (Q).

A seguir, mostraremos que dgE : WO1 ’q)(Q) — L(WO1 ’(D(Q),R) ¢ continua. De
fato, sejam u € Wol’q)(Q) e (up) C Wol’q)(Q) tal que u, — u. Afirmamos que

/Q&>(|¢(|vun|)vun — 0(|Vu|)Vu|)dx — 0, quando n — eo. (A-3)

Com efeito, considerando uma subsequencia se necessario (cf. Lema 2.2.2),
Vu, — Vu, q.tp. Q,
e como ¢ — 10(t) e s — ®D(|s|) sdo continuas, temos
D(|0(|Vitn|) Vit — 0(|Vuu|)Vii]) = 0, qtp. Q.

Além disso, existe 1 € Lo(Q) tal que |Vu,| < h (cf. Lema 2.2.2) e como P & crescente

D([0(|Vita| ) Vitn = 0(|Var )V ) < D(() R+ (| Vue]) Vur]).
Aplicando o Teorema de Lebesgue, a afirmacgdo esta provada. Como DA, a condi¢ao

(A —3) equivale a
[0(1Vita])Vitn — &(|Vuul ) V|| g — .
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Por fim, considere v € Wol’cD(Q) tal que ||Vv||e = 1. Assim,
(dGE () — dGE(u),v)| = \ @0V Vit — (9 Vit V)

< 2[0(Vun| ) Vitn — o(|Vue ) Vel | 5 [| VY] 0

= 2[0(|Vin|)Vitn = 0(|Vue|) V| .

Dai,
|dGE (un) —dGE(u)|| = supyy|o=1 {dGE (un) — dGE(u),v)]

< 2[0(|Vun|) Vit — 0(|Vue| ) Vurll g = 0,

quando n — oo. Pela Proposicdo 1.3 (cf. Willem [49]) E é Fréchet diferencidvel em
ue Wol’q)(Q). Isto prova o Lema A.0.2. [

O lema abaixo € crucial.
Lema A.0.3 O funcional
E(u) = /Qcp(wu\)dx, ue W (Q)
é fssci.

Demonstracao: Pelo Lema A.0.2, E € Fréchet diferencidavel. Além disso, como ¢ —
®(Jt]), t € R, é convexa entdo E é convexa.
Sejam u,, — u em Wol’q)(Q) e E'(u) € W-1®(Q) a derivada de Fréchet de E

aplicada em u. Como E é convexa, temos
E(un) > E(u) + (E"(u), up — u)

e passando ao limite inferior quando n — oo obtemos que

HiminfE (u,) > lminf{E (u)+ (E'(u),u, —u)}
> E(u)+1liminf(E’(u), u, — u)
= E(u).
Isto prova o Lema A.0.3. |

Observacao A.0.2 O funcional

H(u) = / hudx, u e Wl®(Q),
Q
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satisfaz: e

HeC'(W,®(Q),R) e (H'(u),v) = / hvdx, u,v e W, ®(Q).
Q
De fato, segue da desigualdade de Holder (cf. Teorema 2.2.1) e da imersdo WOI’qD(Q) —

Lo, ()
‘ / hudx
Q

onde C > 0. Como H ¢é linear e continua, a afirmagdo segue.

< Cllulllinlg,

Observacio A.0.3 Segue dos resultados e obeservacdo acima que o funcional Q) (u) =
E(u)—AH(u), uc WOI’(D(Q), é de classe Cl e

(Oy(u),V) :/Q(I)(Wu])Vqudx—?u/thdx, u,ve WOI’CD(Q). (A-4)

A seguir, enunciamos casos particulares do Principio Variacional de Ekeland e
do Teorema de Minimax de Ky Fan (cf. Brézis et al. [10, Prop. 1]) que utilizamos neste
trabalho.

Teorema A.0.1 (Ekeland) Sejam r > 0, B = B,(0) C W,"®(Q) a bola fechada de raio
r e centro na origem, e I : B — R um funcional semicontinuo inferiormente e limitado
inferiormente. Sejam ¢ = infgl, € > 0 e u € B tais que I(u) < ¢+ €. Entdo, dado A > 0
existe v € B tal que

1(v) <1(u)

d(v,u) <A

I(v) <I(w)+(g/N)d(v,w), w#w.

Teorema A.0.2 (Ky Fan) Sejam X um espago de Banach, A C X', onde X' é munido da
topologia fraca®, e B C X conjuntos convexos. Se K : A x B — R satisfaz:

{veB : —K(u,v) < c} é convexo paratodou € Aec cR; (A-5)
{u€A : K(u,v) <c} éconvexo paratodov € Bec €R; (A-6)
K(.,v) é semicontinua inferiormente em A, para todo v € B; (A-7)

—K(u,.) é semicontinua inferiormente em BNX,,

. (A-8)
para todo u € A, onde X,, C X e dimX,, < oo;

Existem v € B e A > sup, infg K (u,v) tal que {u € A|K(u,v) <A} é fraco*-compacto.
(A-9)
Entado

supinfK(u,v) = infsup K (u,v).
B A A B
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Medidas e Concentracao-Compacidade

Em primeiro lugar, lembramos alguns conceitos sobre medidas.

Definicao B.0.1 Seja (X,T) um espago topologico.

(a) A o-dlgebra gerada pelos abertos de X é dita 6-dlgebra de Borel e serd denotada por
B(X,1).

(b) A o-dlgebra tal que toda funcdo f : X — R continua é mensurdvel é dita G-dlgebra
de Baire e serd denotada por Ba(X,1).

A demonstracdo do Teorema a seguir € encontrada em Dudley [21, pg. 223].

Teorema B.0.3 Se X é um espaco métrico, entdo Ba(X,t) = B(X,1).

Com base em Lions [36] e Fukagai, Ito & Narukawa [23], introduzimos a seguir
vérias notacoes e resultados sobre Concentragcao-Compacidade no contexto de espacos de
Orlicz-Soboleyv.

Lembramos que

(™

() Co={ueC(RY)|supp(u) RV} |

com norma

|t|eo = sup |u(x)],
x€RVN

(ii) M(RN) = o espaco das medidas finitas em RN

com a norma

|l ar = SUP{/ udu | u € Co, |u|o = 1}.
RN

Seja @ uma N-fungdo satisfazendo A,, o espaco D" ®(RY) é definido como sendo o

completamento do espago de C‘(’)"(RN ) com rela¢@o a norma

lullpromn) = [lulle. +[[Vullo.
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E imediato verificar que
cont

DLPRN) 'S Lo, (RY).
Observacao B.0.4 Recordemos algumas notacoes e resultados:

() M =Cj e (u,u) = [udy,

(ii) Denotaremos uy, L u sempre que [ udu, = [udu, u € Co,

noo. ~ M . . ..
(iii) Se (u,) C M limitada entdo p, = y, considerando uma subsequencia se necessdrio.

Seja (u,) € D'®(RY) uma sequencia limitada. Consequentemente
uy —u em Lo (RV),

Vu, — Vu em Lo(RY),
B (Jus]) = v em M(RY),

O(|Vuy|) = u em M(RY).

Devido a imersio W1 ®(Q) R Lo () concluimos que

up, — u em Lop(Q),
para qualquer dominio limitado Q C R e consequentemente
up — u q.t.p.em RV,
Lema B.0.4 (Cf. [23]) Suponha que u=0em (B—1)— (B —6). Entdo
/RN(I)(|V((pun)|)dx = /RN(I)(|(qun|)dx+on(1) quando n — oo
para qualquer ¢ € CF(RV).

Demonstracao: Pela desigualdade de Holder temos que

/ ®(|QVity + 4, V| )dx — / &(Q|Vit|)dx
RN RN

(B-1)

(B-2)
(B-3)

(B-4)

(B-5)

(B-6)

(B-7)
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14
= —®(|eVuy, v
/RN/() dr (loVuy, +tu, Vo|)dtdx
1

< 000Vt + 10,70 (19Vts| + i, VgD, Vgl

< 2[0(loVin| + |un VO (|0Vitn| + [unVO)) |5 l|un VOl @

< 2/0(|oVun| + |unVO|) (|9Vun| + [ Vo)) 5 llun VO @

comp

(B-8)

pois ®(0(¢)t) < ®(2t). Devido a imersdo WOI’(I)(Q) — Lg(Q) temos que ||u,VQ|e — 0

quando n — . Portanto, por (B — 8) chegamos a (B —7).

Lema B.0.5 (Cf. [23]) Existem um conjunto enumerdvel J, uma familia {xj} jes © RN

com x; # x; e uma familia de niimeros positivos {V;} jej e {u;} jes tais que

v=a,(u)+ Y V8,
=lU

> &(Vul)+ Y iy,
jed
onde ij é a medida de Dirac com massa I concentrada em x;. Além disso,

- L L
O<Vj§max{5_f,uj‘,5 ff,uj”,S .S f,uj'"},]EJ.

Demonstracdo: Sejam {x;} je; C RY as singularidades da medida u e faca

M= HUfree + Z,Ujsxj
il

(B-9)

(B-10)

(B-11)

(B-12)

onde tfree € M (RN ) € livre de singularidades. Como u > 0 temos que ufre > 0 €

uj=pu({x;}) > 0. Além disso,

u(RY) < limsup L @(|Vity|)dx < o,

n—oo R

donde J € um conjunto contével.
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Suponha que u = 0. Seja ¢ € C5(RY). Assim, pelo Lema 2.4.4, (6 —3), Lema

2.4.1e (B—17) temos

Jo -l < Gllowla) < & (g 19 0uls )

st/

< & (5! ([ @0viomar) )

< & (54" ([ evubicom)).

Pelo Lema 2.4.1

/ D(|Vuy|) dx</ C1(0)®(|Vuy)) dx</ O’ D(|Viuy|)dx

e pelo Lema 2.4.4

Sy @@l > [ G (= [ 0" .

Combinando (B—13) — (B — 15), temos que

Jo o @i <& (6" ([, @elvuhdrro,m)).

Passando ao limite n — o e usando (B —3) — (B —4) chegamos a

/RN(p’"*dv < s (ﬁ@&l (/RN(PQI#)) .

Por aproximacgao,

(B-13)

(B-14)

(B-15)

(B-16)

1
V(A) < s (chl (,u(A))) . para qualquer conjunto de BorelA C RY.  (B-17)

Assim, v € absolutamente continua com relacdo a u e
A) = / D,vdu
A

o V(Be(x))
Dyv(x) = g, u(Be(x))

onde

para u—q.tp.x € RY

(B-18)
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e Be(x) é uma bola com raio € e centro x. Por (B—17)

G (5hta (u(Be())))
uBe®)

<

desde que u(Be(x)) # 0. Como & ! (1) = max{r!/* 11/} e {5(t) = max{t" ,#™ } obtemos

Cs (WCO (t))—maX{SE*/Et ’Sm*/étm ’SE*/Zt m7sm*/€tm ml

assim,
& (5% ')
lim — S —0,
t—0+ t
donde
Dyv(x)=0 parau—q.t.p.x€ RY —{x;}jes. (B-19)

Faga v; = D,v(x;)u;. Entdo, por (B—18), (B—19) e (B—12)
v=Y V8, e u>Y ud,.
jeJ jel
Além disso, por (B—17),

v(Bes) < (e (b)) ).

Passando ao limite quando € — 0+, concluimos

1 —1 . 1 0*/e 1 m* /¢ 1 0% /m 1 m*/m
0 S Vj S CS (WCO (:u])) — maX{SE*/gl-lj ) Sm*/g:uj 7S£*/£‘uj 7Sm*/g:uj :

Finalmente, excluindo os indices j tais que v; = 0 do conjunto de indices J, o Lema estad
provado para o caso u = 0.

Agora consideraremos o caso u # 0. Seja v, = u, —u € D P(RY). Entio

e v, — 0 fracamente em Lo, (RY);

e |Vv,| — 0 fracamente em Lq(RY);

e v, — 0em Lg(Q) para qualquer Q C RY;
e v, - 0q.tp.emRY

quando n — co. Como

Vvalle < [[Vunlle +[[Vulle e valle. < llunlle, + [lulle,,
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as sequencias {||Vv,||o} e {||va|l®,} sdo limitadas, segue dos Lemas 2.4.1 e 2.4.4 que
as sequencias { gy P(|Vvn|)dx} e {Jgy Ps(|vn|)dx} também o sdo. Passando a uma
subsequencia se necessdrio, podemos assumir que existem medidas de Radon V.1 €
M (RV) tais que

®,(v,) =V fracamente em M (R") (B-20)

®(|Vv,|) =1 fracamente em M (RY) (B-21)

quando n — oo. Pelo caso acima em que u = 0, exitem um conjunto contdvel J, uma

familia {x;} jc; de pontos distintos em R e pesos positivos {V;} jes, {t;} jes tais que

V= ZVJ'SXJ. € ﬁZ Z,Lljsxj.
JjeJ JjeJ

Como D, (1), ®(t) sdo fungdes convexas e u, — u q.t.p., segue do Lema de Brézis-Lieb
que
/N{d)*(u,,) — @, (1t — 1) — D, (u) }pedx — 0
R

para @ € Co(RY), @ > 0. Assim, por (B—3), (B—4), (B—20) e (B—21) temos
[ odv=[ oav+ [ . (lul)pd
para qualquer @ = @, — @_ € Co(RY). Isto prova (B —9). Para qualquer ¢ € Co(RY),

1
/N[CIJ(\Vun\)—CIJ(\an\)](pdx:/N/ 0| Vit — 1Vu|) (Vitn — 1Vis) Vugdrds.
R RN JO

Pelos Lemas 2.1.1 e 2.4.1, e os fatos de ® ser estritamente crescente € convexa temos

/Néf>(¢(|vun—tvuy)wun—tvuy)dx < §1<2)/Nq>(yvun—zvuy)dx
R R

< BEE([ ovulact [ (vur)

para qualquer 0 < ¢ < 1. Portanto, {fol O(|Vu, —tVu|)(Vu, —tVu).Vuedt } é limitada em
LE)(RN ,RY), e existe uma subsequencia que converge para algum w em L(T)(RN ,RM).

Passando ao limite, chegamos a

/RN(pd,u—/RN(pd,u: /RNW.Vu(pdx
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para qualquer @ € Co(RY). Assim, as singularidades de u coincidem com as singularida-

des de u. Pela semicontinuidade inferior fraca, chegamos a

iree = (V).

Donde (B — 10) vale, concluindo a demonstra¢do do Lema. [ |
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Sobre Regularidade de Solucoes de Equacoes

Quasilineares

A seguir, apresentaremos um resultado sobre regularidade de solucdes da equa-

¢do
divA (x,u,Vu) + B(x,u,Vu) =0 (C-1)

onde Q é um dominio regular, A: Q x RxRY = R¥ e B: Q@ x R x RN — R sio tais que
A CHQxRx (RY—{0}))NC%Q x R x RY) e B é Carathéodory.

Os principais resultados abaixo sdo devidos a Liberman [35]. Para resultados
adicionais confira DiBenedetto [19], Serrin & Zou [46] e Tolksdorf [48].

Seja @ uma N-funcao.

Definiciio C.0.2 Uma solucdo fraca de (C — 1) é uma fungcdo u € W®(Q) tal que
/ Alx, u,Vu)V(pdx—l—/ B(x,u,Vu)edx =0, ¢ € WO] ’q)(.Q).
Q Q

Suponha que ® € duas vezes diferencidvel e que existam J, gy > 0 tais que

<go, t>0,

onde g(¢) := ®(t), t € R. Além disso, suponha que para todos x,y € Q, zzw € R e
p € RY/{0}

N 0A;
I O T
ij=1 Pl
(C-2)
. 0A; g(lpl) |
< ASMPD
o | ]
(i)  |A(x,z,p) A w,p)| < A1(1+g(IpD)[]x— Y% + ]z —w|"];
(C-3)

@iv) |B(x,z,p)| < Ay ( (||p||))
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onde A,A; > 0.

Teorema C.0.4 Suponha que as condigdes (C —2) sejam vdlidas para algumas constan-
tes positivas o. < 1, A, A sempre que x,y € Q, z,w € [—My, My|, para alguma constante
positiva Mo, e p € R /{0}. Entdo qualquer solucdo u € W"®(Q) de

divA(x,u(x), Vu(x)) + B(x,u(x),Vu(x)) =0 em Q,

com |u| < My em Q, pertence a C'B(Q) para alguma constante positiva p dependendo
dea, A, 3, go, N, e

4 < C(0, A8, 80,N, 2(1), dist (¥, 09), M),

onde Q' CC Q é um conjunto aberto.
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