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Resumo

Adona, Vando Antdnio. Método Subgradiente Incremental para Otimizacao
Convexa nao Diferenciavel. Goiania , 2014. 66p. Dissertacdo de Mestrado.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Consideramos um problema de otimizagdo cuja fungdo objetivo consiste na soma de fun-
coes convexas, nao necessariamente diferencidveis. Estudamos um método subgradiente
que executa a iteracdo de forma incremental, selecionando cada fun¢do componente de
maneira sequencial e processando a iteracdo subgradiente individualmente. Analisamos
diferentes alternativas para a escolha do comprimento de passo, destacando as proprieda-
des de convergéncia para cada caso. Abordamos também o modelo incremental em outros
métodos, considerando iteracao proximal e combinagdes de iteragdes subgradiente e pro-
ximal. Esta abordagem incremental tem sido muito bem sucedida quando o nimero de

fun¢des componentes € grande.

Palavras—chave
Meétodo subgradiente incremental, Otimizagdo convexa, Otimizacdo ndo dife-

renciavel.



Abstract

Adona, Vando Antonio. Incremental Subgradient Method for Nondifferenti-
able Convex Optimization. Goiania , 2014. 66p. MSc. Dissertation. Instituto
de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

We consider an optimization problem for which the objective function is the sum of
convex functions, not necessarily differentiable. We study a subgradient method that
executes the iterations incrementally selecting each component function sequentially
and processing the subgradient iteration individually. We analyze different alternatives
for choosing the step length, highlighting the convergence properties for each case. We
also analyze the incremental model in other methods, considering proximal iteration and
combinations of subgradient and proximal iterations. This incremental approach has been

very successful when the number of component functions is large.

Keywords
Incremental subgradient method, Convex optimization, Nondifferentiable opti-

mization.
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CAPITULO 1

Introducao

Ao longo deste trabalho estudaremos métodos para resolver o seguinte problema
de otimizagao

min f(x) := ) fi(x), sujeitoa x€X, (1-1)

on

i=1

onde f;: R" — R, i=1,...,msao fun¢des convexas (nao necessariamente diferenciaveis),
e X C R" é um conjunto ndo vazio, fechado e convexo. Para resolver o problema
acima consideraremos o método do subgradiente incremental o qual pode ter melhor
desempenho, comparado com o método classico, quando o nimero de componentes m
¢ muito grande. O método subgradiente incremental € um processo iterativo que gera
uma sequéncia {x*} de pontos em R”, onde cada iteragio x* & obtida ap6s m subiteracdes,
sendo que, uma subiteracao € calculada em relagdo a uma simples componente f;. Portanto
esta é a principal diferenca entre o método incremental e o método do subgradiente

convencional, o qual calcula cada iteragio x*

em termos da fungdo objetivo f.
Problemas na forma (1-1) aparecem em vdrios contextos e aplicacoes. Em

seguida apresentaremos alguns exemplos onde o método incremental pode ser vantajoso.

Exemplo 1.1 (Minimos Quadrados) Consideraremos dois casos:

1. Regularizagdo diferencidvel

m
min f(x) := ) ((a;,x) +b)*+A|x—x|*, sujeitoa xecR"
i=1
onde a; e b; sdo vetores em R", paratodoi=1,...,m, A é um niimero real e x € R"
é um vetor fixado;

2. Regularizagdo ndo diferencidvel

m n
min f(x) := ) ((a;,x) +bi)2+k2 lxj|, sujeitoa x=(x,...,x,) €R",
i=1 =1



Exemplo 1.2 (Problema de Fermat-Weber) Um problema bdsico em teoria local con-
siste em encontrar um ponto x cuja soma das distancias ponderadas de x a um dado

conjunto de pontos yi,. ..,y é minimizado, ou seja,
m
min f(x) := Z?»,- |lx—vil|, sujeitoa xeR",
i=1

onde \y,..., Ny sdo niimeros positivos dados. Para mais detalhes sobre o problema de

Fermat-Weber veja, por exemplo, [6].

Exemplo 1.3 (Problema dual) Consideremos o problema

m
hi(yi), sujeitoa ) gi(vi) >0, yi€Y, i=1,..,m
1 i=1

m
max

=

onde hi: R - Re g; : R — R”" sdo funcées, y; € Rl e Y; CR!. Entdo, considerando o vetor
x € R" como multiplicador, em relagdo as fungoes restri¢ées n-dimensionais, obtemos o

seguinte problema dual
m
min ) fi(x), sujeitoa x>0.
i=1

onde

fi(x) = sup {h;(y;) + (x,8:(y:)) } ,
yi€Y;

que possui a forma (1-1). Observe que as funcdes componentes f; sdo supremos de

funcoes afins, logo sdo convexas.

Um dos métodos utizados para solucionar o problema (1-1) é o método do
subgradiente
=Py [ — oy i d"* (1-2)
i=1
onde d* é o subgradiente de f; em x*, o, > 0 e Py é a projecio no conjunto X.

O método do subgradiente incremental apresentado em [14] por Nedi¢ e Bertse-
kas, é semelhante ao método do subgradiente (1-2). A principal diferenca é que em cada
iteragiio, o vetor x* ¢ atualizado incrementalmente, atravéz de uma sequéncia de m passos.
Cada passo € uma iteragdo subgradiente para uma unica funcdo componente f;, e existe
um passo por funcdo componente. Assim uma iteracdo pode ser visto como um ciclo de
m subiteragdes. Se x* é um vetor obtido apés k ciclos, o vetor x**! obtido apés mais um

ciclo é
xk+1 — wm,k (1_3)
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onde Y ¢ obtido ap6s m passos

v =Py (W"‘”‘—ockg"’k>7 gredfi(y) i=1,..m (1-4)

iniciando com
yt =, (1-5)

onde f;(W 1K) denota o subdiferencial (conjunto de todos os subgradientes) de f;
no ponto W1k (veja Definicdo 2.24). A atualizacdo descrita em (1-4) se refere as
subiteragdes do ciclo k.

O método do subgradiente incremental que apresentamos aqui, possui compor-
tamento semelhante ao método do gradiente incremental, onde andlises de convergéncia
foram também apresentadas por Bertsekas em [1]. Estes métodos foram primeiramente
estudados por Kibardin [11], e mais recentemente por Solodov e Zavriev [16], Nedié e
Bertsekas [14], entre outros.

Destacamos que o método subgradiente incremental geralmente converge mais
répido que o método subgradiente (1-2), quando o ponto inicial é tomado distante do
eventual limite. Contudo, préximo ao possivel ponto limite de convergéncia, ele tipica-
mente converge lentamente pois objetiva minimizar cada componente separadamente. No
caso especial quando todos os pontos estaciondrios de f sdo também pontos estaciondrios
de todas as fungdes componentes f;, o ciclo limite pode (dependendo da escolha de o)
reduz-se a um Unico ponto, onde obtem-se a convergéncia. Por exemplo, se no problema
(1-1), tivermos X =R e f = Y™ , f;, onde f; : R — R é dada por fi(x) = ix?, assim f; é di-
ferencidvel, entdo o subgradiente serd a derivada de f; em qualquer ponto (ver Proposi¢ao
2.25). Logo para qualquer ponto x* € R, se escolhermos oy = 1/2, entdo as subiteracdes
do ciclo k fornecem todas o mesmo valor x* = 0 que é o ponto 6timo solugao do pro-
blema (1-1). No entanto, em geral, os pontos correspondentes as subiteracdes (1-4), sdo
distintos.

Para melhor compreenssdo desse trabalho, no Capitulo 2, faremos uma revisao
de alguns conceitos bdsicos, como resultados de andlise no espaco R” e defini¢des
de sequéncia Féjer e quasi-Féjer convergente. Apresentaremos também alguns fatos
essenciais no estudo de otimizacao, em especial topicos sobre andlise convexa.

No Capitulo 3, apresentaremos detalhadamente o método subgradiente incre-
mental. Estudaremos propriedades de convergéncia para trés tipos de regras de tama-
nho de passo: regra de tamanho de passo constante; regra de tamanho de passo pré-
determinado, onde oy — 0; e uma regra de tamanho de passo dindmico, onde o depende
do valor 6timo da fungdo objetivo.

No Capitulo 4 examinaremos as propriedades do método incremental em ou-

tras situacoes. Adaptaremos o modelo incremental para o método do ponto proximal,
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denominado método proximal incremental. O objetivo deste topico € fornecer, em cara-
ter introdutdrio, o método proximal (também para o caso incremental) para que na se¢ao
4.2, possamos apresentar o0 método incremental subgradiente-proximal, que € uma com-
binacdo de uma iteracdo proximal e uma subgradiente. Na secdo 4.3 estudaremos alguns
resultados de convergéncia sob a sequéncia {x*}, com ordem ciclica de selecio de com-
ponente, gerada pelo método incremental subgradiente-proximal.

No Capitulo 5 faremos nossas consideracdes finais, destacando os resultados
obtidos e sugerindo outros estudos.



CAPITULO 2

Conceitos basicos

Neste capitulo descreveremos, em carater introdutério, alguns conceitos que se-
rdo exigidos para leitura deste trabalho. Algumas demonstracdes dos resultados apresen-
tados serdo omitidas, mas indicaremos onde podem ser encontradas. Inicialmente faremos
uma revisao sobre conceitos de andlise real e andlise no espaco euclidiano R”, em parti-
cular definiremos sequéncia Féjer e quasi-Féjer convergente, assuntos bastante utilizados
em otimizagdo. Vdrios destes resultados podem ser obtidos em livros de andlise, destaca-
mos entre eles nossas referéncias utilizadas [12, 13]. Apresentaremos alguns topicos de
otimizacdo, com énfase a andlise convexa, abordando assuntos como operador projecao,
fungdes convexas ndo diferencidveis, entre outros. Neste capitulo também utilizamos a

referéncia [9].

2.1 Resultados basicos de Analise

Em vérias ocasides, no decorrer desse trabalho, utilizaremos as propriedades do
infimo e do supremo de um conjuto, entdo é conveniente relembrar. Dado um conjunto
X C R limitado, um elemento a € R chama-se infimo do conjunto X se satisfaz as

seguintes condigdes:

I1. Paratodo x € X tem-se a < x;

I2. Dado c € R com a < ¢, entdo existe x € X, tal que x < c.

Também, por defini¢cdo, um elemento b € R € dito supremo do conjunto X, se

podemos verificar as seguintes condicoes:

S1. Paratodo x € X, tem-se x < b;
S2. Dadod € R com d < b, existe x € X tal que d < x.

O infimo a e o supremo b do conjunto X sdo Unicos, e denotaremos esses nimeros,
respectivamente, por a = infX e b = supX.
Relembraremos também as defini¢des de limite superior e limite inferior. Seja

{xx} uma sequéncia limitada em R. Logo existem o, € R satisfazendo x; € [a,B] para
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todo k € N. Escrevendo Xi = {x¢, X¢41, ...} Temosque [, B]| 2 X1 20X, DO --- DX 2O - -+
Logo, definindo a; = inf X} e by = sup X, obtemos

o<a<ap << << <---<by< b <B.

Portanto, como as sequéncias {ay} e {b;} sdo monétonas e limitadas, é possivel mostrar

que existem os limites

a = lim a; = supay = supinfX; = supinf {x;;j >k},
k—reo k k

b = lim by = infb; = infsup Xy = inf nj >k
lim by = infb; = infsup Xy 1rklsup{x]]_}

Dizemos que a é o limite inferior e b o limite superior da sequéncia {x;} e escreveremos
a = liminfx;, b = limsupx;. Certamente temos que
k—>o0 k—oo

liminfx; < limsupxy.
k—yeo k—yoo
Aprensentaremos agora alguns conceitos basicos de andlise no espago euclidiano
R". Abordaremos assuntos relacionados a topologia como produto interno, norma e

sequéncia.

Definicao 2.1 Um produto interno no espago euclidiano R" é uma funcdo real definida
em R" x R", que ¢é bilinear, simétrica e definida positiva, onde a cada par de vetores
x,y € R" faz corresponder um niimero real indicado por (x,y). Entdo, para quaisquer

x,y,z € R" e a € R um produto interno deve satisfazer as seguintes propriedades:
PL. (x,y) = (y,x);
P2. (x+y,2) = (x,2) + (y,2);
P3. (owx,y) = a{x,y) = (x,ay);
P4. x #0= (x,x) > 0.
Neste trabalho utilizaremos o produto interno usual, isto €, dado x = (x1,...,x,),

y= ()’1, e ,yn) vetores em R”
n
<X7y>:inyi:X1y1—|—x2y2_|_..._|_xnyn_ (2_1)
i=1

E fécil ver que essa relacdo € de fato um produto interno, ou seja, satisfaz as propriedades
da defini¢do (2.1).

Definiciio 2.2 Uma norma no espaco R" é uma funcado real positiva ||.|| : R" — R que faz

corresponder a um vetor x € R" um niimero real ndo negativo ||x||, e que a cada par de

vetores x,y € R" e o € R cumpre as seguintes condicoes:
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NL x4 y[| < {lxfl + fIll;
N2. flow]| = Jouf {|x]|;

N3. x#0=|[jx|| > 0.

Dado x € R", algumas das normas utilizadas em R" sdo, ||x||; = [x1]| + -+ |x4],
[[x]|.. = max {|x;|;i = 1,...,n} e ||x|| = /X x7. Pode ser mostrado que estas normas sdo
equivalentes, no seguinte sentido, se uma sequéncia converge em uma delas, converge em

todas as outras. Neste trabalho usaremos a norma euclidiana, ou seja, a norma proveniente
do protudo interno (2-1), ||x|| = /(x,x).
Teorema 2.3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Dados x,y € R" quaisquer, entdo

vale a seguinte expressdo
|G < X[yl Vox,y e RY,

ocorrendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y é um miiltiplo escalar do

outro, ou seja, se existe o € R, tal que x = oy.

Prova. Ver pagina 5 de [13]. 0J

Destacaremos a seguir alguns fatos bésicos sobre topologia no espaco euclidiano
R" que sdo bastante utilizados em otimizagao.
Sejam a € R" e § > 0 um ntimero real. A bola aberta B(a;d) de centro a e raio &

€ o conjunto dos pontos x € R”, cuja distancia ao ponto a € menor que 9. Isto é,
B(a;0) = {x e R";||lx—a| < &}.

Analogamente, definimos B[a; 8] = {x € R";|[x —al| < 8} como a bola fechada
de centro a e raio 9.

Seja U C R". Um ponto a € U chama-se ponto interior ao conjunto U, quando
€ centro de alguma bola aberta inteiramente contida em U. E dizemos que um conjunto
U C R”" é um conjunto aberto, quando todos os pontos de U sdo pontos interiores a U.
Obviamente, toda bola aberta ¢ um conjunto aberto. Também, o espaco R"” é um conjunto
aberto.

Um conjunto X C R” € dito ser fechado se seu complentar X = R" — X ¢ aberto
em R"™. Dizemos também que um conjunto K C R" é compacto quando ele for fechado e
limitado.

Em seguida apresentaremos um importante teorema sobre sequéncias limitadas,

devido a Bolzano-Weiertrass.

Teorema 2.4 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R" pos-

sui uma subsequéncia convergente.
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Prova. Ver pagina 17 de [13] 0

Estabeleceremos agora alguns resultados que serdo utilizados posteriormente na
andlise de convergéncia do método subgradiente incremental. Iniciamos com a no¢do de

sequéncia quasi-Féjer convergente, para mais detalhes veja, por exemplo, [7, 8].

Definiciio 2.5 Uma sequéncia {y*} em R" é quasi-Fejér convergente a um conjunto

U C R" se para todo u € U existir uma sequéncia {&;} em R tal que
Ec>0, Y&<oeo e [P —ulP<|y—ulP+&, ~ VEk>o.
k=0

Proposicdo 2.6 Seja {y*} uma sequéncia em R". Se {y*} é quasi-Féjer convergente a um
conjunto néo vazio U C R", entdo {y*} ¢é limitada. Se um ponto de acumulagdo y de {y*}

pertence a U entdo y = klim yk.
—> oo

Prova. Seja u € U, pela Definicdo 2.5 a sequéncia {y*} satisfaz
ko2 0 .V 0 12, Vv
I —ull? <Y’ —ulP+ Y& < Iy’ —ullP+ Y & <o,  keN,
Jj=0 j=0

Entio a sequéncia {y} é limitada. Considere agora que y € U seja um ponto de acumu-

ki — y. Dado € > 0, como

lagdo de {y*}, e {y¥} a subsequéncia de {y*} tal que lim;_, oy
y € U existe uma sequéncia {&;} em R satisfazendo as propriedades da Defini¢do 2.5.
Entdo existe kg tal que

- €

Z ék < 5

k=ko

Como y¥ — y (I — o) podemos encontrar [ tal que

. €
N e
entdo para qualquer k > k; temos
ko2 T [N IR - e €
=y <y =yP+ &< —yF+ L & <5+5=e
i=k; i=ko
Como ¢ foi escolhido arbitrariamente, segue que klim Y=y 0
—yo0

Se {y*} satisfaz a Defini¢do 2.5, com a sequéncia {&;} identicamente nula para
todo u € U, entdo para todo u € U temos |[y*! —u|| < |y* —ul| Vk >0, e neste caso

dizemos que a sequéncia {yk } é Féjer convergente.
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2.2 Topicos em otimizacao

Nesta secdo discutiremos alguns conceitos bésicos de otimizacdo, como condi-
coes de otimalidade para probemas de otimizagdo no caso diferencidvel e nao diferencid-
vel.

Considere uma fun¢do f : R” — R. No estudo de otimizag@o, um dos objetivos
€ encontrar um minimizador de f em X C R". Esse € um problema restrito exposto da
seguinte forma

min f(x), xe€X. (2-2)

O conjunto X é chamado conjunto vidvel, e a funcdo f € dita ser funcdo objetivo do
problema (2-2).

Definicao 2.7 Dada uma funcdo f : R" — R e um conjunto X C R". Dizemos que um

ponto X € X é minimizador local do problema (2-2), se existir € > 0, tal que,
f(x) < f(x), VxeXnB[xel. (2-3)
E dizemos que X é minimizador global do problema (2-2), se
fE®) < flx), VxeX. (2-4)

Se x € um minimizador global, o valor f(X) é o valor 6timo. Quando no problema

(2-2) considerarmos X = R diremos que temos um problema irrestrito.

3 2

Figura 2.1: x! e x> sdo minimizadores locais e x* é o minimizador
global do problema (2-2), onde X = {x € R"| x > 0}.

Se uma fungdo f : R” — R é diferencidvel num ponto X € R”, e se X satisfaz a
condi¢do
Vf(x)=0,

dizemos que ¥ € um ponto estaciondrio ou critico. Os pontos estaciondrios sdo 0s

candidatos a serem minimizadores do problema (2-2). Como mostra o seguinte resultado.
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Teorema 2.8 Seja f: R" — R uma funcdo diferencidvel num ponto x € R". Se x é um

minimizador de f, entdo
Vf(x)=0.
Prova. Veja pagina 16 de [9]. 0

E importante ressaltar que a reciproca do Teorema 2.8 ndo é verdadeira. Por
exemplo, a funcio f: R — R dada por f(x) = x> satisfaz f'(0) = 0, mas o ponto x = 0
nao € minimizador de f.

E possivel mostrar que toda funcio f : U — R definida em um aberto U C R”,
diferencidvel em um ponto, é continua nesse ponto.

Para funcdes continuas, definidas em conjunto fechado e limitado de R”, o

proximo resultado mostra uma condi¢do de existéncia de pontos 6timos.

Teorema 2.9 (Weierstrass) Toda fungdo real continua f : K — R definida num conjunto
compacto K C R", atinge seu mdximo e seu minimo em K, isto é, existem pontos xy,x1 € K

tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para qualquer x € K.

Prova. Ver pagina 45 de [13]. 0

O conjunto de nivel de uma funcao serd utilizado posteriormente para fornecer

uma caracteriza¢do das func¢do convexa.

Definicao 2.10 O conjunto de nivel da funcdo f: X C R" — R associado a c € R, é o

conjunto dado por
Lix(c)={xeX|f(x) <c}.

2.2.1 Analise convexa

Iniciamos esta subse¢do com a definicdo de conjunto convexo. Em termos
geométricos, um conjunto D C R” € convexo se, qualquer que seja os pontos x,y € D o
segmento de reta que une esses pontos estd inteiramente contido em D. De forma precisa,

a defini¢do € a seguinte.

Defini¢ao 2.11 Um conjunto D C R" é chamado convexo, se para todo x,y € De A€ [0, 1]

tivermos
Ax+(1—A)yeD.

O espaco euclidiano R” e qualquer bola B(a;d) sdo exemplos de conjuntos
convexos.
Uma caracteristica elementar sobre conjuntos convexos é que a interse¢do de

conjuntos convexos € ainda um conjunto convexo.
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Proposicao 2.12 Se D; C R" sdo conjuntos convexos para todo i € I, onde I é um

conjunto de indices, entdo a intersecdo D = N;cD; também é um conjunto convexo.

Prova. Sejam x,y € D e A € [0, 1]. Pela definicdo de intersecéo de conjuntos temos que
x,y € D; para todo i € I. Como os conjuntos D; s@o convexos para todo i € I, obtemos
Ax+ (1 —A)y € D; para todo i € I. Novamente pela defini¢do de interse¢ao de conjuntos,
segue que Ax+ (1 —A)y € D, ou seja, D é convexo. O

Definicao 2.13 Seja D C R" um conjunto qualquer. O fecho convexo de D, denotado por
conv D, é o menor conjunto convexo em R" que contém D, ou seja, conv D é a intersecdo

de todos os conjuntos convexos em R" que contém D.

Segue da Proposicdo 2.12 que conv D é um conjunto convexo para qualquer
conjunto D C R". Além disso € 6bvio que se D é convexo, entdo conv D = D
Uma classe de fungdes onde todo ponto estaciondrio € solu¢cdo do problema (2-2)

¢ a classe das funcdes convexas.

Definicao 2.14 (Funciao Convexa) Dada uma funcdo f : D — R definida no conjunto

convexo D C R". Diz-se que f é convexa em D, se para todo \ € [0, 1] tivermos:
F(A=Mx+hy) < (1=0)fx)+Af(y), VxyeD.

As vezes dizemos apenas que f é convexa, ficando subentendido que f € uma
funcdo convexa em todo seu dominio. Observa-se da defini¢do anterior, que o grafico de

uma fun¢do convexa deve estar localizado abaixo ou sobre o segmento de reta que liga os
pontos (x, f(x)) e (v, f(¥)), V x,y € D.

R .
R I
!
I B"
L RH
(a) f € convexa (b) f ndo é convexa

Figura 2.2: A funcdo em (b) ndo é convexa pois o segmento ponti-
lhado estd abaixo do grdfico de f.

Toda funcdo convexa possui conjunto de nivel convexo para todo nimero real,
isso € o que afirma o préximo resultado, mas vale destacar que a reciproca ndo é

verdadeira.
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Teorema 2.15 Considere D C R" um conjunto convexo. E seja f : D — R convexa. Entdo,

para todo niimero real c, o conjunto de nivel Ly p(c) € convexo.

Prova. Seja ¢ € R um nimero qualquer fixo. Se Ly p = 0, o teorema estard demonstrado
(o conjunto vazio € convexo trivialmente). Considere agora que o conjunto de nivel de
f associado a ¢ € R seja diferente do vazio. Sejam x,y € Ly p entdo x,y € D, f(x) < c¢
e f(y) < c. Pela convexidade de D, Ax+ (1 —A)y € D, para qualquer A € [0, 1]. Pela

convexidade de f em D
fOx+(1=0y) <Af(x) + (1 =A)f(y) She+(1-Me=c,
o que mostra que (Ax+ (1 —A)y) € Ly p(c). O

Com o objetivo de caracterizar as funcdes convexas, definiremos epigrafo de uma
funcdo, para em seguida apresentar um teorema que relaciona convexidade de conjuntos

e fungdes.
Definicao 2.16 O epigrafo da funcdo f: D C R"* — R é o conjunto em R" x R dado por
Ef={(x.c) e DxR| f(x) < c}.

Teorema 2.17 Seja D C R" um conjunto convexo. Uma fungdo f: D — R é convexa se,

e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R" x R.

Prova. Suponhamos inicialmente que o epigrafo Ey seja convexo. Tomemos x,y € D
quaisquer. Observa-se claramente que (x, f(x)),(y, f(y)) € Ey. Da hipdtese de ser Ey

convexo, para todo A € [0, 1] temos

(Ax+ (1 =2y, Af (x) + (1 =) f () = Mx, f(x) + (1 = M) (3, f () € Ef

Pela definicdo de epigrafo, isto € equivalente a

fOx+(1=N)y) <Af(x) + (1 =A)f (),

logo, f € convexa. Para demonstrar a reciproca, considere f convexa. Sejam 0s pontos
(x,c1),(y,c2) € Ef. Como f(x) < c1 e f(y) < ca, pela convexidade de f, para todo
A € [0, 1] segue que,

fOx+(1=Ny) <Af(x) + (1 =A)f(y) < her + (1= A)ea,
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onde obtemos,
Ax,e1) +(1=A)(ne2) = (- (1 - M)y ket + (1 - A)ea) € Ey.

O que mostra que Ey € convexo. 0

Tanto a convexidade de conjunto como de fun¢des sdo caracteristicas importan-
tes em problemas de otimizagao, sendo que estas hip6teses serdo consideradas em capitu-

los posteriores. Por agora, destacamos o seguinte resultado.

Teorema 2.18 Considere f : D — R uma funcdo convexa definida no conjunto convexo

D C R". Entdo todo minimizador local em D é minimizador global em D.

Prova. Ver pagina 77 de [9]. 0

Na otimizacdo ndo diferencidvel e convexa, frequentemente necessitamos da

no¢ao de cone normal.

Definicao 2.19 Seja D um conjunto convexo, e X € D. O cone normal ao conjunto D no

ponto X é dado por

Np(x)={yeR"| (yyx—%) <0 VxeD}.

(a) (b)

Figura 2.3: (a) e (b) sdo exemplos de cone mormal ao conjunto
convexo D no ponto X.

Trataremos agora sobre projecdes ortogonais de um ponto x € R” sobre um
conjunto D C R”.

Se D C R", a proje¢ao (ortogonal) de um ponto y € R" sobre D é um ponto em D
que estd mais proximo de y utilizando a distancia medida pela norma euclidiana. Assim

podemos dizer que a projecdo de y sobre D é uma solug@o do problema de otimizagdo

min||x—y|| sujeitoa x€D.
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Quando o conjunto D € ndo vazio e fechado, existe uma projecao de y sobre D. Se além

disso, D € convexo, a projecao € tinica como mostra o seguinte resultado.

Teorema 2.20 (Teorema da Projecao) Seja D C R" um conjunto fechado, ndo vazio
e convexo, entdo para todo ponto x € R" a projecdo de x sobre D existe e é iuinica.
Escrevemos Pp(x) significando a projecdo de x sobre D. Além disso, X = Pp(x) se, e
somente se,

xeD, (x—x,y—X)<0 VyeD, (2-5)

ou, equivalentemente,
xeb, x—X € Np(X).

Prova. Veja pagina 102 de [9]. O

]\“‘YD(ZE)

Figura 2.4: Para todo y € D, (x — X,y — X) < 0, ou equivalente-
mente x — X € Np(X).

Mostraremos a seguir que o operador projecdo € ndo expansivo, isso significa
que a distancia entre dois pontos de R"” ndo pode ser menor que a distancia das projecdes

desses pontos sobre um conjunto fechado e convexo.

Teorema 2.21 Seja D um conjunto convexo e fechado. Entdo para todo x,y € R" temos

[1Pp(x) = Pp ()|l < [lx = |-

Prova. Se Pp(x) = Pp(y), ou seja, se ||Pp(x) — Pp(y)|| = 0 o resultado vale trivialmente.
Suponha entdo que Pp(x) # Pp(y). Usando a relagdo (2-5) com Pp(x) € D e Pp(y) € D
obtemos duas desigualdades

(x—=Pp(x),Pp(y) = Pp(x)) <0,  {y—Pp(y),Pp(x)—Pp(y)) <O0.

Somando membro a membro essas expressoes, obtemos da linearidade do produto interno

0> (y—Pp(y) —x+Pp(x),Pp(x) — Pp(y)) = ||Pp(x) — Pp(y)||* + (y —x, Po(x) — Pp(y)),
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usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos concluir que

1Po(x) = Po)I* < (x =3, Po(x) = Po(y)) < lx =y |Po(x) = P,

dividindo ambos os lados dessa relagdo por ||Pp(x) — Pp(y)|| obtem-se o resultado dese-
jado. 0

2.2.2 Funcgoes convexas

Descreveremos mais detalhadamente assuntos sobre fungdes convexas (ndo ne-
cessariamente diferencidveis). Iniciamos mostrando que a soma de um nimero finito de

funcdes convexas é convexa.

Proposicao 2.22 Considere D C R" um conjunto convexo e sejam f; : D — R fungoes
convexas para todo i = 1,...,m. Entdo, dados quaisquer niimeros reais ndo negativos O,
i=1,....,m, afuncdo f : D — R definida por

= iaifi(x)

é convexa.

Prova. Sejam x,y € D arbitrarios. Como as funcdes f;, i = 1,...,m s@o convexas e o; > 0,

para qualquer A € [0, 1] temos

fOx+(1=Ay) = Zoclfl At (1=M)y) < ) o (Afi(x) + (1 =) fi(y))

lMS

= ?»Zocifi(X) Z%ﬁ =M () + (1T =A)f0)-
i=1 i=1
Isso mostra que f € convexa em D. 0J

Enunciaremos a seguir um importante resultado relativo a continuidade de fun-

¢Oes convexas.

Teorema 2.23 Sejam U C R" um conjunto convexo e aberto e [ : U — R uma funcdo
convexa. Entdo f é localmente Lipschitz continua em U. Em particular f é continua em
U.

Prova. Veja pagina 144 de [9]. 0

Para funcgdes convexas ndo diferencidvel, o conceito de subgradiente é uma

generalizacdo do vetor gradiente. Esta no¢do € bastante utilizada na otimizagdo convexa.
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Definicao 2.24 Seja f : R" — R uma funcdo convexa. Dizemos que y € R" é um subgra-
diente de f no ponto x € R se

f(2) > f(x)+ (y,z—x) VzeR" (2-6)

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é dito subdiferencial de f em x, e é
denotado por df (x).

Cada subgradiente y € df(x) define uma aproximagio linear 7 : R" — R dada
por T(z) = f(x) + (y,z—x), cujo grifico se encontra abaixo do gréifico de f, e tal que
T(x) = f(x).

Quando f: R" — R € convexa e diferencidvel em x, a desigualdade (2-6) é
satisfeita com y = V f(x). Com efeito, dado z € R" qualquer, pondov =z —x,set € (0, 1]

segue da convexidade de f

fotv) =flz+(1-0)x) <tf(2) + (1 =0)f(x) = 1(f(2) = f(x) = fx+1v) = f(x).

Dividindo os dois lados desta dltima desigualdade por ¢ > 0, e passando o limite com
t — 0T, obtemos

£ = F) > lim LEEM =)

T =0t t

= (Vf(x),v) = (Vf(x),z2 =),

onde primeira igualdade acima segue de resultados sobre derivada direcional, quando a

funcdo € diferencidvel, veja paginas 120 e 139 de [13].

Teorema 2.25 Seja f : R" — R uma funcdo convexa. Entdo para cada x € R", o sub-
diferencial de f em x é um conjunto ndo vazio, convexo e compacto. Além disso, [ é

diferencidvel no ponto x € R" se, e somente se, df (x) = {V f(x)}.

Prova. Veja pagina 173 e 176 de [9]. 0

O préximo resultado generaliza o Teorema 2.8 para fungdes convexas nio

necessariamente diferenciaveis.

Teorema 2.26 Um ponto x € R" ¢ solucdo do problema de minimizacdo de uma funcdo

convexa f : R" — R restrita a um conjunto convexo D C R" se, e somente se,
dyedf(x) talque (yx—x)>0 VxeD,

ou, de forma equivalente,
0 € df(X) + Np(X).
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Em particular, X é solucdo do problema de minimizacdo de f em R" se, e somente se,
0 € df(x).

Prova. Veja pagina 177 de [9]. 0

Outra caracteristica importante do subdiferencial de uma fun¢io convexa € que,

sobre conjuntos limitados o subdiferencial também € limitado.

Proposicao 2.27 Seja f : R* — R uma funcdo convexa. Se D C R" é um conjunto

limitado, entdo o conjunto Uycpdf(x) também é limitado.

Prova. Veja pagina 179 de [9]. 0

Proposicao 2.28 Sejam f; : R" = R, i = 1,...,m, funcoes convexas, e considere que
f:R" = R édefinida por f(x) =Y. | fi(x). Entdo para todo x € R"

wmziwm.

Prova. Veja pagina 180 de [9]. 0

Se f; : R" — R sdo func¢des convexas parai = 1,...,m, é possivel mostrar que a

fungdo f(x) = [max fi(x) também é convexa. No entanto, mesmo que f;comi=1,...,m,
Ism

seja diferencidvel, pode ser que f ndo seja. O proximo teorema mostra, em particular,

como obter o subdiferencial de f.

Teorema 2.29 Seja Z um conjunto compacto. Suponha que g : R" x Z — R seja uma
fungdo continua tal que g(+,z) : R" — R seja convexa para todo z € Z. Seja
fR"=>R, f(x) = maxg(x,z).
€2
Se g(-,z) é diferencidvel para todo 7 € Z e 3—§(x, -) é continua em Z para todo x € R",
entdo

af@)zcmw{gfwsn\zezuo}, reR",

onde

20 = {z€ 2] 1) = 59 = maxete) |

Prova. Veja pagina 181 de [9]. O
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O Teorema 2.29 se aplica, por exemplo, para a funcdo f : R — R, dada por
f(x) = |x|, pois é fécil ver que f(x) = mazxg(x,z), onde Z = {1,2}, g(x,1) =x e
z€
g(x,2) = —x. Parax >0, f(x) =x=g(x,1), Z(x) = {1} e temos que

Parax =0, f(0) =0=g(0,1) =g(0,2), Z(0) = {1,2} e temos que

af(0) = conv{g—g(o, 1), 98

X X

(0,2)} =conv{l,—1} =[-1,1].

Algumas vezes, em métodos computacionais de otimizacao, faz-se necessdrio o cdlculo

de um valor aproximado do subgradiente. Surge entdao o conceito de €-subgradiente.

Definicao 2.30 Seja f : R" — R uma funcdo convexa, e € um niimero ndo negativo.

Dizemos que y € R" é um €-subgradiente de f no ponto x € R se
f@)>f(x)+{nz—x)—e VzeR"

O conjunto de todos os €-subgradientes de f em x chama-se €-subdiferencial de f em x,

e é denotado por dg f (x).



CAPITULO 3

Método do Subgradiente Incremental

Neste capitulo descreveremos o foco central desse trabalho. Apresentaremos o
algoritmo do subgradiente incremental e estudaremos alguns resultados de convergéncia
para ele. Para estes resultados utilizamos [14] como referéncia principal. As técnicas
apresentadas neste capitulo, embora sejam para otimizagdo convexa ndo diferencidvel,
podem ser de grande interesse na resolu¢do de problemas em que a fung@o objetivo seja
diferencidvel, ou até mesmo ndo convexa (veja, por exemplo, secdo 5.2 de [9]).

Considere novamente um problema de otimizagdo descrito da forma

on

min f(x) := ) fi(x), sujeitoa x€X, (3-1)

i=1

onde f; : R" — R, i=1,...,m sdo funcdes convexas ¢ X C R"” € um conjunto ndo vazio,
fechado e convexo. Em seguida apresentaremos o método subgradiente incremental o qual

serd usado para resolver o problema (3-1).

Algorithm 3.1: Algoritmo do subgradiente incremental

Escolha x° € R” e defina k = 0.

Passo 1. Seja
yoh =i, (3-2)

Passo 2. Paracadai=1,...,m obtenha g'* € af;(y'~'*) e calcule
v = Py (W - o). (3-3)

Passo 3. Atualize
xR = gk, (3-4)

Tome k := k + 1 e retorne ao Passo 1.

No Algoritmo 3.1 a atualizacdo descrita em (3-3) denota as m subiteragdes do

k-ésimo ciclo, e o f;(y'~ %) & o subdiferencial (conjunto de todos os subgradientes) de f;
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no ponto '~ Lk,

E importante destacar que na otimizagdo ndo diferencidvel, mais especialmente
em métodos subgradientes, em geral, critérios de parada nao sao simples. Esta deficiéncia
pode ser vista quando tentamos adaptar critério de parada utilizados em outros métodos.
Por exemplo, no caso diferencidvel a condigio ||V £(xX)|| < € onde € > 0 é suficientemente
pequeno, € bastante utilizada. No entanto, afirmamos que esse tipo de regra nao pode ser
estendida ao caso ndo diferencidvel, como mostra o seguinte exemplo. Seja f : R =+ R
dada por f(x) = |x|. Temos que, para x* # 0 suficientemente préximo da solu¢io x* = 0,
tem-se |g| = 1 para todo g € 9 f(x*). Até mesmo se x* = 0, pode acontecer de |g| > €, pois
af(0) =[—1,1].

Todos os resultados desse capitulo objetivam solucionar o problema (3-1). As-
sim, sempre que nos referirmos a fun¢do f ficard subentendido se tratar da fungdo, escrita
como soma das f;’s, do problema (3-1). Também, por simplicidade, escreveremos muitas
vezes método incremental ao invéz de método do subgradiente incremental.

Em principio, analisando as iteracdes (3-2)-(3-4) no Algoritmo 3.1, obtemos
uma estimativa que € frequentemente exigida em métodos subgradiente, pois como
afirma o préximo resultado, sob certas hipéteses, a soma dos subgradientes g'* é um

gx-subgradiente de f em x*, onde &; > 0 é um valor que depende de 0.

Proposicdo 3.1 Considere o problema (3-1), e seja {x*} uma sequéncia gerada pelo

Algoritmo incremental 3.1. Suponha que, os valores

C = sup{HgH g€ aﬁ(xk)uaﬁ(wi_l’k)}, i=1,...m (3-5)
k>0

m . .
sejam finitos. Entdo Y, g% € d¢, f(x*), onde g"* sdo os subgradientes no Passo 2 do
i=1

Algoritmo 3.1, e

& _2occh (Zc) (3-6)

17

Prova. Observe inicialmente, que para todo z € R", pela linearidade do produto interno,

podemos escrever

Zg,zx:

((g kz—yimthy 4 <gi7",\|fi*1”‘—x">> :

TP

Usando a desigualdade de Cauchy-Shwarz no segundo membro do lado direito dessa
igualdade e sendo, g% € of; (Y~ 1¥) = fi(z) > fi(y 1K)+ (g%, z— 1K), para cada
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i=1,...,m segue entdo, com algumas manipula¢des algébricas, que
Yot < ¥ (ﬁ(z) — F )+ [l =)
i=1 i=1

m
= Q)= £+ Y (A~ A+ g =)

i=1

como para i = 1, ¢~k = yO% = xk na soma do lado direito da relacdo acima podemos

omitir o primeiro indice, ou seja, temos
Zg”%z #) < 1) +Z(ﬁ — A g ) )

Como f; é convexa, para cadai=1,...,m, existe §"* € 9f;(x") tal que

[y ™) > £ + (g p R =R,

o qual combinado com a desigualdade de Cauchy-Schwarz, implica que para cada

i=2,....m

[ = filw ™) < (@K ) <[l (3-8)

Assim, podemos combinar a relagdo (3-7) em (3-8) para obter a seguinte desigualdade

(Yo < £@) - 1+ X I+ 180) v HE -4 39)
i=1

i=2

Usando as defini¢oes (3-2)-(3-4), a ndo expansividade do operador projecdo e ainda que

xK :\|I0’k € X temos, parai=2,...,m

Hwi—l,k_ka < |2k — gtk 0k
< |lpy (Wi 3k _ g g Zk)_PX (wo,k>H+(xk‘gi71,kH
< Wif3,k _ OtkgifZ,k _ Wo,k Foy Hgifl,kH
i—1
< afjgt| e —a X o 0
j=1

Agora, combinando a hipétese (3-5) com as relacdes (3-9) e (3-10) podemos concluir que

Zg’k,z ) < f(2) +ch (ach)



3.1 Anélise de convergéncia 29

e pela definicdo de €; em (3-6) obtemos, para todo z € R”

1) > F) + (L g 2 e,

i=1
mo .
ou seja, Y gk € dg, f(x5). O
i=1

Assim, pela Proposicdo 3.1, se os subgradientes g"* e g% sdo limitados para todo
k > 0, e consequentemente os valores C; serdo finitos, entdo €; € limitado e tende a zero se
oy — 0. Segue que, se escolhermos o comprimento de passo o tal que o, — 0, entdo, sob
hipdteses usuais, as propriedades de convergéncia do método subgradiente (veja pagina

349 de [10]) podem ser estendidas para o método incremental.

3.1 Analise de convergéncia

Antes de passarmos as consideragdes sobre os resultados de convergéncia,
destacamos que no decorrer desse trabalho adotaremos as seguintes notagdes
ff=inf f(x), X*'={xeX;f(x)=f"}, dist(x,X")= inf |x—x"].
xeX xeX*

Além disso, para obter os resultados de convergéncia nessa se¢do, precisamos da seguinte

hipétese sobre os subdiferenciais das fun¢des componentes.

Hipétese 3.2 (Subgradientes limitados) Existem niimeros reais Cy, ... ,Cy, tais que
gl <G Vgeafituafi(y= %), i=1,....m k=0,1....

Sendo cada f; uma fungdo real convexa sobre o espaco inteiro R”, o subdiferen-
cial df;(x) é ndo vazio, convexo e compacto para todo x e todo i (veja Teorema 2.25).
Logo, se o conjunto X é compacto, ou as sequéncias {y"*} sio limitadas, entdo a Hip6-
tese 3.2 € satisfeita, jd que o conjunto Uyepdfi(x) é limitado para todo conjunto limitado
D (veja Proposicao 2.27).

Introduziremos agora o Lema que fornecerd uma estimativa que serd usada

repetidamente nas andlises de convergéncia.

Lema 3.3 Assuma a Hipotese 3.2 e seja {xk} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo

incremental 3.1. Entdo para todoy € X e k > 0, temos

4! = y)2 < [l )2 =206 (£(4) — () + 03 C
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m
onde C =Y, C;, e C; é a constante da Hipotese 3.2
i=1
Prova. Usando a propriedade ndo expansiva do operador projecao, e a iteragdo do método
incremental, temos para todo y € X
ik 2 i—1,k i,k 2
W =yl" < v —oug™ -yl

=t =y = 200,y

(3-11)

—.8") +aglg"
Como g'* € af;(y'~1*), a desigualdade do subgradiente (Definicdo 2.24) implica que
W —yg™) = fiy ™) — fiy)

multiplicando a ultima desigualdade por —20ay < 0 e substituindo em (3-11), obtemos

oyl < P =204 (AW~ £i) +edC] ik

onde usamos também a limita¢do do subdiferencial (Hipétese 3.2). Agora, como a ultima
relacdo vale para todo i = 1,...,m, e como x*T! = y"k e xk = w0k segue entdo que para
todoy € X e todo k

e e M U RE )R 3G

i=1

- ||x’<—yu2—2ak( 700+ (s fi(x"))>

i=1

m
+oi Y CF. (3-12)
i=1

Como f; é convexa, entdo para todo i = 1,...,m, existe g* € afi(xk), i.e.,

Sy = fi(odh) > (@K R =i

multiplicando a ultima desigualdade por —20y < 0 e usando Cauchy-Schwarz e Hipétese

3.2, temos

i—1,k kH SzakCiHWi_]’k_ka- (3_13)

204 (ilw' ™) = £i()) < 208"

Agora, usando um argumento similiar ao da Proposicao 3.1 (veja equacdo (3-10)),

podemos obter, parai =2,...,m

i—1
™ = <o Y 8"
j=1
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Dai, combinando a dltima desigualdade com (3-12) e (3-13), temos

m i—1 L
2 < ||xk—y||2—2ock<f(x")—f(y)>+20c%ZCi(Zﬂg”k )w%ZC?
=2 \j=1 i=1

m i—1 m
2y ¢ (Z Cj> +Y. ¢
=2 \j=1 i=1

IN

I = yI2 = 204 (£() = £3)) +

Usando a definicdo da constante C, o ultimo termo do lado direito da relacdo acima pode

ser escrito como )

=C?

m

e

i=1

m i—1 m
2) G (ZCJ) +) G =
i=2 j=1 i=1

portanto, para todo y € X e todo k > 0, concluimos que

4T = 312 < [ = 3P = 204 (£(5) ~ £(3) ) + o€,

O

Entre outras coisas, o Lema 3.3 garante que dado um iterando x* e um ponto
y € X, tal que a funcdo objetivo avaliada nesse ponto seja menor ou igual ao valor avaliado
em x*, ou seja f(y) < f(x¥), o iterando seguinte x**'! ndo podera estar mais longe de y que
xk desde que o passo oy seja um valor pequeno (menor ou igual a 2(f(x*) — f(v))/C?)).
A seguir discutiremos algumas escolhas de comprimento de passo oy e as andlises de

convergéncia associadas.

3.1.1 Regra comprimento de passo constante

O primeiro caso considerado € a regra de comprimento de passo constante, onde
oy € um valor fixo positivo o para toda iteracdo k. Esse tipo de comprimento de passo

serve como uma motivagao para outros casos que serdao considerados.

Teorema 3.4 Assuma a Hipdtese 3.2, e seja {xk} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo
incremental 3.1 com o comprimento de passo 0y = O para todo k > 0. Entdo as seguintes

afirmacoes sdo vdlidas:

(a) Se f* = —oo, entdo
liminf f(x*) = f*
k—roo
(b) Se f* > —oo, entdo
aC?

liminf f(x) < f*+ =,
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m
onde C =Y, C;, e C; é a constante da Hipotese 3.2.
i=1

=

Prova. Provaremos (a) e (b) simultaneamente. Para isso suponha que o resultado ndo seja

verdadeiro, logo existe € > 0 tal que
aC?
liminf f(x*) > f* + —— +2e.
k—so0 2
Como f € continua existe também y € X tal que

2

C
liminf 5> 16+ aT +2¢. (3-14)
—»00

Por definigdo de lilgninf f(x*) = supinf{ f(x/) | j > k}, podemos encontrar ko suficiente-
—ro0 k

mente grande tal que para todo k > kg

£(x*) > liminf f(x*) —e. (3-15)

k—oo

Somando termo a termo as desigualdades (3-14) e (3-15) obtemos

oC?

FE) 1) = =+

Agora, combinando o Lema 3.3 com y =y e 0o = o e a ultima desigualdade, obtemos

para todo k > kg

=32 < =92 =20 (£ - £5) ) + 0
2
< =520 <%+8>+0¢2C2

— k5|2 —20e.
Sendo essa relagdo vélida para todo k > kg, podemos concluir que
T =312 < [l 311 — 208 < [l =92 — doe < o < [aF0 =12~ 2 (K1~ ko) e,

o qual ndo € verdadeiro para k suficientemente grande. Dessa contradicdo, segue que
liminfy .. f(x¥) < f* 4+ aC?/2. Em particular se f* = —oo temos liminfy_,.. f(x*) = f*

concluindo a demonstracao. O
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3.1.2 Regra comprimento de passo pré-determinado

Trabalharemos agora com o caso onde o comprimento de passo € fixado a priori e
satisfaz o > 0 e o — 0 (k — o0). Ressaltamos que o primeiro resultado a ser introduzido
¢ semelhante ao classico resultado de convergéncia do método do subgradiente (veja, por

exemplo, o Teorema 5.1.1 pagina 349 de [10]).

Teorema 3.5 Assuma a Hipdtese 3.2, e seja {x*} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo

incremental 3.1, tal que o comprimento de passo Oy, satisfaz

o >0, ]}i_r>n0ck:O, ZOCkZOO.
“ k=0

Entao,
liminf f(x*) = f*.

k—yo0

Prova. Suponha que a afirmagdo nao seja verdadeira, ou seja, que li]gn inf f(x*) > f*. Entdo
—>00
existe € > 0 tal que
liminf f(x*) > f* + 2e.
k—>oo

Sejay € X tal que
1?mwuﬂzﬂﬁ+%. (3-16)
—>00

Como estamos supondo que lilzninf f (xk) > f* podemos afirmar, em qualquer caso
—»00
(f* = —oo0u f* > —o0), que li]?linff(xk) > —oo, Logo, pela definicao de lilzninff(xk) =
—3»00 —>0
supinf{ f(x/)| j > k}, existe um indice ko tal que k > ko implica em
k

inf {f(x/)| j > k} > limnf F) —e.
Mas, para todo &, f(xk) > inf{f(xj) | j> k}. Assim, para todo k > ko
f(xk)gzlg?igff(xk)——e. (3-17)
Somando termo a termo (3-16) e (3-17) temos

fOEN—f@) >e, V> k.

Agora, combinando o Lema 3.3 com y =y e a ultima desigualdade, obtemos para todo
k> ko

T = 912 < [ = 5P = 204 (£() = £(5) ) +0FC2 < [l = 517 — 2048 + 02,
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Como oy — 0 existe k; > kg tal que para todo k > ki, oy C? <e= OL%C2 < 0y €. Assim,
para todo k > ki segue que

TSI < =S > eag < i — P — 9

Podemos concluir entdo, que para todo k > k; vale
: - k 2 k41 2 k 2 1 2 k 2
eY o< Y (I =9I = W —517) = [l — 92— - 9 < 9,
J=ki J=ki
mas isso € uma contradi¢cdo quando k — oo, pois por hipétese ) ;> 0t = oo. 0

Quando assumimos ainda que o conjunto solucdo X* é ndo vazio e limitado, a

conclusdo do Teorema 3.5 pode ser fortalecida como mostraremos a seguir.

Teorema 3.6 Assuma a Hipotese 3.2 e considere que X™* € ndo vazio e limitado. Suponha
ainda que {x*} é uma sequéncia gerada pelo Algoritmo incremental 3.1 tal que o

comprimento de passo Oy satisfaz

oy >0, lim oy = 0, Oy, = oo.
X lim oy k;) "
Entao,
lim dist <xk,X*> ~0 lim f(x*) = f*.
k—ro0 k—yo0

Prova. A idéia consiste em mostrar que uma vez que a iteragio x* entra em um conjunto de
nivel, ele ndo pode ir para longe desse conjunto. Para isso, fixamos y > 0. Como oy — 0,
existe ko tal que 0(,%C2 <oyy Vk2>ko. Distinguimos dois casos.

Caso 1: f(x*) > f*+7. Pelo Lema 3.3 obtemos para todo x* € X*

T = 2|2 < ot | = 204 (£06) — £ ) + a2
entio, como f(xk) —f>7 e OL/%CZ < oyY, temos
T — 17 < = )P — oy < =) (3-18)

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados de (3-18) e tomando o infimo sobre os

x* € X*, conclui-se que

dist (xk+1,x*) < dist <xk,X*> . (3-19)
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Caso2: f(x*) < f*+1v. Nesse caso, vemos que x* pertence ao conjunto de nivel
Ly:=Lex (f"+7) ={y e X[ fO) </ +7}
que ¢ limitado (em vista da limitagcdo de X*), assim podemos afirmar que

dist (xk,X*> < maxdist (y,X*) 1= d(y) < oo. (3-20)
YELy

Usando Lema 3.3 com y = x* temos que ka“ —xk H2 < (X,%Cz, o qual implica que
|41 — x*|| < axC. Logo, para todo x* € X*

[T =] < = ]| < o
ao tomarmos o infimo sobre x* € X*, obtemos
dist (x"“,x*) < dist (xk,x*) +o,C,
combinando (3-20) com a dltima expressdo, segue que
dist (xk“,x*) < dist (ka> o€ < d(y) + ouC. (3-21)

Agora, vemos que o Caso 1 ndo pode ocorrer para todo k > ko, pois por (3-18) teriamos

k k
0< W =P <o -2 Py Y oy = v Y oy <[ —x*|?,
J=ko J=ko

o0 que seria uma contradi¢io quando k — oo, pois por hipdtese ) ° , 0 = o0. Logo, o Caso
2 necessariamente ocorre para infinito k. Seja entdo ky < kp < --- < k; <--- os indices

consecutivos a partir de kg em que ocorre o Caso 2. Por (3-21), temos
dist (x"f“,x*) < dist (xkf,X*) +og,C<d(y)+ox,C  Vji=12,.... (322)

Desta forma, fixado um j, vemos que para os indices k = k; +1,...,k;j;1 — 1 ocorreu o

Caso 1, entdo por (3-19) temos
dist <x’<f+1,x*) < dist <x’<f+1—1,x*> < ... < dist (xkf+1,x*> . (3-23)
A partir das desigualdades (3-22) e (3-23) podemos concluir que

dist (4,X°) Sdm)+o,C i+ 1 Sk<kji (3-24)
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Portanto, para cada y > 0 fixado inicialmente, podemos obter indices da sequéncia {x*}
satisfazendo (3-24). Assim, dado € > O arbitrario, em vista da continuidade da fun¢do
f, e sendo X* ndo vazio e limitado, segue que o conjunto de nivel de f é compacto.

Entio, lir%d(y) = 0. Logo existe yp > 0 tal que d(yp) < €/2. Para esse Y existem indices
Y—

ki <k <---<kj<--- dasequéncia {x*} tal que ocorre a desigualdade (3-24) (com Yo
no lugar de y). Como ay, — 0 (k — o) qualquer subsequéncia de oy também tende a zero,
em particular oy, — 0 (j — o), entdo existe jo tal que ocijC <g/2, Y j> jo,por(3-24)

podemos concluir que

dist(xk,X*) <d(y) + o, C<2+§:€ Yk >kj+1,

isto prova que klim dist (xk,X *) = (. Novamente, usando a continuidade da funcao f esta
—>00

relagdo implica também que klim fxK) =~ O
—o0

O Teorema 3.6 nio garante convergéncia de toda a sequéncia {x*}. Em seguida
mostraremos que, com hipétese adicional no comprimento de passo, esta convergéncia é

garantida.

Teorema 3.7 Assuma a Hipotese 3.2 e considere que X* é ndo vazio. Suponha ainda que
{xk} é uma sequéncia gerada pelo Algoritmo incremental 3.1 tal que o comprimento de

passo Oy satisfaz
o >0, Z()(.k:m7 ZOC]%<°°.
=0 k=0

Entdo a sequéncia {xk } converge para alguma solugdo dtima.
Prova. Seja x* € X*, claro que f(x*) > f* = f(x*) = f(x*) — f(x*) >0 V k > 0. Entio,
usando o Lema 3.3 com y = x* temos que
e N A L (f(xk) — f(x)) +0gC?
[l =% + o C?

IN

Como essa desigualdade vale para todo x* € X* e todo k > 0, segue da Defini¢ao 2.5 que
a sequéncia {x*} é quasi-Féjer convergente ao conjunto nio vazio X* (pois por hipétese
Yy, oc,% < o). Pela Proposic¢io 2.6 {x*} ¢ limitada, e portanto possui um ponto de
acumulacdo x. Agora, pelo Teorema 3.6 temos que ¥ € X*. Entdo, segue novamente da

Proposicio 2.6 que toda a sequéncia {x*} converge para . 0
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3.1.3 Regra comprimento de passo dinamico para f* conhecido

No caso particular quando f* é conhecido, uma alternativa interessante para o
comprimento de passo 0, que foi proposto por Polyak [15] no método do subgradiente,

¢ dado por
kY _ £*

k ) < 2,
4]

<l

onde gk € of (xk) No problema (3-1) onde f € a soma das f;’s, suponha que conhecemos
f* previamente. Para o Algoritmo do subgradiente incremental 3.1, visando evitar o
célculo de || gk|| a cada iteracdo, consideramos uma variacdo para este comprimento de

passo, especificamente

kY _ f£*
=3l oe (3-25)

1
IN
=
IN
=<l
N
)

onde

C =

(ngE

o Gizsup{llgllig € VAW, i=1,m (3-26)
1 k>0

Para o comprimento de passo (3-25)-(3-26), mostraremos a seguir, um resultado

de convergéncia que também foi obtido no Teorema 3.7.

Teorema 3.8 Assuma a Hipotese 3.2 e considere que X* é ndo vazio. Entdo a sequéncia
{xk } gerada pelo Algoritmo incremental 3.1 com a regra de comprimento de passo (3-25)-

(3-26) converge para alguma solugdo oétima.

Prova. Usando o Lema 3.3 com y = x* € X*, segue que
I |2 <l — x| — 204 (f(xk) —f*) +a2C? V>0 (3-27)

Da limitagao de Y, em (3-25) temos 0 <Y<Y <Y<2 < 0<2-y<2—-y% <2-y<2
Destas duas equivaléncias obtemos 0 < Y(2 —7) < ¥ (2 — ). Dat, usando a definigdo de
oy (dada em (3-25)) em (3-27), resulta que

£\ 2 N 2
||xk+l_x*||2 < ”xk_x*”Z_z,Yk(f(xk)_f) +,Y]%<f(xk>_f)

C
4 -2
= - (170

k %
- xP-ye-p (T ) < peext e

IN
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Sendo a relagio (3-28) valida para todo k > 0 e todo x* € X*, segue que a sequéncia {x*}
é Féjer convergente ao conjunto nio vazio X*. Pela Proposicdo 2.6, a sequéncia {x*} é
limitada e portanto possui um ponto de acumulacao x. Seja {xkf} uma subsequéncia de

{x*} tal que lim x*/ = %. Da relagdo (3-28), temos
e

xkj _f% 2
it o< -y (L2

aplicando o limite com j — oo, segue da continuidade de f que

sy’

2< 2 7
=P < e -y -1 (19

o qual implica que X € X*. Portanto, a Proposi¢do 2.6 também garante que X = klim X0
—

3.1.4 Regra comprimento de passo dinamico para f* desconhecido

Na maioria dos problemas praticos o valor f* ndo € conhecido. Neste caso
podemos modificar o comprimento de passo (3-25) substituindo f* por uma estimativa.

Isto induz a regra comprimento de passo dada por

ﬂmfm

=Yk 2

<Y=SNs=Y<2, Vk=0, (3-29)

onde C ¢ definido em (3-26) e f,ﬁev ¢ uma estimativa de f*.

lev

Discutiremos dois processos para atualizagdo de f,°Y, em ambos ele serd a

diferenca entre o melhor valor da funcdo Omln f(x/) e uma constante positiva & que
<i<

serd ajustada durante a execucdo do algoritmo.

No primeiro processo de ajustamento, f’ev ¢ dado por

A= min f() =8, (3-30)

0<j<k

e 9y € atualizado da seguinte forma

+1 lev
S,y = PO, se fOA) <] (3-31)

max {B&;,8}, se f(xkt )>flev

onde 9, 0, B e p sdo constantes positivas fixadascom0 <3<y, <1 e p>1.Se,em

k+l)

uma dada iteragdo ocorrer, f(x < f,ﬁev, aumentamos Oy | ou mantemos ele no mesmo

valor, dependendo da escolha de p. Por outro lado, se f(x**t1) > fl¢, ;. é reduzido até
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o possivel valor 3. De qualquer forma, isso garante que o passo o de (3-29) é positivo,

pois para todo k > 0

FO) = min f() =8+8 = f"+8 = f(O)-f" =8>8 (332
<j<
entao L l
f XY — flev 5

Para esse método, apresentamos um resultado semelhante ao obtido com o comprimento

de passo constante dado no Teorema 3.4.

Teorema 3.9 Assuma a Hipotese 3.2, e seja {xk} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo
incremental 3.1 com a regra comprimento de passo dindmico (3-29) e processo de

ajustamento (3-30)-(3-31). Entdo as seguintes afirmagées sdo vdlidas:

(a) Se f* = —oo, entdo
Inf f(x5) = f*.
(b) Se f* > —oo, entdo

: k < f* )
Inff) <f7+9

Prova. De forma anédloga a demonstra¢do do Teorema 3.4, mostraremos os itens (a) e (b)

Observe que, se ocorrer f(x¥) < f,ﬁe_vl temos

k lev __ . J\ : J\ _
F&) < il —Ogrjnglil_lf(x ) =1 < OSI}lglil_lf(x )—8

pois 0 < 6 < &, Vk > 0.Issomostra que o atual valor da fungdo Or<nj£1k f(x7) decresce
<Jj<

por pelo menos 3. Logo, se a desigualdade ocorre para infintos indices, digamos k; < ky <

L ko — i j
< ki < ---, escrevendo f(x*0) 0g§ng1;2_1 f(x/) temos
) < fti= min S67) =8 < 70 -8
FO2) < fily = min | () =81 < f(1) =8 < f(x) 23
FEE) < A = min f(xl) =8y < f(H) =8 < f(xR0) —id,

0<j<ki—1
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que contradiz nossa hipétese (3-33) quando i — co. Assim, f(xk) < f,ﬁ‘jvl nao podera
ocorrer para infinitos k. Logo, existe um indice kg tal que f(x*) > f,fe_vl para todo k > k.
Por (3-31) sabemos que se f(x*) > f,ﬁivl entdo & = max {B&;_1,6}. Como B < 1, vemos

que existe um ndice k > ko tal que
=8 Vk>k (3-34)
Em vista de nossa hipétese (3-33), e a continuidade de f, existe y € X tal que

inf f() =8> £(7).

Dai, usando a defini¢cdo em (3-30) e a ultima desigualdade, concluimos por (3-34) que
para todo k > k

fif! = gmin f(x7) =8> inf f() =8 > f(7)

a qual, combinada com a definicao de oy em (3-29) implica que

_ rlev 2
o (£(4) = £G)) = o (15 = f) =% (MT") Vk>k  (3-35)

Sabemos, pelo Lema 3.3 com y =y € X, que para todo k > 0
4T = 5112 < 1 = 51 = 204 (£(5) — £(5) ) + 02, (3-36)

Entdo, das expressoes (3-35), (3-36) e defini¢do de oy dado em (3-29), resulta que para
todo k > k

kY _ rlev 2 kY __ rlev 2
e - ] i (f—(x )c : ) % (—f(x )C : )

£ = fleor)?
C

= | =317 = (2= (

k 2 ~ 82
< I-5P-1e-D g,
onde usamos também a limitacdo de Y; e a desigualdade (3-32). Portanto, podemos

concluir que para todo k > k

3 B B 52 B ) 3 62
W =5IP < W Py S < TSP -2 -
52

< S WS- (k=R YR - &



3.1 Anélise de convergéncia 41

onde fazendo k — oo chega-se a uma contradi¢do. Entdo, concluimos que as afirmagdes

(a) e (b) sdo verdadeiras. O

. !
Apresentaremos agora o segundo processo de ajustamento de f,°". Neste proce-
dimento reduzimos §; sempre que o método se afasta a uma longa distancia ndo satisfa-

zendo f(xk) < flev.

Algorithm 3.2: Algoritmo comprimento de passo dindmico

Passo 0 : inicio
escolhax’ €X, 8§ >0, B>0;
sejacy =0, frf =o;
definak =0, I =0, k(I) =0 (k(I) denota o niimero de iteragdes [ em que
ocorre as atualizacdes de f,ﬁev).

Passo 1 : calcule f(x¥), se f(xX) < 7%, entdo

rec __ k
‘ A f (x )
senao
1€ = f;54 (assim f;° se mantem no menor valor atingido pelas iteragoes
geradas até o momento, ou seja, f7° = 0r<ni2k f(x7)).
<Jj<

Passo 2 :se f(x}) < i, —81/2 entdo

| defina k(I+1)=k, 6, =0, &4 =9 ,aumente [ por 1 e siga ao Passo 4.
Passo 3 :se 6, > B entao
| defina k(I+1)=k, 6, =0, &4 =9/2, aumente [ por 1.

Passo 4 : seja f,fev = k’(elc) —; escolha v, satisfazendo Y < Y% <Y ecalcule xktl

pelo Algoritmo incremental 3.1 com comprimento de passo (3-29).

Passo 5 :seja oy = o+ 04 C (onde C € a constante em (3-26));
aumente k por 1 e siga ao Passo 1.

O Algoritmo 3.2 usa 0 mesmo iterando f,f"" = f,:(el‘i — §; para os indices k =
k(1),k(I)+1,...,k(l+1)— 1. Esse valor é atualizado somente quando ocorre uma descida
suficiente da funcdo, ou 6y extrapola o valor B, Passo 2 ou Passo 3 respectivamente. Pode
ser mostrado que o valor 6 é a soma do comprimento dos passos ¢.; com k(/) < j <k
para k < k(I + 1). Sempre que G} excede o prescrito limite superior B, o pardmetro §; é

decrescido, o que aumenta o valor f,fev.

Lema 3.10 Assuma a Hipotese 3.2, e seja {xk} uma sequéncia gerada pelo Algoritmo

comprimento de passo dindmico 3.2. Entdo, | — o e

inf f(x*) = =0 ou lim §; = 0.

k>0 [—>c0
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Prova. Suponha que [ tenha somente um niimero finito de valores, digamos [ =0, 1, ... , .
Nesse caso vemos pelo Passo 3 e Passo 5 que para todo k > k(I)

Oi+1 =0k + 04C = Op—1 + 04— 1 C+ 0y C = Sk(l) +(Xk([)C—|— - 4oy C <B,

como isso vale para todo k > k([) e Oy = =0, pois foi a ultima atualizagdo de /, podemos

concluir que

_) k—so0

Mas isso é impossivel, pois pelo Passo 2 vemos que para todo k > k(1)

C)Y) o;<B = hmock_O
k(1

6 o7
f( )> frec r(ec) 81 + flev l

logo
1)~ fie
C2

Portanto, [ — oo, Para mostrar a segunda afirmag¢io suponha que llim 8 =06.Se 6>0,
—>00

7
Ol = Yk >’Y2C2>0

entio pelo Passo 2 ¢ Passo 3 segue que existe [ € N, tal que & =8 VI >1, ou seja,
as atualizacOes /, a partir de I, serdo todas feitas pelo Passo 2. Mas, se ocorre o Passo 2

obrigatoriamente o Passo 1 também devera ocorrer. Assim, V [ > [ temos

8 ) )
f(xk(l-l-l)) ]:elc+l < frec . 5 r(elcil) _25 < fre% (l+ 1 _Z‘) E’
e quando [ — o isso implica que ]11>1£ F(xK) = —oo. O

Para o segundo processo de ajustamento de flev dado no Algoritmo 3.2 mostra-
remos um resultado de convergéncia mais satisfatério que no primeiro processo, apresen-

tado no Teorema 3.9.

Teorema 3.11 Assuma a Hipotese 3.2. Entdo para uma sequéncia {xk} gerada pelo

Algoritmo comprimento de passo dinamico 3.2, temos que

£ f(b) = f*.
inff) =71
Prova. Se 1im §; > 0, entdo de acordo com o Lema 3.10, 1nf f (x¥) = —oo, mas como

l—oo
[ < 1n’(f) f(xK), neste caso, podemos conclir que ]11>1’(f) flx ) = f*. Suponha agora que
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lim §; = 0, e considere o conjunto

[—o0
§
L= {ZGN | & = 121}

Vemos que L € o conjunto dos indices / > 1 em que ocorre o Passo 3. Entdo, para k > k(1),

usando o Passo 3 juntamente com o Passo 5, obtemos

0y, =01+ 0_1C=0rr+0; ,C+oy_1C=--- = Z COLj.
k—1
Assim, novamente pelo Passo 3, sempre que Y Coa; > B temos k(I +1) =k e
J=k(1)

[+ 1 € L. Entdo, podemos concluir que
k(l)—1 B
o> — VielL.
. L C
Sendo llim d; = 0 a cardinalidade de L é infinita, portanto
—>00
o k(1)—1

Yo=Yy ) %>Z (3-37)

j=0 IEL j=k(I—1) TAS

Agora, suponha por contradi¢do que %gg F(xF) > £*, assim existe § € X e algum € > 0
tais que -
inf (') —e > f(9). (3-38)

k>0

Como & — 0, existe um indice / suficientemente grande tal que 9; < € para todo [ > I,
assim para todo k > k()

R = Fi =8 = inf f) —e > ) = fOE) =) = FO5) = £
Usando essa relacao no Lema 3.3 para o caso y = J e a defini¢do de oy, temos

=317 <t 912 20 () - l”)+ockcz

) =gl
C

xk lev 2
e v)(f”ffk) Vi > k(D).

= ¥ =91 —nwC2-) (

IN
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Somando estas desigualdades sobre k > k(ﬂ, obtemos

oo

127 & . A A
DY (rh-s)' < ¥ (ka—y||2—uxk“—yr|2)s||xk®—y||2,

ke=k() ke=k(])

e consequentemente Y, OC]% < oo (ver a definicdo de o em (3-29)). Assim, o termo geral
k=k([)

desta série tende a zero, isto €, khm Ock =0 = hm ock = 0. Além disso, por (3-37) a série
—o0

dos termos oy € infinita, logo as hipéteses do Teorema 3.5 estdo satisfeitas, entio

liminf f(x*) = f*.

k—yo0

Portanto l:r;g f(xF) = f*, o que contradiz (3-38). O

3.2 Experimentos numéricos

Nesta secdo relataremos alguns resultados numéricos com um certo tipo de

problema dado por

21
min f(x) =) (E |Aix — bi)? —|—7»||x—)?||1) , sujeitoa x>0, (3-39)
i=1
onde A é um nimero positivo, x € R” e para todo i = 1,...,m, A; sdo matrizes p X n e

b; vetores em RP. Os experimentos foram feitos no programa MATLAB e escolhemos
n=4, p=3, A= 1/me migual aos valores, 100 e 1000.

No problema (3-39) as matrizes A; sdo geradas aleatériamente, ou seja, cada
uma de suas entradas sdo valores tomados aleatériamente no intervalo [—10, 10]. Também
construimos este problema de tal forma que f(X) = 0, ou seja, de modo que X € R” é uma
solugdo.

Além de verificar a eficiéncia dos algoritmos estudados, com os experimentos
numericos, desejamos também, comparar a performace do método do subgradiente clas-
sico (1-2) e o método do subgradiente incremental (Algoritmo 3.1) aplicados para soluci-
onar o problema (3-39) usando diferentes escolhas de comprimento de passo. Escolhemos

duas regras comprimento de passo.

e Regra comprimento de passo pré-determinado definido por

D
= — >
Ol P Vk>0,
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onde D € uma constante positiva, e neste caso, adotamos regra de parada como um

certo niimero maximo de iteragdes k, ou erro absoluto ||x* — || < 1073,

e Regra comprimento de passo dindmico dado pelo Algoritmo 3.2, onde definimos

a constante B = 100 e usamos regra de parada como um certo nimero méaximo de
iteracdes k, ou erro |f(xk) —f* <1073

Os resultandos dos experimentos estdo resumidos nas tabelas seguintes e mos-

tram, em cada método avaliado, o nimero de iteracoes k feitas até que ocorra o critério

de parada, o valor funcional f(x*), onde x* é o tltimo ponto gerado, e o tempo T, em

segundos, gasto para processar essas iteragdes. Definimos o ponto inicial x°, em todos os

experimentos, como sendo a origem.

Tabela3.1: n =4, m = 100, x° = 0, f* = 0. Critério de parada,

k = 5000 iteragées ou ||x* — x| < 1073,

Regra comprimento de passo pré-determinado o, = D/(k+ 1)

Subgradiente cldssico Subgradiente incremental
D (K k T F(x k T

1 |7.6x107 | 5000 | 52.9 | 2.1x10% | 5000 | 69.3
0.05 | 7.9x107 | 5000 | 51.41 0.31 470 7.92
0.007 0.53 4150 | 57.28 0.14 66 0.85
0.001 0.43 642 | 928 | 7.2x107°| 10 0.15
0.0005 | 0.42 | 321 | 449 | 53x10°%| 6 0.06

Tabela 3.2: n = 4, m = 1000, x° = 0, f* = 0. Critério de parada,

k = 5000 iteragées ou ||x* — x| < 1073,

Regra comprimento de passo pré-determinado o, = D/(k+ 1)
Subgradiente cldssico Subgradiente incremental
D F(xR k T (K k T
1 | 7.2x10% | 5000 | 604.47 || 2.9 x 10'° | 5000 | 588.50
0.05 | 6.0x 108 | 5000 | 557.98 0.13 469 | 60.24
0.007 | 6.5 x 108 | 5000 | 567.75 0.20 67 14.07
0.001 | 1.0x 10° | 5000 | 573.41 | 9.0x 107> | 10 2.25
0.0005 5.15 2725 | 296.67 || 1.0 x 107° 5 0.76
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Tabela3.3: n =4, m = 100, x° = 0, f* = 0. Critério de parada,
k = 5000 iteracdes ou }f(xk) —f*} <1073,

Regra comprimento de passo dinimico dado pelo Algoritmo 3.2

Subgradiente classico Subgradiente incremental

o K k | T Jita k T

6x10°]9.9%x1074|143]1.95(9.8x10°% | 84 3.03

7x100[93x107*| 65 | 095 | 7.2x107% | 16 0.34

8§x10°[9.0x1074| 30 | 037 || 4.5x107* |29 0.69

9x10°|57x107%| 26 | 023 59%x107% | 15 0.26

1x107 | 69x107*| 23 | 024 (|3.9%x107%| 9 0.23

Tabela 3.4: n = 4, m = 1000, x° = 0, f* = 0. Critério de parada,
k = 5000 iteracoes ou }f(xk) —f*} <1073

Regra comprimento de passo dinimico dado pelo Algoritmo 3.2

Subgradiente classico Subgradiente incremental

S | f&H |k | T o Tk T

6x10°|9.8x107% | 901 | 21851 || 9.3x10°* | 182 | 44.51

7x10°[9.9x107% | 1082 | 176.07 || 9.9x107* | 192 | 26.75

8x10°19.9%x107% | 640 | 80.82 || 89x10~* | 116 | 28.86

9x10°[99x10*| 481 | 86.76 | 9.8 x 1074 | 95 | 14.82

1x107 [9.5x107* | 339 | 56.64 || 9.4x10~%| 119 | 29.88




CAPiTULO 4

Método Proximal-Subgradiente Incremental

Visando ampliar sob novos aspectos o método incremental, discutiremos nesse
capitulo alguns algoritmos cujas iteragdes sdo combinacdes do método do ponto proximal
e subgradiente. Estes resultados foram estudados especialmente no artigo [2].

Nesse capitulo continuaremos considerando problemas da forma

on

min f(x) := ) fi(x), sujeitoa x€X, (4-1)

i=1

onde f;: R" - R, i=1,...,m sdo fun¢gdes convexas ndo necessariamente diferencidveis,
e X C R" é um conjunto ndo vazio, fechado e convexo.
As iteragdes do método do subgradiente incremental, estudado neste capitulo,

sao dadas da seguinte forma
FH = Py (- Vi (). (4-2)

onde 0y é um passo positivo, Px(.) é a projecdo em X, Vf;, (x*) é um subgradiente de fi
em x*, e iy € {1,...,m} representa o indice da funcio componente a ser considerada na
k-ésima iteracdo. Embora, existam vdrias formas de escolha do indice i, consideraremos

a seguinte regra de atualizacao

ir = (k modulom)+1, ouseja, ix = (restoda divisdo de k por m)+ 1.

7z

Também iremos supor que o € constante em um ciclo, ou seja, para todo
[=0,1,...,definimos O, = Ojpa1 = -+ = Oyyrm—1. Desta forma, se k € o inicio de um
ciclo, 1. e., iy = 1, comparando a sequéncia gerada no método subgradiente incremental

do Capitulo 3 vemos que y"* corresponde a iterada x**" no método (4-2).
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4.1 Meétodo Proximal Incremental

Nesta secdo faremos uma breve introdu¢cdo do método proximal e em seguida
apresentaremos o modelo proximal subgradiente, que é o objetivo central de estudo neste
capitulo. Quando f : R” — R é um funcdo convexa, o trabalho de Tusem em [8] mostra

que um sequéncia gerada pelo método proximal

A+ = arg min {f(x) +7»ka—ka2} )
xeR”

com A < A, onde A > 0 converge para um ponto 6timo, caso exista. Essa convergéncia
é obtida para qualquer escolha de A. E conhecido que o método do ponto proximal é
geralmente mais estdvel que o método do subgradiente, devido ao termo de regularizacio
quadratica.

Agora combinaremos a metodologia incremental do método descrito em (4-2)
com o método proximal acima. Tentando solucionar o problema (4-1), uma alternativa

simples seria gerar uma sequéncia {x*} em R” da forma

1
k+1 _ . ) — k)12 -
X7 = argmin {flk(x)—i—zaka x| }, 4-3)

onde assumimos que {0y } € uma sequéncia de nimeros reais positivos, cada f; : R* — R,
i=1,...,méconvexae X C R" & um conjunto ndo vazio, fechado e convexo.

Se algumas funcdes componentes f; possuirem uma estrutura favordvel, a itera-
¢do proximal (4-3) pode ser obtida de forma relativamente simples, € nesse caso pode ser
conveniente adotar o método incremental proximal ao invéz do subgradiente (4-2). No
entanto, para outras fun¢des componentes, pode ser inconveniente a iteracao (4-3). Entdo,
podemos considerar combinagdes de iteracdes subgradiente e proximal.

Consideraremos agora um problema de otimizacdo da forma

gE

minF (x) := ) F;(x), sujeitoa x€X, (4-4)

1

onde paratodoi=1,...,m
Fi(x) == fi(x) 4 hi(x), (4-5)

fi: R" - Reh;: R" — R sdo fungdes convexas a valores reais e X C R” é um conjunto
ndo vazio fechado e convexo.

Na proxima secdo apresentaremos, entre outras coisas, alguns métodos incre-
mentais que operam, na componente f; com uma iteragdo proximal e na componente /;
com uma iteracao subgradiente. Em particular, escolhendo todas as componentes f; ou to-

das as h; como sendo identicamente nulas, obtem-se a iteracao proximal ou subgradiente,
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(4-3) ou (4-2) respectivamente. Na sec@o 4.3 apresentaremos os resultados de convergén-

cia desses métodos.

4.2 Método Proximal-Subgradiente Incremental

Nesta se¢do vamos apresentar alguns métodos incrementais que envolvem com-
bina¢des de uma iteragdo proximal e uma subgradiente. Na tentativa de solucionar o pro-

blema (4-4)-(4-5) um desses métodos possui a forma

1
k_ . . k2 )
Z —arggcrg(l{ﬁk(x)+—(xk\]x x| } (4-6)

&1 p, (zk — o Vi, (zk)) , (4-7)

onde ﬁhik (zk) € um subgradiente qualquer de /; em Z*. Veja que o minimo na equacio
(4-6) é atingido e & tinico, pois todas as f; sdo continuas e convexas e || - —xX||?> é uma
funcdo real fortemente convexa, logo a soma de f; com || - —x¥||? seré fortemente convexa
e portanto possui um tinico minimizador em X (pois é fechado e convexo), portanto z* estd
bem definido. Agora, o subdiferencial d94;(z*) é ndo vazio para todo i = 1,...,m pois h; é
uma func¢do real convexa. Isso mostra que as iteracdes (4-6)-(4-7) estdo bem definidas.
Como j4 foi dito, note que se todos as f; sio identicamente nulas, entiio z¥ = x*
e a iteragdo (4-7) serd a iteragdo subgradiente incremental (4-2) (com h;, no lugar de f;,).
Agora se todas as ; sdo identicamente nulas claro que o subdiferencial dh;, (zF) é 0, entdo
7 = xk+1 e aiteragdo (4-6) serd a mesma iteragio (4-3), ou seja, uma iteragio proximal.
Da forma como as iteragdes (4-6) e (4-7) foram definidas, as sequéncias {zk}

k

e {x*} estio no conjunto X. Pode ser conveniente efetuar primeiro a iteragio zX na

componente f; pelo método proximal em todo o espaco R” e logo apés, atualizar x**1,
para a componente /;, no método subgradiente restrito ao conjunto X. Deste modo, o

método proximal-subgradiente incremental fica da forma

. 1
2 —argmin { 00+ 50— @9

A = py (zk — o Vi, (zk)> . (4-9)

Com raciocinio andlogo, podemos fazer a iteracio de z* pelo método subgradiente, na
componente /;, em todo espago R” e s6 depois efetuar a iteragdo de x**! pelo método

proximal restrito ao conjunto X. Este algoritmo que é também uma combina¢do proximal
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incremental com subgradiente incremental € apresentado do seguinte modo

£ =xk— oy Vi, () (4-10)
X = argmin{ f; (x)+i||x—z’<||2 : (4-11)
xeX k 20

Certamente é possivel usar diferentes sequéncias comprimento de passo {0} no
método proximal-subgradiente incremental, no entanto, este assunto nao serd abordado
neste capitulo.

O préximo resultado apresenta uma caracterizacao da iteragao do ponto proximal
em termos do subdiferencial. Além disso mostra uma estimativa utilizada em resultados

de convergéncia.

Proposicao 4.1 Seja X C R" um conjunto ndo vazio, fechado e convexo. Suponha que
f:R" = R é uma fungdo convexa tal que int(X) # 0. Para qualquer x* € R" e oy > 0,

considere a iteracdo proximal
1
X = i — []x — xF|? 4-12
argmin 4 f(0) + 3l = 2l (4-12)
(a) A iteracdo (4-12) pode ser escrita como
2 (H a0,

onde V f(xX**t1) ¢ algum subgradiente de f em x**1.

(b) Paratodoy € X, temos

IN

ka+1

Ik = yI12 = 20 (£ = £ ) = ek =412
I = 3112 = 20 (1) = ). (“-13)

2
=l

IN

J’_

Prova. Mostraremos inicialmente que 21 em (4-12) estd bem definido. Para isto escreva

1 k2
xX)=fx)+—]x—x"|".
1) = £0) + 50l =
Como f é uma fungiio convexa e 1/20y|| - —x¥||> é fortemente convexa, segue que f é
fortemente convexa e continua, logo possui um tnico minimizador em X, ou seja, x**!

estd bem definido. Agora, sabemos que o subdiferencial da soma de fun¢des convexas € a
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soma dos subdiferenciais destas func¢des. Assim,

dfi(x) = Df (x) + (ZLO%Hx—xkuz) _ af(x)+aik (x-4).

k41

Como x*7 € o minimizador de f, pela condicdo de otimalidade para minimizacdo de

funcdo convexa em conjunto convexo (Teorema 2.26), temos

0e afk(xk+1) +Nx(xk+1) _ af(xk+1) + Oci (xk+l _xk> +Nx(xk+1),
k

onde Ny (1) = {y e R"| (y,x—x*T1) <0, Vxe€X} éoconenormal de X em x**1.

A relagdo acima equivale a

1 <x’<—x’<+1> € of () + Ny (T (4-14)

Ol

Assim, temos que (4-14) é verdadeiro se e somente se
K gy V) = (xk _ Ock@f(xkﬂ)) — ke Ny (T

para algum V f(x**1) € 9 f (x¥*1). Sendo x**! € X, pelo Teorema da projecdo 2.20 resulta

que

F =y ().
Para mostrar o item (b) observe inicialmente que para qualquer y € X, temos
[l =32 = =2 20 =M ) )2, (4-15)

Por (4-14) existem vetores di € 9f(x**1) e dy € Nx(x¥**1) tais que 1/oy(x* — xF1) =

d1 +d>. Sendo y € X, pela definicao de subgradiente e cone normal temos
FO) 2 FEED) iy —x ) e 0> (do,y 2T,
somando membro a membro essas duas desigualdades obtemos

FO) > FEH) ke,

Ol

apo6s simples manipulacdes algébricas a desigualdade acima pode ser escrita como

(L ) > o () - 1) (4-16)
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Logo, combinando as desigualdades (4-15) e (4-16) conclui-se que

e o L To i R e
< Iyl =20 () = ) = =R

OJ

Como resultado da Proposicdo 4.1 (a) vemos que todos os algoritmos descritos

nesta se¢ao podem ser reescritos no formato subgradiente incremental:

1. As iteragdes no método (4-6)-(4-7) podem ser reescritas na forma
Feb(FoaVhi(@), =R (Fewn @) @)
2. As iteragdes no método (4-8)-(4-9) podem ser reescritas na forma
F=x— oV, (), = py (zk — oy Vi, (Zk)) ; (4-18)
3. As iteragdes no método (4-10)-(4-11) podem ser reescritas na forma
F=x—oun, (), ST =Pk (zk — oy Vf (xk“)) . (4-19)

Observe que em todas as atualizacdes anteriores o subgradiente ﬁhik € calculado
em um ponto que nao depende da iteracdo que estd sendo realizada, assim pode ser
qualquer vetor no subdiferencial dh; . Contudo, o subgradiente \Y /i, depende da propria
iteracdo que estd sendo processada, mais precisamente, \Y fi, € um vetor especifico no
subdiferencial df;, , fornecido de acordo com a Proposi¢do 4.1. Lembrando também que
F;(x) = fi(x) + hi(x), se na iteragio (4-18) subtituirmos o vetor z* na atualizagio de x**1,

podemos ainda escrever (4-18) como
= py (xk — oy VF;, (zk))

que € semelhante ao método do subgradiente incremental (4-2) com a dnica diferenga que
o subgradiente ?Fik é tomado no ponto z* ao invéz de ser em x¥.

Outra questdo importante € como escolher as componentes em cada iteracdo.
Neste capitulo, assumiremos sempre a ordem ciclica, onde {f;,h;} serfo escolhidas na
ordem 1,...,m e terminando esse processo retoma um novo ciclo, assim definimos iy =
(k modulo m) + 1. Um ciclo é formado por iteragdes envolvendo {f1,h1}, -, {fm,hm},
nesta ordem e exatamente uma vez. Consideramos também que o comprimento de passo

o € constante ao longo de um ciclo, ou seja, para todo k que inicia um ciclo, 1. e., iy = 1
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temos Oy = Olg+1 = +++ = Olgtm—1-
Com notagdo semelhante ao Capitulo 3, denotaremos por F* o valor 6timo do
problema (4-4)

F*=infF
inf (x),

por X* o conjunto das solucdes 6timas (que pode ser vazio)
X*'={x"eX|F(x*)=F"},

e sendo X um conjunto convexo, fechado e nio vazio, denotamos por dist(-,X) a func¢éo

distancia definida em R” dada por

dist(x,X):rzréi)l(le—zH7 xeR"

4.3 Resultados para Métodos com Ordem Ciclica

Reservamos esta dltima se¢do para discutirmos a convergéncia dos métodos
apresentados adotando a ordem ciclica. As propriedades que serdo mostradas se referem
a sequéncia {x*} pois a sequéncia {z*} ndo necessariamente se encontra no conjunto X,
no caso das iteragcdes (4-18) e (4-19) quando X # R”. Como sera visto, esta andlise de
convergéncia € semelhante a do subgradiente incremental apresentada no Capitulo 3 com
algumas mudancas nas hipdteses requeridas e nos resultados obtidos. No restante dessa

secdo usaremos as seguintes hipoteses:

Hipoétese 4.2 (Para as iteracoes (4-17) e (4-18)) Existe uma constante ¢ € R tal que
para todo k

max { |V £i, (), ¥, ()]} < e.

Além disso, para todo k que inicia um ciclo (i. e. k > 1 com i, = 1) temos
max {fj(xk) — (@71, () _hj(Zk+j_l)} ek =Y, vi=1,...,m.
Hipoétese 4.3 (Para a iteracao (4-19)) Existe uma constante ¢ € R tal que para todo k
max { |19, (), [ V3, ()} < c.
Além disso, para todo k que inicia um ciclo (i. e. k > 1 com iy, = 1) temos
max { £5() = f(E7), () (T < el AT =1 m

[ — 8 < ML) Y=, m.



4.3 Resultados para Métodos com Ordem Ciclica 54

k

Separatodoi=1,...,me todo k, os subgradientes de f; em x" e os subgradientes

k

de h; em x*, sdo, em norma, limitados por c, entdo a Hipdtese 4.2 € satisfeita. Basta usar

a defini¢do de subgradiente e a desigualdade de Cauchy-Shwarz para obter
Filad) = @) S (VAR o =270 <eod =YL =1 m,

para a componente f;, € de forma andloga para a componente 4;.
Como estamos sempre considerando que as componentes f; e h;, i =1,...,m sdo

funcgdes convexas, verifica-se facilmente que:

1. Para o método iterativo (4-17), se todas as componentes f; e h;, i = 1,...,m sdo
Lipschitz continuas sobre o conjunto X entdo a Hipotese 4.2 sera satisfeita;

2. Para os métodos iterativos (4-18) e (4-19), se todas as componentes f; e h;,
i =1,...,m sdo Lipschitz continuas sobre o espaco inteiro R", entdo as Hipdteses
4.2 e 4.3 serao satisfeitas;

3. Para todos os métodos iterativos (4-17), (4-18) e (4-19), se as sequéncias {xk} e
{zk} sdo limitadas, entdo as Hipdteses 4.2 e 4.3 serdo satisfeitas (pois nesse caso,
as componentes f; e h;, que sdo funcdes convexas a valores reais, serdo Lipschitz

continuas sobre qualquer conjunto limitado que contém {x*} e {Z*}).

Provaremos a seguir uma estimativa que fornece a ferramenta necessdria para a
andlise de convergéncia do método incremental subgradiente-proximal. Esse resultado é

semelhante ao Lema 3.3 do Capitulo 3.

Lema 4.4 Seja {xk } uma sequéncia gerada por qualquer um dos algoritmos (4-17),
(4-18) ou (4-19), com ordem ciclica de selecdo das componentes. Entdo, para todo y € X

e todo indice k que inicia um ciclo (i. e., k > 1 com i, = 1), temos
5 = y2 < ot = yl2 =204 (F () = F (3)) +Badm?c?.
onde B = % +4.

Prova. A demonstragdo serd feita em duas etapas. Na primeira parte provaremos o
resultado para os algoritmos (4-17) e (4-18). Na segunda parte faremos as modifica¢des
necessdrias para adaptar ao algoritmo (4-19). Usando a Proposicao 4.1 item (b) temos

para todoy € X e todo k

I =317 < I =31 =20 (/i) = fu ) (4-20)

Temos também, pela propriedade ndo expansiva do operador proje¢do, a defini¢do de sub-
gradiente (onde, Vh;, (z5) € Ok, (Z) = (Vi (), 25 —y) > hy, (2F) — hi (), e a Hipétese
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4.2 que para todo y € X e todo k,

2 ~
kaH_)’H = ||Px (Zk—Octh,'k(Zk)) —Px(y) H < Hz —octh yH
k 2 = k 2
< |z —yH —20€k<Vhik(z ),2 —y>+ockHVh,~k(z )H
2
< |l —yH — 204 (hik(zk)—hik(y)>+oc,%c2. 4-21)

Combinando as relacoes (4-20) e (4-21) e usando a defini¢do F; = f; +hj, temos

=y Ity = 2ot i)+ () = £, () — i () + e

= |l =y]* — 204 (Fik () —F, (y)> + o’ (4-22)

Seja agora k o inicio de um ciclo (i.e. iy = 1). Em vista da ordem ciclica de selecao das

componentes, para as iteracoes k+ j— 1, onde j = 1,...,m, as componentes selecionadas
sdo {fj,h;}, j=1,...,m nesta ordem. Podemos entdo repetir a desigualdade anterior em
cadeia para os indices k+1,...,k+m — 1 obtendo

o4 =y < ok = )2 - Zakz (Fi(™) = Fi(3)) + made?,
Lembrando que F(x) = ¥/, Fj(x) podemos ainda reescrever essa desigualdade da forma

[ =yl < =P =200 Y (B0 = F0) = F() + B ) + moe?
j=1

= |y - 204 (F<x’<>—F<y>)+moc;§c2+

20%2( Fars 1)) (4-23)
Mostraremos que o ultimo termo da desigualdade (4-23) é limitado. Pela Hip6tese 4.2
paratodo j=1,...,m temos
[ = fETT el =T e h() =y () < e =2

Logo, somando membro a membro as duas expressoes, pode-se assegurar que, para todo

j=1,....m
Fi(od*) — Fj (271 < 2¢||xf = 41, (4-24)
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Usando a desigualdade triangular, podemos concluir ainda que

e =2 < b =

< W = (4-25)

Pela definicao dos algoritmos (4-17) e (4-18), a propriedade ndo expansiva da projecao, e

a Hipotese 4.2, paral =k,..., k+ j—2 temos

[ =2 = [ =Pl = ¥ )| < [ =2 a1

IN

NI

< |l =X = oV () H + oy < 204c, (4-26)

e para [ = k+ j— 1, temos |x' —Z'|| < oy|| V£, (z)|| < oyc. Entdo, de (4-25) e sendo
Ol = Olg+1 = -+ = Olg4m—1, resulta que

[l — 27 < (= 1)204¢ + oge = oyge (2 — 1).
Combinando esta relagdo com a obtida em (4-24), temos
Fi(x*) = Fy(771) < 200c®(2j - 1). (4-27)

Somando, sobre o indice j = 1 até j = m a desigualdade (4-27) acima, e relacionando

com (4-23) conclui-se que
m
oy < [ ]2 = 204 (F(H) — F(3)) +mode 440 Y. (2) 1),
j=1

Observe que Y1 (2j— 1) = (1 +2m—1)m/2 = m?, e portanto podemos escrever

i 1
motgc? + 4o c? Y 2j-1)= moic? 440z c*m* = ofctm? (— +4)

j=1 "

e sendo B = % + 4 isso conclui a primeira parte do resultado desejado. Para a segunda
parte da demonstracdo, vemos pela defini¢do do algoritmo (4-19), que paratodoy € X e
todok >0

1 =11 = [1x* =y = eV ()| < [l = yII? = 200V, (), 2% = y) + o Vg, ()|
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Da defini¢io de subgradiente Vi (x*) € ohy, (x*) = (Vi (x%),xF —y) > by, (%) — hy, (v),
e pela Hipdtese 4.3 segue que

25 =17 < 1l = 3112 = 20 (i () =i, () + . (4-28)
Usando a Proposi¢do 4.1 item (b) temos para todoy € X e todo k > 0
It =2 < 2 =112 = 20 (i, () = £ 9)) (4-29)

As desigualdades (4-28) e (4-29) combinadas resultam em uma relacdo semelhante a
(4-22), pois

1 =y < [l — y|? = 204 <h,~k(xk) — fi(¥) = hi () +ﬁk(xk+1)> +agc?

entdo, somando 0 = f; (xX) — f;, (x) dentro dos parenteses do lado direito, e sendo
F;, = fi, +hj, obtemos

o4 =32 < I =312 =20 (B () = Fu ) + 0 + 200 (i (0) = £, (4°1) ).
De forma andloga a primeira parte, suponha que k marca o inicio de um ciclo (i.e.

ir, = 1). Repetindo a desigualdade anterior, com k substituido por k+1,...,k+m — 1
e combinando as relagdes obtidas segue que

E 3P < oyl =20 3 (R - F) +
j=1
mogc® + 20y i (fj(xk+j_l) —fi(xk+j)> '
=1

Somando 0 = F;(x*) — Fj(x*) dentro do primeiro parenteses do lado direito da relagdo

acima, e lembrando que F = Z;'":1 Fj, obtemos
k 2 2 k .- k k+j—1
W=y < =y =20 (FO0) = FO) ) +200 Y (i) = F)
j=1

Fmoc® + 20y f ( £ = (A )) . (4-30)
=1
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Agora, usando a Hipétese 4.3 obtemos uma desigualdade semelhante a (4-24), apenas

com x*T7~1 no lugar de Z£+/~!

Fi(x") = F(x*771) < 2ef =7
< 2c<||xk—xk+1||+..-+||xk+f*2—xk+f*1\|). 4-31)

Pela definicao do algoritmo (4-19), a Hipétese 4.3 e a propriedade nao expansiva do

operador projecao, temos paracadal =k,... . k+j—1
Hxl_xl+1H — Hxl_Px(z’—ocﬁfil(xlﬂ))H < HXZ—ZlﬂLlefil(le)H
= Hxl —x —|—(xl?hi, (xl) +(xl§fi, (xl+1)H <204c. (4-32)

Por (4-32), cada termo em norma do lado direito de (4-31) € limitado por 20c (pois 0y =
O] = -+ = Olfpm—1), entdo Fj (x%) —F; (x¥7=1) < 4ayc?(j—1). Novamente, por (4-32)
e pela Hipétese 4.3 temos também f;(x¥T/=1) — £;(x¥ /) < || =1 — x| < 2c%ay.

Destes resultados, podemos concluir que

20Ck Z < Xk+] 1)) +m0ckc +20€k Z ( k—H 1 fj(xk+j)>
m
Z 1) + moic? + 204 Z2c ol
j=1 j=1
2 2m2—m 1 22 2
= 8oy +mogc? +4ogcim = ( +4)Occm

Portanto, substituindo esse resultado na expressdo (4-30) com B = (% +4) concluimos

finalmente a segunda parte da demonstracao. 0

O Lema 4.4 garante que, entre outras coisas, dado um iterando x* no inicio de
um ciclo, e qualquer ponto y € X onde F(y) < F (xk) (por exemplo um ponto 6timo), 0s
algoritmos (4-17), (4-18) ou (4-19) fornecem um ponto ™ no final do ciclo, que sera

mais préximo de y que x*, desde que o comprimento de passo 0y, seja menor que

F(X*)—F(y)
Bm?2c?

Com efeito, nesse caso

F()—F()

2
o < 204 B2

o 204 (F(xk) —F(y)) + 2B < 0,
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e portanto, |[x**" —y||> < ||x* —y||*. Em particular, assumindo que o conjunto solugio X*

do problema (4-4) seja ndo vazio, sendo x* € X* entdo para todo € > 0 dado, se

F(X) < F(x*) + oBr’c?

+ €,
- 2

onde {x*} é uma sequéncia gerada por um dos algoritmos (4-17), (4-18) ou (4-19) com
ordem ciclica, entdio o iterando x* estd no conjunto de nivel de F e poderd estar préximo

a solugdo (desde que oy seja suficientemente pequeno). Por outro lado, se

2.2
F(x) >F(x*)+akﬁ#

+€, ou seja, 2 (F(xk) - F(x*)) — oy Pm?c? > 2,

k+m __

entao ||x x*||2 < [|lx* —x*||*> — 204¢, i.e., ao final do ciclo, o quadrado da distincia do

iterando x*t™

ao conjunto solugdo decresce por pelo menos 204E.

Podemos usar o Lema 4.4 para provar resultados de convergéncia. Iniciamos
analisando o comprimento de passo constante (0, = o para todo k), onde a convergéncia
pode ser estabelecida a uma vizinhanga da solugdo, caso exista. O préximo resultado é

semelhante ao Teorema 3.4 do Capitulo 3.

Teorema 4.5 Seja {x*} uma sequéncia gerada por um dos algoritmos (4-17), (4-18) ou
(4-19), com ordem ciclica de selecdo das componentes, e suponha que o comprimento de

passo 0 = o para todo k, onde O. é uma constante positiva. Temos o seguinte:

(a) Se F* = —oo, entdo
liminf F (x*) = F*

k—>oo
(b) Se F* > —oo, entdo

2.2
o
liminfF () < F* + 2P
k—>o0 2

onde B, e ¢ sdo as constantes do Lema 4.4.

Prova. Da mesma forma como fizemos na demonstragdo do Teorema 3.4, provaremos (a)

e (b) simultaneamente. Suponha que o resultado ndo seja verdadeiro, ou seja, que

2.2
. afm-c
liminf F (x™%) > F* + B—
k—so0 2
Entdo (em qualquer caso F* = —oo ou F'* > —o0), 0 limite inferior acima € finito, logo
existe € > 0 tal que
afm>c?

liminf F (x™%) —2e > F* +
k—voo 2
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Como F € continua, pois € a soma das fungdes convexas, existe também y € X tal que

2.2
o
liminfF (™) — 2¢ > F(5) + 2P

k—>o0 2

(4-33)

Pela definicdo de limite inferior, podemos encontrar um indice ko suficientemente grande

tal que, para todo k > ko

F(x™) > liminf F (x"%) —¢. (4-34)

k—roo

Somando ambos os termos das desigualdades (4-33) e (4-34) temos, para todo k > kg

Pty - F(5) > 2P

+€. (4-35)

Aplicando o Lema 4.4 para o caso y = §, 0 = 0, € combinado com a relacdo (4-35),
obtemos para todo k > ko

xb g2 < b= 51— 20 (F(4) = F(9) ) +Bom®?

<[l 5P~ 20
Entdo, esta dltima relagdo implica que para todo k > kg tem-se
a0 — 92 < kD — 912 —dote < - < 0 — 92— 2(k+ 1 — ko,
que nao é verdadeiro quando k — oo, uma contradi¢do. 0

A seguir mostraremos um resultado que relaciona quantidade de iterag¢des e valor

minimo funcional.

Teorema 4.6 Suponha que X* # 0, e seja {xk} uma sequéncia gerada por um dos
algoritmos (4-17), (4-18) ou (4-19), com ordem ciclica de selecdo das componentes.

Entdo para todo € > 0 dado, temos
(4-36)

onde k é o indice dado por
_ dist? (xO,X*)
k=m——— (4-37)
(04
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Prova. Suponha por contradi¢cdo que a equacdo (4-36) ndo seja verdadeira, assim para
todo k com 0 < km < k, temos

apm?c? +¢

F(x™) > F* 4 5

Seja x* € X*, usando a relagdo acima no Lema 4.4 para o caso y = x* e 0 = «, temos
para todo k com 0 < km < k

b tim g2

IA

k™ — |2 — 201 (F(ka) —F*) +Bolm?e?

<l —x))2 - o
Tomando o minimo sobre todos os x* € X™* obtemos
dist? <x<k+1>m,x*) < dist? <ka,X*> —oe.
Como a desigualdade anterior vale paratodo k =0,1,..., %, podemos concluir que
dist® (7, x*) < dist® (,X) (n% + 1) ag,
fazendo algumas manipulacdes algébricas, esta relacao € equivalente a

o dist? (x9,X7)
k<m———"2—m
aE

que contradiz a defini¢dio de k em (4-37). |

Quando o comprimento de passo O tende a zero, € possivel obter resultados
de convergéncia. De fato, para o comprimento de passo constante, vimos no Teorema 4.5,
que o valor funcional da sequéncia {x*} poder4 estar préximo ao valor 6timo (dependendo
de apm?c?). Assim, se o comprimento de passo oy — 0, essa distAncia deverd ser
arbitrariamente menor. Contudo, para a convergéncia, o passo 0y nao pode ser reduzido

muito rdpido, ou seja, a série dos termos o, deve ser divergente.

Teorema 4.7 Seja {xk} uma sequéncia gerada por um dos algoritmos (4-17), (4-18) ou
(4-19), com ordem ciclica de selecdo das componentes. Suponha que o comprimento de

passo Oy, satisfaz

limog =0, ) oy =co.
koo k=0

Entdo
liminf F (x*) = F*.

k—roo
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Além disso, se X* é ndo vazio e
Y of <o
k=0

entdo {x*} converge para alguma solucdo x* € X*.

Prova. Para provar a primeira parte, é suficiente mostrar que liminfy_,., F(x"") = F*.

Suponha por contradi¢io que liminf_,., F(x*") > F*, entdo existe € > 0 tal que

liminf F (x*™) — 2e > F*.

k—roo

Como F € continua, pois € a soma de funcdes convexas, segue que existe y € X tal que

liminf F (x™) — 2& > F (). (4-38)

k—yo0

Existe também, pela definicdo de limite inferior, um ko suficientemente grande, tal que
para todo k > ko
F(x*™) > liminf F (x*™) —e. (4-39)

k—roo

Assim, combinando as relagdes (4-38) e (4-39) segue que, para todo k > kg
F(ka) —F(9) >e.
Usando esta relagdo no Lema 4.4 com y = y obtemos para todo k > kg

D" 92 < 92 = 204 (F() = F(9)) + o mPe?

< =91 — 200me + o, mPc?.

Como oy — 0 existe ky > ko tal que para todo k > ki, Poym?c? <e= Ba,%mzcz < OKE.

Logo, podemos concluir que para todo k > k;

k
0 — 917 < " — 97 — o < -+ < [ =51~ Y ot
1=k

mas isto é uma contradi¢do quando k — oo, pois por hipdtese ) 0 = oo. Portanto,
temos que liminfy_,., F (x*") = F*.
Para provar a segunda afirmacio, seja x* € X*, claro que F(x*) > F(x*) para

todo k£ > 0. Logo, usando o Lema 4.4 com y = x* temos para todo k > 0

”x(k—i—l)m_x*HZ < ||ka—x*||2—206km(F(ka)—F(x*)>+BOC]%mm2C2

< kam —x* H2 + Bocimmzcz.
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Como esta desigualdade vale para todo k > 0 e todo x* € X*, e sendo ainda
Bm?c? Y o, < Bm*c? Y oF < oo,
k=0 k=0

vemos pela Definicdo 2.5 que a sequéncia {x*} é quasi-Fejér convergente, segue da Pro-
posi¢do 2.6 que {x*} é limitada, portanto possui um ponto de acumulacio . Seja {x*/"}
a subsequéncia de {x*"} tal que lim j%kaf’" = X. Pela primeira parte da demonstragao,
podemos concluir que ¥ € X*. Novamente pela Proposicdo 2.6 temos que limy_,o X = .
Para mostrar que toda a sequéncia {x*} também converge para %, na demonstragio do
Lema 4.4, em especial, nas inequagdes (4-26) e (4-32) vimos que, para qualquer iteracao
(4-17), (4-18) ou (4-19), |[x**1 —xk|| < ogc. Agora, como oy — 0 e X" — %, podemos

concluir que x* — . 0



CAPITULO 5

Consideracoes finais

Neste trabalho descrevemos, sob varios contextos, o0 método incremental objeti-
vando minimizar uma funcdo definida como soma de fungdes convexas. Apresentamos o
método subgradiente incremental, estudado no artigo [14] por Nedi¢ e Bertsekas, e anali-
samos suas propriedades de convergéncia sob vdrias regras para o comprimento de passo.
Consideramos também o método do ponto proximal no modelo incremental, obtido em
[2], de forma mais geral consideramos um método do tipo Forward-Backward incremen-
tal e algumas variagdes, ou seja, em cada iteragdo combinamos um método proximal com
subgradiente, de forma ciclica, e em cada componente. Estudamos suas propriedades de
convergéncia, em particular estendendo alguns resultados obtidos para o método do sub-
gradiente incremental.

Algumas idéias deste trabalho merecem uma investigagdo mais aprofundadas.
Como por exemplo, poderiamos considerar um valor aproximado para o cdlculo do
subgradiente, ou seja, um €-subgradiente. Também, poderiamos variar o tamanho do
comprimento do passo dentro do ciclo, considerando diferentes regras para a escolha do
comprimento do passo. Outro interesse seria analisar o método incremental subgradiente-
proximal utilizando os demais comprimentos de passo estudados no Capitulo 3, como o

comprimento de passo dindmico para f* desconhecido.
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