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Resumo

Pereira, Nara Reges Faria de Paiké&guns Problemas de Soma-Zero Com
Peso Goiania, 201545p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho estudamos resultados solm@natante de Davenpopiara grupos abeli-
anos finitos. Estudamos também alguns problemas de soma&a®rpeso para grupos
ciclicos especificos e, para isto, provamos relacdes esfre/ariantesa, ga € Na para
tais grupos.

Palavras—chave
Sequéncias da-soma-zero, grupos abelianos finitos, combinatéria.



Abstract

Pereira, Nara Reges Faria de Pai8ame zero-sum problems with weight
Goiania, 201545p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Esta@istic
Universidade Federal de Goias.

In this work we study some results about Davenport’s condtarfinite abelian groups.
We also study some weighted zero-sum problems for espegdiic groups and for this
we prove some relations between the invari@aiga € na for such groups.

Keywords
Sequences A-zero-sum, finite abelian groups, combinatorial.



Introducéo

O objetivo deste trabalho é o0 estudo das sequéncias de symaam peso
em grupos abelianos finitos. A pesquisa sobre sequénciagugusgabelianos finitos
se iniciou com o resultado provado por Erdds-Ginzburg-Aivi®61 (ver §]) que diz o
seguinte: Qualquer sequéncia de inteiros de comprimentd2ossui uma subsequéncia
de comprimenta cuja soma de seus elementos é zero moduldepois disto Erdos
propbs a determinacdo do menor comprimento de uma sequéngaipoC2, que é o
produto direto dos grupos ciclicGsp, tal que esta sequéncia possua uma subsequéncia de
comprimentgp cuja soma de seus elementos é zero mégulo

Em abril de 1966 H. Davenport propés uma questao durardavestern
conference on Group Theory and Number Theory, Ohio Statedisity que diz o
seguinte:

Se R é o anel de inteiros de um cofpae nameros algébricos, qual é o nimero
maximal de classes de ideais primos (contando multipkit@yiana decomposicdo em
ideais primos daR para um inteiro irredutived emR?

SendoG o grupo de classes de ideais primoiea questdo acima, Davenport
provou que o numero procurado é dado pelo menor inteiroipogital que toda sequén-
cia de elementos d&, com comprimento maior ou igualfa possui uma subsequéncia
cuja soma de seus elementos é o zerGde€al invariante é denotada pbr(G) e é cha-
mada deconstante de Davenpaote G.

No Capitulol deste trabalho apresentamos um resultado demonstrado por J
Olson em 1969 (ver1d]) que diz que para unp-grupo abeliandG com invariantes
p™,...,p™ aconstante de Davenpode G é dada poD(G) = 1+ 5i_;(p" —1). Apre-
sentamos também outro resultado provado por J. Olson no oreson(ver 15]) que diz
gue seG = H x K é o produto direto de dois grupos abeliahb® K com ordensh e
k, respectivamente, ondek, entdoD(G) < h+k— 1. Como Coroléario deste resultado
vemos que s& = Cy, x C,, € o produto direto de dois grupos ciclicos de ordams com
m|n, entdoD(G) = m+n— 1. Outra consequéncia € a solugédo de um problema proposto
por Erdds que nos diz que uma sequéncia arbitraria de corpiint — 1 de inteiros
Gaussianos tem uma subsequéncia cuja soma é divisivel por

Ainda no Capitulol definimos, para um grup@y,, o invariantes(C{,) como o



menor inteiro positivd tal que toda sequéncia de elementos@ntom comprimento
maior ou igual &/ possui uma subsequéncia de comprimemtmom a soma de seus
elementos sendo o zero @&. Essa definicdo foi dada por Harborth ey pnde ele
provou que(n—1)2"+1 < s(C) < (n—1)n"+1 e s(Cf,,) < min{(s(C},) — 1)n+
s(CL), (s(Cf) —2)m+ s(Cf,,) }. Apresentamos também o resultado que foi conjecturado
por Kemnitz em 1983 (veid]) e demonstrado em 2003 por C. Reiher (\4]].

Surgiu-se entdo o estudo dos problemas de soma zero comopegop maior
interesse € estudar o comportamento do invarigfitee um grupo abeliano finito que é
definido como o0 menor inteiro positivatal que toda sequéncia com comprimento maior
ou igual a¢ possui uma subsequéncia desoma-zero, isto €, uma subsequéncia cuja
combinacao linear dos seus elementos com coeficientései\ {0} € o zero do grupo.
Em 2006, Adhikaret alem [2] provaram quesa(C) = n+ [logzn|, quandoA = {—1,1},
onde para um nuamero real| x| denota o maior inteiro menor ou iguakaEsse resultado
é equivalente ao Teorema de Erd0s-Ginzburg-Ziv para ofes¢—1,1}. Nesse mesmo
sentido, Adhikariet al provaram, em1], quesa(C?) = 2n— 1 para todo natural impar
eA={-11}.

No Capitulo2 deste trabalho, definimos o que € uma sequéncia-dema-
zero e também os invariantsg, ga € na, ondeA C Z\ {0}. Estabelecemos entédo duas
importantes relagdes entre esses invariasg¢€s;) = ga(C5) = 2na(C5) —1, ondeC; é 0
produto direto de copias do grupo ciclico de ordem 3. Esses resultados saateados
em [6]. Para isto, provamos aquil@orema de Chevalley-Warniipger [12]) que diz que
0 numero de solugdes de um sistema de funcOes@x, ..., X, ondeq= p" e p & primo,
€ congruente a zero modufpse a soma dos graus das fungdes for menomq@atro
resultado importante utilizado foi a versao para o invaeggda conjectura de Kemnitz,
enunciada no Capitulh que diz ques(C2) = 4n— 3 (ver [g]).

No capitulo3 apresentamos a prova de trés importantes resultados dieattmss
por H. Godinho, A. Lemos e D. Marques e] [que dado cotas para o invariangg
dos grupo<C|, quandon € impar,C;, Cga, Cga e Cga. O artigo p] € o artigo principal
estudado neste trabalho e € uma continuacao do estudo d@\Biial Lemos, que pode
ser encontrado em sua tese de doutorado (). [Apresentamos também a versao para
o invariantesy do Teorema demonstrado por H. Harborth em 1973 (f@¢rue da uma
cota superior pargC/,,,) em termos de(Cy,), s(C,), men.

O estudo sobre sequéncias de soma-zero tém aplicacéo més ayoeproblema
original proposto por Davenport em 1966, mas também no estoshimero de solugdes
de sistemas sobre o corpo dos niumera@slicos,Qp.

P. Erdds prop6s a seguinte questao:

Seay, ay, ...,ap € uma sequéncia de elementos néo nulds/ge (p primo), nao



todos iguais, é verdade que
gra1+&ax+...+€pap=0

tem pelo menog solugbesey, €, ..., £p) da formag; = 0 ou 1?

Em 1985 J. E. Olson provou um pouco mais (V&g]]. Ele considerou uma
sequéncias, ay, ..., a, com elementos ndo nulos e ndo todos iguais em um grupo abelian
de ordemm, e mostrou que

g1y +&ax+...+epan=0 (0-1)

tem pelo menos solugbeses, €, ...,€n) da formag; = 0 ou 1.

Neste mesmo trabalho Olson provou queasesy, ...,a, € uma sequéncia de
comprimentan em um grupo abeliano ndo ciclico de ordenentdo a equaca@-l) tem
pelo menos /2 solugbeges, €, ...,€y) de forma que; =0 ou 1.

Uma pergunta que podemos fazer é a seguinte: Dada uma Secgéag, ..., a,
de elementos em um grupo abeliano finito, podemos encontrartutmero minimo de
solugbegey, €2, ...,€n) da formag; = —1 ou 1 para a equacga6-()? Esta pergunta é um
problema em aberto.
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CAPiITULO 1

Seguéncias de Soma-Zero em Grupos abelianos
Finitos

Neste capitulo apresentamos dois importantes Teoremamgtados por John
E. Olson em 14] e [15], ambos em 1968. O primeiro deles da uma formula exata para
a constante de Davenpoduando se estuda gsgrupos abelianos finitos. O segundo
Teorema apresenta uma cota superior pazanstante de Davenpode grupos que sao
produto direto de grupos abelianos finitos, cuja ordem de el@sddivide a ordem do
outro.

Como Corolarios do segundo Teorema sao apresentados agguitados. O
primeiro deles 1.8) mostra que para grupos da fori@g x C,, comm|n, aconstante de
Davenporté exatamente a cota superior apresentada no Teorema. Qleggarolario
(1.9 nos diz que sempre encontramos uma subsequéncia com sdasiaetliporn em
uma sequéncia arbitraria de inteiros Gaussianos com coreptd 2 — 1. Por fim, o
terceiro Corolario1.10 nos diz que uma sequéncia de comprimédrtek — 1 em grupo
abeliano finitok com ordenmk, ondeh | k, possui uma subsequéncia de comprimeénto
t =0 (modh), cujo produto de seus elementos é 1.

Apresentamos dois Teoremas demonstrados por Harbortfleqnd dao cotas
paras(C;) e s(C). Enunciamos também @onjectura de Kemnitgue afirma que
S(C2) = 4n—3.

1.1 Algumas Definicboes

Comecamos definindo eonstante de Davenport(G) de um grupo abeliano
finito G. Vamos considerar os grupos na forma multiplicativa parsaeconfusao de
notacdo com os anéis de grupos, que serdo utilizados pamensigacdo de alguns
resultados e definiremos adiante.

Definicdo 1.1 Seja G um grupo abeliano finito. Defina-BD(G) como o0 menor inteiro
positivo tal que, para qualquer sequéncia @, ...,dgp (permitindo repeticdes) de ele-
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mentos do grupo, existem indices
1<ii<io<...<iy <D,

para os quais ggi, ... 0, = 1.
Outra definicdo necessaria € aaieis de grupo

Definicdo 1.2 Se G é um grupo e R um anel qualquer com elemento identidad®lo a
de grupo de G sobre R, que denotamos por

RG

€ definido como o conjunto de todas as somas forrrzgsxx ondercRer=0

Xe
exceto por uma quantidade finita de elementos, juntamemeasoregras da adicao e

multiplicacao

(3000 + (T 10 = (rx+ 1

Verifica-se que com essas regR(S é um anel com o elemento identidage.d.
Se o leitor tiver maior interesse no estudcatéis de grupopode consultar][7].

1.2 A Constante de Davenpoppara p-grupos Abelianos
Finitos

Em se tratando dp-grupos abelianos finitos, € possivel encontrar expli@tam
o valor daconstante de Davenpoem termos de seus invariantes. Nesta se¢édo apresen-
tamos o resultado de Olson demonstrado em 1969 {¥rdue nos da o valor exato da
constante de Davenpopara ump-grupo abeliano finito. Para demonstrarmos este fato
precisamos do seguinte lema que deve ser considerado eostdananel de grupaG.

Lema 1.3 Seja G um p-grupo abeliano finito com invariante®, p%,...,p%. Se
r

01,92,...,0k€E Gek>1+ Zl(pa —1), entdo
i=

(1-01)(1-02)...(1-gx) =0 (mod p (1-1)

Demonstragdo SejaJ = (1—91)(1—02)...(1 — gk). Observe que sg = uv, entédo
podemos reduzir o produtba
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J=(1-091)...(1=g-1)A-wW(A—gi+1)... (1 =)+ (1-2)
+u(l-g1)...(1-gi-1)(1-V)(1—git1) .- (1),

pois 1-uv= (1—u)+u(1—v).

ComoG € um grupo abeliano finit@; =< X3 > - < X2 > -...- < X >. E assim
temos que cadg; é produto de poténcias das Entao repetimos o processo dado por
(1-2) para cada@; e encontramos

J= ZyO"JO'v
(&)

onde cadg,; € G e cadal; € um produto da forma

Jo=1-x)1(1-x) ... (1=x)". (1-3)

Aqui os f/s séo inteiros ndo negativos que dependem do indieey fi = k.
Para entendermos melhor vamos observar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.4 Seja G=<x; > - < Xp > - < X3 >, entdo tomandog=x3X3, g = X3x3 e
03 = X1X3x obtemos

J=(1-01)(1-02)(1—gs) = (1—3x5) (1 —xx3) (1 — X1X3X5).

Vamos utilizar a redugéo dada efh-2) para cada(1l — g;).

e (1-01)

(1-g1) =

H
riionﬁio
x5

|_\
><

1) + X1 (1= x1x1) 3 (1 —X2) +X5%2(1— X2)
1—x1) +xa[(L—x1) +xa(1—xa)] + DS +35x] (1= o)
1—x1) +x1(1=x1) +X4 (1= xa) + DG + 3] (1 — %)
141 43 (1—x1) + DS +39%2] (1 —x)

= h1(1—x1)+hz(1—x2)

(1-
(1-
(1-
= (1—x)+x1(1=33) +3[(1—%2) +x2(1—x2)]
(1-
(
(
[
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e (1-go)
(1-g2) = (1-x%)
= (1-3) +x5(1-x9)
= (1-x0) +x1(1=5) +X3(1—X2) + 3% (1 — X5)
= (1—x0) +x1(1—x1) X5 (1—x1) +3(1—Xp) +X5%2(1 — X2) +X3X5(1 — X2)
= [L+xa+55](1—x1) + DG+ XX+ X (1—X2)
= h3(l—X1)—|—h4(l—X2)
(1-0s)
(1-g3) = (1-x5x3)
= (1-x1) +x(1-3%)
= (1—x1) +x1(1-3) +xp3(1—x3)
= (1—x1)+x1(1—x%2) +X1%2(1— X%)+X1X§(1—X3)—|—X1X§X3(1—X3)
= (1—x1)+x1(1—%2) +XX2(1— X2)+X1X%(1—X2)—|—[Xlxg—I—Xlngg](l—Xg)
= (1—x1) + X+ XXe + X0X8] (1 — X2) + [X1X3 + X1 X3X3] (1 — X3)
= (1-x1)+hs(1—x%z) +hg(1—X3)
Assim,

J= hlhg(l — X1)3 + h2h4h5(1 — Xz)3 -+ [h1h4 +hohg + h1h3h5] (1 — Xl)z(l — Xz)—l—

+[h1hahs + hohghs + hoha) (1 — X1) (1 — X2)? + hihghg(1—x1)%(1— Xg) +
+hohahg(1—X2)%(1 — X3) + hg[h1ha + hohs] (1 — x1) (1 — %2) (1 — X3).

Se chamarmos

y1 = hihg;

y2 = hahshs;

y3 = hihs+hohz +hihshs;
ya = hihshs+hohshs + hohy;
ys = hahghg;

Y6 = hahghg;

y7 = hg[hihs+hphg],
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e

b o= (1-x)3%

b = (1-x)%

k= (1—x1)%(1—x);

B o= (1-x)(1-x)%

J5 = (l—X]_)z(l—Xg),

JG = (l—Xz)z(l—Xg),

= (1-x1)(1—x2)(1—x3),
temos

;
J=3 Yoo,
o=1
onde vemos quegy)e G e a soma dos expoentes de caglé &xatamenta.

Comok >y (p% —1) ek=7 fj, entdoy fi > S(p% — 1), e por isso devemos ter
fi > p® para algum em (1-3). Com efeito, sd; < p® para todd, entaof; < p® — 1 e por
fim 5 fi <5 (p® — 1) o que é um absurdo. Mas,

(1—x)"" =0 (mod p.
Assim,J; =0 (mod p para cada, o que proval-1).

O

Agora podemos apresentar o seguinte Teorema demonstradotpoE. Olson
em [14].

Teorema 1.5 Seja G um p-grupo abeliano finito com invariantés, p%, ..., p%. Entéo,

;
D(G)=1+ Zl( p% —1). (1-4)
i=
DemonstracdoSendaoG um p-grupo abeliano finito, temos que

C=<X1> - <Xp>-...- < X >,
r

onde a ordem de; € p®. Primeiramente observe queJrlzl(pa —1) < D(G). De
if

. Nt e 1 o .
fato, se considerarmos a sequéndia *,x° ' ... xP" !, vemos que ela ndo possui
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subsequéncia com produto 1, pafs# 1 para qualquer ¥ g < p& —le<x >N<
Xj >=1 paral # |.
Para completar a demonstracdo, tomamos uma sequéncia uhentls
r
01,92,...,0s emG, coms> 1+ Zl(pa —1). Como visto no Lemdl.3 esta sequén-
i_

cia possui uma subsequéncia com produto 1.

Interpretamos a congruéncia-1) dada no Lemd..3 combinatoriamente: Para
g € G observamos todas as subsequénciagid®, ...,k que tenham produtg. Seja
E(g) a quantidade de tais subsequéncias de comprimento par ©(sgjas de compri-
mento impar. Entdo a equacdni) nos diz que

0 (modp, se 1,
E(g)-O(g={ °mdp. se g7
-1 (modp, se g=1,
pois
(1-01)(1-02)...(1-)=1-01— 02— ... — Ok + 0102+ 0103+ ... + Q10+
+0203+ ... +Ok-19k — 910203 — ... — Ok—20k—10k + - - - (—1)"9192 Ok,

Assim, como vale a congruéncia-{), temos que se o produto de uma subsequéncia de
comprimento par for igual g # 1, necessariamente deve existir uma subsequéncia de
comprimento impar cujo produtogg# 1 para que a primeira seja anulada, e vice-versa,
pois o produto das subsequéncias de comprimento imparcaparegativas no produto
(1—01)...(1—0gk) e as de comprimento par aparecem positivas. O nuE@ppode ser
diferente deO(g) apenas se a diferenca for um multiplo plepor causa da congruéncia
modulo p que anula o term@g. Agora, parag = 1 deve existir uma subsequéncia de
comprimento impar cujo produto € 1, para anular o termo 1 @aeeae no produto
(1—01)...(1—gk). Assim, ndo podemos t&(1) = O(1) = 0. Ou seja, pelo menos uma
subsequéncia dg, 0o, . . .,gs tem produto 1. Concluimos assim a demonstragao.

O

1.3 A Constante de Davenponpara Produto direto de
Grupos abelianos Finitos

Nesta se¢do mostramos que quaBde H x K € o produto direto de dois grupos
abelianos finitos com orderise k, respectivamente, temos qDéG) < h+k — 1. Este
resultado foi demonstrado por Olson (v&5]) em 1969. Apresentamos também trés
corolarios deste Teorema. Para prova-lo precisamos dinsegesultado.
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Lema 1.6 Seja E um grupo abeliano elementar de ordemmprimo. Se g, d», ..., Js €
E e s> 3p— 2, entdo existem indicels< i) <ix < ... <if <scoml <t < p tais que
gilgiz ce gi[ =1

DemonstracéoPelo Teoremd..5, para ump-grupo abeliano element& de ordempX
temos quéd(P) = 1+ k(p—1). Colocamo< dentro de um grupo abeliano elemerftar
de ordemp? (o que ¢ possivel tomando=< x > -E, comx ¢ E e ordem dex igual a
p). ComoD(F) =1+3(p—1) =3p—2, alguma subsequénciaxig, X, . ..,Xg emF,
coms= 3p— 2, tem produto 1. Entéo, reorganizando os indigegz...gep = 1, onde
e= 1 ou 2. Com efeito, SBgIX®...Xgs = 1, temos®(g102...0a) = 1, mas dak® = 1
€0102...0a = 1, e como a ordem deé pea < 3p— 2 temos quea=epcome=1ou
2. See= 1 esta provado. Se= 2, alguma subsequénciagg gy, . .., 92p tem produto 1,
pois esta & uma sequéncia de elementogen®D(E) = 1+ 2(p—1) = 2p— 1. Por fim,
o comprimento de alguma subsequéncia com produtogh,d@g, . .., Jg2p € menor quep.
De fato, reorganizando novamente os indices, sup@imps..gr = 1 comr > p. Mas
0192---0rOr+1.--02p = 1, daigr41...92p = 1, 0 que conclui a demonstracao.

0

O Teorema a seguir foi demonstrado em 1969 por John E. Olsoifil&}).

Teorema 1.7 Seja G= H x K produto direto dos grupos abelianos H e K de ordens
IH| =he|K| =k, onde h k. Se g,02,...,0s € G e s> h+k—1, entdo ¢,0i,...0;, = 1
paraalguml<ii <...<it<s.

DemonstracdoNoOs vamos provar por inducdo sobre a ordedeH. Parah = 1, temos
que o teorema é verdadeiro. Com efeito, consideremos ostoogarciais

j
= i j=1,...,k).
|7| iElg (J )

Se og[]; sdo distintos, entdo alguf; = 1. Sef; = [1;, parai < j, entdogi;1...gj = 1.
Supomos agora que> 1 e sejap um primo divisor deh (e entdo d&k). Seja

Hi um subgrupo déd, K; um subgrupo de&K, com indices/H : Hi] = [K : K1] = p.

Chameh = h1p, k = kip e Q = H; x K1. Assumimos que o teorema € verdadeiro para

Q = Hj x K;. Observe que o grupo quocier@Q = E € um grupo abeliano elementar

de ordemp?. De fato, a ordem dE é

o |H><K| o hk _p2h1k1_ 2
_|H1XK1‘_h1k1_ hlk]_ _p,

|G|_’ Hx K
Q  |HixKg

e E é elementar pois dado o homomorfismo sobrejetor
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H K
"HxK — X —
Q X —)HlxKl

(a, b) — (a- Hl,b- Kl)
temos que&er(@) = Hi x K1 e pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo

H XK %Im((p):ixﬁ.
Hi x Kq Hi Ki
MasH /H; e K /K1 sé@o grupos elementares de ordgnogo todos os elementos
deHﬂl X Kﬁl (e portanto todos os elementoskHetem ordemp.
Ses>h+k—1=p(h1+ki—2)+2p—1, entdo existem dois casos a se
considerar. Primeirop(h; + ki —2) = 0. Dai,h; = k; =1 e entéop = |Hil| =|H| e
p = |K/Ky| = |[K|. Assim,G é um grupo abeliano elementar de ordpfre aplicando o
Lemal.6 obtemos o resultado. Segundidh; + k; — 2) # 0, entdo, pelo Lemé.6 existe
uma subsequéncia d@g, gy, ...,gs com comprimento ndo excedengaujo produtog;
esteja enQ. Continuando este processo, construir subconjuics,...,§,_1 dois a

dois disjuntos, do conjunto de indicgk 2, .. .,s}, de tamanho X |S;| < p, tais que

g =0;€Q,
€S
ondeu—1 = h; +k; — 2. Assim, pelo menos®2— 1 indices sobram, e cond(E) =
2p—1, existe um subconjunt®, do conjunto de indices tal que

g =queQ.
i€
Comou = h;+k; —1 e o teorema vale par®, alguma subsequéncia de
J1,02,...,qy tem produto 1.
0

Um resultado quase imediato deste Teorema nos da um valto pasa a
constante de Davenpodb produto direto de grupos ciclicos.

Coroléario 1.8 Seja G= Cy,, x C, um produto direto de grupos ciclicos:@ G, de ordens
m e n com nmn. Entdo OG) = m+n—1.

Demonstracéo Sejax o gerador deC,, e y o gerador deC,. Considere a sequéncia
(x,1),...,(%1),(1,y),...,(1,y),onde o(x, 1) aparecen— 1 vezes e d1,y) aparecar— 1
vezes. Tal sequéncia ndo possui subsequéncia com produish ordem deéme a
ordem dey én. O
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O Corolario a seguir demonstra uma conjectura feita por€rdo

Corolario 1.9 Uma sequéncia arbitraria de comprimero— 1 de inteiros Gaussianos
tem uma subsequéncia cuja soma é divisivel por n.

Demonstracdo Encontrar uma sequéncia de comprimento—2L em Zl[i| ~ Z X Z
gue possui uma subsequéncia com soma divisivehgbequivalente a encontrar uma
sequéncia de comprimenta 2 1 emZ|i] ~ Zn X Zn que possui uma subsequéncia com
soma-zero. E isto é garantido pelo Teorelna O

O seguinte Corolario € uma generalizagdo do Teorema de Buhaburg-Ziv
(ver [5]) que foi provado para = k.

Corolario 1.10 Se 9,02, .- .,0nh:k_1 € uma sequéncia de elementos em um grupo abeli-
ano finito K de ordem k, e |k, entdo existem indicds<i; < ... <it <h+4+k—1com
t=0 (mod h tais que ¢ gi,...0i, = 1.

DemonstracdoBasta incluirK no produto diretdH x K ondeH é ciclico de orden.
Sejax o gerador deH, ¢ K. Considere a sequénci@, Xdp, . .., X0hk—1 de elementos
emH x K. Pelo Teoremd.5temos que existem indices<li; <ix <...<if<h+k-1
tais quexg,Xg,...xg, = 1. Dai,xX =1 eg;,0i,...0;, = 1. Ou sejagy,di,...0, = 1 e
t=0 (modh. O

1.4 Um Novo Invariante Para o GrupoC/

Nesta se¢do apresentamos a definicas(@dg, ondeC/, é o grupo formado por
r copias do grupo ciclic&,. Essa defini¢cdo foi dada por Harborth em 1973 (\@) [
e formaliza o que foi feito no Teorema de Erd6s-Ginzburg-Zitamos também dois
resultados demonstrados por Harborth @hgyie oferecem cotas para as constas{€y)
e s(Cryn)- Outro resultado que apresentamos sem demonstragdo aoua interesse de
comparacao, € a conjectura de Kemnitz (8. [

Definigdo 1.11 Dado o grupo ¢, com re N, o invariante $CJ) (chamado na época de
f(n,r) por Harborth) & o menor inteiro positivbtal que toda sequéncis de elementos
em @, com comprimento maior ou igualé possui uma subsequéndid) tal que seu
comprimento € n e a soma de seus elementos é o zefp de C

Neste trabalho Harborth provou alguns resultados, delg@seapresentamos dois
para futura comparagdo. O primeiro mostra cotas inferiopesor paras(Cy,).
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Teorema 1.12 Seja G, o produto de r copias do grupo ciclicg,Centéo
2n—1)+1<s(CH<n(n—-1)+1

O préximo Teorema nos da uma cota superior para o invargshbegrupoCl,,
em funcéo de(Cy,), s(Cf,), men.

Teorema 1.13 Seja G,, 0 produto de r copias do grupo ciclicgfs, entdo
S(Cinn) < min{(s(Cry) — 1)n+5(Cp), (s(C) — 2)m-+s(Cy) }-

Em 1983, A. Kemnitz conjecturou que o limite inferior aprmselo no
Teoremal.12¢é atingido (ver 8]) parar = 2.

Conjectura 1 (de Kemnitz) s(C3) = 4n— 3.

Esta conjectura foi provada em 2003 por C. Reiher e s6 foiigadd em 2007
(ver [16]).



CAPITULO 2
Problemas de Soma-Zero com Peso Sob&

Como o foco do nosso trabalho € o estudo do invariggitque € uma variagao
da constante de Davenportiefinimos neste capitulo, aléem deste, mais dois invagante
gue serdo importantes para a demonstracao dos princigaitados apresentados neste
trabalho. As proposicoes5e 2.8nos dao uma relagéo de igualdade entre tais invariantes
para o grupcC;. Para a demonstracéo da Proposig@utilizamos, e por isso demons-
tramos aqui, deorema de Chevalley-Warning

A partir de agora, vamos considefaum grupo abeliano finito na escrita aditiva.

2.1 Algumas Defini¢cGes

SejaS uma sequéncia de elementos@eom comprimentan. Denotaremos
na forma multiplicativa
[
S= _rlgivi,
1=

ondev; representa o numero de vezes que 0 elemgraparece nesta sequéncia. Assim,
[

Z Vi =m.

i=1

Definicdo 2.1 Seja AC Z\ {0}. Dizemos que uma subsequénciaxz..ax de S é uma
subsequéncia de A-soma-zero se podemos encaeatear . .., g € A tal que

gl +&a...+ga=0 em G

Estamos particularmente interessados em estudar o canpa o desy(G)
definida a seguir.

Definigdo 2.2 A constante §G) é o menor inteiro positivd tal que toda sequéncia
S com comprimento maior ou igual @ satisfaz a condi¢égsa), que afirma que deve
existir uma subsequéncia de A-soma-zerg @em comprimento ex(®), onde 0 exfG)

€ 0 minimo multiplo comum das ordens de todos os elementasipo.g
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Para isto precisamos definir outros invariantes.

Definicdo 2.3 e Sejana(G) o menor inteiro positivd tal que toda sequéncis com
comprimento maior ou igual &satisfaz a condigé(na), a qual diz que existe uma
subsequéncia de A-soma-zerafleom comprimento no maximo €x3).

e E, seja, g(G) o menor inteiro positivd tal que toda sequéncid de elementos
distintos e com comprimento maior ou igual,aatisfaz a condi¢éga), a qual diz
que deve existir uma subsequéncia de A-soma-zefaden comprimento ex(®).

2.2 Relacgdes Entre os Invariantega, ga € Sa

Nesta secao, os principais resultados nos fornecem unt@oedamtre os invari-
antessa, ga ena deCj. A Proposica@.5diz quega(C5) = 2na(C;) — 1 e a Proposicép.8
diz quesa(C5) = ga(C") parar > 2. Para demonstra-las, no entanto, precisamos demons-
trar o lema a seguir que fornece os valoresg€s), ga(Cz) e Na(Cz) e também uma
relacéo entraa(C5) e o valorr de copias do grupo ciclicBz. Outro Lema necessario
diz quesa(C2) = 2p — 1 paran impar. Demonstramos tambénTeorema de Chevalley-
Warning que nos fala sobre o numero de solu¢Bede um sistema homogéneo de
fungbes enfg[xy,...,X,| com graugr(fj) = di cuja soma dos graus € menor que o nu-
mero de variaveis. Esse resultado nos diz qlie= 0 (modp), ondep é um primo tal
queq = p".

Lema 2.4 Para A= {—1,1}, temos
) NA(C3) =2, ga(C3) =3es(Cs) =4, e

ii) Na(C5) >r+1paratodore N.

Demonstracéo
1. SejaCz={0,a,2a}.

e NA(Cs) =2;
E claro que a sequéncia com comprimento §m,a, nd0 possui subsequéncia
de A-soma-zero, entdga(Cz) > 2. Mas toda sequéncia com comprimento
2 possui uma subsequéncia Adesoma-zero com comprimento menor que
expCz) = 3. De fato,C3 possui seis sequéncias com comprimento 2. Trés
delas possuem o zero e assim a subsequéncia formada apeess @oma
subsequéncia dA-soma-zero. Os outros casos S0 as sequépcias.a,
S =2a2a, S = a2a que sao elas proprias subsequénciapaé®ma-zero
(a—a=0;2a—2a=0;a+2a=0, respectivamente). Portantp,(C3) = 2.



2.2 Relagbes Entre 0s Invariantgs ga € sa 26

* OA(Cs) =3;
Primeiramente observamos que para uma sequéhdeaCg ter uma sub-
sequéncia dé-soma-zero com comprimenaxpCz) = 3, a sequéncia deve
ter comprimento pelo menos 3. Assim,(Cz) > 3. Mas, como a condi-
cao (ga) exige que a sequéncigadeve ter elementos distintos, nossa unica
opcdo éS = 0.a.2a que é ela propria uma subsequénciaAdsoma-zero
(0+a+2a=0). Logo,ga(Cs) = 3.

o S7(C3) =4.
Note que a sequénci= a.a.2a deCz tem comprimento 3 e ndo possui sub-
sequéncia com comprimentapCz) = 3 deA-soma-zero, entésy(Cz) > 4.
Mas todas as sequéncias com comprimento 4 possuem subsiegubeA-
soma-zero com comprimenegxpCs) = 3. De fato, nés temos 15 possibi-
lidades que séas = 0.0.00(0+0+0=0), $=0.0.0a(0+0+0=0),
$=0.0.0.2a(0+0+0=0),5=0.0.aa(0+a—a=0),5=0.0a2a(0+
at+2a=0); $=002a2a(0+2a—-2a=0), s =0aaa(at+at+a=
0), S =0aaza(za—a—a=0), S=0a2a2a(2a+2a—a=0), 5=
0.2a.2a.2a(0+2a—2a=0),S=aaaa(a+a+a=0),S=aaa2a(a+
at+a=0),§=aa2a2a(2a—a—a=0),§=a2a2a2a(2a+2a+2a=0)
eSS =2a.2a.2a.2a(2a+2a+2a=0). Portantosa(Cz) = 4.

2. A prova segue do fato de que a sequéegia...e comej = (0,...,1,...,0), ndo
tem subsequéncia desoma-zero.

A primeira relagédo € dada a seguir.
Proposic¢éo 2.5Para A= {—1,1}, temos ¢g(Cj) = 2na(C;) — 1.

Demonstracéo O casor = 1 segue diretamente do lema anterior, pgi€;) = 3 =
2-2—1=2n(C}) — 1. Primeiramente vamos mostrar que €fexiste uma sequéncia
de elementos distintos com comprimentp &%) — 2 tal que nenhuma subsequéncia dela
com comprimentexpC}) = 3 seja déA-soma-zero. Tom§ =[] ; i com comprimento
m=na(C3) —1 a qual ndo satisfaz a condi¢@ipn). Em particular,$ ndo tem subsequén-
cias deA-soma-zero com comprimento 1 e 2, isto €, todos os elemeatpsab ndo nulos

e distintos. Agora, seja* =", gi [1"1(—gi). Observe que* tem somente elementos
distintos, ja ques ndo tem subsequéncias Alesoma-zero com comprimento 2. Observe
também que qualquer subsequéncidgmma-zero dg* com comprimento 3 é também
umaA-soma-zero de, paraA = {—1,1}. Assim,ga(C5) > 2na(Cj) — 1.
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Sejas uma sequéncia de elementos distintos e comprineat@na(C;) — 1, e

escreva
n

S = ]jgi .l_i!(—gi)._lz_tqugi,

ondegr # —gspara 24+ 1 <r <s<n. Set =0, entdoS ndo temA-soma-zero com
comprimento 2, e 0 pode aparecer no maximo uma vez eguponha = 0 e sejas* a
subsequéncia de todos os elementos n&o nulgs eetéoS*| = 2na(C5) — 2 > na(Cy),
parar > 2, pois pelo iteni) do Lema anterior temos qupa(C5) > r 4 1. Assim, ela deve
conter uma-soma-zero com comprimento 3.

Para o cast > 1, podemos assum@;j # 0 para todoj = 2t 4 1,...,n, pois
caso contrariog + (—&) + 9j, (9j, = 0) € uma subsequéncia desoma-zero com
comprimento 3. Com isso, au> na(Cj), tal que[Tt_, g tem umaA-soma-zero com
comprimento 3 (ndo com comprimento 1, pois 0 zero ndo esdk&mn com comprimento
2, pois o inverso de cada um dos seus elementos também n&mgeed ela), ou
n—t >na(Ch), tal que]i_,(—Gi) M1 9 tem uma subsequéncia Aesoma-zero com
comprimento 3.

Concluimos entéo quga(C5) = 2na(C5) — 1. O

Observe que com a definicdo dos invariasiesga, € pela Proposicdd.5temos
a seguinte relacéo

sa(C3) > ga(C3) = 2na(C3) — 1. (2-1)

O préximo lema é o Teorema 3 dg.[Para demonstra-lo precisamostmrema
de Chevalley-Warninfyver [12]), que provamos a seguir.

Teorema 2.6 (Chevalley-Warning) Sejam p um inteiro primo &g o corpo finito com
q= p" elementos. Para+ 1,...,m sejam if(xs,...,%n) € Fg[Xq, ..., %] de grau g(f;) =
di. Seja N o numero de n-uplégy, ..., x,) de elementos efi] tais que

fi(xl7"'7xn> =0

paratodoi=1,...,m. Se

di <n,

entao
N=0 (modp
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Demonstracdo O grupo multiplicativo dos elementos nédo nulos de um conpitofié

ciclico, e entao, para todoc Iy,

-1 1, se x#0,
B 0, se x=0.

Além disso, convencionandd & 1, temos

X=0se 0<r<g—1

xelq

De fato, para = Otemosz X0 = Z 1=0g1=0,epara®r <q—1temos
xelkq xel'q

q-2 a@-1 _1
%xr: %xr: Z;(d)r:“izo'
xeFq Xl i= a-1

Sejamxg, ..., Xn € Fq. Entéo,

m _ 1, se fi(xg,...,Xn) =0 paratoda € {1,...,m},
[t f6x) ={ X =0 oo
= 0, c.c. ,
e assim,
m 1)
N= (1— fi(xg,...,xn)97).
Xl,...%EFqig

Como o grau ddi(xy,...,X) éd;, segue que

ﬁ(l— fi(X, ..., %)% 1) =

I'1 I
D> XX
l7-~-7rn

m

€ um polindmio de grau no maxin{gq— 1) Zldi com coeficientes;,  r, € Fq. Entdo
i=

N = Z ﬁ(l— fi(X]_,...,Xn)qil)

X1,....XnEFgi=

&y X X0 (modp)

Xt X" (modp)

I
iM
2

™M

= 3 aan]] 3 % (modp)
I15--5fn J=1xj€lq
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onde o somatorio acontece sobre toda n-gpla..,rp) de inteiros ndo negativos tais que

n n
Sr<@-1Y d<n@-1).
=1 =1
Isso implica que G< rj < g— 1 para algunj, e assim
n r
Z Xj =0 (modp).

J=1x€lfq

Portanto,
N=0 (modp).

O

Uma observacao relevante para a demonstracao a seguir éue @xigte um
isomorfismo natural entre os grupos cicli€js= (%)r. Por simplificacdo denotaremos
() por Fn.

Este Lema € a verséo da Conjectura de Kemnitz para sequépeéiasoma-zero,

e foi demonstrado por Adhikaett alem [1].

Lema 2.7 Para um inteiro impar n, temos que
sa(C?) =2n—1.

DemonstracdoVamos provar por inducéo sobre o numero de fatores primas de
Sen = p é primo, entao

Sa(Ch) =2p—1.

De fato, sejant = 2p—1 evy = (C1,d1),V2 = (C2,d2), ...,y = (Cr,dr) uma sequéncia
qualquer de vetores eRy.
Consideremos o seguinte sistema de equagdespeniariaveisx sobreF:

2p—1 p-1

X7 —0, (2-2)
i=
2p*l p-1

dixi = 0, (2_3)
i=
2p-1

; =0, (2-4)
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Como qp—1) <2p—1exy =X =...=Xp-1 =0 é uma solugéo, pelo
Teorema d€hevalley-Warningexiste uma outra solucdey, a, ..., &) € (Fp)?P~ 1. Seja
JcC{1,2,...,2p—1} o conjunto de todos os indices de entradas n&o nulas de uma tal
solucéo.

Das equacte(2) e (2-3) segue que

Zaivi =(0,0), emF?,
i

ondeg € {—1,1}, pois pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que

W1 _ 0, se x=0,
-1, se x#0.

Dai,

p-1 0, se x=0,
XZ —
+1, se x#0.

Da equacaod-4) e também do Pequeno Teorema de Fermat temos

IEleO.

Entéo|J| € multiplo dep. Mas o sistema possui apengs-21 variaveis, portant@]| = p.
Isso prova que

Sa(Ch) <2p—1.

Por outro lado, consideramos a sequénciagme 2 elementos onde cada um dos
elementog1,0) e (0,1) é repetidop— 1 vezes. Esta sequéncia ndo possui subsequéncia
de A-soma-zero com comprimenfn pois comop € impar temos qup— 1 € par e ndo é
possivel cancelar todos os elementos da subsequéncia.dséoemistep — 1 vezes cada
elemento ndo podemos somar um elemgniezes para ele se anular é)ﬁ Logo,

Sa(C) >2p—1.

Concluimos ent&o qug(C3) = 2p— 1.

Agora, supomos por inducdo que o resultado é valido paraitadivo com o
namero de fatores primos menor que ode

Sejan = mp, ondep é primo. Pelo que assumimos, cada subsequéncip €d.2
membros de uma sequéncia qualqsier viVo ... Vo1 tem uma subsequénorgi € | de
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p elementos tal que existeaj € {—1,1} e j € | de tal forma que

ZajVj = (0,0) (modp.
Je

De § vamos omitindo repetidamente tais subsequéncigsatementos. Mesmo
depois que th— 2 destas subsequéncias sdo omitidas nos ainda ficamospom 2—
(2m—2)p = 2p— 1 elementos e podemos ter outra subsequénciaaelementos dé\-
soma-zero erir?.

Assim nés encontramogr2- 1 subconjuntos, I, . .., lom_1, dois a dois disjun-

tos,de{1,2,...,2mp—1},com|li|=pe ) ajvj=(0,0) (mod p para cada ondea;j €
Jeli
A. Escrevenda; = ) ajVj, n0s agora consideramos a sequé%(xila%xz, e, %XZm_l €

j€li
72. Pela hipétese de inducéo, essa nova sequéncia tem umgséihsia den elementos

cujaA-soma é divisivel pom. Isto é, existe um subconjuntbcom comprimentan de
i .. . .
{1,2,...,2m— 1}, tal que Z bx—Xx € divisivel porm, ondeby € A. Dali,
kel’

1
— Zbkxk:mt, teZ
kel’

= Z bkxx = mpt
kel’

= 5 b =(0,0) (modn.
kel

Observe que, como o conjuntd é fechado em relacdo a multiplicagéo, a
subsequéncig;, comj € Iy ek € I’ € umaA-soma-zero de. Logo,sa(C2) = 2n— 1.
O

A seguir temos a relagéo de igualdade entre os invarigntega para o grupo
Ci.

Proposicéo 2.8Para A= {—1,1}, temos &(C5) = ga(C}), parar> 2.

Demonstracéo Pelo Lema anterior2(7) temos qu&sA(Cg) =5 e, por outro lado, a
sequéncid1,0)(0,1)(2,0)(0,2) ndo satisfaz a condi¢dga), entdoga(C3) > 5, e assim
sa(C2) = ga(C3) pela condic&o dada pa2-1).

Seja$ uma sequéncia com comprimento= sa(C5) — 1 que ndo satisfaz a
condi¢@o(sa). Em particularS ndo contém trés elementos iguais, ja qge=30. Se
S contém somente elementos distintos, entdo ela ndo satisfandicao(ga), € entéo
m < ga(C5) — 1, o que implicasa(C5) = ga(C5) pela equagadl). Assim, vamos supor
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ques tem elementos repetidos e escrevemos

m

t
S=e2F =
ﬂg' j:|'|

o] (2-5)
2t+1

ondegs,...,0,02+1,---,0m Sao distintos. Se para algun<ljo < m tivermosgj, = O,
entdo a subsequéncia de todos os elementos nédo nufagecomprimento pelo menos
igual asa(C5) —3 > 2na(C;) — 4 > na(C;) +r+1—4 > na(Cj) parar > 3, onde a
segunda desigualdade vale pelo Lelnditemii). Entdo devemos ter umfgsoma-zero
com comprimento 2 ou 3. Pelo que assumimos, essa subsegjdédcsoma-zero deve
ter comprimento 2. Mas A-soma-zero juntamente cogy = 0 seria uma subsequéncia
de A-soma-zero com comprimento 3 esncontradizendo o fato de quenéo satisfaz a
condicao(sa).

Assim, vamos assumir que todos os elementa$ s&o nao nulos. Observe que
nos ndo podemos tgreme e h em ¥ tal queh = —g, poisg+g—h=3g =0, uma
A-soma-zero com comprimento 3. Portanto a nova sequéncia

tem somente elementos distintos, comprimente sa(C5) — 1, e ndo satisfaz a condicéo
(ga). Entdo,m < ga(C5) — 1, e isso conclui a demonstragdo de acordo com a equagéo
(2-2). O

Por fim, unindo as Proposi¢co2s e 2.8 obtemos a seguinte relagao

sa(C3) = ga(C3) = 2na(C5) — 1. (2-6)



CAPITULO 3

Principais Resultados

Neste capitulo apresentamos os resultados principais tlebailho. Os primei-
ros trés Teoremas foram demonstrados por Lemos, Godinhoquigem®]. O primeiro
deles (Teorema.1) nos apresenta cotas inferior e superior para o invarg&,), n im-
par, em funcdo dos valoregse r. O segundo (Teorema5) apresenta cotas inferiores
para o invariantea(C}) em trés casos diferentes: quand® impar, quando é par com
r=2 (mod 4 e quanda é par cont =0 (mod 4). O terceiro resultado (Teoren3a6)
apresenta valores e cotas para o invarigQuos grupos da forrrﬁga, C§a ecga. Por fim
apresentamos o Teorema demosntrado por Harborthqlygrdra o invariants(Cf,,) em
1973 que nos da uma cota superior para o invarigt® grupoCpn.

3.1 Limitantes Parasa(Cl)

O Teorema a seguir foi provado por H. Godinho, A. Lemos e D.ddes em ]

e € a versao para sequénciastdsoma-zero do Teorenmfal2provado por Harborth em
[7].

Sejag: Z — Z o epimorfismo candnico de grupos, e definaZ’ — (2 )"
comoa(ay,...,a) = (@(a1),...,0&)). Ses = gi...0m € uma sequéncia sobre o gruglo
vamos denotar par(S) a sequéncia(S) =a(gi)...0(gm) de mesmo comprimento sobre
o grupo(Z)".

Teorema 3.1 Sejam A={—1,1},n>1imparer>1 Sen=3er>2, oun>5entdo
n—1

2 1)+ 1< sa(Ch) < (N —1)("=

1
7 )T

Demonstracéo

1. O limite inferior para sa(CJ,). Sejamey, ..., & 0s elementos d€/, definidos
comoe; = (0,...,0,1,0,...,0), onde o 1 esta npésima posicéo, e para cada subconjunto
| c {1,...,r} de cardinalidade impar, defira = 5., & (por exemplo, tomandd =
{1,3,r}, temose; = (1,0,1,0,...,0,1)), e sejady a colegdo de todos os subconjuntos
de{1,...,r} de cardinalidade impar e no maximo iguaha
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Vamos provar este resultado pfr’@ 0 que é equivalente a provar p&acomo
vimos no capitulo anterior. Seg, ..., € a base canonica (isto e; =(0,...,0,1,0,...,0),
onde o 1 esta ngésima posicéo) do grupdl, e defina, como anteriormente

ei‘z%a"-

Agora considere a sequéncia
n—1
S= "
1€y

com comprimento 21(n—1). De fato, pois a cardinalidade do conjunto das partes
de {1,...,r} é Z, e como a colecadd tem apenas os subconjuntos f&....r} com
cardinalidade impar temos que existérmonjuntos eny,. Vamos provar que a sequéncia
correspondente

nao tem subsequéncia Aesoma-zero com comprimentp o que é equivalente a provar
que dadA = {—1,1} e qualquer subsequéncta= 0;...gn de.§, ndo é possivel encontrar
€1,...,€n € Atais que

€101+ ... +€n0nh = (0,...,0) (modn). (3-1)

Suponhamos por absurdo que seja possivel encontrargitaisEscrevendogy =
(cgk), ...,c§k)), para 1< k < n, segue de3-1) que, para cadae {1,...,r}, temos

ok
Z skcg =0 (modn). (3-2)
K=1

Para cada X | <r definimos os conjuntos
¢
A ={tc)” =1}.

Comocgf) € {0,1} eg € {—1,1} para qualquej e qualquer devemos ter, de acordo
com 3-2), que
|Aj| =n ou |Aj| & par (3-3)

Comog, = ¢, para alguni, € J;, e pela defini¢éo de, zﬁzl cg@ =|l,| para todd, entéo

r r n n r n

14 14
S IAjl = z;c§>=; c§>=; el = 2] + ..+ [1nl,
]:1 ]:1 =1 :1]:1 =1
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uma soma impar de nameros impares. Portanto, deve exisfjig tahque|A;,| € impar.
Mas por 8-3) temos quelAj,| = n. Dai, segue queg? =1 paratodo I/ <n, e
assimyp_,; skc(-? =n. Portantog, = ... = €5 = 1. Agora note que pof3f2), se tivermos

j
clo) — 1, paraalgum K tg <n, entéocgt)

j
tivermoscgs") =0, para algum X sp < n, entéocgs)
g1 =...=0n, 0 que é um absurdo ja que na sequépais elementos ndo aparecem mais
quen—1 vezes.

Portanto, 2 1(n—1) +1 < sa(C).
2. O limite superior para sa(Cf). Vamos considerar o conjunto de elementos
do grupoCy, como a uniad0} UGT UG, onde seg € G™ entdo—g € G, e escreva a

sequéncig como

=1 paratodo Kt <n, e da mesma forma se
=0 paratodo K s<n. Logo, temos

5=0" 7 (@) (~g)" o).
geGt

Primeiro observe que se para alg@nvg(S) +V_g(5) > n, entdo podemos
encontrar uma subsequéndta= c;...c, de S, que € umaA-soma-zero, pois qualquer
soma den elementos iguais € zero €Bfj. Agora consideren> 1 em-+Vg(5) +V_g(S) >
n, entdo podemos encontrar uma subsequéRcia h;...hy de S com comprimento par
t > n—mcomhj € {—g,9}. ComoA = {-1,1}, R € umaA-soma-zero. Portanto, a
subsequéncid = 0™ ®_(m* < m) de.§ é umaA-soma-zero com comprimento

Agora assuma que, para caglam.s temosvg(S) +Vv_g(5) <n—m, que da

m+"2(n—-m), se m>0 pag
S|<q m=1+"2(n—m), se m>0 impar

"1(n-1), se m=0,

r
para|G*| = "> Observamos que no casupar

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
(n—m) <2+ (n—2) <2+ (n—2)+ 5 -1< 5 (n—1)+1

m+-

e a igualdade s6 acontece quamde 3 er = 1. Neste caso temos qui§| < ”r—z‘l(n—
1) + 1. Concluimos entéo que &€| > %(n —1) +1, ela tem uma subsequéncia com
comprimentan a qual € deA-soma-zero.

U

No caso em qua = 3 podemos melhorar a cota superiorsgéCy).
Corolario 3.2 Sejam A= {—1,1} er> 1, entdo g(Cj3) < 2- 3%

DemonstracéoDe acordo com a proposic@o8, sa(Cj) = ga(C5) parar > 2, e segue
da definicéo quea(C;) < g(C5), ondeg(Cj) € o invariantega(C5) comA = {1}. Agora
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usamos o TeoremaZ.de [11] para obtesa(C5) = ga(Cj) < 9(C5) < 2- 3{ O

3.2 Cota Inferior Para sa(Cj)

Nesta secdo vamos apresentar a demonstracdo do Tedreqmee nos da uma
cota inferior da constant (C5) para o caso em queé impar e no caso em que par
tratamos separadamemte 2 (mod 4) er = 0(mod 4). Para demonstrar o0 caso em que
impar apresentamos a Proposi@a®a seguir e para 0 caso em queé par apresentamos
a Proposicad.4. Ambas proposi¢cdes apresentam resultado para o invamapnteas
através da Proposi¢&o5 obtemos o resultado.

Proposic&o 3.3Se r> 3 é impar e A= {—1,1}, entdiona(Cj) > 2"+ ("51), onde
r—-3 —
=2 =1 d4
5>, Se T (mod4), (3-2)
=2, se r= 3(mod4)

DemonstracadoNOs provaremos essa proposi¢do apresentando um exenggquincia
com comprimento2* + (";') — 1 sem subsequéncia fesoma-zero com comprimento
menor ou igual a 3. Seja= ("5'), e considere a sequéncia

S=EG=( |_| er)-01...0¢
€32
com
gi=(-1,-1,..,-111,..1)

——
14}

9=(-11,.,1,-1,..,-1),

ondee; e J,_» sdo definidos na demonstracdo do Teor@aA sequéncias nao tem
subsequéncias d&soma-zero com comprimento 1 e 2, pois 0 0 ndo pertente &

néo possui elementos repetidos. E também a soma ou difetersjementos dg nunca
dara outro elemento dg, pois nenhum elemento dg possui zero como uma de suas
coordenadas. Agora nos consideramgs ¢, ondees e ¢; representam og’s para o
gualscoordenadas sao iguais a i@ordenadas sao iguais a 1, respectivamente. Assim,
vemos ques — ¢; hunca sera um elemento dgja que ou ele tem necessariamente uma
coordenada zero ou, conse@t sdo impares por defini¢cdo, ele tem um namero impar de
—1's o que é um absurdo padst 1 é par.
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Agora, se para algusie para algunt nos tivermos
es+ e = g,

entaoe; e ¢s deveriam te®+ 1 coordenadas ndo nulas nas mesmas posicoes para obter
0+ 1 coordenadas 1's. Entdo devemos ter

r+(6+1) =s+t.

O que é impossivel ja quet-t é par er + (8+ 1) é impar.

Assim, a Unica subsequéncia édesoma-zero possivel com comprimento 3
necessariamente incluira um elementaftie dois elementos dg.

Sejamv,w elementos d&;. Agora, note que ou+w ouv—w tem duas das suas
entradas com sinais opostos (ja due %) e entdo ambos ndo podem ser adicionados
a um-=e| para obter uma-soma-zero, ja que todas as suas entradas ndo nulas tem o
mesmo sinal. Portantga(Ch) > 21+ ("51). O

Proposicdo 3.4Seja r> 4 par, m= L?“T“‘J e A= {-1,1}. Entéo,

NA(Ch) > ji (D L)+ 1,

j impar

onde

e — (%), se r=2 (mod4)
(r)_{ (g)/Z, se r=0 (mod4).

DemonstragdoConsidere a sequéncid = g;...g; com

g=(-1,..,-111,..1)
N——

5
onde
T_ l(r), se r=2 (mod 4
| 2¢(r), se r=0 (mod4
e

N

5— -2, se r=2 (mod 4
B 5, se r=0 (mod4

]
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Observe que se =2 (mod 4), entdot = £. E comod = 52 < 5, temos
que —gi ¢ X para nenhum € {1,2,...,1}. Mas, ser =0 (mod 4 temos qued = 5
eT=20= @ entdo para todo= {1,2,...,1} temos que-g € X. Logo podemos
reorganizar a sequéncia da seguinte forma

53
r! |_l = K"K
Agora defina a sequéncia
S=([]e) g

1€Tm

ondeG = X ser =2 (mod 4 ouG = K" ser =0 (mod 4, em= | ¥:#|, umasequéncia

de tamanho .
r
S| = (.)+£(r)+1
J; 1

j impar
Observamos qué n&o possui subsequénciasAleoma-zero com comprimento
1 ou 2, pois 0 zero ndo esta na sequéncia e a sequéncia passeliedoentos iguais ou
opostos. Também a soma ou diferenca de dois elementgsidaca sera outro elemento
de G, pois teremos necessariamente um zero como coordenadbéifaim— ¢; nunca
sera um elemento dg ja que ele tem necessariamente ou uma coordenada zero ou um
numero impar de-1's, sendo @& par. Agora, se para alguge algumt nés tivermos

es— et = *Qj,

para algumj, entdoe; e ¢s terdo necessariamendecoordenadas néo-nulas nas mesmas
posicdes (para obtércoordenadas-1's). Mas entdos+t =r+0 > Sr 2 para qualquer
valor ded o que é impossivel ja que

3r—4
s-|—t<2m<T

Assim, a Unica subsequéncia com comprimento 3 possivaliinelcessaria-
mente um elementq e dois elementos d§.

Sejamv, w elementos de&;. Primeiro observe que se eles ndo téir's em
posi¢cbes comuns, ent&a- w tem uma quantidade par de zeros e uma quantidade par de
—1's (ja quer e d sdo ambos pares), isto & w £ +e¢. Note quev—w também tem
uma quantidade par de coordenadas ndo nulas, iste- & ndo € do tipote. Agora,
assumimos que, w tem pelo menos um-1 na mesma posi¢ao, e verificamos guew
ouv—w tem duas ou mais de suas entradas com sinais opostos e ealificegaeles ndo
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pode ser adicionado a utre; para obter um&-soma-zero, ja que todas as entradas néo
nulas dete; tem 0 mesmo sinal.
U

O Teorema a seguir segue diretamente das Proposic8es3.4 e da equacao
(2-6).

Teorema 3.5Sejam A={—-1,1} er>5

i) Ser éimpar entédo
-1
sa(Cg) > 2 +2<rr_5 ) -1
2
i)y Ser é par, comm= | ¥4, entdo

(@) Ser=2 (mod 4), entdo

w22 7 () ()

onde j toma valores impares.

IA

(b) Ser=0 (mod 4), entdo

wtoa g ()p)

onde j toma valores impares.

3.3 Valores e Limitantes Parasa(C3), sa(Ch) e sa(C)

Nesta secdo temos como objetivo a demonstracdo do Tedddrea seguir.
Sua prova esta dividida entre duas proposi¢cfes. Para aoncfio itemi) do Teorema
demonstramos a Proposi¢&ad para o invariantga e aplicamos os valores encontrados
na equacao dada pela Proposi2d&on Os outros trés itens sdo demonstrados na Proposicao
3.9. No entanto precisamos do Lerié8 demonstrado enf3] paraA = {1} e que aqui
demonstramos para= {—1,1}.

Teorema 3.6 Seja A= {—1,1}. Entdo,

) sa(C3) =9, sa(C3) = 21, 41 < s5(CJ) < 45,
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i) Sa(C3) =4 x 32— 3, para todo a> 1.
iif) 8x 3% —7 < sa(Cd) <10x 32—9, para todo a> 1;

iv) 16x 32— 15< s5(C) < 22x 32— 21, para todo a> 1.
Para a demonstragéo do itéjdo Teorema acima segue a Proposicao.
Proposicdo 3.7Para A= {—1,1}, n0s temos
1. na(C) =3,
2. Na(C3) =5
3. Na(C3) = 11,
4.21<na(C3) <23

DemonstracédoPelas proposicoesse 2.8temos a equagao dada por

sa(C3) = 9a(C3) = 2na(CY) — 1, (3-5)

parar > 1, e por definicéo temos qug(C5) < g(Cj;) resultando erma(C5) < &Z)H

Segue dey(Ch) =5 (ver [8]), g(C3) = 10, 9(C4) = 21 (ver B]), g(C§) = 46 (ver H),
entdona(C3) < 3,na(C3) < 5,na(C3) < 11 ena(C3) < 23. Por outro lado, observe que
as sequéncia4,0)(0,1) e (1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)(1,1,1) ndo possuem subsequéncias de
A-soma-zero com comprimento no maximo trés, pois os elers@eiatros ndo pertencem
as sequéncias, nenhuma das duas sequéncias possuem ademmpeetidos e por fim, a
soma ou diferenca de dois elementos da sequéncia ndo geateter. EntéqA(Cg) =3

e r]A(Cg’) = 5. Podemos verificar com observacfes analogas que as ssgegouéncias
com comprimento 10 e 20 respectivamente ndo satisfazendé;éorina):

(1,1,0,0)...(0,0,1,1)(1,1,1,0)...(0,1,1,1)

(1,1,0,0,0)...(0,0,0,1,1)(1,1,1,0,0)...(0,0,1,1,1),
entdiona(C3) = 11 ena(C3) > 21.
O

A Proposi¢cadas3.7 juntamente com a equacd®d-§) nos dao a demonstracéo do
itemi) do Teorema.6. A demonstracdo dos outros trés itens € dada pela propd&i@é&o
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gue apresentaremos posteriormente. Mas antes precisarseguinte resultado que esta
demonstrado enB] paraA = {1} e aqui demonstramos pata= {—1,1}.

Lema 3.8 Seja G um grupo abeliano finito,-A{—1,1} e H < G. Sejas uma sequéncia
em G com comprimento

m> (sa(H) —1)expG/H) +sa(G/H).

EntdoS tem uma subsequéncia de A-soma-zero com comprimer(td g4 G/H). Em
particular, se expG) = expH)expG/H), entdo

Sa(G) < (sa(H) —1)expG/H) +sa(G/H).

Demonstracdo Sejag: G — G/H, o epimorfismo candnico, dado pgfg) = g+ H
para cadag € G. De |@(S)| = |S| e de|S| > sa(G/H) segue quep(.§) possui uma
subsequéncig(s1) de A-soma-zero, comsSi| = expG/H), e resta uma subsequéncia
com tamanho maior ou igual @a(H) — 2)exp(G/H) + sa(G/H). De novo, repetimos
este procedimento para obtermos mais uma sequéqgiade A-soma-zero, coms;| =
exp(G/H), e uma subsequéncia com tamanho maior ou igusd @) — 3)expG/H) +
sa(G/H).

ApOs repetirmos este procedimesi@H ) — 1 vezes obtemos esta quantidade de
subsequéncias desoma-zero disjuntas aos parg&si), para todd € {1,2,...,sa(H) —
1}, com | S| = exgG/H), e restara uma subsequéncia com tamanho maior ou igual a
sa(G/H). Mais uma vez aplicamos o procedimento anterior para olomma sub-
sequénciap(Ss,+)) de A-soma-zero, comSs, )| = exp(G/H) e disjunta das anteriores
obtidas.

SejaL = a;...a, uma sequéncia erG tal que@(L) = @(az)...¢(a,) seja uma
sequéncia ens/H de A-soma-zero. Entdo existem,...,xn € A = {—1,1} tais que
x10(a1) + ... + Xn®(an) = 0. Defina entdo

O'A(L) = X1a1 + ... + Xpan.

Agora, considereZ = ﬂisi(lH)oA(Si). De @(oa(Si)) = oa(@(Si)) = 0, segue
que a sequéncid esta emker(@) = H. Como‘Z é uma sequéncia com comprimento
sa(H) temos que ela possui uma subsequéncid-dema-zerol’ = ¢ 0a(Sj), | C
{1,2,...,sa(H)}, com comprimentexpH).

Portanto, a sequénci& = []j¢ Sj € uma sequéncia da-soma-zero e tem
comprimentd.S’| = exp(H)expG/H).

Em particular, seexpG) = expH)expG/H) entdo sa(G) < (sa(H) —
1)expG/H) +sa(G/H).
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Proposigéo 3.9Para A= {—1,1}, temos
1. s(C3) =4 x 32— 3, para todo a> 1;
2. 8x 3P -7 <s(Ch) <10x 39, paratodo a> 1;
3. 16x 32— 15< 55 (C3) < 22x 32— 21, para todo a> 1.

Demonstragdo Segue do iteni) do Teorema3.6 que sa(C3) = 4 x 3— 3 = 9. Agora
assumimos qusa(C3, ;) = 4 x 3* 1 —3. Assim, a proposi¢&.8 nos diz que

SA(C) <3x (sa(C3 1) —1)+5a(C3) <4x 373

Por outro lado, 0o Teorem&.1 nos d&sa(C3.) > 4 x 32 — 3, concluindo a
demonstracéo do item.

Novamente pelo iter) do Teorema.6nds temos qusa(C3) = 10x 3—9=21.
Agora, assumimos qua(Cga,l) < 10x 3*1 -9, Segue da proposicZo8 que

SA(CHh) < 3% (sa(Cga 1) — 1) +5a(C3) <10x 379

Por outro lado, o Teorema.1 nos da o limite inferiorsa(C3) > 8 x 3% — 7,
concluindo a demonstracao do itéimn

Por fim, para demonstrarmos o itéiir) observamos que o Teorer&, itemi)
nos dasa(C3) < 22x 3—21. Assumimos quea(C3, ;) < 22x 3* 1 —21. Assim, pela
Proposica@.8temos que

SA(C3) < 3x (sa(Coha) — 1) +5a(C3) <22x 3721

Por outro lado, o Teorental nos da o limite inferiosA(Cga) >16x32—-15, e
assim concluimos a demonstracéo desta proposicgao.
O

3.4 Cota Superior Parasa(Cl,)

O Teorema a seguir € a versao para o invarigfitho Teoremd..13demonstrado
por Harborth em 7] que apresenta uma cota superior para o invarisi@g,,), s6 que
nesse caso € para o invariastéCy,,,). A diferenca € que no lugar &Cj,) e s(C/,) essa
nova cota depende dos invarian$g€Cr,) e sa(Cy).
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Teorema 3.10 Seja G, 0 produto de r copias o grupo ciclica,fs, entdo
SA(Cinn) < Min{(sa(Cry) — 1)n+sa(Cy), (Sa(Cr) —2)m+sa(Cry) }-

DemonstracdoObserve quexpCy,,) = mn=expCy,)expCy). E comoCy,,/Cf, ~ Cj
e Cl,/Ci, =~ Cf,, entdo pela Proposi¢c@8temos quesa(Cmn) < (Sa(Cry) — 1)n+sa(C)

e 5a(Cmn) < (sa(Cl) — 1)m+sa(Chy). O
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