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Resumo

Pereira, Nara Reges Faria de Paiva.Alguns Problemas de Soma-Zero Com
Peso. Goiânia, 2015.45p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Matemática e
Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho estudamos resultados sobre aconstante de Davenportpara grupos abeli-

anos finitos. Estudamos também alguns problemas de soma-zero com peso para grupos

cíclicos específicos e, para isto, provamos relações entre os invariantessA, gA e ηA para

tais grupos.

Palavras–chave

Sequências deA-soma-zero, grupos abelianos finitos, combinatória.



Abstract

Pereira, Nara Reges Faria de Paiva.Some zero-sum problems with weight.
Goiânia, 2015.45p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática e Estatística,
Universidade Federal de Goiás.

In this work we study some results about Davenport’s constant for finite abelian groups.

We also study some weighted zero-sum problems for especific cyclic groups and for this

we prove some relations between the invariantssA, gA e ηA for such groups.

Keywords

Sequences ofA-zero-sum, finite abelian groups, combinatorial.



Introdução

O objetivo deste trabalho é o estudo das sequências de soma-zero com peso

em grupos abelianos finitos. A pesquisa sobre sequências em grupos abelianos finitos

se iniciou com o resultado provado por Erdös-Ginzburg-Ziv em 1961 (ver [5]) que diz o

seguinte: Qualquer sequência de inteiros de comprimento 2n−1 possui uma subsequência

de comprimenton cuja soma de seus elementos é zero módulon. Depois disto Erdös

propôs a determinação do menor comprimento de uma sequênciano grupoC2
p, que é o

produto direto dos grupos cíclicosCp, tal que esta sequência possua uma subsequência de

comprimentop cuja soma de seus elementos é zero módulop.

Em abril de 1966 H. Davenport propôs uma questão durante aMidwestern

conference on Group Theory and Number Theory, Ohio State University, que diz o

seguinte:

Se R é o anel de inteiros de um corpoF de números algébricos, qual é o número

maximal de classes de ideais primos (contando multiplicidade) na decomposição em

ideais primos deaRpara um inteiro irredutívela emR?

SendoG o grupo de classes de ideais primos deR na questão acima, Davenport

provou que o número procurado é dado pelo menor inteiro positivo ℓ tal que toda sequên-

cia de elementos deG, com comprimento maior ou igual aℓ, possui uma subsequência

cuja soma de seus elementos é o zero deG. Tal invariante é denotada porD(G) e é cha-

mada deconstante de Davenportde G.

No Capítulo1 deste trabalho apresentamos um resultado demonstrado por J.

Olson em 1969 (ver [14]) que diz que para ump-grupo abelianoG com invariantes

pn1, ..., pnr a constante de Davenportde G é dada porD(G) = 1+∑r
i=1(p

ni −1). Apre-

sentamos também outro resultado provado por J. Olson no mesmo ano (ver [15]) que diz

que seG = H ×K é o produto direto de dois grupos abelianosH e K com ordensh e

k, respectivamente, ondeh|k, entãoD(G) ≤ h+ k−1. Como Corolário deste resultado

vemos que seG=Cm×Cn é o produto direto de dois grupos cíclicos de ordensmen com

m|n, entãoD(G) = m+n−1. Outra consequência é a solução de um problema proposto

por Erdös que nos diz que uma sequência arbitrária de comprimento 2n−1 de inteiros

Gaussianos tem uma subsequência cuja soma é divisível porn.

Ainda no Capítulo1 definimos, para um grupoCr
n, o invariantes(Cr

n) como o



menor inteiro positivoℓ tal que toda sequência de elementos emCr
n com comprimento

maior ou igual aℓ possui uma subsequência de comprimenton com a soma de seus

elementos sendo o zero deCr
n. Essa definição foi dada por Harborth em [7] onde ele

provou que(n− 1)2r + 1 ≤ s(Cr
n) ≤ (n− 1)nr + 1 e s(Cr

mn) ≤ min{(s(Cr
m)− 1)n+

s(Cr
n),(s(C

r
n)− 2)m+ s(Cr

m)}. Apresentamos também o resultado que foi conjecturado

por Kemnitz em 1983 (ver [8]) e demonstrado em 2003 por C. Reiher (ver [16]).

Surgiu-se então o estudo dos problemas de soma zero com peso,onde o maior

interesse é estudar o comportamento do invariantesA de um grupo abeliano finito que é

definido como o menor inteiro positivoℓ tal que toda sequência com comprimento maior

ou igual aℓ possui uma subsequência deA-soma-zero, isto é, uma subsequência cuja

combinação linear dos seus elementos com coeficientes emA⊂Z\{0} é o zero do grupo.

Em 2006, Adhikariet alem [2] provaram quesA(Cn) = n+⌊log2n⌋, quandoA= {−1,1},

onde para um número realx, ⌊x⌋ denota o maior inteiro menor ou igual ax. Esse resultado

é equivalente ao Teorema de Erdös-Ginzburg-Ziv para o pesoA= {−1,1}. Nesse mesmo

sentido, Adhikariet al provaram, em [1], quesA(C2
n) = 2n−1 para todo natural ímparn

eA= {−1,1}.

No Capítulo2 deste trabalho, definimos o que é uma sequência deA-soma-

zero e também os invariantessA, gA e ηA, ondeA ⊂ Z \ {0}. Estabelecemos então duas

importantes relações entre esses invariantes:sA(Cr
3) = gA(Cr

3) = 2ηA(Cr
3)−1, ondeCr

3 é o

produto direto der cópias do grupo cíclico de ordem 3. Esses resultados são encontrados

em [6]. Para isto, provamos aqui oTeorema de Chevalley-Warning(ver [12]) que diz que

o número de soluções de um sistema de funções emFq[x1, ...,xn], ondeq= pn e p é primo,

é congruente a zero módulop se a soma dos graus das funções for menor quen. Outro

resultado importante utilizado foi a versão para o invariantesA da conjectura de Kemnitz,

enunciada no Capítulo1, que diz ques(C2
n) = 4n−3 (ver [8]).

No capítulo3 apresentamos a prova de três importantes resultados demonstrados

por H. Godinho, A. Lemos e D. Marques em [6] que dão cotas para o invariantesA

dos gruposCr
n quandon é ímpar,Cr

3, C3
3a, C4

3a e C5
3a. O artigo [6] é o artigo principal

estudado neste trabalho e é uma continuação do estudo do Prof. Abílio Lemos, que pode

ser encontrado em sua tese de doutorado (ver [10]). Apresentamos também a versão para

o invariantesA do Teorema demonstrado por H. Harborth em 1973 (ver [7]) que dá uma

cota superior paras(Cr
mn) em termos des(Cm), s(Cn), m en.

O estudo sobre sequências de soma-zero têm aplicação não apenas no problema

original proposto por Davenport em 1966, mas também no estudo do número de soluções

de sistemas sobre o corpo dos númerosp-ádicos,Qp.

P. Erdös propôs a seguinte questão:

Sea1,a2, ...,ap é uma sequência de elementos não nulos deZ/pZ (p primo), não



todos iguais, é verdade que

ε1a1+ ε2a2+ ...+ εpap = 0

tem pelo menosp soluções(ε1,ε2, ...,εp) da formaεi = 0 ou 1?

Em 1985 J. E. Olson provou um pouco mais (ver [13]). Ele considerou uma

sequênciaa1,a2, ...,an com elementos não nulos e não todos iguais em um grupo abeliano

de ordemn, e mostrou que

ε1a1+ ε2a2+ ...+ εnan = 0 (0-1)

tem pelo menosn soluções(ε1,ε2, ...,εn) da formaεi = 0 ou 1.

Neste mesmo trabalho Olson provou que sea1,a2, ...,an é uma sequência de

comprimenton em um grupo abeliano não cíclico de ordemn, então a equação (0-1) tem

pelo menos 2n/2 soluções(ε1,ε2, ...,εn) de forma queεi = 0 ou 1.

Uma pergunta que podemos fazer é a seguinte: Dada uma sequência a1,a2, ...,an

de elementos em um grupo abeliano finito, podemos encontrar um número mínimo de

soluções(ε1,ε2, ...,εn) da formaεi = −1 ou 1 para a equação (0-1)? Esta pergunta é um

problema em aberto.
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CAPÍTULO 1
Sequências de Soma-Zero em Grupos abelianos

Finitos

Neste capítulo apresentamos dois importantes Teoremas demonstrados por John

E. Olson em [14] e [15], ambos em 1968. O primeiro deles dá uma fórmula exata para

a constante de Davenportquando se estuda osp-grupos abelianos finitos. O segundo

Teorema apresenta uma cota superior para aconstante de Davenportde grupos que são

produto direto de grupos abelianos finitos, cuja ordem de um deles divide a ordem do

outro.

Como Corolários do segundo Teorema são apresentados algunsresultados. O

primeiro deles (1.8) mostra que para grupos da formaCm×Cn, comm|n, a constante de

Davenporté exatamente a cota superior apresentada no Teorema. O segundo Corolário

(1.9) nos diz que sempre encontramos uma subsequência com soma divisível porn em

uma sequência arbitrária de inteiros Gaussianos com comprimento 2n− 1. Por fim, o

terceiro Corolário (1.10) nos diz que uma sequência de comprimentoh+k−1 em grupo

abeliano finitoK com ordemk, ondeh | k, possui uma subsequência de comprimentot,

t ≡ 0 (modh), cujo produto de seus elementos é 1.

Apresentamos dois Teoremas demonstrados por Harborth em [7] que dão cotas

para s(Cr
n) e s(Cr

mn). Enunciamos também aConjectura de Kemnitzque afirma que

s(C2
n) = 4n−3.

1.1 Algumas Definições

Começamos definindo aconstante de Davenport D(G) de um grupo abeliano

finito G. Vamos considerar os grupos na forma multiplicativa para evitar confusão de

notação com os anéis de grupos, que serão utilizados para a demonstração de alguns

resultados e definiremos adiante.

Definição 1.1 Seja G um grupo abeliano finito. Defina D= D(G) como o menor inteiro

positivo tal que, para qualquer sequência g1,g2, . . . ,gD (permitindo repetições) de ele-
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mentos do grupo, existem índices

1≤ i1 < i2 < .. . < it ≤ D,

para os quais gi1gi2 . . .git = 1.

Outra definição necessária é a deanéis de grupo.

Definição 1.2 Se G é um grupo e R um anel qualquer com elemento identidade, o anel

de grupo de G sobre R, que denotamos por

RG

é definido como o conjunto de todas as somas formais∑
x∈G

rxx onde rx ∈ R e rx = 0

exceto por uma quantidade finita de elementos, juntamente com as regras da adição e

multiplicação

(∑
x

rxx)+(∑
x

r ′xx) = ∑
x
(rx+ r ′x)x

e

(∑
x

rxx)(∑
x

r ′xx) = ∑
x
( ∑
yz=x

ryr
′
z)x.

Verifica-se que com essas regrasRGé um anel com o elemento identidade 1R1G.

Se o leitor tiver maior interesse no estudo deanéis de grupospode consultar [17].

1.2 A Constante de Davenportpara p-grupos Abelianos

Finitos

Em se tratando dep-grupos abelianos finitos, é possível encontrar explicitamente

o valor daconstante de Davenportem termos de seus invariantes. Nesta seção apresen-

tamos o resultado de Olson demonstrado em 1969 (ver [14]) que nos dá o valor exato da

constante de Davenportpara ump-grupo abeliano finito. Para demonstrarmos este fato

precisamos do seguinte lema que deve ser considerado em termos do anel de grupoZG.

Lema 1.3 Seja G um p-grupo abeliano finito com invariantes pe1, pe2, . . . , per . Se

g1,g2, . . . ,gk ∈ G e k≥ 1+
r

∑
i=1

(pei −1), então

(1−g1)(1−g2) . . .(1−gk)≡ 0 (mod p) (1-1)

Demonstração. SejaJ = (1− g1)(1− g2) . . .(1− gk). Observe que segi = uv, então

podemos reduzir o produtoJ a
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J = (1−g1) . . .(1−gi−1)(1−u)(1−gi+1) . . .(1−gk)+ (1-2)

+u(1−g1) . . .(1−gi−1)(1−v)(1−gi+1) . . .(1−gk),

pois 1−uv= (1−u)+u(1−v).

ComoG é um grupo abeliano finito,G=< x1 > · < x2 > · . . . · < xr >. E assim

temos que cadagi é produto de potências dosxi . Então repetimos o processo dado por

(1-2) para cadagi e encontramos

J = ∑
σ

yσJσ,

onde cadayσ ∈ G e cadaJσ é um produto da forma

Jσ = (1−x1)
f1(1−x2)

f2 . . .(1−xr)
fr . (1-3)

Aqui os f ′i s são inteiros não negativos que dependem do índiceσ, e ∑ fi = k.

Para entendermos melhor vamos observar o seguinte exemplo:

Exemplo 1.4 Seja G=< x1 > · < x2 > · < x3 >, então tomando g1 = x3
1x2

2, g2 = x3
1x3

2 e

g3 = x1x3
2x2

3 obtemos

J = (1−g1)(1−g2)(1−g3) = (1−x3
1x2

2)(1−x3
1x3

2)(1−x1x3
2x2

3).

Vamos utilizar a redução dada em(1-2) para cada(1−gi).

• (1−g1)

(1−g1) = (1−x3
1x2

2)

= (1−x3
1)+x3

1(1−x2
2)

= (1−x1x2
1)+x3

1(1−x2x2)

= (1−x1)+x1(1−x2
1)+x3

1[(1−x2)+x2(1−x2)]

= (1−x1)+x1(1−x1x1)+x3
1(1−x2)+x3

1x2(1−x2)

= (1−x1)+x1[(1−x1)+x1(1−x1)]+ [x3
1+x3

1x2](1−x2)

= (1−x1)+x1(1−x1)+x2
1(1−x1)+ [x3

1+x3
1x2](1−x2)

= [1+x1+x2
1](1−x1)+ [x3

1+x3
1x2](1−x2)

= h1(1−x1)+h2(1−x2)
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• (1−g2)

(1−g2) = (1−x3
1x3

2)

= (1−x3
1)+x3

1(1−x3
2)

= (1−x1)+x1(1−x2
1)+x3

1(1−x2)+x3
1x2(1−x2

2)

= (1−x1)+x1(1−x1)+x2
1(1−x1)+x3

1(1−x2)+x3
1x2(1−x2)+x3

1x2
2(1−x2)

= [1+x1+x2
1](1−x1)+ [x3

1+x3
1x2+x3

1x2
2](1−x2)

= h3(1−x1)+h4(1−x2)

• (1−g3)

(1−g3) = (1−x1x3
2x2

3)

= (1−x1)+x1(1−x3
2x2

3)

= (1−x1)+x1(1−x3
2)+x1x3

2(1−x2
3)

= (1−x1)+x1(1−x2)+x1x2(1−x2
2)+x1x3

2(1−x3)+x1x3
2x3(1−x3)

= (1−x1)+x1(1−x2)+x1x2(1−x2)+x1x2
2(1−x2)+ [x1x3

2+x1x3
2x3](1−x3)

= (1−x1)+ [x1+x1x2+x1x2
2](1−x2)+ [x1x3

2+x1x3
2x3](1−x3)

= (1−x1)+h5(1−x2)+h6(1−x3)

Assim,

J = h1h3(1−x1)
3+h2h4h5(1−x2)

3+[h1h4+h2h3+h1h3h5](1−x1)
2(1−x2)+

+[h1h4h5+h2h3h5+h2h4](1−x1)(1−x2)
2+h1h3h6(1−x1)

2(1−x3)+

+h2h4h6(1−x2)
2(1−x3)+h6[h1h4+h2h3](1−x1)(1−x2)(1−x3).

Se chamarmos

y1 = h1h3;

y2 = h2h4h5;

y3 = h1h4+h2h3+h1h3h5;

y4 = h1h4h5+h2h3h5+h2h4;

y5 = h2h4h6;

y6 = h2h4h6;

y7 = h6[h1h4+h2h3],
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e

J1 = (1−x1)
3;

J2 = (1−x2)
3;

J3 = (1−x1)
2(1−x2);

J4 = (1−x1)(1−x2)
2;

J5 = (1−x1)
2(1−x3);

J6 = (1−x2)
2(1−x3);

J7 = (1−x1)(1−x2)(1−x3),

temos

J =
7

∑
σ=1

yσJσ,

onde vemos que yσ ∈ G e a soma dos expoentes de cada Jσ é exatamente3.

Comok> ∑(pei −1) ek= ∑ fi , então∑ fi > ∑(pei −1), e por isso devemos ter

fi ≥ pei para algumi em (1-3). Com efeito, sefi < pei para todoi, entãofi ≤ pei −1 e por

fim ∑ fi ≤ ∑(pei −1) o que é um absurdo. Mas,

(1−xi)
pei

≡ 0 (mod p).

Assim,Jσ ≡ 0 (mod p) para cadaσ, o que prova (1-1).

�

Agora podemos apresentar o seguinte Teorema demonstrado por John E. Olson

em [14].

Teorema 1.5 Seja G um p-grupo abeliano finito com invariantes pe1, pe2, . . . , per . Então,

D(G) = 1+
r

∑
i=1

(pei −1). (1-4)

Demonstração. SendoG um p-grupo abeliano finito, temos que

G=< x1 > ·< x2 > · . . . ·< xr >,

onde a ordem dexi é pei . Primeiramente observe que 1+
r

∑
i=1

(pei − 1) ≤ D(G). De

fato, se considerarmos a sequênciaxpe1−1
1 ,xpe2−1

2 , . . . ,xper −1
r , vemos que ela não possui



1.3 A Constante de Davenportpara Produto direto de Grupos abelianos Finitos 19

subsequência com produto 1, poisxai
i 6= 1 para qualquer 1≤ ai ≤ pei −1 e< xi > ∩ <

x j >= 1 parai 6= j.

Para completar a demonstração, tomamos uma sequência de elementos

g1,g2, . . . ,gs em G, com s≥ 1+
r

∑
i=1

(pei − 1). Como visto no Lema1.3, esta sequên-

cia possui uma subsequência com produto 1.

Interpretamos a congruência (1-1) dada no Lema1.3 combinatoriamente: Para

g ∈ G observamos todas as subsequências deg1,g2, . . . ,gk que tenham produtog. Seja

E(g) a quantidade de tais subsequências de comprimento par e sejaO(g) as de compri-

mento ímpar. Então a equação (1-1) nos diz que

E(g)−O(g)≡

{

0 (mod p), se g 6= 1,

−1 (mod p), se g= 1,

pois

(1−g1)(1−g2) . . .(1−gk) = 1−g1−g2− . . .−gk+g1g2+g1g3+ . . .+g1gk+

+g2g3+ . . .+gk−1gk−g1g2g3− . . .−gk−2gk−1gk+ . . .(−1)kg1g2 . . .gk,

Assim, como vale a congruência (1-1), temos que se o produto de uma subsequência de

comprimento par for igual ag 6= 1, necessariamente deve existir uma subsequência de

comprimento ímpar cujo produto ég 6= 1 para que a primeira seja anulada, e vice-versa,

pois o produto das subsequências de comprimento ímpar aparecem negativas no produto

(1−g1) . . .(1−gk) e as de comprimento par aparecem positivas. O númeroE(g) pode ser

diferente deO(g) apenas se a diferença for um múltiplo dep, por causa da congruência

módulo p que anula o termopg. Agora, parag = 1 deve existir uma subsequência de

comprimento ímpar cujo produto é 1, para anular o termo 1 que aparece no produto

(1−g1) . . .(1−gk). Assim, não podemos terE(1) = O(1) = 0. Ou seja, pelo menos uma

subsequência deg1,g2, . . . ,gs tem produto 1. Concluímos assim a demonstração.

�

1.3 A Constante de Davenportpara Produto direto de

Grupos abelianos Finitos

Nesta seção mostramos que quandoG=H×K é o produto direto de dois grupos

abelianos finitos com ordensh e k, respectivamente, temos queD(G) ≤ h+ k−1. Este

resultado foi demonstrado por Olson (ver [15]) em 1969. Apresentamos também três

corolários deste Teorema. Para prová-lo precisamos do seguinte resultado.
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Lema 1.6 Seja E um grupo abeliano elementar de ordem p2, p primo. Se g1,g2, . . . ,gs∈

E e s≥ 3p−2, então existem índices1 ≤ i1 < i2 < .. . < it ≤ s com1 ≤ t ≤ p tais que

gi1gi2 . . .git = 1.

Demonstração. Pelo Teorema1.5, para ump-grupo abeliano elementarP de ordempk

temos queD(P) = 1+k(p−1). ColocamosE dentro de um grupo abeliano elementarF

de ordemp3 (o que é possível tomandoF =< x > ·E, comx /∈ E e ordem dex igual a

p). ComoD(F) = 1+3(p−1) = 3p−2, alguma subsequência dexg1,xg2, . . . ,xgs emF,

com s= 3p−2, tem produto 1. Então, reorganizando os índices,g1g2 . . .gep= 1, onde

e= 1 ou 2. Com efeito, sexg1xg2 . . .xga = 1, temosxa(g1g2 . . .ga) = 1, mas daíxa = 1

e g1g2 . . .ga = 1, e como a ordem dex é p e a≤ 3p−2 temos quea= epcome= 1 ou

2. See= 1 está provado. See= 2, alguma subsequência deg1,g2, . . . ,g2p tem produto 1,

pois esta é uma sequência de elementos emE e D(E) = 1+2(p−1) = 2p−1. Por fim,

o comprimento de alguma subsequência com produto 1 deg1,g2, . . . ,g2p é menor quep.

De fato, reorganizando novamente os índices, supomosg1g2 . . .gr = 1 com r > p. Mas

g1g2 . . .grgr+1 . . .g2p = 1, daígr+1 . . .g2p = 1, o que conclui a demonstração.

�

O Teorema a seguir foi demonstrado em 1969 por John E. Olson (ver [15]).

Teorema 1.7 Seja G= H × K produto direto dos grupos abelianos H e K de ordens

|H|= h e |K| = k, onde h| k. Se g1,g2, . . . ,gs ∈ G e s≥ h+k−1, então gi1gi2 . . .git = 1

para algum1≤ i1 < .. . < it ≤ s.

Demonstração. Nós vamos provar por indução sobre a ordemh deH. Parah= 1, temos

que o teorema é verdadeiro. Com efeito, consideremos os produtos parciais

∏
j
=

j

∏
i=1

gi ( j = 1, . . . ,k).

Se os∏ j são distintos, então algum∏ j = 1. Se∏i = ∏ j , parai < j, entãogi+1 . . .g j = 1.

Supomos agora queh > 1 e sejap um primo divisor deh (e então dek). Seja

H1 um subgrupo deH, K1 um subgrupo deK, com índices[H : H1] = [K : K1] = p.

Chameh = h1p, k = k1p e Q = H1×K1. Assumimos que o teorema é verdadeiro para

Q = H1×K1. Observe que o grupo quocienteG/Q = E é um grupo abeliano elementar

de ordemp2. De fato, a ordem deE é

|G|

|Q|
=

∣
∣
∣
∣

H ×K
H1×K1

∣
∣
∣
∣
=

|H ×K|

|H1×K1|
=

hk
h1k1

=
p2h1k1

h1k1
= p2,

eE é elementar pois dado o homomorfismo sobrejetor
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φ : H ×K −→
H
H1

×
K
K1

(a,b) 7−→ (a ·H1,b ·K1)

temos queKer(φ) = H1×K1 e pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo

H ×K
H1×K1

∼= Im(φ) =
H
H1

×
K
K1

.

MasH/H1 eK/K1 são grupos elementares de ordemp, logo todos os elementos

de H
H1

× K
K1

(e portanto todos os elementos deE) tem ordemp.

Se s ≥ h+ k− 1 = p(h1 + k1 − 2) + 2p− 1, então existem dois casos a se

considerar. Primeiro,p(h1 + k1 − 2) = 0. Daí, h1 = k1 = 1 e entãop = | H
H1
| = |H| e

p = |K/K1| = |K|. Assim,G é um grupo abeliano elementar de ordemp2 e aplicando o

Lema1.6obtemos o resultado. Segundo,p(h1+k1−2) 6= 0, então, pelo Lema1.6existe

uma subsequência deg1,g2, . . . ,gs com comprimento não excedendop cujo produtoq1

esteja emQ. Continuando este processo, construir subconjuntosS1,S2, . . . ,Su−1 dois a

dois disjuntos, do conjunto de índices{1,2, . . . ,s}, de tamanho 1≤ |Sj | ≤ p, tais que

∏
i∈Sj

gi = q j ∈ Q,

ondeu− 1 = h1+ k1− 2. Assim, pelo menos 2p− 1 índices sobram, e comoD(E) =

2p−1, existe um subconjuntoSu do conjunto de índices tal que

∏
i∈Su

gi = qu ∈ Q.

Como u = h1 + k1 − 1 e o teorema vale paraQ, alguma subsequência de

q1,q2, . . . ,qu tem produto 1.

�

Um resultado quase imediato deste Teorema nos dá um valor exato para a

constante de Davenportdo produto direto de grupos cíclicos.

Corolário 1.8 Seja G=Cm×Cn um produto direto de grupos cíclicos Cm e Cn de ordens

m e n com m| n. Então D(G) = m+n−1.

Demonstração. Sejax o gerador deCm e y o gerador deCn. Considere a sequência

(x,1), . . . ,(x,1),(1,y), . . .,(1,y), onde o(x,1) aparecem−1 vezes e o(1,y) aparecen−1

vezes. Tal sequência não possui subsequência com produto 1,pois a ordem dex é m e a

ordem dey é n. �
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O Corolário a seguir demonstra uma conjectura feita por Erdös.

Corolário 1.9 Uma sequência arbitrária de comprimento2n−1 de inteiros Gaussianos

tem uma subsequência cuja soma é divisível por n.

Demonstração. Encontrar uma sequência de comprimento 2n− 1 em Z[i] ≃ Z× Z

que possui uma subsequência com soma divisível porn é equivalente a encontrar uma

sequência de comprimento 2n−1 emZn[i]≃ Zn×Zn que possui uma subsequência com

soma-zero. E isto é garantido pelo Teorema1.7. �

O seguinte Corolário é uma generalização do Teorema de Erdös-Ginzburg-Ziv

(ver [5]) que foi provado parah= k.

Corolário 1.10 Se g1,g2, . . . ,gh+k−1 é uma sequência de elementos em um grupo abeli-

ano finito K de ordem k, e h| k, então existem índices1≤ i1 < .. . < it ≤ h+k−1 com

t ≡ 0 (mod h) tais que gi1gi2 . . .git = 1.

Demonstração. Basta incluirK no produto diretoH ×K ondeH é cíclico de ordemh.

Sejax o gerador deH, /∈ K. Considere a sequênciaxg1,xg2, . . . ,xgh+k−1 de elementos

emH ×K. Pelo Teorema1.5temos que existem índices 1≤ i1 < i2 < .. . < it ≤ h+k−1

tais quexgi1xgi2 . . .xgit = 1. Daí, xt = 1 e gi1gi2 . . .git = 1. Ou seja,gi1gi2 . . .git = 1 e

t ≡ 0 (mod h). �

1.4 Um Novo Invariante Para o GrupoCr
n

Nesta seção apresentamos a definição des(Cr
n), ondeCr

n é o grupo formado por

r cópias do grupo cíclicoCn. Essa definição foi dada por Harborth em 1973 (ver [7])

e formaliza o que foi feito no Teorema de Erdös-Ginzburg-Ziv. Citamos também dois

resultados demonstrados por Harborth em [7] que oferecem cotas para as constantess(Cr
n)

e s(Cr
mn). Outro resultado que apresentamos sem demonstração aqui, com o interesse de

comparação, é a conjectura de Kemnitz (ver [8]).

Definição 1.11Dado o grupo Crn, com r∈ N, o invariante s(Cr
n) (chamado na época de

f (n, r) por Harborth) é o menor inteiro positivoℓ tal que toda sequênciaS de elementos

em Cr
n, com comprimento maior ou igual aℓ, possui uma subsequência(T) tal que seu

comprimento é n e a soma de seus elementos é o zero de Cr
n.

Neste trabalho Harborth provou alguns resultados, dentre eles apresentamos dois

para futura comparação. O primeiro mostra cotas inferior e superior paras(Cr
n).
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Teorema 1.12Seja Cr
n o produto de r cópias do grupo cíclico Cn, então

2r(n−1)+1≤ s(Cr
n)≤ nr(n−1)+1.

O próximo Teorema nos dá uma cota superior para o invariantes do grupoCr
mn

em função des(Cr
m), s(Cr

n), m en.

Teorema 1.13Seja Cr
mn o produto de r cópias do grupo cíclico Cmn, então

s(Cr
mn)≤ min{(s(Cr

m)−1)n+s(Cr
n),(s(C

r
n)−2)m+s(Cr

m)}.

Em 1983, A. Kemnitz conjecturou que o limite inferior apresentado no

Teorema1.12é atingido (ver [8]) parar = 2.

Conjectura 1 (de Kemnitz) s(C2
n) = 4n−3.

Esta conjectura foi provada em 2003 por C. Reiher e só foi publicada em 2007

(ver [16]).



CAPÍTULO 2
Problemas de Soma-Zero com Peso SobreCr

3

Como o foco do nosso trabalho é o estudo do invariantesA, que é uma variação

da constante de Davenport, definimos neste capítulo, além deste, mais dois invariantes

que serão importantes para a demonstração dos principais resultados apresentados neste

trabalho. As proposições2.5e2.8nos dão uma relação de igualdade entre tais invariantes

para o grupoCr
3. Para a demonstração da Proposição2.8 utilizamos, e por isso demons-

tramos aqui, oTeorema de Chevalley-Warning.

A partir de agora, vamos considerarG um grupo abeliano finito na escrita aditiva.

2.1 Algumas Definições

SejaS uma sequência de elementos deG com comprimentom. DenotaremosS

na forma multiplicativa

S =
l

∏
i=1

gvi
i ,

ondevi representa o número de vezes que o elementogi aparece nesta sequência. Assim,
l

∑
i=1

vi = m.

Definição 2.1 Seja A⊂ Z \ {0}. Dizemos que uma subsequência a1a2 . . .ak deS é uma

subsequência de A-soma-zero se podemos encontrarε1,ε2, . . . ,εk ∈ A tal que

ε1a1+ ε2a2 . . .+ εkak = 0 em G.

Estamos particularmente interessados em estudar o comportamento desA(G)

definida a seguir.

Definição 2.2 A constante sA(G) é o menor inteiro positivoℓ tal que toda sequência

S com comprimento maior ou igual aℓ, satisfaz a condição(sA), que afirma que deve

existir uma subsequência de A-soma-zero deS com comprimento exp(G), onde o exp(G)

é o mínimo múltiplo comum das ordens de todos os elementos do grupo.
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Para isto precisamos definir outros invariantes.

Definição 2.3 • SejaηA(G) o menor inteiro positivoℓ tal que toda sequênciaS com

comprimento maior ou igual aℓ satisfaz a condição(ηA), a qual diz que existe uma

subsequência de A-soma-zero deS com comprimento no máximo exp(G).

• E, seja, gA(G) o menor inteiro positivoℓ tal que toda sequênciaS de elementos

distintos e com comprimento maior ou igual aℓ, satisfaz a condição(gA), a qual diz

que deve existir uma subsequência de A-soma-zero deS com comprimento exp(G).

2.2 Relações Entre os InvariantesηA, gA esA

Nesta seção, os principais resultados nos fornecem uma relação entre os invari-

antessA, gA eηA deCr
3. A Proposição2.5diz quegA(Cr

3)= 2ηA(Cr
3)−1 e a Proposição2.8

diz quesA(Cr
3) = gA(Cr) parar ≥ 2. Para demonstrá-las, no entanto, precisamos demons-

trar o lema a seguir que fornece os valores desA(C3), gA(C3) e ηA(C3) e também uma

relação entreηA(Cr
3) e o valorr de cópias do grupo cíclicoC3. Outro Lema necessário

diz quesA(C2
n) = 2p−1 paran ímpar. Demonstramos também oTeorema de Chevalley-

Warningque nos fala sobre o número de soluçõesN de um sistema homogêneo dem

funções emFq[x1, . . . ,xn] com graugr( fi) = di cuja soma dos graus é menor que o nú-

mero de variáveisn. Esse resultado nos diz queN ≡ 0 (modp), ondep é um primo tal

queq= pn.

Lema 2.4 Para A= {−1,1}, temos

i) ηA(C3) = 2, gA(C3) = 3 e sA(C3) = 4, e

ii) ηA(Cr
3)≥ r +1 para todo r∈ N.

Demonstração.

1. SejaC3 = {0,a,2a}.

• ηA(C3) = 2;

É claro que a sequência com comprimento um,S =a, não possui subsequência

de A-soma-zero, entãoηA(C3) ≥ 2. Mas toda sequência com comprimento

2 possui uma subsequência deA-soma-zero com comprimento menor que

exp(C3) = 3. De fato,C3 possui seis sequências com comprimento 2. Três

delas possuem o zero e assim a subsequência formada apenas por ele é uma

subsequência deA-soma-zero. Os outros casos são as sequênciasS = a.a,

S = 2a.2a, S = a.2a que são elas próprias subsequências deA-soma-zero

(a−a= 0; 2a−2a= 0; a+2a= 0, respectivamente). Portanto,ηA(C3) = 2.
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• gA(C3) = 3;

Primeiramente observamos que para uma sequênciaS de C3 ter uma sub-

sequência deA-soma-zero com comprimentoexp(C3) = 3, a sequência deve

ter comprimento pelo menos 3. Assim,gA(C3) ≥ 3. Mas, como a condi-

ção (gA) exige que a sequênciaS deve ter elementos distintos, nossa única

opção éS = 0.a.2a que é ela própria uma subsequência deA-soma-zero

(0+a+2a= 0). Logo,gA(C3) = 3.

• sA(C3) = 4.

Note que a sequênciaS = a.a.2a deC3 tem comprimento 3 e não possui sub-

sequência com comprimentoexp(C3) = 3 deA-soma-zero, entãosA(C3) ≥ 4.

Mas todas as sequências com comprimento 4 possuem subsequências deA-

soma-zero com comprimentoexp(C3) = 3. De fato, nós temos 15 possibi-

lidades que são:S = 0.0.0.0 (0+ 0+ 0 = 0), S = 0.0.0.a (0+ 0+ 0 = 0),

S = 0.0.0.2a (0+0+0= 0), S = 0.0.a.a (0+a−a= 0), S = 0.0.a.2a (0+

a+ 2a = 0); S = 0.0.2a.2a (0+ 2a− 2a = 0), S = 0.a.a.a (a+ a+ a =

0), S = 0.a.a.2a (2a− a− a = 0), S = 0.a.2a.2a (2a+ 2a− a = 0), S =

0.2a.2a.2a (0+2a−2a= 0), S = a.a.a.a (a+a+a= 0), S = a.a.a.2a (a+

a+a= 0), S = a.a.2a.2a(2a−a−a= 0), S = a.2a.2a.2a(2a+2a+2a= 0)

e S = 2a.2a.2a.2a (2a+2a+2a= 0). Portanto,sA(C3) = 4.

2. A prova segue do fato de que a sequênciae1e2 . . .er comej = (0, . . . ,1, . . . ,0), não

tem subsequência deA-soma-zero.

�

A primeira relação é dada a seguir.

Proposição 2.5Para A= {−1,1}, temos gA(Cr
3) = 2ηA(Cr

3)−1.

Demonstração. O casor = 1 segue diretamente do lema anterior, poisg(Cr
3) = 3 =

2 · 2−1 = 2η(Cr
3)− 1. Primeiramente vamos mostrar que emCr

3 existe uma sequência

de elementos distintos com comprimento 2ηA(Cr
3)−2 tal que nenhuma subsequência dela

com comprimentoexp(Cr
3) = 3 seja deA-soma-zero. TomeS =∏m

i=1gi com comprimento

m= ηA(Cr
3)−1 a qual não satisfaz a condição(ηA). Em particular,S não tem subsequên-

cias deA-soma-zero com comprimento 1 e 2, isto é, todos os elementos deS são não nulos

e distintos. Agora, sejaS ∗ = ∏m
i=1gi ∏m

i=1(−gi). Observe queS ∗ tem somente elementos

distintos, já queS não tem subsequências deA-soma-zero com comprimento 2. Observe

também que qualquer subsequência deA-soma-zero deS ∗ com comprimento 3 é também

umaA-soma-zero deS , paraA= {−1,1}. Assim,gA(Cr
3)≥ 2ηA(Cr

3)−1.
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SejaS uma sequência de elementos distintos e comprimenton= 2ηA(Cr
3)−1, e

escreva

S =
t

∏
i=1

gi

t

∏
i=1

(−gi)
n

∏
i=2t+1

gi,

ondegr 6= −gs para 2t + 1 ≤ r < s≤ n. Se t = 0, entãoS não temA-soma-zero com

comprimento 2, e 0 pode aparecer no máximo uma vez emS . Suponhat = 0 e sejaS ∗ a

subsequência de todos os elementos não nulos deS , então|S ∗|= 2ηA(Cr
3)−2> ηA(Cr

3),

parar ≥ 2, pois pelo itemii) do Lema anterior temos queηA(Cr
3)≥ r +1. Assim, ela deve

conter umaA-soma-zero com comprimento 3.

Para o casot ≥ 1, podemos assumirg j 6= 0 para todoj = 2t + 1, . . . ,n, pois

caso contrário,gt + (−gt) + g j0 (g j0 = 0) é uma subsequência deA-soma-zero com

comprimento 3. Com isso, out ≥ ηA(Cr
3), tal que∏t

i=1gi tem umaA-soma-zero com

comprimento 3 (não com comprimento 1, pois o zero não está lá,e nem com comprimento

2, pois o inverso de cada um dos seus elementos também não pertence a ela), ou

n− t ≥ ηA(Cr
3), tal que∏t

i=1(−gi)∏n
i=2t+1gi tem uma subsequência deA-soma-zero com

comprimento 3.

Concluímos então quegA(Cr
3) = 2ηA(Cr

3)−1. �

Observe que com a definição dos invariantessA egA, e pela Proposição2.5temos

a seguinte relação

sA(C
r
3)≥ gA(C

r
3) = 2ηA(C

r
3)−1. (2-1)

O próximo lema é o Teorema 3 de [1]. Para demonstrá-lo precisamos doTeorema

de Chevalley-Warning(ver [12]), que provamos a seguir.

Teorema 2.6 (Chevalley-Warning)Sejam p um inteiro primo eFq o corpo finito com

q= pn elementos. Para i= 1, . . . ,m sejam fi(x1, . . . ,xn) ∈ Fq[x1, . . . ,xn] de grau gr( fi) =

di . Seja N o número de n-uplas(x1, . . . ,xn) de elementos emFn
q tais que

fi(x1, . . . ,xn) = 0

para todo i= 1, . . . ,m. Se
m

∑
i=1

di < n,

então

N ≡ 0 (mod p)
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Demonstração. O grupo multiplicativo dos elementos não nulos de um corpo finito é

cíclico, e então, para todox∈ Fq,

xq−1 =

{

1, se x 6= 0,

0, se x= 0.

Além disso, convencionando 00 = 1, temos

∑
x∈Fq

xr = 0 se 0≤ r < q−1.

De fato, parar = 0 temos∑
x∈Fq

x0 = ∑
x∈Fq

1= q1= 0, e para 0< r < q−1 temos

∑
x∈Fq

xr = ∑
x∈F∗

q

xr =
q−2

∑
i=0

(ai)r =
ar(q−1)−1

ar −1
= 0.

Sejamx1, . . . ,xn ∈ Fq. Então,

m

∏
i=1

(1− fi(x1, . . . ,xn)
q−1) =

{

1, se fi(x1, . . . ,xn) = 0 para todoi ∈ {1, . . . ,m},

0, c.c. ,

e assim,

N = ∑
x1,...,xn∈Fq

m

∏
i=1

(1− fi(x1, . . . ,xn)
q−1).

Como o grau defi(x1, . . . ,xn) édi , segue que

m

∏
i=1

(1− fi(x1, . . . ,xn)
q−1) = ∑

r1,...,rn

ar1,...,rnx
r1
1 . . .xrn

n

é um polinômio de grau no máximo(q−1)
m

∑
i=1

di com coeficientesar1,...,rn ∈ Fq. Então

N ≡ ∑
x1,...,xn∈Fq

m

∏
i=1

(1− fi(x1, . . . ,xn)
q−1)

≡ ∑
x1,...,xn∈Fq

∑
r1,...,rn

ar1,...,rnx
r1
1 . . .xrn

n (modp)

≡ ∑
r1,...,rn

ar1,...,rn ∑
x1,...,xn∈Fq

xr1
1 . . .xrn

n (mod p)

≡ ∑
r1,...,rn

ar1,...,rn

n

∏
j=1

∑
x j∈Fq

x
r j
j (mod p),
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onde o somatório acontece sobre toda n-upla(r1, . . . , rn) de inteiros não negativos tais que

n

∑
j=1

r j ≤ (q−1)
n

∑
j=1

d j ≤ n(q−1).

Isso implica que 0≤ r j < q−1 para algumj, e assim

n

∏
j=1

∑
x j∈Fq

x
r j
j ≡ 0 (mod p).

Portanto,

N ≡ 0 (modp).

�

Uma observação relevante para a demonstração a seguir é a de que existe um

isomorfismo natural entre os grupos cíclicosCr
n
∼= ( Z

nZ)
r . Por simplificação denotaremos

( Z
nZ) porFn.

Este Lema é a versão da Conjectura de Kemnitz para sequênciasdeA-soma-zero,

e foi demonstrado por Adhikariet alem [1].

Lema 2.7 Para um inteiro ímpar n, temos que

sA(C
2
n) = 2n−1.

Demonstração. Vamos provar por indução sobre o número de fatores primos den.

Sen= p é primo, então

sA(C
2
p) = 2p−1.

De fato, sejamr = 2p− 1 e v1 = (c1,d1),v2 = (c2,d2), . . . ,vr = (cr ,dr) uma sequência

qualquer de vetores emF2
p .

Consideremos o seguinte sistema de equações em 2p−1 variáveisxi sobreFp:

2p−1

∑
i=1

cix
p−1

2
i = 0, (2-2)

2p−1

∑
i=1

dix
p−1

2
i = 0, (2-3)

2p−1

∑
i=1

xp−1
i = 0. (2-4)



2.2 Relações Entre os InvariantesηA, gA e sA 30

Como 2(p− 1) < 2p− 1 e x1 = x2 = . . . = x2p−1 = 0 é uma solução, pelo

Teorema deChevalley-Warning, existe uma outra solução(a1,a2, . . . ,ar)∈ (Fp)
2p−1. Seja

J ⊂ {1,2, . . . ,2p−1} o conjunto de todos os índices de entradas não nulas de uma tal

solução.

Das equações (2-2) e (2-3) segue que

∑
i∈J

aivi = (0,0), emF2
p ,

ondeai ∈ {−1,1}, pois pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que

xp−1 =

{

0 , se x= 0,

−1 , se x 6= 0.

Daí,

x
p−1

2 =

{

0 , se x= 0,

±1 , se x 6= 0.

Da equação (2-4) e também do Pequeno Teorema de Fermat temos

∑
i∈J

1= 0.

Então|J| é múltiplo dep. Mas o sistema possui apenas 2p−1 variáveis, portanto|J|= p.

Isso prova que

sA(C
2
p)≤ 2p−1.

Por outro lado, consideramos a sequência de 2p−2 elementos onde cada um dos

elementos(1,0) e (0,1) é repetidop−1 vezes. Esta sequência não possui subsequência

deA-soma-zero com comprimentop, pois comop é ímpar temos quep−1 é par e não é

possível cancelar todos os elementos da subsequência. E como só existep−1 vezes cada

elemento não podemos somar um elementop vezes para ele se anular emC2
p. Logo,

sA(C
2
p)≥ 2p−1.

Concluímos então quesA(C2
p) = 2p−1.

Agora, supomos por indução que o resultado é válido para todointeiro com o

número de fatores primos menor que o den.

Sejan= mp, ondep é primo. Pelo que assumimos, cada subsequência de 2p−1

membros de uma sequência qualquerS = v1v2 . . .v2n−1 tem uma subsequênciavi , i ∈ I de
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p elementos tal que existema j ∈ {−1,1} e j ∈ I de tal forma que

∑
j∈I

a jv j ≡ (0,0) (mod p).

DeS vamos omitindo repetidamente tais subsequências dep elementos. Mesmo

depois que 2m−2 destas subsequências são omitidas nós ainda ficamos com 2pm−1−

(2m−2)p = 2p−1 elementos e podemos ter outra subsequência dep elementos deA-

soma-zero emF2
p .

Assim nós encontramos 2m−1 subconjuntosI1, I2, . . . , I2m−1, dois a dois disjun-

tos, de{1,2, . . . ,2mp−1}, com|Ii|= p e ∑
j∈Ii

ai jv j ≡ (0,0) (mod p) para cadai, ondeai j ∈

A. Escrevendoxi = ∑
j∈Ii

ai j v j , nós agora consideramos a sequência1
px1,

1
px2, . . . ,

1
px2m−1 ∈

Z2. Pela hipótese de indução, essa nova sequência tem uma subsequência demelementos

cuja A-soma é divisível porm. Isto é, existe um subconjuntoI ′ com comprimentom de

{1,2, . . . ,2m−1}, tal que∑
k∈I ′

bk
1
p

xk é divisível porm, ondebk ∈ A. Daí,

1
p ∑

k∈I ′
bkxk = mt, t ∈ Z

⇒ ∑
k∈I ′

bkxk = mpt

⇒ ∑
k∈I ′

bkxk ≡ (0,0) (mod n).

Observe que, como o conjuntoA é fechado em relação à multiplicação, a

subsequênciav j , com j ∈ Ik e k∈ I ′ é umaA-soma-zero deS . Logo,sA(C2
n) = 2n−1.

�

A seguir temos a relação de igualdade entre os invariantessA e gA para o grupo

Cr
3.

Proposição 2.8Para A= {−1,1}, temos sA(Cr
3) = gA(Cr

3), para r≥ 2.

Demonstração. Pelo Lema anterior (2.7) temos quesA(C2
3) = 5 e, por outro lado, a

sequência(1,0)(0,1)(2,0)(0,2) não satisfaz a condição(gA), entãogA(C2
3) ≥ 5, e assim

sA(C2
3) = gA(C2

3) pela condição dada por (2-1).

Seja S uma sequência com comprimentom = sA(Cr
3)− 1 que não satisfaz a

condição(sA). Em particularS não contém três elementos iguais, já que 3g = 0. Se

S contém somente elementos distintos, então ela não satisfaza condição(gA), e então

m≤ gA(Cr
3)−1, o que implicasA(Cr

3) = gA(Cr
3) pela equação (2-1). Assim, vamos supor
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queS tem elementos repetidos e escrevemos

S = ε2F =
t

∏
i=1

g2
i

m

∏
j=2t+1

g j (2-5)

ondeg1, . . . ,gt ,g2t+1, . . . ,gm são distintos. Se para algum 1≤ j0 ≤ m tivermosg j0 = 0,

então a subsequência de todos os elementos não nulos deS tem comprimento pelo menos

igual a sA(Cr
3)− 3 ≥ 2ηA(Cr

3)− 4 ≥ ηA(Cr
3) + r + 1− 4 ≥ ηA(Cr

3) para r ≥ 3, onde a

segunda desigualdade vale pelo Lema2.4 item ii). Então devemos ter umaA-soma-zero

com comprimento 2 ou 3. Pelo que assumimos, essa subsequência deA-soma-zero deve

ter comprimento 2. Mas aA-soma-zero juntamente comg j = 0 seria uma subsequência

deA-soma-zero com comprimento 3 emS , contradizendo o fato de queS não satisfaz a

condição(sA).

Assim, vamos assumir que todos os elementos deS são não nulos. Observe que

nós não podemos terg em ε e h em F tal queh = −g, poisg+ g− h = 3g = 0, uma

A-soma-zero com comprimento 3. Portanto a nova sequência

R =
t

∏
i=1

gi

t

∏
i=1

(−gi)
m

∏
i=2t+1

gi

tem somente elementos distintos, comprimentom= sA(Cr
3)−1, e não satisfaz a condição

(gA). Então,m≤ gA(Cr
3)− 1, e isso conclui a demonstração de acordo com a equação

(2-1). �

Por fim, unindo as Proposições2.5e2.8obtemos a seguinte relação

sA(C
r
3) = gA(C

r
3) = 2ηA(C

r
3)−1. (2-6)



CAPÍTULO 3
Principais Resultados

Neste capítulo apresentamos os resultados principais deste trabalho. Os primei-

ros três Teoremas foram demonstrados por Lemos, Godinho e Marques em [6]. O primeiro

deles (Teorema3.1) nos apresenta cotas inferior e superior para o invariantesA(Cr
n), n ím-

par, em função dos valoresn e r. O segundo (Teorema3.5) apresenta cotas inferiores

para o invariantesA(Cr
3) em três casos diferentes: quandor é ímpar, quandor é par com

r ≡ 2 (mod 4) e quandor é par comr ≡ 0 (mod 4). O terceiro resultado (Teorema3.6)

apresenta valores e cotas para o invariantesA dos grupos da formaC3
3a, C4

3a eC5
3a. Por fim

apresentamos o Teorema demosntrado por Harborth (ver [7]) para o invariantes(Cr
mn) em

1973 que nos dá uma cota superior para o invariantesA do grupoCmn.

3.1 Limitantes ParasA(Cr
n)

O Teorema a seguir foi provado por H. Godinho, A. Lemos e D. Marques em [6]

e é a versão para sequências deA-soma-zero do Teorema1.12provado por Harborth em

[7].

Sejaφ : Z −→ Z
nZ o epimorfismo canônico de grupos, e definaα : Zr −→ ( Z

nZ)
r

comoα(a1, ...,ar) = (φ(a1), ...,φ(ar)). SeS = g1...gm é uma sequência sobre o grupoZr ,

vamos denotar porα(S) a sequênciaα(S) = α(g1)...α(gm) de mesmo comprimento sobre

o grupo( Z
nZ)

r .

Teorema 3.1 Sejam A= {−1,1}, n≥ 1 ímpar e r≥ 1. Se n= 3 e r≥ 2, ou n≥ 5 então

2r−1(n−1)+1≤ sA(C
r
n)≤ (nr −1)(

n−1
2

)+1.

Demonstração.

1. O limite inferior para sA(Cr
n). Sejame1, ...,er os elementos deCr

n definidos

comoej = (0, ...,0,1,0, ...,0), onde o 1 está naj-ésima posição, e para cada subconjunto

I ⊂ {1, ..., r} de cardinalidade ímpar, definaeI = ∑i∈I ei (por exemplo, tomandoI =

{1,3, r}, temoseI = (1,0,1,0, ...,0,1)), e sejaIm a coleção de todos os subconjuntos

de{1, ..., r} de cardinalidade ímpar e no máximo igual am.
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Vamos provar este resultado paraF r
p, o que é equivalente a provar paraCr

n como

vimos no capítulo anterior. Sejae∗1, ...,e
∗
r a base canônica (isto é,e∗j = (0, ...,0,1,0, ...,0),

onde o 1 está naj-ésima posição) do grupoZr , e defina, como anteriormente

e
∗
I = ∑

i∈I
e∗i .

Agora considere a sequência

S = ∏
I∈Ir

(e∗I )
n−1,

com comprimento 2r−1(n− 1). De fato, pois a cardinalidade do conjunto das partes

de {1, ..., r} é 2r , e como a coleçãoI tem apenas os subconjuntos de{1, ..., r} com

cardinalidade ímpar temos que existem2r

2 conjuntos emIr . Vamos provar que a sequência

correspondente

α(S) = ∏
I∈Ir

e
n−1
I

não tem subsequência deA-soma-zero com comprimenton, o que é equivalente a provar

que dadoA= {−1,1} e qualquer subsequênciaR = g1...gn deS , não é possível encontrar

ε1, ...,εn ∈ A tais que

ε1g1+ ...+ εngn ≡ (0, ...,0) (modn). (3-1)

Suponhamos por absurdo que seja possível encontrar taisεi ’s. Escrevendogk =

(c(k)1 , ...,c(k)r ), para 1≤ k≤ n, segue de (3-1) que, para cadaj ∈ {1, ..., r}, temos

n

∑
k=1

εkc
(k)
j ≡ 0 (modn). (3-2)

Para cada 1≤ j ≤ r definimos os conjuntos

A j = {ℓ|c(ℓ)j = 1}.

Comoc(ℓ)j ∈ {0,1} e εi ∈ {−1,1} para qualquerj e qualquerℓ devemos ter, de acordo

com (3-2), que

|A j |= n ou |A j | é par. (3-3)

Comogℓ = eIℓ para algumIℓ ∈ Ir , e pela definição deIℓ, ∑r
j=1c(ℓ)j = |Iℓ| para todoℓ, então

r

∑
j=1

|A j |=
r

∑
j=1

n

∑
ℓ=1

c(ℓ)j =
n

∑
ℓ=1

r

∑
j=1

c(ℓ)j =
n

∑
ℓ=1

|Iℓ|= |I1|+ ...+ |In|,
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uma soma ímpar de números ímpares. Portanto, deve existir umj0 tal que|A j0| é ímpar.

Mas por (3-3) temos que|A j0| = n. Daí, segue quec(ℓ)j0
= 1 para todo 1≤ ℓ ≤ n, e

assim∑n
k=1 εkc

(k)
j0

= n. Portanto,ε1 = ...= εn = 1. Agora note que por (3-2), se tivermos

c(t0)j = 1, para algum 1≤ t0 ≤ n, entãoc(t)j = 1 para todo 1≤ t ≤ n, e da mesma forma se

tivermosc(s0)
j = 0, para algum 1≤ s0 ≤ n, entãoc(s)j = 0 para todo 1≤ s≤ n. Logo, temos

g1 = ...= gn, o que é um absurdo já que na sequênciaS os elementos não aparecem mais

quen−1 vezes.

Portanto, 2r−1(n−1)+1≤ sA(Cr
n).

2. O limite superior para sA(Cr
n). Vamos considerar o conjunto de elementos

do grupoCr
n como a união{0}∪G+ ∪G−, onde seg ∈ G+ então−g ∈ G−, e escreva a

sequênciaS como

S = 0m ∏
g∈G+

(gvg(S)(−g)v−g(S)).

Primeiro observe que se para algumg, vg(S) + v−g(S) ≥ n, então podemos

encontrar uma subsequênciaR = c1...cn de S , que é umaA-soma-zero, pois qualquer

soma den elementos iguais é zero emCr
n. Agora considerem≥ 1 em+vg(S)+v−g(S)>

n, então podemos encontrar uma subsequênciaR = h1...ht de S com comprimento par

t ≥ n− m com h j ∈ {−g,g}. Como A = {−1,1}, R é umaA-soma-zero. Portanto, a

subsequênciaT = 0m∗
R (m∗ ≤ m) deS é umaA-soma-zero com comprimenton.

Agora assuma que, para cadag emS temosvg(S)+v−g(S)≤ n−m, que dá

|S | ≤







m+ nr−1
2 (n−m), se m> 0 par,

m−1+ nr−1
2 (n−m), se m> 0 ímpar,

nr−1
2 (n−1), se m= 0,

para|G+|= nr−1
2 . Observamos que no casompar

m+
nr −1

2
(n−m)≤2+

nr −1
2

(n−2)≤2+
nr −1

2
(n−2)+

nr −1
2

−1≤
nr −1

2
(n−1)+1

e a igualdade só acontece quandon = 3 e r = 1. Neste caso temos que|S | ≤ nr−1
2 (n−

1)+1. Concluímos então que se|S | ≥ nr−1
2 (n−1)+1, ela tem uma subsequência com

comprimenton a qual é deA-soma-zero.

�

No caso em quen= 3 podemos melhorar a cota superior desA(Cr
3).

Corolário 3.2 Sejam A= {−1,1} e r≥ 1, então sA(Cr
3)≤ 2 · 3r

r

Demonstração. De acordo com a proposição2.8, sA(Cr
3) = gA(Cr

3) parar ≥ 2, e segue

da definição quegA(Cr
3) ≤ g(Cr

3), ondeg(Cr
3) é o invariantegA(Cr

3) comA= {1}. Agora
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usamos o Teorema 1.2 de [11] para obtersA(Cr
3) = gA(Cr

3)≤ g(Cr
3)≤ 2 · 3r

r . �

3.2 Cota Inferior Para sA(Cr
3)

Nesta seção vamos apresentar a demonstração do Teorema3.5 que nos dá uma

cota inferior da constantesA(Cr
3) para o caso em quer é ímpar e no caso em quer é par

tratamos separadamenter ≡ 2 (mod 4) er ≡ 0(mod 4). Para demonstrar o caso em quer é

ímpar apresentamos a Proposição3.3à seguir e para o caso em quer é par apresentamos

a Proposição3.4. Ambas proposições apresentam resultado para o invarianteηA, mas

através da Proposição2.5obtemos o resultado.

Proposição 3.3Se r> 3 é ímpar e A= {−1,1}, entãoηA(Cr
3)≥ 2r−1+

(r−1
δ
)
, onde

δ = δ(r) =

{
r−3

2 , se r≡ 1 (mod4),
r−5

2 , se r≡ 3 (mod4)
(3-4)

Demonstração. Nós provaremos essa proposição apresentando um exemplo desequência

com comprimento 2r−1+
(r−1

δ
)
−1 sem subsequência deA-soma-zero com comprimento

menor ou igual a 3. Sejaℓ=
(r−1

δ
)
, e considere a sequência

S = EG = ( ∏
I∈Ir−2

eI ) ·g1...gℓ

com

g1 = (−1,−1, ...,−1
︸ ︷︷ ︸

δ

,1,1, ...,1)

...

gℓ = (−1,1, ...,1,−1, ...,−1
︸ ︷︷ ︸

δ

),

ondeeI e Ir−2 são definidos na demonstração do Teorema3.1. A sequênciaS não tem

subsequências deA-soma-zero com comprimento 1 e 2, pois o 0 não pertence àS e S

não possui elementos repetidos. E também a soma ou diferençade elementos deG nunca

dará outro elemento deG , pois nenhum elemento deG possui zero como uma de suas

coordenadas. Agora nós consideramoses− et , ondees e et representam oseI ’s para o

qualscoordenadas são iguais a 1 et coordenadas são iguais a 1, respectivamente. Assim,

vemos quees− et nunca será um elemento deG já que ou ele tem necessariamente uma

coordenada zero ou, comos e t são ímpares por definição, ele tem um número ímpar de

−1’s o que é um absurdo poisδ+1 é par.
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Agora, se para algums e para algumt nós tivermos

es+ et = gi ,

entãoet e es deveriam terδ+1 coordenadas não nulas nas mesmas posições para obter

δ+1 coordenadas−1’s. Então devemos ter

r +(δ+1) = s+ t.

O que é impossível já ques+ t é par er +(δ+1) é ímpar.

Assim, a única subsequência deA-soma-zero possível com comprimento 3

necessariamente incluirá um elemento deE e dois elementos deG .

Sejamv,w elementos deG . Agora, note que ouv+w ouv−w tem duas das suas

entradas com sinais opostos (já queδ < r−1
2 ) e então ambos não podem ser adicionados

a um±eI para obter umaA-soma-zero, já que todas as suas entradas não nulas tem o

mesmo sinal. Portanto,ηA(Cr
3)≥ 2r−1+

(r−1
δ
)
. �

Proposição 3.4Seja r> 4 par, m= ⌊3r−4
4 ⌋ e A= {−1,1}. Então,

ηA(C
r
3)≥

m

∑
j=1,

j ímpar

(
r
j

)

+ ℓ(r)+1,

onde

ℓ(r) =

{ ( r
r−2

2

)
, se r≡ 2 (mod4)

( r
r
2

)
/2, se r≡ 0 (mod4).

Demonstração. Considere a sequênciaK = g1...gτ com

g1 = (−1, ...,−1
︸ ︷︷ ︸

δ

,1,1, ...,1)

...

gτ = (1,1, ...,1,−1, ...,−1
︸ ︷︷ ︸

δ

),

onde

τ =

{

ℓ(r), se r ≡ 2 (mod 4)

2ℓ(r), se r ≡ 0 (mod 4)

e

δ =

{
r−2

2 , se r ≡ 2 (mod 4)
r
2, se r ≡ 0 (mod 4)
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Observe que ser ≡ 2 (mod 4), entãoτ = ℓ. E comoδ = r−2
2 < r

2, temos

que−gi /∈ K para nenhumi ∈ {1,2, ...,τ}. Mas, ser ≡ 0 (mod 4) temos queδ = r
2

e τ = 2ℓ =
( r

r
2

)
, então para todoi = {1,2, ...,τ} temos que−gi ∈ K . Logo podemos

reorganizar a sequência da seguinte forma

K =

τ
2

∏
i=1

gi

τ
2

∏
i=1

(−gi) = K +K −.

Agora defina a sequência

S = ( ∏
I∈Im

eI ) G

ondeG =K ser ≡2 (mod 4) ouG =K + ser ≡0 (mod 4), em= ⌊3r−4
4 ⌋, uma sequência

de tamanho

|S |=
m

∑
j=1,

j ímpar

(
r
j

)

+ ℓ(r)+1.

Observamos queS não possui subsequências deA-soma-zero com comprimento

1 ou 2, pois o zero não está na sequência e a sequência possui dois elementos iguais ou

opostos. Também a soma ou diferença de dois elementos deG nunca será outro elemento

de G , pois teremos necessariamente um zero como coordenada. TambémeI − eJ nunca

será um elemento deG já que ele tem necessariamente ou uma coordenada zero ou um

número ímpar de−1’s, sendo oδ par. Agora, se para algumse algumt nós tivermos

es− et =±g j ,

para algumj, entãoet e es terão necessariamenteδ coordenadas não-nulas nas mesmas

posições (para obterδ coordenadas−1’s). Mas então,s+ t = r +δ ≥ 3r−2
2 , para qualquer

valor deδ o que é impossível já que

s+ t ≤ 2m≤
3r −4

2
.

Assim, a única subsequência com comprimento 3 possível inclui necessaria-

mente um elementoet e dois elementos deG .

Sejamv, w elementos deG . Primeiro observe que se eles não têm−1’s em

posições comuns, entãov+w tem uma quantidade par de zeros e uma quantidade par de

−1’s (já quer e δ são ambos pares), isto é,v+w 6= ±eI . Note quev−w também tem

uma quantidade par de coordenadas não nulas, isto é,v−w não é do tipo±eI . Agora,

assumimos quev, w tem pelo menos um−1 na mesma posição, e verificamos quev+w

ouv−w tem duas ou mais de suas entradas com sinais opostos e então qualquer deles não
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pode ser adicionado a um±eI para obter umaA-soma-zero, já que todas as entradas não

nulas de±eI tem o mesmo sinal.

�

O Teorema a seguir segue diretamente das Proposições3.3 e 3.4 e da equação

(2-6).

Teorema 3.5 Sejam A= {−1,1} e r≥ 5

i) Se r é ímpar então

sA(C
r
3)≥ 2r +2

(
r −1
r−5

2

)

−1;

ii) Se r é par, com m= ⌊3r−4
4 ⌋, então

(a) Se r≡ 2 (mod 4), então

sA(C
r
3)≥ 2 ∑

1≤ j≤m

(
r
j

)

+2

(
r

r−2
2

)

+1,

onde j toma valores ímpares.

(b) Se r≡ 0 (mod 4), então

sA(C
r
3)≥ 2 ∑

1≤ j≤m

(
r
j

)

+2

(
r
r
2

)

+1,

onde j toma valores ímpares.

3.3 Valores e Limitantes ParasA(C3
3a), sA(C4

3a) e sA(C5
3a)

Nesta seção temos como objetivo a demonstração do Teorema3.6 a seguir.

Sua prova está dividida entre duas proposições. Para concluirmos o itemi) do Teorema

demonstramos a Proposição3.7para o invarianteηA e aplicamos os valores encontrados

na equação dada pela Proposição2.5. Os outros três itens são demonstrados na Proposição

3.9. No entanto precisamos do Lema3.8 demonstrado em [3] paraA = {1} e que aqui

demonstramos paraA= {−1,1}.

Teorema 3.6 Seja A= {−1,1}. Então,

i) sA(C3
3) = 9, sA(C4

3) = 21, 41≤ sA(C5
3)≤ 45;
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ii) sA(C3
3a) = 4×3a−3, para todo a≥ 1.

iii) 8×3a−7≤ sA(C4
3a)≤ 10×3a−9, para todo a≥ 1;

iv) 16×3a−15≤ sA(C5
3a)≤ 22×3a−21, para todo a≥ 1.

Para a demonstração do itemi) do Teorema acima segue a Proposição.

Proposição 3.7Para A= {−1,1}, nós temos

1. ηA(C2
3) = 3;

2. ηA(C3
3) = 5;

3. ηA(C4
3) = 11;

4. 21≤ ηA(C5
3)≤ 23.

Demonstração. Pelas proposições2.5e2.8temos a equação dada por

sA(C
r
3) = gA(C

r
3) = 2ηA(C

r
3)−1, (3-5)

parar > 1, e por definição temos quegA(Cr
3) ≤ g(Cr

3) resultando emηA(Cr
3) ≤

g(Cr
3)+1
2 .

Segue deg(Cr
3) = 5 (ver [8]), g(C3

3) = 10, g(C4
3) = 21 (ver [9]), g(C5

3) = 46 (ver [4]),

entãoηA(C2
3)≤ 3, ηA(C3

3) ≤ 5, ηA(C4
3)≤ 11 eηA(C5

3)≤ 23. Por outro lado, observe que

as sequências(1,0)(0,1) e(1,0,0)(0,1,0)(0,0,1)(1,1,1)não possuem subsequências de

A-soma-zero com comprimento no máximo três, pois os elementos neutros não pertencem

às sequências, nenhuma das duas sequências possuem elementos repetidos e por fim, a

soma ou diferença de dois elementos da sequência não pertence à ela. EntãoηA(C2
3) = 3

e ηA(C3
3) = 5. Podemos verificar com observações análogas que as seguintes sequências

com comprimento 10 e 20 respectivamente não satisfazem a condição(ηA):

(1,1,0,0)...(0,0,1,1)(1,1,1,0)...(0,1,1,1)

e

(1,1,0,0,0)...(0,0,0,1,1)(1,1,1,0,0)...(0,0,1,1,1),

entãoηA(C4
3) = 11 eηA(C5

3)≥ 21.

�

A Proposição3.7 juntamente com a equação (2-6) nos dão a demonstração do

item i) do Teorema3.6. A demonstração dos outros três itens é dada pela proposição3.9
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que apresentaremos posteriormente. Mas antes precisamos do seguinte resultado que está

demonstrado em [3] paraA= {1} e aqui demonstramos paraA= {−1,1}.

Lema 3.8 Seja G um grupo abeliano finito, A= {−1,1} e H≤ G. SejaS uma sequência

em G com comprimento

m≥ (sA(H)−1)exp(G/H)+sA(G/H).

EntãoS tem uma subsequência de A-soma-zero com comprimento exp(H)exp(G/H). Em

particular, se exp(G) = exp(H)exp(G/H), então

sA(G)≤ (sA(H)−1)exp(G/H)+sA(G/H).

Demonstração. Sejaφ : G → G/H, o epimorfismo canônico, dado porφ(g) = g+ H

para cadag ∈ G. De |φ(S)| = |S | e de |S | ≥ sA(G/H) segue queφ(S) possui uma

subsequênciaφ(S1) de A-soma-zero, com|S1| = exp(G/H), e resta uma subsequência

com tamanho maior ou igual a(sA(H)− 2)exp(G/H)+ sA(G/H). De novo, repetimos

este procedimento para obtermos mais uma sequênciaφ(S2) deA-soma-zero, com|S2|=

exp(G/H), e uma subsequência com tamanho maior ou igual a(sA(H)−3)exp(G/H)+

sA(G/H).

Após repetirmos este procedimentosA(H)−1 vezes obtemos esta quantidade de

subsequências deA-soma-zero disjuntas aos pares,φ(Si), para todoi ∈ {1,2, ...,sA(H)−

1}, com |Si| = exp(G/H), e restará uma subsequência com tamanho maior ou igual a

sA(G/H). Mais uma vez aplicamos o procedimento anterior para obtermos uma sub-

sequênciaφ(SsA(H)) deA-soma-zero, com|SsA(H)| = exp(G/H) e disjunta das anteriores

obtidas.

SejaL = a1...an uma sequência emG tal queφ(L) = φ(a1)...φ(an) seja uma

sequência emG/H de A-soma-zero. Então existemx1, ...,xn ∈ A = {−1,1} tais que

x1φ(a1)+ ...+xnφ(an) = 0. Defina então

σA(L) = x1a1+ ...+xnan.

Agora, considereT = ∏sA(H)
i=1 σA(Si). De φ(σA(Si)) = σA(φ(Si)) = 0, segue

que a sequênciaT está emker(φ) = H. ComoT é uma sequência com comprimento

sA(H) temos que ela possui uma subsequência deA-soma-zeroT ′ = ∏ j∈I σA(S j), I ⊂

{1,2, ...,sA(H)}, com comprimentoexp(H).

Portanto, a sequênciaS ′ = ∏ j∈I S j é uma sequência deA-soma-zero e tem

comprimento|S ′|= exp(H)exp(G/H).

Em particular, seexp(G) = exp(H)exp(G/H) então sA(G) ≤ (sA(H) −

1)exp(G/H)+sA(G/H).
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Proposição 3.9Para A= {−1,1}, temos

1. sa(C3
3a) = 4×3a−3, para todo a≥ 1;

2. 8×3a−7≤ sA(C4
3a)≤ 10×3a−9, para todo a≥ 1;

3. 16×3a−15≤ sA(C5
3a)≤ 22×3a−21, para todo a≥ 1.

Demonstração. Segue do itemi) do Teorema3.6 que sA(C3
3) = 4× 3− 3 = 9. Agora

assumimos quesA(C3
3a−1) = 4×3a−1−3. Assim, a proposição3.8nos diz que

sA(C
3
3a)≤ 3× (sA(C

3
3a−1)−1)+sA(C

3
3)≤ 4×3a−3

Por outro lado, o Teorema3.1 nos dásA(C3
3a) ≥ 4× 3a − 3, concluindo a

demonstração do itemi).

Novamente pelo itemi) do Teorema3.6nós temos quesA(C4
3) = 10×3−9= 21.

Agora, assumimos quesA(C4
3a−1)≤ 10×3a−1−9. Segue da proposição3.8que

sA(C
4
3a)≤ 3× (sA(C

4
3a−1)−1)+sA(C

4
3)≤ 10×3a−9.

Por outro lado, o Teorema3.1 nos dá o limite inferiorsA(C4
3a) ≥ 8× 3a − 7,

concluindo a demonstração do itemii).

Por fim, para demonstrarmos o itemiii ) observamos que o Teorema3.6, item i)

nos dásA(C5
3) ≤ 22×3−21. Assumimos quesA(C5

3a−1) ≤ 22×3a−1−21. Assim, pela

Proposição3.8temos que

sA(C
5
3a)≤ 3× (sA(C

5
3a−1)−1)+sA(C

5
3)≤ 22×3a−21.

Por outro lado, o Teorema3.1nos dá o limite inferiorsA(C5
3a) ≥ 16×3a−15, e

assim concluímos a demonstração desta proposição.

�

3.4 Cota Superior ParasA(Cr
mn)

O Teorema a seguir é a versão para o invariantesA do Teorema1.13demonstrado

por Harborth em [7] que apresenta uma cota superior para o invariantes(Cr
mn), só que

nesse caso é para o invariantesA(Cr
mn). A diferença é que no lugar des(Cr

m) e s(Cr
n) essa

nova cota depende dos invariantessA(Cr
m) esA(Cr

n).
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Teorema 3.10Seja Cr
mn o produto de r cópias o grupo cíclico Cmn, então

sA(C
r
mn)≤ min{(sA(C

r
m)−1)n+sA(C

r
n),(sA(C

r
n)−2)m+sA(C

r
m)}.

Demonstração. Observe queexp(Cr
mn) = mn= exp(Cr

m)exp(Cr
n). E comoCr

mn/C
r
m ≈ Cr

n

eCr
mn/C

r
n ≈Cr

m, então pela Proposição3.8 temos quesA(Cmn)≤ (sA(Cr
m)−1)n+sA(Cr

n)

esA(Cmn)≤ (sA(Cr
n)−1)m+sA(Cr

m). �
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