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Resumo

Batista, Marcos Roberto. Soluções Clássicas para um Problema de
Combustão em Meios Porosos com n Camadas. Goiânia, 2019. 97p.
Tese de Doutorado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade
Federal de Goiás (UFG).

Neste trabalho, estudamos as soluções clássicas para um sistema parabólico de

equações de reação-difusão-convecção, acoplado a um sistema de equações

diferenciais ordinárias, com condições iniciais e de contorno num domínio limitado.

O sistema acoplado modela a propagação de uma frente de combustão através de

um meio poroso com n camadas, onde as variáveis dependentes são as temperaturas

e as concentrações de combustível em cada camada. O modelo é uma generalização

para o modelo de duas camadas estudado em [9].

Problemas para sistemas de equações parabólicas acoplados com sistemas de

Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs), onde o acoplamento se dá tanto nas

funções de reação quanto nos coe�cientes do operador diferencial associado, são

pouco conhecidos na literatura. Na teoria clássica em geral, o acoplamento aparece

somente nas funções de reação, como, por exemplo, em [25].

Inicialmente, usando o Método Iterativo Monótono, provamos a existência e

unicidade de uma solução global no tempo para o caso particular em que as

concentrações de combustível em cada camada são funções conhecidas. A seguir,

mostramos a existência da solução local no tempo para o problema completo

quando as concentrações de combustível são funções desconhecidas. A prova é obtida

de�nindo um operador no conjunto das funções Hölder Contínuas e mostrando que

o mesmo possui um ponto �xo que é solução local para o problema. Esta solução

pode ser estendida a uma solução global no tempo para o problema, desde que as

derivadas espaciais da temperatura em cada camada sejam funções limitadas.

Palavras�chave

Combustão em meios porosos. Reação-difusão. Método Iterativo Monótono.

Soluções fundamentais. Solução maximal.



Abstract

Batista, Marcos Roberto. Classical Solutions to a Combustion Pro-
blem in Porous Media with n Layers. Goiânia, 2019. 97p. PhD. Thesis
. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás
(UFG).

In this work, we study the classical solutions for a parabolic system of

reaction-di�usion-convection equations, coupled to a system of ordinary di�erential

equations, with boundary and initial conditions in a bounded domain. The coupled

system models the propagation of a combustion front through a porous medium

with n layers, where the dependent variables are the temperatures and the fuel

concentrations in each layer. The model is a generalization for the two-layer model

studied in [9].

Problems for parabolic equations systems coupled with Ordinary Di�erential

Equations (ODEs) system, where the coupling occurs in both the reaction functions

and the associated di�erential operator coe�cients, are little known in the literature.

In classical theory in general, the coupling appears only in the reaction functions,

for example in [25].

Initially, using the Monotone Iterative Method, we prove the existence and

uniqueness of a global solution in time for the particular case where the fuel

concentrations in each layer are known functions. Next, we show the existence of the

local solution in time for the complete problem when the concentrations are unknown

functions. The proof is obtained by de�ning an operator in the Continuous Hölder

function set and showing that it has a �xed point that is a local solution to the

problem. This solution can be extended to a global solution in time for the problem,

provided that the spatial derivatives of the temperature in each layer are bounded

functions.

Keywords

Combustion in porous media. Reaction-di�usion. Monotone Iterative

Method. Fundamental solutions. Maximal solution.
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Introdução

Soluções de modelos matemáticos para problemas de combustão em meios

porosos são importantes em várias aplicações, por exemplo, no estudo da viabilidade

de recuperação de petróleo em poços petrolíferos que já pararam de produzir por

processos naturais.

Existe uma vasta literatura sobre problemas de combustão em meios

porosos. Quanto mais realístico é o modelo, maior é o número de variáveis e de

parâmetros que devem ser incluídos nele. Isto di�culta a análise matemática dos

mesmos. Em geral, os resultados são obtidos numericamente, ver, por exemplo

[4, 5, 18].

O modelo matemático apresentado governa a variação de temperatura e a

concentração de combustível através de um meio poroso constituído por n camadas

paralelas, com propriedades físicas distintas como porosidades, capacidades térmicas,

condutividades, etc. Um resumo do modelo é apresentado no Capítulo 1 e a dedução

detalhada no Apêndice C.

Mais recentemente, alguns autores na área de Matemática Aplicada vêm

trabalhando com modelos de combustão em meios porosos simpli�cados, de tal modo

que são possíveis de serem analisados com as teorias matemáticas hoje disponíveis.

Como exemplos, citamos:

• Em [6], os autores determinaram soluções do tipo ondas viajantes para um

modelo de duas fases que representa a combustão de óleo com oxigênio em um

meio poroso.

• Em [7], os autores apresentaram um modelo de combustão de combustível

sólido com oxigênio em um meio poroso com duas camadas e provaram a

existência de ondas viajantes.

• Em [8], os autores provaram a existência e unicidade de solução do problema

de Cauchy para o modelo deduzido em [7], num caso simples no qual as

concentrações de combustível são funções conhecidas. O caso completo em

que as concentrações de combustível não são funções conhecidas foi estudado

em [9].
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• Em [17], o autor provou a existência e unicidade de ondas viajantes de

combustão para o modelo de escoamento em meios porosos altamente

resistentes, proposto em [2].

• Em [16], os autores mostraram a existência e estabilidade não linear de frentes

viajantes de combustão para um modelo de combustão sem gás, com perda de

calor.

• Em [3], os autores obtiveram todas as sequências de ondas para a solução do

problema de Riemann para um modelo de combustão em meios porosos, com

combustível sólido.

• Recentemente, em [10], os autores provaram a existência e multiplicidade de

frentes de combustão para o mesmo modelo estudado em [6].

No presente texto, estudamos a existência de uma solução global no tempo

para um problema de valor inicial e de contorno associado a um sistema de n

equações diferenciais parciais (EDPs) parabólicas não lineares, acopladas com n

equações diferenciais ordinárias. O problema modela a propagação de uma frente de

combustão através de um meio poroso constituído por n camadas paralelas com

propriedades físicas distintas, como porosidades, capacidades térmicas,

condutividades, etc. A reação de combustão envolve oxigênio e um sólido

combustível. Para a análise matemática, o problema é escrito na forma adimensional.

Problemas para sistemas de equações parabólicas acoplados com sistemas

de EDOs, em que o acoplamento é completo, isto é, se dá tanto nas funções de reação

quanto nos coe�cientes do operador diferencial associado, são pouco conhecidos na

literatura. Na teoria clássica em geral, o acoplamento é mais simples, aparecendo

somente nas funções de reação, como, por exemplo, em [25]. A di�culdade, no caso

em que o acoplamento é completo, é que, num processo iterativo para determinar

a existência de solução, o operador diferencial varia em cada iteração, o que não

acontece em problemas com o acoplamento somente nas funções de reação. A seguir,

descrevemos como esta tese é apresentada.

Conforme já referido acima, um resumo do modelo é feito no Capítulo 1.

No Capítulo 2, como resultados preliminares, fazemos um breve resumo do Método

Iterativo Monótono a partir de sub e supersoluções para resolução de sistemas

de equações parabólicas semilineares. As demonstrações foram omitidas por serem

demonstrações padrões da literatura, como ocorre em [24].

No Capítulo 3, estudamos o problema para o caso particular em que

as concentrações de combustível em cada camada são funções conhecidas. Para

mostrar a existência e unicidade da solução deste problema, usamos o Método

Iterativo Monótono a partir de sub e supersoluções. Esta solução é usada para
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resolver o problema completo, no qual as concentrações de combustível são também

consideradas como incógnitas.

No Capítulo 4, provamos a existência de uma solução local para o problema

completo. Neste caso, não foi possível usar o Método Iterativo Monótono, uma vez

que o sistema não pode ser escrito na forma semilinear. A prova se baseia em uma

análise cuidadosa da solução fundamental para equações parabólicas obtidas pelo

Método Parametrix. Seguindo o mesmo procedimento de [9], mostramos a existência

de uma solução local no conjunto das funções Hölder contínuas, onde construímos

um operador que deixa invariante uma bola neste conjunto.

Neste ponto, usamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para garantir

a existência de um ponto �xo para este operador e veri�camos que o mesmo é

solução local do problema completo. Este método não permitiu provar a unicidade

da solução, pois o mesmo não garante que o ponto �xo encontrado seja único.

No Capítulo 5, usando o método de funções auxiliares, conforme [23],

procuramos estender a solução local a uma solução global no tempo.

A demonstração depende de estimativas das derivadas espaciais da temperatura nas

diversas camadas. Para o modelo de duas camadas, estas estimativas podem ser

provadas do mesmo modo como em [9]. Para o modelo com mais de duas camadas,

estas estimativas �caram em aberto, embora evidências numéricas sugerem que as

mesmas continuam válidas.

Após o Capítulo 5 apresentamos as conclusões do trabalho, incluindo uma

lista de possíveis trabalhos futuros relacionados ao tema.

No Apêndice A, descrevemos a lista de símbolos que aparecem ao longo do

texto.

No Apêndice B, seguindo [24], apresentamos um resumo dos principais

resultados sobre soluções fundamentais para equações parabólicas.

Finalmente, no Apêndice C, usando as equações de balanço da física,

deduzimos detalhadamente o sistema de EDPs que modela a propagação de uma

frente de combustão através de um meio poroso constituído de n camadas paralelas.



CAPÍTULO 1

Modelo

O objetivo deste capítulo é apresentar o sistema que modela a propagação

de uma frente de combustão em um meio poroso, formado por n camadas, contendo

gás e um sólido combustível, e, em seguida, de�nir um problema de valor inicial e

de contorno associado a este sistema.

O meio poroso é considerado unidimensional e com n camadas paralelas.

Cada camada possui uma concentração de combustível inicial. Denotamos por

x ∈ [0, `] a variável espacial e por t > 0 a variável temporal. As variáveis dependentes

de coordenadas (x, t) são a temperatura ui(x, t) e a concentração de combustível

yi(x, t), de�nidas em cada camada i, i = 1, . . . , n. No modelo, assumimos que a

primeira e a n-ésima camada perdem calor para o meio externo e que há transferência

de calor apenas entre as camadas i e i + 1, com 1 ≤ i ≤ n − 1. A temperatura do

meio externo é denotada por uE.

O sistema é formado por n equações parabólicas não lineares acopladas

com n equações diferenciais ordinárias e deduzido a partir das leis de conservação

de massa e de energia, da Lei de Darcy e de uma versão da Lei de Arrhenius que

descreve a taxa de consumo de combustível na reação química. A dedução do modelo

se encontra no Apêndice C.

Nestas condições, o sistema é dado por

((a1 + b1y1)u1)t + c1(u1)x = d1y1g(u1) + q1(u2 − u1) + λ1(u1)xx − q1(u1 − uE),

((ai + biyi)ui)t + ci(ui)x = diyig(ui)− qi−1(ui − ui−1) + qi(ui+1 − ui)
+λi(ui)xx se 2 ≤ i ≤ n− 1,

((an + bnyn)un)t + cn(un)x = dnyng(un)− qn−1(un − un−1) + λn(un)xx

−q2(un − uE),

(yi)t = −Aiyig(ui), i = 1, . . . , n,

(1.1)

sendo t > 0, 0 < x < `, ai, bi, ci, di, Ai, λi, qi, q1, q2 constantes positivas e

g(u) =

{
e−

E
u , se u > 0,

0, se u ≤ 0,
(1.2)
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em que E é uma constante positiva, relacionada à energia de ativação da reação.

Dentre as constantes que aparecem no modelo, destacamos a constante qi,

que denota o coe�ciente de transferência de calor entre duas camadas vizinhas. Note

que, se qi = 0, o sistema seria desacoplado nas variáveis u1, . . . , un.

De (1.1), segue que

(a1 + b1y1)(u1)t + b1(y1)tu1 + c1(u1)x = d1y1g(u1) + q1(u2 − u1) + λ1(u1)xx

−q1(u1 − uE),

(ai + biyi)(ui)t + bi(yi)tui + ci(ui)x = diyig(ui)− qi−1(ui − ui−1)

+qi(ui+1 − ui) + λi(ui)xx, 2 ≤ i ≤ n− 1,

(an + bnyn)(un)t + bn(yn)tun + cn(un)x = dnyng(un)− qn−1(un − un−1)

+λn(un)xx − q2(un − uE),

(yi)t = −Aiyig(ui), i = 1, . . . , n.

(1.3)

Em (1.3), substituindo a equação diferencial ordinária no sistema de

equações parabólicas, obtemos

(a1 + b1y1)(u1)t − b1A1y1g(u1)u1 + c1(u1)x = d1y1g(u1) + q1(u2 − u1) + λ1(u1)xx

−q1(u1 − uE),

(ai + biyi)(ui)t − biAiyig(ui)ui + ci(ui)x = diyig(ui)− qi−1(ui − ui−1)

+qi(ui+1 − ui) + λi(ui)xx, 2 ≤ i ≤ n− 1,

(an + bnyn)(un)t − bnAnyng(un)un + cn(un)x = dnyng(un)− qn−1(un − un−1)

+λn(un)xx − q2(un − uE).

(1.4)

Reescrevendo o sistema (1.4), temos
(u1)t − λ1

a1+b1y1
(u1)xx + c1

a1+b1y1
(u1)x = f1(u, y1),

(ui)t − λi
ai+biyi

(ui)xx + ci
ai+biyi

(ui)x = fi(u, yi), 2 ≤ i ≤ n− 1,

(un)t − λn
an+bnyn

(un)xx + cn
an+bnyn

(un)x = fn(u, yn),

(1.5)
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sendo

f1(u, y1) =
(b1A1u1 + d1)y1g(u1)

a1 + b1y1

+
q1

a1 + b1y1

(u2 − u1)− q1

a1 + b1y1

(u1 − uE),

fi(u, yi) =
(biAiui + di)yig(ui)

ai + biyi
− qi−1

ai + biyi
(ui − ui−1)

+
qi

ai + biyi
(ui+1 − ui), 2 ≤ i ≤ n− 1 e

fn(u, yn) =
(bnAnun + dn)yng(un)

an + bnyn
− qn−1

an + bnyn
(un − un−1)

− q2

an + bnyn
(un − uE),

(1.6)

em que u = (u1, . . . , un).

O sistema (1.5) pode ser escrito na seguinte forma:{
(ui)t − Liui = fi(u, yi), x ∈ (0, `), t > 0,

(yi)t = −Aiyig(ui), x ∈ (0, `), t > 0,
(1.7)

em que u = (u1, . . . , un),

Liui =
λi

ai + biyi
(ui)xx −

ci
ai + biyi

(ui)x, (1.8)

fi(u, yi) é a função de reação dada por (1.6) e g é a função de�nida em (1.2).

O operador (ui)t−Liui é uniformemente parabólico, pois α1 ≤ λi
ai+biyi(x,t)

≤
α2, ∀(x, t) ∈ [0, `]× [0, T ], onde α1 = min{ λi

ai+biyi
, i = 1, . . . , n}

e α2 = max{ λi
ai+biyi

, i = 1, . . . , n}, ` > 0, T > 0.

O objetivo deste trabalho é estudar as soluções clássicas para o seguinte

problema de valor inicial e de contorno:
(ui)t − Liui = fi(u, yi), x ∈ (0, `), t > 0,

(yi)t = −Aiyig(ui), x ∈ (0, `), t > 0,

(ui(x, 0), yi(x, 0) = (ui,0(x), yi,0(x)), x ∈ [0, `],
∂ui
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂ui
∂x

∣∣
x=`

= 0, t ∈ (0, T ],

(1.9)

em que u = (u1, . . . , un) e y = (y1, . . . , yn). As funções ui,0 e yi,0 são não negativas e

limitadas em [0, `], e fi(u, yi) é a função de reação de�nida em (1.6).

No Capítulo 3, consideramos uma versão simpli�cada do problema (1.9),

retirando as equações (yi)t = −Aiyig(ui), no qual supomos que, na primeira equação
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de (1.9), as funções yi sejam conhecidas. Assim, o problema torna-se
(ui)t − Liui = fi(u, yi), x ∈ (0, `), t > 0,

ui(x, 0) = ui,0(x), x ∈ [0, `],
∂ui
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂ui
∂x

∣∣
x=`

= 0, t > 0.

(1.10)

Utilizamos o Método Iterativo Monótono [24], apresentado no Capítulo 2,

para mostrar que o problema de valor inicial e de contorno (1.10) possui uma solução

clássica única u = (u1, . . . , un), de�nida globalmente no tempo, isto é, determinada

em [0, `] × [0, T ], para qualquer T > 0. Esta solução será usada para resolver o

problema (1.9).



CAPÍTULO 2

Método Iterativo Monótono para Sistemas

de Equações Parabólicas Semilineares

As notações que aparecem ao longo deste e dos próximos capítulos estão

de�nidas no Apêndice A.

O objetivo deste capítulo é fazer um breve resumo do Método Iterativo

Monótono, cujos detalhes podem ser encontrados em [24]. De agora em diante, em

todo o texto, a menos que se diga o contrário, i = 1, . . . , n.

Aqui �xamos a < b e T > 0 qualquer. Em cada ponto (x, t) ∈ (a, b)× (0, T ]

e para cada i, considere o operador elíptico

Liui = ai(x, t)
∂2ui
∂x2

+ bi(x, t)
∂ui
∂x

,

em que as funções ai(x, t) e bi(x, t) são tomadas como Hölder Contínuas em

[a, b]× [0, T ].

Considere o problema
(ui)t − Liui = fi(x, t, u1, . . . , un), (x, t) ∈ (a, b)× (0, T ],

ui(x, 0) = ui,0(x), x ∈ [a, b],
∂ui
∂x

(a, t) = 0, t ∈ (0, T ],
∂ui
∂x

(b, t) = 0, t ∈ (0, T ],

(2.1)

sendo ui,0 : [a, b]→ R uma função contínua.

A função fi é tomada como Hölder contínua em [a, b]× [0, T ]× Jn, sendo J
algum intervalo limitado em R.

De�nição 2.0.1. Uma solução clássica para o problema (2.1) é uma função

u = (u1(x, t), . . . , un(x, t)), em que ui ∈ C2,1((a, b) × (0, T ]) ∩ C1([a, b] × (0, T ]) ∩
C0([a, b]× [0, T ]) e satisfaz (2.1).

De�nição 2.0.2. A função fi = fi(x, t, u1, ..., un) é dita quase-monótona

não-decrescente, se �xado (x, t, ui), fi é não-decrescente em uj, i 6= j.
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A função f = (f1, . . . , fn) é dita quase-monótona não-decrescente em Jn ⊂ Rn se

f1, . . . fn são quase-monótonas não-decrescentes.

De�nição 2.0.3. Dizemos que ũ = (ũ1, . . . , ũn), com ũi ∈ C2,1((a, b) × (0, T ]) ∩
C1([a, b]× (0, T ]) ∩ C0([a, b]× [0, T ]), é uma supersolução para o problema (2.1) se

(ũi)t − Liũi ≥ fi(x, t, ũ1, . . . , ũn), (x, t) ∈ (a, b)× (0, T ],

ũi(x, 0) ≥ ui,0(x), x ∈ [a, b],
∂ũi
∂x

(a, t) ≥ 0, t ∈ (0, T ],
∂ũi
∂x

(b, t) ≥ 0, t ∈ (0, T ].

(2.2)

De modo análogo, dizemos que û = (ûi, . . . , ûn), com ûi ∈ C2,1((a, b) × (0, T ]) ∩
C1([a, b] × (0, T ]) ∩ C0([a, b] × [0, T ]) é uma subsolução para o problema (2.1) se

satisfaz as desigualdades reversas de (2.2).

De�nição 2.0.4. Um par de sub e supersoluções û = (ûi, . . . , ûn) e ũ = (ũ1, . . . , ũn)

é ordenado se ûi ≤ ũi, para todo i. Neste caso, escrevemos û ≤ ũ.

O conjunto

< û, ũ >= {u = (u1, . . . , un) ∈ (C0([a, b]× [0, T ]))n : û ≤ u ≤ ũ}

é chamado setor determinado pelas sub e supersoluções. Se o setor < û, ũ > está

contido em Jn, então, na de�nição de função quase-monótona, é su�ciente tomarmos

Jn =< û, ũ > . Isto signi�ca que, se u(x, t) = (u1(x, t), . . . , un(x, t)) ∈< û, ũ >,

então ui(x, t) ∈ J, ∀(x, t) ∈ [a, b]× [0, T ].

Aqui, assumimos que existem funções limitadas ci = ci(x, t) e ci = ci(x, t)

tais que

− ci(ui − vi) ≤ fi(u1, . . . , un)− fi(v1, . . . , vn) ≤ ci(ui − vi), (2.3)

para todos u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ < û, ũ >, com (û1, . . . , ûn) ≤
(v1, . . . , vn) ≤ (u1, . . . , un) ≤ (ũ1, . . . , ũn).

Se Fi(x, t, u1, . . . , un) ≡ ci(x, t)ui + fi(x, t, u1, . . . , un), pode-se mostrar que:

• Fi é Hölder contínua em [a, b]× [0, T ]× < û, ũ > se ci também o é.

• Fi é monótona não-decrescente em ui ∈< û, ũ > .

Com estas condições sobre Fi, começando com uma iteração inicial

(u
(0)
1 , . . . , u

(0)
n ), é possível construir uma sequência de soluções

{u(k)} = {(u(k)
1 , . . . , u

(k)
n )}, de�nida sucessivamente pela solução da equação linear

Li{u(k)
i } = (u

(k)
i )t − Liu(k)

i + ciu
(k)
i = Fi(u

(k−1)
1 , . . . , u(k−1)

n ) em (a, b)× (0, T ],
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sujeita às condições

u
(k)
i (x, 0) = ui,0(x), x ∈ [a, b],

∂u
(k)
i

∂x
(a, t) = 0, t ∈ (0, T ],

∂u
(k)
i

∂x
(b, t) = 0, t ∈ (0, T ],

em que k = 1, 2, ... O próximo teorema apresenta o principal resultado do método

iterativo monótono.

Teorema 2.0.1. Sejam û = (û1, . . . , ûn) e ũ = (ũ1, . . . , ũn) sub e supersoluções

ordenadas, respectivamente, do problema (2.1). Seja f = (f1, . . . , fn) uma função

quase-monótona não-decrescente em < û, ũ >, satisfazendo (2.3). Então o problema

(2.1) possui uma única solução u = (u1, . . . , un) ∈< û, ũ > .

Demonstração. Fizemos aqui apenas um roteiro da demonstração, seguindo

([24], p. 384-401). Primeiro, constrói-se sequências de supersoluções {u(k)} =

{(u(k)
1 , . . . , u(k)

n )}, com u(0) = (u
(0)
1 , . . . , u(0)

n ) e subsoluções {u(k)} = {(u(k)
1 , . . . , u

(k)
n )},

com u(0) = (u
(0)
1 , . . . , u

(0)
n ). A seguir, mostra-se que {u(k)} é monótona não-crescente

e que {u(k)} é monótona não-decrescente, isto é,

u
(k)
i ≤ u

(k+1)
i ≤ u

(k+1)
i ≤ u

(k)
i em [a, b]× [0, T ].

Finalmente, mostra-se que ambas as sequências {u(k)} e {u(k)} convergem para uma

única função u = (u1, . . . , un) ∈< û, ũ > e que, de fato, u é a única solução clássica

de (2.1).



CAPÍTULO 3

Existência e Unicidade de Solução para o

Problema de Combustão com

Concentrações de Combustível Conhecidas

Conforme já observado no início do Capítulo 2, as notações usadas neste

trabalho estão de�nidas no Apêndice A. Apenas para enfatizar, denotamos por

ΩT = (0, `) × (0, T ], ΩT = [0, `] × [0, T ] e Ω̃T = [0, `] × (0, T ], com ` > 0, T > 0.

Onde aparecer o índice i, a menos que se diga o contrário, i = 1, . . . , n.

Para estudarmos as soluções do problema (1.9), vamos primeiramente

considerar uma versão simpli�cada deste em ΩT , omitindo de (1.9) o sistema de

EDOs (yi)t = −Aiyig(ui) e supondo que as concentrações de combustível que

aparecem nos coe�cientes do operador Li e nas funções fi sejam funções conhecidas

e limitadas yi = yi(x, t), assumindo valores no intervalo [0, 1]. Neste caso, (1.9)

reduz-se ao seguinte problema:
(ui)t − Liui = fi(u, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

ui(x, 0) = ui,0(x), x ∈ [0, `],
∂ui
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂ui
∂x

∣∣
x=`

= 0, t ∈ (0, T ],

(3.1)

com Li dado por (1.8) e fi dada por (1.6).

Neste capítulo, usamos o Método Iterativo Monótono de sub e

supersoluções, apresentado no Capítulo 2, para mostrar a existência e unicidade da

solução clássica para o problema (3.1).

De�nição 3.0.1. Uma solução clássica para o problema (3.1) é uma função

u = (u1(x, t), . . . , un(x, t)), em que ui ∈ C2,1(ΩT ) ∩C1(Ω̃T ) ∩C0(Ω) e satisfaz (3.1).

Note que neste e nos próximos capítulos, a exigência de que a solução clássica

pertença ao conjunto C1(Ω̃T ) é porque as condições de fronteira são condições de

Neumann. Veja Observação 3.
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De�nição 3.0.2. Uma aplicação fi = fi(u, yi) é quase-monótona não-decrescente

se �xado (x, t, ui), fi é não-decrescente com respeito a uj, com i 6= j.

Uma aplicação f = (f1, . . . , fn) é quase-monótona não-decrescente em algum

paralelepípedo J1 × · · · × Jn, se todas as funções componentes f1, . . . , fn forem

quase-monótonas não-decrescentes.

De�nição 3.0.3. Dizemos que û = (û1, . . . , ûn), com ûi ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C1(Ω̃T ) ∩
C0(ΩT ), é uma subsolução para o problema (3.1) se

(ûi)t − Liûi ≤ fi(û, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

ûi(x, 0) ≤ ui,0(x), x ∈ [0, `],
∂ûi
∂x

∣∣
x=0
≤ 0, ∂ûi

∂x

∣∣
x=`
≤ 0, t ∈ (0, T ].

(3.2)

Analogamente, uma aplicação ũ = (ũ1, . . . , ũn), com ũi ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C1(Ω̃T ) ∩
C0(ΩT ), é uma supersolução para (3.1) se forem consideradas as desigualdades

reversas de (3.2).

De�nição 3.0.4. Um par de sub e supersoluções û e ũ é ordenado, neste caso,

escrevemos û ≤ ũ, se ûi(x, t) ≤ ũi(x, t), para todo (x, t) ∈ [0, `]× [0, T ].

O conjunto

< û, ũ >= {(u1, . . . , un) ∈ (C0(ΩT ))n : (û1, . . . , ûn) ≤ (u1, . . . , un) ≤ (ũ1, . . . , ũn)} é
chamado de setor determinado pela sub e supersoluções.

Se o setor < û, ũ > está contido em J1 × · · · × Jn, então, na de�nição de aplicação

quase-monótona, é su�ciente tomarmos J1 × · · · × Jn =< û, ũ >, como no

Capítulo 2.

Lema 3.0.1. Seja T > 0. Assuma que ai, bi e Ai são números estritamente positivos

e ui,0 são funções limitadas não negativas de�nidas em [0, `].

Sejam û(x, t) = (0, . . . , 0) e ũ(x, t) = (ϕ(t), . . . , ϕ(t)), em que

ϕ(t) =
( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β
)
eαt − β, 0 ≤ t ≤ T, (3.3)

com α = max {A1b1
a1
, . . . , Anbn

an
} e β = max { d1

A1b1
, . . . , dn

Anbn
}. Suponha que

n∑
i=1

‖ui,0‖∞ ≥ uE e que as concentrações de combustível yi em cada camada

assumem valores no intervalo [0, 1]. Então û é uma subsolução e ũ é uma supersolu-

ção do problema (3.1) em ΩT .
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Veja que a hipótese
n∑
i=1

‖ui,0‖∞ ≥ uE garante que ϕ(t) ≥ uE, para todo

0 ≤ t ≤ T. De fato,

ϕ(t)− uE =

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − β − uE

=
n∑
i=1

‖ui,0‖∞eαt + βeαt − β − uE

=
n∑
i=1

‖ui,0‖∞eαt + βeαt − β − uE + uEe
αt − uEeαt

=

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ − uE
)
eαt + β(eαt − 1) + uE(eαt − 1)

=

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ − uE
)
eαt + (eαt − 1)(uE + β) ≥ 0.

Agora, demonstramos o Lema 3.0.1.

Demonstração. Evidentemente, û é subsolução de (3.1).

Para mostrar que ũ é supersolução de (3.1), observemos que, para todo i,

temos

(ũi)t − Liũi = (ũi)t −
λi

ai + biyi
(ũi)xx +

ci
ai + biyi

(ũi)x

= α

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt.

Mostramos agora que (ũi)t − Liũi ≥ fi(ũ, yi), ∀ i. De fato, para i = 1, temos

f1(ũ, y1) =
(b1A1ϕ(t) + d1)y1e

−E
ϕ(t)

a1 + b1y1

+
q1

a1 + b1y1

(ϕ(t)− ϕ(t))− q1

a1 + b1y1

(ϕ(t)− uE)

=

{
b1A1

[( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − β

]
+ d1

}
y1e

−E
ϕ(t)

a1 + b1y1

− q1

a1 + b1y1

(ϕ(t)− uE)

≤ b1A1

a1 + b1y1

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − βb1A1

a1 + b1y1

+
d1

a1 + b1y1

− q1

a1 + b1y1

(ϕ(t)− uE)
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=
b1A1

a1 + b1y1

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − A1b1

a1 + b1y1

(
β − d1

A1b1

)
− q1

a1 + b1y1

(ϕ(t)− uE)

≤ b1A1

a1

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt

≤ α

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt

= (ũ1)t − L1ũ1.

Para 2 ≤ i ≤ n− 1, observamos que

fi(ũ, yi) =
(biAiϕ(t) + di)yie

−E
ϕ(t)

ai + biyi
− qi−1.0 + qi.0

=

{
biAi

[( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − β

]
+ di

}
yie

−E
ϕ(t)

ai + biyi

≤ 1

ai

{
biAi

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − βbiAi + di

}
=
biAi
ai

{( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − β +

di
biAi

}
=
biAi
ai

{( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − [β − di

biAi
]

}
≤ α

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt

= (ui)t − Liui.

Finalmente, para i = n, temos

fn(ũ, yn) =
(bnAnϕ(t) + dn)yne

−E
ϕ(t)

an + bnyn
− qn−1

an + bnyn
(ϕ(t)− ϕ(t))− q2

an + bnyn
(ϕ(t)− uE)

=

{
bnAn

[( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − β

]
+ dn

}
yne

−E
ϕ(t)

an + bnyn

− q2

an + bnyn
(ϕ(t)− uE)
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≤ bnAn
an + bnyn

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − βbnAn

an + bnyn
+

dn
an + bnyn

=
bnAn

an + bnyn

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt − Anbn

an + bnyn

(
β − dn

Anbn

)
≤ bnAn

an

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt

≤ α

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eαt

= (ũn)t − Lnũn.

Veja também que

ũ(x, 0) =

(( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eα.0 − β, . . . ,

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞ + β

)
eα.0 − β

)
=

( n∑
i=1

‖ui,0‖∞, . . . ,
n∑
i=1

‖ui,0‖∞
)

≥ (u1,0(x), . . . , un,0(x)).

Da mesma forma, temos que

∂ũi
∂x

∣∣∣
x=0

= 0 e
∂ũi
∂x

∣∣∣
x=`

= 0, ∀i.

Logo, ũ é supersolução de (3.1).

Como ũ ≥ û, podemos de�nir o setor

< û, ũ >= {u = (u1, . . . , un) ∈ (C0(ΩT ))n : 0 ≤ ui ≤ ϕ(t)}.

Lema 3.0.2. Se ai, bi > 0 são constantes positivas e yi é a função de concentração

de combustível em cada camada i, então a função de reação f = (f1, . . . , fn) do

sistema (3.1) é quase-monótona não-decrescente em < û, ũ >.

Demonstração. De fato, basta observar que, para todo i,

∂fi
∂uj
≥ 0, com j 6= i.
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Lema 3.0.3. Assuma que a1, . . . , an e bi são constantes positivas e y1, . . . , yn são

funções limitadas não negativas em ΩT . Então,

|f1(u, y1)− f1(v, y1)| ≤ a−1
1 (‖y1‖∞K1 + q1 + q1)|u1 − v1|+ a−1

1 q1|u2 − v2|,

|fi(u, yi)− fi(v, yi)| ≤ a−1
i (‖yi‖∞Ki + qi + qi−1)|ui − vi|+ a−1

i qi−1|ui−1 − vi−1|

+ a−1
i qi|ui+1 − vi+1|, 2 ≤ i ≤ n− 1,

e

|fn(u, yn)− fn(v, yn)| ≤ a−1
n (‖yn‖∞Kn + qn−1 + q2)|un − vn|+ a−1

n qn−1|un−1 − vn−1|,

sendo

Kn = Anbn + (Anbn|vn|+ dn)4e−2

E
, e u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ < û, ũ > .

Demonstração. Calculando diretamente, obtemos

|f1(u, y1)− f1(v, y1)| =
∣∣∣∣((b1A1u1 + d1)y1g(u1)

a1 + b1y1

− q1(u1 − u2)

a1 + b1y1

− q1

a1 + b1y1

(u1 − uE)

)
−
(

(b1A1v1 + d1)y1g(v1)

a1 + b1y1

− q1(v1 − v2)

a1 + b1y1

− q1

a1 + b1y1

(v1 − uE)

)
+

(A1b1v1 + d1)y1g(u1)

a1 + b1y1

− (A1b1v1 + d1)y1g(u1)

a1 + b1y1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(b1A1u1 + d1)y1e
−E
u1

a1 + b1y1

− q1(u1 − u2)

a1 + b1y1

− q1

a1 + b1y1

(u1 − uE)

−
(

(b1A1v1 + d1)y1e
−E
v1

a1 + b1y1

− q1(v1 − v2)

a1 + b1y1

− q1(v1 − uE)

a1 + b1y1

)
+

(A1b1v1 + d1)y1e
−E
u1

a1 + b1y1

− (A1b1v1 + d1)y1e
−E
u1

a1 + b1y1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣A1b1y1e
−E
u1

a1 + b1y1

(u1 − v1) +
(A1b1v1 + d1)y1(e

−E
u1 − e

−E
v1 )

a1 + b1y1

− q1(u1 − v1)

a1 + b1y1

− q1(v2 − u2)

a1 + b1y1

− q1(u1 − v1)

a1 + b1y1

− q1(uE − uE)

a1 + b1y1

∣∣∣∣
≤ |a1|−1[y1A1b1|u1 − v1|e

−E
u1 + |A1b1v1 + d1||e

−E
u1 − e

−E
v1 |y1

+ q1|u1 − v1|+ q1|u2 − v2|+ q1|u1 − v1|].

Um cálculo direto mostra que a derivada da função g(w) = e−
E
w , w ∈ R, é



25

limitada superiormente por 4e−2

E
. Daí, segue-se que

|f1(u1, . . . , un, y1)− f1(v1, . . . , vn, y1)| ≤ a−1
1 {‖y1‖∞[A1b1 + (A1b1|v1|+ d1)

4e−2

E
] + q1

+ q1}|u1 − v1|+ a−1
1 q1|u2 − v2|

= a−1
1 ‖y1‖∞K1|u1 − v1|+ a−1

1 q1|u1 − v1|

+ a−1
1 q1|u1 − v1|+ a−1

1 q1|u2 − v2|,

= a−1
1 (‖y1‖∞K1 + q1 + q1)|u1 − v1|

+ a−1
1 q1|u2 − v2|,

em que

K1 = A1b1 + (A1b1|v1|+ d1)
4e−2

E
.

Logo,

|f1(u, y1)− f1(v, y1)| ≤ a−1
1 (‖y1‖∞K1 + q1 + q1)|u1 − v1|

+ a−1
1 q1|u2 − v2|.

Calculamos |fi(u, yi)− fi(v, yi)|, para 1 < i < n :

|fi(u1, . . . , un, yi)− fi(v1, . . . , vn, yi)| =
∣∣∣∣(biAiui + di)yie

−E
ui

ai + biyi
− qi−1(ui − ui−1)

ai + biyi

+
qi(ui+1 − ui)
ai + biyi

− (Aibivi + di)yie
−E
vi

ai + biyi
+
qi−1(vi − vi−1)

ai + biyi

− qi(vi+1 − vi)
ai + biyi

+
(Aibivi + di)yie

−E
ui

ai + biyi
− (Aibivi + di)yie

−E
ui

ai + biyi

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣biAi(ui − vi)yie−Euiai + biyi
+

(Aibivi + di)yi(e
−E
ui − e

−E
vi )

ai + biyi

− qi−1

ai + biyi
[(ui − vi)− (ui−1 − vi−1)] +

qi
ai + biyi

[(ui+1 − vi+1)− (ui − vi)]
∣∣∣∣

≤ |ai|−1[biAi|yi||ui − vi|+ |Aibivi + di||yi|
4e−2

E
|ui − vi|
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+ qi−1(|ui − vi|+ |ui−1 − vi−1|) + qi(|ui+1 − vi+1|+ |ui − vi|)]

= |ai|−1{‖yi‖∞(biAi + (Aibi|vi|+ di)
4e−2

E
) + qi−1 + qi}|ui − vi|

+ |ai|−1qi−1|ui−1 − vi−1|+ |ai|−1qi|ui+1 − vi+1|

= |ai|−1{‖yi‖∞Ki + qi−1 + qi}|ui − vi|+ |ai|−1qi−1|ui−1 − vi−1|

+ |ai|−1qi|ui+1 − vi+1|,

em que

Ki = biAi + (Aibi|vi|+ di)
4e−2

E
.

Finalmente, temos

|fn(u1, . . . ,un, yn)− fn(v1, . . . , vn, yn)| =
∣∣∣∣(bnAnun + dn)yne

−E
un

an + bnyn
− qn−1(un − un−1)

an + bnyn

− q2(un − uE)

an + bnyn
− (bnAnvn + dn)yne

−E
vn

an + bnyn
− qn−1(vn − vn−1)

an + bnyn

+
q2(vn − vE)

an + bnyn
+

(Anbnvn + dn)yne
−E
un

an + bnyn
− (Anbnvn + dn)yne

−E
un

an + bnyn

∣∣∣∣
=

1

|an + bnyn|
|Anbn(un − vn)yne

− E
un + (Anbnvn + dn)yn(e

−E
un

− e
−E
vn )− qn−1(un − vn) + qn−1(un−1 − vn−1)− q2(un − vn)

+ q2(uE − uE)|

≤ |an|−1{‖yn‖∞Anbn|un − vn|e
−E
un + (Anbn|vn|

+ dn)yn
4e−2

E
|un − vn|+ qn−1|un − vn|+ qn−1|un−1 − vn−1|

+ q2|un − vn|}

= a−1
n {‖yn‖∞

[
Anbn +

(
Anbn|vn|+ dn

)4e−2

E

]
+ qn−1 + q2}|un − vn|

+ a−1
n qn−1|un−1 − vn−1|

= a−1
n {‖yn‖∞Kn + qn−1 + q2}|un − vn|+ a−1

n qn−1|un−1 − vn−1|,

sendo

Kn = Anbn + (Anbn|vn|+ dn)
4e−2

E
.
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Seja

K = max


a−1

1 (‖y1‖∞K1 + q1 + q1), a−1
1 q1, a

−1
1 q1, a

−1
1 (q1 + q1)

...

a−1
n−1(‖yn−1‖∞Kn−1 + qn−1 + qn−2), a−1

n−1qn−2, a
−1
n−1qn−1, a

−1
n−1(qn−2 + qn−1)

a−1
n (‖yn‖∞Kn + qn−1 + q2), a−1

n qn−1, a
−1
n q2, a

−1
n (qn−1 + q2)

.
(3.4)

Somando-se Kui em cada membro das EDPs em (3.1), obtemos o seguinte

problema de valor inicial e de contorno equivalente a (3.1):
Liui = Fi(u, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

ui(x, 0) = ui,0(x), x ∈ [0, `],
∂ui
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂ui
∂x

∣∣
x=`

= 0, t ∈ (0, T ],

(3.5)

em que Liui = (ui)t − Liui +Kui e Fi(u, yi) = Kui + fi(u, yi).

A justi�cativa para a de�nição do problema (3.5) é que agora a função

F = (F1, . . . , Fn) é monótona não-decrescente, enquanto f = (f1, . . . , fn) em

(3.1) é apenas quase-monótona não-decrescente em < û, ũ > . De fato, tome

u = (u1, . . . , un) ≥ v = (v1, . . . , vn) em < û, ũ >. Para i = 1, temos

F1(u, y1)− F1(v, y1) = Ku1 + f1(u, y1)− (Kv1 + f1(v, y1))

= K(u1 − v1) + f1(u, y1)− f1(v, y1)

= K(u1 − v1) +
(b1A1u1 + d1)y1e

−E
u1

a1 + b1y1

+
q1(u2 − u1)

a1 + b1y1

− q1(u1 − uE)

a1 + b1y1

− (b1A1v1 + d1)y1e
−E
v1

a1 + b1y1

− q1(v2 − v1)

a1 + b1y1

+
q1(v1 − uE)

a1 + b1y1

= K(u1 − v1) +
b1A1y1(u1e

−E
u1 − v1e

−E
v1 ) + d1y1(e

−E
u1 − e

−E
v1 )

a1 + b1y1

+
q1(u2 − u1 − v2 + v1)− q1(u1 − v1)

a1 + b1y1

= K(u1 − v1) +
b1A1y1(u1e

−E
u1 − v1e

−E
v1 ) + d1y1(e

−E
u1 − e

−E
v1 )

a1 + b1y1

+
q1(u2 − v2)− (q1 + q1)(u1 − v1)

a1 + b1y1
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=

(
K − q1 + q1

a1 + b1y1

)
(u1 − v1) +

b1A1y1(u1e
−E
u1 − v1e

−E
v1 )

a1 + b1y1

+
d1y1(e

−E
u1 − e

−E
v1 )

a1 + b1y1

+
q1(u2 − v2)

a1 + b1y1

> 0.

Para 2 ≤ i ≤ n− 1, obtemos

Fi(u, yi)− Fi(v, yi) = Kui + fi(u, yi)− (Kvi + fi(v, yi))

= K(ui − vi) + fi(u, yi)− fi(v, yi)

= K(ui − vi) +
(biAiui + di)yie

−E
ui

ai + biyi
− qi−1(ui − ui−1)

ai + biyi

+
qi(ui+1 − ui)
ai + biyi

− (biAivi + di)yie
−E
vi

ai + biyi
+
qi−1(vi − vi−1)

ai + biyi

− qi(vi+1 − vi)
ai + biyi

= K(ui − vi) +
biAiyi(uie

−E
ui − vie

−E
vi ) + diyi(e

−E
ui − e

−E
vi )

ai + biyi

− qi−1(ui − ui−1)− qi(ui+1 − ui)− qi−1(vi − vi−1)− qi(vi − vi−1)

ai + biyi

= K(ui − vi) +
biAiyi(uie

−E
ui − vie

−E
vi ) + diyi(e

−E
ui − e

−E
vi )

ai + biyi

+
qi−1(ui−1 − vi−1) + qi(ui+1 − vi+1)− (qi−1 + qi)(ui − vi)

ai + biyi

=

(
K − qi−1 + qi

ai + biyi

)
(ui − vi) +

biAiyi(uie
−E
ui − vie

−E
vi )

ai + biyi

+
diyi(e

−E
ui − e

−E
vi )

ai + biyi
+
qi−1(ui−1 − vi−1) + qi(ui+1 − vi+1)

ai + biyi
> 0.

Finalmente, para i = n, obtemos

Fn(u, yn)− Fn(v, yn) = Kun + fn(u, yn)− (Kvn + fn(v, yn))

= K(un − vn) + fn(u, yn)− fn(v, yn)

= K(un − vn) +
(bnAnun + dn)yne

−E
un

an + bnyn
− qn−1(un − un−1)

an + bnyn

− q2(un − uE)

an + bnyn
− (bnAnvn + dn)yne

−E
vn

an + bnyn
+
qn−1(vn − vn−1)

an + bnyn

+
q2(vn − uE)

an + bnyn
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= K(un − vn) +
bnAnyn(une

−E
un − vne

−E
vn ) + dnyn(e

−E
un − e

−E
vn )

an + bnyn

+
−qn−1(un − vn) + qn−1(un−1 − vn−1)− q2(un − vn)

an + bnyn

= K(un − vn) +
bnAnyn(une

−E
un − vne

−E
vn ) + dnyn(e

−E
un − e

−E
vn )

an + bnyn

+
qn−1(un−1 − vn−1)− (qn−1 + q2)(un − vn)

an + bnyn

=

(
K − qn−1 + q2

an + bnyn

)
(un − vn) +

bnAnyn(une
−E
un − vne

−E
vn )

an + bnyn

+
dnyn(e

−E
un − e

−E
vn )

an + bnyn
+
qn−1(un−1 − vn−1)

an + bnyn
> 0.

Nas desigualdades anteriores, utilizamos o fato de que as funções g1(s) =

e−
E
s e g2(s) = se−

E
s , com s ∈ R e E > 0, são estritamente crescentes para s > 0,

juntamente à de�nição da constante K, dada em (3.4).

A seguir, usamos o Lema B.1.4 para construir uma sequência monótona de

funções que converge para a solução do problema parabólico semilinear (3.1).

Dada uma iteração inicial u(0) = (u
(0)
1 , . . . , u

(0)
n ), construímos, através de um processo

iterativo, uma sequência {u(k)} = {(u(k)
1 , . . . , u

(k)
n )}, k = 0, 1, . . . , em que cada termo

é solução do seguinte problema linear desacoplado:
Liu(k)

i = Fi(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u

(k−1)
n , yi),

u
(k)
i (x, 0) = ui,0(x),
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=0

= 0,
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=`

= 0.

(3.6)

Agora, seja {u(k)}, com u(0) = ũ, uma sequência superior, em que cada

termo u(k)
i é solução de

Liu(k)
i = Fi(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yi),

u
(k)
i (x, 0) = ui,0(x),
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=0

= 0,
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=`

= 0,

(3.7)
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sendo

F1(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , y1) = Ku
(k−1)
1 + f1(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , y1)

= Ku
(k−1)
1 +

(b1A1u
(k−1)
1 + d1)y1e

− E

u
(k−1)
1

a1 + b1y1

+
q1(u

(k−1)
2 − u(k−1)

1 )

a1 + b1y1

− q1(u
(k−1)
1 − uE)

a1 + b1y1

,

Fi(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yi) = Ku
(k−1)
i + fi(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yi)

= Ku
(k−1)
i +

(biAiu
(k−1)
i + di)yie

− E

u
(k−1)
i

ai + biyi

−
qi−1(u

(k−1)
i − u(k−1)

i−1 )

ai + biyi
+
qi(u

(k−1)
i+1 − u(k−1)

i )

ai + biyi
,

com i = 2, . . . , n− 1,

Fn(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yn) = Ku(k−1)
n + fi(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yn)

= Ku(k−1)
n +

(bnAnu
(k−1)
n + dn)yne

− E

u
(k−1)
n

an + bnyn

−
qn−1(u(k−1)

n − u(k−1)
n−1 )

an + bnyn
− q2(u(k−1)

n − uE)

an + bnyn
.

Analogamente, de�nimos a sequência inferior {u(k)}, com u(0) = û, em que cada

termo ui é solução de
Liu(k)

i = Fi(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u

(k−1)
n , yi),

u
(k)
i (x, 0) = ui,0(x),
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=0

= 0,
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=`

= 0,

(3.8)
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sendo

F1(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , y1) = Ku
(k−1)
1 + f1(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , y1)

= Ku
(k−1)
1 +

(b1A1u
(k−1)
1 + d1)y1e

− E

u
(k−1)
1

a1 + b1y1

+
q1(u

(k−1)
2 − u(k−1)

1 )

a1 + b1y1

− q1(u
(k−1)
1 − uE)

a1 + b1y1

,

Fi(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yi) = Ku
(k−1)
i + fi(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yi)

= Ku
(k−1)
i +

(biAiu
(k−1)
i + di)yie

− E

u
(k−1)
i

ai + biyi

−
qi−1(u

(k−1)
i − u(k−1)

i−1 )

ai + biyi
+
qi(u

(k−1)
i+1 − u(k−1)

i )

ai + biyi
,

com i = 2, . . . , n− 1 e

Fn(u
(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yn) = Ku(k−1)
n + fn(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u(k−1)

n , yn)

= Ku(k−1)
n +

(bnAnu
(k−1)
n + dn)yne

− E

u
(k−1)
n

an + bnyn

−
qn−1(u

(k−1)
n − u(k−1)

n−1 )

an + bnyn
− q2(u

(k−1)
n − uE)

an + bnyn
.

Lema 3.0.4. As sequências {u(k)} = {(u(k)
1 , . . . , u(k)

n )} e {u(k)} = {(u(k)
1 , . . . , u

(k)
n )}

dadas por (3.7) e (3.8) estão bem de�nidas e possuem a propriedade monótona

ûi ≤ u
(k)
i ≤ u

(k+1)
i ≤ u

(k+1)
i ≤ u

(k)
i ≤ ũi em ΩT .

Além disso, para cada k = 0, 1, . . . , {u(k)} e {u(k)} são super e subsoluções,

respectivamente, do sistema acoplado (3.1).

Demonstração. Seja {u(k)} = {(u(k)
1 , . . . , u

(k)
n )} uma sequência inferior ou superior e

de�na

q
(k)
i (x, t) = Fi(x, t, u

(k)(x, t)).

Pelo Teorema B.1.1, a função u(k)
i está bem de�nida se q(k−1)

i for contínua

em ΩT e Hölder contínua em x, uniformemente em t. Considere o caso k = 1. Uma
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vez que u(0)
i é Hölder contínua em ΩT , a Hölder continuidade de Fi implica que

|q(0)
i (x, t)− q(0)

i (ξ, τ)| ≤ |Fi(x, t, u(0)(x, t))− Fi(ξ, τ, u(0)(x, t))|

+ |Fi(ξ, τ, u(0)(x, t))− Fi(ξ, τ, u(0)(ξ, τ))|

≤ Hi(|x− ξ|α + |t− τ |
α
2 ) +Ki|u(0)

i (x, t)− u(0)
i (ξ, τ)|

≤ Hi(|x− ξ|α + |t− τ |
α
2 ) +KiH

(0)
i (|x− ξ|α + |t− τ |

α
2 )|

≤ (Hi +KiH
(0)
i )(|x− ξ|α + |t− τ |

α
2 ),

em que Hi, H
(0)
i e Ki são constantes de Hölder e α ∈ (0, 1).

Logo, q(0)
i é Hölder contínua em ΩT , com expoente α. Usando o Teorema

B.1.1, existe uma única solução u(1)
i para o problema,

Liu(k)
i = Fi(u

(k−1)
1 , . . . , u

(k−1)
n−1 , u

(k−1)
n , yi),

u
(k)
i (x, 0) = ui,0(x),
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=0

= 0,
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=`

= 0,

(3.9)

e u(1)
i ∈ Cα(ΩT ).

Trocando u(0)
i por u(1)

i , o mesmo argumento mostra que q(1)
i (x, t) é Hölder

contínua em ΩT (expoente α). Daí, a solução u
(2)
i para o problema linear acima

existe e u(2)
i ∈ Cα(ΩT ). Indutivamente, mostramos que {u(k)

i } está bem de�nida.

Demonstramos agora que

ûi ≤ u
(k)
i ≤ u

(k+1)
i ≤ u

(k+1)
i ≤ u

(k)
i ≤ ũi em ΩT .

A prova é feita por indução sobre k. Ilustramos apenas o caso k = 0, pois os

demais passos da indução são provados de forma análoga. Assim sendo, provamos

que

u
(0)
i ≤ u

(1)
i ≤ u

(1)
i ≤ u

(0)
i ≤ ũi em ΩT .

Seja w(0)
i = u

(0)
i − u

(1)
i = ũi − u(1)

i . Veja que

Liw(0)
i = Liũi − Fi(u(0), yi) = (ũi)t − Liũi − fi(ũ, yi) ≥ 0,

w
(0)
i (x, 0) = ui,0(x)− ui,0(x) = 0,

∂w
(0)
i

∂x

∣∣∣∣
x=0,`

= 0.

Conforme o Lema B.1.4, temos que w(0)
i (x, t) ≥ 0. Logo, u(1)

i ≤ u
(0)
i .

Analogamente, podemos mostrar que u(1)
i ≥ u

(0)
i . Se w(1)

i = u
(1)
i − u

(1)
i ,



33

segue-se que

Liw(1)
i = Fi(u

(0), yi)− Fi(u(0), yi) ≥ 0,

w
(1)
i (x, 0) = ui,0(x)− ui,0(x) = 0,

∂w
(1)
i

∂x

∣∣∣∣
x=0,`

= 0.

De acordo com o Lema B.1.4, temos que w(1)
i ≥ 0 em ΩT . Daí, u

(1)
i ≥ u

(1)
i em ΩT .

Suponhamos, por hipótese de indução, que u
(k−1)
i ≤ u

(k)
i ≤ u

(k)
i ≤

u
(k−1)
i em ΩT . De�na w

(k)
i = u

(k)
i −u

(k+1)
i . Da hipótese de indução e da propriedade

monótona de Fi, obtemos

Liw(k)
i = Fi(u

(k−1), yi)− Fi(u(k), yi) ≥ 0,

w
(k)
i (x, 0) = ui,0(x)− ui,0(x) = 0,

∂w
(k)
i

∂x

∣∣∣∣
x=0,`

= 0.

Com base no Lema B.1.4, notamos que w
(k)
i ≥ 0. Daí, u(k+1)

i ≤ u
(k)
i .

Analogamente, pode-se mostrar que u(k+1)
i ≥ u

(k)
i e u(k+1)

i ≥ u
(k+1)
i , k = 0, 1, . . .

Falta agora provar que u(k) e u(k) são super e subsoluções de (3.1). De fato,

basta observar, para i = 1, que

(u
(k)
1 )t − L1u

(k)
1 = (u

(k)
1 )t − L1u

(k)
1 +Ku

(k)
1 −Ku

(k)
1

=
(
(u

(k)
1 )t − L1u

(k)
1 +Ku

(k)
1

)
−Ku(k)

1

= L1u
(k)
1 −Ku

(k)
1

= F1(u(k−1), y1)−Ku(k)
1

= Ku
(k−1)
1 + f1(u(k−1), y1)−Ku(k)

1

= K(u
(k−1)
1 − u(k)

1 ) + f1(u
(k−1)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u(k−1)

n , y1)

− f1(u
(k)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u(k−1)

n , y1) + f1(u
(k)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u(k−1)

n , y1)

= K(u
(k−1)
1 − u(k)

1 ) +
(
f1(u

(k−1)
1 , . . . , u(k−1)

n , y1)

− f1(u
(k)
1 , u

(k−1)
2 . . . , u(k−1)

n , y1)
)

+ f1(u
(k)
1 , u

(k−1)
2 . . . , u(k−1)

n , y1)

≥ K(u
(k−1)
1 − u(k)

1 )−K(u
(k−1)
1 − u(k)

1 ) + f1(u
(k)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u(k−1)

n , y1)

= f1(u
(k)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u(k−1)

n , y1)− f1(u
(k)
1 , u

(k)
2 , . . . , u(k)

n , y1)

+ f1(u
(k)
1 , u

(k)
2 , . . . , u(k)

n , y1).
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Como f1 é quase-monótona não-decrescente, temos que

f1(u
(k)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u(k−1)

n , y1)− f1(u
(k)
1 , u

(k)
2 , . . . , u(k)

n , y1) > 0.

Daí,

(u
(k)
1 )t − L1u

(k)
1 = [f1(u

(k)
1 , u

(k−1)
2 , . . . , u(k−1)

n , y1)− f1(u
(k)
1 , u

(k)
2 , . . . , u(k)

n , y1)]

+ f1(u
(k)
1 , u

(k)
2 , . . . , u(k)

n , y1)

≥ f1(u
(k)
1 , u

(k)
2 , . . . , u(k)

n , y1).

Para 2 ≤ i ≤ n, prova-se de forma similar. Analogamente, mostra-se que

{u(k)} é subsolução de (3.1).

Como {u(k)
i } é uma sequência não-crescente e limitada inferiormente por ûi,

temos que ela converge pontualmente para ui em ΩT . Da mesma forma, {u(k)
i } é uma

sequência não-decrescente e limitada superiormente por ũi. Logo, {u(k)
i } converge

pontualmente para ui em ΩT . Portanto,

lim
k→∞

u(k)(x, t) = u(x, t) (3.10)

e

lim
k→∞

u(k)(x, t) = u(x, t), (3.11)

em que u = (u1, . . . , un) e u = (u1, . . . , un), (x, t) ∈ ΩT .

Agora, demonstramos que estas funções limites são soluções clássicas de (3.1).

Lema 3.0.5. Os limites u e u de�nidos por (3.10) e (3.11), respectivamente, são

soluções clássicas do problema (3.1), isto é, satisfazem as equações

(ui)t − Liui = fi(u1, . . . , , un, yi),

(ui)t − Liui = fi(u1, . . . , un, yi),

ui(x, 0) = ui(x, 0) = ui,0(x),
∂ui
∂x

∣∣
x=0

=
∂ui
∂x

∣∣
x=0

= 0,
∂ui
∂x

∣∣
x=`

=
∂ui
∂x

∣∣
x=`

= 0.

(3.12)

Além do mais,

û(x, t) ≤ u(x, t) ≤ u(x, t) ≤ ũ(x, t), (x, t) ∈ ΩT .

Demonstração. Utilizamos a notação {u(k)
1 , . . . , u

(k)
n } para representar a sequência

{u(k)
1 , . . . , u(k)

n } ou {u
(k)
1 , . . . , u

(k)
n } e os resultados do Apêndice A.
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Como u(k)
i é solução do problema linear (3.7), sua representação integral,

dada pelo Teorema B.1.1, é

u
(k)
i (x, t) =

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, τ)(Fi(u
(k−1), yi))(ξ, τ)dξ,

(3.13)

sendo Γi a solução fundamental de Liui = 0.

Observação 1. É importante ressaltar que uma vez que a solução fundamental

Γi está de�nida em [−ε, ` + ε] × [0, T ], conforme visto no apêndice 2 desta tese, a

representação integral de cada solução do problema linear (3.7) é dada por

u
(k)
i (x, t) =

∫ `+ε

−ε
Γi(x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ `+ε

−ε
Γi(x, t; ξ, τ)(Fi(u

(k−1), yi))(ξ, τ)dξ.

Por motivos de simplicidade, continuaremos a utilizar em todo o trabalho a notação

(3.13).

Conforme o Teorema da Convergência Dominada, segue-se que o limite

u = (u1, . . . , un) satisfaz a equação integral

ui(x, t) =

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, τ)(Fi(u, yi))(ξ, τ)dξ.

Aqui vale também o que foi dito na Observação 1.

Observamos que
∫ `

0
Γi(x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ ∈ C2+α(ΩT ). Segundo o Lema

B.1.3, o potencial Vi(x, t) =
∫ t

0
dτ
∫ `

0
Γi(x, t; ξ, τ)(Fi(u, yi))(ξ, τ)dξ é contínuo em

ΩT . Usando o Lema B.1.3 novamente, temos que Vi(x, t) é Hölder contínua, uma

vez que q é contínua. Assim sendo, ui é Hölder contínua em ΩT . O Teorema B.1.1

mostra que u = (u1, . . . , un) é solução clássica do problema (3.1).

Mostramos adiante a unicidade da solução encontrada. Para isso, �zemos

uma mudança de variável adequada e estudamos um problema auxiliar.

Seja wi = e−γtui, em que γ é uma constante positiva a ser escolhida. Com

a mudança de variável acima, o problema (3.1) �ca na forma
(wi)t − Liwi + γwi = f ∗i (w, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

wi(x, 0) = ui,0(x), x ∈ (0, `),
∂wi
∂x

∣∣
x=0

= ∂wi
∂x

∣∣
x=`

= 0,

(3.14)

em que w = (w1, . . . , wn) e f ∗i (w) = e−γtfi(e
γtw, yi).
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Suponha que existam funções limitadas Ki ≡ Ki(x, t) em ΩT , tais que

|fi(u, yi)− fi(v, yi)| ≤ Ki‖u− v‖, ∀u, v ∈ Rn, (3.15)

sendo ‖u− v‖ ≡ |u1 − v1|+ · · ·+ |un − vn|.
Então

|f ∗i (w, yi)− f ∗i (v, yi)| ≤ Ki‖w − v‖, ∀w, v ∈ Rn.

Dado w(0) = (w
(0)
1 , . . . , w

(0)
n ), com w

(0)
i ∈ Cα(ΩT ) (conjunto das funções

Hölder contínuas de expoente α ∈ (0, 1)), construímos a sequência

{w(k)} = {(w(k)
1 , . . . , w

(k)
n )} pelo processo iterativo

w
(0)
i (x, t) = wi,0(x), x ∈ (0, `),

(w
(k)
i )t − Liw(k)

i + γw
(k)
i = f ∗i (w(k−1), yi) em ΩT ,

w
(k)
i (x, 0) = ui,0(x) em (0, `)
∂w

(k)
i

∂x

∣∣
x=0

=
∂w

(k)
i

∂x

∣∣
x=`

= 0.

(3.16)

Como cada w(k)
i é solução de um problema linear, de acordo com o Teorema

B.1.1 a sequência {w(k)} está bem de�nida e w(k)
i ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C1(Ω̃T ) ∩ C0(ΩT ),

para todo i.

Supondo (3.15), mostramos que {w(k)} converge para uma única solução do

problema (3.14), com w(0) ∈ Cα(ΩT ). A prova da convergência da sequência {w(k)} é
baseada no Teorema do Ponto Fixo de Banach no espaço (C0(ΩT ))n, equipado com

a norma

‖w‖0 = |w1|0 + · · ·+ |wn|0,

em que w = (w1, . . . , wn).

Sejam X = Cα(ΩT ) ∩ C0(ΩT ), (α ∈ (0, 1]), Xn = (Cα(ΩT ))n ∩ (C0(ΩT ))n

e de�na os operadores Ai : D(Ai) ⊂ X → C0(ΩT ) e f ∗i : Xn → X por

Aiwi = (wi)t − Liwi + γwi, wi ∈ D(Ai) e f ∗i (w) = f ∗i (x, t, w, yi), w ∈ Xn, sendo

D(Ai) o domínio de Ai, dado por

D(Ai) = {wi ∈ C2,1(ΩT )∩C0(ΩT )∩C1(Ω̃T ) :
∂wi
∂x

∣∣∣
x=0

=
∂wi
∂x

∣∣∣
x=`

= 0, wi(x, 0) = ui,0(x)}.

De�na agora os operadores A : D(A1)× · · · ×D(An) ⊂ Xn → (C0(ΩT ))n e

F : Xn → Xn da seguinte forma:

Aw = (A1w1, . . . , Anwn), w = (w1, . . . , wn) ∈ D(A1) × · · · × D(An) e F(w) =

(f ∗1 (w), . . . , f ∗n(w)), w ∈ Xn.



37

Assim, (3.14) é equivalente à equação

Aw = F(w), w ∈ D(A1)× · · · ×D(An),

e a sequência de iterações (3.16) torna-se

Aw(k) = F(wk−1), w(k) ∈ D(A1)× · · · ×D(An).

Os lemas a seguir, cujas demonstrações podem ser encontradas em [24],

mostram algumas propriedades dos operadores Ai e A.

Lema 3.0.6. Para todo γ > 0, os operadores A−1
i e A−1 existem e

|A−1
i vi − A−1

i v′i|0 ≤ γ−1|vi − v′i|0, vi, v
′
i ∈ Im(Ai),

e

‖A−1v −A−1v′‖0 ≤ γ−1‖v − v′‖0, v, v′ ∈ Im(A),

em que Im(A) é o conjunto imagem do operador A.

Lema 3.0.7. Seja γ > K, onde K = sup
ΩT

(K1(x, t) + · · · + Kn(x, t)), sendo Ki(x, t)

a função que aparece em (3.15). Seja A−1F : Xn → (C0(ΩT ))n. Então

‖A−1F(w)−A−1F(w′)‖0 ≤
(
K

γ

)
‖w − w′‖0, w, w′ ∈ Xn.

Estamos em condições para demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Sejam fi(u, yi) funções de�nidas em Rn+1, satisfazendo a

propriedade de Lipschitz na variável u, isto é, para cada i, existem funções limitadas

Ki(x, t), (x, t) ∈ ΩT , tais que fi(u, yi) satisfaz a condição

|fi(u, yi)− fi(v, yi)| ≤ Ki‖u− v‖, ∀ u, v ∈ Rn. (3.17)

Então o problema
(ui)t − Liui = fi(u, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

ui(x, 0) = ui,0(x), x ∈ [0, `],
∂ui
∂x

∣∣
x=0

= 0; ∂ui
∂x

∣∣
x=`

= 0,

(3.18)

possui uma única solução u. Além disso, ui é limite da sequência {u(k)
i } de�nida pelo
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processo iterativo 
u

(0)
i (x, t) = ui,0(x), x ∈ (0, `),

(u
(k)
i )t − Liu(k)

i = fi(u
(k−1), yi) em ΩT ,

u
(k)
i (x, 0) = ui,0(x) em (0, `),
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=0

=
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=`

= 0.

(3.19)

Demonstração. Basta mostrar a existência e unicidade da solução para o problema

(3.14), visto que (3.18) e (3.14) são equivalentes.

De acordo com o Lema 3.0.7, temos que A−1F : Xn → (C0(ΩT ))n é uma

contração. Daí, temos que a sequência {w(k)} = {(w(k)
1 , . . . , w

(k)
n )}, dada por

w(k) = A−1F(w(k−1)), w(k) ∈ D(A1)× · · · ×D(An), (3.20)

converge para uma única solução w∗ = (w∗1, . . . , w
∗
n) de w = A−1F(w) em (C0(ΩT ))n,

com w(0) de�nida em Xn.

Desde que (3.20) é equivalente a (3.14), as funções w(k)
i podem ser

representadas pela fórmula integral

w
(k)
i (x, t) =

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, τ)(fi(w
(k−1), yi))(ξ, τ)dξ.

Como {w(k)
i } converge uniformemente para w∗i em ΩT , temos que w∗i é a

única solução da equação integral

w∗i (x, t) =

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γi(x, t; ξ, τ)(fi(w
∗, yi))(ξ, τ)dξ.

Como w∗i e qi(x, t) = fi(x, t, w
∗(x, t), yi(x, t)) são contínuas em ΩT , podemos mostrar

que w∗i é a única solução de (3.14). Este fato garante a existência e unicidade de

solução para o problema (3.18).

Como u(k)
i = eγtw

(k)
i , a sequência dada por

(u
(k)
i )t − Liu(k)

i = fi(u
(k−1), yi), (x, t) ∈ ΩT ,

∂u
(k)
i

∂x

∣∣
x=0

=
∂u

(k)
i

∂x

∣∣
x=`

= 0,

u
(k)
i (x, 0) = ui,0(x), x ∈ [0, `],

(3.21)

se reduz a (3.16) e satisfaz as condições iniciais e de contorno.

Como {w(k)} → w∗ em (C0(ΩT ))n, temos que u(k) → u ≡ eγtw∗, quando

k →∞. Isto conclui a demonstração do teorema.

Provamos agora a unicidade do problema (3.1), utilizando o Teorema
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3.0.1. Basta de�nir as funções f̂i ≡ f̂i(u, yi), satisfazendo f̂i(u, yi) = fi(u, yi),

∀u = (u1, . . . , un) ∈< û, ũ > e (3.17). Substituindo as funções fi em (3.1) por

f̂i, o problema se transforma em (3.18). Conforme o Teorema 3.0.1, o problema

(3.18) possui uma única solução u∗ = (u∗1, . . . , u
∗
n).

Desde que (u1, . . . , un) e (u1, . . . , un) são também soluções do

problema (3.18), a propriedade da unicidade da solução implica que (u1, . . . , un) =

(u1, . . . , un) = u∗ = (u∗1, . . . , u
∗
n). Logo, existe uma única solução para o problema

(3.1). Assim, apresentamos o teorema principal de todo este capítulo.

Teorema 3.0.2. Sejam û e ũ o par acoplado de sub e supersoluções do problema

(3.1) e f = f(u, yi) a função de�nida em (1.6). Então, o problema (3.1) tem

uma única solução u = (u1, . . . , un) em < û, ũ > . Além disso, as sequências

{u(k)} = {u(k)
1 , . . . , u(k)

n } e {u(k)} = {u(k)
1 , . . . , u

(k)
n }, dadas por (3.7), convergem

monotonicamente para u e satisfazem a relação

ûi ≤ u
(k)
i ≤ u

(k+1)
i ≤ ui ≤ u

(k+1)
i ≤ u

(k)
i ≤ ũi em ΩT .

Note que a solução do problema (3.1) é não nula, pois, por exemplo, a

condição inicial ui,0 não é necessariamente nula.



CAPÍTULO 4

Existência de Solução Local para o

Problema de Combustão Completo

Neste capítulo, procuramos soluções para o problema de valor inicial e

de contorno (1.9), retirando a hipótese de que as funções de concentração yi

sejam conhecidas. Isto faz com que as equações parabólicas envolvidas passem de

semilineares para quasilineares, o que impõe sérias di�culdades para a aplicação do

método monótono utilizado na seção anterior.

Para contornar esta situação, de�nimos um operador em um conjunto de

funções Hölder Contínuas que deixa uma bola invariante nesse conjunto, desde que T

seja su�cientemente pequeno. Este mesmo método foi usado em [9]. A seguir, usamos

o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar que este operador possui um

ponto �xo e veri�camos que o mesmo é solução local para o problema (1.9).

A solução local é, no sentido clássico, de acordo com a seguinte de�nição:

De�nição 4.0.1. Uma solução clássica local para o problema (1.9) é um par de

funções vetoriais u = (u1, . . . , un), y = (y1, . . . , yn), em que

ui, yi ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C1(Ω̃T ) ∩ C1, 1
2 (ΩT ) satisfazem as equações de (1.9), para algum

T > 0.

Para determinarmos a solução clássica local de (1.9), usamos, num processo

iterativo, o problema linear associado, de�nido a seguir.

Seja

Σ = {u = (u1, . . . , un) ∈ (C1, 1
2 (ΩT ))n : ‖ui‖1, 1

2
≤Mi}, (4.1)

em que T > 0 e Mi é uma constante positiva a ser escolhida de modo adequado.

Agora, vamos de�nir um operador no conjunto Σ da seguinte forma: Dados

u = (u1, . . . , un) ∈ Σ, ui,0 e yi,0 não negativas, limitadas e lipschitzianas em [0, `],

de�nimos o operador S : Σ→ Σ por

S(u1, . . . , un) = (w1, . . . , wn), (4.2)
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em que wi é a solução do seguinte problema linear:
L[v(ui)](wi) = fi(u, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

(yi)t = −Aiyig(ui), (x, t) ∈ ΩT ,

(wi(x, 0), yi(x, 0)) = (ui,0(x), yi,0(x)), x ∈ [0, `],
∂wi
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂wi
∂x

∣∣
x=`

= 0, t ∈ (0, T ],

(4.3)

com

L[v(ui)]ui = (ui)t −
λi

ai + biyi(ui)
(ui)xx +

ci
ai + biyi(ui)

(ui)x, (4.4)

fi(u, yi) =


(b1A1u1+d1)y1g(u1)

a1+b1y1
+ q1

a1+b1y1
(u2 − u1)− q1

a1+b1y1
(u1 − uE), i = 1,

(biAiui+di)yig(ui)
ai+biyi

− qi−1

ai+biyi
(ui − ui−1) + qi

ai+biyi
(ui+1 − ui), 2 ≤ i ≤ n− 1,

(bnAnun+dn)yng(un)
an+bnyn

− qn−1

an+bnyn
(un − un−1)− q2

an+bnyn
(un − uE), i = n,

(4.5)

e

g(ui) =

{
e
− E
ui , se ui > 0,

0, se ui ≤ 0,
(4.6)

sendo E uma constante positiva. Observamos aqui que a notação L[v(ui)]

signi�ca que os coe�cientes deste operador são formados pelas componentes do vetor

v(ui) = (v1, v2, v3) =
(

λi
ai+biyi(ui)

, ci
ai+biyi(ui)

, 0
)
. Veja que, dado (u1, . . . , un), tanto os

coe�cientes de L[v(ui)] quanto os de fi �cam determinados. Além do mais, yi �ca

também de�nida como solução da equação diferencial ordinária em (4.3).

Assim, wi é obtida como a solução de um problema de valor inicial e de

contorno para uma equação linear. Neste caso, se o operador S estiver bem de�nido,

suas componentes Si(u) = wi podem ser representadas na forma integral por

Si(u) = wi =

∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ

+

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, τ)f(u, yi(ui))(ξ, τ)dξ. (4.7)

O próximo lema mostra que o operador S está bem de�nido.

Lema 4.0.1. Dados ui,0 e yi,0 funções não negativas, limitadas e

lipschitizianas em [0, `], sejam 0 < T ≤ 1, Ri = λi+ci
ai

(
1 + 2bi

ai
‖yi,0‖1

)
e Ki =

sup
0≤T≤1

K7

(
Ri,

λi
ai + bi‖yi,0‖∞

, T, ‖ui,0‖1

)
, em que K7 é a constante de�nida na

demonstração do Lema B.1.1, equação (B.45). Nestas condições, o operador
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S : Σ→ Σ está bem de�nido, desde que T seja su�cientemente pequeno e

Mi > Ki‖ui,0‖1, (4.8)

sendo Mi a constante que de�ne Σ em (4.1).

Demonstração. Dado (u1, . . . , un) ∈ Σ, podemos obter yi(ui) explicitamente

resolvendo a equação (yi)t = −Aiyig(ui). Segue-se que

yi(x, t) = yi,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(ui(x,`))d`. (4.9)

Daí,

0 ≤ yi ≤ ‖yi,0‖∞, i = 1, . . . , n. (4.10)

Calculando a norma de Hölder de yi, obtemos

‖yi‖1, 1
2
≤ ‖yi,0‖1‖e−Ai

∫ t
0 g(ui(x,`))d`‖1, 1

2
.

Segue-se que

‖e−Ai
∫ t
0 g(ui(x,`))d`‖1, 1

2
= sup

ΩT

(e−Ai
∫ t
0 g(ui(x,`))d`)

+ sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

|e−Ai
∫ t
0 g(ui(x,`))d` − e−Ai

∫ t′
0 g(ui(x

′,`))d`|
|x− x′|+ |t− t′| 12

≤ 1 + sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

|e−Ai
∫ t
0 g(ui(x,`))d` − e−Ai

∫ t
0 g(ui(x

′,`))d`|
|x− x′|

+ sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

|e−Ai
∫ t
0 g(ui(x

′,`))d` − e−Ai
∫ t′
0 g(ui(x

′,`))d`|
|t− t′| 12

≤ 1 + sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

(
Ai

∫ t

0

|g(ui(x, `))− g(ui(x
′, `))|

|x− x′|
d`

)

+ sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

(
Ai

∫ t
t′
|g(ui(x

′, `))|d`
|t− t′| 12

)
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≤ 1 + sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

(
Ai

∫ t

0

‖g′‖∞‖ui‖1, 1
2
d`

)

+ sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

(Ai‖g‖∞|t− t′|
1
2 )

≤ 1 + TAi‖ui‖1, 1
2
‖g′‖∞ + T

1
2Ai.

Daí,

‖yi(x, t)‖1, 1
2
≤ ‖yi,0‖1(1 + TAi‖ui‖1, 1

2
‖g′‖∞ + T

1
2Ai).

Tomando T > 0, tal que TAi‖ui‖1, 1
2
‖g′‖∞ + T

1
2Ai ≤ 1, encontramos

‖yi‖1, 1
2
≤ 2‖yi,0‖1. (4.11)

Além disso, v(ui) ∈ B(0, Ri), sendo

B(0, Ri) = {v = (v1, v2, v3) ∈ (C1, 1
2 ([0, `]× [0, T ]))3 : ‖v‖1, 1

2
≤ Ri},

com

‖v‖1, 1
2

= ‖v1‖1, 1
2

+ ‖v2‖1, 1
2

+ ‖v3‖1, 1
2

e

‖vi‖1, 1
2

= sup
[0,`]×[0,T ]

|vi(x, t)|+ sup
(x,t)6=(y,s)

|vi(x, t)− vi(y, s)|
|x− y|+ |t− s| 12

, i = 1, 2, 3.

De fato, como v(ui) =
(

λi
ai+biyi(ui)

, ci
ai+biyi(ui)

, 0
)
, temos

∥∥∥∥ λi
ai + biyi(ui)

∥∥∥∥
1, 1

2

= sup
ΩT

∣∣∣∣ λi
ai + biyi(ui)

∣∣∣∣+ sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x6=x′,t 6=t′

∣∣ λi
ai+biyi(ui(x,t))

− λi
ai+biyi(ui(x′,t′))

∣∣
|x− x′|+ |t− t′| 12

≤ λi
ai

+
λibi
a2
i

sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

|yi(ui(x, t))− yi(ui(x′, t′))|
|x− x′|+ |t− t′| 12

≤ λi
ai

+
λibi
a2
i

‖yi‖1, 1
2

≤ λi
ai

+
2biλi‖yi,0‖1

a2
i

.
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Analogamente, calculando
∥∥ ci
ai+biyi(ui)

∥∥
1, 1

2

, obtemos

∥∥∥∥ ci
ai + biyi(ui)

∥∥∥∥
1, 1

2

= sup
ΩT

∣∣∣∣ ci
ai + biyi(ui)

∣∣∣∣+ sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x6=x′,t 6=t′

∣∣ ci
ai+biyi(ui(x,t))

− ci
ai+biyi(ui(x′,t′))

∣∣
|x− x′|+ |t− t′| 12

≤ ci
ai

+
cibi
a2
i

sup
(x,t),(x′,y′)∈ΩT

x 6=x′,t6=t′

|yi(ui(x, t))− yi(ui(x′, t′))|
|x− x′|+ |t− t′| 12

≤ ci
ai

+
cibi
a2
i

‖yi‖1, 1
2

≤ ci
ai

+
2cibi‖yi,0‖1

a2
i

.

Segue-se que:∥∥∥∥ λi
ai + biyi(ui)

∥∥∥∥
1, 1

2

+

∥∥∥∥ ci
ai + biyi(ui)

∥∥∥∥
1, 1

2

≤ λi + ci
ai

(
1 +

bi‖yi‖1, 1
2

ai

)
≤ λi + ci

ai

(
1 +

2bi
ai
‖yi,0‖1

)
= Ri.

Logo, v(ui) ∈ B(0, Ri). Note que para cada i, a função fi(ui(x, t), yi(x, t)), (como

função de (x, t)) é Hölder contínua de expoente α = 1. Desta forma, segue-se, com

base no Teorema B.1.1 que o problema (4.3) possui uma única solução clássica no

espaço das funções (C2,1(ΩT ) ∩ C1(Ω̃T ) ∩ C0(ΩT ))n.

O próximo passo é mostrar que (w1, . . . , wn) ∈ Σ. Para isso, calculamos ‖g‖1, 1
2
e

‖fi‖1, 1
2
.

Calculando ‖g‖1, 1
2
, encontramos:

‖g‖1, 1
2

= sup
ΩT

|g(ui(x, t))|+ sup
(x,t),(ξ,τ)∈ΩT

x 6=ξ,t6=τ

(
|g(ui(x, t))− g(ui(ξ, τ))|
|x− ξ|+ |t− τ | 12

)

= sup
ΩT

|e−
E

ui(x,t) |+ sup
(x,t),(ξ,τ)∈ΩT

x 6=ξ,t 6=τ

(
|g(ui(x, t))− g(ui(ξ, t)) + g(ui(ξ, t))− g(ui(ξ, τ))|

|x− ξ|+ |t− τ | 12

)

≤ sup
ΩT

|e−
E

ui(x,t) |+ sup
(x,t),(ξ,τ)∈ΩT

x 6=ξ,t 6=τ

(
|g(ui(x, t))− g(ui(ξ, t))|

|x− ξ|

)

+ sup
(x,t),(ξ,τ)∈ΩT

x 6=ξ,t 6=τ

(
|g(ui(ξ, t))− g(ui(ξ, τ))|

|t− τ | 12

)
= 1 + ‖g′‖∞ + ‖g′‖∞|t− t′|

1
2

≤ 1 + ‖g′‖∞ + ‖g′‖∞T
1
2 .
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Segue-se que

‖g‖1, 1
2
≤ 1 + ‖g′‖∞(1 + T

1
2 ). (4.12)

Calculando ‖fi‖1, 1
2
, obtemos:

‖f1‖1, 1
2

=

∥∥∥∥(b1A1u1 + d1)y1g(u1)

a1 + b1y1

+
q1

a1 + b1y1

(u2 − u1)− q1

a1 + b1y1

(u1 − uE)‖1, 1
2

≤ sup
ΩT

∣∣∣∣ 1

a1 + b1y1(x, t)

∣∣∣∣(1 + ‖a1 + b1y1‖1, 1
2
)
(
(b1A1‖u1‖1, 1

2
+ d1)‖y1‖1, 1

2
‖g(u1)‖1, 1

2

+ q1‖u2 − u1‖1, 1
2

+ q1‖u1 − uE‖1, 1
2

)
≤ 1

a1

(1 + a1 + b1‖y1‖1, 1
2
)
(
(b1A1‖u1‖1, 1

2
+ d1)‖y1‖1, 1

2
‖g‖1, 1

2

+ q1‖u2‖1, 1
2

+ q1‖u1‖1, 1
2

+ q1‖u1‖1, 1
2

+ q1uE
)

≤ 1

a1

(1 + a1 + 2b1‖y1,0‖1)
(
b1A1M1 + d1)2‖y1,0‖1(1 + ‖g′‖∞ + ‖g′‖∞T

1
2 )

+ q1M2 + q1M1 + q1M1 + q1uE
)

≤ K1(M1,M2, ‖y1,0‖1, T ),

em que K1 é uma constante que depende de M1,M2, ‖y1,0‖1 e T.

Analogamente, mostramos que ‖fi‖1, 1
2
≤ Ki(Mi,Mi+1, ‖y1,0‖1, T ) e

‖fn‖1, 1
2
≤ Kn(Mn−1,Mn, ‖y1,0‖1, T ), em que Ki depende de Mi,Mi+1, ‖y1,0‖1, T e

Kn depende de Mn−1,Mn, ‖y1,0‖1 e T.

Portanto,

‖fi‖1, 1
2
≤ K(M1, . . . ,Mn, ‖yi,0‖1, 1

2
, T ), ∀i ∈ {1, . . . , n}. (4.13)

Agora, mostramos que (w1, . . . , wn) ∈ Σ. De fato, aplicando o Corolário

B.1.1, temos:

‖wi‖1, 1
2
≤ K7

(
‖ui,0‖1 + T

1
2 (‖fi(u, yi)‖1, 1

2
+ 1)‖fi(u, yi)‖1, 1

2

)
.

Segue-se de (4.8) que ‖wi‖1, 1
2
≤ K7

(
‖ui,0‖1 + T

1
2K(M1, . . . ,Mn, ‖yi,0‖1, T )

)
, em

que K7 depende de Ri,
λi

ai+bi‖yi,0‖∞ , T, ‖ui,0‖1 e K é uma constante dependendo de

M1, . . . ,Mn, ‖yi,0‖1 e T.

Portanto,

‖wi‖1, 1
2
≤Mi,

desde que T seja su�cientemente pequeno.

Assim, mostramos que o operador S : Σ→ Σ está bem de�nido. Além disso,

o operador S deixa Σ invariante no espaço das funções Hölder contínuas.
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Para provar o principal resultado desta seção que é um teorema de existência

local de solução para o problema (1.9), vamos usar o Teorema do Ponto Fixo de

Schauder (ver enunciado em B.2.2). Neste caso, precisamos mostrar que Σ é convexo,

fechado, que S é contínuo e que S(Σ) é pré-compacto. Isto é feito nos próximos lemas.

Lema 4.0.2. O conjunto Σ de�nido em (4.1) é fechado e convexo.

Demonstração. Inicialmente, provamos que Σ é fechado. De fato, seja (uk) uma

sequência contida em Σ convergindo na norma de Hölder para uma função u ∈
(C1, 1

2 (ΩT ))n. Como ‖uki ‖1, 1
2
≤ Mi, para todo k ∈ N, Mi não depende de k, e a

norma ‖.‖1, 1
2
é uma aplicação contínua, temos que ‖ui‖1, 1

2
≤ Mi. Assim, u ∈ Σ,

mostrando que Σ é um conjunto fechado.

Vamos mostrar agora que Σ é um conjunto convexo. Sejam u, v ∈ Σ.

Desta forma, u, v ∈ (C1, 1
2 (ΩT ))n e para cada i, ‖ui‖1, 1

2
, ‖vi‖1, 1

2
≤ Mi. Segue-se que

tu+ (1− t)v ∈ (C1, 1
2 (ΩT ))n, para t ∈ (0, 1). Além disso,

‖tui + (1− t)vi‖1, 1
2
≤ t‖ui‖1, 1

2
+ (1− t)‖vi‖1, 1

2

≤ tMi + (1− t)Mi

= tMi +Mi − tMi

= Mi.

Logo, tu+ (1− t)v ∈ Σ. Portanto, Σ é convexo.

Lema 4.0.3. O operador de�nido em (4.2) é contínuo e o conjunto S(Σ) é pré-

compacto.

Demonstração. Inicialmente provamos que S é um operador contínuo. De fato, dada

uma sequência de funções (uk) em Σ, convergindo na norma de Hölder para uma

função u ∈ Σ, devemos mostrar que (S(uk)) converge para S(u). Faça wk = S(uk) e

w = S(u). Assim, cada componente wki de w
k é solução do problema linear parabólico

L[v(uki )](w
k
i ) = fi(u

k, yki ), (x, t) ∈ ΩT ,

(yki )t = −Aiyki g(uki ), em que yki = yi(u
k
i ), (x, t) ∈ ΩT ,

(wki (x, 0), yki (x, 0)) = (ui,0(x), yi,0(x)), x ∈ [0, `],
∂wki
∂x

∣∣
x=0

= 0,
∂wki
∂x

∣∣
x=`

= 0, t ∈ (0, T ].

(4.14)

Como (uki ) converge na norma de Hölder para ui ∈ C1, 1
2 (ΩT ), temos

que [v(uki )], yki = yi(u
k
i ), g(uki ) e fi(u

k, yi(u
k
i )) convergem pontualmente para

[v(ui)], yi = yi(ui), g(ui) e fi(u, yi(ui)), respectivamente. Pelo Teorema B.1.1, temos
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que wi = Si(u) é solução do problema parabólico linear
L[v(ui)](wi) = fi(u, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

(yi)t = −Aiyig(ui), yi = yi(ui), (x, t) ∈ ΩT ,

(wi(x, 0), yi(x, 0)) = (ui,0(x), yi,0(x)), x ∈ [0, `],
∂wi
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂wi
∂x

∣∣
x=`

= 0, t ∈ (0, T ].

(4.15)

Portanto, (wk) converge para w = S(u), o que conclui que S é contínuo.

Vamos provar agora que o conjunto S(Σ) é pré-compacto. Seja (wk) uma

sequência em S(Σ). Devemos mostrar que (wk) possui uma subsequência (wkn) que

converge na norma de Hölder para um elemento wk ∈ Σ. É importante ressaltar

que wk pode ou não pertencer a S(Σ). Como para cada k ∈ N, wk ∈ S(Σ) ⊂ Σ,

segue do Lema 4.0.1 que cada componente wki de w
k satisfaz ‖wki ‖1, 1

2
≤Mi, ondeMi

é uma constante positiva que independe de k. Portanto, seguindo [9], temos, pelo

Teorema de Arzelà-Ascoli, que (wki ) possui uma subsequência (wkni ) convergindo

uniformemente para um elemento wi ∈ C1, 1
2 (ΩT ), com ‖wi‖1, 1

2
≤ Mi. Desta forma,

(wk) converge para w = (w1, . . . , wn) ∈ Σ, e portanto, S(Σ) é pré-compacto.

Usando os Lemas 4.0.2 e 4.0.3, podemos provar o resultado principal desta

seção.

Teorema 4.0.1. Sejam ui,0, yi,0 funções positivas, limitadas e lipschitzianas em [0, `].

Então, o problema (1.9) possui uma solução local (u, y) = (u1, . . . , un, y1, . . . , yn),

com ui, yi ∈ C2,1(ΩT ) ∩ C1(Ω̃T ) ∩ C1, 1
2 (ΩT ), para algum T > 0.

Demonstração. Seja S : Σ → Σ o operador de�nido em (4.2). Pelo Lema 4.0.2, o

conjunto Σ é fechado e convexo. O Lema 4.0.3 mostra que S é contínuo e S(Σ) é

pré-compacto. Usando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, temos que S possui

um ponto �xo, isto é, existe um ponto u ∈ Σ tal que S(u) = u. Assim, por (4.7), as

componentes ui de u podem ser dadas na forma integral por

Si(u) = ui =

∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ

+

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, τ)f(u, yi(ui))(ξ, τ)dξ. (4.16)

Agora, considere o seguinte problema linear, onde u é o ponto �xo achado acima:
L[v(ui)](wi) = fi(u, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

wi(x, 0) = ui,0(x), x ∈ [0, `],
∂wi
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂wi
∂x

∣∣
x=`

= 0.

(4.17)
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Note que este problema linear possui uma única solução cuja representação integral

é a mesma como em (4.16). Portanto, wi = ui, o que implica que (u, y) =

(u1, . . . , un, y1, . . . , yn) é solução do problema não linear (1.9), com ui, yi ∈ C2,1(ΩT )∩
C1(Ω̃T ) ∩ C1, 1

2 (ΩT ), o que completa a demonstração.

No Capítulo 3, mostramos que û = (0, . . . , 0) e ũ = (ϕ(t), . . . , ϕ(t))

(ϕ de�nida em (3.3)) constituem um par de sub e supersolução do sistema parabólico

em (1.9), quando as funções yi em ΩT são conhecidas.

Aplicando o Teorema 3.0.2, mostramos que a solução clássica local (u, y),

dada pelo Teorema 4.0.1, é tal que u pertence ao setor

< û, ũ >T= {u ∈ (C0([0, `])× [0, T ])n : û ≤ u ≤ ũ}.

De forma mais precisa, vale o seguinte teorema:

Teorema 4.0.2. Sejam ui,0 e yi,0 funções não negativas, limitadas e lipschitzianas

em [0, `]. Se (u, y) = (u1, . . . , un, y1, . . . , yn) é uma solução local de (1.9) de�nida em

[0, `]× [0, T ], obtida pelo Teorema 4.0.1, então u = (u1, . . . , un) ∈< û, ũ >T , em que

û e ũ são as sub e supersoluções de�nidas no Lema 3.0.1.

Demonstração. Consideremos o problema semilinear
L[v(ui)](wi) = fi(w, yi), (x, t) ∈ ΩT ,

wi(x, 0) = ui,0(x), x ∈ [0, `],
∂wi
∂x

∣∣
x=0

= 0, ∂wi
∂x

∣∣
x=`

= 0.

(4.18)

Note que os coe�cientes do operador L estão dependendo somente de

u = (u1, . . . , un) e não da variável dependente w = (w1, . . . , wn).

Tomemos M = M1 + · · ·+Mn, sendo Mi, i = 1, . . . , n, as constantes

de�nidas no Lema 4.0.1. Nestas condições, v̂ = (−M, . . . ,−M) e

ṽ = (φ(t), . . . , φ(t)), com φ(t) = (M + β)eαt − β, formam um par ordenado de sub

e supersoluções para o problema (4.18).

Como (u, y) é solução de (4.18) em (C2,1(ΩT ))n ∩ (C1(Ω̃T ))n ∩ (C1, 1
2 (ΩT ))n,

e, com base no Lema 4.0.1, v̂ ≤ (u1, . . . , un) ≤ ṽ, e ainda f = (f1, . . . , fn) é quase-

monótona não-decrescente, segue, segundo o Teorema 2.0.1, que (u, y) é a única

solução do problema (4.18) no setor < v̂, ṽ >T . Observamos também que û e

ũ formam um par ordenado de sub e supersoluções do problema (4.18). Logo, o

Teorema 2.0.1 garante também a existência de uma solução no setor < û, ũ >T .

Como < û, ũ >T ⊂ < v̂, ṽ >T e temos a unicidade nesse setor maior, concluímos que

u ∈ < û, ũ >T .



CAPÍTULO 5

Existência de Solução Global para o

Problema de Combustão Completo

A demonstração da existência de uma solução global no tempo para o

problema (1.9) depende de uma limitação das derivadas espaciais da temperatura

em cada camada. Para o problema com duas camadas, a prova pode ser feita de

modo similar, como em [9, 23], onde o método recaiu no problema de provar que um

sistema algébrico de duas inequações possui solução numa região limitada de R2. Já

para o caso de n camadas, esta limitação �cou em aberto.

A demonstração para a existência da solução global pode ser feita da

seguinte forma. Dada uma solução local de�nida em ΩT , estendemos esta solução

até um T ∗ maximal. Em seguida, de�nimos a solução fundamental em [0, `]× [0, T ∗],

sendo T ∗ o tempo maximal de existência da solução. Para isto, é necessário provar

que os coe�cientes das equações do sistema pertencem a C1, 1
2 ([0, `] × [0, T ∗]).

Continuando, usamos a representação integral da solução para obter a regularidade

da mesma em T ∗. O objetivo é mostrar que T ∗ = ∞. Isto é feito, como usual,

supondo que T ∗ <∞ e obtendo uma contradição.

Empregando a representação integral da solução, mostramos que ela tem,

em T ∗, a mesma regularidade que o dado inicial. Assim, podemos reaplicar o

método usado para obter a solução local para um tempo maior que T ∗, revelando

a impossibilidade da existência de um tempo maximal �nito para a existência da

solução.

De�nição 5.0.1. Uma solução clássica global em relação ao tempo para o problema

(1.9) é um par de funções vetoriais u = (u1, . . . , un), y = (y1, . . . , yn), em que

ui, yi ∈ C2,1((0, `) × (0,+∞)) ∩ C1([0, `] × (0,+∞)) ∩ C1, 1
2 ([0, `] × [0,+∞)), e

satisfazem as equações de (1.9).

Suponha que ui,0 são funções lipschitzianas, limitadas, não negativas em

[0, `] e yi,0 ∈ C2(0, `), com yi,0 e y′i,0 limitadas em [0, `]. Demonstramos que o
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problema (1.9) possui uma solução (u, y) = (u1, . . . , un, y1, . . . , yn), com

u, y ∈ X =

(
C2,1((0, `)× (0,+∞))∩C1([0, `]× (0,+∞))∩C1, 1

2
loc ([0, `]× [0,+∞))

)n
,

(5.1)

e tal que 0 ≤ ui(x, t) ≤ ϕ(t), ∀(x, t) ∈ [0, `]×R+, em que ϕ(t) foi de�nida em (3.3).

A expressão �loc� na notação acima quer dizer localmente em relação ao

tempo, ou seja, u = (u1, . . . , un)
∣∣
ΩT

é tal que ui
∣∣
ΩT

pertence ao espaço

C2,1(ΩT )∩C1(Ω̃T )∩C1, 1
2 (ΩT ), para qualquer T > 0. De agora em diante, utilizamos

a seguinte notação

XT ≡
(
C2,1(ΩT ) ∩ C1(Ω̃T ) ∩ C1, 1

2 (ΩT )
)n
. (5.2)

Relembramos aqui que ΩT = (0, `)× (0, T ].

A seguir, vamos mostrar a existência de um intervalo maximal para a solução

local do problema (1.9).

De�nição 5.0.2. Uma função (u∗, y∗) é dita solução maximal de (1.9) se ela for

uma solução de�nida em [0, `]× [0, T ∗), em que

T ∗ = sup{T > 0 : u∗ ∈ XT∩ < û, ũ >T e y∗ ∈ XT}. (5.3)

Note que, neste caso, se (u, y) for solução de (1.9), com u ∈ XT∩ < û, ũ >T e

T ≥ T ∗, então T = T ∗. O intervalo [0, T ∗), 0 < T ∗ ≤ ∞, é dito intervalo maximal

para a solução (u∗, y∗).

A existência de T ∗ pode ser obtida da forma padrão, usando o Lema de

Zorn. Ordenamos o conjunto dos pares (u,XT∩ < û, ũ >T ), em que (u, y) é solução

de (1.9), com u ∈ XT∩ < û, ũ >T , T > 0, pela relação

(u,XT∩ < û, ũ >T ) ≤ (u′, XT ′∩ < û, ũ >T ′), se T ≤ T ′ e u′ restrita a [0, `] × [0, T ]

coincide com u.

Todo subconjunto C desse conjunto de pares que seja totalmente ordenado

tem a cota superior (u,XT∩ < û, ũ >T ), em que o intervalo [0, T ) é a união dos

intervalos [0, T ), tais que (u,XT∩ < û, ũ >T ) ∈ C e u|[0,`]×[0,T ) ≡ u, qualquer que

seja (u,XT∩ < û, ũ >T ) ∈ C.
Logo, de acordo com o Lema de Zorn, o conjunto de todos os

pares (u,XT∩ < û, ũ >T ) tem um elemento maximal, ou seja, existe um

par (u∗, XT ∗∩ < û, ũ >T ∗), tal que se (u,XT∩ < û, ũ >T ) é outro par com

(u∗, XT ∗∩ < û, ũ >T ∗) ≤ (u,XT∩ < û, ũ >T ), então

(u,XT∩ < û, ũ >T ) ≤ (u∗, XT ∗∩ < û, ũ >T ∗), isto é, T ≤ T ∗ e u|[0,`]×[0,T ∗) = u∗.
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No que se segue, denotamos por (u∗, y∗) = (u∗1, . . . , u
∗
n, y

∗
1, . . . , y

∗
n) uma

solução maximal do problema (1.9), em que supomos T ∗ < ∞. Inicialmente,

provamos que a solução é limitada.

Lema 5.0.1. Seja (u∗, y∗) = (u∗1, . . . , u
∗
n, y

∗
1, . . . , y

∗
n) uma solução maximal de (1.9),

com u∗ ∈ XT ∗∩ < û, ũ >T ∗ e T ∗ < ∞. Então u∗i é limitada por ϕ(T ∗), em que ϕ é

dada pelo Lema 3.0.1.

Demonstração. Pela de�nição de solução maximal, temos que u∗ ∈< û, ũ >T ∗ .

Portanto, 0 ≤ u∗i ≤ ϕ(t) ≤ ϕ(T ∗), e como ϕ é crescente e positiva, temos que

|u∗i (x, t)| ≤ ϕ(T ∗), para todo (x, t) ∈ [0, `]× [0, T ∗).

No que se refere a (4.10), temos que |yi(x, t)| ≤ ‖yi,0‖∞. Logo, a solução maximal

(u∗, y∗) é limitada.

Lema 5.0.2. Seja (u, y) = (u1, . . . , un, y1, . . . , yn) uma solução local do problema

(1.9), de�nida em [0, `] × [0, T ], com T > 0. Então, dado t ∈ (0, T ], temos

que ∂xui(., t) é Hölder contínua (de expoente α = 1) em (0, `) e, além disso, se

yi,0 ∈ C2(0, `) ∩ C1([0, `]), então ∂3
xui e ∂t∂xui existem em ΩT .

Demonstração. Uma vez �xado T, wi = ui ∈ C2,1(ΩT )∩C1(Ω̃T )∩C1, 1
2 (ΩT ) é solução

da equação parabólica linear

L[v(ui)](wi) = fi(u, yi(ui)) (5.4)

em ΩT , temos que a função fi e os coe�cientes do operador L[v(ui)] são Hölder

contínuos em ΩT . Conforme o Teorema B.1.3, temos que ∂xui é Hölder contínua

em ΩT .

Da mesma forma, o fato de ∂xui ser Hölder contínua implica que os

coe�cientes da equação (5.4) têm derivadas em relação a x Hölder contínuas e que

(fi)x também é Hölder contínua em ΩT . Logo, novamente, com base no Teorema

B.1.3, temos que ∂3
xui e ∂t∂xui existem e são Hölder contínuas em ΩT .

Para mostrar que os coe�cientes de (1.9) podem ser de�nidos em t = T ∗,

deve-se mostrar que existe uma constante, independente de T , que limita (ui)x em

[0, `]× (0, T ], para todo T < T ∗.

Observação 2. Veja que uma vez �xado T1 < T ∗, tal que uma solução (u, y) =

(u1, . . . , un, y1, . . . , yn) de (1.9) exista, com u∗, y∗ ∈ XT1 = (C2,1(ΩT1) ∩ C1(Ω̃T1) ∩
C1, 1

2 (ΩT1))
n, como consequência do Lema 5.0.2, Teorema B.2.1, e do fato de que

∂xui(0, t) = ∂xui(`, t) ≡ 0, existe uma constante que limita ∂xui em [0, `] × (0, T1].

Este argumento não garante a limitação da derivada em [0, `]×(0, T ∗), tendo em vista

que ‖ui‖1, 1
2
em [0, `]× [0, T1] poderia tender ao in�nito quando T1 se aproximasse de

T ∗.
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A seguir, vamos mostrar a existência de uma constanteK > 0 que independe

de T , tal que |∂xui(x, t)| ≤ K, para (x, t) ∈ [0, `] × [T1, T ], onde T1 > 0, quando os

pontos de máximos de |∂xui(x, t)| ocorrem em (0, `)× (T1, T ].

Lema 5.0.3. Sejam 0 < T < T ∗, ui,0 e yi,0 funções não negativas, limitadas e

lipschitzianas em [0, `], com yi,0 ∈ C2(0, `) e y′i,0 limitadas em (0, `), e (u, y) =

(u1, . . . , un, y1, . . . , yn) uma solução de (1.9), com ui ∈ C2,1(ΩT )∩C1(Ω̃T )∩C1, 1
2 (ΩT ).

Dado 0 < T1 < T, se os pontos de máximo de |∂xui| em [0, `] × [T1, T ] ocorrem

apenas em (0, `) × (T1, T ], então existe uma constante K, independente de T , tal

que |∂xui(x, t)| ≤ K em [0, `]× [T1, T ].

Demonstração. Observemos que os pontos de máximo de |∂xui| não podem ocorrer

em {0}× [T1, T ] ou em {`}× [T1, T ], pois ∂xui
∣∣
x=0

= 0 = ∂xui
∣∣
x=`

. Note também que

se |∂xui| atingir o valor máximo em [0, `]×{T1}, ele será limitado pela constante que

aparece na Observação 2. Assim, os pontos de máximo de |∂xui| em [0, `] × [T1, T ]

ocorrem apenas em (0, `)× (T1, T ].

Para demonstrarmos este lema, seguimos [23]. Para cada i, fazemos a

mudança de variável ui = hi(vi), onde

hi(vi) = ϕ(T ∗)(−2 + 3e

∫ vi

0

e−s
mids),

sendo mi uma constante positiva a ser escolhida.

Note que hi(vi) é de fato uma mudança de variável, pois ∂hi
∂vi

> 0.

Como 0 ≤ ui ≤ ϕ(T ) < ϕ(T ∗), a�rmamos que

2

3e
≤ vi ≤ v < 1,

onde v =
ϕ(T )
ϕ(T∗)+2

3
, para qualquer número real mi > 0.

Para provar isto, observamos que

0 ≤ ui ≤ ϕ(T ),

0 ≤ ϕ(T ∗)
(
− 2 + 3e

∫ vi

0

e−s
mids

)
≤ ϕ(T ),

0 ≤ −2 + 3e

∫ vi

0

e−s
mids ≤ ϕ(T )

ϕ(T ∗)
< 1.

De um lado, fazendo v =
ϕ(T )
ϕ(T∗)+2

3
, temos, para 0 < s < v < 1, que smi < 1

e, consequentemente, −smi > −1, o que implica e−s
mi > e−1.
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Assim,

−2 + 3e

∫ v

0

e−s
mids ≥ −2 + 3e

∫ v

0

e−1ds =
ϕ(T )

ϕ(T ∗)
,

donde hi(vi) = ui ≤ ϕ(T ) ≤ ϕ(T ∗)
(
− 2 + 3e

∫ v
0
e−s

mids
)

= hi(v). Logo, vi ≤ v.

Por outro lado, como ui = hi(vi) ≥ 0 e

h

(
2

3e

)
= ϕ(T ∗)

(
− 2 + 3e

∫ 2
3e

0

e−s
mids

)
≤ ϕ(T ∗)

(
− 2 + 3e

∫ 2
3e

0

ds
)

= 0,

segue que 2
3e
≤ vi.

Com esta mudança de variável, temos que vi satisfaz a seguinte equação

(vi)t −
(

λi
ai + biyi

)
(vi)xx +

(
ci

ai + biyi

)
(vi)x

−
(

λi
ai + biyi

)
h′′i (vi)

h′i(vi)
[(vi)x]

2 =
fi(h1(v1), . . . , hn(vn))

h′i(vi)
.

(5.5)

Derivando (5.5) em relação a x, obtemos

(vi)tx +
λibi(yi)x

(ai + biyi)2
(vi)xx −

λi
ai + biyi

(vi)xxx −
cibi(yi)x

(ai + biyi)2
(vi)x

+
ci

ai + biyi
(vi)xx +

λibi(yi)x
(ai + biyi)2

h′′i
h′i

(vi)
2
x −

λi
ai + biyi

(h′′i
h′i

)′
(vi)

3
x

− 2λi
ai + biyi

h′′i
h′i

(vi)x(vi)xx =

(
fi(h1(v1), . . . , hn(vn))

h′i(vi)

)
x

.

(5.6)

Como (vi)x é contínua em [0, `] × (0, T ], podemos tomar pi =

max
[0,`]×[T1,T ]

{|(vi)x|}. Da de�nição de vi, temos que se o ponto de máximo de |(ui)x| em

[0, `]×[T1, T ] ocorre apenas em (0, `)×(T1, T ], então o mesmo vale para 1
3eϕ(T ∗)

|(ui)x|
e, consequentemente, para |(vi)x|. Segue-se que

|(ui)x(x, t)| = 3eϕ(T ∗)e−vi(x,t)
mi |(vi)x(x, t)|.

Logo, para todo (x, t) ∈ [0, `]× [T1, T ], temos∣∣∣∣ 1

3eϕ(T ∗)
|(ui)x(x, t)| − |(vi)x(x, t)|

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

3eϕ(T ∗)
|(ui)x(x, t)| −

|(ui)x|
|h′i(vi)|

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

3eϕ(T ∗)
|(ui)x(x, t)| −

evi(x,t)
mi

3eϕ(T ∗)
|(ui)x(x, t)|

∣∣∣∣
= |1− evi(x,t)mi | 1

3eϕ(T ∗)
|(ui)x(x, t)|.
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Segue-se que |(vi)x| converge para 1
3eϕ(T ∗)

|(ui)x(x, t)|, uniformemente em

(x, t), quando mi → ∞. A convergência uniforme, junto com o fato do máximo de

|(ui)x| ocorrer apenas em (0, `) × (T1, T ], garante que o máximo de |(vi)x| também

ocorre apenas em (0, `)× (T1, T ], desde que mi seja su�cientemente grande.

Como os máximos de |(vi)x| em [0, `] × [T1, T ] ocorrem em (0, `) × (T1, T ],

temos que existe pelo menos um ponto (xi, ti) ∈ (0, `)×(T1, T ] tal que |(vi)x(xi, ti)| =
pi é máximo. Neste ponto de máximo, temos que (vi)x(xi, ti) = ±pi.

Analisamos o caso em que (vi)x(xi, ti) = pi. Os outros casos são análogos.

Se pi = 0, tomamos K = 0. Supondo pi > 0, temos que (vi)xt(xi, ti) ≥ 0,

(vi)xx(xi, ti) = 0 e (vi)xxx(xi, ti) ≤ 0.

Calculando (5.6) em (xi, ti) ∈ (0, `)× (T1, T ], obtemos

− cibi(yi)x
(ai + biyi)2

pi +
λibi(yi)x

(ai + biyi)2

h′′i
h′i
p2
i −

λi
ai + biyi

(
h′′i
h′i

)′
p3
i ≤(

fi(h1(v1), . . . , hn(vn))

h′i(vi)

)
x

.

(5.7)

Segue da de�nição da função hi, que

h′i = 3eϕ(T ∗)e−v
mi
i ,

h′′i = −3eϕ(T ∗)miv
mi−1
i e−v

mi
i

h′′i
h′i

= −miv
mi−1
i(

h′′i
h′i

)′
= −mi(mi − 1)vmi−2

i .

(5.8)

Da de�nição de yi, segue-se que

(yi)x = y′i,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(hi(vi))d`

+ yi,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(hi(vi))d`

(
− Ai

∫ t

0

g′(hi(vi))

)
h′i(vi)(vi)x(x, `)d`).

(5.9)

No ponto (xi, ti) ∈ (0, `)× (T1, T ], obtemos a estimativa

|(yi)x| ≤ K(1 + 3T ∗eϕ(T ∗)pi) ≤ K1(1 + pi), (5.10)

onde a constante K1 independe de T.
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Da de�nição de fi, temos, para i = 1,

f1(h1(v1), . . ., hn(vn) =
(b1A1h1(v1) + d1)y1g(h1(v1))

a1 + b1y1

+
q1

a1 + b1y1

(h2(v2)− h1(v1))

− q1

a1 + b1y1

(h1(v1)− uE).

Segue-se que

(f1(h1(v1), . . . , hn(vn))x = − [q1(h2(v2)− h1(v1))− q1(h1(v1)− uE)]

(a1 + b1y1)2
b1(y1)x

− (b1A1h1(v1) + d1)y1g(h1(v1))

(a1 + b1y1)2
b1(y1)x

+
[b1A1h

′
1(v1)(v1)xy1g(h1(v1)) + (b1A1h1(v1) + d1)(y1)xg(h1(v1))]

a1 + b1y1

+
(b1A1h1(v1) + d1)y1g

′(h1(v1))h′1(v1)(v1)x
a1 + b1y1

+
q1[h′2(v2)(v2)x − h′1(v1)(v1)x]− q1h

′
1(v1)(v1)x]

a1 + b1y1

.

Daí,

|f1(h1(v1), . . . , hn(vn))x| ≤ K0

(
1 + p1 + p2

)
e K0 independe de T.

Para 2 ≤ i ≤ n− 1, temos

(fi(h1(v1), . . . , hn(vn))x =
[qi−1(hi(vi)− hi−1(vi−1))

(ai + biyi)2
bi(yi)x

− qi(hi+1(vi+1)− hi(vi))]
(ai + biyi)2

bi(yi)x −
(biAihi(vi) + di)yig(hi(vi))

(ai + biyi)2
bi(yi)x

+
biAih

′
i(vi)(vi)xyig(hi(vi))

ai + biyi

+
[(biAihi(vi) + di)(yi)xg(hi(vi)) + (biAihi(vi) + di)yig

′(hi(vi))h
′
i(vi)(vi)x]

ai + biyi

+
(−qi−1)[h′i(vi)(vi)x − h′i−1(vi−1)(vi−1)x] + qi[h

′
i+1(vi+1)(vi+1)x − h′i(vi)(vi)x]

ai + biyi
.

Segue-se que |(fi(h1(v1), . . . , hn(vn)))x| ≤ K1

(
1 + pi−1 + pi + pi+1

)
e K1 independe

de T.



56

Analogamente,

(fn(h1(v1), . . . , hn(vn))x =
[qn−1(hn(vn)− hn−1(vn−1)) + q2(hn(vn)− uE)]

(an + bnyn)2
bn(yn)x

− (bnAnhn(vn) + dn)yng(hn(vn))

(an + bnyn)2
bn(yn)x

+
bnAnh

′
n(vn)(vn)xyng(hn(vn))

an + bnyn

+
(bnAnhn(vn) + dn)(yn)xg(hn(vn))

an + bnyn

+
(bnAnhn(vn) + dn)yng

′(hn(vn))h′n(vn)(vn)x
an + bnyn

−
qn−1[h′n(vn)(vn)x − h′n−1(vn−1)(vn−1)x]

an + bnyn
− q2h

′
n(vn)(vn)x
an + bnyn

.

Logo, |(fn(h1(v1), . . . , hn(vn)))x| ≤ K2

(
1 + pn−1 + pn

)
e K2 independe de T.

Como

(
fi

h′i(vi)

)
x

=
(fi)xh

′
i(vi)−fih′′i (vi)(vi)x

(h′i(vi))
2 , temos que

∣∣∣∣( fi
h′i(vi)

)
x

∣∣∣∣ ≤ |(fi)x||h′i(vi)|+ |fi||h′′i (vi)||(vi)x|(h′i(vi))
2

≤
K̂0(1 + p1 + p2), i = 1,

K̂1(1 + pi−1 + pi + pi+1), 2 ≤ i ≤ n− 1,

K̂2(1 + pn−1 + pn), i = n,

(5.11)

sendo K̂0, K̂1 e K̂2 constantes independentes de T.

Substituindo (5.8), (5.10), (5.11) em (5.7), temos

−cibiK1(1 + pi)

(ai + biyi)2
pi −

λibiK1(1 + pi)miv
mi−1
i

(ai + biyi)2
p2
i +

λimi(mi − 1)vmi−2
i

ai + biyi
p3
i ≤

K̂0(1 + p1 + p2), i = 1,

K̂1(1 + pi−1 + pi + pi+1), 2 ≤ i ≤ n− 1,

K̂2(1 + pn−1 + pn), i = n,

(5.12)

ou

−cibiK1(1 + pi)

(ai + biyi)2
pi −

λibiK1miv
mi−1
i

(ai + biyi)2
p2
i +

(
(mi − 1)− biviK1

ai + biyi

)
λimiv

mi−2
i

ai + biyi
p3
i ≤

K̂0(1 + p1 + p2), i = 1,

K̂1(1 + pi−1 + pi + pi+1), 2 ≤ i ≤ n− 1,

K̂2(1 + pn−1 + pn), i = n.

(5.13)
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Como 0 ≤ yi ≤ ‖yi,0‖∞ e 2
3e
≤ vi ≤ 1, temos que

−cibiK1(1 + pi)

a2
i

pi −
λibiK1mi

a2
i

p2
i +

(
(mi − 1)− biK1

ai

)
λimiv

mi−2
i

ai + biyi
p3
i ≤

K̂0(1 + p1 + p2), i = 1,

K̂1(1 + pi−1 + pi + pi+1), 2 ≤ i ≤ n− 1,

K̂2(1 + pn−1 + pn), i = n.

(5.14)

Observe que K1, na desigualdade (5.10), independe de mi.

Assim, podemos tomar mi su�cientemente grande, tal que
α1p

3
1 − β1p

2
1 − γ1p1 − 1 ≤ p2,

αip
3
i − βip2

i − γipi − 1 ≤ pi−1 + pi+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

αnp
3
n − βnp2

n − γnpn − 1 ≤ pn−1,

(5.15)

onde α1, . . . , αn, β1, . . . , βn, γ1, . . . , γn são reais positivos e independem da escolha de

T. Se o sistema de inequações (5.15) tiver uma solução (p1, . . . , pn) em alguma região

limitada do Rn, então (vi)x será limitada na norma do supremo em [0, `] × [T1, T ],

por alguma constante positiva que independe de T . Como (ui)x = h′(vi)(vi)x e h′i é

limitada, então (ui)x também será limitada na norma do supremo em [0, `]× [T1, T ].

Neste trabalho, não provamos que o sistema de inequações (5.15) possui

solução numa região limitada de Rn. No problema de duas camadas (n = 2), o

sistema (5.15) se reduz a {
α1p

3
1 − β1p

2
1 − γ1p1 − 1 ≤ p2,

α2p
3
2 − β2p

2
2 − γ2p2 − 1 ≤ p1,

(5.16)

e neste caso, foi provado em [9] que o sistema (5.16) possui solução numa região

limitada do R2, isto é, existe uma constante positiva K, independente de T , tal

que 0 < |p1| + |p2| ≤ K. Evidências numéricas sugerem que o resultado continua

verdadeiro para n ≥ 3, ver Figura 5.1 para n = 3. Claramente, esta �gura mostra

uma região limitada em R3.
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Figura 5.1: Solução do sistema (5.15) para n = 3

De agora em diante, vamos continuar a demonstração considerando que

existe uma constante independente de T, que limita (ui)x na norma do supremo em

[0, `]× (0, T ], para todo T < T ∗.

Lema 5.0.4. Seja (u∗, y∗) = (u∗1, . . . , u
∗
n, y

∗
1, . . . , y

∗
n) uma solução maximal de (1.9)

em XT ∗∩ < û, ũ >T ∗ . Nestas condições, os coe�cientes de (1.9) podem ser de�nidos

em T ∗ de modo a pertencerem a C1, 1
2 ([0, `]× [0, T ∗]).

Demonstração. Uma vez que os coe�cientes das equações parabólicas em (1.9) são da

forma v(u∗i ) =

(
λi

ai+biy∗i (u∗i )
, ci
ai+biy∗i (u∗i )

, 0

)
, com y∗i (u

∗
i )(x, t) = yi,0(x)e−Ai

∫ t
0 g(u

∗
i (x,`))d`,

e i = 1, . . . , n, temos

∂xy
∗
i (x, t) =

(
y′i,0(x)− Aiyi,0(x)

∫ t

0

g′(u∗i (x, `))∂xu
∗
i (x, `)d`

)
e−Ai

∫ t
0 g(u

∗
i (x,`))d`

e segue das hipóteses sobre yi,0 e das limitações de g′ e de (u∗i )x que

|(y∗i )x(x, t)| ≤ K10(1 + T ∗‖(u∗i )x‖∞), (x, t) ∈ (0, `)× (0, T ∗).
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Além disso,

|y∗i (x, t)− y∗i (x, t′)| = |yi,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(u

∗
i (x,`))d` − yi,0(x)e−Ai

∫ t′
0 g(u∗i (x,`))d`|

≤ |yi,0(x)|
∣∣e−Ai ∫ t0 g(u∗i (x,`))d` − e−Ai

∫ t′
0 g(u∗i (x,`))d`

∣∣
≤ K10

∣∣∣∣ ∫ t

0

g(u∗i (x, `))d`−
∫ t′

0

g(u∗i (x, `))d`

∣∣∣∣
≤ K10

∣∣∣∣ ∫ t

t′
g(u∗i (x, `))d`

∣∣∣∣
≤ K10|t− t′|

≤ K10(t− t′)
1
2 (t− t′)

1
2

≤ K10(T ∗)
1
2 (t− t′)

1
2 , ∀(x, t) ∈ [0, `]× (0, T ∗).

Daí, y∗i ∈ C1, 1
2 ([0, `]× [0, T ∗)) e, uma vez que y∗i é uniformemente contínua

neste conjunto, podemos de�nir

y∗i (x, T
∗) ≡ lim

t→T ∗
y∗i (x, t), i = 1, . . . , n, (5.17)

obtendo y∗i ∈ C1, 1
2 ([0, `] × [0, T ∗]). Como os coe�cientes das equações parabólicas

são dados pela composição de y∗i com uma função de derivada limitada, podemos

concluir que tais coe�cientes também pertencem a C1, 1
2 ([0, `]× [0, T ∗]).

De�nindo y∗i (x, T
∗) como em (5.17), temos que

v(u∗i ) ∈ (C1, 1
2 ([0, `]× [0, T ∗]))3.

Como consequência do Lema 5.0.4, podemos de�nir a solução fundamental

Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, τ) de (1.9) em [0, `] × [0, T ∗]. A seguir, provamos a existência da

solução clássica global para o problema (1.9) conforme a De�nição 5.0.1, desde que

as derivadas espaciais de ui sejam limitadas.

Teorema 5.0.1. Sejam ui,0 e yi,0 funções não negativas, limitadas e lipschitzianas

em [0, `], com yi,0 ∈ C2(0, `) e y′i,0 limitadas em (0, `). Então o problema (1.9) admite

solução em X, onde X foi de�nido em (5.1).

Demonstração. Conforme o Lema 5.0.4, temos que os coe�cientes das equações

parabólicas que aparecem em (1.9) pertencem a C1, 1
2 ([0, `]× [0, T ∗]). Isto garante a

existência da solução fundamental em [0, `]× [0, T ∗], associada ao operador L[v(u∗i )].

Observe que a solução fundamental já existia para cada T < T ∗. Contudo,

a constante que aparece nas estimativas da solução fundamental poderia tender ao
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in�nito quando T se aproximasse de T ∗, uma vez que ela depende da norma de

Hölder dos coe�cientes.

Da de�nição de T ∗ em (5.3), segue-se que para todo T ∈ (0, T ∗), o problema

(1.9) admite solução (u, y) = (u1, . . . , un, y1, . . . , yn), com ui ∈ C2,1(ΩT ) ∩C1(Ω̃T ) ∩
C1, 1

2 (ΩT ).

Seja

ui(x, t) =

∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ

+

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, τ)(fi(u, yi(ui)))(ξ, τ)dξ

a representação integral de ui.

Uma vez que ui,0 é limitada, segue de (B.15) que

|Γ[v(ui)](x, t; ξ, τ)ui,0(ξ)| ≤ K8

(t− τ)
1
2

e
−C3|x−ξ|

2

t−τ ,

para todo (x, t), (ξ, τ) ∈ [0, `] × [0, T ∗], t > τ , em que K8 é uma constante que não

depende de T.

Ademais, temos que

|Γ[v(ui)](x, t; ξ, τ)fi(u, yi(ui))(ξ, τ)| ≤ K9

(t− τ)
1
2

e
−C3|x−ξ|

2

t−τ ,

para todo (x, t), (ξ, τ) ∈ [0, `]× [0, T ∗], t > τ , uma vez que fi é contínua em

[0, ‖u1‖∞]× · · · × [0, ‖un‖∞]× [0, ‖yi(ui)]‖∞] e limitada em virtude da de�nição de

yi e da limitação de ui, i = 1, . . . , n, dada no Lema 5.0.1. Veja que a constante K9

também não depende de T .

Com isto, segundo o Teorema da Convergência Dominada, podemos passar

o limite, quando t tende a T ∗, para dentro do sinal da integral e obter

ui(x, T
∗) ≡ lim

t→T ∗

(∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ

+

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(ui)](x, t; ξ, τ)(fi(u, yi(ui)))(ξ, τ)dξ

)
=

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, T
∗; ξ, 0)ui,0dξ +

∫ T ∗

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, T
∗; ξ, τ)fi(u

∗, y∗i (u
∗
i ))(ξ, τ)dξ.

Assim, podemos estender ui(x, t) até t = T ∗, da seguinte forma, onde

continuamos denotando esta extensão por u∗i (x, t) :
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u∗i (x, t) =

{
ui(x, t), se (x, t) ∈ [0, `]× [0, T ], T < T ∗,

ui(x, T
∗), se x ∈ [0, `] e t = T ∗.

(5.18)

A seguir, mostramos que u∗i (x, t) tem uma representação integral como

ui(x, t). Para isso, provamos que yi(x, T ∗), obtido no Lema 5.0.4, é dado por

y∗i (x, T
∗) = yi,0(x)e−Ai

∫ T∗
0 g(u∗i (x,`))d`.

Da Hölder continuidade de y∗i em [0, `]× [0, T ∗], temos que

|y∗i (x, T ∗)− y∗i (x, t)| ≤ K10(T ∗ − t)
1
2

y∗i (x, t)−K10(T ∗ − t)
1
2 ≤ y∗i (x, T

∗) ≤ y∗i (x, t) +K10(T ∗ − t)
1
2

yi,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(u

∗
i (x,`))d` −K10(T ∗ − t)

1
2 ≤ y∗i (x, T

∗) ≤ yi,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(u

∗
i (x,`))d`

+K10(T ∗ − t)
1
2

yi,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(u

∗
i (x,`))d` −K10(T ∗ − t)

1
2 ≤ y∗i (x, T

∗) ≤ yi,0(x)e−Ai
∫ t
0 g(u

∗
i (x,`))d`

+K10(T ∗ − t)
1
2 .

Fazendo t→ T ∗, segue que

y∗i (x, T
∗) = yi,0(x)e−Ai

∫ T∗
0 g(u∗i (x,`))d`.

A seguir, mostramos que

u∗i (x, t) =

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, 0)ui,0(ξ)dξ

+

∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, τ)(fi(u
∗, y∗i (u

∗
i )))(ξ, τ)dξ,

para todo (x, t) ∈ [0, `] × [0, T ∗]. Para isso, deve-se mostrar que u∗i (x, t) converge a

u∗i (x, T
∗), uniformemente, quando t→ T ∗. De fato,

u∗i (x, T
∗)− u∗i (x, t) =

∫ `

0

(
Γ[v(u∗i )](x, T

∗; ξ, 0)− Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, 0)
)
ui,0(ξ)dξ

+

∫ T ∗

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, T
∗; ξ, τ)(fi(u

∗, y∗i (u
∗
i )))(ξ, τ)dξ

−
∫ t

0

dτ

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, τ)(fi(u
∗, y∗i (u

∗
i )))(ξ, τ)dξ
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=

∫ `

0

(
Γ[v(u∗i )](x, T

∗; ξ, 0)− Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, 0)
)
ui,0(ξ)dξ

+

∫ T ∗

t

dτ

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, T
∗; ξ, τ)(fi(u

∗, y∗i (u
∗
i )))(ξ, τ)dξ

+

∫ t

0

dτ

∫ `

0

(
Γ[v(u∗i )](x, T

∗; ξ, τ)− Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, τ)
)

(fi(u
∗, y∗i (u

∗
i )))(ξ, τ)dξ

= I1 + I2 + I3.

Calculemos o módulo de cada parcela separadamente:

Considerando T ∗

2
≤ t ≤ T ∗, temos

|I1| =
∣∣∣∣ ∫ `

0

(
Γ[v(u∗i )](x, T

∗; ξ, 0)− Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, 0)
)
ui,0(ξ)dξ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ `

0

∂tΓ[v(u∗i )](x, s; ξ, 0)(T ∗ − t)ui,0(ξ)dξ

∣∣∣∣
≤
∫ `

0

K3

s
3
2

e−C3
(x−ξ)2

s |T ∗ − t|‖ui,0‖∞dξ

=
K3

s
|T ∗ − t|

≤ 2K3

T ∗
|T ∗ − t|.

|I2| =
∣∣∣∣ ∫ T ∗

t

dτ

∫ `

0

Γ[v(u∗i )](x, T
∗; ξ, τ)(fi(u

∗, y∗i (u
∗
i )))(ξ, τ)dξ

∣∣∣∣
≤
∫ T ∗

t

dτ

∫ `

0

‖fi‖∞
K3

(T ∗ − τ)
1
2

e
−C3|x−ξ|

2

T∗−τ dξ

≤
∫ T ∗

t

K3‖fi‖∞dτ

= K3‖fi‖∞(T ∗ − t).

|I3| =
∣∣∣∣ ∫ t

0

dτ

∫ `

0

(
Γ[v(u∗i )](x, T

∗; ξ, τ)− Γ[v(u∗i )](x, t; ξ, τ)
)

(fi(u
∗, y∗i (u

∗
i )))(ξ, τ)dξ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t

0

dτ

∫ `

0

dξ

∫ T ∗

t

∂tΓ[v(u∗i )](x, s; ξ, τ)fi(u
∗, y∗i (u

∗
i ))(ξ, τ)ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t

0

dτ

∫ T ∗

t

ds

∫ `

0

∂tΓ[v(u∗i )](x, s; ξ, τ)fi(u
∗, y∗i (u

∗
i ))(ξ, τ)dξ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ t

0

dτ

∫ T ∗

t

ds

∫ `

0

∂tΓ[v(u∗i )](x, s; ξ, τ) (fi(u
∗, y∗i (u

∗
i ))(ξ, τ)− fi(u∗, y∗i (u∗i ))(x, t)) dξ

∣∣∣∣
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≤
∫ t

0

dτ

∫ T ∗

t

ds

∫ `

0

K3

(s− τ)
3
2

e−C3
(x−ξ)2
s−τ ‖∇fi‖∞

(
‖(u∗1)x‖∞

+ · · ·+ ‖(u∗n)x‖∞ + ‖(y∗i )x‖∞
)
|x− ξ|dξ

≤
∫ t

0

dτ

∫ T ∗

t

ds

∫ `

0

K3

(s− τ)
e−C3

(x−ξ)2
s−τ dξ

≤ K3

∫ t

0

dτ

∫ `

0

dξ

∫ T ∗

t

1

(s− τ)
1
2

ds

= K3

∫ t

0

[(T ∗ − τ)
1
2 − (t− τ)

1
2 ]dτ

≤ K3

∫ t

0

(T ∗ − t)
1
2dτ

≤ K3T
∗(T ∗ − t)

1
2 .

As desigualdades anteriores mostram que a convergência de u∗i (x, t) para

u∗i (x, T
∗), quando t tende a T ∗, é uniforme. Agora, vejamos mais algumas

propriedades de u∗i (x, T
∗).

Observemos que u∗i (x, T
∗) é limitada em virtude do Lema 5.0.1 e é

lipschitziana devido à Observação 2. Com isso, temos que u∗i (x, T
∗) e y∗i (x, T

∗) estão

nas mesmas condições que os dados iniciais ui,0 e yi,0 no Teorema 4.0.1. Isso permite

aplicar o Teorema 4.0.1 para obter a existência da solução do problema (1.9) em

[0, `]× [0, T ∗ + ε], ε > 0, isto é, com

u∗i ∈ (C2,1((0, `)× (0, T ∗+ ε]))∩ (C1([0, `]× (0, T ∗+ ε]))∩ (C1, 1
2 ([0, `]× [0, T ∗+ ε])),

contrariando o fato de que T ∗ é maximal.

O argumento para concluir que (u∗1, . . . , u
∗
n) ∈< û, ũ >T ∗+ε é o mesmo

utilizado no Teorema 4.0.2, sendo Mi = ‖u∗i ‖1, 1
2
em [0, `] × [0, T ∗ + ε]. Concluímos

que T ∗ não é �nito e, portanto, o teorema está provado.



Conclusão

Neste trabalho, provamos a existência de solução para um problema de

combustão num meio poroso com n camadas. No caso particular, em que as

concentrações de combustível são funções conhecidas, usamos o método iterativo

monótono de sub e supersoluções para provar a existência e unicidade de solução.

Retirando a hipótese de que as concentrações de combustível em cada

camada são funções conhecidas, obtemos o problema completo, no qual as equações

parabólicas envolvidas passam de semilineares para quasilineares. Neste caso, o

método iterativo monótono não se aplica diretamente, pois as equações que

representam as concentrações não são do tipo reação-difusão.

Diante disso, obtivemos inicialmente a solução local do problema como um

ponto �xo de um operador de�nido em um conjunto de funções Hölder contínuas.

Para isto, usamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar a existência

de um ponto �xo para este operador e veri�camos que o mesmo é a solução do

problema neste conjunto de funções. Através deste método, não foi possível obter

a unicidade da solução local, visto que o Teorema do Ponto Fixo de Schauder não

garante a unicidade do ponto �xo.

A solução local pode ser estendida a uma solução global no tempo, desde

que a derivada espacial da temperatura seja limitada em cada camada. Um dos

métodos para provar esta limitação recai no problema de provar que um sistema de

n inequações algébricas possui solução numa região limitada do Rn. Neste trabalho,

esta prova �cou em aberto. O resultado está demonstrado para o problema de Cauchy

para o modelo de duas camadas, e evidências numéricas sugerem que o mesmo

continua válido para o problema com mais de duas camadas.

Para um problema com origem nas equações de conservação da Física, é de

se esperar que a solução do problema seja única. Sendo assim, este estudo �cou em

aberto, pois nem mesmo foi possível provar a unicidade da solução local.

Para trabalhos futuros, podemos considerar os seguintes temas:

• Obtenção de estimativas para as derivadas espaciais da temperatura em cada

camada.

• A prova da unicidade da solução global para o problema completo.
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• A extensão do problema para o espaço Rn.

• A análise do problema supondo os parâmetros que aparecem como coe�cientes

do operador parabólico como funções dependentes da variável espacial.

• Problemas mais realísticos, envolvendo outras variáveis dependentes além da

temperatura e da concentração de combustível, como a fração de massa de

oxigênio na fase gasosa, a velocidade de Darcy e a pressão em cada camada,

conforme a dedução original do modelo.



APÊNDICE A

Lista de Símbolos

• ΩT = {(x, t) : x ∈ (0, `) e 0 < t ≤ T}.

• ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, `] e 0 ≤ t ≤ T}.

• C0(ΩT ) : Espaço das funções contínuas de�nidas em ΩT .

• Cn(ΩT ) : Espaço das funções de�nidas em ΩT com derivadas contínuas até

a ordem n.

• C2,1(ΩT ) : Espaço das funções que possuem duas derivadas espaciais contínuas

e uma derivada temporal contínua.

• Ω̃T = {(x, t) : x ∈ [0, `] e 0 < t ≤ T}.

• Cα,α
2 (ΩT ) : Espaço vetorial normado das funções Hölder contínuas com

expoente α ∈ (0, 1], ou seja, o espaço das funções u : ΩT → R tais que

‖u‖α,α
2
< ∞, onde ‖u(x, t)‖α,α

2
= sup

ΩT

|u(x, t)| + sup
(x,t) 6=(y,s)

|u(x, t)− u(y, s)|
|x− y|α + |t− s|α2

é

a norma de Hölder em ΩT .

• ‖.‖α : Norma de Hölder em Ω = (0, `), isto é, ‖u‖α = sup
Ω
|u(x)| +

sup
x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

, α ∈ (0, 1].

• ‖.‖∞ : ‖u‖∞ = sup
Ω
|u(x)|, sendo Ω o domínio de u.

• L[v] : O operador ∂t − a∂xx + b∂x + c, sendo v = (a, b, c).

• Γ(x, ξ, t, τ) : Solução fundamental da equação Lu = 0.

• Z(x, ξ, t, τ) : Solução fundamental da equação ∂tu− a(ξ, τ)∂xxu = 0.

• φ(x, ξ, t, τ) : Solução da equação integral de Volterra com núcleo

LZ(x, ξ, t, τ) .

• Dx, ∂
∂x
, ∂x : Derivada parcial em relação a x.

• ∇F : Gradiente de F .

• ∇uF (u, t) : Gradiente de F em relação a u.
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• ũ = (ũ1, . . . , ũn) : Supersolução de um sistema de equações parabólicas.

• û = (û1, . . . , ûn) : Subsolução de um sistema de equações parabólicas.

• < û, ũ >= {u = (u1, . . . , un) : ui ∈ C0(ΩT ) , ûi ≤ ui ≤ ũi e i = 1, . . . , n} .

• B(0, R) = {p = (p1, . . . , pn) ∈ (Cα,α
2 (ΩT ))n : ‖p‖α,α

2
≤ R}: Bola de centro na

origem 0 ∈ Rn e raio R > 0, no espaço das funções Hölder contínuas Cα,α
2 (ΩT ),

onde ‖p‖α,α
2

= ‖p1‖α,α
2

+ · · ·+ ‖pn‖α,α
2
.

• Σ = {u = (u1, . . . , un) ∈ (Cα,α
2 ([0, `]× [0, T ]))n : ‖ui‖α,α

2
≤Mi}, onde T > 0 e

Mi > 0.

• K = K(c1, ..., cn) : Constante determinada pelos parâmetros c1, ..., cn.



APÊNDICE B

Resultados Preliminares

Neste apêndice, descrevemos alguns resultados sobre soluções fundamentais

para equações diferenciais parabólicas e também alguns resultados sobre Análise

Global.

B.1 Soluções Fundamentais para Equações Parabó-

licas

A solução fundamental de equações parabólicas de segunda ordem possui

uma importância essencial neste trabalho. Um dos métodos para a construção dessa

solução fundamental, denominado Método Parametrix, é devido a E. E. Levi e pode

ser visto com detalhes em [14].

Nesta seção, apresentamos apenas um esboço da construção, juntamente a

algumas de suas propriedades. Inicialmente, de�nimos as funções Hölder contínuas

que são de suma importância para garantir a existência da solução fundamental.

De�nição B.1.1. Seja [a, b] um intervalo fechado em R, onde a < b. Dizemos que

uma função u : [a, b]× [0, T ]→ R é Hölder contínua de expoente α ∈ (0, 1] se

Hα ≡ sup

{
|u(x, t)− u(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

: (x, t), (ξ, τ) ∈ [a, b]× [0, T ], (x, t) 6= (ξ, τ)

}
<∞.

(B.1)

A norma de u no espaço das funções contínuas C0([a, b]× [0, T ]) é de�nida

por

|u|0 = sup
[a,b]×[0,T ]

|u(x, t)|.

A norma de Hölder de u em C0([a, b]× [0, T ]) é de�nida por

‖u‖α,α
2

= |u|0 +Hα.
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O conjunto de todas as funções Hölder contínuas de expoente α será

representado por Cα,α
2 ([a, b] × [0, T ]). A seguir, apresentamos duas propriedades

importantes da norma de Hölder de�nida em (B.1).

Proposição B.1.1. Sejam u1, u2 : [a, b] × [0, T ] → R funções Hölder contínuas de

expoente α ∈ (0, 1]. Valem as seguintes propriedades:

• ‖u1u2‖α,α
2
≤ ‖u1‖α,α

2
‖u2‖α,α

2

Demonstração. De fato, por um lado, basta calcularmos ‖u1u2‖α,α
2

:

‖u1u2‖α,α
2

= sup
[a,b]×[0,T ]

|u1(x, t)u2(x, t)|

+ sup
(x,t),(ξ,τ)∈[a,b]×[0,T ]

x6=ξ,t 6=τ

(
|u1(x, t)u2(x, t)− u1(ξ, τ)u2(ξ, τ)|

|x− ξ|α + |t− τ |α2

)
≤ sup

[a,b]×[0,T ]

|u1(x, t)u2(x, t)|

+ sup
(x,t),(ξ,τ)∈[a,b]×[0,T ]

x6=ξ,t 6=τ

(
|u1(x, t)(u2(x, t)− u2(ξ, τ))|

|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

+ sup
(x,t),(ξ,τ)∈[a,b]×[0,T ]

x6=ξ,t 6=τ

(
|u2(ξ, τ)(u1(x, t)− u1(ξ, τ))|

|x− ξ|α + |t− τ |α2

)
≤ sup

[a,b]×[0,T ]

|u1(x, t)| sup
[a,b]×[0,T ]

|u2(x, t)|

+ sup
[a,b]×[0,T ]

|u1(x, t)| sup
(x,t),(ξ,τ)∈[a,b]×[0,T ]

x 6=ξ,t 6=τ

(
|u2(x, t)− u2(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

+ sup
[a,b]×[0,T ]

|u2(ξ, τ)| sup
(x,t),(ξ,τ)∈[a,b]×[0,T ]

x 6=ξ,t 6=τ

(
|u1(x, t)− u1(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

Por outro lado, observamos que

‖u1‖α,α
2
‖u2‖α,α

2
=

(
sup

[a,b]×[0,T ]

|u1(x, t)|+ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(
|u1(x, t)− u1(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

))
(

sup
[a,b]×[0,T ]

|u2(x, t)|+ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(
|u2(x, t)− u2(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

))
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= sup
[a,b]×[0,T ]

|u1(x, t)| sup
[a,b]×[0,T ]

|u2(x, t)|

+ sup
[a,b]×[0,T ]

|u1(x, t)| sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(
|u2(x, t)− u2(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

+ sup
[a,b]×[0,T ]

|u2(x, t)| sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(
|u1(x, t)− u1(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

+ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(
|u1(x, t)− u1(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)
sup

[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(
|u2(x, t)− u2(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

Logo,

‖u1u2‖α,α
2
≤ ‖u1‖α,α

2
‖u2‖α,α

2
. (B.2)

•
∥∥ 1
u2

∥∥
α,α

2

≤ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣(1 + ‖u2‖α,α
2

)
, em que supomos 1

|u2(x,t)| limitada

em [a, b]× [0, T ].

Demonstração.∥∥∥∥ 1

u2

∥∥∥∥
α,α

2

= sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣+ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

( ∣∣ 1
u2(x,t)

− 1
u2(ξ,τ)

∣∣
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

= sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣+ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

( ∣∣u2(ξ,τ)−u2(x,t)
u2(x,t)u2(ξ,τ)

∣∣
|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

≤ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣
+ sup

[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)u2(ξ, τ)

∣∣∣∣ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(∣∣u2(ξ, τ)− u2(x, t)
∣∣

|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

≤ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣+ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(∣∣u2(x, t)− u2(ξ, τ)
∣∣

|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

≤ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣+ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣ sup
[a,b]×[0,T ]
x 6=ξ,t 6=τ

(∣∣u2(x, t)− u2(ξ, τ)
∣∣

|x− ξ|α + |t− τ |α2

)

+ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣ sup
[a,b]×[0,T ]

|u2(x, t)|
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= sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣(1 + sup
[a,b]×[0,T ]

|u2(x, t)|

+ sup
[a,b]×[0,T ]
x6=ξ,t 6=τ

(
|u2(x, t)− u2(ξ, τ)|
|x− ξ|α + |t− τ |α2

))

≤ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣(1 + ‖u2‖α,α
2

)
.

Daí, ∥∥∥∥ 1

u2

∥∥∥∥
α,α

2

≤ sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣(1 + ‖u2‖α,α
2

)
. (B.3)

•
∥∥u1
u2

∥∥
α,α

2

≤ ‖u1‖α,α
2

sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣(1 + ‖u2‖α,α
2

)
.

Demonstração. De (B.2) e (B.3), temos que∥∥∥∥u1

u2

∥∥∥∥
α,α

2

= ‖u1‖α,α
2

∥∥∥∥ 1

u2

∥∥∥∥
α,α

2

≤ ‖u1‖α,α
2

sup
[a,b]×[0,T ]

∣∣∣∣ 1

u2(x, t)

∣∣∣∣(1 + ‖u2‖α,α
2

)
.

A seguir, �zemos o esboço da construção da solução fundamental.

Seja

Lu = a(x, t)
∂2u

∂x2
+ b(x, t)

∂u

∂x
, (B.4)

e consideramos o operador

Lu =
∂u

∂t
− Lu+ c(x, t)u (B.5)

em que as funções a(x, t), b(x, t) e c(x, t) estão de�nidas em [a, b]× [0, T ].

De�nição B.1.2. Dizemos que o operador L em (B.5) é parabólico em [a, b]×[0, T ],

se a(x, t) > 0, para todo (x, t) ∈ [a, b]× [0, T ].

Neste estudo, supomos as seguintes hipóteses sobre o operador L :

a) L é uniformemente parabólico em [a, b] × [0, T ], isto é, existem constantes

positivas λ0 e λ1, tais que

λ0 ≤ a(x, t) ≤ λ1, (x, t) ∈ [a, b]× [0, T ]; (B.6)
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b) Para todos os pontos (x, t), (x0, t0) ∈ [a, b] × [0, T ], os coe�cientes de L são

funções limitadas e satisfazem as condições de Hölder

|a(x, t)− a(x0, t0)| ≤ A(|x− x0|α + |t− t0|
α
2 ),

|b(x, t)− b(x0, t)| ≤ A|x− x0|α

e

|c(x, t)− c(x0, t)| ≤ A|x− x0|α,

(B.7)

em que A > 0 é a constante de Hölder e α ∈ (0, 1].

De�nição B.1.3. Uma solução fundamental de Lu = 0 em [a, b] × [0, T ] é uma

função Γ(x, t; ξ, τ), de�nida para todos os pontos (x, t), (ξ, τ) ∈ [a, b]× [0, T ], t > τ ,

satisfazendo as seguintes condições:

a) Fixado (ξ, τ) ∈ [a, b] × [0, T ], u(x, t) satisfaz, como função de (x, t), a equação

Lu = 0.

b) Para toda função contínua f(x) de�nida em [a, b],

lim
t→τ

∫ b

a

Γ(x, t; ξ, τ)f(ξ)dξ = f(x).

Com as hipóteses a) e b) sobre o operador L, pode-se mostrar que existe

uma única solução fundamental Γ de Lu = 0 em [a, b]× [0, T ].

Uma vez que neste trabalho é estudado um problema de valor inicial e de

contorno, precisamos que as derivadas espaciais de Γ(x, t; ξ, τ) sejam de�nidas e

contínuas em x e ξ também numa vizinhança de [a, b]. Desta forma, vamos construir

a solução fundamental em Ω0 × [0, T ], em que Ω0 = (a− ε, b+ ε), ε > 0. Para isto,

basta estender os coe�cientes do operador L para o conjunto Ω0×[0, T ], satisfazendo

as condições (B.6) e (B.7).

Usando o Método Parametrix, construímos a solução fundamental

Γ(x, t; ξ, τ) de Lu = 0 em Ω0 × [0, T ].

De�nimos

Γ(x, t; ξ, τ) = Z(x, t; ξ, τ) +

∫ t

τ

dσ

∫
Ω0

Z(x, t; η, σ)Φ(η, σ; ξ, τ)dη, (B.8)

em que

Z(x, t; ξ, τ) =
1

(4πa(ξ, τ)(t− τ))
1
2

e−
(x−ξ)2

4a(ξ,τ)(t−τ) (B.9)

e Φ(x, t; ξ, τ), para cada (ξ, τ) �xo, é solução da equação integral de Volterra

Φ(x, t; ξ, τ) = LZ(x, t; ξ, τ) +

∫ t

τ

dσ

∫
Ω0

LZ(x, t; y, σ)Φ(y, σ; ξ, τ)dy, (B.10)
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com

LZ(x, t; y, σ) = (a(x, t)− a(y, σ))
∂2

∂x2
Z(x, t; y, σ) + b(x, t)

∂

∂x
Z(x, t; y, σ)

+ c(x, t)Z(x, t; y, σ).

Pode-se mostrar, ver [14], que

Φ(x, t; ξ, τ) =
∞∑
m=1

(LZ)m(x, t; ξ, τ),

sendo
(LZ)1 = LZ,

(LZ)m+1(x, t; ξ, τ) =

∫ t

τ

dy

∫
Ω0

[LZ(x, t; y, σ)](LZ)m(y, σ; ξ, τ)dσ.
(B.11)

Para a função Z(x, t; ξ, τ) e suas derivadas, valem as estimativas

Dr
tD

s
xZ(x, t; ξ, τ) ≤ K1(t− τ)−

1+2r+s
2 e−C1

(x−ξ)2
t−τ , (B.12)

em que r e s são inteiros não negativos quaisquer, K1 = K1(λ0, λ1) e C1 = C1(λ1)

são constantes positivas.

Fixado (ξ, τ), a função Z(x, t; ξ, τ) satisfaz a equação

∂u

∂t
− a(ξ, τ)

∂2u

∂x2
= 0. (B.13)

Para a função Φ(x, t; ξ, τ), temos as estimativas

|Φ(x, t; ξ, τ)| ≤ K2

(t− τ)
3−α
2

e−C2
(x−ξ)2
t−τ , (B.14)

em que K2 = K2(λ0, λ1, ‖a‖∞, ‖b‖∞, ‖c‖∞, T ) e C2 = C2(λ1) são constantes

positivas, sendo que a primeira é contínua em T .

De [14], temos a estimativa para a solução fundamental e suas derivadas

|Dr
tD

s
xΓ(x, t; ξ, τ)| ≤ K3

(t− τ)
1+2r+s

2

e−C3
(x−ξ)2
t−τ , (B.15)

sendo r e s inteiros não negativos, tais que 2r + s ≤ 2,

K3 = K3(λ, ‖a‖α,α
2
, ‖b‖α,α

2
, ‖c‖α,α

2
, T ) (B.16)
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e C3 = C3(λ1) são constantes positivas, sendo que a primeira é contínua em T .

De�nição B.1.4. A bola de centro na origem 0 ∈ R3 e raio R > 0, no espaço das

funções Hölder contínuas C1, 1
2 ([a, b]× [0, T ]), é o conjunto

B(0, R) = {p = (p1, p2, p3) ∈ (C1, 1
2 ([a, b]× [0, T ]))3 : ‖p‖1, 1

2
≤ R},

em que

‖p‖1, 1
2

= ‖p1‖1, 1
2

+ ‖p2‖1, 1
2

+ ‖p3‖1, 1
2
,

sendo

‖pi‖1, 1
2

= sup
[a,b]×[0,T ]

|pi(x, t)|+ sup
(x,t)6=(y,s)

|pi(x, t)− pi(y, s)|
|x− y|+ |t− s| 12

, i = 1, 2, 3.

Dado v = (a, b, c) ∈ B(0, R), denotamos a equação parabólica com

coe�cientes a, b e c por

L[v]u =
∂u

∂t
− a(x, t)

∂2u

∂x2
+ b(x, t)

∂u

∂x
+ c(x, t)u = 0 (B.17)

e por

Γ[v](x, t; ξ, τ) = Z[v](x, t; ξ, τ) +

∫ t

τ

dσ

∫
Ω0

Z[v](x, t; y, σ)Φ[v](y, σ; ξ, τ)dy (B.18)

sua respectiva solução fundamental.

Adiante, avaliamos o comportamento da solução fundamental quando seus

parâmetros convergem pontualmente para determinadas funções. Este é o objetivo

do próximo lema.

Lema B.1.1. Sejam vn = (a(n), b(n), c(n)), v = (a, b, c) ∈ B(0, R) e Γ[vn] e Γ[v] as

respectivas soluções fundamentais de L[vn]u = 0 e L[v]u = 0. Se vn(x, t) converge

para v(x, t), para todo (x, t) ∈ [a, b] × [0, T ], então Γ[vn](x, t; ξ, τ) converge para

Γ[v](x, t; ξ, τ), para todos (x, t), (ξ, τ) ∈ [a, b]× [0, T ], com t > τ.

Demonstração. Uma vez que

Γ[vn](x, t; ξ, τ) = Z[vn](x, t; ξ, τ) +

∫ t

τ

dσ

∫
Ω0

Z[vn](x, t; y, σ)Φ[vn](y, σ; ξ, τ)dy,

vamos inicialmente estudar a convergência pontual de Z[vn] e Φ[vn].

Como

Z[vn](x, t; ξ, τ) =
1

(4πa(n)(ξ, τ)(t− τ))
1
2

e
− (x−ξ)2

4a(n)(ξ,τ)(t−τ) , (B.19)
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temos que

Dr
tD

s
xZ[vn] → Dr

tD
s
xZ[v], (B.20)

pontualmente, sendo r e s inteiros não negativos.

Visando mostrar que Φ[vn] converge pontualmente a Φ[v], observamos que

L[vn](Z[vn])(x, t; y, σ) =
(
a(n)(x, t)− a(n)(y, σ)

) ∂2

∂x2
Z[vn](x, t; y, σ)

+ b(n)(x, t)
∂

∂x
Z[vn](x, t; y, σ) + c(n)(x, t)Z[vn](x, t; y, σ).

Segue-se de (B.20) que L[vn]Z[vn] → L[v]Z[v], pontualmente.

De [14], temos também que

|L[vn](Z[vn])(x, t; ξ, τ)| ≤ K4

(t− τ)
3−α
2

e−C4
(x−ξ)2
t−τ , (B.21)

em que K4 e C4 são constantes positivas que independem de n.

Seja (L[vn])n de�nido em (B.11). Por indução sobre m, temos que

(L[vn])m → (L[v])m, (B.22)

pontualmente, quando n tende ao in�nito.

Para ver isso, basta seguir a construção da solução fundamental em [14], em

que

|(L[vn])m(Z[vn])(x, t; ξ, τ)| ≤ Km
4

(
π

C4

)m−1
2 Γm(α

2
)

Γ
(
mα
2

) 1

(t− τ)
3−mα

2

e−C4
(x−ξ)2
t−τ , (B.23)

sendo K4, C4 constantes positivas e Γ(t) a função gama.

Desta forma,

|(L[vn])(Z[vn])(x, t; y, σ)(L[vn])m(Z[vn])(y, σ; ξ, τ)| ≤

K4e
−C4

(x−y)2
t−σ

(t− σ)
3−α
2

Km

(
π

C4

)m−1
2 Γm(α

2
)

Γ
(
mα
2

) e−C4
(y−ξ)2
σ−τ

(σ − τ)
3−mα

2

,
(B.24)

e pela hipótese de indução

(L[vn])(Z[vn])(L[vn])m(Z[vn])→ (L[v])(Z[v])(L[v])m(Z[v]),

pontualmente.
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Pelo Teorema da Convergência Dominada, segue-se que

(L[vn])m+1(Z[vn])(x, t;ξ, τ)) =∫ t

τ

dσ

∫
Ω0

(L[vn])(Z[vn])(x, t; y, σ))((L[vn])m(Z[vn]))(y, σ; ξ, τ)dy

converge para (L[v])m+1(Z[v](x, t; ξ, τ)).

A estimativa (B.24) assegura a convergência uniforme de

Φ[vn](x, t; ξ, τ) =
∞∑
m=1

L[vn](Z[vn])m(x, t; ξ, τ) em relação a (x, ξ) e t− τ > δ, para cada

δ > 0 �xado, e, daí,

Φ[vn] → Φ[v],

pontualmente.

De (B.12) e (B.14), temos que

|Z[vn](x, t; y, σ)Φ[vn](y, σ; ξ, τ)| ≤ K5

(t− σ)
1
2

e−C1
(x−y)2
t−σ

1

(σ − τ)
3−α
2

e−C2
(y−ξ)2
σ−τ ,

em que K5 é constante e Z[vn]Φ[vn] converge pontualmente para Z[v]Φ[v].

Utilizando o Teorema da Convergência Dominada novamente, segue-se que∫ t

τ

dσ

∫
Ω0

Z[vn]Φ[vn]dy →
∫ t

τ

dσ

∫
Ω0

Z[v]Φ[v]dy.

Portanto, Γ[vn] → Γ[v], pontualmente.

Lema B.1.2. Sejam v, v ∈ B(0, R) e 0 < β < 1. Se Γ[v] e Γ[v] são as respectivas

soluções fundamentais de L[v]u = 0 e L[v]u = 0, então

|(Ds
xΓ[v] −Ds

xΓ[v])(x, t; ξ, τ))| ≤
K3‖v − v‖α,α

2

(t− τ)
s+1
2

e−C3
(x−ξ)2
t−τ , s = 0, 1, (B.25)

e

|(DtΓ[v]−DtΓ[v])(x, t; ξ, τ)| ≤ K3(‖v − v‖α,α
2

+ ‖v − v‖βα,α
2
)(

1

|x− ξ|1−(α(1−β))(t− τ)1− γ(1−β)
2

+
1

(t− τ)
3
2

)
e−C3

(x−ξ)2
t−τ ,

(B.26)

em que C3 <
1

4R
e K3 = K3(R, λ, α, T ) são constantes positivas, sendo K3 contínua

em T .

Demonstração. Ver [9].
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De�nição B.1.5. Seja q(x, t) uma função mensurável em [a, b]× [0, T ]. O potencial

da função q(x, t), em relação à solução fundamental Γ(x, t; ξ, τ), é de�nido por

V (x, t) =

∫ t

0

dτ

∫ b

a

Γ(x, t; ξ, τ)q(ξ, τ)dξ. (B.27)

Lema B.1.3. Se q(x, t) é uma função contínua em [a, b]× [0, T ], então o potencial

V (x, t) de�nido em (B.27) é uma função contínua em [a, b]× [0, T ] e ∂V
∂x

é contínua

em x ∈ (a, b), 0 < t ≤ T. Se, além disso, q(x, t) é Hölder contínua em x ∈ [a, b],

uniformemente em relação a t, então ∂2V
∂x2

e ∂V
∂t

são funções contínuas em x ∈ (a, b),

0 < t ≤ T e

L(x, t) = q(x, t) em (a, b)× (0, T ]. (B.28)

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em ([14], p. 21).

De�nição B.1.6. Uma solução clássica para o problema linear
ut − Lu+ cu = q em (a, b)× (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b],
∂u
∂x

(a, t) = 0, t ∈ (0, T ],
∂u
∂x

(b, t) = 0, t ∈ (0, T ],

(B.29)

em que q : [a, b]× [0, T ] → R e u0 : [a, b] → R são funções contínuas, é uma função

u ∈ C2,1((a, b)×(0, T ])∩C1([a, b]×(0, T ])∩C0([a, b]×[0, T ]) que satisfaz as equações

de (B.29).

O teorema a seguir (ver [24], p. 52) nos dá informações sobre a existência e

unicidade de soluções de (B.29).

Teorema B.1.1. Seja L o operador parabólico de�nido em (B.5), satisfazendo as

condições (B.6) e (B.7). Seja q(x, t) uma função Hölder contínua em x,

uniformemente em t. Então, para qualquer função contínua u0 : [a, b] → R,
o problema (B.29) possui uma única solução u que é Hölder contínua em x,

uniformemente em t. Além disso,

u(x, t) =

∫ b

a

Γ(x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ b

a

Γ(x, t; ξ, τ)q(ξ, τ)dξ, (B.30)

Observação 3. Note que a derivada ∂u
∂x

é contínua em [a, b]× (0, T ], pois a solução

fundamental Γ foi construída para (x, t) ∈ [a− ε, b+ ε]× [0, T ], para algum ε > 0.

Teorema B.1.2. As derivadas ∂u
∂x

da solução u do problema (B.29) são

uniformemente contínuas em (a, b)× (ε, T ], para todo ε > 0.
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Demonstração. A prova segue de ([14], Teorema 6, p. 148.)

Teorema B.1.3. Seja L o operador parabólico de�nido em (B.5), em que as funções

a, b e c estão de�nidas em [a, b] × [0, T ]. Assuma que a função q(x, t) está também

de�nida em [a, b]× [0, T ]. Se

∂ma

∂xm
,
∂mb

∂xm
,
∂mc

∂xm
e
∂mq

∂xm
(0 ≤ m ≤ p)

são funções Hölder contínuas (expoente α, α ∈ (0, 1] ) em [a, b]× [0, T ], e se u é uma

solução de Lu = q em (a, b)× (0, T ], então

∂mu

∂xm
e
∂

∂t

∂ku

∂xk
(0 ≤ m ≤ p+ 2, 0 ≤ k ≤ p)

existem e são Hölder contínuas (expoente α) em (a, b)× (0, T ].

Demonstração. A prova pode ser encontrada em ([14], p. 72).

Um resultado de suma importância para o desenvolvimento do Método

Monótono, que foi apresentado no Capítulo 2, é o Lema da Positividade para

operadores parabólicos.

Lema B.1.4. (Lema da Positividade) Seja u ∈ C2,1((a, b) × (0, T ]) ∩ C1([a, b] ×
(0, T ]) ∩ C0([a, b]× [0, T ]), tal que

ut − Lu+ cu ≥ 0 em (a, b)× (0, T ], (B.31)

u(x, 0) ≥ 0, x ∈ [a, b], (B.32)

−∂u
∂x

(a, t) ≥ 0, t > 0, (B.33)

∂u

∂x
(b, t) ≥ 0, t > 0, (B.34)

sendo c = c(x, t) uma função limitada em [a, b]× [0, T ].

Então u(x, t) ≥ 0 em [a, b]× [0, T ].

Demonstração. Consideremos o caso em que c ≥ 0 em [a, b]× [0, T ].

Se u fosse estritamente negativa, existiria um ponto (x0, t0) ∈ [a, b]× [0, T ],

tal que u(x0, t0) seria um mínimo negativo. Como u(x0, 0) ≥ 0, (x0, t0) seria um

ponto de (a, b)× (0, T ], {a} × [a, b] ou de {b} × [0, T ].

Suponhamos que (x0, t0) ∈ (a, b) × (0, T ]. Neste caso, ∂u
∂t

(x0, t0) =
∂u
∂x

(x0, t0) = 0 e ∂2u
∂x2

(x0, t0) > 0. Uma vez que o operador Lu = ut − Lu+ cu

é parabólico em (a, b) × (0, T ], temos que ∂u
∂t

(x0, t0) − a(x0, t0)∂
2u
∂x2

(x0, t0) −
b(x0, t0)∂u

∂x
(x0, t0) + c(x0, t0)u(x0, t0) < 0, contrariando a hipótese.
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Se (x0, t0) ∈ {a}× [a, b], temos por hipótese que ∂u
∂x

(a, t0) ≤ 0. Segue-se por

continuidade que existe uma vizinhança V1 = (a−δ1, a+δ1), δ1 > 0, tal que a função

g(x) = u(x, t0) é não-crescente em V1, contrariando o fato de que (a, t0) é um ponto

de mínimo de u.

Analogamente, se (x0, t0) ∈ {b}×[a, b], temos por hipótese que ∂u
∂x

(b, t0) ≥ 0.

Por continuidade, existe uma vizinhança V2 = (b−δ2, b+δ2), δ2 > 0, tal que a função

g(x) = u(x, t0) é não-decrescente em V2, contrariando o fato de que (b, t0) é um ponto

de mínimo de u. Logo, u(x, t) ≥ 0 em [a, b]× (0, T ].

Provamos agora o Lema para o caso em que c é uma função limitada

arbitrária. Para tanto, escolhemos uma constante γ ≥ −c e de�nimos a função

v(x, t) = e−γtu(x, t).

Observamos que v satisfaz as seguintes desigualdades

vt − Lv + (γ + c)v ≥ 0 em (a, b]× (0, T ], (B.35)

v(x, 0) ≥ 0, x ∈ [a, b], (B.36)

−∂v
∂x

(a, t) ≥ 0, t > 0, (B.37)

∂v

∂x
(b, t) ≥ 0, t > 0. (B.38)

Uma vez que γ+c ≥ 0, pelo caso anterior, temos que v ≥ 0 em [a, b]× [0, T ].

Segue-se que u(x, t) ≥ 0 em [a, b]× [0, T ].

A seguir, apresentamos um resultado de suma importância que será usado

neste trabalho.

Teorema B.1.4. Sejam T > 0, v = (v1, v2, 0), v = (v1, v2, 0) ∈ B(0, R),

f, f ∈ C1, 1
2 ([a, b]× [0, T ]) e u0, u0 funções limitadas e lipschitzianas em [a, b].

Se u e u são as respectivas soluções dos seguintes problemas escalares:
L[v]u = f em (a, b)× (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b],
∂u
∂x

(a, t) = 0, t ∈ (0, T ],
∂u
∂x

(b, t) = 0, t ∈ (0, T ],

(B.39)

e 
L[v]u = f em (a, b)× (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b],
∂u
∂x

(a, t) = 0, t ∈ (0, T ],
∂u
∂x

(b, t) = 0, t ∈ (0, T ],

(B.40)
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então

‖u− u‖1, 1
2
≤ K3

(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖1 + T
1
2 (‖f‖1, 1

2
+ 1)

)
(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2

)
,

sendo K3 = K3(R, λ, T, ‖u0‖1) contínua em T e 0 < β < 1.

Demonstração. Segue de (B.30) que

u(x, t)− u(x, t) =

∫ b

a

(
Γ[v](x, t; ξ, 0)u0(ξ)− Γ[v](x, t; ξ, 0)u0(ξ)

)
dξ

+

∫ t

0

dτ

∫ b

a

(
Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)− Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)

)
dξ

= V (x, t) +W (x, t).

Basta determinarmos estimativas para V e W. Aplicando o Lema B.1.2 em

V , temos

|V (x, t)| ≤
∫ b

a

|Γ[v](x, t; ξ, 0)u0(ξ)− Γ[v](x, t; ξ, 0)u0(ξ))|dξ

≤
∫ b

a

|(Γ[v] − Γ[v])(x, t; ξ, 0)u0(ξ)|+ |Γ[v](x, t; ξ, 0)(u0(ξ)− u0(ξ))|dξ

≤
∫ b

a

K3‖v − v‖1, 1
2

t
1
2

e−C3
(x−ξ)2

t ‖u0‖∞ +
K3

t
1
2

e−C3
(x−ξ)2

t ‖u0 − u0‖∞dξ

≤ K3(‖v − v‖1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖∞),

sendo K3 = K3(R, λ, T, ‖u0‖∞) contínua em relação a T , pois as constantes que

aparecem no Lema B.1.2 são contínuas em relação a T.

Observe que

∂xV (x, t) =

∫ b

a

∂xΓ[v](x, t; ξ, 0)u0(ξ)− ∂xΓ[v](x, t; ξ, 0)u0(ξ)dξ

=

∫ b

a

(∂xΓ[v] − ∂xΓ[v])(x, t; ξ, 0)(u0(ξ)− u0(x))dξ

+

∫ b

a

∂xΓ[v](x, t; ξ, 0)[(u0(ξ)− u0(ξ))− (u0(x)− u0(x))]dξ.
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Aplicando o Lema B.1.2, obtemos

|∂xV (x, t)| ≤
∫ b

a

(
K3‖v − v‖1, 1

2
‖u0‖1|x− ξ|
t

+
K3‖u0 − u0‖1|x− ξ|

t

)
e−C3

(x−ξ)2
t dξ

≤
∫ b

a

(
K3‖u0‖1‖v − v‖1, 1

2

t
1
2

+
K3‖u0 − u0‖1

t
1
2

)
e−C3

(x−ξ)2
t dξ

≤ K3(‖v − v‖1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖1).

A seguir, obtemos a Hölder continuidade com respeito a t.

V (x, t)− V (x, t′) =

∫ b

a

(Γ[v](x, t; ξ, 0)− Γ[v](x, t
′; ξ, 0))u0(ξ)dξ

−
∫ b

a

(Γ[v](x, t; ξ, 0)− Γ[v](x, t
′; ξ, 0))u0(ξ)dξ

=

∫ b

a

dξ

∫ t

t′
∂tΓ[v](x, s; ξ, 0)u0(ξ)− ∂tΓ[v](x, s; ξ, 0)u0(ξ)ds

=

∫ t

t′
ds

∫ b

a

(∂tΓ[v] − ∂tΓ[v])(x, s; ξ, 0)u0(ξ)

+ ∂tΓ[v](x, s; ξ, 0)(u0 − u0)(ξ)dξ

=

∫ t

t′
ds

∫ b

a

(∂tΓ[v] − ∂tΓ[v])(x, s; ξ, 0)(u0(ξ)− u0(x))dξ

+

∫ t

t′
ds

∫ b

a

∂tΓ[v](x, s; ξ, 0)[(u0 − u0)(ξ)− (u0 − u0)(x)]dξ.

Mais uma vez aplicando o Lema B.1.2, temos

|V (x, t)− V (x, t′)|

≤
∫ t

t′
ds

∫ b

a

|(∂tΓ[v] − ∂tΓ[v])(x, s; ξ, 0)||u0(ξ)− u0(x)|dξ

+

∫ t

t′
ds

∫ b

a

|∂tΓ[v](x, s; ξ, 0)||(u0 − u0)(ξ)− (u0 − u0)(x)|dξ

≤
∫ t

t′
ds

∫ b

a

K3(‖v − v‖1, 1
2

+ ‖v − v‖β
1, 1

2

)‖u0‖1|x− ξ|

(
1

|x− ξ|γ(1−β)s
2−γ(1−β)

2

+
1

s
3
2

)
e−C3

(x−ξ)2
s dξ +

∫ t

t′
ds

∫ b

a

K3‖u0 − u0‖1|x− ξ|
s

3
2

e−C3
(x−ξ)2

s dξ

≤
∫ t

t′
ds

∫ b

a

K3(‖v − v‖1, 1
2

+ ‖v − v‖β
1, 1

2

)‖u0‖1

(
T

1
2

s
+

1

s

)
e−C3

(x−ξ)2
s dξ

+

∫ t

t′
ds

∫ b

a

K3‖u0 − u0‖1

s
e−C3

(x−ξ)2
s dξ



B.1 Soluções Fundamentais para Equações Parabólicas 82

≤ K3

(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖1

) ∫ t

t′
ds

∫ b

a

1

s
e−C3

(x−ξ)2
s dξ

≤ K3

(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖1

) ∫ t

t′

1

s
1
2

ds

≤ K3

(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖1

)
(t− t′)

1
2 ,

sendo K3 = K3(R, λ, T, ‖u0‖1) contínua em relação a T .

Das estimativas acima, temos

‖V ‖1, 1
2
≤ K3(R, λ, T, ‖u0‖1)

(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖1

)
, (B.41)

sendo K3 = K3(R, λ, T, ‖u0‖1) contínua em relação a T .

Analogamente, estimamos W. De fato,

W (x, t) =

∫ t

0

dτ

∫ b

a

Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)− Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)dξ

=

∫ t

0

dτ

∫ b

a

(Γ[v] − Γ[v])(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ) + Γ[v](x, t; ξ, τ)(f − f)(ξ, τ)dξ.

Aplicando o Lema B.1.2, obtemos

|W (x, t)| ≤
∫ t

0

dτ

∫ b

a

|(Γ[v] − Γ[v])(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)|+ |Γ[v](x, t; ξ, τ)(f − f)(ξ, τ)|dξ

≤
∫ t

0

dτ

∫ b

a

K3

(
‖v − v‖1, 1

2
‖f‖∞ + ‖f − f‖∞

) 1

(t− τ)
1
2

e−C3
(x−ξ)2
t−τ dξ

≤ K3(R, λ, T )(‖f‖∞ + 1)T (‖v − v‖1, 1
2

+ ‖f − f‖∞).

Veja que

|∂xW (x, t)| ≤
∫ t

0

dτ

∫ b

a

(
|(∂xΓ[v] − ∂xΓ[v])(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)|

+ |∂xΓ[v](x, t; ξ, τ)(f − f)(ξ, τ)|
)
dξ

≤
∫ t

0

dξ

∫ b

a

K3(‖v − v‖1, 1
2
‖f‖∞ + ‖f − f‖∞)

1

(t− τ)
e−C3

(x−ξ)2
t−τ dξ

≤ K3(R, λ, T )(‖f‖∞ + 1)T
1
2 (‖v − v‖1, 1

2
+ ‖f − f‖∞).
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Seguimos para a Hölder continuidade em t.

W (x, t)−W (x, t′) =

∫ t

0

dτ

∫ b

a

[
Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)− Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)

]
dξ

−
∫ t′

0

dτ

∫ b

a

[
Γ[v](x, t

′; ξ, τ)f(ξ, τ)− Γ[v](x, t
′; ξ, τ)f(ξ, τ)

]
dξ

=

∫ t

t′
dτ

∫ b

a

[
Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)− Γ[v](x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)

]
dξ

+

∫ t′

0

dτ

∫ b

a

[
(Γ[v](x, t; ξ, τ)− Γ[v](x, t

′; ξ, τ)f(ξ, τ))

− (Γ[v](x, t; ξ, τ)− Γ[v](x, t
′; ξ, τ))f(ξ, τ)

]
dξ

=

∫ t

t′
dτ

∫ b

a

[
(Γ[v] − Γ[v])(x, t; ξ, τ)

]
f(ξ, τ) + Γ[v](x, t; ξ, τ)(f − f)(ξ, τ)dξ

+

∫ t′

t′−ε
dτ

∫ b

a

[
(Γ[v](x, t; ξ, τ)− Γ[v](x, t

′; ξ, τ))
]
f(ξ, τ)

− (Γ[v](x, t; ξ, τ)− Γ[v](x, t
′; ξ, τ))f(ξ, τ)

]
dξ

+

∫ t′−ε

0

dτ

∫ b

a

dξ

∫ t

t′

[
∂tΓ[v](x, s; ξ, τ)f(ξ, τ)− ∂tΓ[v](x, s; ξ, τ)f(ξ, τ)

]
ds

≡ W1 +W2 +W3.

Aplicando o Lema B.1.2, obtemos

|W1| ≤
∫ t

t′
dτ

∫ b

a

(
K3‖v − v‖1, 1

2
‖f‖∞ +K3‖f − f‖∞

) 1

(t− τ)
1
2

e−C3
(x−ξ)2
t−τ dξ

≤ K3(R, λ, T )(‖f‖∞ + 1)T
1
2 (‖v − v‖1, 1

2
+ ‖f − f‖∞)(t− t′)

1
2 .

Analogamente,

|W2| ≤
∫ t′

t′−ε
dτ

∫ b

a

(
K3

(t− τ)
1
2

e−C3
(x−ξ)2
t−τ +

K3

(t′ − τ)
1
2

e−C3
(x−ξ)2
t′−τ

)
(‖f‖∞ + ‖f‖∞)dξ

≤ K3(‖f‖∞ + ‖f‖∞)ε.

Daí,

W3 =

∫ t′−ε

0

dτ

∫ b

a

dξ

∫ t

t′

[
∂tΓ[v](x, s; ξ, τ)f(ξ, τ)− ∂tΓ[v](x, s; ξ, τ)f(ξ, τ)

]
ds

=

∫ t′−ε

0

dτ

∫ t

t′
ds

∫ b

a

[
(∂tΓ[v] − ∂tΓ[v])(x, s; ξ, τ)(f(ξ, τ)− f(x, τ))

+ ∂tΓ[v](x, s; ξ, τ)((f − f))(ξ, τ)− (f − f)(x, τ))
]
dξ.
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Novamente, aplicando o Lema B.1.2 e denotando por K5 = K3(‖v−v‖1, 1
2

+

‖v − v‖β
1, 1

2

)‖f‖1, 1
2
, temos

|W3| ≤
∫ t′−ε

0

dτ

∫ t

t′
ds

∫ b

a

K5

(
1

|x− ξ|γ(1−β)(s− τ)
2−γ(1−β)

2

+
1

(s− τ)
3
2

)
e−C3

(x−ξ)2
s−τ |x− ξ|

+
K3

(s− τ)
3
2

e−C3
(x−ξ)2
s−τ ‖f − f‖1, 1

2
|x− ξ|dξ

≤ K6(1 + ‖f‖1, 1
2
)[‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2
]

∫ t′−ε

0

dτ

∫ t

t′
ds

∫ b

a

(
|x− ξ|1−γ(1−β)

(s− τ)
2−γ(1−β)

2

+
|x− ξ|

(s− τ)
3
2

)
e−C3

(x−ξ)2
s−τ dξ

≤ K6(1 + ‖f‖1, 1
2
)[‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2
]

∫ t′−ε

0

dτ

∫ t

t′
ds

∫ b

a

(
1

(s− τ)
1
2

+
1

s− τ

)
e−C3

(x−ξ)2
s−τ dξ

≤ K6(1 + ‖f‖1, 1
2
)[‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2
](T

1
2 + 1)

∫ t′−ε

0

dτ

∫ t

t′
ds

∫ b

a

1

s− τ
e−C3

(x−ξ)2
s−τ dξ

≤ K6(1 + ‖f‖1, 1
2
)[‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2
](T

1
2 + 1)

∫ t′−ε

0

dτ

∫ t

t′

1

(s− τ)
1
2

ds

≤ K6(1 + ‖f‖1, 1
2
)[‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2
]T (t− t′)

1
2 .

Como a estimativa para W2 vale para todo ε > 0, concluímos que

|W (x, t)−W (x, t′)| ≤ K7

(
1 + ‖f‖1, 1

2

)[
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+‖f − f‖1, 1
2

]
T

1
2 (t− t′)

1
2 ,

(B.42)

sendo K7 = K7(R, λ, T ) contínua em relação a T.

Segue-se que

‖W‖1, 1
2
≤ K7(R, λ, T )T

1
2

(
1 + ‖f‖1, 1

2

)[
‖v− v‖1, 1

2
+ ‖v− v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2

]
. (B.43)
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Assim sendo,

‖u− u‖1, 1
2

= ‖V ‖1, 1
2

+ ‖W‖1, 1
2

≤ K7

(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖u0 − u0‖1 + T
1
2 (‖f‖1, 1

2
+ 1)

)
(
‖v − v‖1, 1

2
+ ‖v − v‖β

1, 1
2

+ ‖f − f‖1, 1
2

)
,

sendo K7 = K7(R, λ, T, ‖u0‖1) contínua em T.

Corolário B.1.1. Nas condições do Teorema B.1.4, se u é solução de (B.39), então

‖u‖1, 1
2
≤ K7(R, λ, T, ‖u0‖1)

[
‖u0‖1 + T

1
2

(
‖f‖1, 1

2
+ 1
)
‖f‖1, 1

2

]
, (B.44)

sendo

K7 = K7(R, λ, T, ‖u0‖1) (B.45)

uma constante positiva e contínua em relação a T.

Demonstração. A demonstração segue com base no Teorema B.1.4 fazendo v = v,

f = 2f e u0 = 2u0.

B.2 Resultados Clássicos de Análise

Os dois próximos teoremas são resultados clássicos de Análise que serão

usados ao longo da tese. O primeiro pode ser encontrado em ([11], p. 158) e o

segundo em ([14], p. 187− 189).

Teorema B.2.1. Se X ⊂ Rn é um conjunto limitado, então toda aplicação

uniformemente contínua f : X → R é limitada.

De�nição B.2.1. Seja T um operador de�nido em um subconjunto Y de um espaço

de Banach X e suponha que T mapeia Y em X. Dizemos que T : Y → X é contínuo

em um ponto x0 ∈ Y se para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que ‖T (x)− T (x0)‖ < ε,

sempre que ‖x − x0‖ < δ, x ∈ Y. Isto é equivalente dizer que para toda sequência

(xm) em Y , convergindo para um elemento x0, a sequência (T (xm)) converge para

T (x0). Se T é contínua em todos os pontos de Y , dizemos que T é contínua em Y.

De�nição B.2.2. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que Y ⊂ X é pré-

compacto se toda sequência (xm) em Y possui uma subsequência (xm′) convergindo

para algum elemento x ∈ X. O elemento x pode não pertencer ao conjunto Y. Se

toda sequência (xm) em Y possui uma subsequência que converge para um elemento

de Y , dizemos que Y é um conjunto compacto.
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Claramente, Y é compacto se, e somente se, Y é pré-compacto e fechado.

De�nição B.2.3. Dizemos que K ⊂ X é convexo se para quaisquer x, y ∈ K,

tx+ (1− t)y ∈ K, t ∈ (0, 1).

Teorema B.2.2 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Seja Y um subconjunto

convexo e fechado de um espaço de Banach X e seja T : Y → Y um operador

contínuo tal que T (Y ) ⊂ Y é um conjunto pré-compacto. Então T possui um ponto

�xo, isto é, existe um ponto y0 ∈ Y tal que T (y0) = y0.



APÊNDICE C

O Modelo de Combustão em um meio

poroso com n camadas

O processo de combustão em meios porosos tem sido estudado por muitos

autores durante as últimas décadas. Aqui, estamos interessados em entendê-lo em

um meio poroso com n camadas, em que cada uma delas está saturada com um

combustível sólido, quando a porosidade e a condutividade do meio em cada são

funções da variável espacial.

No levantamento de algumas hipóteses, obtemos um modelo simples cujas

variáveis são a temperatura e a concentração de combustível não queimado em cada

camada. O modelo inclui transferência de calor entre as camadas.

Consideramos um meio poroso unidimensional horizontal, consistindo em

n camadas paralelas, cada uma contendo uma concentração inicial de combustível

sólido como o coque. A variável espacial é x, 0 < x < L, e a variável temporal é t,

t > 0.

Um esboço da geometria do meio pode ser vista na Figura C.1. A reação

química em cada camada toma a forma simples

[reagente sólido] + [reagente gasoso] → [produto gasoso] + [calor] . (C.1)
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Figura C.1: Meio poroso com n camadas paralelas

Para formular as equações de balanço, assumimos que o gás, a rocha porosa

e o combustível estão em equilíbrio térmico localmente no espaço e globalmente em

relação ao tempo, em cada camada. Consequentemente, apenas uma temperatura

é usada para o balanço de energia em cada uma delas. Porosidade e condutividade

em cada camada são assumidas como funções da variável espacial.

Efeitos de radiação, dissipação viscosa e trabalho por mudanças de pressão

são desconsiderados. Entretanto, uma taxa de reação, condução de calor

longitudinal, transferência de calor entre as camadas e perda de calor para a

formação rochosa circundante são consideradas.

Os índices g, r e c referem-se ao oxigênio, à rocha e ao coque,

respectivamente. Já o s refere-se a uma camada inteira, enquanto i, i = 1, . . . , n,

denota a i-ésima camada. Na i-ésima camada, as variáveis de estado dependendo de

(x, t) são a temperatura Ti, a concentração de combustível ηi, a fração de massa de

oxigênio na fase gasosa Yi, a velocidade de Darcy vi e a pressão pi.

As outras grandezas relevantes na i-ésima camada são a densidade do gás ρgi ,

dada por uma equação de estado independente da camada ρgi = ρg(Ti, pi); densidade

da rocha ρri ; porosidade Φi; condutividade térmica λi; calores especí�cos do gás, da

rocha e do coque, dados respectivamente por cgi , cri e cci ; pressão constante; taxa de

consumo de coque na reação química fi; calor de reação Qci ; resistência ao �uxo que

aparece na Lei de Darcy Ksi , que é diretamente proporcional à permeabilidade da

rocha e inversamente proporcional à viscocidade do gás; coe�cientes estequiométricos

relativos às massas de oxigênio e do gás inerte são moi e mgi , respectivamente,

ver [1]. A temperatura do meio externo é denotada por TE.

A grandeza mgi pode ser positiva, negativa ou nula se a quantidade de gás

produzida pela reação é maior, menor ou igual à quantidade de gás consumida por
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ele. Finalmente, o coe�ciente de transferência de calor entre as camadas i e i + 1 é

denotado por Qi, para i = 1, . . . , n− 1.

Na i-ésima camada, valem as seguintes equações:

Balanço de energia

Para i = 1,

∂

∂t

(
φ1ρg1cg1T1 + (1− φ1)ρr1cr1T1 + η1cc1T1

)
=

− ∂

∂x
(ρg1cg1v1T1) +Qf1f1 − Q̂1(T1 − TE) +Q1(T2 − T1)

+
∂

∂x

(
λs1

∂T1

∂x

)
. (C.2)

Para i = 1, . . . , n− 1,

∂

∂t

(
φiρgicgiTi + (1− φi)ρricriTi + ηicciTi

)
=

− ∂

∂x
(ρgicgiviTi) +Qfifi −Qi−1(Ti − Ti−1) +Qi(Ti+1 − Ti)

+
∂

∂x

(
λsi

∂Ti
∂x

)
. (C.3)

Para i = n,

∂

∂t

(
φnρgncgnTn + (1− φn)ρrncrnTn + ηnccnTn

)
=

− ∂

∂x
(ρgncgnvnTn) +Qfnfn −Qn−1(Tn − Tn−1)− Q̂2(Tn − TE)

+
∂

∂x

(
λsn

∂Tn
∂x

)
. (C.4)

Balanço de massa de combustível

∂ηi
∂t

= −fi . (C.5)

Balanço de massa de oxigênio

∂

∂t
(φiρgiYi) +

∂

∂x
(ρgiviYi) = −mifi . (C.6)

Balanço de massa do gás total

∂

∂t
(φiρgi) +

∂

∂x
(ρgivi) = mgifi . (C.7)
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Lei de Darcy

vi = −Ksi

∂pi
∂x

. (C.8)

Consideramos a condutividade em cada camada dada por uma média das

condutividades da matéria sólida (rocha e coque) e da fase gasosa

λsi = (1− φi)
(
(1− li)λri + liλci

)
+ φiλgi , (C.9)

em que λri , λci e λgi são as condutividades da rocha, do coque e da fase gasosa,

respectivamente, li é uma constante, tal que 0 ≤ li ≤ 1.

A taxa de consumo de coque na reação química em cada camada é dada

por uma versão da Lei de Arrhenius

fi = Aci(Yipi)
α ηi e

− Ê
RTi , (C.10)

em que Aci é a constante de Arrhenius, Ê é a energia de ativação, α é a ordem

da taxa de reação gasosa e R é a constante gasosa. Ê e α são iguais em todas as

camadas.

Introduzimos variáveis adimensionais para o espaço e tempo,

x̃ =
x

x∗
, t̃ =

t

t∗
, (C.11)

em que x∗ e t∗ são valores de referência para o espaço e o tempo, respectivamente.

A velocidade adimensional de Darcy na i-ésima camada é dada por

ṽi =
t∗vi
x∗

. (C.12)

Também introduzimos as variáveis adimensionais para a temperatura,

concentração de combustível, pressão e densidade de gás na i-ésima camada,

T̃i =
Ti
T ∗
, p̃i =

pi
p∗
, ρ̃gi =

ρgi
ρ∗g
, e η̃i =

ηi
ηoi
, (C.13)

em que T ∗, p∗ e ρ∗g são valores de referência para a temperatura, pressão e densidade

do gás, respectivamente; e ηoi é a concentração inicial de combustível na i-ésima

camada, que pode ser uma função da variável x. Desta forma, η̃i é a fração de

coque, remanescente na i-ésima camada, 0 ≤ η̃i ≤ 1. A densidade do gás ρ∗g é obtida

a partir da temperatura e da pressão de referência, usando a equação de estado.
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Ao de�nir a função adimensional

h(T, η, Y, p) = (Y p)α η e−
E
T , (C.14)

em que E = Ê
RT ∗

, a função da taxa de reação pode ser escrita como

fi = Aci h(Ti, ηi, Yi, pi).

Com estas variáveis adimensionais e retirando os tis (∼) de (C.11)-(C.13) e

de T̃E = TE/T
∗, para simpli�car a notação, o sistema (C.2)�(C.8) torna-se

∂

∂t

( (
φ1ρ

∗
gρ1cg1 + (1− φ1)ρr1cr1 + ηo1cc1η1

)
T1

)
= − ∂

∂x

(
ρ∗gρ1cg1v1T1

)
+
t∗ηo1Ac1Qf1(p

∗)α

T ∗
h(T1, η1, Y1, p1)− t∗Q̂1(T1 − TE)

+ t∗Q1(T2 − T1) +
t∗

(x∗)2

∂

∂x

(
λs1

∂T1

∂x

)
, (C.15)

∂

∂t

( (
φiρ
∗
gρicgi + (1− φi)ρricri + ηoi cciηi

)
Ti

)
= − ∂

∂x

(
ρ∗gρicgiviTi

)
+
t∗ηoiAciQfi(p

∗)α

T ∗
h(Ti, ηi, Yi, pi)− t∗Qi−1(Ti − Ti−1)

+ t∗Qi(Ti+1 − Ti) +
t∗

(x∗)2

∂

∂x

(
λsi

∂Ti
∂x

)
, (C.16)

∂

∂t

( (
φnρ

∗
gρncgn + (1− φn)ρrncrn + ηonccnηn

)
Tn

)
= − ∂

∂x

(
ρ∗gρncgnvnTn

)
+
t∗ηonAcnQfn(p∗)α

T ∗
h(Tn, ηn, Yn, pn)− t∗Qn−1(Tn − Tn−1)

− t∗Q̂2(Tn − TE) +
t∗

(x∗)2

∂

∂x

(
λsn

∂Tn
∂x

)
, (C.17)

∂ηi
∂t

= −t∗Aci(p∗)α h(Ti, ηi, Yi, pi) , (C.18)

∂

∂t
(φiρ

∗
gρgiYi) +

∂

∂x
(ρ∗gρgiviYi) = −t∗moiη

o
iAci(p

∗)α h(Ti, ηi, Yi, pi) , (C.19)

∂

∂t
(φiρ

∗
gρgi) +

∂

∂x
(ρ∗gρgivi) = t∗mgiη

o
iAci(p

∗)α h(Ti, ηi, Yi, pi) , (C.20)
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vi = −t
∗p∗Ksi

(x∗)2

∂pi
∂x

. (C.21)

Agora, dividimos (C.15), (C.16) e (C.17) pelo valor médio

¯ρrcr =
1

n

n∑
i=1

ρricri , (C.22)

(C.18) por ηofi , (C.19) e (C.20) por ρ∗g. A razão para dividir as equações (C.15),

(C.16) e (C.17) é porque todos os coe�cientes das equações resultantes variam em

um intervalo conveniente para cálculos numéricos. Para i = 1, · · · , n, obtemos o

seguinte sistema adimensional:

∂

∂t

(
(a1 + b1η1)T1

)
+

∂

∂x
(ĉ1v1T1) =

d̂1 h(T1, η1, Y1, p1)− q̂1(T1 − TE) + q1(T2 − T1) +
∂

∂x

(
λ1
∂T1

∂x

)
,

(C.23)

∂

∂t

(
(ai + biηi)Ti

)
+

∂

∂x
(ĉiviTi) =

d̂i h(Ti, ηi, Yi, pi)−qi−1(Ti − Ti−1) + qi(Ti+1 − Ti) +
∂

∂x

(
λi
∂Ti
∂x

)
,

(C.24)

∂

∂t

(
(an + bnηn)Tn

)
+

∂

∂x
(ĉnvnTn) =

d̂n h(Tn, ηn, Yn, pn)−qn−1(Tn − Tn−1)− q̂2(Tn − TE) +
∂

∂x

(
λn
∂Tn
∂x

)
,

(C.25)

∂ηi
∂t

= −Âi h(Ti, ηi, Yi, pi) , (C.26)

∂

∂t
(φiρgiYi) +

∂

∂x
(ρgiviYi) = −Bi h(Ti, ηi, Yi, pi) , (C.27)

∂

∂t
(φiρgi) +

∂

∂x
(ρgivi) = Di h(Ti, ηi, Yi, pi) , (C.28)
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vi = −Ki
∂pi
∂x

. (C.29)

sendo 0 < x < L, t > 0. Em (C.24) i = 2, · · · , n − 1; em (C.26), (C.27), (C.28) e

(C.29) i = 1, · · · , n. Os coe�cientes são dados por

ai =
φiρ
∗
gρgicgi + (1− φi)ρricri

¯ρrcr
, bi =

ηoi cci
¯ρrcr

, ĉi =
ρ∗gρgicgi

¯ρrcr
, d̂i =

Aiη
o
iQfi

T ∗ ¯ρrcr
,

(C.30)

Âi = t∗Aci(p
∗)α, λi =

t∗λsi
(x∗)2 ¯ρrcr

, Bi =
moiAiη

o
i

ρ∗g
, Di =

mgiAiη
o
i

ρ∗g
, Ki =

t∗p∗Ksi

(x∗)2
,

(C.31)

qi =
t∗Qi

¯ρrcr
, q̂1 =

t∗Q̂1

¯ρrcr
, q̂2 =

t∗Q̂2

¯ρrcr
, (C.32)

sendo que em (C.30) e (C.31), i = 1, · · · , n, e em (C.32), i = 1, · · · , n− 1.

Os coe�cientes de�nidos em (C.30)�(C.32) dependem das grandezas físicas

nas camadas. Muitas destas grandezas físicas podem depender de x e de t, tais

como φi, λi e ηoi , mas, neste estudo, consideraremos todas elas como constantes.

Desta forma, ai, bi, ci, di, λi, Ai, Bi, Di, qi, q̂1, q̂2, e Ki são todas constantes

não negativas, exceto Di, que, dependendo do coe�ciente estequiométrico mgi , pode

ser positivo, negativo ou zero.

Uma maneira conveniente de tratar o sistema (C.23)-(C.29) é assumir, em

uma primeira análise, que os �uidos são incompressíveis. Daí, podemos negligenciar

as mudanças de volume e de pressão devido à reação química. Estas hipóteses

simpli�cam nossas equações e isolam os principais efeitos da temperatura. Assim,

para i = 1, · · ·n, assumimos que ρi é um valor médio constante, denotado por ρ̄i,

que independe da temperatura e da pressão; mgi = 0 e, desta forma, D̃i = 0.

Estamos interessados na situação física em que o oxigênio é injetado no meio

poroso em x = 0. Assim, todo o combustível sólido se queima e uma frente de reação

propaga-se para a direita. Desde que D̃i = 0, de (C.28), temos que ∂vi
∂x

= 0. Logo, vi
depende somente do tempo e pode-se relacionar com condições de contorno no �nal

da injeção. Por simplicidade, assumimos que vi é constante. Além disso, em (C.29)

vemos que pi pode ser facilmente calculado usando a pressão de injeção.

Com estas simpli�cações, as equações (C.28) e (C.29) são automaticamente

satisfeitas, e (C.23)-(C.26) estão acopladas com (C.27) somente pelo fator (Yipi)
α
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na função h. Por simplicidade, tomamos este fator como uma constante conhecida.

Desta forma, obtemos o seguinte sistema adimensional modelando a temperatura e

a concentração do combustível:

∂

∂t

(
(a1 + b1η1)T1

)
+

∂

∂x
(c1T1) =

d1 f(T1, η1)− q̂1(T1 − T̂E) + q1(T2 − T1) + λ1
∂2T1

∂x2
, (C.33)

∂

∂t

(
(ai + biηi)Ti

)
+

∂

∂x
(ciTi) =

di f(Ti, ηi)−qi−1(Ti − Ti−1) + qi(Ti+1 − Ti) + λi
∂2Ti
∂x2

, (C.34)

∂

∂t

(
(an + bnηn)Tn

)
+

∂

∂x
(cnTn) =

dn f(Tn, ηn)−qn−1(Tn − Tn−1)− q̂2(Tn − T̂E) + λn
∂2Tn
∂x2

,

(C.35)

∂ηi
∂t

= −Ai f(Ti, ηi) , (C.36)

em que 0 < x < l, t > 0.

A função f é de�nida por

f(T, η) = ηe−
E
T , (C.37)

e os novos coe�cientes são

ci = ĉi vi, di = (Yipi)
αd̂i, Ai = (Yipi)

αÂi, i = 1, · · · , n. (C.38)

Os outros coe�cientes ai, bi e λi, para i = 1, · · · , n, qi, para i = 1, · · · , n−1,

e q̂i, para i = 1, 2, são os mesmos de�nidos em (C.30)-(C.32). Consideramos todos

estes coe�cientes como constantes não negativas.
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