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Resumo

Batista, Marcos Roberto. Solugoes Classicas para um Problema de
Combustao em Meios Porosos com n Camadas. Goiania, 2019. 97p.
Tese de Doutorado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias (UFG).

Neste trabalho, estudamos as solugoes classicas para um sistema parabolico de
equacoes de reacao-difusao-conveccao, acoplado a um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias, com condicoes iniciais e de contorno num dominio limitado.
O sistema acoplado modela a propagacao de uma frente de combustao através de
um meio poroso com n camadas, onde as variaveis dependentes sao as temperaturas
e as concentragoes de combustivel em cada camada. O modelo é uma generalizagao
para o modelo de duas camadas estudado em [9)].

Problemas para sistemas de equagoes parabolicas acoplados com sistemas de
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs), onde o acoplamento se da tanto nas
funcoes de reacao quanto nos coeficientes do operador diferencial associado, sao
pouco conhecidos na literatura. Na teoria classica em geral, o acoplamento aparece
somente nas fung¢oes de reacdo, como, por exemplo, em [25].

Inicialmente, usando o Método Iterativo Mondétono, provamos a existéncia e
unicidade de uma solucao global no tempo para o caso particular em que as
concentracoes de combustivel em cada camada sao fungoes conhecidas. A seguir,
mostramos a existéncia da solucao local no tempo para o problema completo
quando as concentragoes de combustivel sao funcoes desconhecidas. A prova é obtida
definindo um operador no conjunto das fung¢oes Holder Continuas e mostrando que
0 mesmo possui um ponto fixo que é solucao local para o problema. Esta solucao
pode ser estendida a uma solucao global no tempo para o problema, desde que as

derivadas espaciais da temperatura em cada camada sejam funcoes limitadas.

Palavras—chave
Combustao em meios porosos. Reacao-difusao. Método Iterativo Mondtono.

Solucoes fundamentais. Solucao maximal.



Abstract

Batista, Marcos Roberto. Classical Solutions to a Combustion Pro-
blem in Porous Media with n Layers. Goiania, 2019. 97p. PhD. Thesis
. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias
(UFG).

In this work, we study the classical solutions for a parabolic system of
reaction-diffusion-convection equations, coupled to a system of ordinary differential
equations, with boundary and initial conditions in a bounded domain. The coupled
system models the propagation of a combustion front through a porous medium
with n layers, where the dependent variables are the temperatures and the fuel
concentrations in each layer. The model is a generalization for the two-layer model
studied in |9].

Problems for parabolic equations systems coupled with Ordinary Differential
Equations (ODEs) system, where the coupling occurs in both the reaction functions
and the associated differential operator coefficients, are little known in the literature.
In classical theory in general, the coupling appears only in the reaction functions,
for example in [25].

Initially, using the Monotone Iterative Method, we prove the existence and
uniqueness of a global solution in time for the particular case where the fuel
concentrations in each layer are known functions. Next, we show the existence of the
local solution in time for the complete problem when the concentrations are unknown
functions. The proof is obtained by defining an operator in the Continuous Holder
function set and showing that it has a fixed point that is a local solution to the
problem. This solution can be extended to a global solution in time for the problem,
provided that the spatial derivatives of the temperature in each layer are bounded

functions.

Keywords
Combustion in porous media. Reaction-diffusion. Monotone Iterative

Method. Fundamental solutions. Maximal solution.
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INTRODUCAO

Solucoes de modelos matematicos para problemas de combustao em meios
porosos sao importantes em vérias aplicagoes, por exemplo, no estudo da viabilidade
de recuperacao de petréleo em pocos petroliferos que ja pararam de produzir por
processos naturais.

Existe uma vasta literatura sobre problemas de combustao em meios
porosos. Quanto mais realistico é o modelo, maior é o nimero de variaveis e de
parametros que devem ser incluidos nele. Isto dificulta a anilise matemaética dos
mesmos. Em geral, os resultados sao obtidos numericamente, ver, por exemplo
|4, 5, 18].

O modelo matematico apresentado governa a variacao de temperatura e a
concentracao de combustivel através de um meio poroso constituido por n camadas
paralelas, com propriedades fisicas distintas como porosidades, capacidades térmicas,
condutividades, etc. Um resumo do modelo é apresentado no Capitulo 1 e a deducgao
detalhada no Apéndice C.

Mais recentemente, alguns autores na area de Matematica Aplicada vém
trabalhando com modelos de combustao em meios porosos simplificados, de tal modo
que sao possiveis de serem analisados com as teorias matematicas hoje disponiveis.

Como exemplos, citamos:

e Em [6], os autores determinaram solugbes do tipo ondas viajantes para um
modelo de duas fases que representa a combustao de 6leo com oxigénio em um

meio poroso.

e Em [7], os autores apresentaram um modelo de combustao de combustivel
solido com oxigénio em um meio poroso com duas camadas e provaram a

existéncia de ondas viajantes.

e Em [8], os autores provaram a existéncia e unicidade de solugdo do problema
de Cauchy para o modelo deduzido em [7], num caso simples no qual as
concentracoes de combustivel sao funcoes conhecidas. O caso completo em
que as concentracoes de combustivel nao sao funcoes conhecidas foi estudado
em [9].
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e Em [17], o autor provou a existéncia e unicidade de ondas viajantes de
combustao para o modelo de escoamento em meios porosos altamente

resistentes, proposto em [2].

e Em [16], os autores mostraram a existéncia e estabilidade nao linear de frentes
viajantes de combustao para um modelo de combustao sem gas, com perda de

calor.

e Em [3], os autores obtiveram todas as sequéncias de ondas para a solugao do
problema de Riemann para um modelo de combustao em meios porosos, com

combustivel sélido.

e Recentemente, em [10], os autores provaram a existéncia e multiplicidade de

frentes de combustao para o mesmo modelo estudado em [6].

No presente texto, estudamos a existéncia de uma solucao global no tempo
para um problema de valor inicial e de contorno associado a um sistema de n
equagoes diferenciais parciais (EDPs) parabdlicas nao lineares, acopladas com n
equacoes diferenciais ordinarias. O problema modela a propagacao de uma frente de
combustao através de um meio poroso constituido por n camadas paralelas com
propriedades fisicas distintas, como porosidades, capacidades térmicas,
condutividades, etc. A reacdao de combustao envolve oxigénio e um soélido
combustivel. Para a analise matematica, o problema é escrito na forma adimensional.

Problemas para sistemas de equacoes parabolicas acoplados com sistemas
de EDOs, em que o acoplamento é completo, isto é, se da tanto nas funcoes de reagao
quanto nos coeficientes do operador diferencial associado, sao pouco conhecidos na
literatura. Na teoria classica em geral, o acoplamento é mais simples, aparecendo
somente nas fungdes de reagao, como, por exemplo, em [25]. A dificuldade, no caso
em que o acoplamento é completo, é que, num processo iterativo para determinar
a existéncia de solucdao, o operador diferencial varia em cada iteracao, o que nao
acontece em problemas com o acoplamento somente nas fungoes de reagao. A seguir,
descrevemos como esta tese é apresentada.

Conforme ja referido acima, um resumo do modelo é feito no Capitulo 1.
No Capitulo 2, como resultados preliminares, fazemos um breve resumo do Método
[terativo Mono6tono a partir de sub e supersolucoes para resolucao de sistemas
de equactes parabolicas semilineares. As demonstracoes foram omitidas por serem
demonstracoes padrdes da literatura, como ocorre em [24].

No Capitulo 3, estudamos o problema para o caso particular em que
as concentracoes de combustivel em cada camada sao funcoes conhecidas. Para
mostrar a existéncia e unicidade da solucao deste problema, usamos o Método

Iterativo Monétono a partir de sub e supersolucoes. Esta solucao é usada para
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resolver o problema completo, no qual as concentragoes de combustivel sao também
consideradas como incognitas.

No Capitulo 4, provamos a existéncia de uma solucao local para o problema
completo. Neste caso, nao foi possivel usar o Método Iterativo Mono6tono, uma vez
que o sistema nao pode ser escrito na forma semilinear. A prova se baseia em uma
andlise cuidadosa da solucao fundamental para equacoes parabodlicas obtidas pelo
Método Parametrix. Seguindo o mesmo procedimento de [9], mostramos a existéncia
de uma solucao local no conjunto das func¢oes Holder continuas, onde construimos
um operador que deixa invariante uma bola neste conjunto.

Neste ponto, usamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para garantir
a existéncia de um ponto fixo para este operador e verificamos que o mesmo é
solucao local do problema completo. Este método nao permitiu provar a unicidade
da solucao, pois o0 mesmo nao garante que o ponto fixo encontrado seja tnico.

No Capitulo 5, usando o método de fungoes auxiliares, conforme [23],

procuramos estender a solucao local a uma solucao global no tempo.
A demonstracao depende de estimativas das derivadas espaciais da temperatura nas
diversas camadas. Para o modelo de duas camadas, estas estimativas podem ser
provadas do mesmo modo como em [9]. Para o modelo com mais de duas camadas,
estas estimativas ficaram em aberto, embora evidéncias numéricas sugerem que as
mesmas continuam validas.

Apobs o Capitulo 5 apresentamos as conclusoes do trabalho, incluindo uma
lista de possiveis trabalhos futuros relacionados ao tema.

No Apéndice A, descrevemos a lista de simbolos que aparecem ao longo do
texto.

No Apéndice B, seguindo [24], apresentamos um resumo dos principais
resultados sobre solugoes fundamentais para equacoes parabdlicas.

Finalmente, no Apéndice C, usando as equacoes de balanco da fisica,
deduzimos detalhadamente o sistema de EDPs que modela a propagacao de uma

frente de combustao através de um meio poroso constituido de n camadas paralelas.



CAPITULO 1

Modelo

O objetivo deste capitulo é apresentar o sistema que modela a propagacao
de uma frente de combustao em um meio poroso, formado por n camadas, contendo
gas e um solido combustivel, e, em seguida, definir um problema de valor inicial e
de contorno associado a este sistema.

O meio poroso é considerado unidimensional e com n camadas paralelas.
Cada camada possui uma concentracao de combustivel inicial. Denotamos por
x € |0, f] a variavel espacial e por t > 0 a variavel temporal. As variaveis dependentes
de coordenadas (z,t) sdo a temperatura w;(z,t) e a concentragdo de combustivel
yi(z,t), definidas em cada camada i, i = 1,...,n. No modelo, assumimos que a
primeira e a n-ésima camada perdem calor para o meio externo e que ha transferéncia
de calor apenas entre as camadas i e i+ 1, com 1 < i <n— 1. A temperatura do
meio externo é denotada por ug.

O sistema é formado por n equacgoes parabdlicas nao lineares acopladas
com n equagoes diferenciais ordinarias e deduzido a partir das leis de conservagao
de massa e de energia, da Lei de Darcy e de uma versao da Lei de Arrhenius que
descreve a taxa de consumo de combustivel na reacao quimica. A dedu¢ao do modelo
se encontra no Apéndice C.

Nestas condicoes, o sistema é dado por

( ((a1 +bryr)ur) + er(ur)e = diyrg(ur) + qu(ug — ur) + A (U1)ee — G (U1 — ug),
((as + byi)us)e + ci(ug)e = diysg(wi) — qio1(wi — wim1) + Gi(Uip1 — u;)
FAi(Ui)ge s 2<i<n-—1,
((an + bpyn)tun)t + cn(tn)e = dpyng(tn) — Gn1(tn — Un_1) + A (Un) 2z
—Go(up — ugp),

L (yz)t = _Azyzg(uz)a L= ]-7 <o N,

sendot > 0,0 <z </¥, a;,b;,¢;,d;, Aiy Niy qiy @y, G, cOnstantes positivas e

e_%, se u > 0,
9(u) = { (1.2)

0, se u<0,
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em que F é uma constante positiva, relacionada a energia de ativacao da reagao.

Dentre as constantes que aparecem no modelo, destacamos a constante g;,
que denota o coeficiente de transferéncia de calor entre duas camadas vizinhas. Note
que, se ¢q; = 0, o sistema seria desacoplado nas variaveis uy, ..., U,.

De (1.1), segue que

([ (a1 + bayr) (wn)e + ba(y1)eun + er(un)e = digng(un) + qa(ug — w) + X () e
—q1(u1 — ug),
(ai + biyi) (wi)e + bi(ys)ewi + ¢i(wi)e = diyig(ui) — g1 (ui — ui1)
+qi(Uig1 — i) + Ai(Ui)ge, 2<1<n—1,
(@ + bnYn) (Un )i + b (Yn)etin + Cn(Un)e = dnyng(Un) = Gn1(Un — Up_1)
+)‘n<un)m - @(un - UE),
. (yi)e = —Awig(u;), i=1,...,n.

(1.3)
Em (1.3), substituindo a equacdo diferencial ordinaria no sistema de

equacoes parabolicas, obtemos

( (a1 + biyr)(ur)e — brAwyrg(ur)ur + ci1(ur)e = diyig(ua) + qu(ug — ur) + A (1) e
—qi(w — ug),
(@i + biyi) (u)e — biAgysg(wi)ui + ¢i(wi)e = diyig(u;) — o1 (u; — ui—1)
+qi(Uiyr — ui) + Xi(Ui)aw, 2<0<n—1,
(@n =+ bnyn) (un)e = bn Anyng(tn)tn + Cn(tn)e = dnyng(tn) = g (tn — tUn-1)
F A (Un) 2z — (U — up).

(1.4)
Reescrevendo o sistema (1.4), temos
(ulzt — ot (W) + i () = filu, ),
(i)t = oty (Wi)oa + o (Wi)o = filw, ), 2<0<n—1, (1.5)

(un)t - an_i\gnyn (un)mm + an_fgnyn (un)x - fn(ua yn)a
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sendo
Silu, ) = (blAﬂjzllJ—rirCll)ﬁilg(m) * a fllnyl (ug —ur) — a J;]_lbly1 (w1 — up),
filu, ) = (biAﬂZ;—LFOZl)Z)y?fg(Ui) o (ii‘_;iyi (u; — ui1)
+ai—i—q—ibiyi(ui+l_ui)’ 2<i<n-—1ce
) - Lot )t
T f_anyn (un — ug),
(1.6)
em que u = (U, ..., Up).
O sistema (1.5) pode ser escrito na seguinte forma:
{ (wi)e — Liu; = fi(u,y;), @€ (0,€), t>0, (1.7)
(Yi)e = —Awig(wi), x € (0,0), t>0,
em que u = (U, ..., Up),
Liu; = az—i\—lbzyl(m)m - %+C—M(Uz)x, (1.8)

fi(u,y;) € a fungao de reagao dada por (1.6) e g é a funcao definida em (1.2).
O operador (u;); — Lyu; é uniformemente parabolico, pois ay <

ag, Y(x,t) € 10,¢] x [0,T], onde oy = min{aij‘giyi,i =1,...,n}

e agzmax{ai;\giyi,i: lL,...,n},¢>0,T>0.

O objetivo deste trabalho é estudar as solugoes classicas para o seguinte

Ai
a;+b;yi(x,t) S

problema de valor inicial e de contorno:

(wi)e — Livi = fi(u,y:), = € (0,¢), t>0,
(yi)e = —Aiyig(u;), =€ (0,0), t>0,

(1.9)
(ui($a O)a yl(xa 0) = (ui,0($)7yi,0($))’ YIS [Oag]a
Oz lg=0 O’ Ox lg=p O’ te (O’T]u
em que u = (Uy,...,Up) €y = (Y1,...,Yn). As fungdes u;o e ;0 530 ndo negativas e

limitadas em [0, /], e f;(u,y;) é a fungao de rea¢do definida em (1.6).
No Capitulo 3, consideramos uma versao simplificada do problema (1.9),

retirando as equacoes (y;); = —A;y:9(u;), no qual supomos que, na primeira equagao
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de (1.9), as fungoes y; sejam conhecidas. Assim, o problema torna-se

(ui)t - Lzuz = fz(uayz)a YIS (07€)7 t> Oa

ui(x,0) = u;o(z), x €0, (1.10)
Ju; _ Ou; —
Bz oo = Y ng—o, t> 0.

Utilizamos o Método Tterativo Monotono [24], apresentado no Capitulo 2,
para mostrar que o problema de valor inicial e de contorno (1.10) possui uma solugao
classica tinica u = (uq, ..., u,), definida globalmente no tempo, isto é, determinada
em [0,¢] x [0,T], para qualquer 7" > 0. Esta solu¢do serd usada para resolver o
problema (1.9).



CAPITULO 2

Método Iterativo Monbétono para Sistemas

de Equacoes Parabodlicas Semilineares

As notagoes que aparecem ao longo deste e dos proximos capitulos estao
definidas no Apéndice A.

O objetivo deste capitulo é fazer um breve resumo do Método Iterativo
Monétono, cujos detalhes podem ser encontrados em [24]. De agora em diante, em
todo o texto, a menos que se diga o contrario, 1 =1,...,n.

Aqui fixamos a < b e T > 0 qualquer. Em cada ponto (z,t) € (a,b) x (0,T]
e para cada 7, considere o operador eliptico

0%u; ou,;

Liui = ai(x,t)aTZZ + bz(x,t)%,

em que as funcoes a;(x,t) e b;i(z,t) sdo tomadas como Holder Continuas em
[a,b] x [0,T].

Considere o problema

(ui)t - Lzuz = fi<$,t,u1, s aun)a (l',t) € (a>b) X (OaT]a
ui(z,0) = u;o(z), x € [a,b],

2.1
i, t) =0, te (0,7, (2.1)
9ui(b,t) =0, te (0,7,

sendo u; : [a,b] = R uma funcdo continua.
A funcao f; é tomada como Holder continua em [a,b] x [0,T] x J", sendo J

algum intervalo limitado em R.

Definigao 2.0.1. Uma solugao classica para o problema (2.1) é uma funcao
u = (ui(z,t),...,un(z,t), em que u; € C*((a,b) x (0,T]) N C*([a,b] x (0,T]) N
C%([a,b] x [0,T]) e satisfaz (2.1).

Defini¢ao 2.0.2. A fungao f; = fi(z,t,uq,...,u,) é dita quase-monotona

nao-decrescente, se fixado (z,t,u;), f; € ndo-decrescente em u;, i # j.
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A funcdo f = (fi,..., fn) é dita quase-mono6tona nao-decrescente em J" C R" se
fi, ... fn sao quase-monotonas nao-decrescentes.

Definigao 2.0.3. Dizemos que u = (uy,...,u,), com u; € C*((a,b) x (0,7]) N
Cl([a,b] x (0,T]) N C°([a,b] x [0,T]), ¢ uma supersolugao para o problema (2.1) se

(ﬂz)t — Llﬂl Z fi(x,t,ﬂl, . ,ﬂn), (.fll',t) € (CL, b) X (O,T],
ui(x,0) > u;o(z), =€ la,b],

_ 2.2
Ge(a1) 20, te(0,7], 2
9% (1) > 0, t € (0,T).

De modo analogo, dizemos que @ = (Uj, ..., Uy,), com u; € C*((a,b) x (0,7]) N

C([a,b] x (0,T]) N C%Ja,b] x [0,T]) é uma subsolugdo para o problema (2.1) se
satisfaz as desigualdades reversas de (2.2).

Definigao 2.0.4. Um par de sub e supersolug¢oes u = (U, ..., u,) e u = (Uy, ..., Uy,)
é ordenado se u; < u;, para todo i. Neste caso, escrevemos u < 1.

O conjunto
<tu,u>={u=(uy,...,u,) € (C°([a,b] x [0, T]))": u<u<u}

¢ chamado setor determinado pelas sub e supersolucdes. Se o setor < u,u > esté
contido em J", entao, na definicao de funcao quase-monotona, é suficiente tomarmos
J" =< u,u > . Isto significa que, se u(z,t) = (ui(x,t),...,u,(x,t)) €< u,u >,
entdo u;(x,t) € J, V(z,t) € [a,b] x [0,T].

Aqui, assumimos que existem fun¢oes limitadas ¢; = ¢;(z,t) e ¢ = ¢(x, 1)

tais que
—ci(ui —v;) < filur, .. un) = filvr, - vn) < Glug — vi), (2.3)
para todos u = (uy,...,u,), v = (v,...,v,) € < w,u >, com (Uy,...,U,) <
(U1, ey 0n) < (U, ty) < (U, ..y Up).
Se Fi(x,t,u,...,up) = (0, t)u; + fi(w, t,us, ..., uy), pode-se mostrar que:

e [ ¢ Holder continua em [a, b] x [0,T]x < @, u > se ¢; também o é.
e [ ¢ monotona nao-decrescente em u; €< U, u > .

Com estas condi¢oes sobre F;, comecando com uma iteracao inicial

(ugo), e ,u,(lo)), é possivel construir uma sequéncia de solucoes
{u®} = {(ugk), o ,u;k))}, definida sucessivamente pela solucdo da equacao linear

Lul = @), = L + el = R, uE ) em (a,0) x (0,77,

i 7 n
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sujeita as condigoes

o (b,t) =0, te (0,7],

em que k£ = 1,2,... O proximo teorema apresenta o principal resultado do método

iterativo mondtono.

Teorema 2.0.1. Sejam u = (uy,...,u,) e u = (Uy,...,u,) sub e supersolugoes
ordenadas, respectivamente, do problema (2.1). Seja f = (f1,..., fn) uma funcdo
quase-mondétona nao-decrescente em < u, u >, satisfazendo (2.3). Entao o problema

(2.1) possui uma tnica solu¢ao u = (uy,...,u,) €< U, u > .

Demonstracao. Fizemos aqui apenas um roteiro da demonstracao, seguindo
([24], p. 384-401). Primeiro, constréi-se sequéncias de supersolucdes {u¥)} =
(@, .. g}, comu®@ = @, ... u©) e subsolucdes {u®} = {(u®, ... u{},
com u® = (0%, ... u!”). A seguir, mostra-se que {u®} ¢ mondtona nio-crescente

e que {u®} ¢ monotona nao-decrescente, isto &,
u? <" <7D <u@® em [0, 0] x [0, 7).

Finalmente, mostra-se que ambas as sequéncias {#®} e {u®} convergem para uma
tnica fungio u = (uq,...,u,) €< U,u > e que, de fato, u é a Gnica solugao cléassica
de (2.1). 0



CAPITULO 3

Existéncia e Unicidade de Solucao para o
Problema de Combustao com

Concentracoes de Combustivel Conhecidas

Conforme ja observado no inicio do Capitulo 2, as notacoes usadas neste
trabalho estdao definidas no Apéndice A. Apenas para enfatizar, denotamos por
Qr = (0,0) x (0,7), Qr = [0,4] x [0,T] e Qp = [0,4] x (0,7], com £ > 0, T > 0.
Onde aparecer o indice i, a menos que se diga o contrario, i = 1,...,n.

Para estudarmos as solugoes do problema (1.9), vamos primeiramente
considerar uma versao simplificada deste em 7, omitindo de (1.9) o sistema de
EDOs (yi): = —Aiyig(u;) e supondo que as concentragbes de combustivel que
aparecem nos coeficientes do operador L; e nas fun¢oes f; sejam funcoes conhecidas
e limitadas y; = y;(x,t), assumindo valores no intervalo [0,1]. Neste caso, (1.9)

reduz-se ao seguinte problema:

(ui)e — Liug = fi(u,y:), (z,t) € Qr,

ui(r,0) = u;o(z), x€l0,4], (3.1)
Ou; _ ou; _
Oz lg=0 O’ Ox lg=p 07 te (O7T]7

com L; dado por (1.8) e f; dada por (1.6).
Neste capitulo, usamos o Método Iterativo Mondtono de sub e
supersolucgoes, apresentado no Capitulo 2, para mostrar a existéncia e unicidade da

solugao classica para o problema (3.1).

Definigao 3.0.1. Uma solugao classica para o problema (3.1) ¢ uma funcao
u= (uy(z, 1), ..., up(x,1)), em que u; € C*1(Qr) N CHQ) NCO(Q) e satisfaz (3.1).

Note que neste e nos proximos capitulos, a exigéncia de que a solucao cléssica
pertenca ao conjunto C'(Qr) é porque as condigoes de fronteira sao condigoes de

Neumann. Veja Observacao 3.
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Defini¢ao 3.0.2. Uma aplicacdo f; = fi(u,y;) é quase-mondtona nao-decrescente
se fixado (z,t,w;), f; é ndo-decrescente com respeito a u;, com ¢ # j.

Uma aplicacdo f = (fi,...,fn) é quase-mondtona nao-decrescente em algum
paralelepipedo J; x - -+ X J,, se todas as funcées componentes f1,..., f, forem

quase-monotonas nao-decrescentes.

Defini¢do 3.0.3. Dizemos que U = (Uy,...,U,), com u; € C*Y(Qr) N CI(QT) N

C°(Q7), é uma subsolucio para o problema (3.1) se

(W) — Liw; < fi(w,v:), (x,t) € Qp,

ui(x,0) <wuio(z), x €0, (3.2)
o1 o1
T loeo =00 T, =0, t € (0,7).
S~ ~ ~ 2,1 10
Analogamente, uma aplicacdo u = (uy,...,u,), com u; € C>'(Qp) N C'(Qr) N

C°(Qy), ¢ uma supersolucio para (3.1) se forem consideradas as desigualdades

reversas de (3.2).

Definicao 3.0.4. Um par de sub e supersolucbes u e u é ordenado, neste caso,
escrevemos u < u, se U;(z,t) < u;(x,t), para todo (z,t) € [0,£] x [0,T].

O conjunto
<, u >={(ug,...,u,) € (COQ))™ : Uy, ..., Un) < (ur, ... upn) < (Ury ..., Upn)} €
chamado de setor determinado pela sub e supersolucoes.
Se o setor < u,u > esta contido em J; X --- X J,,, entdo, na definicdo de aplicacio
quase-monotona, é suficiente tomarmos J; X --- X J, =< u,u >, como no
Capitulo 2.

Lema 3.0.1. Seja T > 0. Assuma que a;, b; e A; sdo nimeros estritamente positivos
e u; o sao fungoes limitadas nao negativas definidas em [0, £].
Sejam u(z,t) = (0,...,0) e u(z,t) = (¢(t),...,¢(t)), em que

p(t) = (D ltiollo + B)e™ =B, 0<t<T, (3.3)
i=1
com a = maX{Aal—f’l,...,A#lL’"} e B = maX{ACflbl,...,A‘i%n}. Suponha que

n
E |luiolleo > ug € que as concentragoes de combustivel y; em cada camada
i=1
assumem valores no intervalo [0, 1]. Entao u ¢ uma subsolugio e u ¢ uma supersolu-

¢do do problema (3.1) em Q.
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Veja que a hipotese Z |uiollo > up garante que p(t) > ug, para todo

i=1
0 <t <T. De fato,

P(t) —up = (Z [uiolloo + 5) e — B —ug
=1
= luiolloe® + Be™ — B — ug
i=1
= Z [ti 0]l s + B = B — up + upe™ — upe™
(Zuuzoum—w) 4 B = 1) upl(e — 1)

— (Z wiolloo — uE> e + (e — 1) (up +8) >0
i=1

Agora, demonstramos o Lema 3.0.1.

Demonstracao. Evidentemente, u é subsolugao de (3.1).
Para mostrar que u é supersolucao de (3.1), observemos que, para todo i,
temos
Ai
a; + biyi

- O‘(Z [[wiolloo + 5) e
=1

Mostramos agora que (u;); — L;u; > fi(u,y;), ¥V i. De fato, para i = 1, temos

C;

(ﬁ/z)t - Lzuvz = (az)t - m

~ (b1 Ar(t) + dl)yle“‘:(f) ¢ qQ
1) = + 1) — o)) — — B (p(t) —
i) = BEEO LI | ) — (1) — (1) — e
n yles;(]tz)
— S0 A | [ S luiolloe + B8 ) e = B +dy p L
{ ' 1[(1-1 ol B)e 6] 1}a1+b1y1
q1
1 (ot —
e (olt) — )

b A b A d
i (ol ) - Pad s

T —i—by ar +biyr a1+ by

q1
— 1 (ot —
() )
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. blAl - Arby ( dy >
o ay ‘|‘b1y (Z||u20||00+/8) a1+b1y1 B Albl

q1
— 1 (p(t) —
(o) )

T )
S ui, oo+6 ea
(2t
< a(z lssolloe + B) e

=1

= (ﬁl)t — Llﬂl.

Para 2 < i < n — 1, observamos que

(bzAzSO(t> + dl)yl€%

(uw,y) = —({i—1. ZO
fz(uayz) a; + bzyz qi—1 0 + q
" =0
) at d yle
{ {(Z||UZ’OHOO+B)€ B] " Z}Clz“l'biyi
1
<a_{bA (Z||uzo||oo+ﬁ) BbiAieri}

O“

(G a)er -5
i A . d;
=BRSS5 ol 8) e - 3 - 121}

1 i=1 Z
a(z |wiolloo + ﬁ) e

=1

(=

Finalmente, para ¢ = n, temos

—F

~ (bnAnp(t) + dn)ynes® In—1 q2
= t) — t)) — ——M—
n —E
»(t)
= S baAn | (D Ilu; at _ d, v I
{bn n|:(i—1 ||UZ,0||OO+ﬁ)6 6:| + }an“‘bnyn

[P

- m(@(ﬂ —ug)

(p(t) — up)
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- By Ay dy,
o Cl,n‘{’bnyn(;nuzonoo—'—ﬁ) an+bnyn + an+bnyn

- A,b, d,
- an+bnyn(zz||um”°°+ﬁ> t + bpln <6_ Anbn>
< 7’L n . at
< Il (g ool + 5 )
< a(z i llc +B> eot
=1

— (ﬂn)t - Lnﬂn

Veja também que

= ((Z Huz,OHoo + ﬁ) 0 _ G,..., (Z ||ul,0Hoo + ﬁ) 0 _ 6)
=1 i=1

n
_ (Z lolloer - S uui,oum)
=1 =1
> (u10(z), ..., Uno()).
Da mesma forma, temos que

ou; ou; B .
o IZO—O e o m:f_07 Vi.

Logo, u & supersolucao de (3.1). O

Como u > u, podemos definir o setor
<uu>={u= (ur,...,u,) € (COQr))": 0 <u; < p(t)}.

Lema 3.0.2. Se a;, b; > 0 sao constantes positivas e y; é a funcao de concentracao
de combustivel em cada camada i, entdao a fun¢io de reagao f = (fi,..., f,) do

sistema (3.1) é quase-mondtona ndo-decrescente em < U, u >.

Demonstracao. De fato, basta observar que, para todo 1,

Ofi
8uj

>0, com j #i.
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Lema 3.0.3. Assuma que aq,...,a, e b; s2o constantes positivas e yi,..., ¥, Sa0

funcoes limitadas nao negativas em 2. Entao,

|Ai(u,yn) = filo,y)| < ar ' (lnlloo K1 + 1 + @) |us — vi] + ay ' qr|ug — vs],
| filw,yi) = fi(v,u)| < a; (1yilloo K + @6 + 1) |ui — vi| + @ qia|uim1 — via]

+ a7 giluiys — vig], 2<i<n-—1,

|f’n<u7yn) - fn(v7y'n)| < ar_Ll(”ynHooKn + qn—1 +@)|un - Un| + agl%—lmn—l — Unp—1|,

sendo

Kn:Anbn+(Anbn|vn|+dn)%, eu=(Up,...,Up), V= _(v1,...,0,) € <U,TU>.

Demonstracao. Calculando diretamente, obtemos

| oAy +dy)yig(ur)  qa(un — u) @ )
() = o] = | (A0 2t By )
(biA1vy +di)yig(vr) (v —v2) Q1
_ — - (Ul - UE)
a; + b1y a; + by ay + by
" (A1byvy + di)yig(us) B (A1byvr + di)y1g(us)
ay + biyr ay + by
;E
. (blAl’LLl + dl)yle “1 ql(ul — Ug) E
= - - (ur — ug)
a; + by a; + by a; + by
-E
_ ((b1A1U1 +dy)yre ™ B q1(vy — vg) B qi(vy — UE))
a; + b1y a; + by ar + by
-E B
(A1byvy + dy)yre™ B (A1byvy + dy)yre™
ay + by ai + by
—E —E -E
_ Arbiye™ (1 — v) + (Arbivg +dy)yr(e™ —e™r)
ay + biyr ar + by
B ¢ (uy —vy) B q1(ve — ug) B qr(ug — vy) B Gi(up — up)
ay + by ar + by a; + by a; + by

. -5 -E  -E
< a1 [y Aibiug —vile ™ 4 [Aibyvy +difle™ —er |y

+ q1lur — vi| + @1 |ug — vo| + Grlug — vy ).

Um célculo direto mostra que a derivada da fun¢ao g(w) = 6’_%, we R, é
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4e—2
E

limitada superiormente por . Dai, segue-se que

—2

4e
|fi(ur, . wn, y1) = fi(on, v, 1) < ar |l lloc[Arbr 4 (Asbi|vr] + di)

E |+ @

+ @t un — o] 4 ay i ug — vy

= ay [n [l K [ — 1] + a7 qi|ur — w1
+ay '@l — vl + o afus — vl

= (lyilloo K1 + g1 + ) Jus — 4

+ ay g |ug — val,

em que
4e~2
Ky = A1by + (Arby|vg| + dy) 7

Logo,

|fi(u, 1) = fi(v,)] < afl(llylllooKl +q + @) — v

+ af1q1|u2 — U2|.

Calculamos | fi(u, ;) — fi(v,y;)], para 1 <i <n:

;E
(b Aju; + d;)ye ™ B Gi—1(u; — ui—q)

|fi(u17 cee aunayi) - fi(vla cee 7Un7yi)| -

ai + biy; ai + by
—-E
¢i(Uiv1 — w;) B (A;bv; + d;)ye i Qi—1(v; — vi_q)
a; + by, a; + byy; a; + biy;
-E -E
B qi(viv1 — v;) N (A;bv; + d;)yze B (A;bv; + d;)yze v
a; + biyi ai + biy; a; + biy;

-B -B -B
. blAl(uz — Ui)yie Ui X (Azbﬂjz -+ dz)yl(e Ui — e i )

a; + by, a; + biy;
. qi—1 [(Uz . Ui) . (uifl _ Uifl)] + L[(ui+1 - Ui+1> - (Uz - Uz)]
a; + byy; a; + biyi
4e2

< a7 [biAilyil|ui — vi] + [Asbsv; + di|yil |[u; — v

E
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+ g1 (Jui — v + |wioy — vica]) + q(|wips — viga| + |ui — vil)]
4e?
E

+las] T g [uisr — vica| + |as| T glwi — viga |

= |ai| " {||yill oo (b5 Ai + (Asbi|v;| + d;)

)+ g1 + @it u — v

= Jai| " {|lyillooKi + gim1 + @i Huwi — vi] + Jai] T gica|wim — vica|

+ lai) " giluisr — vigal,

em que
de~2

Finalmente, temos

(bnAnun + dn)yne%f . Qn—l(un - un—l)

an + bnyn an + bnyn
;E
o @(un - uE’) _ (bnAnvn + dn)yne vn _ anl(vn - Un71>

an + bpYn an + bpyn an + bpyn
Gg(vn-—'vE)_+ Q4nbnvn«+-dn)yne%§' @4nbnvn<+-dn)ynei§

|fn(u17 cee aumyn) - fn(vla cee avmyn)l =

Ay + bnYn an + bpyn Ay + bryn,

1 . L
= T g At = D)™+ (A + d (e

=t 2} _
— € ) - QHfl(un - Un) + anl(unfl - Unfl) - q2(un - Un)
i
< |an|_1{||yn||ooAnbn|un — vplewn + (Anby vy
4e~2

+ @ lu, — v}

‘un - Unl + Qn—llun - Un' + Qn—lyun—l — Up—1

4 -2
= " {lynlos [Aub + (Aubialoal + ) =] + Guor + s — v

+ ay Gt |tn—1 — Vn1]

- agl{”ynHOOKn + dn—1 + %}lun - Un' + ay_LIQn—1|un—1 - Un—ll;

sendo )
4e~
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Seja

ar (Il K1 + @1 + @), a1t qr, 07 @ a7 (@ + 30)
K = max :
agil(l‘yn—l HooKn—l + dn—1 + Qn—2)> G;E1Qn—27 ayjilc_In—la a;il(Qn—Q + Qn—l)

ap (ynllooKn + @1 + @), ay  gu-1, 0, @, ay (g1 + )
(3.4)

Somando-se Ku; em cada membro das EDPs em (3.1), obtemos o seguinte

problema de valor inicial e de contorno equivalente a (3.1):

£iui = E(u7y1)7 (ZL‘,t) € QTa

ui(z,0) = uio(x), = €10,4], (3.5)
Qu; _ Ju; _
Oz lg=0 O’ Ox lg=p 07 te (O7T]7

em que Lu; = (u); — Liug + Ku; e Fy(u,y;) = Ku; + fi(u, y;).

A justificativa para a defini¢gdo do problema (3.5) é que agora a funcdo
F = (Fy,...,F,) é mondtona nao-decrescente, enquanto f = (fi,...,f,) em
(3.1) é apenas quase-monétona nao-decrescente em < u,u > . De fato, tome

u=(up,...,up) >v=_(v1,...,0,) em < u,u >. Para ¢ = 1, temos

Fi(u,y1) — Fi(v,y1) = Kuy + fi(u,y1) — (Kvy + fi(v,91))
= K(uy —v1) + fi(u,y1) — fi(v, 1)

—E
(byAyuy + dy)yre™ n q1(ug — uy) B Gi(uy — up)

= K(u; —vy) +
(w1 1) ay + biyr a; + by a; + by
i
B (by Aoy + dy)yre ™ B @(va—v1)  G(vr —up)
a; + b1y a; + by ay + by
biAiyr (u e — v e%)—i—d y (e% —@%f)
:K(ul—vl)+ 141Y1 (U 1 1Y1
ar + by
n @1 (ug —uy —ve +v1) — Gr(ug — v1)
a; + by

—E

biAiyi(me™ —vie™ ) +digi(e™ —e™r)
a; + by

:K(ul—U1)+

q1(ug —v2) — (@ + @) (w1 — v1)

+
a; + by




—E

-E
+q1 b A Ue v — vie v
_ (K— g1 T )(ul—v1)+ 1 1191( 1 1 )

a; + by a + by
-E -E
dlyl(e “—em ) CI1(U2 - U2) <0
ay + b1y ay + by .

Para 2 <i <n —1, obtemos

Fi(u,y;) — Fi(v,y:) = Ku; + fi(u,y;) — (Kvi + fi(v,4:))
= K(u; —v;) + fi(u,y:) — fi(v,y:)

—-E
(b Aju; + d;)ye i B Qi1 (u; — ui—q)

= K(u; —v;
(1 =) + a; + biyi a; + by
;E
¢i(uiv1 —w;) (LA + d;)ye v Qi—1(v; — vi_1)
+ - +
a; + by, a; + byy; a; + byy;
_ Qi<vi+1 - Uz‘)
a; + by
-5 B -B -E
K (s — ) + biAyi(uie ™ —wvevi ) +dy(ev —evi)
ai + biy;
. Qi—1<ui - ui—l) - Qz‘(ui-i-l - Uz) - Qi—l(vz‘ - Uz’—l) - Qi(Uz‘ - Ui—l)
a; + by
-5 B -B -E
K (u— ) + biAyi(uie ™ —wvevi ) +dy(es —evi)
a; + by,
i Qi1 (im1 — vim1) + qi(uwis1 — vig1) — (Gim1 + @) (u; — v;)
a; + biyi
b A o 0
(K qi-1+ G (s — v:) + iAiyi(we ™ —vevi)
ai + biy; ai + by
-E -E
diyi(e —evi)  qim1(Uim1 — vim1) + ¢i(tig1 — Ui+1) <0
ai + biy; ai + by '

Finalmente, para i = n, obtemos

Fn(U,yn) - Fn(v,yn) = Ku, + fn(ua yn) - (Kvn + fn<U, yn))
= K(Un - Un) + fn(U; yn) - fn(v7yn)

(bnAnun + dn)yneﬁ . Qn—l(un - un—l)
an + OnYn an + bpYn

= K(u, —v,) +

B G (up — up) B (b Anv, + dn)yneTf Gn-1(Vp — Vp_1)
@ (v, — up)
Gn + bpyn
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—E

b Ay (tpen " — Ve ) + dpyn(en - — evn )

=K n — Un

(tn =) ¥ an + bnyn
+ _Qn71<un — Un) + qnfl(unfl — 'Unfl) - @(un - Un)

an + bnyn
—E —E
= K(up, —v,) + b Anyn(“ne“” — Ve ) + dpyn(en —ewn)
an + bnyn
+ Qn—l(un—l - Un—l) - (Qn—l +%)<un - Un)
an + bpyn
5 b Ay (e )
Qa, + bnyn an + bnyn

-5 -5
dnyn(e Un — evn ) Qn—1<un—1 - Un—l)

an + bnyn ap + bnyn

> 0.

Nas desigualdades anteriores, utilizamos o fato de que as fungoes ¢;(s) =
et e ga(s) = se’g, com s € Re E > 0, sao estritamente crescentes para s > 0,
juntamente a definicao da constante K, dada em (3.4).

A seguir, usamos o Lema B.1.4 para construir uma sequéncia mono6tona de
fungoes que converge para a solugéo do problema parabdlico semilinear (3.1).

= (uy (0) (0)) construimos, através de um processo

Dada uma iteracao inicial u(°
iterativo, uma sequéncia {u(’c } = {(u1 e ,un )}, k=0,1,..., em que cada termo

¢ solucao do seguinte problema linear desacoplado:

K3 n

( Elu(k) F( g ), e ,U(kil), uglk_l)v yl)a
E )(ac 0) = ujpo(x),

au_gk)‘ =0 (3.6)
a%) =0 ’

\ 8; ’x:g = 0.
0)

Agora, seja {u®}, com u® = %, uma sequéncia superior, em que cada

(k) 4

termo u,; ~ € solugao de
_(k (k-1 (k=1
*Ci 2)_E( ( )""7u$7,—1)a alk= 1)7yz)
" (2,0) = wi
i — W40 l‘),
au(.m (37)
o2, ‘x_o =0
o
\ ox ‘x =/ 07
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sendo
A@ Y, al ) = ka4 a@tY, ) al et )
T (k—1)
_ Kﬂgk_l) (b1A1u1 —|— d ) Ty
ap + bl?h
—(k=1)  —(k—1 (k=1
Lo@ T -mT) g @ — )
a; + by a; + by
(k=1 _(k=1) — (k-1 (k=1 k—1) —
E(ug )7'“? 7(1—1)7 7(1k 1)7yl) KUS )+f2(ug )7'--7u7(1 1)7 ng 1)7yz)
E
_ T (k—1)
— Kka®Y 4 (biA;u (k Dy d;)yie
! a; + b;y;
k-1) (k-1 (k=1 k-1
Cga@ T =) | g@it —atY)
a; + biy; a; + by 7
com ¢ = 2 ,n—1,
Fn(ﬂgk_l)u s 7@5? 11)7_7(1k 1)7yn) = K + fz(ulk 1)7 s 7ﬂ§1k 11)7_'$Lk 1)7 yn)
E
bu ATV + dy)ye
— KutV 4 (bn Aniy ™ + dn)yne
(b (k= (b
@Y —alY) gyt —up)

Analogamente, definimos a sequéncia inferior {u®}, com u(®) = %, em que cada

termo u,; é solugao de

( Ezﬂgk) = Fi(ggk_l)a s 7@51,]2_11)’ UJ?(”Lk 1)7 yl>a
)
u;(2,0) = uo(x),
g ou® (3.8)
ox }1‘:0 - 07
8%(-]6)
L ox ‘z:g = 0’



31

sendo

A a0 WY ) = KalY Yl D )

E
I CEY)
_ Ku(k 1) (b1A1u1 + d )y e "
a; + by
E—1 k—1 — (k=1
N oSV ") g —up)
a; + by a; + by

k—1 k—1 k— 1 k—1
Fw™" a0 w0 ) = Ka* Y 4 Y e 1>, u* N )

(k 1)

(bZAlQEk_l) + dz) € Ui

= Kgl(-kfl) +
a; + biyi
k-1 k-1 k-1 k-1
gl —uY) a(w —utY)
ai + biyi a; + by ’

comt=2,....,n—1e

k—1 k—1 _ k—1 k—1 _
Fo(@™, Y al Y ) = Ku® Y 4 g @Yl w® Y g,

7n17 n—1

L (b Al 4+ dy)yne T

= Kulk~Y
_ n— 1(167(zk K ufﬁ”) _ %(g?(lk_l) —up)
a, + bnyn an + bnyn
A ol _ (k) —(k) )\ — (k) (k)
Lema 3.0.4. As sequéncias {u®} = {(@"”,..., 72"} e {u®™} = {(u)”, ..., un")}

dadas por (3.7) e (3.8) estdo bem definidas e possuem a propriedade monotona

s <l <D < gl < gh < g
Além disso, para cada k = 0,1,..., {u®} e {u™} sdo super e subsolucdes,

respectivamente, do sistema acoplado (3.1).

Demonstragao. Seja {U(k)} = {(ng)a ce 7U£zk))} uma sequéncia inferior ou superior e
defina
o (2,1) = Fy(a, t,u® (2,1)).

(k)

Pelo Teorema B.1.1, a fun¢ao u; (

estd bem definida se ¢,

-1 )
; ) for continua

em ()7 e Holder continua em x, uniformemente em ¢. Considere o caso k = 1. Uma
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vez que ugo) é Holder continua em €27, a Holder continuidade de F; implica que

0 (1) = ¢ (€, )| < IF(xﬂf,U( t) = Fi(&7
(&7

+|E(& 7,00 (@, 1) — F (,T)!
SH(Ix—ﬁlaJrlt—T\ )+Klu a,t) = (&, 7)|
SH(Ix—§!“+It—T| )+ KH (|v — ¢ + [t = 7]%)]

< (Hi + K:H)(Jo — €] + |t — 7]%),

em que H;, 7 e K; sdo constantes de Holder e a € (0, 1).

Logo, ¢.”

.~ & Holder continua em 7, com expoente . Usando o Teorema

(1)

B.1.1, existe uma tnica solu¢ao v, * para o problema,

,
‘C'Lugk) F( g )7"'7u51k 11)7u£lk 1)7yi)7
ul (2,0) = w0 (),

8u(k) (39)
ol =0,
Buik)

\ ox ‘Qj:[ = O’

Ve coQy).
Trocando u§°) por ul(-l), 0 mesmo argumento mostra que qﬁl)(x, t) é Holder
continua em 0 (expoente «). Dai, a solugao uZ@) para o problema linear acima
existe e u ) € C*(Q2r). Indutivamente, mostramos que {uz(k)} esta bem definida.

Demonstramos agora que

;< u® < ) < gD < 7®

— ’L

A prova é feita por inducao sobre k. Ilustramos apenas o caso k = 0, pois 0s
demais passos da inducao sao provados de forma andloga. Assim sendo, provamos
que

g(p) < ulV < ﬂgl) < EZ(-O) < u; em Q.

Seja w§° =u;, —u; =u;— ﬂgl). Veja que

ﬁz‘w@) = Liu; — E(ﬂ(o)7yi) = (ui)e — Lyu; — fi(u,y;) > 0,

dw”
= —0.
Ox =0,
Conforme o Lema B.1.4, temos que w( )( ,t) > 0. Logo, ul(»l) < HEO).
Analogamente, podemos mostrar que gg ) > QEO) Se wgl) = ﬂgl) — 1_L1(-1),
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segue-se que

Lol = F@®,y,) — Fu®,y) >0,
wgl)(x, 0) = wio(z) —uio(z) =0,

ow

B =0.

=0,

De acordo com o Lema B.1.4, temos que wgl) > 0 em Qp. Daf, ﬂgl) > %@1) em Q.
Suponhamos, por hipotese de inducgao, que u(k_l) < ggk) < E(k) <
ﬂgk_l) em Qp. Defina wgk) = ﬂgk) — (kH) . Da hipotese de inducao e da propriedade

mono6tona de Fj, obtemos

Lo = B,y — BE®,y) > 0,
wgk) (,0) = u;o(x) — uio(x) =0,

ow®

B =0.

=0,

Com base no Lema B.1.4, notamos que wfk) > 0. Dali, l(kH) < Egk).

Analogamente, pode-se mostrar que u(k+ ) > u(k) Ekﬂ) > ggkﬂ), k=0,1,...

Falta agora provar que @) e u®) sdo super e subsolucdes de (3.1). De fato,

basta observar, para ¢ = 1, que

(T (k))t — LT —(k:) = (u (k))t _ Llu )+K_(k) Kﬂgk)
= (@") - L” + Kw”) — Kuy”
=L - Kﬂg’“)

_Fl( k=1) gpy) — Ku(k)

= (“1-ﬂh)+fo”mW”-~ﬁf”wﬂ

—fl(u1 ,qu 1) . 5{“ ) )+f(ugk ,u2k 1), ..,Hglk_l),yl)

_ ((k D _ = +(f1 ’“1)..., 1(1k ”,y)

—ﬁ@@w&l) S ) + Al )

> K@Y —a™) - k@Y — oy + @ Y ke y)
=A@ w Y a® Y g =A@l a® )

(k) —(k
fl(ug )7ug )7"'7 7(1k)7y1)

_I_
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Como f; é quase-moné6tona nao-decrescente, temos que

fl(ﬂgk)7ﬂ§k_1)u'”7—(k 7y1) fl(ul 7U2k)7”'7ﬂgzk)7yl) > 0.
Dai,
_(k —_(k (k) —(k—1 _ _
(u(l )>t_L1ug):[f1(u§ )7 ( )7"'7 (k= 7y1) fl(ul 7u2)7"-7u£k)7y1)]
k) —(k
+f1(ug ),Ué), 'Szk)vyl)
(k) —(k
Zfl(u:([ )’u;)7"' 7(’Lk)7y1)
Para 2 < ¢ < n, prova-se de forma similar. Analogamente, mostra-se que
{u™} & subsolugio de (3.1). O

—(k , A . ~ .. . . ~
Como {ug )} é uma sequéncia nao-crescente e limitada inferiormente por u;,
_ = k) .
temos que ela converge pontualmente para u; em 2. Da mesma forma, {gf )} ¢ uma
Ak ~ . . ~ k
sequéncia nao-decrescente e limitada superiormente por wu;. Logo, {gg )} converge

pontualmente para u, em Q. Portanto,

lim 7% (z,t) = a(x, t) (3.10)
k—o0

e
lim u™ (z,t) = u(z, 1), (3.11)
k—o0

em que U = (Uy,...,U,) e u=(uy,...,u,), (v,t) € Q.

Agora, demonstramos que estas fungoes limites sdo solugoes classicas de (3.1).

Lema 3.0.5. Os limites @ e u definidos por (3.10) e (3.11), respectivamente, sao

solugbes cléassicas do problema (3.1), isto é, satisfazem as equagoes

( (ﬂz)t - LZUZ - fi(ﬂla sy 7ﬂnayi)a
(up)e — Liw; = fi(uy, - .., wy, 90),
Ui(2,0) = w;(x,0) = u;o(x), (3.12)
ou; o % o 0
Oz lg=0 Oz lg=0 7’
ou; _ aﬂi _ 0
\ 0x lg=¢ ~ Oz lg=¢ 7~

Além do mais,
u(z,t) <wu(r,t) <u(r,t) <ulz,t), (z,t) € Q.

Demonstracao. Utilizamos a notacao {ugk), o ,ugﬁ)} para representar a sequéncia

{ﬂgk), ., 1™} ou {ggk), . ,g%k)} e os resultados do Apéndice A.
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Como ugk) é solugao do problema linear (3.7), sua representacao integral,

dada pelo Teorema B.1.1, é

4
wm@:A (€, 0) o€ %+/m/ (6. 7) (oD, ) (€, 7,
(3.13)

sendo I'; a solucao fundamental de L;u; = 0.

Observacao 1. E importante ressaltar que uma vez que a solucdo fundamental
['; esta definida em [—¢,¢ 4 €] x [0, 7], conforme visto no apéndice 2 desta tese, a

representacgao integral de cada solugdo do problema linear (3.7) é dada por

l+e €+5
uﬁmwzf (.1 £, 0)usol€ %ﬁ/W/ (6, 7) (oD, ) (€, 7).

—E&

Por motivos de simplicidade, continuaremos a utilizar em todo o trabalho a notacao
(3.13).

Conforme o Teorema da Convergéncia Dominada, segue-se que o limite

u = (uq,...,u,) satisfaz a equagao integral

wi(z,t) :/ (2, €, 0)u; o d§+/ dT/ (x,t; &, 7)(Fi(u, y:)) (€, T)dE.

Aqui vale também o que foi dito na Observacao 1.

Observamos que fo (z,t; &, O)uzo(g)df € C*(Qr). Segundo o Lema
B.1.3, o potencial Vi(z,t) = [, dr fo (2, 6&,7)(Fi(u,y;)) (&, 7)dE € continuo em
Qr. Usando o Lema B.1.3 novamente, temos que Vj(z,t) é Holder continua, uma
vez que ¢ é continua. Assim sendo, u; é Holder continua em Q7. O Teorema B.1.1

mostra que u = (uy,...,u,) ¢ solucdo classica do problema (3.1). O

Mostramos adiante a unicidade da solucao encontrada. Para isso, fizemos
uma mudanca de variavel adequada e estudamos um problema auxiliar.
Seja w; = e u;, em que vy é uma constante positiva a ser escolhida. Com

a mudanca de varidvel acima, o problema (3.1) fica na forma

(wi)t - szz + TW; = fz*(w7y1>7 (I,t) S QT?

w;(z,0) = w;o(x), =€ (0,0), (3.14)
Ow; — Owi =0
ox lx=0 or |lp=y ’

em que w = (wy, ... ﬂUn) e fi*(w) = 6_7tfi(€7tw>yi)-
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Suponha que existam fungoes limitadas K; = K;(z,t) em Qp, tais que

|filu,yi) = fi(v,95)| < Killu —vll, Vu,v € R", (3.15)
sendo |lu —v|| = |ug — vi| + -+ + |un — vy
Entao
L (w,y) = £ (v, y)| < Kiljw —vf|, Yw,v e R
Dado w©@ = (w!”,... wl), com wgo) € C*(Qr) (conjunto das funcdes

Holder continuas de expoente « € (0, 1)), construimos a sequéncia

{w(k)} = {(wY“), cen ,UJ?(zk))} pelo processo iterativo

wl(()) ($,t> = wi70($), T € (076)7
(i) = Liw™ + yw™ = fr(w®D ) em O,

%

3.16
wgk)(:c,O) =u;o(x) em (0,0) ( )
ngk) ngk)
oz ‘x:o = Tz ‘x:gzo'

k) ~ .
Como cada wz( )6 solucao de um problema linear, de acordo com o Teorema

B.1.1 a sequéncia {w®} esta bem definida e w® € C21(Qy) N CH(Qr) N CO(Qy),
para todo 1.

Supondo (3.15), mostramos que {w®)} converge para uma tnica solucio do
problema (3.14), com w® € C*(Q7). A prova da convergéncia da sequéncia {w®} é
baseada no Teorema do Ponto Fixo de Banach no espago (C°(Q7))", equipado com
a norma

|wllo = |wilo + -+ 4 |walo,

em que w = (wy, ..., w,).

Sejam X = C%(Qr) N C°(Qr), (a € (0,1]), X" = (C¥(Q7))" N (CO(Qr))"
e defina os operadores A; : D(4;) € X — C°(Q7) e ff : X" — X por
Apw; = (w)y — Liw; + ywi, w; € D(A;) e fi(w) = fi(z,t,w,y:), w € X", sendo
D(A;) o dominio de A;, dado por

(9wi
ox

D(A) = {w; € C*HQNC°(@)NCH Q) : 5| =

=0, wi(z,0) = uso(x)}.

=0

Defina agora os operadores A : D(A;) X -+ x D(A,) C X™ — (C°(Qr))" e
F: X" — X" da seguinte forma:
Aw = (Aywn, ..., Ayw,), w = (wy,...,w,) € D(A;) x --- x D(A,) e Flw) =
(fi(w),..., fr(w)), weX™.
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Assim, (3.14) é equivalente & equagao
Aw = F(w), w € D(A;) x -+ x D(A,),
e a sequéncia de iteragoes (3.16) torna-se
Aw® = F(uw* ), w® e D(A;)) x - x D(A,).

Os lemas a seguir, cujas demonstracoes podem ser encontradas em [24],

mostram algumas propriedades dos operadores A; e A.

Lema 3.0.6. Para todo v > 0, os operadores A; ' e A~! existem e

’Ai—lvi - A;IUHO < 7_1|Ui - U£|07 Ui7vg S Im(Al)7

A 0 — A | < v Hv =)o, v,v" € Im(A),
em que Im(A) é o conjunto imagem do operador A.

Lema 3.0.7. Seja v > K, onde K = sup(K;(z,t) + -+ + K,(z,t)), sendo K;(z,1)
Q

T
a fun¢do que aparece em (3.15). Seja A7LF : X" — (C°(Q7))™. Entdo
—1 —1 / F ! / n
|AT F(w) — A7 F(w')]lo < <7)||w — ', w,w e X"

Estamos em condi¢oes para demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Sejam f;(u,y;) fungoes definidas em R"™, satisfazendo a
propriedade de Lipschitz na variavel u, isto é, para cada 7, existem funcoes limitadas

K;(x,t), (x,t) € Qr, tais que f;(u,y;) satisfaz a condigao
Entao o problema

(wi)e — Livg = fi(u,ui), (z,t) € Qr,

wi(x,0) = u;o(z), x €0, (3.18)
Ou; _n. Oy _
B lomo =0 Gl =05

possui uma tnica solucao u. Além disso, u; é limite da sequéncia {uz(k)} definida pelo
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processo iterativo

w2, t) = uso(x), x€(0,0),
(@) — L™ = fi(u® D ;) em Q,

et

i 3.19
ugk)(x,()) = uio(z) em (0,0), 1
aug’” 8“5k)
oz ‘x:O - 8:'13 |x:( - O

Demonstracao. Basta mostrar a existéncia e unicidade da solucao para o problema
(3.14), visto que (3.18) e (3.14) sdo equivalentes.
De acordo com o Lema 3.0.7, temos que A~1F : X" — (C°(Q7))" é uma

contracao. Dai, temos que a sequéncia {w®} = {(w!®, ... w{)}, dada por
w® = AT F(w®* D), w® e D(A)) x - x D(A,), (3.20)
converge para uma tinica solucio w* = (w¥, ..., w?) dew = A7' F(w) em (C°(Q7))",

com W\ definida em X™.
(k)

Desde que (3.20) é equivalente a (3.14), as fungdes w; ’ podem ser

representadas pela formula integral
" ¢ t ¢
wat) = [ T tig 0@ + [ ar [ Tia &A@t ) e rde
0 0 0

k : .
Como {wf )} converge uniformemente para w; em )y, temos que w; é a

lnica solucao da equagao integral

Y/ t l
M@ﬁ=£FM%&W@@%+AWAFMm&wMM@MwM§

Como w} e ¢i(z,t) = fi(x, t,w*(z,t),y;(z,t)) sdo continuas em Qr, podemos mostrar
que w; é a unica solugdo de (3.14). Este fato garante a existéncia e unicidade de

solugao para o problema (3.18).
(k)

k .
Como ug ) = ew,;"”’, a sequéncia dada por

(Uz('k))t - Lqu'“) = i@ y), (z,t) € Qn,
é)ugl€> ‘ _ 8u§k)

oz lg=0 Oz |$:€ - O’
ul (2,0) = uio(x), =€ 10,0,

(3.21)

se reduz a (3.16) e satisfaz as condi¢oes iniciais e de contorno.
Como {w®} — w* em (C°(Q7))", temos que u*) — u = e’*w*, quando

k — oo. Isto conclui a demonstracao do teorema. O

Provamos agora a unicidade do problema (3.1), utilizando o Teorema
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3.0.1. Basta definir as funcdes f, = ﬁ(u,yi), satisfazendo ﬁ(u,yl) = filu,y),
Vu = (u1,...,u,) €< u,u > e (3.17). Substituindo as func¢oes f; em (3.1) por

ﬁ, o problema se transforma em (3.18). Conforme o Teorema 3.0.1, o problema

(3.18) possui uma tnica solu¢do u* = (uj,...,uk).

Desde que (uy,...,ay,) e (uy,...,u,) sao também solugoes do
problema (3.18), a propriedade da unicidade da solugao implica que (uy,...,q,) =
(uy,...,u,) =u* = (uf,...,u). Logo, existe uma tunica solu¢do para o problema

(3.1). Assim, apresentamos o teorema principal de todo este capitulo.

Teorema 3.0.2. Sejam u e u o par acoplado de sub e supersolucoes do problema
(3.1) e f = f(u,y;) a funcao definida em (1.6). Entdo, o problema (3.1) tem
uma unica solu¢do u = (uy,...,u,) em < u,u > . Além disso, as sequéncias
{a®} = {Egk)7...,ﬂ£f)} e {u®} = {ggk),...,gﬁf)}, dadas por (3.7), convergem
monotonicamente para u e satisfazem a relacao

U <u <ol < <@ <a? <T@ oem Qr.

Note que a solugdo do problema (3.1) é ndo nula, pois, por exemplo, a

condi¢ao inicial u; ¢ nao ¢ necessariamente nula.



CAPITULO 4

Existéncia de Solucao Local para o

Problema de Combustao Completo

Neste capitulo, procuramos solucoes para o problema de valor inicial e
de contorno (1.9), retirando a hipotese de que as fun¢des de concentragao y;
sejam conhecidas. Isto faz com que as equacdes parabolicas envolvidas passem de
semilineares para quasilineares, o que impoe sérias dificuldades para a aplicacao do
método mondtono utilizado na segao anterior.

Para contornar esta situacao, definimos um operador em um conjunto de
funcoes Holder Continuas que deixa uma bola invariante nesse conjunto, desde que T’
seja suficientemente pequeno. Este mesmo método foi usado em [9]. A seguir, usamos
o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar que este operador possui um
ponto fixo e verificamos que o mesmo ¢é solugao local para o problema (1.9).

A solugao local é, no sentido classico, de acordo com a seguinte definicao:

Defini¢ao 4.0.1. Uma solugao cléssica local para o problema (1.9) é um par de
fungdes vetoriais u = (u1,...,un), ¥y = (Y1,---,Yn), €M que

ui,y; € CHQ) N CHQr) N CY2(Qr) satisfazem as equacdes de (1.9), para algum
7> 0.

Para determinarmos a solugao classica local de (1.9), usamos, num processo
iterativo, o problema linear associado, definido a seguir.

Seja
S = {u=(ur,...,un) € (CV2 Q)" ¢ lugly ) < M, (4.1)

em que T > 0 e M; é uma constante positiva a ser escolhida de modo adequado.
Agora, vamos definir um operador no conjunto ¥ da seguinte forma: Dados
u = (u1,...,u,) € 3, u;p € y; o ndo negativas, limitadas e lipschitzianas em [0, /],

definimos o operador S : ¥ — ¥ por

S(ugy . yun) = (Wi, ... wy), (4.2)
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em que w; ¢ a solugao do seguinte problema linear:

Lipuoy(wi) = filu,y;), (x,t) € Qr,
(i)t = —Aiyig(ug), (z,1) € Qr,

(4.3)
(wi(z,0),yi(2,0)) = (wio(z),yio(x)), z €0, 4],
ow; _ ow; —
Do = 0, %2 g = 0, te(0,7T],
com \
. C.
o] (1:)s a; + bzyz(uz)( ) a; + bzyz(uz)( ) (44
(b1 Aqui+di1)yi1g(ur) q1 S
oA : dl ai«}biy"l’ilg : alfélyl (u2 - ul) - alfél’yl (ul - U/E)? 1 = 17
filuy) = & Zib)yyg(u) — g (=) + g (wi — ), 2< i <n— 1,
b Antun+dn)yng(un n— a5 .
( an:bn;zi g( ) B anq"'bnlyn (uﬂ B Un71> B an‘finyn <un B UJE)’ Z _(2’5)
e

e i, se u; >0,

gwnz{ * (4.6)

0, se u; <0,

sendo F uma constante positiva. Observamos aqui que a notagao L, (y,)]

significa que os coeficientes deste operador sao formados pelas componentes do vetor

v(uy) = (vy,v9,v3) = (ai‘f’bj\;i(ui)? a¢+bf;¢(ui)’0)' Veja que, dado (ug,...,u,), tanto os
coeficientes de L,y quanto os de f; ficam determinados. Além do mais, y; fica
também definida como solugao da equagao diferencial ordinaria em (4.3).

Assim, w; é obtida como a solucao de um problema de valor inicial e de
contorno para uma equagcao linear. Neste caso, se o operador S estiver bem definido,

suas componentes S;(u) = w; podem ser representadas na forma integral por

Y/
Si(u)zwiZ/O Lpoquo (2,86, 0)u 0(E)dE
t YA
d | . &, L i (u; ,T)dE. 4.7
+ [ [ Tule e n e nds. 1)

O proximo lema mostra que o operador S estd bem definido.

Lema 4.0.1. Dados u; e y; funcoes nao negativas, limitadas e
lipschitizianas em [0,4], sejam 0 < T < 1, R; = 2F(1 4+ 24|y, 04) e K; =

A i ,
sup K7 (Ri, — T, ]|ui70|]1), em que K7 é a constante definida na
0<T<1 a; + billyioll
demonstracado do Lema B.1.1, equacao (B.45). Nestas condicoes, o operador



42

S ¥ — ¥ estd bem definido, desde que T seja suficientemente pequeno e
M; > Ki||luiplls, (4.8)

sendo M; a constante que define 3 em (4.1).

Demonstra¢ao. Dado (uq,...,u,) € X, podemos obter y;(u;) explicitamente
resolvendo a equagdo (y;): = —A;y:9(u;). Segue-se que

i, 1) = yig()e A o o0t (4.9)
Dai,

Calculando a norma de Hélder de y;, obtemos

e Il g(ui(x,é))dé’H N

1.

2

il s < ol

Segue-se que

e A ottt 4 = gup(e= e Jo ottty
Qr
—A; f(f g(ui(z,0))de _ —A; fotlg(uz'(x’,f))df
+ ’6 € ‘
sup
() (= )e0r o — 2! + [t — 2
x#x tF£t
< 1 |€7Ai f(;5 g(ui(x’é))dg _ eiAi f(f g(ui(x’yg))dq
< 1+ sup
("E,t),(x/’y/)GQT |$ — xll
x#x tF£
—A; [y glui(a’ 0)dl _ o—A; f(f/ g(ui(x’,0))de
+ ’6 e ‘
sup
(), (2" ") E€Qr It — t/|%
x#x tA£t

civap (a0 olui0),)

/
(@,0),(2' ) EQr |z — 2|
x#x’ t#£t

+ s (Aiﬁﬂg(ui(x’,@)\de)

(w.),(2 ) It — /|2
x#x’ t#£t
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e sw ( / ngoouuzullde)
(z,t),(z'y")eQr

ac;éa: A

1
+  sup  (Aillgllolt —t]2)
(zzt)7($’>y/)€QT
xFx’ t#£

< 14+ TAuilly 219l + T3 A;.
Dai,
i (2, )l 2 < Mlyiolls (1 + TAwilly 1]lg oo + T2 Ay).
Tomando T > 0, tal que T'A;[uly 1]|gl|o + T2 A; < 1, encontramos
lill,1 < 2llyioll- (4.11)

Além disso, v(u;) € B(0, R;), sendo

B(0, R)) = {v = (v1,03,05) € (C2([0,4] x [0,T]))" : [[oll, 1 < Ri},

com

lollyy = oslly g + loally g + losly s

vl = su vi(z,t)|+ su [vil,t) = vily, )| 1=1,2,3.
[villy, 2 p |vi(z,t)| p : 2,
[0,6] %[0, (@)£@s) |2 —y| + |t — s|

i c;
a;+biyi(ui)’ a;i+biyi(u;)’

De fato, como v(u;) = ( 0), temos

A e Bl el
— sup i i sup a;i+biy;(ui(xt)  ai+biy;(ui(',t'))

1Ll 9r |Gt biyi(wi) | (@) (' y)eor |l — 2|+ |t — |2
r#z! tEt
Ai oAb s(ui(x, 1)) — vy (ug (2!, ¢
A )~ wua )
@G GG ()R o=+ [t =12
r#x! tAt

AN
a; + biyi(w;)

<

< S+ il
ﬁ_'_ 2bi)\iHyi,0“1‘

a; a?

A Ay

<
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Analogamente, calculando | m L1 obtemos
o |G| p e - )|
a; + biyi(u;) 11 0 |Gt bivi(ui) | (@), ) e0r -+t — |2
oAz t£t
ch b o ) u )
i A7 (zt),(ay)EQr |z — x| + |t — |2
x#x’ t#£t
Ci cib;
< =4+ 2y,
< &t Sl
<Gy 2¢:bi||yi 01
~ ay a? '
Segue-se que:
Ai Ci

IN

\ + ¢ (1 N bi||yi||1,;)
1 a; a;

1
2
< (1 + —Hyw”l) = R;.
Qa a;

ai + biyi(ui) |1 |l ai + biyi(ui)

A

)

Logo, v(u;) € B(0, R;). Note que para cada i, a funcao f;(u;(x,t),y;(z,t)), (como
funcao de (x,t)) é Holder continua de expoente o = 1. Desta forma, segue-se, com
base no Teorema B.1.1 que o problema (4.3) possui uma tnica solugio classica no
espaco das funcdes (C21(Qr) N CHQr) N COQr))™.

O proximo passo é mostrar que (wi,...,w,) € X. Para isso, calculamos ||g||1’% e

1fill -

Calculando ||g||17%7 encontramos:

|9 (ui(z, 1)) — g(ui(§, T))I)

ol =swlute. )+ s 1
o1 o — ¢l 16— 2

(JZJ),(E,T)EQT
THEE AT

<|9(Ui($at)) — g(ui(§,t)) + g(ui(§,t)) — g(ui(f77))|)

& — €| + [t — 7>

B
=suple =“WEH|+  sup
QT (xvt)7(§77_)€QT
TEEFET

T wi(x.t) 1 7t - i ,t
<suple eI+ sup <|g(u (@,1)) — g(ui(g ))l)
Qr (I,t),(&T)EQT

|z —¢|
THE VFET

+ swp (Ig(ui(é, t)) — g(ui(§, T))I)

(z,t),(&,7)EQp |t — T]%
aAE T

1

=1+ [lg'lloc + lg'll0 [t — ']
1

<1+ lg'llee + lg'lleT2
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Segue-se que
1
gl <1419 lle(1+T72). (4.12)

Calculando ||fi||17%, obtemos:

(brAruy 4 di)yr19(uy) 7 [
1= + ug —uy) — ———(ug —u 1
Hlel’; H ay + by ai + b1y1( 2 1) ay + b1y1( ! E)Hl’;
< _ (1 b biA d
S8 D) (1 + [lar + bagnlly, 1) (Or Al + dn) [l 2llg(wn) 2

+tallus —willy s + @ llun —ugly )

< ail(l +ar+bullyilly ) (LA Junlly s+ d)llll Dl s

+alluallys + alluallys +@llwlly s + Gyus)

< ail(l + ay + 2by||lyroll) (b1 A1 My + di)2]|yaoll (1 + (g oo + Hg'HOOT%)

+ ¢ My + ¢ My + @, My + qyug)
< K, (M, My, ly1.0ll1, 1),

em que K, é uma constante que depende de M;, M, [y1oll1 e T.

Analogamente, mostramos que Hfi“l,% < Ki(Mi, My, [yaolh, T) e
| fullsy < Kou(Mos, M, g0l 7). em que K depende de M, Miga, [lyroll. T e
K, depende de M, 1, M,,, |ly10lls e T

Portanto,
I filly < KMo, M, lyioll,g, T), Vi€ {1, n}. (4.13)
Agora, mostramos que (wy,...,w,) € X. De fato, aplicando o Corolario
B.1.1, temos:

lwilly < Ko (lhasolly + T (1ol s + DI sw)l ).

Segue-se de (4.8) que ||wi||1,% < Kq(fluiollr + T%?(Ml, o, My yiol1, 7)), em
que K7 depende de R;, m,ﬂ lluiollr e K & uma constante dependendo de
My, ..., My, |lyioll1 e T.

Portanto,

[willy 1 < M,
desde que T seja suficientemente pequeno. O

Assim, mostramos que o operador S : ¥ — ¥ estd bem definido. Além disso,

o operador S deixa X invariante no espago das funcoes Holder continuas.
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Para provar o principal resultado desta secao que é um teorema de existéncia
local de solugao para o problema (1.9), vamos usar o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder (ver enunciado em B.2.2). Neste caso, precisamos mostrar que X é convexo,

fechado, que S é continuo e que S(X) é pré-compacto. Isto é feito nos proximos lemas.
Lema 4.0.2. O conjunto X definido em (4.1) é fechado e convexo.

Demonstracdo. Inicialmente, provamos que ¥ é fechado. De fato, seja (u*) uma
sequéncia contida em Y convergindo na norma de Hoélder para uma funcao u €
(CH2(Q7))". Como ||uf||1% < M;, para todo k € N, M; nao depende de k, e a
norma ||H1% é uma aplicacao continua, temos que HEHI% < M;. Assim, u € X,
mostrando que ¥ é um conjunto fechado.

Vamos mostrar agora que > é um conjunto convexo. Sejam u,v € 3.
Desta forma, u,v € (C*2(Q7))" e para cada i, ||uz-||1é7 ||vi||1’% < M;. Segue-se que
tu+ (1 —t)v € (CV2(Q))", para t € (0,1). Além disso,

s+ (1= tyllys < tlhully s + (1= Dol s
< tM; + (1 —t)M;
=tM; + M, — tM;
= M.

Logo, tu + (1 — t)v € 3. Portanto, ¥ é convexo. O

Lema 4.0.3. O operador definido em (4.2) é continuo e o conjunto S(X) é pré-

compacto.

Demonstracao. Inicialmente provamos que S é um operador continuo. De fato, dada
uma sequéncia de funcoes (u*) em ¥, convergindo na norma de Hélder para uma
fungao @ € %, devemos mostrar que (S(u¥)) converge para S(u). Faca w® = S(u”) e

w = S(7u). Assim, cada componente w¥ de w* é solu¢ao do problema linear parabolico

‘C[v(uf)](wf) = fz(ukayf)v (Qj’,t) € QT>
(yf) = _Aiyzkg(uf)a em que yf = yi(uf)v (:E’t) € Qr,

L A (4.14)
(wi (I70)vyz' ($’0)) = (ULU(ZE)vyi,O(x)):x < [O’E]v
owk . owk o
e |y =0 F|._, =0, te(0,T].
Como (u¥) converge na norma de Hélder para w; € C%2(Qr), temos
que [v(uf)], vi = yi(w), g(uf) e fi(u",yi(uf)) convergem pontualmente para

v(@)], 5, = vi(w), g(w) e fi(@,y;(w;)), respectivamente. Pelo Teorema B.1.1, temos
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que w; = S;(w) é solugao do problema parabolico linear

( ) fi(ﬂvgi)v (:L‘7t) GQT:
(yz) - _Alyz ( )7 Y; :yi<ai>7 (S(I,t) € Qr,

v (4.15)
(wi(x,0),7;(x,0)) = (uio(r),yio(r)), z € [0,4],
e =0, o, ., =0, te(0,T].

Portanto, (w*) converge para w = S(u), o que conclui que S é continuo.

Vamos provar agora que o conjunto S(¥) é pré-compacto. Seja (w*) uma
sequéncia em S(X). Devemos mostrar que (w¥) possui uma subsequéncia (w**) que
converge na norma de Holder para um elemento w* € ¥. E importante ressaltar
que W* pode ou nao pertencer a S(X). Como para cada k € N, w* € S(X) C %,
segue do Lema 4.0.1 que cada componente w de w" satisfaz szkHl,% < M;, onde M;
¢ uma constante positiva que independe de k. Portanto, seguindo [9], temos, pelo
Teorema de Arzela-Ascoli, que (w!) possui uma subsequéncia (w™) convergindo
uniformemente para um elemento w; € C2(€7), com HMHL% < M;. Desta forma,
(w*) converge para w = (wy,...,w,) € ¥, e portanto, S(X) é pré-compacto.

O]

Usando os Lemas 4.0.2 e 4.0.3, podemos provar o resultado principal desta

Secao.

Teorema 4.0.1. Sejam u; o, y; o fungoes positivas, limitadas e lipschitzianas em |0, /].
Entao, o problema (1.9) possui uma solucao local (u,y) = (U1,..., Un, Y15 -+, Yn)s
com u;, y; € C21(Qr) N CHQp) N Ch2(Qy), para algum T > 0.

Demonstracao. Seja S : 3 — X o operador definido em (4.2). Pelo Lema 4.0.2, o
conjunto 3 é fechado e convexo. O Lema 4.0.3 mostra que S é continuo e S(X) é
pré-compacto. Usando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, temos que S possui
um ponto fixo, isto &, existe um ponto u € ¥ tal que S(u) = w. Assim, por (4.7), as

componentes u; de u podem ser dadas na forma integral por

¢
S,(0) = = | Tl o€, O)usa€)
0
t ¢
+ [t [ (e e u)e e (416
0 0
Agora, considere o seguinte problema linear, onde u é o ponto fixo achado acima:

‘C[U(Uz)}(wl) = fl(uu yl)7 (.fL', t) € QT;

w;(z,0) = w;o(x), z € (0,7, (4.17)
ow; i ow; —
Or lgz=0 0’ Or lpg=p¢ 0.
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Note que este problema linear possui uma tnica solu¢ao cuja representacao integral

¢ a mesma como em (4.16). Portanto, w; = wu;, o que implica que (u,y) =
(U1, ..o Un, Y1, - - -, Yn) €solugio do problema nao linear (1.9), com u;, y; € C*1(Qr)N
CHQr) N CY2(Qr), 0 que completa a demonstracio. O

No Capitulo 3, mostramos que u = (0,...,0) e u = (o(t),..., (1))
(o definida em (3.3)) constituem um par de sub e supersolugao do sistema parabdlico
em (1.9), quando as func¢oes y; em Qr sdo conhecidas.

Aplicando o Teorema 3.0.2, mostramos que a solug¢do classica local (u,y),

dada pelo Teorema 4.0.1, é tal que u pertence ao setor
<@,u >p={u € (C°[0,4) x [0, T)":u < u < u}.

De forma mais precisa, vale o seguinte teorema:

Teorema 4.0.2. Sejam u,( e y;o funcoes nao negativas, limitadas e lipschitzianas
em [0,¢]. Se (u,y) = (ug, ..., Un,Y1,--.,Yn) € uma solucdo local de (1.9) definida em
[0, ¢] x [0, T], obtida pelo Teorema 4.0.1, entao u = (uq, ..., u,) €< u,u >, em que

u e u sao as sub e supersolucoes definidas no Lema 3.0.1.

Demonstracao. Consideremos o problema semilinear

£[v(u1)]<wz) = fl(w>yz)7 <I7t) S QT7

w;(z,0) = u;o(x), z € (0,7, (4.18)
ow; _ dw; _
Bz lg=0 — 0, 0z lp—p — 0.

Note que os coeficientes do operador £ estao dependendo somente de

u = (uy,...,u,) e ndo da variavel dependente w = (wy, ..., w,).
Tomemos M = My + --- + M, sendo M;, i=1,...,n, as constantes
definidas no Lema 4.0.1. Nestas condigoes, v = (=M,...,—M) e

v =(¢(t),...,6(t)), com ¢(t) = (M + )e** — 8, formam um par ordenado de sub
e supersolugoes para o problema (4.18).

Como (u,y) é solugio de (4.18) em (CZ1(Qr))" N (CHQ))" N (CH2(Qr))",
e, com base no Lema 4.0.1, v < (uy,...,u,) < v, e ainda f = (f1,..., fn) é quase-
monoétona nao-decrescente, segue, segundo o Teorema 2.0.1, que (u,y) é a tnica
solugdo do problema (4.18) no setor < v,v > . Observamos também que u e
w formam um par ordenado de sub e supersolugoes do problema (4.18). Logo, o
Teorema 2.0.1 garante também a existéncia de uma solu¢ao no setor < u,u >r .
Como < u,u >y C < 0,0 > e temos a unicidade nesse setor maior, concluimos que

e < u,uU>r. O



CAPITULO b

Existéncia de Solucao Global para o

Problema de Combustao Completo

A demonstracdo da existéncia de uma solucdao global no tempo para o
problema (1.9) depende de uma limitacao das derivadas espaciais da temperatura
em cada camada. Para o problema com duas camadas, a prova pode ser feita de
modo similar, como em [9, 23|, onde 0 método recaiu no problema de provar que um
sistema algébrico de duas inequacoes possui solu¢do numa regido limitada de R2. J4
para o caso de n camadas, esta limitacao ficou em aberto.

A demonstracao para a existéncia da solucao global pode ser feita da
seguinte forma. Dada uma solucdo local definida em Qp, estendemos esta solucio
até um 7™ maximal. Em seguida, definimos a solu¢ao fundamental em [0, ¢] x [0, 7],
sendo T™ o tempo maximal de existéncia da solucao. Para isto, é necessario provar
que os coeficientes das equacdes do sistema pertencem a C-2([0,] x [0,T%]).
Continuando, usamos a representacao integral da solucao para obter a regularidade
da mesma em T%. O objetivo ¢ mostrar que 7" = oo. Isto ¢ feito, como usual,
supondo que T < oo e obtendo uma contradigao.

Empregando a representagao integral da solucao, mostramos que ela tem,
em T%, a mesma regularidade que o dado inicial. Assim, podemos reaplicar o
método usado para obter a solucao local para um tempo maior que 7™, revelando
a impossibilidade da existéncia de um tempo maximal finito para a existéncia da

solucao.

Definicao 5.0.1. Uma solucao classica global em relacao ao tempo para o problema
(1.9) é um par de fungoes vetoriais u = (u1,...,uy), ¥ = (Y1,---,Yn), €M que
ui, g € C21((0,0) x (0,400)) N CY([0,4] x (0,400)) N C*2([0,4] x [0,400)), e

satisfazem as equacoes de (1.9).

Suponha que u;o sao fungoes lipschitzianas, limitadas, nao negativas em

0,4] e yip € C*(0,€), com y;o e y, limitadas em [0,¢]. Demonstramos que o
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problema (1.9) possui uma solu¢ao (u,y) = (U1, ..., Un, Y1, .-, Yn), COM
u,y € X = (02’1((0,6) x (0, +00))NCH([0, £] x (0, 400)) ﬂCllo’f([O,f] x [0, +oo))) ,
(5.1)
e tal que 0 < w;(x,t) < @(t), V(x,t) € [0,£] x RT, em que p(t) foi definida em (3.3).
A expressao “loc¢” na notacao acima quer dizer localmente em relacao ao
tempo, ou seja, u = (uq, . .. ,un)‘QT é tal que ui|QT pertence ao espago
C2H(Qr)NCHQr)NCY2 (Qr), para qualquer T > 0. De agora em diante, utilizamos

a seguinte notacao
Xp = (C*Y(Qr) N CH Q) N CY2 ()" (5.2)

Relembramos aqui que Q7 = (0,¢) x (0,7].
A seguir, vamos mostrar a existéncia de um intervalo maximal para a solucao

local do problema (1.9).

Defini¢ao 5.0.2. Uma funcdo (u*,y*) é dita solucdo maximal de (1.9) se ela for

uma solugao definida em [0, ¢] x [0, 7%), em que
T =sup{T >0: v € XrN<u,u>r e y* € Xr}. (5.3)

Note que, neste caso, se (u,y) for solu¢ao de (1.9), com u € XpN < w,u >7 e
T > T* entao T = T*. O intervalo [0,7*), 0 < T* < oo, é dito intervalo maximal

para a solucao (u*,y*).

A existéncia de T pode ser obtida da forma padrao, usando o Lema de
Zorn. Ordenamos o conjunto dos pares (u, XrN < u,u >7), em que (u,y) é solu¢ao
de (1.9), com u € XyN < u,u >7, T > 0, pela relagao
(u, XpN < u,u >7) < (v, XpN < u,u >p), se T < T e restrita a [0,¢] x [0,7]
coincide com wu.

Todo subconjunto C desse conjunto de pares que seja totalmente ordenado
tem a cota superior (U, XN < U, U >7), em que o intervalo [0,T) é a unido dos
intervalos [0,7"), tais que (u, XpN < w,u >7) € C e Uljggxo,r) = u, qualquer que
seja (u, XN < u,u >7) € C.

Logo, de acordo com o Lema de Zorn, o conjunto de todos os
pares (u, XrN < w,u >r) tem um elemento maximal, ou seja, existe um
par (u*, Xp«N < w,u >p«), tal que se (u, XN < @,u >r) é outro par com
(u*, XN < Uy >ps) < (u, XpN < U, u >7), entao
(u, XN < w,u >7) < (v, Xp«N < U, U >p+), isto &, T < T e uljg o) = u*
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No que se segue, denotamos por (u*,y*) = (uj,...,u’,yf,...,y:) uma
solugdo maximal do problema (1.9), em que supomos T* < oo. Inicialmente,

provamos que a solucao é limitada.

Lema 5.0.1. Seja (u*,y*) = (uj,...,u},y],...,y) uma solu¢do maximal de (1.9),
com u* € XN < @, u >« e T* < oo. Entao uf é limitada por o(T%), em que ¢ é
dada pelo Lema 3.0.1.

Demonstracao. Pela definicao de solucdo maximal, temos que u* €< u, u >7+ .
Portanto, 0 < uf < ¢(t) < o(T*), e como ¢ é crescente e positiva, temos que
|ui(z,t)] < o(T*), para todo (x,t) € [0,¢] x [0, T).

No que se refere a (4.10), temos que |y;(x,t)| < ||¥iolloo- Logo, a solucdo maximal
(u*, y*) é limitada. O

Lema 5.0.2. Seja (u,y) = (u1,...,Un, Y1, -.,Ys) uma solugdo local do problema
(1.9), definida em [0,¢] x [0,7], com T > 0. Entdo, dado ¢t € (0,7], temos
que Oyu;(.,t) ¢ Holder continua (de expoente o = 1) em (0,¢) e, além disso, se
yio € C%(0,0) N C*([0,]), entdo d3u; e 9,0,u; existem em Q.

Demonstracio. Uma vez fixado T, w; = u; € C2H(Qp)NCHQr)NC2 (Qr) € solucio

da equacao parabolica linear

Livu(wi) = filu, yi(us)) (5.4)

em (r, temos que a funcao f; e os coeficientes do operador Ly, sao Hélder
continuos em €27. Conforme o Teorema B.1.3, temos que O0,u; ¢ Holder continua
em (p.

Da mesma forma, o fato de J,u; ser Holder continua implica que os
coeficientes da equacao (5.4) tém derivadas em relagdo a x Holder continuas e que
(fi)e também é Holder continua em Qr. Logo, novamente, com base no Teorema

B.1.3, temos que Q2u; e 9;0,u; existem e sao Holder continuas em Q7. O

Para mostrar que os coeficientes de (1.9) podem ser definidos em t = T*,

deve-se mostrar que existe uma constante, independente de T, que limita (u;), em
[0, 4] x (0,T], para todo T' < T*.

Observacao 2. Veja que uma vez fixado 77 < T*, tal que uma solu¢do (u,y) =
(U1, U Y1, - - - ) de (1.9) exista, com u*,y* € Xz, = (C2H(Qp) N CHQp) N
CL%(QTI))”, como consequéncia do Lema 5.0.2, Teorema B.2.1, e do fato de que
0,u;(0,t) = Oyu;(¢,t) = 0, existe uma constante que limita d,u; em [0, ¢] x (0, T1].
Este argumento nao garante a limitacdo da derivada em [0, £] x (0, 7%), tendo em vista
que [[ugll; 1 em [0, £] x [0, T3] poderia tender ao infinito quando 7} se aproximasse de
T~.
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A seguir, vamos mostrar a existéncia de uma constante K > 0 que independe
de T, tal que |0,u;(x,t)| < K, para (z,t) € [0,¢] x [T1,T], onde Ty > 0, quando os

pontos de maximos de |0,u;(x,t)| ocorrem em (0,¢) x (11, T].

Lema 5.0.3. Sejam 0 < T < T™, u;o e y;o funcoes nao negativas, limitadas e
lipschitzianas em [0,€], com y;0 € C*(0,¢) e y;, limitadas em (0,/), e (u,y) =
(U1, .- Uns 1, - - - Yn) uma solucio de (1.9), com u; € C*H(Qp)NCH Q) NCY2 (Qp).
Dado 0 < Ty < T, se os pontos de maximo de |0,u;| em [0,¢] x [T, T] ocorrem
apenas em (0,¢) x (T1,T], entao existe uma constante K, independente de T, tal
que |Oyu;(x,t)| < K em [0,¢] x [Ty, T).

Demonstra¢ao. Observemos que os pontos de maximo de |0,u;| ndo podem ocorrer
em {0} x [T}, T] ou em {¢} x [T, T], pois 8xui|x:0 =0= &tui‘x:g. Note também que
se |0,u;| atingir o valor maximo em [0, £] x {71}, ele seré limitado pela constante que
aparece na Observagao 2. Assim, os pontos de maximo de |0,u;| em [0,¢] x [T}, T
ocorrem apenas em (0,¢) x (11, T].

Para demonstrarmos este lema, seguimos [23]. Para cada i, fazemos a

mudancga de variavel u; = h;(v;), onde

hiv) = o(T7)(—2 + 3¢ / e ds),
0

sendo m; uma constante positiva a ser escolhida.
Note que h;(v;) é de fato uma mudanca de variavel, pois ‘3—';; > 0.

Como 0 < u; < o(T) < ¢(T*), afirmamos que
2 _
o S (% S v < 17
3e

e (T)
e(T*)
3 7

Para provar isto, observamos que

onde v = para qualquer ntimero real m; > 0.

20— temos, para 0 < s <7 < 1, que s™ < 1
e, consequentemente, —s™ > —1, o que implica e > e~ 1.

De um lado, fazendo v =
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Assim,
v v T
—2+3e/ e ®'ds > —2+3€/ e lds = L*),
0 0 (1)
donde h;(v;) =u; < @(T) < @(T*)( — 2+ 3¢ fge_smids) = h;(7). Logo, v; <.
Por outro lado, como u; = h;(v;) >0 e
2

h(é) :¢(T*)(—2+3e/3e e *"ds) < @(T*)(—2+3e/3e ds) =0,
0 0

2
segue que - < ;.

Com esta mudanca de variavel, temos que v; satisfaz a seguinte equacao

O T L o O

i RY (v;) N fi(hi(v1), ... hn(vn))
N (ai + biyi> hi(v;) (a)el” = hi(vs) '

(5.5)

Derivando (5.5) em relacdo a x, obtemos

)\ibz‘<yi)x i Cibi(yi>x
(Uz)ta: + (ai I bly2)2 ('Uz)xx a; + bzyl (Uz):mcx (ai T bly2)2 ('Uz)x
C; )\sz (yz)w h;/ 2 )\z h;/ / 3
+ai + biy; (V5)oz + (a; + biy;)? I (v a; + by, (h; ) (v3)z (5:6)

2N R ~(fitha(v)s - ha(va))

Como (v;), € continua em [0,¢] x (0,7], podemos tomar p; =

[ el]rnz[ijg{ T]{|(vz)z|} Da defini¢ao de v;, temos que se o ponto de maximo de |(u;),| em
0,4]x[11,
(i)

0, ¢] x [T, T] ocorre apenas em (0, ¢) x (T}, T|, entao o mesmo vale para

1
3ep(T™)
e, consequentemente, para |(v;),|. Segue-se que

‘(ul>1’(x, t)| — 3680(T*)67Ui(;p,t)mi

(03)a (2, )]
Logo, para todo (x,t) € [0,¢] x [T}, T], temos

1
WKuz)m(Ltﬂ — |(Ul)$(q;7t)|‘ N

WK%M%W — S

= |1 — evi@™
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Segue-se que |(v;).| converge para (u;)z(x,t)|, uniformemente em

3ol
(x,t), quando m; — oco. A convergéncia uniforme, junto com o fato do maximo de
|(u;)| ocorrer apenas em (0, /) x (Ty,T], garante que o maximo de |(v;),| também
ocorre apenas em (0,¢) x (11, T], desde que m; seja suficientemente grande.

Como os maximos de |(v;).| em [0, €] x [T1,T] ocorrem em (0,¢) x (11,7,
temos que existe pelo menos um ponto (z;,t;) € (0,€)x (11, T] tal que |(v;)(zi, 8;)| =
p; € maximo. Neste ponto de méaximo, temos que (v;).(x;,t;) = £p;.

Analisamos o caso em que (v;).(z;,t;) = p;. Os outros casos sao analogos.
Se p; = 0, tomamos K = 0. Supondo p; > 0, temos que (v;)g(zs,t;) > 0,
(Vi)aw (i, ti) = 0 € (Vi) gua(zi, i) < 0.

Calculando (5.6) em (z;,t;) € (0,¢) x (T, T], obtemos

¢ibi(Yi)a ' Aibi(Yi)a h_;/ 2 Ai h_;, / 3«
(a; + biyi)2p2 (a; + biy:)? K, b a; + by \ b =
filhi(v1), ..., ha(vn))

Segue da definicao da funcao h;, que

b, = 3ep(T*)e v,
B = —3ep(T*)mu™ e
hi mi—1 (5.8)

— = —myV,
/ 7
hi

"\’ A

Da definicao de y;, segue-se que

(Ys)e = y)o(x)e A o 9thiteidl

. t (5.9)
+yio(z)e Aido g(hi(”"))‘”( — A / g’(hi(vi))) R (0) (0;) (2, £)dE).
0
No ponto (z;,t;) € (0,¢) x (T1,T], obtemos a estimativa

|(Wi)2] < K (14 3T eo(T*)pi) < Ki(1+ py), (5.10)

onde a constante K independe de T
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Da definicao de f;, temos, para ¢ = 1,

~ (brArhy(vy) + di)yig(ha(vr)) ¢ B
Ji(ha(v1), .. hn(%)—— P + ot b (ha(v2) — hi(v1))
a a1 flblyl <h1(v1) B uE)

Segue-se que

(i o)), = - =S A=l ),
(b1 Arhy(v1) + dv)y1g(ha(v1))
- (a1 + biyr)? buon)s
b Ay (v1)(v1)oy19 (R (V1)) + (b1 Avha (v1) + di) (y1)2g(ha(v1))]
a; + by
n (b1 Arhi(v1) + di)yrg' (ha(v1)) R (v1) (V1)
a; + by
i q1 [h/Q(UZ)(UQ)x - hll ('Ul)<vl)x] - ﬁlh’l(vl)(vl)x]'

ay + by

N

Dai,
|f1<h1(2)1) ----- hn(vn))x| < Ko(l + p1 +p2)

e K, independe de T

Para 2 <i <n —1, temos
[%—1(}%(%‘) - hi—l(vi—l))

(a; + biy;)?
(biAihi(vi) + di)yig(hi(vi))

(fi(hl(vl)a cee hn(Un))x =
- i(hig1(vig1) — hi(vi))]b

bz(y'L)a:

(a; + biy;)? i(8)a (a; + biy;)? bu(bi)s
+ bi Al (v;) (Vi) 219 (hi(v;))
a; + biy;
n [(biAihi(vi) + di) (Yi)eg(Ri(vi)) + (biAihi(vi) + di)yig’ (hi(vi)) hi(vi) (V3)]
a; + b;y;
N (=gi—1) [P (i) (vi)e — hi_y (Vi) (Vie1)a] + @il (Vier) (Vig1) e — Bi(0:) (Vi)
a; + b;y; .
Segue-se que |(f;(hi(v1),..., hn(vn)))z] < K1(1 +pic1 +pi + pi+1) e K, independe

de T.
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Analogamente,

_ [Gn—1(Pn(Vn) = hp1(Vn-1)) + Go(hn(vn) — up)]
(an + buyn)?
(bnAnhn(vn) + dn)Yng(hn(v,))
- (Cln T bnyn)2 bn(yn)x
X bn ATy, (V) (Vn) 2Yn g (B (V) )
Gn + bpyn
(bnAnhn(vn) + dn) (Yn)eg(hn(vn))
Gn + bpyn
1 (bnAnhn(Un) + dn)Yng (hi(vn)) R, (0n) (Un)
Ay + bpyn
~ Gu1 [P (0n) (Un)e — Aoy (V1) (Vn—1)a]  Gohy (0n) (Vn)e
an + byyn an + bpyn

(fn(hl (Ul)a e 7hn<vn))x bn(fUﬂ)w

+

Logo, |(fa(h1(v1), .-, hn(v)))a] < Ko(1 4 pn1 + pn) € K> independe de T.

fi _ (f)ahiwi)=fih] (vi)(vi)a
Como { 7y T (h[(00))?
(hi(vi))?

()
hi(vi) ),
Ko(1+pi+p2), i=1, (5.11)
[A(l(l+pi—1+pi+pi+1), 2<i<n-—1,
Ro(1+pai +pa), i=mn,

, temos que

[(Fi)llFogvi)| + [ fill ' (wi)[|(3)a]

<

sendo IA(O, IA(l e [?2 constantes independentes de T
Substituindo (5.8), (5.10), (5.11) em (5.7), temos

cibi K1 (14 p;) Aibi K4 (1 +p¢)mivf”_1 s Ama(m; — 1)0?%-—2 \
(@ big)? T (a; + biy;)? b a; + biy; PP s
Ro(1+p1+pa), i=1, (5.12)
Kv(14 pioy 4+ pi + pin1), 2<i<n—1,

1?2(1 +pn—l +pn)a i = n,

ou

_abiKa(1 +pi)pi B Aib Kymu™i ! 2 ((mz - biv K, ) Aimw;”_2p3 .
(ai + biy:)? (@i + biyi)? ai +byi) a; +biy; '
I?O(l‘H?l +p2), i=1,
[A(l(l+pi—1+pi+pi+1), 2<i<n-—1,
f?2(1 + Pn_1+ pn), i =n.
(5.13)
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Como 0 < y; < ||yiolleo © 3—26 < w; <1, temos que

- 1(2 )pi - 21 i + ((mz -1) -

a; a;

szl) )\imiv?“Q 3
p; <
ai + biy;
}?0(1 +p1+p2), i=1, (5.14)
Ki(14pic1 +pi +piq1), 2<i<n—1,
K2(1 + Pn-1 +pn>7 1 =n.

Q;

Observe que K71, na desigualdade (5.10), independe de m;.

Assim, podemos tomar m; suficientemente grande, tal que

a1pt — Bip? — yipr — 1 < pa,
aip? — Bip? —vipi — 1 < pig +pi1, 2<i<n-—1, (5.15)
Dy — B — Yabn — 1 < Dy,

onde oy, ..., B1,- -, Bny V1, - - - Vn S0 reais positivos e independem da escolha de
T. Se o sistema de inequagoes (5.15) tiver uma solucao (py, . . ., p,) em alguma regiao
limitada do R", entdo (v;), sera limitada na norma do supremo em [0, ¢] x [T}, 7],
por alguma constante positiva que independe de T'. Como (u;), = h'(v;)(v;), € b}, é
limitada, entao (u;), também serd limitada na norma do supremo em [0, ¢] x [T7, T'.

Neste trabalho, ndo provamos que o sistema de inequagdes (5.15) possui
solugdo numa regiao limitada de R". No problema de duas camadas (n = 2), o

sistema (5.15) se reduz a

{ arp? — Bipt — ipr — 1 < po, (5.16)

ops — Papd — Yopa — 1 < py,

e neste caso, foi provado em [9] que o sistema (5.16) possui solu¢do numa regiao
limitada do R?, isto é, existe uma constante positiva K, independente de T, tal
que 0 < |p1| + |p2| < K. Evidéncias numéricas sugerem que o resultado continua
verdadeiro para n > 3, ver Figura 5.1 para n = 3. Claramente, esta figura mostra
uma regiao limitada em R3.

]
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Figura 5.1: Solucio do sistema (5.15) para n = 3

De agora em diante, vamos continuar a demonstracao considerando que
existe uma constante independente de T, que limita (u;), na norma do supremo em
[0,4] x (0,T], para todo T" < T*.

Lema 5.0.4. Seja (u*,y*) = (uf,...,u,y5,...,y:) uma solugdo maximal de (1.9)
em Xrp-N < u,u >7«. Nestas condigoes, os coeficientes de (1.9) podem ser definidos
em T* de modo a pertencerem a C2 ([0, /] x [0, T7]).

Demonstra¢ao. Uma vez que os coeficientes das equagoes parabolicas em (1.9) sdo da

; c; () % _ —A; ¢ g(ur x,
forma o(u) = ( iy s 0) - com 02 (0)(a, ) = ali)e ot -0,

etr=1,...,n, temos

t
00 .0) = (sia(o) = Anola) [ (0t )00 o, O ) Bt
0
e segue das hipoteses sobre y; o e das limitagoes de ¢’ e de (uf), que

(7)o (2, )] < Kao(1 4+ T7([(uf)alloc), (1) € (0,£) x (0,T7).
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Além disso,

[T g(ur (z —itl uj (z,
[yF (@, 8) = 7 (2, )] = Jyso () Jo aCi DNy, o (r)e i o aluimOX]

< lyso(a)||e~A o stut @it _ o=AiJ3 gtut@oar)

< K

[ st nac— [ ) .
/ tg(uz*(x,e»dg’

< Kyolt — 1|
< Kyt —t)2(t—t)2
< Kio(T?)2(t— )2, Y(x,t) € [0, x (0,T7).

< K

Dai, yf € C*2([0,4] x [0,T%)) e, uma vez que y & uniformemente continua

neste conjunto, podemos definir
y (x, T*) = lim y!(x,t), i=1,...,n, (5.17)
t—T™*

obtendo yf € C%2([0,€] x [0,7%]). Como os coeficientes das equacdes parabolicas
sao dados pela composi¢ao de y; com uma fungao de derivada limitada, podemos
concluir que tais coeficientes também pertencem a C2 ([0, €] x [0, T+]).

Definindo y;(z, T*) como em (5.17), temos que

v(ul) € (Ch2(]0, €] x [0, T%))>.

(2

]

Como consequéncia do Lema 5.0.4, podemos definir a solucao fundamental
Loy (z,t:€,7) de (1.9) em [0,4] x [0,T*]. A seguir, provamos a existéncia da
solugao classica global para o problema (1.9) conforme a Defini¢ao 5.0.1, desde que

as derivadas espaciais de u; sejam limitadas.

Teorema 5.0.1. Sejam u; e y; funcoes nao negativas, limitadas e lipschitzianas
em [0, 4], com y;0 € C*(0,¢) e y; , limitadas em (0, £). Entdao o problema (1.9) admite
solugao em X, onde X foi definido em (5.1).

Demonstracao. Conforme o Lema 5.0.4, temos que os coeficientes das equacoes
parabolicas que aparecem em (1.9) pertencem a C2([0,/] x [0,7%]). Isto garante a
existéncia da solugao fundamental em [0, {] x [0, 7], associada ao operador L.

Observe que a solucao fundamental ji existia para cada T' < T™. Contudo,

a constante que aparece nas estimativas da solucao fundamental poderia tender ao
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infinito quando T se aproximasse de 7%, uma vez que ela depende da norma de
Holder dos coeficientes.

Da definigao de T* em (5.3), segue-se que para todo T € (0,7*), o problema
(1.9) admite solucdo (u,y) = (U1, ..., Un, Y1, - - -, Yn), com u; € CZHQ7) N CHQr) N
Ch2(Qr).

Seja

l
ui(x,t)z/o Loy (2,65 €, 0)ui0(&)dE

t Y/
+Am£rmmm¢nmw%mm@ﬂ&

a representacao integral de u;.

Uma vez que u; ¢ limitada, segue de (B.15) que

Ky —Cyle—g|?

—e t—1
(t—7)2

para todo (z,t),(§,7) € [0,4] x [0,T*], t > 7, em que Ky é uma constante que nao
depende de T

Ademais, temos que

9

Dioua (2,1, T)uio(§)] <

Ky —Cgla—g|?

—_—e t—T1 ,
(t—7)2

T oy (2,15 €, 7) filu, ys (wi) ) (€, 7)] <

para todo (x,t), (&, 7) € [0,¢] x [0,T*], t > 7, uma vez que f; é continua em
[0, [Ju [|oo] X -+ X [0, ||tn]loo] X [0, [|yi(w;)]]|so) € limitada em virtude da defini¢do de
y; e da limitacao de u;, ¢ = 1,...,n, dada no Lema 5.0.1. Veja que a constante Ky
também nao depende de T'.

Com isto, segundo o Teorema da Convergéncia Dominada, podemos passar

o limite, quando t tende a T, para dentro do sinal da integral e obter

¢
ui(z, T%) = lim </ Lo (2, €, 0)us0(€)dE

# [ [T &€ e
= [ Torane P& O+ [ [ o 56 D )€ 7

Assim, podemos estender u;(z,t) até ¢ = T*, da seguinte forma, onde

continuamos denotando esta extensao por u;(z,t) :
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" t):{ wiw,t), se (z,t)€[0,0 x [0,T], T <T*, (518
wi(x, T*), se z€[0,f] e t=T"

A seguir, mostramos que u;(z,t) tem uma representacdo integral como

/(z,t). Para isso, provamos que y;(x,T*), obtido no Lema 5.0.4, é dado por

(2, T*) = yio(z)e Ao oui (@0t

Da Hélder continuidade de y; em [0, ¢] x [0, 7], temos que

(2, T%) = yi (2, 1) < Kyo(T* —t)2

yr(x,t) — Kio(T* — )2 < yi (2, T%) <y (2,t) + Kio(T* — t)

—A; [y g(u(x,0))d KlO(T . t)2 <y (LL’ T*) Ui 70($)€7Ai I3 g(ut (x,0))de

yz’,o(x)@
+ Kyo(T* = )2

—A; [y glug(z,0)de _ Kio(T* — t)% <y (2T <y o(z)e Jy 9(us (z,0)de

t
yi,o(iU)G
+ Kyo(T™ —t)2.

D=

Fazendo t — T, segue que
Y@ T7) = yrgla)e ™ o100,
A seguir, mostramos que

l
t 4
; / ar / Pluguny (85 €, 7) (i 7 () (€, 7)dE,

para todo (z,t) € [0,¢] x [0,T*]. Para isso, deve-se mostrar que u;(z,t) converge a

uf(z, T*), uniformemente, quando ¢ — T*. De fato,
¢
ui (2, 17) — uj(x,t) = / (Proquny (2, 7% €,0) = Tioqury (2,5 €,0)) i o(€)dé
-
[ ar (o, T €)', () (€, )

0 0
‘
~ [Car [Tyt 66 I w6 e
0 0

N
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/E

/ m/’ 3, T & ) (fi(u®, () (€, 7) e

/dT/ (@ T 6 7) = Doy (@ 656, 7)) (w7 (u))) (€, 7)de
—Il+]2+]3.

Calculemos o modulo de cada parcela separadamente:
Considerando TT <t <T* temos

l
0
l
:]/’amwmmﬁagmxT*—wwﬂ@mq
L Cpe .
< [ BB T g e
0 82
o
2K3
< —t|
.
1| = dr 0@, T 6 ) (filu®, yi (u))) (€, 7)de

T* Cyleef?
<[ ar ||fz||oo Lt )%e M=t e

S K?)HszoodT

t

= K| filloo (T = 1).

L] = /dT/ J@ T 6,7) = Ty (@ 6.6,7)) (w47 (u)) éfdf‘

= /OdT/O df/t O oy (556, 7) filu”™, yi (ui)) (€, 7)ds

t T* Y/
[ @/amwww@ﬂmw@wm@ﬂﬂ

::/m/ w/@ (a5 6,7) (il g ) E ) — Filu™ g () 1))
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t T* l
K A @9)? "
< / ir / ds / B8O Y oo (1)l
(s —7)2

A [1(wn)elloo + |l yz) Hoo)\x—g\dg

T g2
/dT/ ds/ e ~Cat= e
—7)
-
gKg/dT/df/ L
0 0 t (s—71)2

As desigualdades anteriores mostram que a convergéncia de u(z,t) para
uf(x,T*), quando t tende a 7%, é uniforme. Agora, vejamos mais algumas
propriedades de w}(z, T™).

Observemos que u}(z,T*) é limitada em virtude do Lema 5.0.1 e é
lipschitziana devido & Observacao 2. Com isso, temos que u}(z,7*) e y;(z, T™*) estao
nas mesmas condicoes que os dados iniciais u; o e y;0 no Teorema 4.0.1. Isso permite
aplicar o Teorema 4.0.1 para obter a existéncia da solugdo do problema (1.9) em
[0,4] x [0,T* +¢], e > 0, isto é, com
uf € (C%1((0,0) x (0, T* +¢])) N (CH[0, €] x (0, T*+¢])) N (C’l’%([O,E] x [0, T* +¢])),
contrariando o fato de que 7™ é maximal.

*

O argumento para concluir que (uj,...,u}) €< u,u >r«i. & 0 mesmo

utilizado no Teorema 4.0.2, sendo M; = HujHl% em [0,¢] x [0,T* + ¢]. Concluimos

que T™ nao é finito e, portanto, o teorema esté provado. O]



CONCLUSAO

Neste trabalho, provamos a existéncia de solucao para um problema de
combustao num meio poroso com n camadas. No caso particular, em que as
concentracoes de combustivel sao funcoes conhecidas, usamos o método iterativo
monoétono de sub e supersolugoes para provar a existéncia e unicidade de solucgao.

Retirando a hipotese de que as concentragoes de combustivel em cada
camada sao funcoes conhecidas, obtemos o problema completo, no qual as equagoes
parabolicas envolvidas passam de semilineares para quasilineares. Neste caso, o
método iterativo mondtono nao se aplica diretamente, pois as equagoes que
representam as concentragoes nao sao do tipo reacao-difusao.

Diante disso, obtivemos inicialmente a solucao local do problema como um
ponto fixo de um operador definido em um conjunto de fun¢oes Hélder continuas.
Para isto, usamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para mostrar a existéncia
de um ponto fixo para este operador e verificamos que o mesmo é a solucao do
problema neste conjunto de funcoes. Através deste método, nao foi possivel obter
a unicidade da solugao local, visto que o Teorema do Ponto Fixo de Schauder nao
garante a unicidade do ponto fixo.

A solucao local pode ser estendida a uma solucao global no tempo, desde
que a derivada espacial da temperatura seja limitada em cada camada. Um dos
métodos para provar esta limitacao recai no problema de provar que um sistema de
n inequacoes algébricas possui solucao numa regiao limitada do R™. Neste trabalho,
esta prova ficou em aberto. O resultado estd demonstrado para o problema de Cauchy
para o modelo de duas camadas, e evidéncias numéricas sugerem que 0 mesmo
continua valido para o problema com mais de duas camadas.

Para um problema com origem nas equacoes de conservacao da Fisica, ¢ de
se esperar que a solucao do problema seja tinica. Sendo assim, este estudo ficou em
aberto, pois nem mesmo foi possivel provar a unicidade da solucao local.

Para trabalhos futuros, podemos considerar os seguintes temas:

e Obtencao de estimativas para as derivadas espaciais da temperatura em cada

camada.

e A prova da unicidade da solucao global para o problema completo.
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e A extensao do problema para o espaco R™.

e A analise do problema supondo os parametros que aparecem como coeficientes

do operador parabélico como funcoes dependentes da varidvel espacial.

e Problemas mais realisticos, envolvendo outras variaveis dependentes além da
temperatura e da concentracao de combustivel, como a fracdo de massa de
oxigénio na fase gasosa, a velocidade de Darcy e a pressao em cada camada,

conforme a deducao original do modelo.



APENDICE A

Lista de Simbolos

o Qp ={(z,t):2€(0,0) e 0<t<T}.
o Or={(x,t):x€[0,f] e 0<t<T}.
e C%Qr): Espago das fungoes continuas definidas em Q.

e C"(Qr): Espaco das funcoes definidas em {2y com derivadas continuas até

a ordem n.

o C*1(Qr) : Espaco das fungoes que possuem duas derivadas espaciais continuas
e uma derivada temporal continua.

e Or={(x,t):xe€l0,fe0<t<T}

o O (Qy) : Espaco vetorial normado das funcoes Holder continuas com
expoente o € (0,1], ou seja, o espaco das fungbes u : Q7 — R tais que

t _
[ulla,2 < 0o, onde [[u(x,t)|la,e = sup |u(z,t)|+ sup [ulz,?) — uly, S)L
Qr (@)£ws) [T =yl + [t — 5|2

a norma de Holder em Qp.

o [lfo : Norma de Holder em Q = (0,¢), isto &, ||ull, = sup|u(z)| +
0
sup Ju(z) = uly)] u£y>’, a € (0,1].
T#y |$ - y|
¢ |llo: ulloo =sup|u(z)|, sendo © o dominio de w.
0

e Ly : O operador 0; — a0y, + b0, + ¢, sendo v = (a, b, ¢).
o ['(z,&,t,7): Solugado fundamental da equagao Lu = 0.
o Z(x,&,t,7): Solucao fundamental da equacdo dyu — a(&, 7)0zu = 0.

o o(x,&,t,7): Solucao da equagdo integral de Volterra com ntcleo
LZ(x, &, t,7) .
e D,, 2. 0,: Derivada parcial em relacdo a .

T g

e VF : (QGradiente de F.

e V,F(u,t): Gradiente de F' em relagio a u.
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@ = (Uy,...,U,): Supersolugdo de um sistema de equagoes parabolicas.
= (Uy,...,4U,): Subsolu¢do de um sistema de equagoes parabolicas.
<a,u>={u=(up,...,up): u; €COQp), 0 <w; <u; e i=1,...,n}.
B(0,R) = {p = (p1,...,pn) € (C*2(Q7))" : [Iplla,s < R}: Bola de centro na

origem 0 € R" e raio R > 0, no espago das fungoes Holder continuas Ca’%(QT),
onde [|plla,s = [[P1lla,g + -+ [[Pnllas-

Y ={u=(ug,...,uy) € (C*2([0,£] x [0,T])" : [tilla,e < M;}, onde T >0 e
M; > 0.

K = K(¢q,...,¢,) © Constante determinada pelos parametros cy, ..., ¢,.



APENDICE B

Resultados Preliminares

Neste apéndice, descrevemos alguns resultados sobre solugoes fundamentais
para equacoes diferenciais parabdlicas e também alguns resultados sobre Anélise
Global.

B.1 Solucoes Fundamentais para Equacoes Parabo-

licas

A solucao fundamental de equacoes parabolicas de segunda ordem possui
uma importancia essencial neste trabalho. Um dos métodos para a construcao dessa
solucao fundamental, denominado Método Parametrix, é devido a E. E. Levi e pode
ser visto com detalhes em [14].

Nesta secao, apresentamos apenas um esboc¢o da construcao, juntamente a
algumas de suas propriedades. Inicialmente, definimos as fun¢des Holder continuas

que sao de suma importancia para garantir a existéncia da solu¢ao fundamental.

Defini¢ao B.1.1. Seja [a, b] um intervalo fechado em R, onde a < b. Dizemos que

uma funcao u : [a,b] x [0,7] — R é Holder continua de expoente « € (0, 1] se

jule,t) — (&, 7))
PR

H, = sup{ (x,t),(&,7) € [a,b] x [0, T], (x,t) # (5,7)} < 00.

(B.1)

A norma de u no espaco das fungoes continuas C°([a,b] x [0,T]) é definida
por

lufo="sup |u(z,1)].
[a,6]x[0,T]

A norma de Hélder de w em C°([a,b] x [0,T1]) é definida por

U2 = |U|o a-
[lla,g = fulo + H.
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O conjunto de todas as funcoes Holder continuas de expoente o serd
representado por C%%([a,b] x [0,7]). A seguir, apresentamos duas propriedades

importantes da norma de Holder definida em (B.1).

Proposicao B.1.1. Sejam uy,us : [a,b] x [0,7] — R fung¢oes Holder continuas de

expoente a € (0,1]. Valem as seguintes propriedades:

o [uruslla,e < flu|a,e ||usl

a
g — 2 &3

Demonstragdo. De fato, por um lado, basta calcularmos [jujus||a,«

[uruslla,s = sup |ui(z,t)us(x, )|
[a,b] x[0,T]
! t) —
_|_ Sup (‘ul(xu )UQ(SC, ) U1(5,71u2(£,7'>|)
(2,8),(6,7)€[a,b] < [0,T] |z — &l + |t — 7|2
THE tET
S sup ‘ul(x7t>u2(x7t)‘
[a,b]x[0,T]
/ ) —
N sup (\ul(% )(us(, 1) Uz(§,7))|)
(@,8),(&,7)Ela,b] x [0,T] |z — &l + |t — 7|2
THE AT

by (e wen))

(2,6),(&7)Ela,b] X [0,T] |z — &l + ]t — 7|2

THE AT
< sup  ug(zx,t)| sup |ug(z,t)]
[a,b]x[0,T] [a,b] X [0,T]
t _
+ sup |u1(:c,t)| sup <|u2($a ) U2(§77'()1|)
[a,5]x[0,T] (@), (& m)elab)x[o,1) \ [T — &% + [t — 72
TAE AT
t —
+ sup |’U,2(§77')’ sup (’Ul(l', ) u1(€77—()1|>
[a,5]x[0,T] (@0(&)<laplx(0] |z —&|* + [t — 7|2

Por outro lado, observamos que

’ul(xat)_ul(fvT)’))
U ||a 2 ||Ug||a.e = su ui(x,t)| + su o
|| 1” 72” 2|| 5 ( p | 1( )| P (|[L‘—§|O‘+|t—7'|2

[a,b] X [0,T] [a,b] X [0,T]
AL AT
Ug(x,t) —uo(&, 7
( sup Jus(e ) 4 sup (' 2(2, ) — us(¢ l'))
[a,b] X [0,T] b x[o,7] \ |2 —&|* + [t — 72

Z‘#E,t#T
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= s fu(w, )] sup fus(e, )|

[a,b]x[0,T] [a,b]x[0,T]
|us(2,t) —us(§, 7 )|>

+ s funn)| sup (

[a,b][0,7] yxo1] \ |z — &+ |t — 7|2
THEE AT
up(x,t) —uy (€,
+ sup |ug(x,t)] sup (| 1(2,1) (&7 )|>
(4,6 [0,7] ayxo1] \ |z — &+ |t — 7|2
THEE AT
t) — t) — ’
£ sup <|U1(5E) Ul(fa )|> sup (|u2(:v) Uz(f )|)
aax01] \|T —&*+ |t — 7|2 ) [apixjor) \ |z —&l@+ |t — 7|2
TH£E FET TH£E FET
Logo,
[urtsla,e < |luilla,2 lluzla,s- (B.2)
O
H || L (1+||u2||aﬂ),em que supomos —— limitada
[a b]><[0 T] us(x,t) '2 uz (z,t)]

em [a, b] [0, T7.

Demonstracao.
1 1
1 1 wa(zt) T
/. ‘Jr Sup(‘z(t) (s)‘)
Usllge  fbixor) [U2(@, )| yxfor) \ | —&* + [t — 7|2
2 THEEEFET
1 ‘ uz(fﬁ))—u?(%;) |
uz(x,t)uz (€,
= sup + sup < ; )
apxor] | U2 (Z, 1) | fapxjor) \|T — &+ [t — 7|3
TAE AT
< 1
=~ sup
fa,b)x[0,7] | u2(T, 1)
4+ sup 1 sup (‘U'Q(ga 7_) - UQ(ZL',t)‘)
apxj07] | U2 (2, 1) uz(&, ) | <o) \ |z — &>+ |t — 7|2
x#&-?t#T
1 1 Ug(x, 1) — ug(&, 7
< sup + sup sup (‘ 2 ) 2(€ Z‘)
[a,b] % [0,T] us(,t) [a,b] x[0,T UQ(DSJ) [a,b] %[0, T |z — &>+ [t — 72
TAE AT
1 1 Ug(x, 1) — ug(&, 7
< sup + sup sup (‘ 2( ) 2(5 Z‘)
b (0,7 | U2(T, 1) | apxjo.r) | U2 (2, ) | [pixfo,r) \ |2 — &|* + |t — 72
Z‘;é&-,t;éT
n ! Juar, 1)
sup sup - |u2(r,
@b x[0,7] | 42(Z, 1) | [ap)x[0,7]
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1
s ](H sup iz, )
fa,b]x [0, | w2(z, 1) [a,b] X [0,
t —
+ sup (|U2(l', ) u2(§a7-1|>)
fab]x[0,7) \ |7 = &[* + [t — 72
THEEFET
< sup ! ‘(1+ [uzla,g)-
ab)xfo, | u2(z, 1)
Dai
1
— < sup ‘ 1+ J|uzlla,2). B.3
U2lla,e  lab]x[0,1] us(, 1) ( el 2) (B:3)
]
° H%” o < lutllae  sup #‘(1+ HUQHO[’ﬁ).
2T 2 {ap)x (o] | u2(T, 1) 2
Demonstracao. De (B.2) e (B.3), temos que
(751 1
— = HulHa,% —
U2 || 4. 2 @
2 2
< ||t1]la,e  Sup ‘ 1+ J|uzlla,2).
loallog sup | (4 als)
m
A seguir, fizemos o esbogo da construgao da solugao fundamental.
Seja
0%u ou
Lu = t)=— + b(x,t)—, B.4
w= oz, 0)5 g + b 1) (B.4)
e consideramos o operador
0
Lu = 8—1; — Lu+ c(z, t)u (B.5)

em que as funcoes a(z,t), b(x,t) e c¢(z,t) estao definidas em [a, b] x [0, T].

Definicao B.1.2. Dizemos que o operador £ em (B.5) é parabolico em [a, b] x [0, T7,

se a(z,t) > 0, para todo (z,t) € [a,b] x [0,T].

Neste estudo, supomos as seguintes hipoteses sobre o operador L :

a) £ ¢ uniformemente parabolico em [a,b] x [0,7], isto é, existem constantes

positivas Ag e A1, tais que

Mo < a(z,t) < A, (x,t) € [a,b] x [0,T7;

(B.6)
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b) Para todos os pontos (x,t), (zo,t0) € [a,b] x [0,T], os coeficientes de L sdo

funcoes limitadas e satisfazem as condigoes de Holder

la(z,t) — a(xo, to)| < Az — 20| + [t — to|2),
|bo(x,t) — b(xo,t)| < Alx — 20|®

(B.7)

|e(a, 1) = clwo, )] < Al — o[,

em que A > 0 ¢ a constante de Holder e a € (0, 1].

Defini¢ao B.1.3. Uma solu¢do fundamental de Lu = 0 em [a,b] x [0,T] é uma
fungao I'(z,t; €, 7), definida para todos os pontos (z,t), (£,7) € [a,b] x [0,T], t > T,
satisfazendo as seguintes condicgoes:

a) Fixado (§,7) € [a,b] x [0,T], u(z,t) satisfaz, como fun¢ao de (z,t), a equacao
Lu = 0.

b) Para toda func¢ao continua f(z) definida em [a, b,

b
fim [T :6,7) ()€ = f(a)

Com as hipoteses a) e b) sobre o operador £, pode-se mostrar que existe
uma tnica solu¢ao fundamental I" de Lu = 0 em [a, b] x [0, T].

Uma vez que neste trabalho é estudado um problema de valor inicial e de
contorno, precisamos que as derivadas espaciais de I'(z,¢;&,7) sejam definidas e
continuas em x e £ também numa vizinhanga de [a, b]. Desta forma, vamos construir
a solucdo fundamental em Qg x [0, T], em que Qy = (a — &,b+ ¢€), € > 0. Para isto,
basta estender os coeficientes do operador £ para o conjunto Qg x [0, T], satisfazendo
as condigoes (B.6) e (B.7).

Usando o Meétodo Parametrix, construimos a solucao fundamental
[(x,t;&,7) de Lu =0 em Qq x [0, T].

Definimos
t
D(z,t;¢,7) ZZ(x,t;ﬁ,TH/ da/ Z(z,t;n,0)®(n, 038, 7)dn, (B.8)
T Qo
em que
1 _ (z=8)?
Z(z,t:6,7) = _e” Talen(t=7) (B.9)

(4ma(&, 7)(t — 7))

e ®(x,t;¢,7), para cada (&, 7) fixo, é solu¢do da equagao integral de Volterra

q’(ﬂf,t;{ﬁ)zﬁZ(x,t;é,TH/ da/ LZ(x, ty,0)®(y,0:6,1)dy,  (B.10)
T Qo
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com

2

£2(z,t53,0) = (ale, 1) — aly 0)) 55 2(2, 4, ) + W, 0) -2z, 1:3.0)

+ (1) Z(z, by, 0).

Pode-se mostrar, ver [14], que

O(x,t;€,7) i m(2, €, 7),

m=1

sendo
(LZ), = LZ,
t (B.11)
(CDmn(ati&cr) = [ dy [ (£2(ati.0)( 200,016, 7)do
T Qo
Para a fungdo Z(z,t;&,7) e suas derivadas, valem as estimativas
DID:Z(x,t:€,7) < Ky (t — 1)~ S5O (B.12)

em que r e § sdo inteiros nao negativos quaisquer, K; = Kj(Ao, A1) e C; = C1(\1)
sao constantes positivas.
Fixado (§,7), a fungdo Z(z,t; &, 7) satisfaz a equacao
ou 0*u

i a(€, 7’)@ =0. (B.13)

Para a fungdo ®(z,t;&,7), temos as estimativas

K (@=8)®
Bz, 1:6,7)] € e (B.14)
(t—7)"
em que Ky = KXo, AL, [|]|oos [[Blloo, [[€lloo, T) € Co = Co(A1) sdo constantes
positivas, sendo que a primeira ¢ continua em 7.
De [14], temos a estimativa para a solucao fundamental e suas derivadas

K (2—£)2
3 _03917

|D; Dl (z, €, 7)] < =, (B.15)

sendo 7 e s inteiros nao negativos, tais que 2r + s < 2,

K3 = K3(A llallag, [blla.g llcllag, T) (B.16)
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e C3 = C3()\1) s@o constantes positivas, sendo que a primeira é continua em 7.

Definicao B.1.4. A bola de centro na origem 0 € R? e raio R > 0, no espaco das

fungdes Holder continuas C2([a,b] x [0,T7]), é o conjunto

B(0,R) = {p = (pr.p2.ps) € (C"¥([a,b] x [0.T)))° : [Ip]3 < R},

em que
Il = Norlly s + Dpalls + ool s,
sendo
Di $7t —Pi\y, s .
||pi||1’% = sup |pi(z,t)|+ sup pi.?) ( £|, i=1,2,3.
[a,b] X [0,T] (@A) [T —y|+ [t — |2
Dado v = (a,b,¢) € B(0,R), denotamos a equagdo parabolica com

coeficientes a, b e ¢ por

a(z, t)@ + b(z, )% + ez, t)u =0 (B.17)

E[U]u = o 5

u
ot

e por

t
F[v](w,t;€,7)ZZ[v}(iE,t;f,T)+/ dU/ Zw)(x, t;y,0) P (y, 05, 7)dy  (B.18)
T Qo

sua respectiva solucao fundamental.
Adiante, avaliamos o comportamento da solu¢do fundamental quando seus
parametros convergem pontualmente para determinadas fungoes. Este é o objetivo

do proximo lema.

Lema B.1.1. Sejam v, = (™, 0™ ¢™) v = (a,b,c) € B(0,R) e Ty, e Ty as
respectivas solucoes fundamentais de Ly, ju = 0 e Lyju = 0. Se v,(x,t) converge
para v(z,t), para todo (x,t) € [a,b] x [0,T7], entdo 'y, j(x,t; &, 7) converge para
L, t;€,7), para todos (z,1), (&, 7) € [a,b] x [0,T], com t > 7.

Demonstracao. Uma vez que

t
Loy (,t;€,7) =Z[Un](:v,t;§,7)+/ da/ Zia) (@, 5y, 0)Pp g (y, 05 €, T)dy,
T Qo

vamos inicialmente estudar a convergéncia pontual de Z,,) e @y,
Como
1 . (@=9?

Zo (o) = e e, B.19
R ST -
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temos que
D:D;jZ[vn] — D;DiZ[U}v (B20)

pontualmente, sendo r e s inteiros nao negativos.

Visando mostrar que @y, converge pontualmente a @), observamos que

n n 9
E[vn](Z[vn])(xatayag) = (a’( )($7t) - a’( )(yag))@z[vn](xatyag)

n a n
+ 0 (@, ) = 2o, (3, 6y, 0) + € (3, 6) 2o (2,85, 0).

Segue-se de (B.20) que Ly,,)Z[v,] = L2}, pontualmente.

De [14], temos também que

K, _y @=9?
| Lo, (Zw) (@, €, 7)| < me “te, (B.21)

em que K, e Cy sao constantes positivas que independem de n.

Seja (Lp,))n definido em (B.11). Por inducao sobre m, temos que

pontualmente, quando n tende ao infinito.

Para ver isso, basta seguir a construgao da solu¢ao fundamental em [14], em

que
mel Irm a) 1 2
s 5 (2=€)
Lo Dm(Zrp )2, 66, 7)| < K| = 2 e G B.23
CodmlZo @560 < 17(5) T Fhy e (8.23)
sendo Ky, Cy constantes positivas e I'(t) a fungao gama.
Desta forma,
| (L) (Zon) (@5 895 0) (Lpo) ) (L)) (5 056, 7)| <
Ko C2 o ( T )’" T™(Q) e O+t (B.24)
(t—0)=" Ci)  T(%)(0—m) =

e pela hipotese de inducao

(Lion) (Zp) (Lron)m (Zpwa)) = (L) (Z1) (L)) m(Z),

pontualmente.
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Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue-se que

(L) mr1(Zpw,)) (@, €, 7)

/da/ ] (Z1oa) (@5 69, 0)) (L) m (Zpwa))) (s 05 € T)dy
Qo

converge para (Lp)m+1(Zp (2,6, 7)).

A estimativa (B.24) assegura a convergéncia uniforme de
Dy, (, 46, 7) Z L) (Zp,))m (2, t:€,7) em relagdo a (x,£) e t —7 > 0, para cada

0 > 0 fixado, e, dal
Ppy,) = Ppys

pontualmente.
De (B.12) e (B.14), temos que

K5 o, @my)? 1 o =92
e Cl t—o —370‘6 02 o—T ,

Zvn xat;yaaq)vn y70;€77— < —Q0
| Zfoa)( ) Plon) ( )l (o) P

em que K5 é constante e Z,,,®y,,] converge pontualmente para Zj,®y,.

Utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada novamente, segue-se que

t t
/da/ Z[vn1q>[vn}dy—>/ da/ 21 Ppdy
T Qo T Qo

Portanto, I'y,,; — I';), pontualmente. O

Lema B.1.2. Sejam v, 7 € B(0,R) e 0 < < 1. Se I',) e 'y sdo as respectivas

solugoes fundamentais de Ly, ju = 0 e Liyu = 0, entao

Kyl = llas _¢ e

(D3l = Dil))(@,4:6,7))| € ————=¢ ° =, s=0,1,  (B.25)
(t—7)=

e

(DT =Dil) (2, €, 7)| < Ks([lo = Dllag + v =717 o)

1 1 . @=6)? (B.26)
s T g e P
o — et (e — 7y (1 =)}

em que C3 < ;5 e K3 = K3(R, A\, a,T) sao constantes positivas, sendo K3 continua
em T

Demonstragao. Ver [9]. O
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Defini¢ao B.1.5. Seja ¢(z,t) uma fun¢ao mensuravel em [a, b] x [0, T]. O potencial

da funcao ¢(x,t), em relacao a solucao fundamental I'(x,t; &, 7), é definido por

t b
V(x,t):/o dT/ D(x,t;€6,7)q(&, T)dE. (B.27)

Lema B.1.3. Se ¢(z,t) é uma funcdo continua em [a, b] x [0,T], entdo o potencial
V(z,t) definido em (B.27) ¢ uma funcéo continua em [a,b] x [0,7] ¢ 2~ ¢ continua
em x € (a,b), 0 <t < T. Se, além disso, ¢(z,t) é Holder continua em x € [a,b),
uniformemente em relacao a t, entao %27‘2/ e %—‘{ sao fungoes continuas em = € (a,b),
O0<t<Te

L(x,t) =q(x,t) em (a,b) x (0,T]. (B.28)
Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser encontrada em ([14], p. 21). O

Definicao B.1.6. Uma solucao classica para o problema linear

u— Lu+ cu=gq em (a,b) x (0,7,
u(z,0) = ug(x), = € [a,bl,
Sula,t) =0, te(0,T],

Bu(b,t) =0, te (0,7,

(B.29)

em que q : [a,b] X [0,T] = R e up : [a,b] — R sdo fun¢des continuas, ¢ uma funcao
u € C*((a,b)x (0, T])NC([a,b] x (0, T])NC([a, b] x [0, T]) que satisfaz as equagdes
de (B.29).

O teorema a seguir (ver [24], p. 52) nos déa informagoes sobre a existéncia e
unicidade de solucoes de (B.29).

Teorema B.1.1. Seja £ o operador parabdlico definido em (B.5), satisfazendo as
condigoes (B.6) e (B.7). Seja ¢(z,t) uma fungdo Hélder continua em z,

uniformemente em ¢. Entdo, para qualquer funcdo continua wy : [a,b] — R,
o problema (B.29) possui uma tnica solu¢do u que é Holder continua em =z,

uniformemente em t. Além disso,

b t b
uet) = [ T teOu©d+ [ dar [ Taneneena B0

a 0 a
Observacao 3. Note que a derivada g—; é continua em [a, b] x (0,7, pois a solugao
fundamental I" foi construida para (z,t) € [a —e,b+ €| x [0, T], para algum € > 0.

Teorema B.1.2. As derivadas % da solugdo u do problema (B.29) sao

uniformemente continuas em (a, b) x (e, 7], para todo € > 0.
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Demonstracao. A prova segue de (|14], Teorema 6, p. 148.) ]

Teorema B.1.3. Seja L o operador parabdlico definido em (B.5), em que as fungoes
a, b e c estdo definidas em [a,b] x [0,7T]. Assuma que a fun¢do ¢(x,t) esta também
definida em [a, b] x [0,T7]. Se

0ma O0™b 0™c o™q

oxm’ OJxm’ Ox™ ¢ ox™

(0<m<p)
sao fungoes Holder continuas (expoente o, a € (0,1] ) em [a, b] x [0, 7], e se u é uma

solugao de Lu = g em (a,b) x (0,77, entao

o™y 0 O*u
— e ——— < < 20<k<
gom C Bigs Smspt20sksyp)

existem e sao Holder continuas (expoente a) em (a,b) x (0,7].
Demonstracao. A prova pode ser encontrada em ([14], p. 72). [

Um resultado de suma importancia para o desenvolvimento do Método
Mono6tono, que foi apresentado no Capitulo 2, é o Lema da Positividade para

operadores parabdlicos.

Lema B.1.4. (Lema da Positividade) Seja u € C%'((a,b) x (0,T]) N C*([a,b] x
(0,7) € ([a, 8] x [0.7T]), tal que

u— Lu+cu>0 em (a,b) x (0,77, (B.31)
u(z,0) >0, x € [a,b], (B.32)
0
—%(a, ) >0, t>0, (B.33)
ou
—(b,t) >0, t>0 B.34
8$( ? ) = > ) ( )

sendo ¢ = ¢(z,t) uma funcao limitada em [a, b] x [0, T].
Entao u(x,t) > 0 em [a,b] x [0,T].

Demonstra¢ao. Consideremos o caso em que ¢ > 0 em [a,b] x [0,T].

Se u fosse estritamente negativa, existiria um ponto (g, %) € [a,b] x [0,T7,
tal que u(zo,tp) seria um minimo negativo. Como u(zo,0) > 0, (zo, %) seria um
pounto de (a,b) x (0,77, {a} x [a,b] ou de {b} x [0,T].

Suponhamos que (zg,t9) € (a,b) x (0,T]. Neste caso, %%(zg,ty) =

%(wo,to) =0e %(mo,to) > 0. Uma vez que o operador Lu = u; — Lu + cu
¢ parabolico em (a,b) x (0,7T], temos que 2%(z,t5) — a(xo, to)%(xo,to) -

b(o, to) 9% (o, to) + c(xo, to)u(zo, to) < 0, contrariando a hipotese.
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Se (zg,t9) € {a} x [a, ], temos por hipotese que %(a,to) < 0. Segue-se por
continuidade que existe uma vizinhanca Vi = (a— 61, a+01), 6; > 0, tal que a funcao
g(x) = u(x,ty) é ndo-crescente em V;, contrariando o fato de que (a,t) é um ponto
de minimo de w.

Analogamente, se (zo,t) € {b}  [a, ], temos por hip6tese que 2%(b, o) > 0.
Por continuidade, existe uma vizinhanga V5 = (b—d2,b+33), d2 > 0, tal que a funcao
g(x) = u(x,ty) é ndo-decrescente em Va, contrariando o fato de que (b, ty) € um ponto
de minimo de u. Logo, u(z,t) > 0 em [a,b] x (0,T].

Provamos agora o Lema para o caso em que ¢ ¢ uma funcao limitada

arbitraria. Para tanto, escolhemos uma constante v > —c¢ e definimos a fun¢ao
v(z,t) = e Mu(z, t).

Observamos que v satisfaz as seguintes desigualdades

v — Lo+ (y+¢)v >0 em (a,b] x (0,77, (B.35)
v(z,0) >0, z € a,b), (B.36)
Jv
S > .
8x(a’t) >0, t>0, (B.37)
Jv
— > . .
o (b,t) >0, t>0 (B.38)

Uma vez que v+ ¢ > 0, pelo caso anterior, temos que v > 0 em |[a, b] x [0, T7].
Segue-se que u(z,t) > 0 em [a,b] x [0,T]. O

A seguir, apresentamos um resultado de suma importancia que sera usado

neste trabalho.

Teorema B.1.4. Sejam T > 0, v = (v1,v2,0), © = (v1,79,0) € B(0,R),
f.fe Cl’%([a, bl x [0,T)) e ug, up fungdes limitadas e lipschitzianas em [a, b].

Se u e u sao as respectivas solucoes dos seguintes problemas escalares:

( Liyu=f em (a,b) x (0,77,
u(z,0) = ug(x), = € [a,b],
%u(q,t) =0, te(0,T] (B.39)
oz ) - ’ )
Gu(b,t) =0, te (0,7,
e ) _
Lmu=f em (a,b) x (0,77,
u(x,0) =7p(z), x € |a,b],
N (B.40)
(g, 1) =0, te 0T
&b, t) =0, te (0,7,
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entao
_ _ _ _ 1
o=l y < &= Tl + o= T, + o = Tall + T3y + 1))
(1o =0l + o= 012, 417 = Tl ),
sendo K3 = K3(R, N\, T, ||ug||1) continuaem T"e 0 < 5 < 1.
Demonstracao. Segue de (B.30) que
b
) =, 6) = [ (056 0)u€) = Ty (o€, 0)a(€))

/ dT/ (z, 1,6, 7)f(&,7) —F[ﬁ](gjjt;g’ﬂf@ﬁ))d&

V(x,t) + W(x,t).

Basta determinarmos estimativas para V' e W. Aplicando o Lema B.1.2 em

V', temos

b
[V (x,t)] < / Ty (2, €, 0)uo(§) — Ly (2, €, 0)10(€))[d€

/ |(Cpy = Tip) (2,8, 0)uo(§)] + [T (2,25 €, 0) (wo(€) — o (§))]dE

ta
< Ks(llv =0y, 3 + [luo — Tollso),

bK3||U— ||17 (z—£)2 K (x—8)2
< / O T o g o + e % o — Toll e
a 2

sendo K3 = K3(R,\, T, ||lup|leo) continua em relacdo a 7', pois as constantes que
aparecem no Lema B.1.2 sao continuas em relacao a 7.

Observe que

b
aacv(x’ t) = / axr[v] (1’, b 57 O)UO (5) - axr[ﬁ} (l’, t; 57 O)EO (f)df
b
= / (azr[v] - axr[ﬁ])(xa t; fa 0) (Uo(f) - Uo(l'))df

+ / 0, (2, 1: €, 0)[(uol€) — Wo(€)) — (uo() — To(x))]dé.
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Aplicando o Lema B.1.2, obtemos

b -7 _ _
(Ksllv vlll,;t\luollllx ¢l +KgHuo—ztco\ll\:v—fl)e_cg<%f)2d§

@WLMS/

a

b [ Ksl|lu vV—T _ 7 o
S/ 3l 0”1”1 Hl,% +K3Hu01 ol o—Ca' t&)Qdf
a t2 t2

< Ks([lo =0l 3 + lluo — o).

A seguir, obtemos a Holder continuidade com respeito a t.

b

V(z,t) = V(z,t) :/ (P (@, £€,0) = Ty (2, £'5€, 0)Juo(§)dE
b

- / (P (@, 4:€,0) — gy (z, 15€,0))20(§)d€

b ¢
:/ d§/t/ O (2, 5,6, 0)up(&) — Ol (, 55, 0)1p(§)ds

t b
:/ ds/ (0T ) — O (, 53 €, 0)uo (§)

+ Ol (, 55€, 0)(ug — o) (&)dE
/ ds / (O ) — O (2, 5: €, 0) (o (€) — ()¢

+/t/ ds/a Ol (w, 5;€,0)[(ug — Uo) (&) — (uo — To)(x)]dE.

Mais uma vez aplicando o Lema B.1.2, temos
|V(l’, t) - V(l‘7 t/)|

t b
§/ ds/ (0] — O w)) (2, 5:&, 0)|Juo (&) — uo(w)|d€
14 a
t b
+ [ ds [ 100,556 000 — w)©) ~ (w0 — ) )l
t’ a
t b s 1
< d K -0 l+ —-v 1 - 2—~(1—
< [ ds [ Kallo =l g + o =515 Dl ¢ e
is) Coel / /K3HU0—U0H ile =€ —oye=0
t _ _ T: 1\ _peo?
< [as [ K3<||v—v||1,;+||v—v||f1>uuo||1<?+;)e s g
¢ a 2

b _
+ /t gs [ Kslluo = Tolh ¢y 0
4 a

S

+
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_ _ (=62 5)2
§K3(|Iv—v||1;+|lv—vll +||uo—uO|| ds —e e
72

< Ks(llo = vlh,g + llo = ollY 3 + lluo — o) des
t/

_ — _ 1
< Ks(llv =l + v - va,% + [luo — Tho|1) (¢ — ¥')2,

sendo K3 = K3(R, A\, T, ||up||1) continua em relacao a 7.

Das estimativas acima, temos
VIl < Ks(R AT, [luolla) ([lv = ly,1 + flv— W\If% +lluo = Goll1),  (B.41)

sendo K3 = K3(R, A\, T, ||uo||1) continua em relagao a T

Analogamente, estimamos W. De fato,

t b .
W(Jf,t) = / dT/ P[v](xat;gaT)f(gvT) - Fm(l’,t;f,’?’)f(g,T)dg
= [ [~ Tt 56 7€) + (o670 - D€ e

Aplicando o Lema B.1.2, obtemos

t b
W (z,1)| S/O dT/ Ty — T (@, .6, 7) (& T + [T (2,156, 7) (f = F)(E 7)Idg

t b B _ 1 Gy a9
< [ dr | Ks(llv =0l 1l fllec + I1f = Fllo) Te e dg
0 a 2 (t — 7')2

< K3(B, A T) (| flloe + DT (o = 3lly 2 + 1f = fllo)-

Veja que

t b
oWt < [ ar [ (0.7 0T wie b6 67
+ |633F[§](517,t;§,7')(f _7>(§77)|)d€
t b B _ 1
< [a [ Kallo =31+ 17 = Floo) =

< K3(RAT) ([ flloo + DT= ([0 =Bl 1 + [1f = Flloo)-

o (2=8)?
e O de
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Seguimos para a Holder continuidade em t.

W (o 1) = /dT / (6.7 F(6.7) — Ty (2,45 €,7) F (€. 7) de

b

—/ dT/ F[v (x,t’;f,T)f(f,T)—F[ﬁ}(xat/;fﬁ)?(fﬁ)}df
/ dr [ [Pz, 6 7)f(E7) = Ty, 6;€,7) F (&, 7)]dE

_I_

b
/ dT/ JU t; €, 7— F[v](x7t7£ T)f(fvT»

0

(F[’U] ajata’faT) F ($7t>€? ))7(577)}615
b
[ r [0 = Tt el aE ) + o6, — e

/ dT/ (Ppy(, 5 €,7) — Ty (2,56, 7))] f(€,7)
F[U](LE t; &, ) x,t ;& ))7(5? )} d§
/ 8dT/ df/ (9,5F[v] x,8;&,71)f(&,T) — atr[m(l'a S;f,T)?(f,T)]dS

=W, + Wy + Ws.

Aplicando o Lema B.1.2, obtemos

: ’ = 1 @92
Wil < [dr [ (Kallo =0l 1l + Kall S = Flle) e
t/ a _ 3

< Ks(RAT)(Iflloo + DT=(fJo = Tlly s + (1 = Flloo)(t = )2

Analogamente,

(z=8)?2 K (=
Wol < [ dr [ | g T O (| f e + [F o) dE
t'—e t—T 2 (t’—T)z

< Ka(l!fHoo + [ fll)e.

W3 = /0 dr d€ ) [@FM (:L‘7 85 ga T)f(& T) - atr[ﬁ] ({L‘, S5 57 7—)?(57 T)} ds

— [ 4 / s / (A — Ol (. 536, 7) (F(€,7) = Flr, 7))
Oy (0,56 7)((f — P)ET) — (f — . )]de.
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Novamente, aplicando o Lema B.1.2 e denotando por K5 = Ks([lv -], 1 +

Jo =02 )1, temos
72

1 O 2=
|W3|</ dT/ dS/ K5<|x_§|v ( )2 10-F) + (S—T)g>e = |r —¢|

A —&ldg

+—
(s —7)2
< Ke(L+[[f1l1,)llv =l 1 + [l —EIIB;

1—y _ o
FIf =Tl / dT/dS/( élw 6>+<’f_f>|> e

< Ke(1+ (£l v =0l gy + o = UHL%

_ t'—e t b 1 1 ==g?
+Hf—f||1,1]/ dr/ ds/ - 00 e
= Jy v Ja \(s—m)p s

< KoL+ £l p)llle = ol g + lo =77

— 1 t/—é‘ t b 1 C (90 5)2
+If = fll 2 )(T2 +1)/ dT/ dS/ S
2 0 t a S_T

< Ke(1+ [1flh v =l 2 + v —EIIB

Y A ey
v (s—17)2

- 1
< KoL+ 1 fl)llo =l g + llo =2 3+ 11F = Flly g )T = 1)z

Como a estimativa para W5 vale para todo € > 0, concluimos que

W (2, t) = W(a, t)] < Kz (1+ Ifllyg) [l =Bl s + o =307,
IR 2 (B.42)
I = Tl ] TH G — )2,

sendo K7 = K7(R, A\, T) continua em relagao a 7.

Segue-se que

l _ _ —
IWlhy < KB ATYTE (U472 [l =0l g + o=, + 17 = Tl ] (B43)
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Assim sendo,

lu =l s = (Vs + Wl

B _ _ 1
< K7(||v —Tlly,1 + o — v||f7% + lluo — Tolls + T2 ([| fll,2 + 1))
(1=l + o= 012, 417 = Flhy ),
)

sendo K7 = K7(R, A\, T, ||up||1) continua em T O

Corolario B.1.1. Nas condigbes do Teorema B.1.4, se u é solucdo de (B.39), entdo
1
lully < Ko(Bo AT [luoll) [[luolls + T2 ([ 1l + D)1 Fll2]s (B.44)

sendo
K; = K:(R, T, ||uol1) (B.45)

uma constante positiva e continua em relagao a 7'

Demonstracao. A demonstracao segue com base no Teorema B.1.4 fazendo v = v,
f=2f ety =2u. O

B.2 Resultados Classicos de Analise

Os dois proximos teoremas sao resultados classicos de Andlise que serao
usados ao longo da tese. O primeiro pode ser encontrado em (|11], p. 158) e o
segundo em ([14], p. 187 — 189).

Teorema B.2.1. Se X C R"” é um conjunto limitado, entdao toda aplicacao

uniformemente continua f : X — R é limitada.

Definicao B.2.1. Seja 7" um operador definido em um subconjunto Y de um espago
de Banach X e suponha que 7' mapeia Y em X. Dizemos que T': Y — X ¢é continuo
em um ponto zo € Y se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que ||T'(z) — T'(xo)|| < ¢,
sempre que ||z — xo|| < d, = €Y. Isto é equivalente dizer que para toda sequéncia
() em Y, convergindo para um elemento zg, a sequéncia (T'(x,,)) converge para

T(zg). Se T é continua em todos os pontos de Y, dizemos que T é continua em Y.

Definicao B.2.2. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que Y C X é pré-
compacto se toda sequéncia (z,,) em Y possui uma subsequéncia (x,,/) convergindo
para algum elemento x € X. O elemento = pode nao pertencer ao conjunto Y. Se
toda sequéncia (z,,) em Y possui uma subsequéncia que converge para um elemento

de Y, dizemos que Y ¢ um conjunto compacto.
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Claramente, Y é compacto se, e somente se, Y é pré-compacto e fechado.

Definicao B.2.3. Dizemos que K C X é convexo se para quaisquer x,y € K,
tr+(1-tye K, te(0,1).

Teorema B.2.2 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Seja Y um subconjunto
convexo e fechado de um espaco de Banach X e seja T : Y — Y um operador
continuo tal que T(Y) C Y é um conjunto pré-compacto. Entao T possui um ponto

fixo, isto é, existe um ponto yo € Y tal que T'(yo) = vo-



APENDICE C

O Modelo de Combustao em um meio

POroso com n camadas

O processo de combustao em meios porosos tem sido estudado por muitos
autores durante as ultimas décadas. Aqui, estamos interessados em entendé-lo em
um meio poroso com n camadas, em que cada uma delas estd saturada com um
combustivel s6lido, quando a porosidade e a condutividade do meio em cada sao
fungoes da varidvel espacial.

No levantamento de algumas hipoteses, obtemos um modelo simples cujas
variaveis sao a temperatura e a concentragao de combustivel nao queimado em cada
camada. O modelo inclui transferéncia de calor entre as camadas.

Consideramos um meio poroso unidimensional horizontal, consistindo em
n camadas paralelas, cada uma contendo uma concentracao inicial de combustivel
solido como o coque. A varidvel espacial é x, 0 < x < L, e a variavel temporal é t,
t> 0.

Um esbo¢o da geometria do meio pode ser vista na Figura C.1. A reacao

quimica em cada camada toma a forma simples

[reagente solido| + [reagente gasoso| — [produto gasoso| + [calor]. (C.1)
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Figura C.1: Meio poroso com n camadas paralelas

Para formular as equagoes de balanco, assumimos que o gas, a rocha porosa
e o combustivel estao em equilibrio térmico localmente no espago e globalmente em
relacao ao tempo, em cada camada. Consequentemente, apenas uma temperatura
¢ usada para o balango de energia em cada uma delas. Porosidade e condutividade
em cada camada sao assumidas como fungoes da varidvel espacial.

Efeitos de radiacao, dissipacao viscosa e trabalho por mudancas de pressao
sao desconsiderados. Entretanto, uma taxa de reagao, conducao de calor
longitudinal, transferéncia de calor entre as camadas e perda de calor para a
formacao rochosa circundante sao consideradas.

Os indices g, r e ¢ referem-se ao oxigénio, a rocha e ao coque,
respectivamente. Ja o s refere-se a uma camada inteira, enquanto i, ¢ = 1,...,n,
denota a i-ésima camada. Na i-ésima camada, as variaveis de estado dependendo de
(x,t) sao a temperatura T;, a concentracao de combustivel 7;, a fracdo de massa de
oxigénio na fase gasosa Y;, a velocidade de Darcy v; e a pressao p;.

As outras grandezas relevantes na i-ésima camada sao a densidade do gés p,,,
dada por uma equacao de estado independente da camada p,, = p,(7;, p;); densidade
da rocha p,,; porosidade ®;; condutividade térmica \;; calores especificos do gas, da
rocha e do coque, dados respectivamente por c,,, ¢,, € c,; pressao constante; taxa de
consumo de coque na reacao quimica f;; calor de reagao @).,; resisténcia ao fluxo que
aparece na Lei de Darcy K, que é diretamente proporcional a permeabilidade da
rocha e inversamente proporcional a viscocidade do gas; coeficientes estequiométricos
relativos as massas de oxigénio e do gas inerte sao m,, e m,,, respectivamente,
ver [1]. A temperatura do meio externo é denotada por Tg.

A grandeza mg, pode ser positiva, negativa ou nula se a quantidade de gés

produzida pela reacao ¢ maior, menor ou igual & quantidade de gas consumida por
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ele. Finalmente, o coeficiente de transferéncia de calor entre as camadas i e i + 1 é

denotado por );, parai=1,...,n — 1.

Na i-ésima camada, valem as seguintes equacoes:

Balanco de energia

Para i =1,

0
a(ﬁblpmcleI + (1 = é1)prycr, T1 + 77ICC1TI) =

- 3 (PgrcqiTh) + Qp fr — Ql(Tl —Tg)+ Q1 (1 — Ty)

ox
0 o1,
— (g, —).
+8:v( 1833)
Parat=1,...,n—1,

0

0
— — (pg;cauiTy) + Qp fi — Qi (T — Timq) + Qi(Tisa — T3)

oT;

ox
0
90,20,

Para i = n,

0
N (¢npgncgnTn + (1 = @n)pr, Cr, T + nncchn> =

g (pgncgnvnTn) + anfn - Qn—l(Tn - Tn—l) - Q2(Tn - TE)

oT,

Oz
0
+ %(Asn%).

Balanco de massa de combustivel

on;
ot

:_fi-

Balango de massa de oxigénio

0 0
57 (0iPaYi) + o (pgviYi) = —mifi.
Balanco de massa do gds total

0

0
a(¢1pgi) + _(pgivi) = mngl

ox

(C.4)

(C.5)

(C.7)
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Lei de Darcy

Op;

V; = —

Consideramos a condutividade em cada camada dada por uma média das

condutividades da matéria solida (rocha e coque) e da fase gasosa

em que A, A, e )y sao as condutividades da rocha, do coque e da fase gasosa,
respectivamente, [; ¢ uma constante, tal que 0 < [; < 1.
A taxa de consumo de coque na reacao quimica em cada camada é dada

por uma versao da Lei de Arrhenius
fi = A, (Yipi)® e 7, (C.10)

em que A. é a constante de Arrhenius, E é a energia de ativagao, a é a ordem
da taxa de reacao gasosa e R ¢ a constante gasosa. /' e o sao iguais em todas as
camadas.

Introduzimos variaveis adimensionais para o espaco e tempo,

- T ~
rT=—, t=—, (C.11)
T* t*
em que x* e t* sao valores de referéncia para o espaco e o tempo, respectivamente.
?

A velocidade adimensional de Darcy na i-ésima camada é dada por

t*U@'

x*

171':

(C.12)

Também introduzimos as variaveis adimensionais para a temperatura,

concentracao de combustivel, pressao e densidade de gas na i-ésima camada,

R

:E ]5‘:& p :pgi
2 T*7 7 p*7 9i

e = (C.13)
g Us

em que T, p* e p, sdo valores de referéncia para a temperatura, pressao e densidade
do gés, respectivamente; e nf é a concentracao inicial de combustivel na i-ésima
camada, que pode ser uma funcao da varidvel x. Desta forma, 7; é a fracdo de
coque, remanescente na i-¢sima camada, 0 < 7; < 1. A densidade do gés p;, ¢ obtida

a partir da temperatura e da pressao de referéncia, usando a equacao de estado.
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Ao definir a fun¢ao adimensional

Sl

hT,n,Y,p)=Yp)*ne ™, (C.14)

_ _E = = -
em que F/ = 7=, a fungao da taxa de reagao pode ser escrita como

fi - Aci h(,-rzvnzv}/;)pz)
Com estas variaveis adimensionais e retirando os tis (~) de (C.11)-(C.13) e

de Ty = Tg/T*, para simplificar a notacio, o sistema, (C.2)—(C.8) torna-se

0 \ : o
&( (¢1pgp1091 + (1= ¢1)prcry + 771Cc17}1) Tl) = "oz (,OgP1Cglv1T1)
t 0A01 ) EAYe -
T ﬁf ) h(T1,m, Yi,p1) — Q1 (Ty — Tg)
» t* 0 oT,
+t°Q1(Ty — T1) + (x*)2$()‘51_8x ), (C.15)

0 9
§< (60 picq, + (1= @3)procy, + 1cem) Th) = — 5. (papicsuiT)

oA, O ()
i ﬁfl(p ) h(ﬂ77]z7 )/zvpl> - t*Qz—l(E - ﬂ_l)
o0, oT

P or Mo

_|_

+1°Qi(Ti1 — Ti) +

) (C.16)

0 0
&( (¢np2pncgn + (1 - ¢n)prncrn + ngccnnn) Tn) = _a (p;pncgnvnTn)

t* oA *\
Lt en Q1 (D7) b

T* (Tn, urs YnaPn) - t*Qn—1<Tn - Tn—l)

t* 0 or,

—1 Q2(Tn - TE) + (l‘*)z %( 5n8—$>, (017)
8771 * *\
a * a * * o *\ o
a(qbipgpgiy;) + %(pgpgiviyvi) =—1 Mo, 7; Aci(p ) h(T%vnia Y;api) ) <019)

0 " 0 * * o *\
E<¢1pgpgz) + %(pgpgivi) =1 Mg, M; AC'L(p ) h(T’la i }/zapl) ) (CQO)
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i = . 21
v (x*)2 Ox (C.21)
Agora, dividimos (C.15), (C.16) e (C.17) pelo valor médio
S (C.22)
PrCr = n — IOTiCTi ) .

(C.18) por 73, (C.19) e (C.20) por p;. A razdao para dividir as equagoes (C.15),
(C.16) e (C.17) é porque todos os coeficientes das equacoes resultantes variam em
um intervalo conveniente para céalculos numéricos. Para ¢ = 1,--- ,n, obtemos o

seguinte sistema adimensional:

0 J .
—((ay +bymp)T1) + 9 (GinTh) =

ot
. 0 0T,
dy h(T; Y; —q (17 =T, Ty —T; — (A —
Vh(Ty,m, Y, ;) — i (Th E) + qa(Ts 1>+8x( 1(’93:)’
(C.23)
0 a . B
&((ai +0mi)Ti) + o (civiTi) =
. o ,. JT;
di (T3, i, Yi, 03) =1 (T — Tim1) + qi(Tigr — T) + %(Az%) )
(C.24)
0 o .
a((an + bnnn)Tn) + p (CvnTy) =
. 0 oT,
h(T, Y, —Qn1(Ty, — Th1) — Go(T;, — T, — U
dn ( ny Tns napn) dn 1( n n 1) QQ( n E)+ax(/\n ax)v
(C.25)
on;i A
9 bipa i)+ 2 (py Y0 = — By h(Toy i, Yoo pi) (C.27)
ot iPg; ¥i Oz Pg;Viti) = i i» iy Yiy Pi) .
O (6400) + = (py0s) = Dy BT i, Vi) (C.28)
at ngi 0x pgivz - 2 Zanza Z)pl I .
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Ip;

sendo 0 < x < L, ¢t > 0. Em (C.24) i =2,--- ,n— 1; em (C.26), (C.27), (C.28) e
(C.29) i =1,---,n. Os coeficientes sao dados por

0 = Cbip;pgicgi + (1 - gbz‘)pmcm b, — n;Ce 6 — p;pgicgi CZ - Az’”f@fi

' prcy ’ prce” L peey T Trppey
(C.30)
A t* s, 0. Ain? An? t*p* K,
A=A, ("), =75 — Bi= mz—*m, D; = mgl—*m7 K; = pTZZ,
(x*)?pre, Py Py (z*)
(C.31)

Q. Q1 B Qs
= q1 = q

— 1 — 2 — —
PrCr PrCr PrCr

q;

: (C.32)

sendo que em (C.30) e (C.31),i=1,--- ,n,eem (C.32),i=1,--- ,n— 1.

Os coeficientes definidos em (C.30)—(C.32) dependem das grandezas fisicas
nas camadas. Muitas destas grandezas fisicas podem depender de x e de t, tais
como ¢;, A\; e n?, mas, neste estudo, consideraremos todas elas como constantes.
Desta forma, a;, b;, ¢;, d;, N;, A, B, Dy, ¢;, ¢1, o, € K; sao todas constantes
nao negativas, exceto D;, que, dependendo do coeficiente estequiométrico my,, pode
ser positivo, negativo ou zero.

Uma maneira conveniente de tratar o sistema (C.23)-(C.29) é assumir, em
uma primeira andlise, que os fluidos sao incompressiveis. Dai, podemos negligenciar
as mudancas de volume e de pressao devido & reagao quimica. Estas hipoteses
simplificam nossas equacoes e isolam os principais efeitos da temperatura. Assim,
para ¢ = 1,---n, assumimos que p; ¢ um valor médio constante, denotado por p;,
que independe da temperatura e da pressao; my, = 0 e, desta forma, D, =0.

Estamos interessados na situacao fisica em que o oxigénio ¢ injetado no meio
poroso em x = (0. Assim, todo o combustivel sélido se queima e uma frente de reagao
propaga-se para a direita. Desde que D; = 0, de (C.28), temos que % = 0. Logo, v;
depende somente do tempo e pode-se relacionar com condicoes de contorno no final
da inje¢ao. Por simplicidade, assumimos que v; é constante. Além disso, em (C.29)
vemos que p; pode ser facilmente calculado usando a pressao de injecao.

Com estas simplificacoes, as equagoes (C.28) e (C.29) sao automaticamente
satisfeitas, e (C.23)-(C.26) estao acopladas com (C.27) somente pelo fator (Y;p;)*
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na funcao h. Por simplicidade, tomamos este fator como uma constante conhecida.
Desta forma, obtemos o seguinte sistema adimensional modelando a temperatura e

a concentracao do combustivel:

2((061 +bim)Th) + 9 (e1Th) =

ot or
. - Ty
di f(Tr,m) = a(T = Tp) + (T = Th) + Mg, (C.33)
0 0
a((ai + bmz‘)Ti) + B (¢;T;) =
0*T;
di (T3, 1) —qi—1(T; — Ti1) + qi(Tigr — T3) + )\z‘w , (C.34)
0 0
5% ((an + bnnn)Tn) + B (e Ty) =
A T aQTn
dn f(Tna 77n>_Qn—1(Tn - Tn—l) - q2(Tn - TE) + )\nw )
(C.35)
on;
5 f(Ti,mi) (C.36)
emque 0 <x <[, t>0.
A funcgao f é definida por
J(T,n) =ne™ T, (C.37)
e 0s novos coeficientes sao
¢ =0Cv, di= (Y;pi)adi, A= (Y;pi)aAia i=1,--,n (C.38)
Os outros coeficientes a;, b; e \;, parai =1,--- ,n, ¢, parat =1,--- . n—1,

e g, para i = 1, 2, s8o os mesmos definidos em (C.30)-(C.32). Consideramos todos

estes coeficientes como constantes nao negativas.
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