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Resumo

Goidz Junior, Gethsemani Saraiva. O uso do Principio de Inducao
Matematica no Ensino Basico. Goiania, 2023. 116p. Dissertacao de
Mestrado Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goias.

O principio de indugao finita é uma ferramenta 1til e rigorosa para demonstracoes
e resolucoes de problemas em matematica, cujos resultados e conjecturas estao
relacionados ao conjunto dos ntimeros naturais. No entanto, o uso desse principio
no ensino béasico ainda é pouco explorado. Neste trabalho, temos o objetivo de
destacar nao apenas a importancia desse principio solido, mas também fornecer
um material de estudo e apoio para estudantes e professores, alinhado com a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC). Apresentamos varias demonstragoes voltadas
para o ensino fundamental e médio, abrangendo diversos contetidos dessas etapas
do ensino. Também sugerimos proposicoes para aprofundamento, que podem ser
utilizadas como trilhas de aprendizagem no ensino médio. Acreditamos que esse
trabalho possa despertar o interesse e promover o uso mais amplo do principio de

inducao finita no ensino da matematica e em outros componentes curriculares.

Palavras—chave

Principio de Inducao, Niumeros Naturais, Ensino Fundamental, Ensino
Meédio.



Abstract

Goidz Junior, Gethsemani Saraiva. The use of Principle of Mathema-
tical Induction in Basic Education.. Goiania, 2023. 116p. MSc. Dis-
sertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goias.

The principle of finite induction is a useful and rigorous tool for mathematical proofs
whose conjectures are related to the set of natural numbers. However, the use of
this principle for verifications in basic education is still greatly underutilized. In this
work, we intend not only to demonstrate the importance of using this strong principle
but also to provide study material and support for students and teachers, based on
the National Common Curricular Base (BNCC). We present various demonstrations
for elementary and secondary education, covering several proposed content in these
stages of education. We suggest propositions for further exploration, which can be
used as pathways for high school education. We also believe that this work can spark
interest and expand the use of the principle of finite induction in the teaching of

mathematics and other curriculum components.

Keywords

Principle of Induction, Natural Numbers, Elementary School, High School.
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Introducao

O principio da inducao matemaéatica ou principio de inducao finita ¢ uma
ferramenta matematica, eficiente para demonstracoes. As escolas possuem como
referéncia a BNCC [3], nela a matematica ¢ dada como uma ciéncia hipotética
e dedutiva baseada em demonstracoes que se apoiam num sistema de axiomas
e postulados, e sugere que verificacoes e dedugoes de propriedades e conjecturas
ocorram ja no ensino bésico. A utilizacdo do principio de inducao finita tem
sido amplamente subutilizada tanto por professores quanto por alunos. Diante
desse cenario, sentimos a necessidade de propor um trabalho que possa inspirar
e incentivar professores e estudantes a utilizarem o principio da inducao finita
de maneira a contribuir nas diversas etapas da educacao basica, alinhando-se as
competéncias especificas da BNCC |[3], principalmente no que se trata de desenvolver
o raciocinio l6gico, o espirito de investigacao e a capacidade de produzir argumentos
convincentes.

Esse trabalho foi dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo,
apresentamos um pouco do contexto historico com relacao ao uso do principio
de inducdo finita, em seguida o definimos a partir dos axiomas de Peano', depois
mostramos exemplos do seu uso de forma errénea. No segundo capitulo temos o
uso do principio de inducao finita nas séries finais do ensino fundamental, onde
demonstramos diversas propriedades e conjecturas que podem ser realizadas em
sala de aula, desde o quinto ano da etapa escolar. As proposicoes apresentadas e
comprovadas com o uso do principio de inducao finita, envolvem conteidos como:
igualdades, desigualdades, geometria, divisibilidade, jogo como o da torre de Hani?,
e em defini¢oes por recorréncias. No capitulo trés, aprofundamos gradativamente,
com relacao ao ensino fundamental.

Uma série de proposicoes comprovadas neste trabalho, sao apresentadas nos
diversos materiais do ensino basico, mas nao comprovadas com o rigor do principio

de inducao finita. Ainda nesse capitulo trés, temos demonstracoes relacionadas a

LGiuseppe Peano (1858 - 1932), matematico italiano do século XIX.
2E um jogo, quebra-cabeca, inventado em 1883, cujo nome foi inspirado numa torre da cidade
de Hanéi, Vietna.



17

progressoes aritméticas, progressoes geométricas, somatorios, igualdades, desigual-
dades, binomio de Newton?® e geometria. No quarto capitulo, sugerimos proposicoes
e problemas para aprofundamento em trilhas de aprendizagem para o ensino médio,
de acordo com a BNCC [3]. No capitulo quatro, as propriedades e proposi¢oes nao
sao apenas as relacionadas com os contetdos previstos para o ensino médio. Também
apresentamos, dentre as relacionadas com o ensino médio: igualdade, desigualdade,
divisibilidade, geometria, trigonometria, bindmio de Newton, matrizes, somatorio,
sequéncias, sequéncias de Fibonacci*, funcio composta. E, para ampliacao do saber:
nimero de Euler®, relacoes entre o niimero de ouro e a sequéncia de Fibonacci e
produtoérios.

No apéndice deixamos uma série de problemas propostos que relacionam as
proposicoes apresentadas no capitulo de inducao nas trilhas do ensino médio. Assim,
didaticamente, se interessar ao leitor, ele podera ampliar seus conhecimentos com as

proposicoes demonstradas e resolver os problemas sugeridos apds as demonstragoes.

3Isaac Newton (1642 - 1727), fisico e matemético inglés.

4Conhecido também por Leonardo de Pisa (1175 - 1250), Leonardo Pisano, ou por Fibonacci,
por ser filho de Bonacci.

’Leonard Euler (1707 - 1783), suico, matematico e fisico.



CAPITULO 1

Principio de Inducao Finita

1.1 O Principio de Inducao Finita

O principio de indugao finita é uma ferramenta matematica utilizada
para demonstrar proposicoes no conjunto dos nimeros naturais. Essa técnica de
demonstracao pode comprovar resultados em diversas areas do conhecimento, de
forma rigorosa. Hoje é um dos mais importantes procedimentos mateméticos para
comprovacao de veracidades de conjecturas e resolucoes de problemas.

A utilizacao do principio de inducao finita nao possui historicamente uma
data inicial, segundo Benjtumeda [1], no seu artigo, Demostrando por Induccion, é

dificil determinar o inicio do uso desse principio.

Es dificil establecer cuando se usé por primera vez este método de
demostracion, pero existen evidencias de que sus ideas principales
se remontan a tiempos muy antiguos. Desde épocas anteriores a
Cristo, es posible encontrar trabajos de matematicos que contienen
razonamientos cercanos a la induccién matematica, tal es el caso
de la demostracion de Euclides (300 AC) sobre la existencia de una
infinidad de ntimeros primos.(BENJUMEDA, 2009, p.1)

Guderson citou em seu livro Handbook of mathematical induction, Theory
and applications [8] sobre um artigo de Bussey “s, 1917, onde Pascal' reconhece o
italiano D.FF. Maurolycus? por usar inducao matemética no seu livro publicado em
1575. Também citado em 1962, George Polyas® no livro Mathematical Discovery con-
firma Pascal recebendo créditos por utilizar o principio de inducao, mas Bourbak “s*
em 1965, confirma Maurolycus com todos os créditos por ser o primeiro a utilizar. De

acordo com Quine "Inducao Matemaética foi explicitamente reconhecida por Pascal

! Blaise Pascal (1623 - 1662), matemaético, fisico, filésofo, escritor e tedlogo frances.

2Francesco Maurolico (1494 - 1575) matemaético e astrénomo italiano, sua origem é grega.
Contribuiu nos campos da geometria, mecinica, Optica, astronomia e musica.

3George Polya (1887 - 1985), matematico hungaro.

4Nicolas Bourbaki ¢ um pseudénimo francés, coletivo de matematicos e ex-alunos da Ecole
normale supérieure, fundado em 1934.
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em 1654 e Fermat® em 1659...". Ainda neste mesmo livro de Guderson|8], o autor
descreve a citacao de Burton® e Boyer” onde ambos afirmam que o termo Inducdo
Matemdtica foi introduzido por Morgan® em 1838, no artigo Induction Mathematics
que ele escreveu para o Penny Cyclopedia e ainda que a expressao complete induc-
tion popularizou na Alemanha e depois Dedekind? a utilizou em um jornal em 1887
(Burton, pag 440 e Boyer pag 404).

Encontramos no livro, Mathematics[14], uma nota historica do principio da
inducao matematica, onde os autores relatam que diferentemente de outros conceitos
e métodos, as provas utilizando o principio da inducao matematica nao é creditada a
apenas uma pessoa, em um momento determinado. Até comenta que os pitagoricos
conheciam a inducao matematica. O francés matematico, Blaise Pascal recebeu mais
créditos pela origem do principio da inducao matematica. JA4 o nome inducao foi
utilizado pelo inglés e matematico, John Wallis'®, sendo que mais tarde, o principio
da indugao foi utilizado para demonstrar o teorema binomial. De Morgan que foi o
primeiro a nomear e definir indu¢cao matemdtica, desenvolveu a regra de De Morgan,
onde ele determinou uma convergéncia de uma série matematica. Giuseppe Peano
(1858 - 1932) deduziu as propriedades para o conjunto dos naturais, hoje conhecidas
como axiomas de Peano. Podemos afirmar que a reafirmacao de um dos axiomas de
Peano ¢é o principio da indugao matemaética.

Percebemos a importancia do principio de inducao finita ao longo dos anos
para o estudo da matematica por diversos estudiosos mateméaticos. No livro, El

Método de La Induccion Matematica[18|, Sominskii relata que:

El Metodo de la induccién matemética se usa ampliamente em la
demostracion matemadtica. Sin dominar este método, es imposible
estudiar a fondo las matematicas. Ademas, la idea basica em que se
apoya el método de la induccién matematica, es de gran interés no
sblo para los estudiantes de matematica y de las ciéncias aplicadas,
sino también para estudiantes de otras disciplinas.(SOMINSKII,
1959, p.5)

SPierre de Fermat (1607 - 1665), matematico francés. Recebeu créditos por desenvolver primei-
ramente o calculo infinitesimal.

6David M. Burton, Ph.D. pela Universidade de Rochester, professor Emérito da Universidade
de New Hampshire, em 1959. Autor de The History of Mathematics: An Introducao, e Elementary
Number Theory

"Carl Benjamin Boyer (1906 - 1976), matemético norte americano e historiador, autor do livro
Histéria da Matematica.

8 Augustus De Morgan (1806 - 1871), matemético, formulou as leis de De Morgan.

9 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916), mateméatico alemao, contribuiu na teoria dos
nameros, teoria dos anéis, teoria dos conjuntos.

10 John Wallis (1616 - 1703), matemaético britanico, divulgou trabalhos de célculo precursores aos
de Newton.



1.1 O Principio de Inducao Finita 20

Ressaltamos que as proposicoes mateméticas que afirmam serem verdadeiras
para todos os ntimeros inteiros positivos, podem ser demonstradas por inducao
matematica. Essa técnica nao serve para descobrir os teoremas e férmulas, mas sim
para comprovar que determinada propriedade possui validade dentro do conjunto

dos naturais. Como relata Oliveira, no livro Iniciagdo & Matematica|l5] que:

Muitas descobertas em matemaética sdo feitas baseadas na reali-
zacao de testes que nos fornecem evidéncias empiricas. Tais evi-
déncias sao estudadas para efetivamente verificarmos se os resulta-
dos que elas insinuam sao verdadeiros. O método da inducdo finita
constitui uma ferramenta muito 1til na hora de desvendar a veraci-
dade de resultados provenientes desse tipo de estudo. Esse método
é uma das grandes armas do matematico moderno e tem utilidade
na solugao de varios problemas,...(OLIVEIRA, 2012, p.203).

Chamamos de ntimeros ordinais, quando olhamos os niimeros naturais como
uma sequéncia simples. Por meio de axiomas, ou seja, uma lista de propriedades
essenciais que caracterizam a estrutura de uma sequéncia, assim podemos escrever
a estrutura do conjunto dos niimeros naturais. Baseado na nogao de sucessor de um
ntimero natural, Giuseppe Peano caracteriza o conjunto dos ntimeros naturais, N,

por meio de uma lista com quatro axiomas.

Axioma 1.1.

1. Qualquer numero natural tem um nico sucessor, este € também um nimero
natural.

2. Numeros naturais distintos tem sucessores distintos.

3. Fxiste apenas um numero natural que nao € sucessor de nenhum outro nimero,
esse numero € o 1.

4. Seja N um conjunto de nimeros naturais, sendo N' C N. Caso 1 € N e

também se, o sucessor de cada elemento de N ainda pertence a N, entao

N =N.

Encontrar o sucessor de um ntmero natural é equivalente a adicionar uma
unidade. Podemos reescrever os axiomas de Peano denotando o sucessor de n por

n 4+ 1, temos assim:

Qualquer numero natural n tem um tnico sucessor, representado por n + 1.
Sek+1=n+1, entao k =n.
Existe apenas um numero natural, indicado por 1, tal que n + 1 # 1, para
qualquer n € N.

4. Seja N um conjunto de niimeros naturais, sendo N' C N. Caso 1 € N e
também se, n + 1 € N, para cada n € N, entao N' = N.
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Todos os axiomas acima sao fundamentais, o quarto se destaca, e € chamado
de Axioma da Inducao. Ele pode garantir que um certo subconjunto N dos N, inclui
todos os elementos de N. Podemos utilizad-lo para comprovar teoremas relativos a
nimeros naturais e construir definigoes.

Se formos provar que uma propriedade P(n) relativa ao nimero natural
n, ¢ valida para todos os numeros naturais, devemos mostrar que o subconjunto
N ={n: P(n)} é o proprio N.

Assim, pelo item 4 do Axioma 1.1, temos de mostrar que 1 € N e que o

sucessor de cada elemento de N também pertence a N'. Ou seja: para a propriedade
P(n)

i. P(1) é verdadeira;
ii. Para qualquer n € N, a validade de P(n) implica a validade de P(n + 1).
Se i e ii sdo validos, concluimos a validade de P(n) para todos os valores de

n.

E comum chamarmos de caso ou passo base, a verificacio de P(1) nas
demonstracoes por inducao finita, quando o 1 é o primeiro valor a se comprovar.
Por outro lado, a demonstragdo de que P(n) implica a validade de P(n + 1) ¢é
comumente chamada de passo de inducao.

Uma outra equivaléncia do Principio de Inducao é o Principio da Boa
Ordenacao que enunciaremos a seguir e depois usaremos para provar o Principio

de Indugao como um teorema.

Axioma 1.2 (Principio da Boa Ordenacao). Todo subconjunto A nao vazio dos

naturais N tem um elemento minimo; isto €, existe um natural a € A tal a < b para
todo b € A.

Teorema 1.1 (Principio da Inducao Finita - P.LF.). Sendo ny um nimero inteiro
e ndo negativo, vamos supor que para cada numero inteiro n, de forma que n > ng,

tenhamos uma proposicio P(n). E ainda verificadas as propriedades:

i. P(ng) verdadeira,
ii. Se P(n) for verdadeira, entdo P(n + 1) € verdadeira para qualquer n > ny.

Assim, P(n) € verdadeira para todo natural n > ny.

Demonstracao. Seja o conjunto
A={x € N:x >nge P(x) ¢ verdadeira},
que é nao vazio, pois ng € A. Assim, devemos mostrar que

./4 = {no,no + 1,n0 + 2,710 + 3, },
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isso € 0 mesmo que mostrar que o conjunto
X={reN:z>nye P(z) é falsa},

é o conjunto vazio. Suponha por contradicao que X nao seja um conjunto vazio.
O principio da boa ordenacao nos garante que existe um elemento minimo xzy que
pertence ao conjunto X, onde P(z() é uma sentenca falsa. Observe que,

Como P(ng) é verdadeira pelo item i, temos que xy # ng, consequentemente
To = ng + 1.

Como x ¢ o menor elemento de X, segue que zo — 1 ¢ X, logo P(xg—1) ¢
verdadeira, ou seja zo — 1 € A, e portanto o seu sucessor (g — 1) + 1 = 27 também
pertence a A e portanto P(xg) é verdadeira, absurdo pois zy € X', donde concluimos

que X é vazio, como queriamos demonstrar. O]

Esse principio de inducao finita que acabamos de demonstrar também é
conhecido como Primeiro Principio de Indug¢ao Finita.

Encontramos algumas propriedades em que precisamos de uma hipdtese de
inducao que seja valida para todo k tal que ng < k < n, nestes casos precisamos
de uma outra formulacao do Principio de Indugao que enunciaremos e provaremos a
seguir, conhecido como Segundo Principio de Indugao finita ou de Principio

de Indugao Completa, e em algumas literaturas Indugcao Forte

Teorema 1.2 (Segundo Principio de Indugdo Finita). Sendo ng um nimero inteiro
€ nao negativo, vamos supor que para cada numero inteiro n, de forma que n = ng,

tenhamos uma proposi¢ao P(n). E ainda verificadas as propriedades:

i. P(ng) verdadeira, e
ii. Se P(k) € verdadeira para qualquer ng < k < n, implicar que P(n) verdadeira.

Entao, P(n) € verdadeira para todo natural n = ny.

Demonstracao. Como na primeira formulagao vamos definir o conjunto M, tal que
M ={m € Z, tal que m > ng e P(m) é falsa}.

Em seguida provaremos que o conjunto M é vazio.

Novamente por absurdo, suponhamos que M nao seja vazio, pelo principio
da boa ordenacao, existe my = min(M ). Temos que P(ng) é valida pelo item i., logo
mg > ng. Dai, para todo k € Z, ng < k < myg, temos também que P(k) é verdadeira,
pois mg é minimo de todos os m > ny onde P(m) é falsa. Assim pela hipotese ii.,
P(my) é também verdadeira, o que é absurdo. Portanto, M é vazio, como queriamos

demonstrar. O]
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Uma ideia comparativa do principio da inducado finita é o chamado efeito
cascata, ou também efeito domind, pois quando colocamos os dominés em fila e
seguidos um do outro, ao derrubarmos o primeiro deles, ele ira cair sobre o segundo
e causara sua queda, e a queda do segundo ird consequentemente causar a queda do
terceiro e assim por diante, até que todos os dominés caiam. Esta é uma reacao em
cadeia, cujo fim ¢é a queda de todos os dominés. Essa ideia do efeito domino6 aparece
no livro Circulos Matematicos|6], os autores se referem ao principio de inducao
mateméatica por MIM, Método de Inducao Matematica, e também, sugerem um
plano geral para solucoes de problemas em quatro passos.

De forma segura, o principio de inducao comprova que determinada propo-
sicao é valida para uma infinidade de ntimeros naturais pois, mostramos que cada
vez que a sentenca é valida para qualquer ntimero natural, também vale para o natu-
ral seguinte. Se a propriedade é satisfeita para o primeiro natural, entao sera valida
para um segundo natural. E por ser vilida para o segundo, satisfaz a validez para o
terceiro, e assim por diante.

Pode-se gerar uma confusao nos primeiros contatos com as demonstracoes
por inducao, no sentido de confundir que estamos usando, na demonstracao, o que
queremos provar P(n), mas na verdade a demonstrac¢do, no segundo passo, exige
a prova de que P(n) implica P(n + 1). Reforcamos aqui que nas demonstragoes
admitimos a validade da hipotese, e por inducao, admitimos a validade da hipdtese
de indu¢do P(n) e mostramos a tese, ou seja, que P(n + 1) é valida.

O principio da inducao finita possui extensa vantagem para provar que sao
verdadeiras uma quantidade de afirmagoes infinitas, pois basta verificar a veracidade

de uma tnica afirmacao.

1.2 Inducoes Erréneas

Importante saber que o principio de inducao finita, nao deve ser aplicado,
se nas sequéncias de afirmacoes, essas forem verdadeiras apenas para alguns valores
de n ou nao serem verdadeiras para nenhum valor de n, pois a comprovacao sera
falha. O principio de Inducao Finita nao comprova a veracidade das conjecturas,
afirmacoes e definigoes, caso o passo base seja falso, ou entao, quando nao se prova
que P(n) verdadeira, implica a veracidade de P(n + 1).

Nos exemplos a seguir, ilustramos situacoes interessantes para uma inducao

erronea. O Exemplo 1.3 abaixo se encontra no livro de Hefez [10].

Exemplo 1.3. Seja P(n) a afirmagao n? —n + 41 é um niimero primo, para todo n

natural.
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Percebemos facilmente que P(1) ¢ verdadeira, pois 12 — 1 + 41 = 41 e
41 é um numero primo. Assim como P(2) é verdadeira (22 — 2 4+ 41 = 43), pois
também é primo. E podemos pensar que essa conjectura pode ser verdadeira. Mas se
verificarmos os casos P(1), P(2), P(3), ..., P(40), realmente obtemos nimeros primos.
No entanto, P(41) ¢ falsa. Veja,

41% — 41 +41 = 412, e portanto nao é primo. Logo, mesmo sendo verdadeira
inicialmente para alguns valores de n, nao podemos comprovar ser verdadeira de
modo geral.

O Exemplo 1.4 a seguir se encontra no livro, El Método de La Induccion
Matemaética|18].

Exemplo 1.4. Os valores absolutos dos coeficientes da forma fatorada de z™ — 1

nunca excederao ao ndmero 1.

Quando estudadas as fatoragoes para varios valores particulares n, os
matematicos notaram que em cada um dos casos estudados, os valores absolutos

dos coeficientes nas fatoracoes nunca excediam o ntimero 1.

r—1=z-1,
2 —1=(x—1)(z+1),
D(2* +z+1),
vt —1=(x—1)(z+1)(2*+1),
D'+ 22+ 2>+ 2+ 1),
1)+ D@ o 1) — a4 1),

Acreditaram que se continuarem com qualquer valor para n a propriedade seria
valida. Mas, em 1941, V. Ivanov obteve para z'% — 1, na sua forma fatorada, um

dos fatores contendo coeficientes cujos valores absolutos sao maiores que 1, veja:

®_1=@-1) -+ +2*+2°+27+a2+1) (a* +2° + 27+ 2+ 1)
@M B gt g T g1yl Iy g2 gy 10 8 T
—x6+x5—x+1)-(:1:2—|—m—|—1)-(x12—x11—|—x9—x8—|—x6—x4+x3
—z+1)- (2% —a2" 42" -2t + 2% —x+ 1) (2 + 2T+ 2" — 2
_ 42 _9n4l 40 39 4 086 4 035, 34 4 033 82, 31 28 %6
LA 2220 0 AT 06 005 | 04y 8y 12 00 8 9T

— a2’ =2’ 42’ + o 41)
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Assim, 2'% — 1 ndo possui essa propriedade.

Encontramos a expressao Indugao Vulgar, onde lezzi [12], a classifica como
uma generalizacao de propriedades apos verificacao de que a propriedade é valida
em alguns casos particulares, e ressalta que isso pode conduzir a sérios enganos
na matemaética. O livro ainda mostra um exemplo classico, referente aos ntimeros

primos de Fermat.

Exemplo 1.5. Considere a relacao que determina os ntimeros primos p, de Fermat,
da forma p = 22" + 1, definida para todo n € N UO0.

Temos assim:

n=0=p=2"+1=2"+1=3
n=1l=p=2>4+1=2241=5
n=2=p=2>4+1=2"4+1=17
n=3=p=2"4+1=241=257
n=4=—p=2"4+1=2%4+1=65537

Fermat acreditava que essa formula apresentaria niimeros primos para qualquer valor
natural de n. Mas, essa inducao vulgar, é falsa, pois o matemaético e fisico Euler(1707-

1783) comprovou que para n = 5, o resultado é divisivel por 641. Pois,
p=2% +1=2%11=4294967297 = 641 - 6700417,

portanto 22° + 1 ndo é primo.

Um outro exemplo notével do uso errdéneo da indugao, é o da conjectura de
Euler, formulado em 1769: E verdadeiro que a soma de trés quartas poténcias seja
igual a uma quarta poténcia? Ou seja, é possivel encontrar a, b, ¢ e d ntumeros
naturais, de forma que a* 4+ b* + ¢* = d*? Nao encontrando nenhum exemplo
numérico que satisfaz essa igualdade, Euler afirmou que essa equagao nunca poderia
ser satisfeita. Mais de dois séculos depois, no ano de 1987, encontramos o primeiro
exemplo, com nimeros de sete e oito digitos, que satisfez esta igualdade. Usando a
computacao: 95800% + 217519* + 414560* = 422481*, podemos também encontrar
outra solucao dobrando cada uma das bases dessas poténcias. Observaram, também,
que 422481% possui vinte e trés digitos. O raciocinio dedutivo nao esta sujeito a erros
desse tipo. Quando a regra conjecturada é correta e aplicavel a situacao em anélise,

a conclusao a que se chega é correta. Partindo de uma premissa falsa, podemos
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chegar dedutivamente a uma conclusdo falsa(principio em que se baseiam as provas

por contradi¢ao).



CAPITULO 2

Inducao no Ensino Fundamental

E comum, no inicio do primeiro ano do ensino fundamental, estudar os
ntimeros naturais. E uma das ideias divulgadas, é a de que esses niimeros foram os
primeiros a serem usados pelo ser humano, principalmente com a intencao de contar
e medir. A ordenacao desse conjunto é compreensivel para os alunos dessa fase, mas
a questao da infinidade aparece carregada com duvidas e questionamentos. Se as
demonstracoes de formulas, forem conjecturadas e dadas como vélidas, a partir de
tabelas e termos como "assim sucessivamente'"ou "assim por diante", as duvidas com
relacao a veracidade destas proposicoes, para essa infinidade de numeros naturais
nao testados, continuarao. Apresentamos a seguir, para o ensino basico, algumas
demonstracoes utilizando o principio de inducao finita, que podem ser realizadas
nas séries finais do ensino fundamental.

Desde o 6° ano do ensino fundamental, nos deparamos com exemplos clas-
sicos, em diversos materiais destinados a essa etapa escolar sem uma demonstragao
rigorosa e convincente. O principio de indugao finita, comprova com mais rigor as

conjecturas, como as que apresentaremos nesses proximos capitulos.

2.1 Inducao nas Igualdades

Ao examinarmos os casos de proposicoes que envolvem as igualdades com
somatorios ou produtorios, no ensino basico, as conjecturas apresentadas nos livros,
estao corretas, mas na sua maioria nao demonstradas. E esses casos, nao trazem di-
ficuldades para serem demonstrados através do principio de indugao finita. Segundo
Morgado e Carvalho [13]:

O que torna o uso de inducfo nesses casos particularmente facil é
que a passagem de P(n) para P(n + 1) é quase automatica: basta
acrescentar o novo termo do somatoério a cada membro da igual-
dade e manipular o lado direito de modo que ele adquira a forma
necessaria para verificar a veracidade de P(n + 1) (MORGADO,
CARVALHO, 2015, p.15).

A seguir apresentamos alguns casos com igualdades.
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Observando as igualdades,

1=1=1%

1+4+3=4=2°

1+3+5=9=3
14+3+5+7=16=4% (2.1)

1+34+5+7+9=25=5%

obtemos a seguinte conjectura.

Proposicao 2.1. A soma dos n primeiros nimeros naturais impares, é n?, isto é
1+34+5+7+9+11+-+(2n—1) =n> (2.2)

Demonstragao. Para provar que a igualdade (2.2) é realmente verdadeira para todo
natural n, podemos usar o principio de inducao finita.

Seja P(n) : 1+3+5+7+9+11+---+ (2n — 1) = n?, para qualquer que
seja n € N.

i. Paran =1, temos que P(1) é verdadeira. Verificamos a veracidade na primeira
linha das igualdades (2.1), pois 1 = 12.

ii. Admitimos por hipotese de indugao que P(n) seja verdadeira para algum
natural n, tal que n > 1, temos de mostrar que P(n) — P(n + 1). Isto

Pn+1):1434+5+ -+ 2n—1)+ (2(n+1) —1) = (n+1)>.

Para que isso ocorra, vamos adicionar a ambos os membros de (2.2) o termo
2(n+1) —1=2n+ 1. Assim,

143+ +2n—1)+(2n+1)=n*+ (2(n+1) - 1),
=n’+2n+1=Mn+1)>%

Logo, P(n) verdadeiro para um valor n natural qualquer, implica a validez para
P(n + 1). Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n) é verdadeira para todo
n € N. O

A soma dos primeiros nimeros naturais impares, aparecem em diversos

livros e materiais didaticos, destinados ao ensino da matemaética para turmas do 6°
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ano do ensino fundamental. Podemos encontrar essa soma nos capitulos relacionados
aos nimeros naturais.
De forma semelhante, podemos conjecturar e demonstrar a soma dos

primeiros niimeros naturais pares. Observe as igualdades a seguir:

2=1.2=2,
24+4=2.3=6,
24+4+6=3-4=12,
24+4+6+8=4-5=20,
24+4+6+8+10=5-6= 30,

*9

24446+8+10+---+2n=n-(n+1).

Desta forma, apresentamos a proposicao a seguir.

Proposicao 2.2. A soma dos n primeiros nimeros naturais pares, € dada por
n-(n+1), isto é
244+6+8+---+2n=n-(n+1). (2.3)

Demonstracao. Iremos provar que a igualdade (2.3) é verdadeira para todo natural
n, usando o principio de inducao finita.

Seja P(n) :2+4+6+8+---+2n=mn-(n+ 1), para qualquer que seja
n € N.

i. Paran = 1, temos que P(1) é verdadeira. Verificamos a veracidade na primeira
linha das igualdades, pois2=1-(1+1)=1-2.

ii. Suponhamos que P(n) é verdadeira para o natural n, tal que n > 1, devemos
mostrar que P(n) — P(n+ 1). Isto &,

Pn+1):24+44+64+84---+2n+2n+1)=(n+1) - (n+2).

Para que isso ocorra, vamos adicionar a ambos os membros de (2.3) o termo 2(n+1).

Assim,

2444648+ -+2n+2(n+1)=nn+1)+2(n+1)
=(n+1)-(n+2)

Logo, P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n) é
verdadeira para todo n € IN. O
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No ensino fundamental podemos destacar algumas aplicagoes e propriedades
importantes e que sao utilizadas com frequéncia, mas, para a adicao de poténcias
de mesma base, nao encontramos exemplos nos livros e nos materiais diversos,
pesquisados. A seguir, uma proposicao relevante para nao apenas conjecturar, mas
também para provarmos por inducao no ensino fundamental, referente a poténcias.

Observe as identidades a seguir,

1=2"-1,
ol =92 _ 9l
22 = 9% 92
2% = 2% _ 23
2t =95 9t

b

2n—1 —9on _ 271—1.

Fazendo a soma telescopica obtemos o seguinte resultado: 1 + (2! +2% +23 + ... +
2y = (21 422 4+ 23 . 2 o — (1420 22 4 23 -+ 2771 Agsim,

1=2"—(14+2+22+2° ... 4271,

Podemos conjecturar a proposicao a seguir, e provar com o principio de inducao

matemaética.

Proposicao 2.3. Para todo n natural,
1+2+22 428+ 42" =2" — 1. (2.4)

Demonstra¢ao. Vamos comprovar que a igualdade (2.4) ¢, de fato, verdadeira para
todo natural n, utilizando o principio de inducao finita.
Seja P(n) : 1 +2+2%+23+ ... 4271 =27 — 1 para todo n € N.

i. Paran =1, P(1) é verdadeira. Pois, 1 =2 —1=2—1.
ii. Vamos admitir P(n) : 1 +2+ 2%+ 2% + ... 4 2"71 = 2" — 1 verdadeira para

algum natural n, e mostrar que P(n + 1) é verdadeira. Ou seja,

P(n—i-l):1+2+22—|—23+...+2"*1+2n:2n+1_1.
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Vamos adicionar a ambos os membros de (2.2) o termo 2". Desta forma,

1+2+22+23+_|_27L—1_|_27L:2TL_1_|_27L
=2.2" 1

=ontl 1,

Logo, P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n) é
verdadeira para todo n € N. O

No ensino bésico, mais precisamente, a partir do 7° ano do ensino fundamen-
tal, ¢ comum para agilizar, facilitar ou diminuir os calculos, utilizarmos em diversas

situacoes de igualdades, a lei do corte.
Proposicao 2.4 (Lei do corte). Se a,b e ¢ sao nimeros naturais de forma que
a+c=0b+c, entao a =>.

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao finita em ¢, notando que o caso base da
inducao é o segundo axioma de Peano. Assim, para ¢ = 1, a lei do corte é valida
pelo segundo axioma de Peano, ou seja, se os sucessores a +1 e b+ 1 de a e b sao
iguais, entao a = b. Vamos supor agora que a propriedade seja valida para algum
nimero natural c. Isto é,

a+c=0b+c, entao a = b.

Supomos agora que a+ (¢+1) = b+ (c+1). Pela propriedade associativa da adi¢ao,
essa igualdade é equivalente a (a + 1) + ¢ = (b+ 1) + ¢. Porém, pela hipotese de
inducao, a+1 = b+ 1, entao a = b. Dai, se a propriedade vale para c, entao é valida
para ¢ + 1. Portanto pelo principio de inducao finita, a lei do corte é valida para

todo ndmero ¢ natural. ]

2.2 Inducao em Defini¢coes por Recorréncia

O principio de inducao finita é bastante utilizado para demonstragoes, mas
também pode ser utilizado para comprovar uma expressao definida por recorréncia.
Para definirmos uma expressao F,,, para qualquer n € N, sendo n > a, definimos
E, e devemos mostrar como determinar F,., a partir de E,, para qualquer n € N,
tendo n > a. Desta forma, dizemos que FE,, foi definida por recorréncia.

Vamos definir poténcia, utilizando a recorréncia.

Dado um elemento a de um conjunto A definido com duas operacoes
seguindo as leis basicas da aritmética, definimos as poténcias a” com n € Z, onde

n = 0, por recorréncia.
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Fazemos a' = a e a° = 1, para a 0. Como a™ esta definido, definimos
? ?

ntl =g . q.

a
O estudo das potenciacoes e suas propriedades esta presente em todas as
séries do ensino basico. Vamos provar por inducao, algumas das propriedades mais

utilizadas no ensino béasico com relagao a potenciacao.

Proposicao 2.5 (Produto de poténcias de mesma base). Dados a € R — {0}, e
z,y € NU{0}. Entao,

a®-a¥ = a" ", (2.5)

Demonstracao. Fixados os valores a e x arbitrarios. Vamos demonstrar por indugao

sobre .

0 0

i. Por definigao, temos que a”-a’ = a* -1 = a® = a®*". ou seja a afirmagao (2.5)
¢ verdadeira para y = 0.

ii. Supondo que (hipotese de indugao),

a®-a¥ =a*t,

é valida para algum inteiro y > 0. Podemos escrever

H.I.

CLx . ay+1 — af . (ay_al) — (ax . a/y) a = ($+y)+1 +(y+1)

a*V.a=a =a° )

O que mostra que essa propriedade é valida para (y + 1), portanto pelo principio de
inducdo finita, temos que a afirmagao (2.5) é verdadeira para todo real a nao nulo

e todos os inteiros nao negativos = e y. O

Proposigao 2.6 (Poténcia de uma poténcia). Dados a € R—{0}, e z,y € NU{0}.
Entao,
(a®)¥ = a®¥ (2.6)

Demonstracao. Fixados os valores a e x arbitrarios. Vamos demonstrar por inducao

sobre y.

i. Por definigao, temos que (a*)° = 1 = a® = a°®, ou seja a afirmagao (2.6) é

verdadeira para y = 0.
ii. Supondo que (hipotese de inducao), (a®)¥ = a*¥, é valida para algum y > 0.

Assim,
(@) = (@)Y - a® @ . 07 = T = D),
O que mostra que essa propriedade é valida para y 4+ 1. Portanto, pelo principio de

inducao finita, temos que a afirmacao (2.6) é verdadeira para todo real a e todos
z,y € NU{0}. O
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Proposicao 2.7 (Poténcia de um produto). Dados a eb € R—{0}, e x € NU{0}.
Entao,
(a-b)* =a”- b (2.7)

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducao sobre x.

i. Temos que (a-0)°=1=1-1=4a"-8". A identidade (2.7) ¢ verdadeira para
x=0.
ii. Supondo por hipotese de indugao que, (a - b)* = a” - b*, é valida para algum
inteiro nao negativo x. Segue,
(@-b)* = (a-b)*(a-b)' = (a-b)"(a-b) = a*b"-a' b = a®-a"-b"-b" = a* T pH,
O que mostra que essa propriedade é valida para x + 1, portanto pelo principio de
inducao finita, temos que a afirmacgdo (2.7) é verdadeira para todos os reais a e b

nao negativos e x inteiro nao negativo. O

2.3 Inducao no Jogo Torre de Hanoi

A Torre de Hanoi mostrada na Figura 2.1 é um jogo ou um "quebra-cabeca"
com trés hastes verticais, onde em uma dessas hastes sao colocados discos com
diferentes diametros. Os discos sao colocados de forma que o menor sobrepoe o
maior. Assim, podemos pensar em como transferir todos os discos para uma outra
haste, movendo um disco de cada vez, sendo que um disco maior nunca sobrepoe

um disco menor com um numero minimo de movimentos?

Figura 2.1: Torre de Hanoi, com 5 discos

Veja que com d discos podemos reduzir para d — 1 discos, sendo d > 1.
Pois se soubermos transferir d — 1 discos de uma haste para outra, saberemos como
transferir d discos também.

Para se transferir d discos de uma extremidade para a a outra, temos de
transferir o disco de maior didmetro de uma extremidade para a outra, ou seja, temos
de remover os d — 1 discos superiores para a haste central. Apo6s a transferéncia do
disco de maior diametro para uma das extremidades fica restando a transferéncia

dos demais d — 1 da haste central para a extremidade onde esti o de maior diametro.
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Se chamarmos de mg4 0 nimero minimo de movimentos que sao necessarios
para transferir d discos de uma haste para a outra, podemos escrever a igualdade

mg = mg_1 + 1 + mgy_1, 0 Mmesmo que escrevermos my = 2mgy_1 + 1, onde

d>1.

Uma igualdade equivalente pode ser escrita da forma:

mgr1 = 2mg + 1, onde os valores de d sao nimeros naturais. Sabemos
que m; = 1, pois com um movimento transferimos de haste um disco, e que

mgy1 = 2mg + 1, para qualquer d € N, assim my est& definida por recorréncia.

Desta forma,

n° de discos | n® minimo de movimentos
1

3

7

15

31

63

127

|| Y b= | W DN =

Tabela 2.1: Tabela de movimentos

Assim, (1,1);(2,3);(3,7); (4;15);(5,31);(6,63) e (7,127) sao exemplos de
pares ordenado (d,mg), donde podemos fazer a conjectura do termo geral ser
mg = 29—1. Para mostrar que essa conjectura esta correta, vamos utilizar o principio

de inducao matematica.

Proposicao 2.8. Na Torre de Hanoi, seja mg 0 niimero minimo de movimentos que

sdo necessdrios para transferir d discos de uma haste para a outra, entdo mg = 2%—1.

Demonstracao.

i. Para d =1 a conjectura ¢é valida, pois m; = 1 = 2! — 1.
ii. vamos agora supor que a conjectura seja valida para algum valor d natural,

isto &, mg = 2% — 1.

Para retirar o maior disco da haste inicial precisamos mover d — 1 discos para a

outra haste, com o minimo de movimentos, assim
Mapr = 2mg+1 2220~ 1) +1 =241 241 =241 1,

temos que a proposicao ¢ verdadeira para d+ 1. Portanto, pelo principio de inducgao

finita, a conjectura é valida para todo d € IN. n
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Vamos agora para um outro problema com a Torre de Hanoi. Suponha que
desejamos passar d discos de uma das hastes extrema para outra, de forma que nao
¢ permitido passar de forma direta um disco de um extremo para outro, isso significa
que todo movimento tem origem ou destino a haste que esta no centro.

Se, inicialmente todos os discos estiverem em um extremo, para se passar
um s6 disco se faz necessario dois movimentos: o primeiro que leva até a haste central
e o segundo movimento para levar da haste central até o outro extremo.

Vamos verificar que sao necessarios, no minimo, 8 movimentos para se
transferir dois discos. De fato, com dois movimentos, passamos o disco menor para
a terceira haste, em seguida, o disco maior é passado para a haste central. Em mais
dois movimentos, o disco menor retorna para a primeira haste e o maior é passado
para a terceira haste, e por fim, com mais dois movimentos, o disco menor é levado
para a terceira haste.

Se denotarmos por hg 0 nimero minimo de movimentos que se faz necessario
para transportar d discos, por recorréncia podemos expressar hyy1 da seguinte forma:
hgi1 = 3hg + 2. Podemos mostrar que o nimero minimo de movimentos que sao
necessarios para se transferir d discos é hy = 3¢ — 1, para qualquer d € N. E faremos

essa demonstragao utilizando o principio de inducao finita.
Demonstracao. Fazendo inducao sobre o nimero de discos d, temos,

i. Para d = 1, dois movimentos, como 3' —1 = 3 — 1 = 2, a proposicdo esti
correta.

ii. Suponhamos agora que a proposicao esteja correta para d discos, ou seja,
hg=3%—1.

Pela forma recorrente temos,

hd.H:3hd+2Hé-3(3d_1)+2:3d+1_3+2:3d+1_1’

comprovando que a proposicao é valida para d+ 1 discos. Portanto, pelo principio de
inducao finita, a proposi¢ao é verdadeira para qualquer que seja o nimero de disco,

isto &, hgy = 3% — 1, para qualquer d € N. O

2.4 Inducao nas Desigualdades

O principio de inducao finita é também adequado para provar resultados
em aritmética, em particular, situacoes que envolvem desigualdades com ntimeros

naturais.
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Podemos empregar a inducao em demonstracoes de desigualdades, estas
as vezes aparecem associadas a somatorios ou produtoérios. Nas desigualdades, a
inclusao de termos adicionais a ambos os membros, geralmente nao se chega a
desigualdade desejada. Assim, em muitos casos se faz necessario demonstrar uma
outra desigualdade para chegarmos a desigualdade que queremos comprovar. O
estudo de juros compostos e juros simples, a partir do 7° ano do ensino fundamental,

podem ser relacionados com a desigualdade de Bernoulli *.

Proposigao 2.9 (Desigualdade de Bernoulli). Temos que (14 h)™ > 1+ nh, para
qualquer n € N e o real h > —1.

Demonstracao. Seja

P(n): (1+h)" > 1+ nh.

i. P(1) é verdadeira, pois (14+h)! =14+h=1+1-h.

ii. Vamos supor que P(n), seja verdadeira para algum n € N, isto é,
(1+h)" =1+ nh.

Como, 1+ A é um valor positivo, pois h > —1, vamos multiplicar ambos os

membros da desigualdade da hipotese de indugao por 1 4 h. Assim:
(14+h)"-(14+h) = (1+nh) - (1+h) =1+ (n+1)h+nh?
Entao,
(14+h)" > 14+ (n+1h+nh®>14 (n+1)h,

pois nh? > 0. Assim, podemos afirmar que (1 + h)"™ > 1+ (n + 1)h, ou seja,
P(n) — P(n+1), para qualquer n € N. Portanto, pelo principio de inducao finita,
(14+ h)"™ > 1+ nh, para qualquer n natural e todo real h > —1. O

Podemos ver de forma ampla com um caso geral para n fatores no primeiro
membro da desigualdade e consequentemente n + 1 parcelas no segundo membro, e

nesse caso, o principio de inducao finita permite comprovar a desigualdade.

Proposicao 2.10. Sejam os nimeros reais x;, com 1 = 1,2,3,....,.n e x; > —1, tal

que todo x; possui o mesmo sinal. Entao,

(I+a) - T4xe) - (I+z,) 214z +a0+ - + 2y (2.8)

1 Jakob Bernoulli, ou Jacob I Bernoulli (1654 - 1705), um dos mateméticos proeminentes da
familia Bernoulli.
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Demonstracao. Vamos utilizar o principio de indugao finita. Seja

Pn):(14z) - (I1+mxe)---(14z,) =2 1+x1+ 22+ + 2.

i. Paran =1, temos P(1) verdadeira, pois 1 +x; > 1 + ;.

ii. Vamos supor que P(n) seja verdadeira para algum n natural, tal que n > 1.

Na desigualdade (2.8) multiplicamos ambos os membros por (1 + z,41). E como
(x1 4+ 29+ +x,) - xyp1 = 0. Entdo,

(AI4x)-(T4+m) (A +zn) - T 4+2p4) = Q42+ 20+ +20) - (14 2041),
(2.9)

e denotando o lado esquerdo da desigualdade (2.9) por,

n+1

(1+$1)'(1+$2)"'(1+$n)'(1+$n+1)=H(1+9€z’)

temos

n+1
[[O+z)>Q+a+a+Fan) L+ (Lt o+ a2+ +20) - T
=1
>4+t +20) + Tppr + (T T +To - Tpgr + -+ Ty Tisr)
> (Ltai oot + T+ @on) + (@1 22+ @) Ty

g

>0

2l+zi+2204+ -+ 2p+ Tpaa.

O que mostra a validade de P(n) para um valor n natural qualquer, implica a validez
para P(n + 1). Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n) é verdadeira para
todo n € N. Ou seja, para os nimeros reais x; > —1, com i = 1,2, 3,...,n, tal que

todo x; possui o mesmo sinal, concluindo a demonstracao da proposigao. O]

As poténcias de base dois, estudadas constantemente no ensino fundamental
séries finais, podem ser aplicadas em diversas situagoes ao longo de todo o ensino
béasico. A seguir, temos uma desigualdade com essa poténcia, que pode ser trabalhada

desde o primeiro ano do ensino basico e comprovada por inducao finita.

Proposicao 2.11. Para qualquer n,

2" >n (2.10)
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Demonstracao. Para provar que a desigualdade (2.10) é realmente verdadeira para
todo natural n, vamos utilizar o principio de inducdo finita. Seja P(n) : 2" > n,

para qualquer que seja n € N.

i. Paran =1, temos que P(1) é verdadeira. Pois 2 > 1.
ii. Admitimos P(n) : 2" > n verdadeira para um natural n, tal que n > 1, temos

de mostrar que P(n + 1) é verdadeira. Isto &, 2" > n + 1

Para isso, vamos multiplicar ambos os membros da desigualdade (2.10) por 2. Assim,
2-2">2-n=n+n>n+1,

pois n+n > n+1, para todo n > 1. Logo, admitindo P(n) verdadeira para um valor
n natural qualquer, temos P(n + 1) verdadeira. Portanto, pelo principio de indugao
finita, P(n) é verdadeira para todo n € N. O

A desigualdade a seguir apresenta uma curiosidade a mais para os alunos
do ensino fundamental, com relacao a poténcia de ordem superior, pouco estudada

nessa fase do ensino. Essa desigualdade é um exemplo do livro [15].

Proposicao 2.12. Para todo n natural, prove que

2

3t <2, (2.11)
Demonstra¢ao. Vamos provar que a desigualdade (2.11) é verdadeira para todo
natural n, utilizando o principio da indugao finita. Seja P(n) : 3"7! < 2”2, para

qualquer que seja n € N.

i. Para n = 1, temos que P(1) é verdadeira. Pois 3'"1 =3° =1 < 2 = 21" = 21,
ii. Vamos admitir P(n) : 3" ! < 2"* verdadeira para um natural n, tal que n > 1,

temos de mostrar que P(n + 1) é verdadeira. Isto €, 3" < 2(+17,

Como
377, _ 3n71 . 3 H<] 2n2 . 21 — 2n2+1 < 2n2+2n+1 — 2(n+1)2

Y

pois n? + 1 < n? + 2n + 1. Pelo principio da indugao finita, P(n) é verdadeira para
todo n € N. 0

2.5 Inducao na Divisibilidade

Para descobrir antecipadamente quando um niimero natural é multiplo de

outro, utilizamos os critérios de divisibilidade. Esses critérios de divisibilidade sao
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apresentados no 62 ano do ensino fundamental. Algumas divisibilidades podem ser
apresentadas, de forma a motivar o estudo com relacao as divisibilidades, no ensino
basico. Muitos problemas que envolvem divisibilidade aparecem constantemente em
olimpiadas matematicas. E para comprova-las utilizamos o principio de inducao
finita. A seguir apresentamos proposicoes que podem ser estudadas e comprovadas
no ensino fundamental. Nesta secao usaremos a notacao a|b para indicar que o

nimero a divide o ntimero b.

Proposicao 2.13. Para qualquer nimero inteiro ndo negativo n, temos que
3| (n® —n).

Demonstracao. Seja P(n) : 3’ (n® —n), para qualquer ntimero inteiro nao negativo
n. Entao,

i. P(1) é verdadeira, pois 3‘ (1 —=1) =0.

ii. Vamos supor P(n) verdadeira para algum n € N, tal que n > 1. Provar que 3

divide n® — n basta mostra que n® —n = 3k, para k € Z.
Pn+1): 3‘ [(n+1)° = (n+1)] .
Pela hipotese de inducdo existe k € Z tal que n® — n = 3k, logo

n+1P—-m+1)=n*+3n*+3n+1-n-1
(3 2
= (n°—n)+3(n°+n)
3k
L 3k + 3(n® + n)
=3-(k+n*+n)
—_———
€7
Logo, P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de inducao finita, P(n) é
verdadeira para todo n € N. O

A seguir, uma proposicao interessante, onde podemos comprovar que o 4

divide o produto de dois niimeros quadrados perfeitos consecutivos.

Proposicao 2.14. Para qualquer nimero natural n, temos que

4in%- (n+1)°.

Demonstracao. Seja P(n) : 4)712 - (n+1)?, para qualquer n natural. Entéo,

i. P(1) é verdadeira, pois 4‘12 (1+1)=1-22=4.



2.5 Inducéo na Divisibilidade 40

ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n € N, tal que n > 1. Ou seja,

exist k € Z tal que n? - (n + 1)* = 4k. Devemos mostrar que
4/(n+1)%- (n +2)*.
Como,

(n+172-(n+2)?2=(n+1)* (n*+4n +4)

=n? (n+ 1) +4n- (n+1)* +4(n + 1)°

L (n+1)2+@n+4)- (n+1)°
—_——

4k

=4k + (4n+4)- (n+1)?
=4- [k:+(n—|—1)-(n+1)21.

-

g

EZ

O que mostra P(n+ 1) verdadeira. Logo, a validez de P(n) para um valor n natural
qualquer, implica a validade para P(n + 1). Portanto, pelo principio de inducao
finita, P(n) é verdadeira para todo n € N. O

Os produtos notéaveis e as fatoragoes sao temas amplamente explorados
no ensino fundamental, sendo frequentemente abordados nas salas de aula. Nos
materiais didaticos, ¢ comum encontrar exercicios e problemas relacionados aos trés

produtos notéveis mais recorrentes, que sao:

I. (a+b) (a—0b)=a*—b"
I1. (a +b)* = a® + 2ab + b2
II1. (a +b)3 = a® £ 3a®b + 3ab? & b.

A seguir, uma generalizacao interessante do produto notavel apresentado
no item I acima, envolvendo a divisibilidade. Essa generalizacao pode ser estudada
e comprovada no ensino basico a partir do 8° ano, onde geralmente se estuda os

produtos notaveis.

Proposicao 2.15. Para qualquer nimero inteiro positivo n, a—b € fator de a™ —b".
Vamos provar por inducao finita essa afirmacao.

Demonstracao. Seja P(n) : (a—b) é fator de a™ —b" para qualquer n natural. Entao,

i. P(1) é verdadeira, pois a — b = a' — b, e sabemos que todo nimero ¢ fator

dele mesmo.
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ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n € N, ou seja, (a — b) é
fator de a™ — b"™ para algum n natural. Essa afirmacao, pode ser escrita como
a" —b" = (a—b)Q(a,b), donde Q(a,b) é um polindmio de grau n — 1. Temos

de mostrar que (a — b) é fator de a"** — b"*1. Donde

@ = bt = gt b ab® 0
=a(a" —b")+0"(a — D)
L al(a = b)Q(a,b) + b"(a — b))
= (a — b)[aQ(a,b) + 1"

Sendo R(a,b) = aQ(a,b)+b" de grau n, entdao a"*' — "t = (a—b) - R(a,b). Assim,
(a — b) & fator de (a™™ — b"*1). Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n) é

verdadeira para todo n € N. O

2.6 Inducao na Geometria

No oitavo ano do ensino fundamental, j4 deparamos com a equacao que
determina o ntimero de diagonais de um poligono convexo, podemos prova-la com o
uso do principio de inducao finita.

Seja n o nimero de lados de um poligono convexo e d,, 0 nimero de suas

diagonais. Observando as figuras a seguir é facil percebermos que:

n=3=d3=0, n=4=—dy;=2 e n=5=—ds=0>.
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Aq Ao As

(c)n =5, ds = 5.

Figura 2.2: Diagonais de poligonos converos

Podemos perceber também que de cada vértice partem n — 3 diagonais, pois
para obtermos uma diagonal nao podemos ligar um vértice a ele mesmo e nem aos
dois a ele adjacentes. Observe também que a diagonal A;A; é a mesma diagonal

AsAq. Podemos entao conjecturar que

Proposicao 2.16. O nimero de diagonais de um poligono convexo den lados, n > 3
é
n-(n—3)

d, =
2

(2.12)

Demonstracao. Considerando os pontos A; com j =1,2,....,n,(n+ 1), como sendo

os vértices de um poligono de n + 1 lados, como na Figura 2.3.
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An—l

Ay

An+1

A

Ay

Ay

Figura 2.3: Poligono convexo de n+ 1 lados

Vamos utilizar o principio de inducao finita, para provar que essa relacao é

verdadeira para n > 3.

3-(3-3
i Paran:3tem0sd3:0:¥

, € a afirmacao é verdadeira.
ii. Vamos supor que d, seja verdadeira para algum natural n > 3. Devemos
mostrar que d, 1 é verdadeira. Isto ¢,
(n+1)(n—2)
5 :

Acrescentando mais um vértice, A,,1 a um poligono de n lados, de forma que o

dn—l—l ==

novo poligono formado seja também um poligono convexo (basta que o tridngulo
definido pelos vértices Ay, A, 11 e A,, seja um triangulo acutangulo), veja Figura
2.3. Percebemos que A; A, passa a ser uma diagonal, e como A; e A,, é consecutivo

a A1, partem de A, 11, (n — 2) novas diagonais. Logo,

H.I n(n—3)

dpy1=d,+1+(n—2) = +(n—2)+1

2
nn—3)+2n-1) (n+1)(n—2)
B 2 B 2 '
. o n-(n—3) , .
Portanto, pelo principio de inducao finita, d,, = 5 é valida para qualquer
natural n > 3. ]

Proposicao 2.17. A soma das medidas dos dngulos internos de um poligono

convezo S, de n lados, comn >3 é S, = (n—2)-180°.
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Demonstracao. i. Para n = 3 temos S3 = (3 — 2) - 180° = 180°, e a soma dos
angulos internos de qualquer triangulo é 180°, verdadeira a proposicao.
ii. Vamos supor que S, seja verdadeira para algum natural n > 3. Devemos
mostrar que S, é verdadeira. Ou seja, S, = (n — 1) - 180°.

Considerando os pontos A; com j = 1,2,...,n., como sendo os vértices de
um poligono de n lados, e a, com k = 1,2, ...,n., os angulos internos desse poligono,
como na Figura 2.3.

Acrescentando mais um vértice, 4,11, de forma que o novo poligono formado
seja também um poligono convexo, veja Figura. Percebemos que o novo poligono
contém um triangulo A,,1A,A; a mais, cuja soma dos angulos internos sabemos
ser 180°. Assim a soma dos angulos internos do poligono de n + 1 sera a soma dos

angulos internos do poligono de n lados mais 180°. Portanto,

Spi1 = Sy + 180°

L (n = 2) - 180° + 180°

=(n—2+1)-180°
= (n—1)-180°.

O que mostra S, — S,+1. Dai, pelo principio da inducao finita S, é verdadeira

para qualquer n € N, tal que n > 3. O

A condigao de existéncia de um triangulo, diz que a medida de qualquer um
dos lados de um triangulo é menor que a soma das medidas dos outros dois lados.

Essa desigualdade pode ser escrita para a e b niimeros reais, na forma:

la+ b < |a| + |b] (2.13)

Demonstra¢ao. Sabemos que —|z| < = < |z|, para todo = real. A partir dessa

desigualdade:

I. paraa+b>0, la+bl =a+b<|a| + bl
II. paraa+b <0, |la+b=—(a+b) =—a—0b<|a| +|b]

Assim, pelas desigualdades, I e IT acima, e sabendo que a igualdade em (2.13) ocorre

quando a e b possuem os mesmos sinais, entao |a + b| < |a| + |b], para a e b reais.
Essa desigualdade triangular pode ser ampliada para o que chamamos

de Caso Geral da Desigualdade Triangular. Caso geral que podemos utilizar e

comprovar no ensino bésico, através do principio de inducao finita. O

Proposicao 2.18. (Caso Geral da Desigualdade Triangular). Sejam os nimeros

reais nao-nulos ay,as,as, -+ ,a, comn € N, entdao
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lay +az +az+ -+ an| < |aa| + |ag| + |ag| + -+ + |an|
sendo que a iqualdade ocorre quando aq,as,as, - ,a, possuem 0S MesSMOS SINGLS.

Demonstracao. Vamos utilizar o principio de indugao finita. Seja

P(n):lar+as+as+ -+ an| < |ai] + [as| + |as[ + - + [an]

i. Para n =1 a proposicao é verdadeira, pois |ai| = |ay].
ii. Paran = 2, |a;+az| < |a1|+|az|, verdadeiro pela desigualdade triangular(2.13).
iii. Vamos supor que P(n) seja verdadeira para algum natural n > 2. Devemos
mostrar que P(n) — P(n + 1). Ou seja,
P(n+1) :|lai+az+az+- -+ an+aps| < lar]+[az| +as|+- - - +lan| +[ani1].

Para ntimeros reais diferentes de zero, temos que

a1 +az+az+ -+ an+ aps| =[(a1 +az+as+ -+ ap) + ang

n=2

< Jar+ag+ag+ -+ an| + |ans]

< laaf + lag| + as + - -+ fan| + |an]

Logo, a desigualdade vale para P(n+ 1), ou seja P(n) — P(n+ 1). Portanto, pelo
principio da inducdo finita P(n) é verdadeira para todo n € N. O



CAPITULO 3

Inducao no Ensino Médio

Para o ensino médio, procuramos ampliar gradativamente o nivel de difi-
culdade das proposicoes em relacao as que foram apresentadas para o ensino funda-
mental. Buscamos relacionar as proposicoes com os contetidos e habilidades previstas
nesse nivel de ensino. Assim, esperamos uma maior apropriacao e apreciacao do po-
der e da beleza do raciocinio matematico. Esperamos que o estudo das proposicoes
que apresentamos a seguir, os estudantes possam aprender mais com os padroes e
técnicas utilizadas nas demonstragoes, e aprimorar assim suas habilidades com esse

recurso valioso, que é o principio de inducao finita.

3.1 Inducgao e Progressoes Aritméticas - P.A.

Uma sequéncia de nameros (3.7), em que a diferenca entre qualquer termo
e 0 seu antecessor é constante, ¢ uma progressao aritmética(P.A.). Chamamos essa
diferenca constante de razao da PA| e a indicaremos por r. O estudo das progressoes

aritméticas ocorrem no 2° ano do ensino médio.

Proposicao 3.1 (Termo Geral da P.A.). Em uma progressao aritmética de razio

T, 0 n-ésimo termo a, é dado por a, = a; + (n — 1) -r, para todo n natural.

Demonstragao. Seja a, o n-ésimo termo da progressao aritmética de razao r, e P(n)
a proposi¢ao a, = a; + (n — 1) - r, para todo n natural. Utilizando o principio de

indugao finita, temos:

i. Para n =1, a proposicao é verdadeira, pois a1 = a; + (1 — 1) - r = a.
ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n natural maior que 1. Isto é

P(n):a, =a; + (n—1)-r. Vamos mostrar que P(n + 1) é verdadeira.

Nas progressoes aritméticas, a diferenca entre dois termos consecutivos é igual &
razao, segue que

= Qp+1 — An,
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assim
Apt1 = QAn + 7
L+ n=1)r+r
=a+n-r—r+r
=a+nr
:a1+[(n+1)—1] - T
O que mostra P(n + 1) verdadeira. Logo, pelo principio da indugao finita
P(n) é verdadeira para qualquer n € N. O
Em relacao a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética,
sendo

Sp=a1+ay+az+ -+ ap_1 + an,, (3.1)

e, se escrevemos na ordem contraria os termos, de tras para frente, temos:
Sp=0ap+ap_1+--+a3+ay+a. (3.2)
Somando as equagoes (3.1) e (3.2) termo a termo, obtemos
2-S, = (a1+an)+(a2+an—1)+(as+an—2)+- - -+(an—2+az)+(an—1+a2)+(an+a1) (3.3)
De fato, para qualquer ¢ = 1,2, 3, ..., n, temos que

a;+ a1 i=a1+(@—1)r+a+n+1—i—1)r
=a;+ [ag + (n— 1)r]

=a; + a,
Podemos observar que todas as parcelas da soma (3.3) sdo iguais a (a; + a,). Logo,
2-5,= (a1 +a,) - n,

e, portanto,
(a1 + a,) - n
s

Vamos agora provar, utilizando o principio de inducao finita, que essa conjectura é

Sp =

verdadeira para todo n natural.
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Proposicao 3.2 (Soma dos Termos de uma P.A.). A soma S, dos n primeiros

termos de wma progressao aritmética (aq,as,as, ...,a,) € dada por

(a1 + a,)n

Sp =
2

Demonstracao. Seja

a1+ ay)n
S(n):a1+a2+a3+---+an_1+an=%.

1 2.
i. S(1) é valida, pois a; = (a1 + a1) _ 2w

= dai.

ii. Vamos supor que S(n) seja verdadeira, para algum n natural maior que 1, ou
seja

(a1 + an)n

—

Vamos adicionar o préximo termo neste somatorio, isto é a, 1, a ambos os membros

S(n):a1+a2+a3+---+an_1+an:

da igualdade acima.

(a1 + an)n
ap +az+ag+--+ap_1+ap + app1 = T+an+1
ou seja
a) + ay)n
S(n+1) = % + Gnt1
(et an)n+2-an
B 2
(a1 + ant1 — 1)n + anga + ang
B 2
(a1 +anp) ntanp +app =
B 2
(a1 4 Gpi1) -1+ Apgr + an
B 2
_ (a1 + apyr) - (n+1)
5 .
Portanto,

(a1 + apns1)(n+1)

al+a2+a3+"'+an—l+an+an+l: 9

S(n 4+ 1) verdadeira.

, que mostra

Dai, pelo principio da inducao finita S(n) é verdadeira para qualquer

n € N. U
Corolario 3.3. A soma S(n) a soma dos n primeiros nimeros naturais, é
n-(n-+1
5(n)21+2+3+---+(n—1)+n:#.

Demonstracao. Basta toma a; = 1 e a,, = n na proposi¢ao anterior. O]



3.2 Inducao e Progressoes Geométricas - P.G. 49

3.2 Inducao e Progressoes Geométricas - P.G.

Uma sequéncia de nameros (3.7), em que o quociente entre qualquer
termo sucessor e o seu antecessor(ndo nulo), a partir do segundo, é constante, é
uma progressao geométrica(P.G.). Chamamos esse quociente de razao da P.G., e
indicaremos por q. As progressoes geométricas sao estudadas no 2% ano do ensino

meédio. Por essa propriedade podemos perceber que

as = ay + g,
_ _ 2
a3 =az-q=4a-q,

3
gy =0ag-q=a-q,

anp = a1 - q

O que nos leva a seguinte proposicao.

Proposigao 3.4 (Termo Geral de uma P.G.). Em uma progressao geométrica de

primeiro termo ay € razao q, o n—ésimo termo a,, para todo n natural, € dado por
n—1
an =ay-q"" . (3.4)

Demonstracao. Utilizando o principio de indugao finita, temos:

i. Para n = 1, a proposicao é verdadeira, pois a1 = a; - ¢' ! = a;.

ii. Supondo P(n) seja valida para algum n natural maior que 1. Isto é
P(n):a,=a;-¢" "
Como, ap11 = ay,, -q. Multiplicando ambos os termos da igualdade (3.4) por ¢. Segue
que:
_ n—I1
ap - q =01 ¢ “q
np1=a1-¢""'-q
=aqy - qnflJrl
=a - q(n—&-l)—l‘

O que nos mostra P(n+1) verdadeira. Logo, P(n) é verdadeira para todon € N. [

A féormula para a soma dos n primeiros termos de uma progressao geomé-
trica, muito comum no ensino béasico, pode ser demonstrada utilizando o principio

de inducao finita.
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Dada uma progressao geométrica de razao g e primeiro termo a;, vamos
denotar por S, a soma dos n primeiros termos, para ¢ # 1 e n inteiro nao negativo.

Desta forma,

Sl = aq,
SQ =a; + as,

S3 = ay + as + as,
Sp=ay+as+az+ -+ ay,.
Segue da Proposicao 3.4, que
Sp=a1+aq+ag +aq’+- -+ ag" (3.5)
Ao multiplicarmos ambos os membros da equacao (3.5) pela razdo ¢, obtemos:
Sp-q=a1q+ a1 +a1¢® +arq* + -+ a1¢" "t + arg”. (3.6)
Subtraindo de (3.6) a equagdo (3.5), termo a termo, temos

Sn'q_Sn:alqn_alv
Sn-(g—1)=a1q" — ay,
a1q" — a;

S, =
qg—1

Utilizaremos agora o principio de inducao finita para comprovarmos que essa

conjectura é verdadeira.

Proposigao 3.5 (Soma dos n Primeiros Termos de uma P.G.). 4 soma dos n

primeiros termos de uma P.G., com q # 1, € dada por

a1 q" — ay _ a1 (1 - qn)

Sp = 3.7
p— - (3.7)
Demonstrac¢ao. Seja a proposi¢ao S(n) : a soma dos n primeiros termos de um P.G.
. aq" —
é S, = ———, temos
qg—1
. . . aqt —a
i. S(1) é valida, pois para n = 1 temos: S} = — 7 —a
q —

ii. Vamos supor que S(n) seja verdadeira para algum natural n > 1. Assim, pelo

principio de indugdo finita, devemos mostrar que S(n+1) também é verdadeira.
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Adicionando o termo a1¢", em ambos os lados da igualdade (3.7), temos

a1q" —a

Sn + alqn = ! + alqna
qg—1
a1q" — a a1q") - (g —1
Sy = 19 1+(1Q) (¢ )’
q—1 q—1
_ aq" —ar  a1q" —ayq"
q—1 g—1
B alanrl —a
== 1
O que mostra ser valida a proposi¢do para n + 1, ou seja, S(n) — S(n + 1).
a1q" — a
Portanto, pelo principio de inducao finita, a proposi¢ao .S, = b, com q # 1
¢ verdadeira para qualquer n inteiro nao negativo. O

Observagao 3.6. Na expressao obtida na Proposi¢ao 3.5 quando a |¢| < 1 e n for
suficientemente grande o termo ¢" fica cada vez mais préoximo de zero, e portando
podemos concluir que a soma dos infinitos termos de uma PG tal que |¢| < 1, é dada

por
a1

Szl—q'

(3.8)

3.3 Inducao em outras sequéncias

No ensino médio, geralmente, o estudo das sequéncias sao trabalhados como
introducao ao ensino das progressoes no 2° ano. Algumas sequéncias envolvem
produtos ou somas de termos que nao sao uma progressao aritmética ou geométrica.
Nesta secao, propomos o aprofundamento no estudo das sequéncias para além das

progressoes aritméticas e geométricas.

Definicao 3.7. Uma sequéncia ou sucessao numérica infinita é uma funcao
inderada no conjunto dos nidmeros naturais N com wvalores reais, f : N — R,
onde para cada n natural associamos o numero real f(n) = a,, denominado
0 n-ésimo termo ou termo de ordem n ou termo geral da sequéncia. Usaremos
f=(a,) = (a1,a9,as, ..., a,, ...), para representar a sequéncia de termos a,. Quando
a partir de um certo n todos os termos a,i1 = Gnpio = -+ = 0, diremos que a

sequéncia € finita, que representaremos por f = (a,) = (a1, as, as, ..., ay,).

Existem casos em que a forma mais natural de se definir uma sequéncia é
por recorréncia. Como por exemplo, o fatorial do niimero natural k£, denotado por
k!, é definido como sendo o produto 1-2-3-4-5---k dos niumeros naturais que

sao menores e iguais a k. E natural compreendermos o significado das reticéncias no
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produto definido como fatorial de um ntimero. Porém uma defini¢do com mais rigor

e utilizando recorréncia pode ser feita assim:

Definicao 3.8. Seja a sequéncia finita definida por s, = k!, para qualquer k € IN.
Sendo,

LOl=1=1, e
ii. (k+1)!=(k+1)- k!, para k € N.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de sequéncias em que podemos

comprovar, com o uso do principio de inducao finita, a soma de seus termos.
Proposicao 3.9. Dada a sequéncia definida pelo termo geral a, =n-n!=n-(n!),
comn € N, a soma dos n primeiros termos dessa sequéncia é (n+1)! — 1. Ou seja,

1-104+2-2043.31 4+ 4n-nl=n+1) -1 (3.9)

Demonstracao. Para provar que a identidade (3.9) é realmente verdadeira para todo
natural n, vamos utilizar o principio de inducao finita.
Seja

Pn):1-1'+2-2143-31+---+n-nl=(n+1) -1,

para qualquer que seja n € N.

i. Paran = 1, temos que P(1) é verdadeira. Pois 1-1! = (1+ 1) -1 =2—-1=1.
ii. Admitimos P(n) verdadeira para um natural n, tal que n > 1, temos de

mostrar que P(n + 1) é verdadeira, isto é,
- +2-2143-3l+--+n-nl+(n+1)-(n+ D =(n+2)! -1

Para que isso ocorra, vamos adicionar a ambos os membros de (3.9) o termo
(n+1)- (n+ 1)L Assim,

1-11+2-2143-3+---+n-nl+n+1)- n+DN=n+1)=1+mn+1) - (n+1)!
=nmn+D![(n+1+1)] -1
=n+D-[(n+2)]-1
=(n+2)! -1

Logo P(n+1) é verdeira. Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n) é verdadeira
para todo n € N. O

Uma proposicao para ampliar o interesse dos alunos, é a que apresentamos

a seguir, nela temos uma adicao onde nas parcelas temos produtos de dois ntimeros
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naturais e consecutivos, e o resultado é equivalente a terca parte do produto de trés

nimeros consecutivo, interessante ao ser visto pela primeira vez.

Proposicao 3.10. Para todo n natural, a sequéncia cujo n—ésimo termo € a, =

1 2
n-(n+1) tem como soma dos seus n primeiros termos, o nimero n(n+ Din+ )

3

Ou seja,

1)(n+2
1 24234344454 4n-(n+1) =T ?2(7” ). (3.10)

Demonstracao. Temos,

1-2-3
=2
3

ii. Supondo P(n) verdadeira, queremos mostrar que

i. que P(1) é verdadeira, pois 1-2 =

m+1)-(n+2)-(n+3)
3 )

Adicionando a parcela (n + 1) - (n + 2) em ambos os membros da igualdade (3.10).

1-242-34344+---+n-(n+1)+(n+1)-(n+2) =

Segue que,

1:242-34+-+n-n+1)+(n+1)-(n+2)= 3 +(n+1)(n+2)
=(+1)-(n+2)- (5 +1)
n+3

3

Portanto, pelo principio de inducao finita, P(n) é verdadeira para todon € N. [

Utilizando a letra grega > (sigma) para expressar somas sucessivas de
n

termos em uma sequéncia de termo geral a,, podemos escrever E a; para indicar
i=1
a soma dos n primeiros termos da sequéncia, ou seja

a taytagtoota, =Y a
=1

Com esta notacao e fazendo o uso do Principio de Inducao podemos gene-
ralizar algumas propriedades sobre ntimeros reais como as propriedades associativa

e distributiva, que enunciaremos e demonstraremos nas proposicoes a seguir.
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Proposicao 3.11. Para quaisquer duas sequéncias finitas de numeros reais de

termos gerais a, e b,, entao vale a sequinte propriedade

> (ai+b) ZamLZb
i=1

Demonstracao. Seja

P(n) > (a;+b) Zaﬁsz,
i=1

a afirmacao a ser provada.

i.

ii.

1 1 1

P(1) é verdadeira, pois n = 1 temos: Z(ai +b) = Z a; + Z by = a; + by.
i=1 ' '

Supondo por hipotese de indugdo que P(n) é verdadeira para o natural n.

Vemos que,

n+1 n

D (ai+bi) = (i +b;) + [ans1 + bosa]

=1 i=1

LI (Zl ) (Zb) (a1 + D]

= (Z a; + an+1> + (Z b; + bn+1>
n+zl:1 - i=1

i=1 i=1

Donde concluimos que P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de indugao,

a proposicao é verdadeira para todo natural. O

Proposicao 3.12. Dada uma sequéncia finita de nimeros reais cujo termo geral é

a,, para todo n et naturais temos que

kiazzikaz
i=1 i=1

Demonstracao. Seja

P(n):k-zn:ai:zn:k‘-ai,
i=1 =1

a proposicao a ser demonstrada, entao
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i. P(1) é valida, pois n = 1 temos: k - Zal Zk a; =k - a;.

=1
ii. Vamos supor que P(n) seja verdadeira para algum n natural. Mostraremos

que P(n + 1) é também verdadeira.

n+1

k~2ai:k~<zn:ai+an+1>
i=1 i=1
=k- (zn:al) —|—]{7-6Ln+1

i=1

LI (Zk az> + k- aniq

=1
i=1

Temos que a proposicao é valida para n + 1, ou seja, P(n) — P(n + 1).
Portanto, pelo principio de inducao finita, estd comprovada que a proposicao é

verdadeira. H

Proposicao 3.13. Para qualquer n e i naturais, e k um nidmero real, entao

n

}:k:k-n

i=1

Demonstracao. Seja

a proposicao que demonstraremos para todo n e ¢ naturais, e k£ real, entao

1
i. P(1) é verdadeira, pois n = 1 temos: Zk‘ =k=Fk-1

i=1
ii. Suponhamos P(n) valida para algum natural n. Mostraremos, pelo principio

de inducao que P(n + 1) também é verdadeiro. Como

n+1
E:k—§:k+k

Hi]'n-k‘+l<:

=n+1)- k.



3.3 Inducao em outras sequéncias 56

A partir de P(n), mostramos que a afirmagao é valida para n + 1. Segue,

pelo principio de indugdo finita, P(n) é vilida para todo n natural. O

Definicao 3.14. Definimos para sequéncias finitas de termo geral a,, o operador
diferen¢a Aa,. Ou seja

Aan = Up41 — Qp-

Dessa defini¢ao, uma sequéncia a,, € uma progressao aritmética, se e somente

se, Aa, = a,+1 — a, é constante (razao da P.A.).

Proposicao 3.15 (Soma Telescopica). Para todo n e i € N, e dada uma sequéncia

finita de termos reais cujo termo geral € a,, entao

n
E Aa; = apy1 — ay.
i=1

Demonstra¢ao. Vamos provar que a afirmagido P(n) abaixo é verdadeira para n

natural e todo a; real.
n
P(n) : ZACM = Qpy1 — Q1.
i=1

Dai,

1
i. paran =1, P(1) é valida, pois Z Aay = a4 — a; = a141 — ay.
i=1
ii. Supondo P(n) verdadeira para algum n > 1 natural. Mostraremos que P(n+1)

é valida. Como

n+1 n+1 [ n

Z Aa; = Z(ai-i—l —a;) = Z(ai-i-l — ;)| + Ang1)+1 — g1
i=1

i=1 [ i=1

Z Aa; | + Any1)+1 — Qngt

[ i=1
H.I.
=

Un+1 — Q1) + Q(ng1)+1 — Gnpl

= Q(p+1)4+1 — A1-

Temos que a proposicao ¢ valida para n + 1, ou seja, P(n) — P(n + 1). Pelo

principio de inducao finita, a proposicao E Aa; = ap1 —ay, é valida para qualquer
i=1

n natural, e (a,) uma sequéncia de ntimeros reais dada. O

Um exemplo de como conjecturar a soma S, dos n primeiros nimeros

naturais que apresentamos e comprovamos em (3.3) é através da soma telescopica

apresentada a seguir.
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Exemplo 3.16. Neste exemplo usando a soma telescopica vamos deduzir uma

n
formula para calcular a soma dos n primeiros nimeros naturais S,, = 5 k.
k=1

Dados dois ntimeros naturais consecutivos: k e k + 1, a diferenca entre seus

quadrados é 2k + 1, pois

(k+1)? -k =k —2k+1-k =2k+ 1. (3.11)
Desta forma, atribuindo os valores de k de 1 até n em (3.11) temos,
22 12=2.1+1,
3F_27=2.2+41,

F 3 =2.3+1,
o4 =2.4+41,

m+1)2—n=2-n+1.

Adicionando ambos os membros, termo a termo (soma telescopica), temos:

n+1?-1*=2-S,+n
n4+2n+1-1=2-S,+n
n+2n=2-5,+n

n+n=2-5,
n-(n+1)
—=35,.
2

A seguir mostraremos, de forma analoga, como a soma dos n primeiros quadrados

dos ntimeros naturais pode ser conjecturada.
Exemplo 3.17.

Sendo k e k + 1 dois nimeros consecutivos quaisquer, a diferenca de seus
cubos é 3k* + 3k + 1. De fato

(k+1° -k =k + 3k + 3k + 1 — k* = 3k* + 3k + 1. (3.12)
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Avaliando para valores de k variando de 1 a n, temos

2% 13 =3.1243.1+1,
3F—28=3.2243.241,
-3 =3.3243-3+1,
5 34243441,

=3-n*+3-n+1

Fazendo a soma telescopica, temos

(n—|—1)3—13:3-(2k2>+3 ( k:)+ n,

n . 1
Usando o resultado obtido no Exemplo 3.11, k= %, e fazendo
k=1
=Y B =142243+4 4+ (n—1)°+0n°, (3.13)
temos
3:Qn=(Mn+17>-1- [ ( k)
1)
3-Q,=n+3n>+3n—-3 U ( + -n
2
3.0, =n*+3n2+2m—3.-2 2+
2n® + 6n% + 4n — 3n? — 3n
Qn = 6
207 +3n° +n
B 6
B 3 +2n2 +n’+n
B 6
~2n’(n+1)+n(n+1)
B 6
~ (n+1)(2n* +n)
- 6
_n(n+1)2n+1)
= G .

Essa conjectura, da soma dos n primeiros quadrados dos ntimeros naturais,
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pode ser demonstrada utilizando o principio da inducgao finita.

Proposicao 3.18. Seja a sequéncia finita de termos reais definida pelo termo geral

a, = n?, comn € N, a soma dos n primeiros termos dessa sequéncia é

~ , nn+1)2n+1)
T

Demonstracao. Seja a proposicao

1)(2 1
P(n):12+22+32_|_...+n2:n(n+ )6< n+ )

1-(1+1)-(2-1+1 1-2-3 6
i. P(1) é verdadeira, pois A+D-@-1+1 G :6:1:12.

ii. Supondo P(n) verdadeira, para algum n > 1 natural, vamos mostrar, pelo

principio de indugao que P(n + 1) é também verdadeira.

Adicionando o proximo termo (n + 1)2, a ambos os membros da proposicao P(n),

temos
124224324 42+ (n+ 1) E n(n+1)6<2n+1) +(n+1)%
Dai,
Pin+1) = (n+1)[n(2n+61)+6(n+1)]
_ (n+1)(2n*+7n +6)
_ (n+1)(n—?—2)(2n+3)
c :

O que nos mostra P(n + 1) verdadeira. Dai, pelo principio da indugao finita P(n) é

verdadeira para qualquer n € N. O

Sugerimos como exercicios complementares ao contetdo de sequéncias em
anexo os Problemas A.47, A.48 A.49, A.50, A.51, A.52, A.53, (A.54), (A.55) e

(A.56). Alguns destes problemas podem também serem encontrados em [11] e [13].

3.4 Inducao e o Bindmio de Newton

No ensino médio, o Binémio de Newton é abordado com frequéncia e
destaque consideravel a partir do 2° ano do ensino médio. Suas propriedades e

identidades sao apresentadas nos materiais didaticos e livros, e também relacionadas
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com o Triangulo de Pascal. A partir da féormula a seguir, Newton descobriu
regularidades que resultam da poténcia (a + b)".

Considere a e b ntimeros reais, e n um ntmero natural, temos que

(a+b)"=a"+ (T) a" b+ (Z) a2 4t ( " 1) ab™ b (3.14)
n _

n!
Kl — k)
binomial. Dessa definicao de nimero binomial e lembrando da Definicao 3.8 de k!

Onde

com n e k naturais, e 1 < k < n, chamado de nimero

fatorial, segue que

> k) TR = (= Rl = R (n—’f)

Os ntimeros binomiais da identidade 5 acima, sao chamados de ntimeros binomiais

complementares.

Lema 3.19. Em relacdo ao coeficientes binomiais vale a sequinte propriedade

1
S L R L (3.15)
k k+1 k+1
Conhecida como Relacao de Stiffel.

Demonstracao. Usando as propriedades de fatorial e a definicao dos coeficientes

binomiais, segue que

'Michael Stifel, ou Stieffel (1487 - 1567), matematico alemdo. Descobriu o logaritmo e criou
uma pequena tabela logaritmica.
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n n n! n!
(k’) * (k’—i— 1) - El(n —k)! * (k+D!(n—(k+ 1))

n! n!
T M —Rm—k—1 (it )[(n—k—l)]!
n!
_k!(n—k;)(n—k;—l) (k + 1)k' n—k—1)]
n!
T kl(n—k—1) ( k:+1

n! k+1+n—

T Kln—k—1) ( k:+1)
n! n+1
kEl(n —k—1)! ( )
B nl(n+1)

T K(k+ D(n—k—Dln— k)
B (n+ 1!

~ (k+Dl(n—k)!

B (n+1)!

S (k+Dn+1) = (k+ 1))

n n (n+1)! _(n+1
L0g°’<k>+<k+1> G+ D)n+1)— (k+1)]!_(k+1)' -

Vamos tomar em (3.14), b = 1, assim temos (a + 1)". Logo,

n __ ,n n n—1 n n—2 n n
(a+1)"=a"+ a" Tt + e a+1
1 2 n—1

Sabemos que o Triangulo de Pascal pode ser representado com os coeficientes

J(k+1

binomiais do desenvolvimento desse Binomio de Newton, como o que segue abaixo.
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(o)

(b))

()()C)
(0)(2)(2) )

() ()G)G)G)
OI910191919.

Podemos perceber, no Triangulo de Pascal, e conjecturar as conhecidas:
identidade das linhas, identidade das colunas e identidade nas diagonais. Vamos
demonstrar, a seguir as veracidades dessas identidades, faremos isso utilizando o

principio de inducao finita.

Proposicao 3.20 (Identidade das linhas). No tridngulo de Pascal, temos que, para

todo n € NU{0} a soma dos elementos das mesma linha € dado por

(o) () )

Demonstracao. Vejamos que

0
i. SL(0) é verdadeira, pois (0) =1=2°

ii. Supondo por hipdtese que SL(n) é verdadeira, vamos mostrar que SL(n + 1)

também é verdadeira Ou seja,

<n+1)+<n+1>+.”+<n+1>+(n+1>:2n+1' (5.16)
0 1 n n+1

Aplicando a Relagao de Stiffel na igualdade (3.16), nos termos intermediarios do

lado esquerdo, obtemos
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(Y (P s (M) ()
)= G0+ G+ [620)+ G+ C)

() () - (ﬂf”

Portanto, SL(n + 1) é verdadeira, segue do principio de indugdo que SL(n) é
verdadeira para todo n € N UDO. O

)
o)
|

Proposicao 3.21 (Identidade das colunas). No tridngulo de Pascal, para todo

ke NU{0} , temos que
<n—|—k> <n+k+1>
+ = .
n n+1

SC(k) = (Z) + (”Zl> n (";f) n

Demonstracao. Vamos provar, fazendo inducao sobre k.

0 1 0+1
i. SC(0) é verdadeira, pois n — (") =12 (" L T R )
n n n+1 n+1

ii. Admitindo que SC(k) por hipotese de indugao sobre k é verdadeira, calculando

SC(k+ 1), temos
1 2 k k41
SCk+ 1) L. (n)+(n+ )+(n+ )+ +(n—ir )+(n+ + )
n n n n n

(rinTl)

(n—i—k—i—l) (n+k+1)

= +

n+1 n

Stif fel <(n+k+1)+1> B (n+(k+1)+l)

n+1 n+1

Portanto, SC(k + 1) é verdadeira, donde concluimos o resultado desejado. O

Proposicao 3.22 (Identidade nas diagonais). No tridngulo de Pascal, para todo n

ek e NU{0} , temos
n+k n+k+1
+ - .
k k

SD(k) = (g) + ("J{l) n <”;2> n

Demonstracao. Por indugao sobre k € N, verificamos que
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i. Para k =1, temos

SD(1) = (g) + ("T) =l+(n+1l)=n+2= (”Tz)

ou seja, SD(1) é verdadeira.

ii. Tomando SD(k) como verdadeira, por hipotese de indugdo, segue que

SD(k+1) = (g) + ("jl) + (”;2> P (nzk) N <n+k(_k:1))
HI. <n+(:+1)> N (n +k(jc_J1r1)) stif fel (nH:iPH)'

Portanto, pelo principio de indugao finita, segue o resultado. O

O estudo do desenvolvimento do binomio de Newton, que normalmente
ocorre no terceiro ano do ensino médio, muitas vezes é apresentado mas nao
comprovado. Newton criou uma técnica para calcular o resultado da poténcia de
um binémio, onde o expoente é um niimero natural. O desenvolvimento do binémio
de Newton é amplamente utilizado em problemas de fisica, matemética e quimica.
A medida que o expoente aumenta, os calculos se tornam mais complexos, tornando
crucial uma compreensao soélida desse estudo.

A seguir, demonstraremos a veracidade do desenvolvimento desse binémio

para uma poténcia n natural, utilizando o principio de indugao finita.

Proposicao 3.23. (Teorema Binomial) Considere a e b nimeros reais, € n um
numero natural, temos que

n_ (T n1,0 n n—1 n n—232 | .. n n—1 n 0zn
(a+b)" = <O>a b +<1>a b+<2>a b° + +<n_1>ab +<n>a b". (3.17)

Que de maneira mais simples, usando a notacio de somatorio, sigma, podemos

escrever

k

k=0

B(n) = (a+b)" = i (") a"F ok (3.18)

Demonstracao. Observe que

i. Para n =1, a sentenca ¢ verdadeira, pois

1 1
(o) a' - b+ <1> a’'b=1-a+1-b=a+b=(a+Db)"
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ii. Vamos supor que B(n) seja verdadeira para n natural maior que 1. Assim,
para aplicar o principio de inducdo finita, mostraremos que B(n + 1), também

é verdadeira. Ou seja,

n+1
1
(b)) =3 (”Z ) =k

k=0

Como

(a+b)"" = (a+b)-(a+0b)"

n

o) 3 ()

k=0

=a - i (Z) a"* ok b - ; (Z) a"kpk

k=0

N (n+1)—kpk —~ (N ki
= (k)a b" + Z <k)a b
k=0 k=0

(g) Qg0 4 Zn: (Z) am D —kpk 4 Zn: <k ﬁ 1) o= (k=1 pk
k=1 k=1

(g) a0 4 i (Z) QD) —kgk i (k; ﬁ 1) q(n D —kpk
k=1 k=1

N\ 41,0 - n n (n+1)—kpk
3] (V3RS (I K
(0 p k k—1

Stiffel n+1 n+170 u n+1 (n+1)—kpk
S G D ol G T

k=1
" /n+1
E (n+1)—kbk
( k )a '
k=0

Logo B(n + 1) é verdadeira e portanto segue o resultado. O

3.5 Inducao e Numeros Figurados

Na geometria pré-euclidiana, a teoria dos niimeros era concreta para Pita-

3

goras 2, tendo como base a manipulacao dos niimeros. Os pitagoricos ® acreditavam

2Pitagoras (Nascimento: 571 a.C. - 570a.C - Morte: 500 a.C. - 490 a.C.), misico, astrénomo,
filosofo e matematico grego. Nascido na ilha de Samos, recebeu os créditos de fundador do
Pitagorismo.

30s pitagoricos estudavam aritmética, geometria, musica e astronomia. Os Pitagéricos (ou
Escola Pitagorica) eram os seguidores de Pitagoras. A Escola Pitagorica foi fundada por Pitagoras,
era uma corrente influente da filosofia grega.
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que os nimeros dariam uma explicacao para todo o cosmo. Os niimeros figurados
eram aqueles que podiam ser expressos a partir de uma determinada configuragao
geométrica, estes eram obtidos ao examinar a quantidade de pontos na figura que
representa cada nidmero.

Para os Pitagoricos os ntimeros triangulares 4, quadrangulares, pentagonais,
e outros, eram formados por diversos pontos, que nao eram pontos matematicos, e
sim, elementos discretos, como por exemplo, pedrinhas, bolinhas dispostas em certas

posicoes.

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Triangular Quadrangular Pentagonal

Figura 3.1: Nimeros poligonais

A sequéncia de numeros triangulares sao: (1,3,6,10,15,21,...). Em nossa
atual linguagem, o nimero que esta na ordem n pode ser determinado pela soma dos
elementos de uma progressao aritmética (soma dos n primeiros ntimeros naturais),
14+243+4+5+---+ (n—1)+n. Para os nimeros triangulares, vamos denotar
por T'(n) o namero de bolinhas na ordem n. Observe a seguir os quatro primeiros

ntmeros triangulares.

T(1) T(2) T(3) T(4)

Figura 3.2: Numeros triangulares

10s ntmeros triangulares siao formados por pontos que formam figuras triangulares(colegoes
de bolinhas). O leitor mais interessado na historia desses ntmeros sugerimos a leitura: Topicos de
Historia Matematica, Tatiana Roque e Joao Bosco Pitombeira de Carvalho, SBM, RJ 2012.paginas
59 a 70
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Temos que:
T(1) =1,
T2)=3=T(1)+2,
T3)=6=T(2)+3,
(4) =1

o que sugere a formula recursiva: T'(1) = 1 e T'(n+1) = T'(n)+(n+1). Mas, também

podemos escrever:

T(1) =1,
T(2)=1+2=3,
T(3)=1+2+3=6,
T(4) =1+2+3+4=10,

dessa forma conjecturamos

n(n+1).

Tn)=1+2+3+4+---+(n—1)+n= 5

Essa propriedade ja demonstramos ser verdadeira, utilizando o principio de inducao
finita, em (3.3).
Agora, vamos denotar por @(n) o ntmero quadrangular na ordem n.

Observe a imagem abaixo com os trés primeiros nimeros quadrangulares.

Q(1) Q(2) Q(3)

Figura 3.3: Nimeros quadrangulares

Facil perceber que Q(n) = n?. E se necessario obter a soma dos n primeiros
niimeros quadrangulares, podemos recorrer a identidade a seguir, esta demonstrada
m (3.18).

n(n+1)(2n + 1).

PP+22 43+ 4 (n—1)+n*= G
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O ntmero pentagonal é equivalente ao menor ntimero de bolinhas que utilizamos
para formar um pentigono. O primeiro niimero pentagonal é o 1, assim como nos
nimeros triangulares e quadrangulares.

Seja P(n) o nimero pentagonal na ordem n. Observe na figura a seguir que:
P(1)=1, P(2)=5, P(3)=12¢ P(4) = 22.

P(2) P(3) P(4)

P(1)

Figura 3.4: Ndmeros pentagonais

Fato que de P(1) para P(2) acrescentamos 4 bolinhas, o pentagono formado
possui cada lado com duas bolinhas, e de P(2) para P(3) acrescentamos 7 bolinhas,
e o pentagono formado possui cada lado com 3 bolinhas. Esse fato sugere que da
ordem n para a ordem seguinte, n 4 1, basta juntarmos trés lados de comprimento
igual a (n+ 1), ou seja, com (n + 1) bolinhas em cada lado, e descontarmos as duas

sobreposicoes que ocorrem nos cantos, isto é:

Pn+1)=Pn)+3-(n+1)—2=P(n)+3n+1 (3.19)

Pn)=Pn—-1)+3n—-1)+1=14447+10+13+---+ (3n —2).

Observe que 1 +4 47+ 10413+ -+ + (3n — 2) é uma PA de razao 3, pela formula
da soma da PA que foi obtida em (3.2), determinamos que
[(1+Brn—=2)]n n-Bn-1)

Pn)=14+4+74+---+(Bn—-2) = 5 = 5 . (3.20)

Portanto, temos uma conjectura para os niimeros pentagonais P(n).
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Proposicao 3.24. Para todo n natural, o nimero pentagonal P(n) de ordem n, é

dado por
-(3n—1
P(n) = % (3.21)
Demonstracao. Temos que
1(3-1-1)
2

ii. Supondo por hipétese de indugao que P(n) =

i. P(1)=1= , portanto segue que P(1) é verdadeira.

-(3n—1
w, é verdadeira para

n € N, calculando P(n + 1), pela formula de recorréncia (3.19) segue que,

Pn+1)=P(n)+3n+1

n-Bn—14+3-3)+23n+1)
2
n-(3n+2)—3n+6n+2
2
n-(Bn+2)+3n+2
2
_ (n+1)(3n+2)
2

Logo, P(n + 1) é verdadeira. Portanto, P(n) é verdadeira para todo n € N. O



CAPITULO 4

Inducao nas Trilhas para o Ensino Médio

A Lei n® 13415/2017 alterou a LDB', estabelecendo, no Art. 36, que no
ensino médio, o curriculo serd composto pela Base Nacional Comum Curricular [3]
e por itinerarios formativos. Estes deverao estar organizados através da oferta de
diferentes agrupamentos curriculares, de acordo com a relevancia para o cendario
local e a possibilidade de cada sistema de ensino. Assim, o protagonismo juvenil
fica mais valorizado com as ofertas de diversos itinerarios formativos, que atendem
o aprofundamento académico e a formacao técnica profissional.

Nas competéncias gerais para a area de Matematica e suas Tecnologias, a
BNCC]|3] cita que

.. 0s estudantes devem utilizar conceitos, procedimentos e estra-
tégias nao apenas para resolver problemas, mas também para
formula-los, descrever dados, selecionar modelos matematicos e
desenvolver o pensamento computacional, por meio da utilizagao
de diferentes recursos da area.(BRASIL. Ministério da Educagao,
2018, p.470)

Além disso, o documento orienta sobre as possibilidades de conexdes entre
diferentes areas do conhecimento, como laboratoérios, oficinas, clubes, observatorios,
incubadoras e nucleos de estudo e producao artistica. A matematica desempenha
um papel fundamental nessas areas, possibilitando o surgimento de conjecturas
que podem ser validadas, se necessario, por meio do uso do principio de indugao
finita. Ao formular e testar conjecturas, os alunos aprimoram sua habilidade de
argumentacao, bem como as habilidades de raciocinio e representacao, conforme
previsto no documento. Veja esse trecho a seguir da BNCC|3]:

Com relagdo & competéncia de argumentar, seu desenvolvimento
pressupoe também a formulagio e a testagem de conjecturas, com
a apresentacdo de justificativas, além dos aspectos ja citados an-

teriormente em relagao as competéncias de raciocinar e represen-
tar.(BRASIL. Ministério da Educagao, 2018, p.519)

!LDB - Lei de diretrizes e bases da educagio nacional - Lei no 9.394/1996: Estabelece as
diretrizes e bases da educagao nacional.
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Dentre as competéncias especificas citadas da matematica e suas tecnologias
para o ensino médio, destacamos para a importancia do uso do principio de inducgao
finita a competéncia 5:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matemaéticas, empregando recursos e estratégias como observacao de
padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou nao,
de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

A BNCC |3] sugere que para desenvolver essa competéncia, se faz necessario

...um conjunto de habilidades voltadas as capacidades de inves-
tigacdo e de formulagdo de explicagbes e argumentos que podem
emergir de experiéncias empiricas. Os estudantes deverdo ser capa-
zes de fazer indugdes por meio de investigagdes e experimentacoes
com materiais concretos, apoios visuais e a utilizacdo de tecno-
logias digitais. Assim, ao formular conjecturas, mediante suas in-
vestigacoes, eles deverdao buscar contraexemplos para refuta-las e,
quando necessério, procurar argumentos para valida-las. Essa va-
lidacdo nao precisa ser feita apenas com argumentos empiricos,
mas deve incluir também argumentos mais "formais", sem que
haja necessidade de chegarem & demonstracao de diversas propo-
si¢goes.(BRASIL. Ministério da Educacao, 2018, p.532)

Assim, de acordo com a BNCC|3|, os estudantes desenvolverdo as habi-
lidades relacionadas a essa competéncia, ao fazerem investigacoes, e formularem
conjecturas. Essas podem ser refutadas ou validadas, desta forma o estudante ira
comunicar com maior precisao as suas conclusoes. Como descrito nesse documento,

acredita-se também que

...6 indispensavel que os estudantes experimentem e interiorizem o
carater distintivo da Matematica como ciéncia, ou seja, a natureza
do raciocinio hipotético-dedutivo, em contraposicao ao raciocinio
hipotético-indutivo, caracteristica preponderante de outras cién-
cias. Assim, a construcdo de uma argumentacdo, incluindo o de-
senvolvimento de algumas demonstragdes matematicas, proposta
por esta Base, ¢ uma importante contribuicdo para a represen-
tatividade da Matematica como area do conhecimento.(BRASIL.

Ministério da Educagéo, 2018, p.532)

Observamos ainda que, na BNCC]J3] essa competéncia aproxima de um
processo de buscas, conjecturas, questionamentos, contraexemplos, comunicacao,
aplicagoes e refutacoes.

O objetivo é ser mais atrativo para os jovens e dar mais autonomia aos
estudantes. Através dos Itinerarios Formativos, onde o curriculo é mais flexivel, o
aluno escolhe quais matérias podera aprofundar seus conhecimentos.

Para o Novo Ensino Médio, no estado de Goias [4], encontramos nas trilhas

de aprofundamento, o itinerario A Matemdtica Fscolar aplicada ao Mercado de
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Trabalho?. Nesse itinerério, o objetivo é ampliar os saberes que poderao ser utilizados
nas profissoes, nos negocios, em projetos e nas relacoes mercadologicas.
Outra opcao escolhida pelo aluno do novo ensino médio ¢ aprofundar

seus conhecimentos nas Trilhas FEletivas®

, pois cada escola deve oferecer duas
opcoes de Trilha de Aprofundamento e duas opcoes de Eletiva. Nessa opcao,
cada componente curricular deve trabalhar de forma interdisciplinar utilizando de
metodologias diferentes das convencionais, como por exemplo grupo de pesquisa ou
trabalho de campo, até mesmo clube de leitura, gincanas ou produgao de jornais.
Essa trilha deve estar de acordo com o interesse e o perfil dos alunos.

Propomos o uso do principio de inducao finita, em itinerarios formativos, de
acordo com o cenario citado acima que leve o aluno a comprovar, gradativamente,
por nivel de dificuldade, diversas proposicoes, utilizando o principio de inducao finita
nas que ja foram estudadas ou em novas conjecturas que poderao surgir ao longo
dos diferentes itinerarios.

Neste capitulo, apresentaremos mais proposicoes, exemplos e problemas
para serem estudadas em itinerarios formativos ou até mesmo durante as aulas caso
os alunos ja saibam como utilizar o principio de inducao finita.

Aos estudantes que ainda nao tiveram o contato com o principio de inducao
finita, sugerimos comecar os estudos com as definicoes, exemplos e observacgoes
citados nos capitulos anteriores. Durante o desenvolver das trilhas, de acordo
com os diagnosticos constantes dos estudantes, em relacao a aprendizagem, o
professor podera também utilizar as demonstracoes e sugestoes que apresentaremos
a seguir. Em certo momento, podera parecer exagerado o nimero de problemas e
proposicoes, mas buscamos diversifica-los em cada sessao. Iremos apresentar alguns
proposicoes como problemas para aprofundamento e apoio. Esses problemas devem

ser demonstrados utilizando, é claro, o principio de inducao finita.

4.1 Inducao e Aritmética

Provamos que a soma dos n primeiros niimeros impares ¢ n?, na proposi-

¢a0(2.2), e também que a soma dos n primeiros niimeros naturais pares, é n-(n+1),

20 Itinerario Formativo A Matemaética Escolar Aplicada ao Mercado de Trabalho visa ampliar
as percepcoes dos/as estudantes em relagdo ao uso da matematica escolar enquanto ferramenta
que subsidia um namero relevante de profissoes, colaborando com as descobertas ligadas as poten-
cialidades deste componente curricular e direcionando os/as estudantes para o desenvolvimento de
competéncias e habilidades relacionadas & mateméatica escolar utilizadas no mercado de trabalho,
no processo de criagao e desenvolvimento de projetos.

30 objetivo das Eletivas é complementar a formacdo do estudante com experiéncias enrique-
cedoras e conhecimentos especificos. Elas também visam dar mais autonomia ao estudante, que
poderé escolher qual eletiva cursar de acordo com os seus projetos de vida e suas afinidades.
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na proposi¢ao(2.3). Uma continuidade curiosa pode ser estudada a partir do ques-
tionamento: Na sequéncia dos niimeros quadrados perfeitos, podemos passar de um
quadrado perfeito n? para o proximo quadrado perfeito (n + 1)%, adicionando o

ntmero impar 2n + 1. Observemos as igualdes a seguir:

1243 =2%
22 +5=3%
324+ 7=4%
42 +9=5%

*9

n*+2n+1) = (n+1)°

Assim, obtemos nossa conjectura acreditando que sim, é possivel obter o quadrado
sucessor, adicionando a sequéncia dos impares. Esse questionamento e conjectura,
podemos encontrar em Toépicos de Historia da Matematica|16]. Geometricamente,

nossa intuicao nos leva a acreditar que também é possivel essa passagem, veja na

e

I
: L] L]

figura abaixo.

Figura 4.1: Soma dos n primeiros impares

Agora nos resta comprovar a veracidade.

Proposicao 4.1. Para todo n natural temos que
n+@2n+1)=(n+1)>% (4.1)

Demonstragdo. Seja P(n) : n*+ (2n+1) = (n+ 1)?, para qualquer que seja n € N.

i. Paran =1, P(1) é verdadeira. Verificamos a veracidade na primeira linha das
igualdades, pois 124+ (2-1+1)=1+3=(1+1)?2 = 4.
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ii. Admitindo P(n) verdadeira para algum natural n > 1, mostraremos que

também é verdadeiro
Pn+1):(n+1)*+2n+3) = (n+2)%

Vamos adicionar a ambos os membros de (4.1) o termo 2n + 3. Assim,
n?+ (2n+ 1)+ 2n+3) E (n +1)2 + (2n + 3)
(n*+2n+1)+2n+3)=n>+2n+1+2n+3
(n+1)*+(2n+3)=n*>+4n+4
= (n+2)?

Como vimos P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de inducdo, P(n) é

verdadeira para todo n € N. O

Para as igualdades, a primeira sugestao a seguir ¢ a de comprovar a igual-
dade que envolve a soma dos n primeiros cubos perfeitos (A.1). Essa comprovagao
pode ser trabalhada como uma continuidade apo6s termos demonstrado a soma dos
n primeiros naturais, proposicao (3.3), e também a soma dos n primeiros quadrados
dos nimeros naturais, na proposigao (3.18).

Em anexo, sugerimos os problemas complementares (A.2) ao (A.7), seme-
lhantes a estes demonstrados, para aprofundamento com relacao as igualdades.

Vimos no Exemplo (1.5) que Fermat acreditava que a relagao p = 22" + 1
determina os niimeros primos p, porém Euler mostrou que para n = 5 essa relagao
nao é valida. Por outro lado, os niimeros de Fermat apresentam uma interessante
propriedade que pode ser enunciada assim: Qualquer niimero de Fermat é equivalente
ao produto dos seus numeros anteriores mais dois. Reescrevemos essa propriedade

na proposicao a seguir.

Proposicao 4.2. Seja F,, = 22" + 1, para todo n natural, os nimeros de Fermat.
Entao,
[F(n)=Fy-F-Fy---F, 1 =F, —2. (4.2)

Demonstracao. Temos

i. paran =1, [IF(1) é verdadeira, pois Fy = 2 41=3=F -2,
ii. Supondo por hipotese de indugao que I1F (n — 1) seja valida para algum n > 1

natural, isto é

HF(n—l):FO‘F1~F2-~Fn,2:Fn,1—2. (43)
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Multiplicando ambos os membros de (4.3) por F,,_;, segue que

Fo-Fy-FyoeFug - Foy = (Fyuy —2)- Fuy

— (2 1'2)+1—2
= (2" 4+1) -2
=F,.

Mostramos que I1F'(n) é verdadeira, pelo principio da inducao finita concluimos o
resultado. O]

Proposicao 4.3. Seja F,, = 22" +1, para todo n > 1 natural, os niimeros de Fermat,
temos que o ultimo algarismo (algarismo da unidade) de F,, é sempre igual a 7, ou

seja F,, = 10k 4+ 7, para algum natural k.
Demonstracao. Temos que

i. para n = 2, a proposicao é verdadeira, pois Fp =22 +1=244+1=16+1 =
10+ 7.
ii. Suponhamos por hipoétese de inducao que F,, = 10k + 7. Mostraremos que

F,+1 = 10m + 7 para algum natural m.

Temos que

Fn+1 = 22"+1 +1

o
— (27)° +1
=(F,—1)%+1
L0k +7-1) 41

= (10k +6)* + 1

= 100k* 4+ 120k + 36 + 1
= (100k* + 120k + 30) + 7
=10 (10k* 4 12k + 3) +7

(.

v~
m

=10m+ 7.
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Comprovando assim, pelo principio da indugao finita que F;, é da forma 10k +7 para

todo natural n > 1. OJ

O ntimero de Euler*, possui aplicacoes diversas na matematica do ensino
bésico, como por exemplo, nos estudos de juros, fatoriais, poténcias, logaritmos e
funcoes. Algumas propriedades podem ser utilizadas, quando necessarias, envolvendo
esse famoso e importante niimero. A seguir apresentamos uma propriedade e algumas

sugestoes de atividades com desigualdades e o niimero de Euler.

Proposicao 4.4. Para todo n natural, sendo e =~ 2,7183, o nimero de Fuler, temos
que
e" >n+ 1. (4.4)

Demonstracao. Seja P(n) :e™ > n+ 1, temos que:

i. Para n =1, temos que P(1) é verdadeira. Pois, e! & 2,7183 > 1+ 1= 2.
ii. Suponha por hipdtese de indugao que P(n) : €™ > n + 1, seja verdadeira para

algum n > 1 natural, vamos mostrar que
Pn+1):e" >n+2.

Como e" > n+ 1, e e > 0 multiplicamos por e ambos os membros da desigualdade

(4.4). Temos assim que:

e"-e>(n+1l)-e=en+e

e>2
"t S en+e

>n+ 2.

Logo P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de inducdo finita, P(n) é

verdadeira para todo n natural. O

Em anexo, segue dois problemas complementares (A.10) e (A.11), envol-

vendo desigualdades e o niimero de Euler.

Proposicao 4.5. Para todo n natural, tal que n > 4, temos que
n! > 2n 4 2" (4.5)

Demonstracao. Seja P(n) a desigualdade (4.5), entao;

40 ntimero de Euler, representado por - e - em homenagem ao matemaético suico Leonhard Euler
(1707-1783), € uma constante base nos estudos dos logaritmos naturais.
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i. Para n =5, temos que P(5) é verdadeira. Pois,
51=120>2-5+2"=10+32 = 42.

ii. Admitimos P(n) : n! > 2n 4+ 2", verdadeira para algum n > 5 natural,

mostraremos, pelo principio de inducao que
Pn+1):(n+1)!>2(n+1)+2""

Como n! > 2n 4 2", pela desigualdade (4.5). Multiplicamos por (n + 1) ambos os

membros dessa desigualdade, temos,

(mn+1)-n!>(Mn+1)-(2n+2")
m+)!>Mm+1)-2n)+(n+1)-2"

1) -242-20

>2-(n+1)+[2-27

> 2(n + 1) + 2"+
Comprovamos assim que P(n+ 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de indu¢ao
finita, P(n) é verdadeira para todo natural n > 4. O

Em anexo, apresentamos os problemas complementares (A.12) ao (A.16)

que envolvem desigualdades.
A seguinte desigualdade, que envolve radicais, especialmente raizes quadra-

das, é extremamente interessante e acreditamos que estimula a curiosidade.

Proposicao 4.6. Para todo nimero n natural, temos que

\/2+\/2+\/2+---+\/§<2. (4.6)

n—radicais

Demonstracao. Para provar que a desigualdade (4.6) é verdadeira para todo natural

n, vamos usar o principio de indugao finita. Seja

P(n):\/2+\/2+\/2+---+\/§<2, para qualquer que seja n € N,

n—radicais

i. Paran = 1, temos que P(1) é vélida. Pois, v/2 < 2.
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ii. Admitimos P(n) : \/2 + \/2 +1/24---4+ V2 < 2, verdadeira para algum

n—radicais
n € N tal que n > 1, temos de mostrar que P(n + 1) é verdadeira. Isto é,

P(n—i—l):\/2+\/2+\/2+---+\/§<2.

(n+1)—radicais

Vamos adicionar o nimero 2 em ambos os membros da desigualdade (4.6), assim

temos:

2+\/2+\/2+\/2+---+\/§<2+2,

n—radicais

extraindo a raiz quadrada em ambos os membros dessa desigualdade teremos:

2+\/2+\/2+\/2+---+ 2<\2+r2=+4=2.

(n+1)—radicais

Logo, a validade de P(n) implica a validez de P(n + 1). Portanto, pelo principio de
inducao finita, P(n) é verdadeira para todo n € N. O

Em anexo sugerimos, a generalizacao desse caso, o problema complementar
(A.17) para comprovagao.

Ainda envolvendo desigualdades com raiz quadrada, sugerimos os problemas
complementares (A.18) e (A.19), um caso particular e o outro o caso mais geral,
esses dois problemas podemos encontrar em [8|. Ja as desigualdades propostas nos

problemas (A.20) e (A.21) se relacionam de forma interessante.

Proposicao 4.7. Para todo n natural, e sendo a,b > 0, temos que

a+b\"  a"+ b
< . .
( ! ) < (4.7)

Demonstracao. Seja P(n) a desigualdade (4.7), segue

i. paran =1, temos que P(1) é verdadeira. Pois,

a-+b 1_a—|—b<a1+b1
2 o2 T2
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ii. Admitimos P(n) verdadeira para algum natural, pelo principio de indugao

matematica, mostraremos que

(4.8)

a+ b n+1 an+1 + bn—l—l
< —
2 2

Observe que,

a+b\"" _ (a+b\" (a+b
2 S\ 2 2
Hgf (a"—l—b”) ‘ <a+b>
2 2

a"t' 4+ a"b + ba + "

4
a4t gt ettt ath 4 b
N 2 a 4 4
a4t et it — 6" — ba
B 2 a 4
a4t (@ —=0") - (a—Db)
N 2 a 4 '

Para qualquer nimero real a e b, temos que a > b ou b > a.
Sea>bentdoa—b>0ea”—b">0,dai (a—0)-(a™—0") > 0.

Seb>a,entao a—b<0ea™—b"<0,dai (a—0b)-(a™—b") > 0.

Assim, (a —0b) - (a™ — b") > 0, entdo — (a" = bnl (a=b)

que

< 0. Dai, podemos afirmar

at b\ (@ -0 (a—b)
2 N 2 4
a4t
- 2
Logo, P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n) é

verdadeira para todo a,b > 0 e n natural. O

Proposicao 4.8. Para todo n natural, e sendo a > 2, temos que
2a" < a™t. (4.9)

+

Demonstragao. Seja P(n) : 2a" < a™™!, segue que

i. para n = 1, temos que P(1) é verdadeira. Pois, 2a' = 2a < a'™ = d?, sendo
verdadeira para a = 2, basta ver que 22! =4 < 2! = 22, Para todo m > 2,

temos 2 - m? < m?t! = m - m?. Assim, 2a? < a® para qualquer a > 2.
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ii. Admitimos P(n) : 2a™ < a™!, verdadeira para algum n > 1 natural, temos de
mostrar que
P(n+1):2a"™ < a"*?

Vamos multiplicar por a ambos os membros da desigualdade (4.9). Temos,
H.I.
2a" -a < a"ta

2an+1 < an+2

Logo, a validade de P(n) implica a validez de P(n + 1). Pelo principio de inducao

finita, P(n) é verdadeira para todo natural n,sendo a > 2. ]

Em anexo, sugerimos o problema complementar (A.22), um caso mais
abrangente, com relagdo a essa proposicao (4.9).

O estudo de médias, muitas vezes é relacionado a uma ideia de trocar uma
sequéncia com vArios niimeros por apenas um que represente uma sequéncia. Porém,
no ensino basico, as médias podem ser utilizadas para resolvermos problemas que
envolvem a otimizacao, ou seja, problemas com maximos e minimos que aparecem
constantemente, em diversas expressoes algébricas. Estes problemas podem estar
presentes na matemaética basica, trigonometria, geometria plana, analitica e espacial.
Interpretamos geometricamente desigualdades entre médias e suas condigoes de
igualdade, em diversas situacoes. As desigualdades algébricas, bem como as suas
propriedades, nos auxiliam na resolucao de problemas. Para maior aprofundamento
em problemas de otimizagao, sugerimos a leitura da Revista Olimpica-IME-UFG,
n°12, paginas 72-90[2].

Uma das desigualdades é a que relaciona a média aritmética Mu(n) e a
média geométrica Mg(n). Sabemos, por defini¢ao, que para n niimeros reais positivos

ay, Az, A3z, ,0y:

a1+a2—|—a3+---+an
n

Ma(n) = e Mg(n)= {/a1-as-as---an.

Proposicao 4.9. Para quaisquer n nimeros positivos ai,as, as,- -« ,0,, temos que
Ma(n) = Mg(n), isto é:

ar+ax+as+---+ay,
n

> Vay-ay-as- - ap, (4.10)

e que a iqualdade vale apenas se a1 = ay = a3 = -+ = a,.

Podemos encontrar a Proposicao 4.9, na forma de problemas ou teoremas.
Por exemplo, no livro, The USSR Oliympiad Problem Book[17], a encontramos

enunciada, como um teorema (Theorem of the Arithmetic and Geometric Means
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for n Numbers) a ser demonstrado. Vamos demonstrar, utilizando o principio de

inducao matematica.
Demonstracao. Seja P(n) a afirmacao da desigualdade (4.10).

i. Para n = 2, temos que P(2) é valida. Pois,

a a a; + as — 2/aia
1—;2_m:1 22\/12

(Var - vaz)’
2

- (Var — Vaz)* = 0.

N —

Assim, mostramos que P(2) é verdadeira, observe que a igualdade é vélida, apenas

quando a; = ay. Suponha, sem perde generalidade, que a,y; > a; para i =
1,2,3,...,n, consequentemente temos que
i > T ), (4.11)
n
portanto existe um real b > 0 tal que
Apt1 = MA(TL) + b. (412)
Assim
a1+a2+~~+an+an+1
M 1 — —=
aln+1) n+1
n - (al+a2:--+an) + Ui
N n+1
n-Ma(n) + api1
N n+1
(412) n - My(n) + Ma(n) +b
n+1
Ma(n) + —
= n
A n+1
ou seja
b
M 1)=M —_— 4.13
aln+1) A(n)+n+1 (4.13)

Elevando a igualdade (4.13) a poténcia n + 1 e usando o desenvolvimento binomial
obtido em (3.18), temos
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n—+1
B ) i)
>0
>(MA(n))"“ + (Mam)" b
>(Mam)" (Malw) +1)
:<MA(n)>n *Anp+1
H.I

i.al'a2"'an'an+1-

Extraindo a (n + 1)—ésima raiz dos dois lados temos

Ms(n+1) > "Vay-ag- - ay - Gps1 = Mg(n+1),

portanto P(n+1) é verdadeira, pelo principio da indugao segue o resultado. Observe
que a igualdade s6 ocorre quando a; = as = --- = a,, segue assim o resultado
desejado. O

De fato, temos que My > Mg > My, onde My é a média harmonica.
Ressaltamos que apds demonstrada a desigualdade entre a médias aritmética e
geométrica, as demais demonstracoes dessa desigualdade entre as médias, podem

ser com mais facilidade comprovadas, utilizando o fato de que My > M.

Para n ntimeros reais positivos ai, as, as, - - - ,a,: a média harmonica My é
n
My = .
A= 1 1 1
ar a2 as Qn

Apresentamos em anexo, os problemas (A.23) e (A.24), envolvendo a média
harmonica.

Constantemente estudamos em matemética defini¢oes por recursao, ou seja
por recorréncia. Essas defini¢coes, sao de fato definicdes por inducdao. No capitulo
anterior, estudamos, o uso do principio de inducao mateméatica, em casos com
somatorios sobre os ntimeros naturais. Mas, podemos ampliar esse conceito para
multiplicacoes em N. Apresentaremos agora, a aplicacao do principio de inducao
nos produtérios, onde utilizamos a letra grega maidscula [[(pi) para expressar

multiplicagoes sucessivas de termos em uma sequéncia(produtorios).
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n
Considere a notagao: ay-aq-as---a, = H a;(lemos: produtorio dos a;, para
i=1

i variando de 1 a n), para todo i e n naturais, sendo a; nimeros reais. Definimos
n+1

alzﬂaie ai:Hai~(an+1).

i=1 i=1 i=1
Em anexo, apresentamos os problemas (A.33) ao (A.37) para aprofunda-

mento. K, a seguir, uma propriedades envolvendo produtorios.

Proposicao 4.10. Para qualquer n e i naturais, entao
- 1\’ 1)
H <1 + _.) - M (4.14)
, 1 n!
=1

Demonstracao. Seja P(n) a afirmagao (4.14). Segue que:

i. Para n =1, temos que P(1) é verdadeira. Pois,

(1+%)1:(1+1)=2:%.

=1

- 1’ 1)"
ii. Assumimos P(n) : H (1 + —.) = w, verdadeira para algum n > 1
i n!
i=1

natural, temos de mostrar que P(n) — P(n + 1). Isto é,

=1

Calculando P(n + 1), temos

ﬁ(1+;)"_[ﬁ(1+;)"

Vimos que P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n)

¢é verdadeira para todo n e ¢ naturais. O

Em anexo apresentamos os problemas complementares (A.28) ao (A.32)

que envolvem o produtério. No problema complementar (A.9) temos o produto de
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dois termos consecutivos no denominador de cada fracao. Esse problema também
se encontra em [12] e [8]. Uma outra variagao, apresenta o produto de trés termos
consecutivos no denominador de cada fracao a ser adicionada. Veja, no problema
(A.29) essa conjectura para ser comprovada, onde podemos utilizar os somatorios.
Os problemas (A.31) e (A.32), um caso particular e sua generalizacdo, podem ser
encontrados em [8]. Uma proposicao semelhante a (4.10) que acabamos de com-
provar, segue no problema complementar (A.36), em anexo. E podemos variar esse
produtoério, com os numeros quadrados perfeitos maiores que 1, nos denominadores,
no problema (A.37).

4.2 Inducao e um classico problema geométrico

Propomos nesta se¢ao, o uso do principio de inducao finita, na geometria,
apresentando o classico problema, A Pizza de Steiner. O renomado gedmetra Jacob
Steiner (1796-1863) resolveu esse problema em 1826, e podemos enuncia-lo assim:
Qual o nimero maximo de regides em que n retas dividem o plano? Ou, qual o
nimero maximo de pedacgos que podemos obter dividindo uma pizza ao fazermos n
cortes em linha reta? Em [11] e [15] encontramos esse problema para o leitor resolver,
em [6] os autores além de sugerirem o problema, auxiliam na conjectura correta para
a demonstracao, e também apresentam uma variagao para a divisao com n circulos
e por n triangulos (A.26). Ja em [13], a conjectura final é obtida por recorréncia e
sugerida para demonstracao, e os autores apresentam como exercicio, O Queijo de
Steiner(A.27), esse problema envolve o nimero de regioes no espaco tridimensional.
Vamos aqui conjecturar, o problema da Pizza de Steiner, como em Morgado[13].
Seja n o ntiimero de cortes e 7, o nimero de regides. Percebemos que para obter o
maior nimero de regioes, o proximo corte deve intersectar todos os cortes anteriores

em pontos distintos. Assim, para os quatro primeiros cortes temos:

n° de cortes | n° de regioes
1 2
2 4
3 7
4 11

Tabela 4.1: Tabela niimero de cortes e regioes

percebemos que as regides acrescentadas a partir do segundo corte, sao 2,3

e 4, o que sugere n regioes acrescentadas no n-ésimo corte. Dai, temos

nn+1 n?+n-+2
24243+ +n=1+1+2+3+---+n)=1+ (2 ): 5 :
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Como analisamos um pequeno ntimero de cortes, vamos ver uma conjectura mais
n*+n+2

. . . . 2 . .
Se o n-ésimo corte foi realizado de forma a garantir o niimero maximo de

rigorosa, antes de afirmar que o nimero total de regioes é

regides no plano, o proximo corte também devera ocorrer dessa forma. Assim o corte
n + 1 intersecta os n cortes existentes de forma a intersecta-los em pontos distintos.
Os n pontos distintos divide o corte n+1 em n+ 1 partes, e cada uma dessas partes,
aumenta a regiao dividida anteriormente em n+ 1 regides. Assim, podemos enunciar

o seguinte resultado.

Proposigao 4.11 (A Pizza de Steiner). Seja r, o nimero mdzimo de pedacos que
podemos obter ao dividirmos uma pizza fazendo n cortes em linha reta, onde cada

corte intersecte os demais em pontos distintos. Entao, r,, € para todo n € N dado

{ =2 (4.15)

pela recorréncia:
Th = Tp—1 +MN.

n>+n+2
r,—= ——————.
2

Demonstracao. Vamos demonstrar, utilizando o principio de indugao finita.

i. A afirmacao é valida para n =1 e n = 2, pois para

124+1+2

nzl,temosn:Z:L:—,epara

2 2

224242 8
n =2, temosrgzr1+2:2+2:%:§:4,
2
2
ii. Admitimos r, = %, verdadeira para algum n > 2 natural, temos de

mostrar que 7, —> 7,41 Isto é,

(n+1)%2+(n+3)
Tnt1 = .

2
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Pela formula de recorréncia (4.17), temos

Tnil L1 rn+ (n+1)

2
:%M—I—(n—l—l)
n4+n+2+2n+2

2
n>+2n+1+n+3
2
(n+1)?+ (n+3)
2
(n+1)*+(n+1)+2
2

Assim, a Proposicao é valida para n+1, ou seja, r,, — r,,1. Portanto, pelo principio

de indugao finita, a proposicao (4.11) é verdadeira, isto é, para todo n € N,

n>+n+2

Tn =
2

O

Em anexo, sugerimos o problema complementar (A.26), onde a divisdo do
plano sera dividida por circulos ou por triangulos. E também, uma variacao para o
espaco tridimensional com o problema (A.27) do Queijo de Steiner.

Problemas semelhantes a Pizza e Queijo de Steiner, foram estudados em [7],
onde os autores conjecturaram uma férmula para determinar, nao somente o niimero

de regides, mas também, o nimero de vértices e arestas.

4.3 Inducgao nas Divisibilidades

Uma divisibilidade interessante, se refere & soma de trés cubos perfeitos con-
secutivos. Essa soma é sempre um ntimero miltiplo de 9. Sugerimos como aprofunda-
mento em divisibilidade, além dessa proposi¢ao que enunciamos a seguir(apresentada

como exercicio em [13]), também outras, e demais problemas propostos nesta se¢ao.
Proposicao 4.12. Para qualquer numero natural n,

nd + (n+ 1)+ (n+2)* é divisivel por 9.
Demonstragdo. Seja P(n) : 9|[n®+ (n+ 1) + (n + 2)3], para todo n natural.

i. P(1) é verdadeira, pois 1>+ (14+1)+(1+2)3 = 13 +23+ 3% = 1 +8+27 = 36,

que é divisivel por 9.



4.3 Inducao nas Divisibilidades 87

ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n € N, tal que n > 1, ou seja
n®+ (n+1)*+ (n+2)* = 9k, para k € N,

reescrevendo obtemos
(n+1)°+ (n+2)* =9k —n®. (4.16)

Adicionando a ambos os membros de 4.16 o termo (n + 3)3, temos:

n+1)°+n+27°+(n+3)>=9%—-n’+(n+3)>
=9k +n’+9n° +27n+27—n’
=9(k +n®+3n+3).

Como, (k+n*+3n+3) é um nimero inteiro positivo, mostramos que (n+1)%>+ (n+
2)3 + (n+ 3)3 é multiplo de 9. Portanto, P(n + 1) é verdadeira, segue pelo principio
de indugao, que P(n) é verdadeira para qualquer n € N. O

Proposicao 4.13. Para qualquer nimero natural n, 7" — 1 € divisivel por 6.
Vamos provar, utilizando o principio de indugao finita, essa afirmagao (4.13).

Demonstracao. Seja P(n) a afirmagao 6| (7" — 1), para qualquer n natural.

i. P(1) é valida, pois 6‘ (7' —1=6).
ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n € N, tal que n > 1, isto é
7" —1 = 6k, com k inteiro positivo. Temos de mostrar que P(n) — P(n+1),

ou seja,

6| (741 - 1).

Assim,

=771
=7-(T"=1)+7-1
L7 6k)+7-1

7-(6k) + 6

6 -

(Tk +1).

Como (Tk+1) é inteiro positivo, segue que 7" —1 é miltiplo de 6, consequentemente
P(n + 1) é verdadeira. Portanto, pelo principio de inducao, a propriedade P(n) é

verdadeira para qualquer n € N. O

Em anexo, apresentamos os problemas complementares (A.38) ao (A.46)

que envolvem as divisibilidades.
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4.4 Inducao e a Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Pisano(1170 e 1250), nascido em Pisa, Italia, era filho de Guilielmo
Bonaccio. Por ser filho de Bonaccio, o apelidaram Fibonacci. Leonardo Fibonacci
publicou, por volta do ano 1202, a famosa obra Liber Abacci(Livro do Abaco), com
diversos assuntos de algebra e aritmética da época. Nesse livro Fibonacci apresentou
o problema relacionado a reproducao de coelhos, que deu origem a sequéncia que
leva seu nome, sequéncia de Fibonacci. O problema foi apresentado como exercicio
no seu livro, onde um casal de coelhos cercado, gerava outro casal a cada més, a
partir do segundo més ap6s o nascimento, a questao solicitava o nimero de casal de
coelhos ap6s um ano. Entao, os resultados mensais podem ser representados com os

ndmeros na sequéncia
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233).

Até os dias atuais, essa sequéncia de Fibonacci é também atrativa por se re-
lacionar com o nimero de ouro. Ao dividirmos qualquer nimero dessa sequéncia pelo
anterior, vamos obtendo um quociente proximo do nimero de ouro (%5 ~ 1,618...),
e essa aproximacao é cada vez maior, a medida que pegamos termos consecutivos
maiores. O niimero de ouro, representado pela letra grega ®, também conhecido pela
razdo aurea, pode ser encontrado em outras areas: arte(Monalisa), fisica(Otica), qui-
mica, biologia, arquitetura(Parthenon), computacao, design, musica. Na natureza,
jé foi relacionado estudos com conchas, pinhas, girassois furacoes, galaxias e partes

do corpo humano.

Definicao 4.14. A sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,...) é denominada sequéncia de

Fibonacci e seus termos F,, sao obtidos pela recorréncia

Fr=F=1
Pt (4.17)
FTL:Fn—1+FTL—27 n>2.

Os termos da sequéncia de Fibonacci sao chamados nimeros de Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci possui varias propriedades, vamos aqui apresentar
algumas dessas propriedades com demonstragoes, utilizando o principio de inducao
finita, e outras como atividades.

O matematico francés Jacques Binet (1786-1856), em 1843, descobriu o
termo geral da sequencia de Fibonacci. Primeiramente iremos comprovar, utilizando

o principio de inducao finita, a Formula de Binet.
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€ dada por

Proposicao 4.15 (Formula de Binet). O termo geral F,, da sequéncia de Fibonacci
F,=—"

1+v5)  [1-v5)
S (]

Demonstracao. Seja P(n) a igualdade (4.18) acima. Entao,

i. P(1) sao verdadeiras, pois
1 1
n_ L+Vh)  (1=VB) | V6
G 2 2 V5

B- L. <1+2¢5>2_(1—2¢5)2 Vi,

ii. Suponhamos por hipdtese pelo segundo principio de indugao Teorema 1.2 que
P(k) é verdadeira para todo 2 < k < n + 2, devemos mostrar que P(n + 2) é

verdadeira, isto é

1 1+\/g n+2 1_\/5 n+2
rom 2 (50 (58]

Assim,

Fn+2:Fn+Fn+1

w1 [(1evBY (1-v3\'T 1 [[1+vs\" (1-vB\""
V5 2 S\ 2 v 2 L2
1 [(1+v5)\" 145 VAN 1_ VB
() (o) () ()
1 [(1+vB)" (3445 1-v5\" (3-5
- 1(757) - (FFR) - (5 (3 |
Como,

2
(11\@) 1+2-V5+45
2 B 4

_6+£2V5
4
3++5

5
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Logo,

1 '<1+¢s>" <1+\/5>2 (1_¢3>" <1_¢5>2
Fopig=—" . — .
NG 2 2 2 2

- 1 1+\/5 n+2 1_\/5 n+2
V5 2 B 2

Donde concluimos que P(n + 2) é verdadeira. Pelo principio de indugéo

finita, concluimos que a férmula de Binet é verdadeira para todo n € N. O

Proposicao 4.16 (Soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci). A

soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci é

Demonstracao. Seja P(n) a igualdade (4.20) acima. Entao,

i. P(1) é verdadeira, pois F} + F, =2 = F; — 1.
ii. Supondo P(n) vélida para algum n natural, mostraremos que P(n + 1) é

verdadeira. Ou seja,
Fi+F+F+ 4+ P+ Fyp=Fhyz— 1
Vamos adicionar F,,; em ambos os membros da igualdade (4.20),

Fi+F+F+ - F+ g =F+ -1

L By — 1.

Donde P(n + 1) é verdadeira para todo natural n > 1. Portanto, pelo principio de

indu¢ao matematica, P(n) é verdadeira para todo n € N. O

Proposigao 4.17 (Soma dos n primeiros termos pares da sequéncia de Fibonacci).

A soma dos n primeiros termos pares da sequéncia de Fibonacci é
FQ+F4—|—F6—|——|—F2n :an_H —1. (421)

Demonstracao. Seja P(n) a identidade (4.21) acima. Entao,

i. P(1) é verdadeira, pois Fy + Fy =14+3=4=F; — 1.
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ii. Vamos supor que P(n) seja valida. Mostraremos, pelo principio de indugao
finita que,
Fo+Fy+ -+ Fop + Fopyo = Fopyz — 1

Adicionando Fy, o em ambos os membros da igualdade (4.21),

Fy+Fy+ Fo+ -+ Fop + Foppo = Fopy1 + Foppo — 1
=Fonq3 — 1.

Ou seja P(n + 1) é verdadeira, consequentemente pelo principio de inducao finita,
P(n) é verdadeira, para todo n € N. O

As proposicoes (4.15), (4.16), (4.17) e problemas em anexo (A.57), soma
dos n primeiros termos impares da sequéncia de Fibonacci, (A.58), soma dos
quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci e (A.59), da sequéncia
de Fibonacci, estao propostas como exercicios em [13] e o problema complementar
(A.60) no anexo, o encontramos como exercicio em [11].

A proposicao a seguir, é um exemplo de desigualdade com a sequéncia de

Fibonacci apresentado em [15].

Proposicao 4.18. Sendo F,, o termo geral da sequéncia de Fibonacci, temos que

F, < G)n (4.22)

Demonstracao. Seja P(n) a igualdade (4.22) acima. Entao,

N 7

i. P(1) é verdadeira, pois F; =1 < (Z) =7
ii. Suponhamos por hipdtese pelo segundo principio de indugao Teorema 1.2 que
P(k) é verdadeira para todo 1 < k < n+ 1, devemos mostrar que P(n + 1) é

verdadeira.
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Temos que

Fn+1 (4é7) Fn + Fn—l

400

ONON
() )
() ()
() (@
(5
(0"

Provamos ser verdadeira P(n + 1). Logo, pelo principio de indugao finita, P(n) é

7 n
verdadeira, ou seja, F), < (Z) para todo n € N. O

Proposicao 4.19. Sejam m e n ndmeros naturais, e F, a sequéncia de Fibonacci,
entao
Fm+n = L'y—1" Fn + Fm . Fn-l—l' (423)

Demonstracao. Seja P(n) a identidade (4.23) acima. Vamos provar por indu¢io em

n.
i. P(1) e P(2) sao verdadeiras, pois

Fop- Fy +Fy,- Fy =F,_1+F, “2n Fint1
—~ =

1 1

(4.17) (4.17)

Fm—l' Fy +Fm'F2+1:Fm—l+Fm' FS :Fm—1+2‘Fm Fm+1+Fm = Fm+2-
~~ ~~

1 2

ii. Pelo segundo principio de Indug¢do suponhamos que P(k) seja valida para todo

natural 2 < k < n+ 1. Devemos mostrar que P(n + 1) é verdadeira, isto é

Fm+(n+1) - Fm—l 'Fn+1+Fm 'Fn+2'
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Assim,

(4.17)

Fm+(n+1) = Fm+n + Fm+(n—1)

H.I.

= (mean—i_FmFn+1)+(mean71+Fan)

= mfl(Fn—i_anl)—i_Fm(FnJrl—i_Fn)

42N Fo1 - Fapr + Fo - Fago.

Provamos ser verdadeira P(n + 1). Logo, pelo segundo principio de indugao, P(n) é

verdadeira, para todo n € N. O

Em anexo, no problema complementar (A.62), encontramos a Férmula de
Binet® para F),, utilizando a notacdo ® para o nimero de ouro.

Apresentaremos a seguir, a identidade conhecida por Hockey-Stick(taco de
hoquei), ou por meia de natal. Essa identidade envolvem os coeficientes binomiais,
e sua representacao grafica no tridangulo de Pascal quando destacada, a forma que

se revela é semelhante a esses objetos.

Proposicao 4.20 (Identidade do Hockey-Stick). Para qualquer n e r € N, sendo

zn: (;) - (Zii) (4.24)

i=r

n =1, temos que

Demonstracao. Seja P(n) a igualdade (4.24), temos que

®Jacques Philippe Marie Binet (1786 - 1856), matemético francés. Em 1807 comegou a lecionar
na Ecole Polytechnique, também foi professor de astronomia no Collége de France. Desenvolveu,
em 1843, uma foérmula para os nameros de Fibonacci, mas essa formula, ndo recursiva, ji era
conhecida por Euler, Bernoulli e De Moivre.
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i. P(r) é verdadeira, pois se n = r, temos
Z’": N _ (" (!
— \r S \r)  \r+1)

ii. Vamos supor que P(n) seja valida.

n+1 e
(" )2()
,<n+1> <n+1>
+
r r+1
(3.15) (n+ 2
Stifel \ 7 4+ 1

Provamos a veracidade para P(n + 1). Portanto, pelo principio de inducao finita,

Temos que

()

i=r

s

P(n) é verdadeira, para todo n e r € N, sendo n > r. ]

Apresentamos a seguir a interessante Proposi¢ao (4.21). Ela envolve os

coeficientes binomiais e os nimeros de Fibonacci.

Proposicao 4.21. Para todo nimero inteiro nao negativo k, temos

n
n
> (Z)Fk+ = Fion, (4.25)
i=0
para qualquer n € N, sendo F,, o enésimo numero de Fibonacci.

Demonstracao. Seja P(n) a identidade (4.25), temos
i. P(1) é verdadeira, pois
1
1 1 1
Z ; Fryi = 0 Frto + ) Fyp1 = Fi + Frp1 = Fipo.
i=0

ii. Vamos supor que P(n) seja vélida para algum n natural, tal que n > 1. Assim,

pelo principio de indugdo finita, mostraremos que P(n) — P(n + 1).
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n+1
. . n+1
Note que separando a primeira e ultima parcela da soma E ( _ )Fk+,~, temos
1
i=0

n+1
n+1 n+1 n+1 n+1
Z( i )FkJrz_( 0 )Fk+0 Z( i )FkJrz <n+1)Fk+n+1

1=0 i=1

n+1
:Fk+2( i )Fk+z+Fk+n+1

i=1

Usando a relagao de Stiffel, Lema 3.15

()=

nt1 .
n+1 n n
iz:;( ’ )Fkﬂ Fk+2[<i)+(i—1>] Fievi + Frepn
_Fk+z< )Fk+z+z< )Fk+i+Fk+n+1~

Reindexando a terceira parcela do lado direito da igualdade anteiro, temos

n n—1
() A= () B

=0

Temos

n+1
n+1
ZO( ; )Fk+z’:Fk+Z( )Fk+z+z< )Fk+z+1+Fk+n+1

(e £ B (s (e

S £ (e

L Fryon + Frqri4on

(4.17)
Flionto.

Provamos a veracidade para P(n + 1) para todo natural n > 1. Portanto, pelo
principio de indugao finita, P(n) é verdadeira, para todo inteiro ndo negativo k e

qualquer n € N. O

Em anexo, o problema (A.63) envolve os coeficientes binomiais e a sequéncia
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de Fibonacci, assim como as proposicoes (4.20) e (4.21).

4.5 Inducao nas Fun¢oes Compostas

A partir do primeiro ano do ensino médio, encontramos nos mais variados
materiais didaticos, o estudo das fungoes compostas. De um modo geral, se define
as funcoes compostas e utiliza-se as notacoes conforme apresentamos a seguir:

Dadas as funcdes f e g, sendo f uma funcao de um conjunto A em um
conjunto B e g uma funcao de B em um conjunto C. Chamamos de fun¢ao composta
de g e f afungao h de A em C, de modo que a imagem de cada x é obtida: aplicando a
x, a fungao f, obtemos f(z); em seguida aplicando a f(z) a funcao g, assim obtemos
g(f(x)). Indicamos por h(z) = g(f(x)) para todo x € A, e também indicamos por
g o f, onde se-1&é “g composta com f” ou, até mesmo, “g circulo f”. Temos que,
(90 f)(z) = g(f(x)) para qualquer z € A.

Apresentamos aqui proposi¢oes que nao s6 aprimora o conhecimento sobre
as fungoes compostas, mas que busca também motivar o estudo, além de despertar
a curiosidade.

Para uma funcap f : R — R, vamos denotar por f"(x) a enésima

composicao da func¢do f(z). Ou seja,

fr(@) = (fofo---of)(x).

n—uvezes

fi(@) = 1(z)

Proposicao 4.22. Sejam a, b € R com a # 0, e a fungdo afim f(x) = ax + b.

Temos para qualquer n € N que
n—1
f(z) :a”-x%—b-ZaZ. (4.26)
i=0

Demonstracao. Seja P(n) a afirmacao (4.26) acima.
i. P(1) ¢ verdadeira, pois
1-1
f(z) :al-aH—b-Zai:aa:—l—b-aozax—l—b:f(x).

1=0

ii. Vamos supor que P(n) seja vélida para algum n natural, tal que n > 1. Assim,

pelo principio de indugao finita, mostraremos que P(n + 1) é verdadeira. Ou
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seja,
Pin+1): f"Yz)=a""-2+0b Za’
i=0
Temos que,

n—1

@) = (f"o f)lz) =a" (ax+b)+b- > d
i=0

n—1

Provamos ser verdadeira P(n + 1) para todo natural n > 1. Logo, a validade de
P(n) implica a validez de P(n+ 1). Portanto, pelo principio de indugao finita, P(n)

é verdadeira, ou seja, para todo n € N, sendo a, b € R com a # 0 temos que

]

A seguir, duas proposi¢oes envolvendo f"(x), na (4.24) a f(x) é uma funcao

irracional.
Proposicio 4.23. Seja a funcio f(x) = V22 + 1, para qualquer n € N, temos que
Demonstracao. Seja P(n) a Proposigao (4.23) acima.

i. P(1) é verdadeira, pois fl(z) = Va2 +1 = f(x).
ii. Vamos supor que P(n) seja véalida para algum n natural, tal que n > 1. Assim,

pelo principio de indugao finita, mostraremos que P(n) — P(n+1). Ou seja,
Pn+1): f""z) = Va2 +n+ 1.

Temos que,

F) = (f7 0 fl@) =/ (VP F 12 4
=vVz2+1+n.
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Provamos ser verdadeira P(n + 1) para todo natural n > 1. Logo, a validade de
P(n) implica a validez de P(n + 1). Portanto, pelo principio de inducao finita, P(n)

¢ verdadeira, ou seja, para todo n € N, temos que
(@) = f"(x) = va* +n.
m

Proposicao 4.24. Seja a fungdo f(x) = 2x(1 —x), para qualquer n € N, temos que

1

f(z) = 3 [1—(1-22)*].

Demonstracao. Seja P(n) a Proposigao (4.24) acima.

i. P(1) é verdadeira, pois

)= [1-0-20?]
:%- [1— (1 — 4z +42?)]
1 2
= R [4x—43: }
=21 — 227 = 22(1 — x) = f(x).

ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n natural, tal que n > 1. Assim,

pelo principio de indugao finita, mostraremos que P(n) — P(n+1). Ou seja,

Pln+1): f(z) =~ - —(1—2:5)2”“]

DN | —

Temos que,
Jioa—2 2200 x))ﬂ
1= (- 4o+ 420)”]

- :1 (1- zx)z'Q"]

NN =N~ -

- :1 (1- 21:)2"“] .

Provamos ser verdadeira P(n + 1) para todo natural n > 1. Logo, a validade de
P(n) implica a validez de P(n + 1). Portanto, pelo principio de inducao finita, P(n)
¢ verdadeira, ou seja, para todo n € N, temos que

ffz)==-[1—-(1-22)"].

DO | —
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]

Em anexo, o problema complementar (A.65), apresenta uma relagao entre
f™(z) e os nimeros de Fibonacci, e o (A.66) temos para f(x) uma fung¢ao polinomial
do 2°.

4.6 Inducao e Matrizes

O estudo de matrizes podem ser aplicados, nao apenas na matematica, mas
também em diversas areas, como por exemplo: engenharia, economia, informaética,
fisica, quimica, meteorologia, biologia, programacoes, logica, estatistica, dentre
outras. O estudo das matrizes ocorre no 2° ano do ensino médio. Sugerimos
algumas proposicoes que podem ser demonstradas utilizando o principio de inducao
matematica.

Um caso singular, é o da matriz idempotente. Geralmente, nao estudada no
ensino basico, e com uma propriedade interessante que apresentamos na proposicao
(4.26).

Definicao 4.25. Uma matriz quadrada A é dita idempotente se A? = A.

Proposicao 4.26. Seja A, uma matriz tdempotente. Entao A™ = A para qualquer

n natural.
Demonstracao. Seja P(n): A™ = A, para o natural n > 1.

i. P(1) é verdadeira, por definigao A' = A.

ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n natural. Temos que,

ArHi=Am . A
R

Idempotente
= A? = A.

Logo A" = A. Portanto, pelo principio de inducao finita, A® = A para todo
n € N. O]

Sabemos que uma matriz quadrada A é inversivel quando A- A~! = I, onde

A~! é a inversa da matriz A e I é a matriz identidade de mesma ordem da matriz
A.

Proposicao 4.27. Seja A uma matriz inversivel. Entao (A")™! = (A™1)" para

qualquer n natural.
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Demonstracdo. Seja P(n) : (A")™t = (A1)

i. P(1) é verdadeira, pois (A')™' = (A7) = A~
ii. Vamos supor que P(n) seja valida por hipdtese de indugao para algum n

natural,

Como (A-B)™' = B! A7! temos que

(A= (Am- A

— A—l . (An)—l
H:I Afl X (Afl)n
— (Afl)n+1.

Provamos ser verdadeira P(n + 1) para todo natural n > 1. Logo, a validade de
P(n) implica a validez de P(n + 1). Portanto, pelo principio de induc¢ao finita, P(n)

¢ verdadeira, ou seja, para todo n € N, temos que (A")~! = (A~H)". O

a 0
Proposigao 4.28. Sejam a e b niimeros reais, e a matriz A = <O b) . Entao, para

n_ [a" 0
A" = (O bn). (4.27)

Demonstracao. Seja P(n) a Proposicao (4.28), e fixamos os nimeros reais a e b.

Lo 0
i. P(1) é verdadeira, pois A' = (a ) = (Q ) =A

qualquer n natural, temos que

0 ot 0 b
ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n natural. Assim, pelo principio

de indugao finita, mostraremos que P(n) — P(n + 1). Ou seja,

n+1 0
. n+1 __ a
Pn+1): A" = ( 0 an) :
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Assim,
An+1 — A" . A

_[a O " fa 0

- \o b 0 b

H.I. a” 0 a 0

S\o ) \o b

a0

- 0 pntl ’

Provamos ser verdadeira P(n + 1) para todo natural n > 1. Logo, a validade de

P(n) implica a validez de P(n+ 1). Portanto, pelo principio de indu¢ao finita, P(n)

¢ verdadeira, para todo n € N. O

Em anexo, no Problema (A.64) encontramos uma igualdade que envolve

matrizes quadradas e os niimeros de Fibonacci.

4.7 Inducgao na Trigonometria

Desde o 9° ano do ensino fundamental iniciamos o estudo da trigonome-
tria, mas apenas no ensino médio que os estudantes tem contato com o ciclo tri-
gonométrico. Sao estudadas identidades relacionadas a dois arcos, conhecidas como

transformacoes trigonométricas, como por exemplo:
sen (a £b) = sen (a) - cos(b) £ sen (b) - cos(a).

Utilizando o principio de inducao finita vamos demonstrar proposicoes interessantes
relacionadas ao estudo da trigonometria.
Proposicao 4.29. Para qualquer n € N, temos que

n+1 (n)
n coS -sen | =
. 2 2
Z Ccosi = )
i=1

()

Demonstragao. Seja P(n) a igualdade (4.28). Temos que

(4.28)

= cos 1.

(1 + 1) <1>
1 COS T - sen 5
i. P(1) ¢ verdadeira, pois Zcosz’ =

—1 1
i= —
sen 5
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ii. Vamos supor que P(n) seja valida para algum n natural. Assim, pelo principio

de indugao finita, mostraremos que P(n) — P(n + 1). Ou seja,

<n+2> (n—i—l)
ntl cos | —5— | -sen 5
P(n+1):ZCOSi: .

Como,

n

n+1
Z cosi = (Z Ccos z) + cos(n + 1)
i=1

=1

= + cos(n + 1). (4.29)

1
Multiplicando ambos os membros de (4.29) por sen (§>, temos

o (3) Dpomi=eos (P ) on (5) #eto ) -sen () a0

i=1

Utilizando a transformagao trigonométrica
1
cos(a) - sen (b) = 5 [sen (a + b) —sen (a — b)], (4.31)

na primeira e segunda parcela do lado direito da equacdo (4.30) temos, respectiva-

cos <n;tl> - sen (g) (130 % {sen (n—l— %) — sen (%)] : (4.32)
cos(n + 1) - sen G) 3D % {sen (n+ ;) _sen (n+ %)] | (4.33)

Substituindo (4.32) e (4.33) em (4.30), obtemos

mente,
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Assim,

Ou seja P(n + 1) é verdadeira, portanto pelo principio de inducdo finita, P(n) é
verdadeira, para todo n € N. O

Agora, uma proposicao semelhante envolvendo o somatério do seno de

argumentos naturais.

Proposicao 4.30. Para qualquer n € N, temos que

(4.34)

Z seni = (1)
=1 sen | =

Demonstracao. Seja P(n) a igualdade (4.34), segue que

—senl.

(1 + 1> (1)
1 sen | —— | -sen (o
i. P(1) é verdadeira, pois Zseni =

' (2
=1 sen | —
2

ii. Supondo P(n) verdadeira para algum n natural, mostraremos, pelo principio

n+2 n+1
n+1 sen 2 sen 2

P(n+1):;seni: - (1)

de inducao finita, que
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Como,

n+1

Zsenz— (Zsenz) +sen (n + 1)
n+1 (n)

sen -sen | —

I 2 2

L1, » (%) Fsen (n+1). (4.35)

1
Multiplicando ambos os membros de (4.35) por sen (5), temos

1\ <= n+1 n 1
sen (2) Zsenz = sen ( 5 ) sen (§> +sen (n+1) - sen (5) (4.36)

=1

Utilizando a transformagao trigonométrica
1
sen (a) - sen (b) = 5 [cos(a — b) — cos(a + b)] (4.37)

na primeira e segunda parcela do segundo membro da equacao (4.36) temos,

respectivamente

sen ("‘2”) - sen (g) (30 % {cos (%) — cos (n+ %)] , (4.38)
sen (n + 1) - sen (%) = % : {cos (n + %) — cos <n + g)} . (4.39)

Substituindo (4.38) e (4.39) em (4.36), obtemos
1y &1 3
sen (2>.;senz_2 [ — M . MCOS <n+2>
_ 1 1 _
= 9 COS 2 COS 2
(4.37) n n—+ 2 - sen n 4+ 1
= 8Se 9 Se B .

Logo,

Provamos ser verdadeira P(n+ 1) para todo natural n > 1. Portanto, pelo principio
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de inducao finita, para todo n € N,

n-+1 (n>
-sen | —
2 2

n sen (
E sent =
i=1



CONSIDERACOES FINAIS

Acreditamos que o uso do principio de inducao finita no ensino basico, fa-
vorece a aprendizagem, ajuda com abstracoes e no reconhecimento de padroes, de
forma a ampliar as competéncias previstas na BNCC [3], além de construir melhores
argumentacoes para a comprovacao de propriedades. Também contribui para a ha-
bilidade de comunicar, pensar, argumentar, formular e resolver situacoes problemas.
Auxilia na competéncia especifica de utilizar processos e ferramentas matematicas,
inclusive tecnologias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidi-
anos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.
E um principio simples que permite analisarmos as conjecturas de forma finita, e
comprovar a validade das proposicoes para uma infinidade de nimeros naturais. As
demonstracoes de formulas, conjecturas e proposicoes, ao longo dos tltimos anos,
aparecem cada vez menos nos livros didaticos do ensino bésico, e professores cada
vez mais nao as fazem. Ao deixarmos de comprovar teoremas, propriedades e pro-
posicoes, diminuimos a capacidade do estudante desenvolver diversas competéncias.
Num ambiente onde os alunos conjecturam, demonstram e compreendem demonstra-
¢oes, a capacidade de investigacao e argumentacao sao amplamente desenvolvidas.
Com o uso do principio de inducao finita no ensino basico, a matematica passa a
ampliar sua importancia para as ciéncias de um modo geral, a medida que busca
valorizar os caminhos e processos para a obtencao dos resultados, e nao apenas tra-
balhar com o resultado final. Procuramos apresentar o uso do principio de inducgao
finita, de maneria a orientar e preparar nao apenas os estudantes, mas também os
professores. Neste trabalho, o professor poderd conhecer ou ampliar os conceitos
e aplicacoes desse principio e apropriar de temas, exemplos e sugestoes para suas

aulas.
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APENDICE A

Problemas Complementares Propostos

Problema A.1. Mostre que para todo n natural temos

n?-(n+1)?

P+2+3+. -+ (n—-10°+n’ = 0

Problema A.2. Mostre que para todo n natural temos
3+114+19+27+---4 (8 —5) = 4n> — n.
Problema A.3. Mostre que para todo n natural temos
5+9+ 13417+ -+ (4n+1) = 2n° + 3n.
Problema A.4. Mostre que para todo n natural temos
2n+1)+ (2n+3)+(2n+5) + -+ (4n — 1) = 3n>

Problema A.5. Mostre que para todo n natural temos

n-(4n? —1)

P+3 45"+ 4+ (2n—1)7° = 3

Problema A.6. Mostre que para todo n natural temos

2 _ (n+1)-2n-(2n—|—1)‘

22 447 462+ -+ (2n) 3

Problema A.7. Mostre que para todo n natural temos

(@~ 1)

l+a+ad+a’+---+a" =
a—1
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Problema A.8. Mostre que para todo n > 1 natural temos

(n—1)-n-(2n+5)
G :

1-3+2-443-5+4-64+---4+(n—1)-(n+1) =

Problema A.9. Mostre que para todo n natural temos

L S S 1 _n
1-2 2.3 3-4 (n—1)-n 1+n

Problema A.10. Mostre que para todo n natural, tal que n > 3, e sendo
e ~ 2,7183, temos que
e" > 9m,

Problema A.11. Mostre que para todo n natural, e sendo e &~ 2, 7183, temos que
n n
(—> < nl.
e
Problema A.12. Mostre que para todo n > 6 natural, temos que
n! > 3"
Problema A.13. Mostre que para todo n > 3 natural, temos que
n" > 3(n*+2).
Problema A.14. Mostre que para todo n > 1 natural, temos que
n! >n".

Problema A.15. Mostre que para todo n natural, temos que

I+ ! + ! +-+ ! >Vn
— — DY — n‘

Problema A.16. Mostre que para todo n > 1 natural, temos que

1 1 1 1 13

n—f—l+n—i—2+n—l—3jL +2n 24

Problema A.17. Mostre que para todo n natural, e z > 0, temos que

1+ Az 1
\/x+\/x+\/x+-~+\/§<+2—x+.

n—radicais
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Problema A.18. Mostre que para todo n natural, e n > 0, temos que

o<

Problema A.19. Mostre que para todo n € Z", e todo real nao negativo x, temos

que

\/x+1+\/x+2+---+\/x+n<x—|—3.

Problema A.20. Mostre que para todo n natural, temos que

I\"_ 3+n
14+ = > .
(+3> 3

Problema A.21. Mostre que para todo n natural, temos que

1 n
(n+ ) < 3.
n

Problema A.22. Mostre que para todo n natural, e sendo b > 0 e a > b, temos

que
(2a — 2b)" > 2a™ — (2b)" .

Problema A.23. Mostre que para todo natural n, temos que

i <
T 1 1 s
S T e
aq a9 as Ay

Problema A.24. Mostre que para todo natural n, temos que

n S 2n
1 1 1 1 =~ '
R
aq (05} as anp

Problema A.25. Se N - K + 1 ou mais pombos sao colocados em N casas, pelo

menos uma casa possui mais de K pombos.

Problema A.26. Qual o maior nimero de regioes em que um plano pode ser

dividido por n circulos? E por n triangulos?

Problema A.27. (O Queijo de Steiner) Sendo @Q,, o nimero de regides, no espago
tridimensional, determinadas por n planos, explique por que @, 11 = @, + pn, onde

Pn, € 0 nimero maximo de regioes em que n retas divide o plano, para todo n natural.
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3
: n° +5n + 6
Em seguida, mostre também que @), = — 6 para qualquer natural n.

Problema A.28. Mostre que para todo natural n e ¢ € NU {0}, temos que

z”: 1 _n+1
2n+4z _2n+1'

1=0

Problema A.29. Mostre que para todo n e ¢ naturais, temos que
n

1 B n-(n+3)
Zi-(i+1)-(i+2) T 4-(n+1)-(n+2)

i=1

Problema A.30. Mostre que para todo n e ¢ naturais, temos que

n

1 n
z;(3@'—2)-(3¢+1) T 3n+1

1=

Problema A.31. Mostre que para todo n e ¢ naturais, temos que

gi‘(i+1)‘(i+2)‘(i+3):n(n+1)(n+25)(n+3)(n+4).

Problema A.32. Mostre que para todo n e i naturais, sendo k € Z*, temos que

n

Si i1 (2 (i k1) =

=1

(k+n)!
(k+1)-(n—1)!

Problema A.33. Mostre que para todo n > 2 natural, temos que

Problema A.34. Mostre que para todo n e ¢ naturais, a; e b; nimeros reais. Temos

Problema A.35. Mostre que para todo n, ¢ e k naturais, a; nimeros reais. Temos

que

que

[0 =¥ (H) |

i=1 =1
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Mostre que para todo natural n > 1, temos que

16

1=2

Problema A.36.

Mostre que para todo natural n > 1, temos que

(1)1 ()

=2

Problema A.37.

Problema A.38. Mostre que para todo n natural, temos que

3| (2 1),
Problema A.39. Mostre que para todo n natural, temos que
5‘ (n5 — n) .
Problema A.40. Mostre que para todo n natural, temos que
5‘ (8" — 3.
Problema A.41. Mostre que para todo n natural, temos que
6‘ (n3 — n) .
Problema A.42. Mostre que para todo n natural, temos que
7‘ (n7 — n) .
Problema A.43. Mostre que para todo n natural, temos que
7’ (32n+2 — gt |
Problema A.44. Mostre que para todo n natural, temos que
8| (32 +7).
Problema A.45. Mostre que para todo n natural, temos que
8)(3“+7n—2).
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Problema A.46. Mostre que para todo n natural, temos que
0| (22" + 15 - 1),
Problema A.47. Sejam os ntimeros reais a; e as qualquer, e a sequéncia
Ay, = 2Qp—1 — Qp_o
para todo n € N, tal que n > 2. Para todo n € N temos que
a, = (n—1)ag — (n — 2)a;. (A.1)

Problema A.48. Dada a recorréncia ag = a; = 2 e a,, = 2a,,_1 + 8a,,_o paran > 2,

mostre por indu¢ao completa que a,, = 4™ + (—2)", para todo n > 0.

Problema A.49. A sequéncia ay,as,- - ,a,, -+ de nimeros é tal quea; = 3,a, = 5,
e apy1 = 3a, — 2a,_1, para n > 2. Prove que a,, = 2" 4 1, para todos os niimeros

naturais n.

Problema A.50. Sejam os ntimeros reais a; = 5, as = 11 e ag = 29, e a sequéncia
Qp = 30p_1 + Qp_o — 30p_3

para todo n € N, tal que n > 3. Para todo n € N temos que

an, = 3" + 2. (A.2)
Problema A.51. Sejam os niimeros reais ap = 1 e a sequéncia

Ap =N Ap_1 + N,
para todo n € N, tal que n > 0. Para todo n € N tal que n > 1, temos que
an = 3-n!

Problema A.52. Sejam ag = 1 e a sequéncia a, =n-a,_1+ k paran > 1, onde k

¢ um numero real nao negativo. Temos, para todo n € N que

an, = (L+k)-nl
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Problema A.53. Sejam ag um ntmero real qualquer, e para naturais n > 1 a

sequéncia

Temos para todo n € N que

_ 9271 _on
an = 2 “ag .

Problema A.54. Sejam a,, ay e az nimeros reais quaisquer, e a sequéncia
ap = 3Ap—1 — 3p_3 + Gp_3
para todo n € N, tal que n > 3. Mostre que para todo n € N,
1 1
ap = §(n —1)(n—2)ag — (n—1)(n —3)az + §(n —2)(n—3)ay.
Problema A.55. Sejam ag, um numero real qualquer, tal que 0 < a9 < 1, e

Ap_1+1
ay, = UIT, para todo natural n > 1. Mostre que para todo n € N,

1
l1——<a, <1.

2n
2)a,_ .
Problema A.56. Sejam ay = —2, e a sequéncia a,, = M, para naturais
n+1+ 2an_1

n > 1. Mostre que para todo n € N,

n+ 2

Qy = .
2n —1

Nos problemas a seguir F}, representa o n-ésimo namero de Fibonacci.

Problema A.57. (Soma dos n primeiros termos impares da sequéncia de Fibonacci)
Mostre que
Fi+F3+ F5+-+ Fop1 = Foy.

Problema A.58. (Soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de

Fibonacci) Mostre que
FP 4+ Ff+Fi+ -+ F2=F, F..
Problema A.59. Mostre para qualquer n € N, que

n—2
F, > (5) .
2

Problema A.60. Para todo n natural, mostre que:
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a. Fy, = F2 — F2_ .
b. Fyn 1= F2, + F2.
c. F3, =F3 +F}—F3 ..
d. Fyy - Fpp = F2,, — F2,

Problema A.61. Mostre para todo n € N que
Fr%Jrl =F, Fhia+ (_1)11‘

Problema A.62. (Férmula de Binet para F,)) Mostre para todo n € N que

sendo ® = 1+2*/5 ~1,618...

Problema A.63. Mostre para todo n € N, e sendo F,, o enésimo nimero de

z”: (n;z) R

1=0

Fibonacci, temos que

Problema A.64. Mostre para todo n € N, e sendo F,, o enésimo ntiimero de

11\ (Fu F,
10/ \F F_/)

Problema A.65. Mostre para todo n € N, sendo: F),, o enésimo nimero de

Fibonacci, temos que

Fibonacci e f"(x) a enésima composicao de f(x), isto é

fr(@)=(fofo---0f)(x).

n—uvezes

1
Se f(z) = 112 temos que

n F, -+ F,
fix) = T
Fn'$+Fn+1

Problema A.66. Mostre para todo n € N, sendo f"(x) a enésima composi¢ao de
f(x), isto é
fr(@)=(fofo-of)(x).
—

Se f(z) = 2x? — 1, temos que

P =g (o vm=1)" 4 (- V=)
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