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Resumo
Em algumas dreas da matematica é de grande importancia definir fungoes matriciais
e as fungoes mais utilizadas sao os polindmios de matrizes quadradas. Avaliar um
polindbmio em matrizes quadradas é s6 uma questao de substituir as poténcias da matriz
considerando a constante do polinémio como um muiltiplo da matriz identidade. Neste

trabalho serao estudadas as seguintes fungoes matriciais: exponencial, seno e cosseno.

Palavras-chave

matrizes, funcoes, polindmio.
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Abstract
In some areas of mathematics is of great importance to define matrix functions and
frequently used functions are polynomials of square matrices. Evaluate a polynomial
in square matrices is just a matter of replacing the powers of the matrix considering
the constant of the polynomial as a multiple of the identity matrix. In this work the

following matrix functions will be studied: exponential, sine and cosine.

Keywords

matrices, functions, polynomial.
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1 Introducao

Os contetddos de matemidtica do ensino médio sao a base para o estudo da mesma
no ensino superior. Esse estudo é importante, uma vez que a matemética é utilizada
nas mais diversas dreas da ciéncia. As aplicacbes da matemaética, embora tao amplas
e importantes, muitas vezes sao ignoradas por parte dos alunos. Isso se d&, pelo
pouco interesse em conhecer a disciplina e também pela maneira que os contelidos sao
apresentados, sem mostrar suas possiveis aplicagoes. Diante disso, temos as matrizes
que sdo fundamentais para o estudo de Algebra Linear e por isso, sio utilizadas em
vérias dreas do conhecimento como a economia, engenharias e na informatica, visto
que as matrizes podem ser utilizadas para representar transformacoes lineares.

No ensino médio aprendemos calcular o seno, cosseno e a exponencial de um nimero
real, mas serd que é possivel calcular o seno, cosseno e a exponencial de uma matriz
quadrada?

Neste trabalho mostraremos que sim. Apresentaremos um método para calcular
seno, cosseno e exponencial de matrizes quadradas de ordem 2. Ainda iremos responder
a seguinte pergunta: Se existe seno e cosseno de uma matriz quadrada A, a relagao
fundamental ¢ valida, isto é, sen?A + cos®? A = I?

O presente trabalho se destina a mostrar que o estudo de matrizes é bem mais amplo
do que é abordado no ensino médio, ou seja, além de somar, multiplicar e calcular
determinantes de matrizes, existem varias fungoes de matrizes, tais como: exponencial,
Seno e cosseno.

Apresentaremos no Capitulo 2 um breve resumo sobre matrizes, através da definigao
de matriz, suas classificagoes, operacoes e suas propriedades e ainda determinantes.
No Capitulo 3 mostraremos todo o processo de diagonalizagao de uma matriz. J4 no
Capitulo 4 serao apresentados os conceitos bésicos de derivada, polindmio de Taylor e
polinémio de Maclaurin que serao de grande importancia para o desenvolvimento desse
trabalho. Nos Capitulos 5 e 6 mostraremos um método de cédlculo de exponencial, seno
e cosseno de matrizes quadradas e por fim responderemos a pergunta se a relagao

fundamental e vilida para matrizes quadradas.



2 Matrizes

Neste Capitulo faremos um breve resumo sobre matrizes, com a definicao de matriz,

suas classificacoes, operagoes e suas propriedades.

Defini¢ao 1: Denominamos matriz do tipo m xn (m € N* e n € N* ) a toda tabela

composta por m.n elementos dispostos em m linhas e n colunas.

11 QG2 Az ... Qin
Q21 Q22 Q23 ... Q2p
A= azy G3z2 @33 ... Q3p
Am1 Am2 Qm3 ... Omnp

Lé-se : Matriz A dos elementos a;; de ordem m x n.

Observacoes:

e A= lal
- Sendo A = (a;j), onde a;; ¢ um elemento genérico de A, devemos ter 1 < ¢ < m

el < j3<n.

- Podemos também escrever A = (@;;)mxn, cOmo A = [a;;]

mxn, mxn *

2.1 Elementos de uma Matriz

Os elementos de uma matriz genérica A sao localizados de acordo com a linha e
coluna que compoem esta referida matriz . Desta forma foi adotada a letra mintiscula a
para designar o elemento e i, j para localizar a linha e coluna, respectivamente, sendo

1 e jJ nimeros naturais diferentes de zero. Logo, dada a matriz A, temos:
A= (aij)mxn

onde: - A = Matriz A
- a;; = elemento situado na linha 7 e coluna j, com 7, j € N*.

-m x n = ordem da matriz.

13



2.2 Classificagao de Matrizes

a) Matriz Unitaria: Sao todas as matrizes que possui apenas um elemento, isto
é,m=n=1, [ay]

b) Matriz Linha: Sao todas as matrizes Ajy,.

¢) Matriz Coluna: Sao todas as matrizes A,,1.

d) Matriz Nula (O, ): Sdo todas as matrizes A,,x,, onde qualquer a;; é sempre
igual a zero.

e) Matriz Retangular: Sao todas as matrizes A,,x,, onde m # n.

f) Matriz Quadrada: Sao todas as matrizes A,,,, onde m = n. Neste caso
dizemos que a matriz é de ordem n.

Observagao: Toda matriz quadrada possui duas diagonais (principal e secunddria).

A diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem n é o conjunto dos elementos

que tem os dois indices iguais, isto é:

{aij|i =j}={a1, a0, - ,am}.

A diagonal secundéria de uma matriz quadrada de ordem n é o conjunto dos ele-

mentos que tem soma dos indices igual a n + 1, isto é:

{CLU’Z +] =n-+ 1} = {a1n7a’2,n717 e 7a’n1} .

2.2.1 Matrizes Especiais

Existem matrizes que apresentam maior utilidade, por esse motivo, recebem um
nome especial. Sao elas:
a) Matriz Diagonal: A matriz A = (a;;)mxn tal que a;; = 0 para todo i # j, ou

seja, é aquela que tem todos os elementos nulos fora da diagonal principal.

Exemplo 1. Matriz Diagonal

b) Matriz Unidade ou Identidade: E toda matriz quadrada de orden n, indi-
cada por I, = (a;;)nxn, de modo que os elementos da diagonal principal (i = j) sao

iguais a 1 (unidade) e todos os demais sdo nulos, ou seja:

14



l,sei =7

[n_(aij)_{o,sei#j'

c) Matriz Triangular: E toda matriz quadrada de orden n, em que os elementos
acima ou abaixo da diagonal principal sdo todos nulos (zero), isto ¢, a;; = 0 para i > j

ou a;; = 0 para i < j.

Exemplo 2. Matriz triangular inferior

2 0 0
8 =3 0
9 7 2

Exemplo 3. Matriz triangular superior

(1 -5 —7 8 |
0 2 4 9
00 5 2
000 0 -9

2.2.2 Operagoes com Matrizes

Adigao de Matrizes: Sejam duas matrizes, A = (a;;)mxn € B = (bij)mxn- A soma
destas matrizes resulta em uma matriz C' = (¢;;)mxn de modo que ¢;; = a;; + b;;, para

todol1 < 1 <mel< j<mn. Assim, temos:

A+B=C.
2 6 4 -2
Exemplo 4. Dadas as matrizes A = e B=
3 -9 7 0
Assim,
2 6 4 =2 2+4 6+ (-2) 6 4
A+ B= + = =
3 -9 7 0 3+7 —-940 10 -9

15



Propriedades da Adicao de Matrizes:
Sendo A, B e (' matrizes mxn, teremos as seguintes propriedades da soma de
matrizes.

a) Comutatividade:

A+ B =B+ A

b) Associatividade:

(A+B)+C=A+(B+0).

c) Elemento Neutro:

O+A=A+0=A.

d) Elemento Oposto:

A+ (-A)=(-A)+A=0.

Multiplicagao de um nmimero real por uma Matriz:
Dado um niimero real k e uma matriz A do tipo mxn, o produto de k por A é uma
matriz B, do tipo mxn, obtida pela multiplicacao de cada elemento de A por k, ou

seja, bij = kCLij‘

B=Fk-A

Exemplo 5. A matriz B, obtida pela multiplicagcdo de 2 por A é

1 2 4 2 4 8
2176 5|=|14 12 10
6 5 1 12 10 2

Multiplicagao de Matrizes:
Dadas duas matrizes A = (a;;)mxn € B = (bjk)nxp 0 produto de A por B, resulta na
matriz C' = (Cix)mxp de modo que cada elemento

Cik = Q1 - bk + @iz - bo + @iz - b3 + -+ + Qi bpp, = E aij - bjk.
Jj=1

16



Exemplo 6. Sejam A = e B= . AmatrizC =A-B é
2 3 3 =2

1 2 -1 3

C pum—
2 3 3 -2

. 1-(=1)+2-3 1-3+2-(=2)
2-(-1)+3-3 2-3+3-(-2)
5 —1

O p—
7 0

Propriedades da Multiplicagcao de Matrizes:
a) Associativa:

A-(B-C)=(A-B)-C.
b) Distributiva com relagao a adigao:
A-(B+C)=A-B+A-C.
c) Elemento Neutro:
A-I,=1,-A= A, onde I, é a matriz identidade de ordem n.

d) Matriz Inversa: Dada uma matriz A quadrada, de ordem n, se existir uma
matriz B, de mesma ordem, tal que A- B = B- A = I,,. Dizemos que B ¢é a matriz

inversa de A e escrevemos B = A1

2.3 Determinantes

A seguir é apresentado o conceito de determinante de uma matriz quadrada A
necessario para o desenvolvimento do trabalho e para mais detalhes sobre o assunto,

as referéncias [1], [6], e [8] s@o indicadas.
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2.4 Classe de uma permutacao

De acordo com [3] e [7], uma permutacao das letras a, b e ¢ do nosso alfabeto ¢ a
prépria ordem

a b ¢

e outras permutagoes das letras a, b e ¢ sao: acb, cab, bac, cba e bca.

Defini¢ao 2: Seja S = {1,2,...,n} o conjunto de inteiros de 1 a n, ordenados de
maneira ascendente. A reordenac¢do jijs ... Jjn dos elementos de S é chamada de
permutacao de S. Podemos considerar uma permutacao de S como sendo uma

funcgao bigetora de S em si mesmo.

Para obtermos permutacoes, podemos colocar qualquer um dos n elementos de S na
primeira posi¢ao, qualquer um dos n — 1 elementos remanescentes na segunda posicao,
qualquer um dos n — 2 elementos remanescentes na terceira posicao, e assim até a
n — ésima posigao, que pode ser preenchida pelo tdltimo elemento. Dessa maneira, hd
n(n—1)(n—2)...2-1=n! permutagoes de S.

Representamos o conjunto de todas as permutagoes de S por S,,. Diz-se que dois
elementos de uma permutacao formam uma inversao se estao em ordem inversa & da
permutagcao principal. Assim, na permutacao dada acb, os elementos ¢ e b formam uma
inversao. Daif, uma permutacao é de classe par ou de classe impar, conforme apresente
um nimero par ou fmpar de inversoes. Portanto, acb é de classe impar, pois possui
apenas uma inversao. Se uma permutacgao é de classe par atribuiremos a ela o sinal de

+ e se ela for de classe impar o sinal de —.
Exemplo 7. S; tem apenas uma permutagao, logo é par pois nao hd inversoes.

Exemplo 8. Na permutacao de 4321 em Sy, 4 precede 3, 4 precede 1, 4 precede 2, 3
precede 1 e 3 precede 2 e 2 precede 1. Dessa maneira, o nimero de inversoes nessa

permutacao é 6, que é par.

2.5 Tabelas de permutacoes

2.5.1 Tabela referente as permutagoes dos niimeros 1 e 2

O total de permutagoes dos nimeros 1 e 2 é P, = 2! = 2. Logo, podemos formar a
Tabela 1.

18



Permutacao Principal Permutacao Inversoes Classe Sinal

12 12 0 par +

12 21 1 impar —

Tabela 1: Permutagoes dos nimeros 1 e 2.

2.5.2 Tabela referente as permutacoes dos niimeros 1, 2 e 3

O total de permutagoes dos nimeros 1, 2 e 3 é P; = 3! = 6. Logo, podemos formar
a Tabela 2.

Permutacao Principal Permutacao Inversoes Classe Sinal

123 123 0 par +
123 132 1 impar —
123 312 2 par +
123 213 1 impar —
123 231 2 par +
123 321 3 ifmpar —

Tabela 2: Permutacgoes dos niimeros 1, 2 e 3.

2.5.3 Determinante de uma matriz

Chama-se determinante de uma matriz quadrada a soma algébrica dos produtos
que se obtém efetuando todas as permutacoes dos segundos indices dos elementos da
diagonal principal da matriz, fixados os primeiros, e fazendo-se preceder os produtos
do sinal + ou —, conforme a permutacao dos segundos indices seja de classe par ou de

classe impar. De maneira formal, temos.

Definicao 3: Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n. Define-se o determi-

nante de A, indicado por det (A), por

det (A) = Z (I‘:) a1j1a2j2 Ce anjn
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em que o somatorio envolve todas as permutagoes jijs - ..J, do conjunto S =
{1,2,...,n}. O sinal de ayj,as,...a,;, € + ou — conforme a permutagdo

Jij2 - - Jn € par ou fmpar.

Exemplo 9. Se A é a matriz de ordem 1, A = [a11], teremos somente a permutagdo

principal. Assim, det (A) = ay;.

a1 Q12
Exemplo 10. Se A é a matriz de ordem 2, A = , temos duas permutagoes

a21 Q22
em Sy : j1 € ja, sendo que a primeira € par e a sequnda é impar, conforme a Tabela 1.

Assim, vamos proceder da sequinte forma:

1°) Escrever os elementos que compoem a diagonal principal, um apds o outro,
somente com os primeiros indices (deixando lugar para colocar depois os segundos

indices), tantas vezes quantas forem as permutagoes dos nimeros 1 e 2 conforme Tabela
1.

ap az ay Gz
2°) Colocar nas duas expressoes anteriores, como segundos indices, as permutagoes

12 e 21, uma permutacao em cada expressao e nao necessariamente nessa ordem.

11 G22 Q12 G21

3°) Fazer preceder cada um dos dois produtos assim formados dos sinais + ou —,
conforme a permutacao dos segundos indices for de classe par ou de classe fmpar de
acordo com a Tabela 1.

+air ao — Q12 Q21

4°) Efetuar a soma algébrica dos produtos assim obtidos, onde se tera:
det (A) = A7110922 — A120421.

ailz a2 ais

Exemplo 11. Se A é a matriz de ordem 3, A = | a4y, a9 aq3 |, temos seis per-

az1 a32 0433
mutacoes em S3 : J1, ]2, ]3, J4, J5, J6, COM Seus respectivos sinais, conforme a Tabela 2.

Procedendo de forma andloga ao exemplo anterior, temos:

20



1°) Escrever os elementos que compdem a diagonal principal, um apds o outro,
somente com os primeiros indices (deixando lugar para colocar depois os segundos
indices), tantas vezes quantas forem as permutagoes dos nimeros 1, 2 e 3 conforme
Tabela 2.

a; az as ay az as ay; az as

a; az as ay az as a; az as

2°) Colocar, nas seis expressoes anteriores, como segundos indices, as permutagoes
123, 132, 312, 213, 231 e 321, uma permutacao em cada expressao e nao necessariamente

nessa ordem.

ail Q22 Aass a11 Q23 A32 aiz 21 Aas2

a12 G21 433 Q12 23 0431 a13 A2z A31

3°) Fazer preceder cada um dos seis produtos assim formados dos sinais + ou —,
conforme a permutacao dos segundos indices for de classe par ou de classe fmpar de

acordo com a Tabela 2.

+ai1 as ass — G171 Q23 (32 + a13 az1 aszz

—ai2 G21 Aa33 + a2 a3 as — aiz G2 Az
4°) Efetuar a soma algébrica dos produtos assim obtidos, onde se tera:
det (A) = +0a11022a33 — Q11023032 + Q13021032 — Q12021033 + A12023031 — A13022031
que pode ser escrita como

det (A) = 11022033 + 013021032 + Q12023031 — Q11023032 — 12021033 — 013022031
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3 Diagonalizacao de Matrizes

Comegaremos definindo vetores linearmente independentes (LI), transformacao line-

ar e operador linear. Para maiores detalhes sugerimos [1] e [§] .

Definicao 4: Sejam V um espago vetorial e vy,v9,--- ,v, € V. Dizemos que o
conjunto {vy,vs, -+ ,v,} € linearmente independente (LI), ou que os vetores
v1, Vg, -+ , U, sa0 LI, se a equagao

a1vy + agvy + -+ a,v, =0
implica que a1 = as =--- = a, = 0.

Definicao 5: Sejam V' e W dois espagos vetoriais. Uma transformacao linear é uma

aplicagao de V-em W, f : V — W que satisfaz as seguintes condigoes:

i) Quaisquer que sejam u e v em V,
flutv)=f(u)+f(v)
ii) Quaisquer que sejam k € Re v €V,
f(kv) = kf (v)

Observagao: Um operador linear sobre V' é uma transformagao linear f : V' — V

(é o caso particular de W = V).

Uma relacao entre matrizes que é muito importante no estudo de operadores
lineares e que também se torna importante no estudo de autovalores é a relacao

de semelhanca de matrizes.

Definicao 6: Sejam A e B matrizes n x n. Dizemos que B é semelhante a A, se

existe uma matriz invertivel P tal que B = PAP™!.

Definicao 7: Uma matriz Ay, € dita diagonalizdvel se for semelhante a wma matriz

diagonal.

Em outras palavras, uma matriz A,,, é diagonalizdvel se existem matrizes P,
(invertivel) e D,, (diagonal) tal que A = PDP™L.
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Assim, sendo

U1 )\1 o --- 0
(%) 0 )\2 0
P = e D=
N 0 0 0 A
COImo
A=PDP!

multiplicando P em ambos os lados, teremos
AP =PDP'P

Ccomo
Plp=1

e I é o elemento neutro da multiplicagao de matrizes, entao

AP = PD
[ M O - 0 |
0 X -+ 0
A-forvg-v] = [v1 va--v] -
00 0 Ay
[Avy Avy -+ Av,] = [Mor Agvg -+ Aoy
igualando,
Avy = Muyy
Avy = vy
Av, = AU,

Por definicao, dada uma matriz A,,,, um escalar A é chamado autovalor e um vetor
nao nulo v € R"” é chamado autovetor de A se Av = A\v.

Logo, mostramos que se uma matriz A,,, é diagonalizdvel, ou seja, se existem
matrizes P e D tais que A = PDP~! entao as colunas de P sao autovetores linear-
mente independentes (LI), pois P é invertivel, associados aos autovalores \,, que sdo

os elementos da diagonal de D.
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Portanto, para determinar se uma matriz A é diagonalizdvel, precisamos determinar
primeiramente seus autovalores e isso pode ser feito da seguinte maneira:

Resolver a equagao
Av = v,

que é equivalente a
Av = Al

ou ainda,

Av—Av=0= (A—X)v=0.

Assim, A serd um autovalor de A, se e somente se, o sistema homogéneo (A—A\)X =
0 possuir solugdes nao triviais. Mas isso acontecerd, se e somente se, det(A — A\I) = 0.
Cuja equacao é um polindmio de grau n em \.

Os autovalores de A sao as raizes deste polinomio. Este polindémio é conhecido
como polinémio caracteristico de A e denotaremos por p (\) = det (A — AI).

Observagao: Para mais informagoes sugerimos [1].

1 -1
Exemplo 12. Vamos determinar os autovalores da matriz A =
-4 1
Para essa matriz o polindomio caracteristico é
1-Xx -1 5
p()\) = det (A — \I5) = det =(1-A)?—4=X-2\-3.
—4  1-=A

Como os autovalores de A sao as raizes de p (\), teremos p (A) = 0 assim,
A —2X-3=0.

Logo os autovalores de A sdo:
AM=3el=—1.

Uma vez encontrados os autovalores da matriz, para encontrar os autovetores basta

resolver o sistema linear homogéneo

(A= XX =0.
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Assim, para \y = 3 temos

1 -1 10 x 0
—3. _

—4 1 01 Y 0

1 -1 30 x 0

—4 1 0 3 Y 0

-2 -1 T 0

-4 =2 Y 0

—2x —y 0

—4x — 2y 0

ou equivalentemente
—2rx—-y=0
—4dxr -2y =10

Cuja solugdo geral é
v € {(a, —2a)); @ € R*},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = 3. Analogamente, fazendo

0 mesmo para Ay = —1, encontramos
vg € {(a,2a); @ € R*},
que é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = —1.

Teorema 1: Sejam A e B matrizes semelhantes. Entdao A e B tém o mesmo polinémio

caracteristico e, consequentemente, os mesmos autovalores.

Demonstracao: Sendo A e B matrizes semelhantes, existe uma matriz invertivel
P tal que B = PAP !,

Assim,
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.
=
H
o
=

et (B — AI)
= det (PAP™' = APIP™")
et(P(A— A)(P™))
= det(P)det(A — \I)det(P™)
(
(

|
o

= det(A—\)
A)-

I
*

Onde P4 (A) e Pg(A) indicam respectivamente os polindmios caracteristicos das ma-
trizes A e B.

Sendo os polinomios caracteristicos iguais e como os autovalores sao as raizes desse
polinémio, segue que A e B tém os mesmos autovalores. Assim, podemos ver o conceito
de diagonalizacao de matrizes, que dentre suas aplicagoes, temos: se uma matriz A é
diagonalizdvel, suas poténcias sao mais faceis de serem calculadas.

De fato, da equacao A = PDP~!, temos

A2 = (pDPY)’
— (PDP7Y) (PDP™)
— PD(P'P)DP!
— PD*P

A3 = A%A
= (PD*P7') (PDPY)
= PD? (PflP) DpP!
= PD3P L.
De um modo geral temos, A¥ = PD*P~!, para qualquer inteiro positivo k. E sendo

a matriz diagonal D dada por

A0 0

0 A 0
D= ,

00 0 A |
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temos que

A0 0
ot 0 M 0
| 0 0 0 A

Agora que ja sabemos encontrar os autovalores e os autovetores de uma matriz,

podemos enunciar a seguinte propriedade.

Propriedade 1: Se uma matriz A,, tem n autovalores distintos, entdo ela é diagonali-

zdvel.

Para maiores detalhes desta propriedade sugerimos [8]. E vale lembrar que a

matriz diagonal

DY 0

0 X 0
D =

00 0 A |

¢é formada pelos autovalores \, de A em sua diagonal principal e a matriz

U1

V2

Un

é formada pelos autovetores associados aos autovalores \,,.

2 -1 0
Exemplo 13. Mostraremos que a matriz A = 9 4 6 ¢ diagonalizdvel.
-8 0 -3

Vamos verificar se a matriz A tem trés autovalores distintos, o que garante, pela

Propriedade 1, que A e diagonalizdvel.
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Seu polinémio caracteristico é dado por

2-A -1 0
p(A)=det(A—Alz)=det | 9 4-) 6 =M +3\7+ -3

assim,

det (A—=XN3)=0= N +3\+1-3=0
resolvendo a equacao, teremos
)\1:—1,)\2:1 6/\3:3.

Portanto, todos os autovalores de A sao distintos. Logo pela Propriedade 1 a matriz

A é diagonalizdvel e a matriz diagonal é dada por

-10 0
D=0 10
0 0 3

Para obtermos uma matriz P tal que A = PDP™!, precisamos encontrar os au-

tovetores.
Para \y = —1, teremos:
2 -1 0 -1 0 0 x 0
9 4 6 - 0O -1 0 Y = 0| =
-8 0 -3 0 0 -1 z 0
3 -1 0 x 0
9 5 6 oy = 0
-8 0 -2 z 0
Resolvendo o sistema, encontramos a solugao geral v € {(a, 3, —4a); a € R*}.
Logo, um autovetor associado ao autovalor \y = —1 é vy = (1,3, —4).
Analogamente, para Ao = 1 e A3 = 3 encontramos respectivamente os autovetores
u€ {(a,a,—2a); a e R*} ew € {(a, —a, %“Q) ;o€ R*} e assim um autovetor asso-

ciado ao autovalor Ay = 1 serd u; = (1,1,—2) e um autovetor associado ao autovalor
A3 =3 serd wy = (3,—3,—4).
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Assim teremos, que a matriz invertivel é dada por

1 1 3
P=13 1 -3
—4 -2 —4

Portanto, a matriz A é diagonalizdvel.

A Propriedade 1, nos garante que se uma matriz A,,, tem n autovalores distintos,
entao ela é diagonalizdvel. E se esses autovalores nao forem distintos? A resposta estd

no seguinte teorema:

Teorema 2: Uma matriz A,y, €é diagonalizdvel, se e somente se, a matriz A tem n

autovetores linearmente independentes (LI).

Demonstragao: =) Suponha que A ¢é diagonalizdvel, isto é, que exista uma matriz
invertivel P tal que D = P~'AP.

Dat,
AP =DP
escrevendo P segundo suas colunas:
P = [U17U27"’ avn]
entao
AP = [Avy, Avg, -+ - | Auy]
e

DP = [)\1’[11, )\21]2, tee ,)\nvn] .

Comparando, concluimos que

A'Ul = )\17)1
AUQ = )\21)2
Av, = A\,

isto é, as colunas de P sao os autovetores de A. Como P é invertivel, suas colunas sao

LI, logo encontramos n autovetores LI para A.
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<) Sejam vy, vg, V3, . . ., U, vetores linearmente independentes (LI). Entéo,
A (Ul) = )\17}1 = )\1’01 + O’U2 —+ 01)3 + oo+ Ovn
A ('U2) = A¥y = Ovy + Agvg + Ovg + - - - + Ov,,
A (U3) = )‘37)3 = 0vy + Ovg + )\3'U3 + -+ 0v,
A (UTL) = )\nvn = 01)1 + O’UQ —|— 0’(}3 —|— . e + )\TLUTL;

matricialmente, obtemos

)\1 0 0 U1
0 /\2 tee 0 (%)
A(v,) = '
00 0 A | | vn
Vejamos um exemplo.
-3 0 2
Exemplo 14. Vamos verificar que a matriz A= | —2 —1 92 | é diagonalizdvel.

-4 0 3

Vamos determinar os autovalores de A. Seu polinémio caracteristico e dado por

—-3-A 0 2
p(N)=det(A=A)=det | —2 —1-x 2 |=-XN-N+A+L
—4 0 3—A
Assim,
det (A= M) =0= - - XN +A+1=0= )=+l
Logo, os autovalores sdo: \y = Ay = —1 (com multiplicidade 2) e A\3 = 1. Agora,

vamos encontrar os autovetores, para isso basta resolver (A — AI)X = 0.
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Para \y = —1, teremos:

-3 0 2 -1 0 0 _x- -O-
-2 -1 2|—| 0 -1 0 |y = 0
-4 0 3 0 0 -1 | 2 _O_
-2 0 2_ _a: —O_
-2 0 2 Y = 0
-4 0 4 z 0
dai,
—22+4+22=0
—2r+4+22=0
—4x +42=0

resolvendo o sistema, encontramos a solugao geral

ve{(f,a,p)=a(0,1,0)+ 3(1,0,1); o, € R}.

onde a e 3 nao sdo nulos simultaneamente.

Logo vi = (1,0,1) e vy = (0,1,0) sao vetores linearmente independentes (LI) asso-
ciados ao autovalor \y = —1.

Analogamente, para \3 = 1, encontraremos a solu¢ao geral

w e {(a,a,20) = a(1,1,2); o € R*}.

Assim, wy = (1,1,2) é um autovetor associado ao autovalor Az = 1.

Portanto a matriz A é diagonalizdvel e as matrizes

101 -1 0 0
P=1011 e D=1 0 -1 0
1 0 2 0 0 1

sao tais que A = PDP~1.
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4 Toépicos de Calculo

Neste capitulo apresentaremos os conceitos bésicos relativos ao cédlculo diferencial e
integral, tais como: derivada, polindbmio de Taylor e polindémio de Maclaurin necessarios
para o desenvolvimento desse trabalho. Ressaltamos que alguns resultados nao serao

demonstrados, para mais detalhes sugerimos [7].

4.1 Derivada de uma funcao

Definicao 8: Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto I e xo um elemento

de I. Chama-se derivada de f no ponto xq o limite

lim J(x) = f(20)

z—o T — o

se este existir e for finito. A diferenca Ax = x — xy é chamada acréscimo ou
incremento da varidvel x relativamente ao ponto xg. A diferenca Ay = f (z) — f (zo)

¢é chamda acréscimo ou incremento da funcao f relativamente ao ponto xg.
Ay _ f(=)—f(z0)

Ao pr— recebe o nome de razdo incremental de f relativamente

O quociente
ao ponto xg.

Indicaremos a derivada de f no ponto z( por:

ou

f' (o) = lim, Ar

quando o limite existir e for finito.

Quando existe f’(zg) dizemos que f é derivdvel no ponto xy. Dizemos também
que f é derivdvel no intervalo aberto I quando existe f’(xy) para todo zg € 1.

De modo geral, teremos

(n—1) A _ f£(n-1)
77 (o) Alggo Az ’

desde que existam derivadas de ordem inferiores a n, isto é, se existir ("1 ().
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4.2 Polinémio de Taylor

Muitas fungoes podem ser aproximadas por polinémios, facilitando assim alguns
céalculos. Existem védrios métodos para realizar essas aproximacgoes, um dos mais usados
vamos utilizar neste trabalho é o que envolve a Férmula de Taylor, assim chamada em
homenagem ao matemético inglés Brook Taylor (1685 - 1731) e apresentaremos a seguir

definicoes e exemplos.

Definicao 9: Seja f uma funcdo que possui derivadas f™ de ordem n > 1 num in-
tervalo aberto I e seja a um nimero fixo em I. Entao o polinomio de Taylor de
n-ésimo grau da funcao f em a é uma func¢dao polinomial P, definida por:

f'(a) f"(a)

"(q 5 (n) a .
P,(z) = f(a)—l—T (x — a)—l—T (x — a)2+f3—<!) (x —a)’+-- -—i—f n'( ) (x —a)".

Onde n é um ndmero inteiro positivoen! =n(n—1)(n —2)---3-2- 1.

Escrevendo com a notagao de somatorio, temos que

O caso especial do polinémio de Taylor, obtido quando tomamos a = 0 é o chamado
polinémio de Maclaurin, em homenagem ao matemsético escocés Colin Maclaurin (1698
- 1746). O polindmio de Maclaurin de enésimo grau para uma func¢ao f de acordo com
a Definicao 9 com a = 0, é dado por:

! " m (n)
P(z) = f(0) + fl('o)x—i- fz(!())x?—i— fg(!0>x3—|—---+ f nl(())xn

Assim, podemos aproximar uma fungao usando o polindémio de Taylor ou o polinémio

de Maclaurin. Nos trés exemplos a seguir, vamos fazer a aproximacao das funcoes ex-

ponencial, seno e cosseno através do polinémio de Maclaurin.
Exemplo 15. Seja f (z) = €”, assim:

f(0) = =1, f(0) =e" =1; f(0) =e=1;
f10) = =1 fPO)==1  fO0)=¢=1

Logo,



Exemplo 16. Seja f (x) = sen (), assim:

F(O0) = sen(0)=0;  f(0)=cos(0)=1;  f"(0) = —sen (0) =0;

f0) = —cos(0) =1 f@(0) = sen (0) = 0;

x x (—1)" - g2+l

£ (0) = cos (0) = 1.

3 s T ey

g"(0) = sen(0)=0;  ¢g¥(0)=cos(0)=1;  ¢®(0)=—sen(0)=0
Logo,
!L’Q x4 (_1)” . xQn
cos(z) =1— ETRRETl + (2n)1 +
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5 Exponencial de uma Matriz

Sabemos calcular a exponencial de um nimero real, mas sera que é possivel calcular
a exponencial de uma matriz? Neste capitulo, vamos mostrar que é possivel determinar
a exponencial de uma matriz quadrada.

No Capitulo 4, vimos que para todo niimero real x

v _ 1 S "
e’ = +$+§+§+E+“'+H+"-.
A exponencial de uma matriz quadrada A de ordem n, denotada por e# ou exp (A),

¢é definida por
LA A2 A3 At
A_NA2A L e A el T
e _Zon!_I+A+ TR TR

onde I denota a matriz identidade de ordem n.

2 1
Exemplo 18. Dada a matriz A = , vamos calcular e?.
00

Primeiramente, vamos encontrar os autovalores de A. Seu polindémio cara-cteristico
¢ dado por
2—X 1

p(\) = det (A — \Ip) = det —(2-A) - (=\).
0 —A

det (A—AL)=0= (2—A\) - (=\) =0

)\1:0 6)\2:2,

0s quais sao os autovalores distintos da matriz A. Logo pela Propriedade 1 a matriz

A ¢é diagonalizdvel e a matriz diagonal é dada por

D =
0 2

Agora, vamos encontrar os autovetores, para \y = 0,
2 1 T 0

00 y 0



dat,
20+y =0

portanto a solugao geral é v € {(a, —2a); a € R*}.

Logo, um autovetor associado ao autovalor A\ = 0 é vy = (1,—2). Analogamente,
para Ay = 2 encontramos os autovetores u € {(a,0); o € R*} e assim um autovetor
associado ao autovalor \y = 2 serd uy = (1,0).

Entao teremos, que a matriz invertivel é dada por

1 1
P =
-2 0
e sua wnversa é
1
pio |
1
L3
Como
11 0 0 0 —3
A = PDP'= A"=pPD"P!= : - =
-2 0 0 2" 1 3
2n 2n—1
A" = ,
0 0
temos:
00271 0027171
oo An o0 1 on 2n—1 = Z p
A — . — n= n=
e = ZE_ZE =" 0 =
on 1 on
= = . = 2 62
€A — n:On! 2 n—On' — € 2
0 0 0 0
Portanto, e =
0 0
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6 Seno e Cosseno de uma Matriz

Neste capitulo, vamos mostrar um método para calcular o seno e cosseno de uma
matriz quadrada.

Como vimos nos Exemplos 16 e 17, para todo nimero real x temos que:

S n 2n+1 1,3 .’L‘S .ZTJ?
sen(z Z S A B R
(&
o " 2n 2 4 6
xr s A
cos(x :; 2n :1_54_1_6_1_

Logo, dada uma matriz quadrada A de ordem n, o seno e o cosseno de A sao
definidos por:

oo A2n+1 A3 A5 A7
S €TL Z

2 2n+ IR T TE

ST A AT At A
W=D g = E T et

onde I denota a matriz identidade de ordem n.

+
Neste trabalho vamos calcular o seno e cosseno de uma matriz quadrada de ordem

21

, calcular sen (A) e cos(A).
1 2

Primeiramente, encontrar os autovalores de A. Seu polinémio caracteristico é dado
por

Exemplo 19. Para a matriz A =

2-X 1 )
p(N) =det (A — \p) = det =(2-)N"-1=0.

1 2—-A

Resolvendo a equagao teremos,
/\1 =1le )\2 =3

que sdo os autovalores distintos da matriz A. Logo pela Propriedade 1 a matriz A
¢ diagonalizdavel e a matriz diagonal é dada por
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D =
0 3

Agora, vamos encontrar os autovetores, para Ay = 1,

11 x 0
11 Y 0
dat,
r+y=0

entdo a solugdo geral é v € {(a, —v); a € R*}.

Logo, um autovetor associado ao autovalor \y = 1 é v = (1,—1). Analogamente,
para Ay = 3 encontramos os autovetores u € {(a,a); o € R*} e assim um autovetor
associado ao autovalor Ay = 3 serd u; = (1,1).

Entao a matriz invertivel é dada por

1 1
P =
-1 1
e sua tnversa é
1 _1
Pil o 2 2
1 1
2 2
Como
n 1 1 143" —1+43"
_1 n ny—1 2 1 1 0 2 2 2 2
A=PDP 7 = A"=PD"P™" = . . =
n 1 1 —143" 143"
1 2 0 3 5 5 5 =
dat,
143" —143" 1437 —143" 32n41 32m—1
—143™ 143" —143™ 143" 32n_1 3241
2 2 2 2 2 2
e ainda,
32n+1 32n_1 2 1 32n+1+1 32n+1_1
2 2 2 2
A2n+1 — A2n A= . —
32n_1 32n+1 1 2 32n+1_1 32n+1+1
2 2 2 2
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Assim,

32n+1+1 32n+1_1

& A2n+1 e 1"
sen Z Sy B e
- (2n + ) — (2n + 1)' 32411 g2ndliq
- 2 2
r oo (_1)7L.(32n+1+1) [e.e) (_1)n_(32n+1_1)
1 ;::O @n+1)! nZ::O @n+1)!
— 5 . o) (_1)n'(32n+1_1) o) (_1)n_(32n+1+1)
2 @n+1)! 2 @n+1)!
L n=0 n=0
1 | sen(3)+ sen (1) sen(3)— sen(1)
2 sen (3) — sen (1) sen(3)+ sen (1)
e ainda
00 A2n 00 n 32n41 32m—g
2 2
cos(A =
( ) nz Z 3277.71 32n+1
2 2
[ (_1)".<32n+1) oo (_1)".(32n_1)
IR I 2 e i D e
T2 | &nn(sro1) & (-1 (32
Song Lo
L n=0 n=0
1 | cos(3)+cos(l) cos(3)—cos(1)
2 cos (3) —cos (1) cos(3)+ cos(1)
Portanto:
1 sen (3) + sen (1) sen (3) — sen (1)
sen (A) = 3
sen (3) — sen (1) sen (3) + sen (1)
e _
1 cos (3) + cos (1) cos(3) — cos (1)
cos(A) = = -
cos (3) —cos (1) cos(3) + cos (1)
1
Agora que calculamos o seno e cosseno da matriz A = , nada mais natural
1 2

que a pergunta: Serd que vale a relacao fundamental, isto é, sen?A +cos®? A =1 ?
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Vamos verificar se é vilida para a matriz A, temos:

sen®A = senA - senA
_ 1 | sen (3) +sen (1) sen(3) —sen(1)
2 | sen (3) —sen (1) sen(3)+ sen (1) |
1| sen (3) +sen (1) sen(3)— sen(1)
2 | sen (3) —sen (1) sen(3)+ sen (1) |
[sen (3) + sen (1)) sen? (3) — sen? (1)
_ + [sen (3) — sen (1)) +sen? (3) — sen? (1)
4 sen? (3) — sen? (1) [sen (3) — sen (1))
I +sen? (3) — sen? (1) + [sen (3) + sen (1)) |
[ sen? (3) + 2sen (3) sen (1)
sen? (3) — sen? (1)
+sen? (1) + sen? (3)
+sen? (3) — sen? (1)
_ —2sen (3) sen (1) + sen? (1)
4 sen? (3) + 2sen (3) sen (1)
sen? (3) — sen? (1)
+sen? (1) + sen? (3)
+sen? (3) — sen? (1)
—2sen (3) sen (1) + sen? (1)
1 2sen® (3) + 2sen? (1) 2sen? (3) — 2sen? (1)
4| 2sen? (3) — 2sen? (1) 2sen? (3) + 2sen? (1)
_ sen? (3) + sen?® (1) sen? (3) — sen? (1)
2 i sen? (3) — sen® (1) sen? (3) + sen? (1)

de modo anélogo,

cos’A = cosA-cosA
1 { cos® (3) + cos? (1) cos? (3) — cos? (1) ]

- cos? (3) — cos? (1) cos? (3) + cos? (1)
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Entao,

1 | sen?(3) +sen? (1) sen?(3) — sen?(1)
sen’A+cos® A = 3 ) o +
sen? (3) — sen? (1) sen?(3) + sen? (1)
1 cos® (3) + cos? (1) cos? (3) — cos? (1)
2 | cos? (3) —cos? (1) cos? (3) + cos® (1)
sen? (3) + cos® (3) sen® (3) + cos? (3)
1 +sen? (1) + cos? (1) — [sen? (1) + cos? (1)]
2 sen? (3) + cos® (3) sen? (3) + cos® (3)
— [sen? (1) + cos? (1)] +sen? (1) + cos? (1)
1 l1+1 121
2 01-1 141
1120 10
pu— 5 . = = I
0 2 0 1
2
Portanto, para a matriz A = vale a relacao fundamental, isto é,
1 2

sen?A +cos? A =1.
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Agora mostraremos que:
Proposicao 1: Se A é uma matriz quadrada diagonalizdvel, entdo sen?A+cos? A = 1.

Vamos fazer isso em duas etapas:
1? etapa: A é uma matriz diagonal.

Seja

para todo nimero inteiro nao-negativo k. Assim,

o0 . A2k+1
senA = Z 2k Y
(_1) .)\2k+1
~ (2k+11)! 0
e ()F Az
0 T (2k+1)!
R (71)k.)\2k+1 T
k;o (2k+11)! T 0 sen\y --- 0
S _1)k.\2k+1
Logo, i i i i
A oo 0 seni; - -- 0
A= ootel = senA =
0 - A\, 0 ceesenA,
De modo anélogo teremos:
A - 0 COS Ay --- 0
A= oo = cos A =
0 - A\ 0 <.+ COS Ay,
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Assim,

sen?\; --- 0 cos? N\ .- 0
sen®A+cos® A = : . : +
0 Sosen?, 0 oo cosZ )\,
sen?\; +cos? Ay - 0
0 <o sen®)\, + cos? )\,
1 0
p— pr— [
0 - 1

22 etapa: A é uma matriz diagonalizavel.
Sendo A uma matriz diagonalizdvel, existe uma matriz invertivel P tal que PAP~!

é uma matriz diagonal D, isto é:
AN - 0
PAP™' =
0 - A\,

Assim,
A=P'DP= A" =P 'D™pP

para todo nimero natural m. Logo:

00 . A2k+1
senA = Z 2l<:+1
i D2k+1 P
— 2k; + 1)
o0 . D2k+1
= p! P=P"'.senD-P

Z 2k+1

=0
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L (—1)F . A%
cos(A) = ;U(()ZT)'
= (~1)F.-pt.Dp*.p
kz:; (2Kk)!
_ -1 (_1)k'D2k _ p—1
= P ;W P=P'.cosD-P.

Portanto,
sen?A + cos® A = (P_1 - sen’D - P) + (P_1 ccos’ D - P) = pt. (senQD + cos? D) - P

como D é uma matriz diagonal e na 1* etapa ja provamos que vale a relagao fun-

damental para matrizes diagonais, segue que
2 2y
sen“D 4 cos” D =1

e assim,
sen?A+cos?A=P 1. 1-P=1
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7 Consideracoes Finais

Os estudos realizados para o desenvolvimento deste trabalho nos garantiram a
obtencao de ganhos significativos relacionados ao calculo da exponencial, seno e cosseno
de uma matriz quadrada.de ordem 2 Apresentam-nos a importancia do desenvolvimento
de métodos que possibilitem a um professor de matemédtica trabalhar com a exponen-
cial, seno e cosseno de uma matriz, com o auxilio da Algebra Linear, oportunizando
melhor entendimento por parte dos alunos do ensino médio e superior (primeiros anos),
uma vez que os mesmos encontram-se habituados com céalculos algébricos.

Acreditamos que se conseguirmos levar os alunos a construir melhor os conceitos,
podemos doar um tempo maior para o planejamento de situagoes em que a aprendiza-
gem seja efetiva. E por fim, esperamos que este trabalho possa ser uma ferramenta

para futuros estudos sobre matrizes.
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