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Resumo

Melo, Emerson Ferreira de. Sobre Anéis de Lie Admitindo Automorfismos
de Ordens Finitas e Algebras de Lie Quase Nilpotentes. Goiania, 2011. 88p.
Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goiés.

Nesta dissertacdo apresentamos um estudo sobre anéis e algebras de Lie admitindo um
automorfismo de ordem finita, com énfase em questdes sobre nilpoténcia. Demonstramos
resultados importantes desta teoria, como por exemplo o Teorema de Higman, Kreknin
e Kostrikin. Além disso, considere L uma algebra de Lie de dimenséo finita sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica 0. Suponha que L admita uma algebra de
derivacOes nilpotente D com n pesos em L, e seja m a dimensdo da componente nula de
Fitting com respeito a D. Entdo L é quase nilpotente, ou seja, L contém uma subalgebra
N de codimenséo {m,n}-limitada e classe de nilpoténcia n-limitada. Se m =0, entdo L é
nilpotente de classe limitada por uma funcao de n. Este teorema foi publicado por E. 1.
Khukhro e P. Shumyatsky num artigo intitulado “Lie Algebras with almost constant-free
derivations”.

Palavras—chave
Anéis de Lie, Algebras de Lie, Automorfismos, Quase Nilpoténcia



Abstract

Melo, Emerson Ferreira de. On Lie Rings Admitting Automorphisms of
Finite Order and Lie Algebras almost Nilpotent. Goiania, 2011. 88p. MSc.
Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goiaés.

In this work we present a study on Lie rings and algebras admitting an automorphism of
finite order. We emphasize questions on nilpotency. We prove important results of this
theory, for example the Higman, Kreknin and Kostrikin’s Theorem. Furthermore, let L
be a finite dimensional Lie algebra over an algebraically closed field of characteristic 0.
Suppose that L admits a nilpotent Lie algebra D with n weights in L, and let m be the
dimension of the Fitting null component with respect to D. Then L is almost nilpotent,
namely, L contains a nilpotent subalgebra N of {m,n}-bounded codimension and of n-
bounded nilpotency class. If m = 0, then L is nilpotent of bounded class by a function of
n. This theorem was published by E. I. Khukhro and P. Shumyatsky in the paper entitled
“ Lie Algebras with Almost Constant-Free Derivations”.

Keywords
Lie Rings, Lie Algebras, Automorphisms, Almost Nilpotency
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Introducéo

As algebras de Lie tém sido aporte tedrico fundamental para descobertas cienti-
ficas relevantes e consiste de uma teoria que muito se fortaleceu no século passado, tendo
contribuido com importantes trabalhos de reconhecimento internacional.

Alguns resultados sobre algebras de Lie podem ser obtidos mediante o estudo
de anéis de Lie. Considerando A um anel de Lie, definimos o conjunto dos pontos fixos
de um automorfismo ¢ em A por Ca(¢) = {a€ A : a® =a}, que é um subanel de A.
O automorfismo ¢ é dito regular quando Ca(¢) = 0 e quase regular quando Ca (o) é finito.

Encontrar hipoteses sobre as quais uma algebra de Lie (ou anel de Lie) é nil-
potente é um dos problemas estudados na atualidade. Nesse sentido, temos o0 Teorema
de Higman-Kreknin-Kostrikin, o qual afirma que se um anel de Lie A (ou uma algebra
de Lie) admite um automorfismo regular ¢ de ordem prima p, entdo ele é nilpotente.
Uma generalizacdo deste resultado devido a Khukhro [9] afirma que se o subanel (ou a
subalgebra) dos pontos fixos é finito, digamos |Ca(¢)| = q (ou tem dimens&o finita no
caso de algebra de Lie), entdo o anel é quase nilpotente no seguinte sentido: existe um
subanel nilpotente, cuja classe de nilpoténcia é limitada por uma funcdo dependendo
somente de p e o indice (ou codimensao) € limitado por uma funcdo dependendo somente
depeq.

Resultados semelhantes podem ser obtidos sem admitir a existéncia de um
automorfismo regular. Nesse caso, uma alternativa, conforme veremos, é obter uma
decomposicdo de uma algebra de Lie em seus espacos de peso relativos a uma algebra de
derivagdes D.

Em [18] J. C. Silva apresenta um estudo sobre algebras de Lie de derivacbes
que ndo admitem constantes ndo triviais. Especificamente, o principal resultado em [18]
afirma que se uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica O
admite uma éalgebra de derivagdes nilpotente D livre de constantes (isto &, x® = 0 para
todo & € D implica x = 0), entdo L é nilpotente.
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Nosso objetivo aqui é apresentar um estudo um pouco mais geral. Abordamos
resultados correlatos e apresentamos uma demonstragdo para o resultado principal de
[12], devido a E. I. Khukhro e P. Shumyatsky que afirma que se uma algebra de Lie
L de dimensédo finita sobre um corpo algebricamente de caracteristica 0 admite uma
algebra de derivacdes nilpotente D quase livre de contantes, ou seja, a dimensao da
componente nula de Fitting é finita, entdo L é quase nilpotente no seguinte sentido: se
m € a dimensdo da componente nula de Fitting com respeito a D e D admite n pesos em
L, entdo L contém uma subalgebra N de codimensédo limitada por uma funcéo depen-
dendo somente de m e n, e a classe de nilpoténcia de N € limitada em termos somente de n.

Observe que isto melhora o resultado principal de [18], pois para m = 0 encon-
tramos um limite superior para a classe de nilpoténcia de L em termos do nimero de
pesos de D.

No desenrolar das discussdes, necessitamos conceitos fundamentais, proprie-
dades bésicas e alguns resultados mais elaborados da Teoria de Anéis de Lie. Utilizamos
certas graduacGes em algebras de Lie e decomposi¢cdes em espacos de peso. Além disso,
um importante ingrediente para as demonstragdes apresentadas no Capitulo 3 € um
método consistindo de sucessivas “remodelagens” de comutadores, conhecida como
Transformagédo HKK.

Grande parte dos resultados sdo essencialmente sobre algebras de Lie Zp-
graduadas onde p € um primo e a componente Ly possui dimensdo finita. As técnicas
empregadas nas demonstracdes dos resultados principais sdo técnicas combinatorias que
podem ser encontradas em [9]. Adicionalmente, técnicas de Algebra Linear s&o empre-
gadas, visto que em muitos resultados faz-se necessario obter decomposi¢fes em soma
(direta) cujos fatores tém certas propriedades requeridas.

No primeiro capitulo introduzimos resultados basicos da Teoria de Grupos, aneis
de Lie, algebras de Lie e produto tensorial. Alguns destes resultados sdao bem conhecidos
e por isso omitimos as respectivas demonstragdes. Por outro lado, também apresentamos
resultados e conceitos ndo tdo conhecidos, como por exemplo, o conceito de peso de uma
algebra de Lie. Finalizamos o capitulo apresentando alguns resultados sobre o anel de
Lie L ®z Z[w|, obtido a partir do produto tensorial de um anel de Lie L e do anel Z[o],
onde m é uma raiz da unidade.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo de anéis de Lie que admitem um
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automorfismo regular. O principal objetivo do capitulo é demonstrar que se um anel de
Lie admite um automorfismo regular de ordem prima p, entdo ele € nilpotente de classe
de nilpoténcia limitada por um namero h(p).

No terceiro capitulo é demonstrado que se um anel de Lie A admite um automor-
fismo ¢ de ordem prima p tal que [Ca(®)| = g, entdo ele possui um subanel nilpotente
de classe de nilpoténcia limitada por uma funcdo dependendo de p e indice limitado por
uma funcéo dependendo de p e q.

Finalmente, o quarto capitulo é dedicado ao resultado principal desta disserta-
cdo. Seu conteddo consiste em demonstrar o teorema principal do artigo publicado por
E. I. Khukhro e P. Shumyatsky [12] sobre algebras de Lie admitindo algebra de deri-
vacOes quase livre de constantes. Para isso, utilizamos na maior parte da demonstracéo
resultados apresentados no segundo e terceiro capitulos, adaptados para algebras de Lie
Zp-graduadas.

A fim de mostrar um pouco da evolucdo do estudo de algebras de Lie via auto-
morfismos e complementar as discussdes dos capitulos anteriores, no quarto capitulo fa-
zemos alguns comentarios finais e neles apresentamos a conjectura de Higman, resultados
sobre algebras de Lie quase soluveis e sobre grupos nilpotentes admitindo automorfismos
de ordens primas.



CAPiITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des e demonstramos alguns resul-
tados relacionados & Teoria de Grupos, Anéis, Algebras de Lie e Produto Tensorial, 0s
quais fazem parte do aparato tedrico necessario as discussdes deste trabalho.

1.1 Teoria de Grupos

Dado um grupo G, denotamos por 1 seu elemento neutro e, quando néo houver
risco de confusdo, também denotamos por 1 o seu subgrupo trivial.

Seja X um subconjunto de um grupo G. Denotamos por (X) o subgrupo de G
gerado por X. No caso particular em que X gera todo grupo G, escrevemos G = (X).

Lema 1.1 Seja G um grupo abeliano sem torcéo (isto €, apenas o elemento neutro possui
ordem finita) tal que G = (91,02, - ..,0n), onde 0s g; sdo geradores livres. Entdo dado um
nUmero primo p existe um subgrupo H de G tal que o indice de H em G é p, e 0 subgrupo
H ndo contém nenhum dos geradores, ou seja, 91,092, ...,0n € H.

Daremos um exemplo para ilustrar o lema acima. Como G é abeliano, usaremos
anotacdo aditiva. A ideia principal € mudar os geradores de G de forma conveniente. Ape-
nas para ilustrar a ideia da demonstracéo do caso geral, consideraremos G = (g1, 092,03).
Agora considere §; =01 +02+03, o = 392 + 203 € J3 = g2 +03. Entdo g; —J; = 01,
303 — 0, =03 €T, — 203 = g2 €, assim, G = (§1,0,J3).

Claramente, para qualquer nimero primo p, o subgrupo H = (T;,0,,p - O3)
possui indice p em G. Sendo assim, nosso objetivo € mostrar que, para qualquer p, o
sistema

a1-0;+ax-gy+az-(p-03) =01
as-Jy+as-Op+as-(p-03) =02
a7-g;+ag-Jr+ag-(p-03) =03
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nédo tem solugéo a; € Z, parai=1,...,9. Equivalentemente, queremos mostrar que, para
qualquer p, o sistema

a101 + (a1 +3ap + pag)gz + (a1 +2az +asp)gs = g1
a401 + (a4 +3as + pag)g2 + (a4 +2as +agp)gs = 92
a7g1 + (a7 + 3ag + pag)gz + (a7 +2ag +agp)gs = 93

ndo tem solugdo, ou ainda, os sistemas

a;=1 as =0 a;7=0
a;+3ax+paz=0 (i), as+3as+pag=1 (i) e a7 +3ag+ pag =0 (iii)
a;+2ax+paz=0 g+ 2a5+ pag =0 ag+2ag+pag=1

ndo tém solucdes.

Para qualquer p, os sistemas (i), (ii) e (iii) ndo possuem solucao inteira. No caso
geral onde G = (g1,092,--.,0n), podemos considerar

01 =091+ 0n-1+0n,
J> =092+ 0n—1+0n,

0,1 = 30n-1+20n,
Gn =0n-1+0n

e H=(0;,05,...,Pp-0,), sendo assim, provar que H ndo contém os geradores de G se
resume em provar que os sistemas (i), (ii) e (iii) ndo possuem solugédo para qualquer p.
Mas, isto ja foi verificado.

O lema acima garante que dado p existe um subgrupo H de indice p tal que
H ndo contém os geradores de G. Porém, obviamente ndo garante que H nao contenha
combinagOes lineares dos geradores. Para garantir que o subgrupo H descrito acima
ndo contém uma determinada combinag&o linear, precisamos restringir o nimero primo
p. Por exemplo, se considerarmos, como no exemplo acima, G = (G;,J,,0d3) (onde
01 =01 +092+0s, O = 392+ 203 € §3 = g2 + J3) € exigirmos que H = (g;,0,, P - J3)
além de ndo conter os geradores de G também nédo contenha g; + gz, precisaremos que
nado apenas os sistemas (i), (ii) e (iii), mas também o sistema

b1 =1
by +3by +pbz =1 (iv)
b1+ 2by + pbs =0
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nédo tenha solucéo, ou seja, p deve ser diferente de 3.

Observacéo 1.2 A discussdo acima sobre a restricdo do numero p ter4 uma aplicacéo
importante no Capitulo 4, onde consideraremos g; 0s pesos de uma algebra de Lie.

Teorema 1.3 Seja G um grupo. Se H e K séo subgrupos de G, ambos de indice finito,
entdo o subgrupo H NK também tem indice finito.

Demonstragdo. Primeiro vamos provar que, para todo a € G, temos (H NK)a=HanKa.
Como (HNK)aC Hae (HNK)a CKa, temos (HNK)a C HanKa.
Dado x € HanKa, temos x = ha=ka, comh € H, k € K, logo h =k € (HNK).
Consequentemente, x € (HNK)a e temos HanKa C (HNK)a.
Sendo assim, como a quantidade de classes Ha e Ka séo finitas, temos que as
possiveis intersecbes Ha N Ka também o sdo. Portanto, [G : H N K] é finito.
O

Corolario 1.4 SejaV um espaco vetorial sobre um corpo F. Se H e K sdo subespacos de
V, ambos de codimenséo finita, entdo o subespago H N K também tem codimenséo finita.

Dado um grupo G, definimos o comutador de dois elementos x,y € G, por
[x,y] = x~ty~xy e definimos, por indugéo, o comutador de r elementos X1, Xz, ..., X € G
POr [X1,X2,. .., Xr] = [[X1,X2,...,Xr—1],Xr], ONdeE [X1] = X1.

Dado um conjunto X, definimos por recorréncia o peso de um comutador em X.
Primeiro definimos como comutadores de peso 1 os elementos de X, e agora, Se 1 € C»
sdo comutadores de pesos ry e ry respectivamente, entéo [c1,c2| € um comutador de peso
ri1+ro em X. O comutador [X1,Xz,...,Xr] = [[X1,X2,...,Xr—1],X¢], ONde cada entrada é um
comutador de peso 1, é chamado de comutador simples de peso r.

Dados dois subconjuntos A e B de um grupo G, definimos o subgrupo [A, B] como
[A,B] = ([a,b]:acAebeB).

De forma analoga a definicdo de comutador de r elementos, dados X1, Xa, ..., X,
subconjuntos de G, definimos [X1,Xa,...,X;] como sendo o subgrupo de G gerado por
todos comutadores da forma [x1, X2, ..., Xr], onde X € X;.
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Definicdo 1.5 A sériederivada de um grupo G é definida por:

GY = [G,G;

cM = [GI-D g1,

Um grupo é dito soltvel de comprimento derivado n quando n € o menor nimero natural
tal que G = 1.

Dizemos que um elemento z € G pertence ao centro de um grupo G, denotado
por Z(G), quando [z,g] = 1 paratodo g € G.

Definicdo 1.6 A sériecentral inferior de um grupo G € dada por:

1n(G) = G
12(G) = [G,G],
¥s+1(G) = [%(G),C].

Dizemos que um grupo é nilpotente de classe ¢ quando ¢ é o menor nimero natural tal
que Ye+1(G) = 1.

Observamos que y.+1(G) é gerado por todos os comutadores simples de peso
¢+ 1 nos elementos de G. De posse da defini¢do de grupo nilpotente, temos as seguintes
equivaléncias, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.7 Dado um grupo G, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
() v%er1(G) =1,
(i) [91,92,...,9c+1] = 1, paratodo gj € G;

Corolario 1.8 Um grupo G é nilpotente de classe ¢ > 1 se, e somente se, G/Z(G) é
nilpotente de classe ¢ — 1.

Teorema 1.9 Se um grupo G é gerado por um subconjunto X, entdo G € nilpotente de
classe < c se, e somente se, todo comutador de peso c+ 1 com entradas em X € igual a 1.

Demonstracdo. Note que se G é nilpotente de classe ¢, entdo pelo Teorema 1.7, todo
comutador de peso c+ 1 é igual a 1. Em particular, comutadores com entradas em X sdo
iguaisa 1.
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Para demonstrar a reciproca, usaremos inducdo sobre c. Se ¢ = 1, entdo por
hipotese todos os geradores de G comutam, consequentemente G é abeliano, logo €
nilpotente de classe igual a 1. Seja c > 1. Como [X1,...,X¢,X] = 1, paratodo x € X, ou seja,
0 comutador [x1,...,Xc] comuta com todos os geradores de G e consequentemente com
todos os elementos de G, segue que [X1,...,Xc] € Z(G), para todos x; € X. Pela hipotese de
inducdo, G/Z(G) é nilpotente de classe < ¢ — 1, pois o grupo quociente G/Z(G) é gerado
pelas classes laterais dos elementos de X. Portanto, pelo Coroléario 1.8, G € nilpotente de
classe <c.

O

1.2 Automorfismos de Grupos

Apresentaremos agora alguns resultados sobre automorfismos de grupos, cujas
demonstragdes podem ser encontradas em [9] e [10].

Admitiremos sem demonstrar dois resultados da Algebra Linear, os quais tam-
bém podem ser encontrados em [9] e [10]. O primeiro é o Teorema da Forma Normal de
Jordan e o segundo garante um limite para os blocos de Jordan de uma matriz sobre certas
condicoes.

Teorema 1.10 (Teorema da Forma Normal de Jordan) Seja ¢ uma transformacao li-
near de um espaco vetorial V de dimens&o finita sobre um corpo F. Se todos os au-
tovalores de ¢ pertencem a F, entdo V tem uma base na qual a matriz de ¢ esta na
forma normal de Jordan, isto &, sua matriz pode ser escrita na forma de blocos diagonais
diag(Ji,...,Js), onde os blocos de Jordan J; sdo da forma

Ai 1 cdots O
0 A
\]i — I 5
: .1
0 cdots Aj

onde o0s A; s@o autovalores de ¢ (n&o necessariamente distintos).

Teorema 1.11 Seja p um ndmero primo e ¢ um elemento de ordem p* em um grupo de
transformacoes lineares de um espaco vetorial V sobre um corpo F de caracteristica p.
Entéo todos os autovalores de ¢ sdo iguaisa 1 e V tem uma F-base na qual a matriz de
¢ na forma normal de Jordan possui todos seus blocos de tamanho no maximo pX x pK, e
existe pelo menos um bloco de tamanho exatamente p* x p.
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Definimos o conjunto dos pontos fixos de um automorfismo ¢ de G por
Ce(9) ={g€ G : g® =g}, que € um subgrupo de G. O automorfismo ¢ € dito regular
quando Cg (@) = 1.

O proximo teorema sera utilizado varias vezes ao longo deste trabalho, com o
intuito de mostrar que certos p-grupos admitindo automorfismos de ordem p' so triviais,
por ndo possuirem pontos fixos.

Lema 1.12 Seja p um nGmero primo. Se ¢ é um automorfismo de ordem pX de um
p-grupo abeliano néo trivial G, entdo Cg (@) # 1.

Demonstracdo. Considere o subgrupo néo trivial de G
V=(eG:g’=1)

que pode ser considerado como um espaco vetorial sobre o corpo Zy, e cuja restrigéo de ¢
emV e uma transformacao linear.

Pelo Teorema 1.11, ¢ possui todos seus autovalores iguais a 1. Portanto, os
autovetores néo triviais de ¢ associados ao autovalor 1 sdo elementos néo triviais que
pertencem a Cg ().

O

Definimos o posto de um grupo abeliano G como sendo 0 nimero minimal de
geradores que G possa admitir.

Lema 1.13 Seja G um p-grupo abeliano finito. Se o subgrupo
V=(geG:g°P=1)

de G possui posto r (ou, como espaco vetorial, possui dimensédo r), entdo G também
possui posto r. Na verdade, o posto de G é igual ao posto de V.

Demonstracdo. Seja s 0 posto de G. Como G é um grupo abeliano finito, usando o
Teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados, temos que o posto de
G ¢é maior ou igual ao posto deV e G = (g1) @ --- @ (gs), onde |(gi)| = p* > p.
Por outro lado, H = (pt=1.g3) @ --- @ (p*~1-gs) é um subgrupo de V e tem
posto s, logos <r.
U

Lema 1.14 Seja p um nimero primo e seja ¢ um automorfismo de ordem p* de um
p-grupo abeliano G, onde |Cg(¢)| = p". Entéo o posto de G é no méaximo pn.
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Demonstracdo. Assumimos primeiro que G possui posto finito e demonstramos que seu
posto é no maximo pn.

Considere o subgrupo V = (g € G : gP = 1) como um espaco vetorial sobre Zj,
e ¢ como uma transformacéo linear de V. Pelo Teorema 1.11, todos os autovalores de ¢
sdo iguais a 1 e V possui uma Zp-base na qual a matriz de ¢ na forma normal de Jordan
possui blocos

de tamanho no maximo p¥ x pk.
Calculando os pontos fixos de cada bloco,

11 X1 X1 -+ X2 X1
1 - X2 X2 +X3 X2
pu— . pu— 5
Xr Xr Xr
temos, necessariamente, X = X3 = --- = X = 0. Sendo assim, 0 subconjunto desta

base correspondente a cada bloco contém um Gnico autovetor pertencente a Cy (@) e
podemos ver que os autovetores correspondentes a diferentes blocos sdo linearmente
independentes.

Assim, a dimensdo do subespaco de V gerado por seus pontos fixos, ou seja
d =dimCy (¢), é igual ao numero de blocos I. Por outro lado, o posto de V, ou melhor, a
dimenséo de V, € igual a soma da dimens&o dos blocos e consequentemente é no maximo
pXl. Finalmente, observando a desigualdade

p? = [Cv (9)| < [Ca(9)| < p",

concluimos que | = d < n. Agora, pelo Lema 1.13, o posto de V, e consequentemente o
posto de G, é no maximo pkn.

Agora, para concluir a demonstracdo, precisamos mostrar que de fato o posto
de G é finito. Nas hipdteses do teorema, suponha que G ndo tenha posto finito. Entdo
podemos encontrar um subgrupo H de G o qual tem posto finito e maior que p*n.

Como H é um p-grupo abeliano e de posto finito, temos que H ¢é finito. Logo
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pelo Lema 1.13, o subgrupo
Vg =(heH:hP=1)
visto como espaco vetorial sobre Zp, possui dimenséo maior que pkn.

Assim, pelo Lema 1.11, a matriz de ¢ deve possuir mais que n blocos, visto
que cada um possui tamanho no méaximo pX x pX. Como cada bloco possui um unico
vetor de Cy, (@), deveriamos ter mais que n autovetores de Cy, (@) na base de V.
Como cada autovetor corresponde a um subespaco, teriamos |Cy, ()| > p". Portanto,
necessariamente o posto de G é finito.

0]

1.3 Anéisde Lie

Definicdo 1.15 Um anel de Lie A é um anel ndo associativo e identidade, cuja multipli-
cacao, a qual é usualmente denotada por colchetes [, |, satisfaz os seguintes axiomas:

(L1) [a,a] =0, paratodo a € A;
(L2) [[a,b],c]+[[b,c],a]+[c,a],b] =0, para todos a,b,c € A.

O axioma (Lz) é conhecido como Identidade de Jacobi e o produto [a,b] é usualmente
chamado de comutador de a e b.

Tendo em vista a definicdo de anel, temos que as seguintes propriedades sdo
satisfeitas:

() [a1+az,b] = [a1,b] + [az,b], para todos a1, az,b € A;

(i) [a,b1+bs] =[a,b1] + [a,b2], para todos a,by, by € A.

Utilizando as propriedades (i), (ii) e 0 axioma (L1 ), podemos obter a propriedade
de anticomutatividade:

(iii) [a,b] = —[b,a], para todos a,b € A.

Dado um anel de Lie A, dizemos que um subconjunto B de A é um subanel de
Lie, se B € um subgrupo aditivo de A e a operacdo produto é fechada em B. Em outras
palavras, se B € um anel de Lie contido em A. Dizemos que um subanel | € um ideal de A
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se dado b € I temos [a,b] € I, para todos a € A.

De maneira analoga ao que foi feito para grupos, vamos definir, por inducao,
0 comutador de r elementos Xi,X2,...,Xr COMO [X1,X2,...,Xr] = [[X1,...,Xr—1],X¢]. O
conceito de comutador simples de peso r em elementos de um anel de Lie A € 0 mesmo
utilizado para grupos.

Chamamos de segmento inicial de peso t de um comutador simples (digamos de
peso r), o subcomutador formado pelos t primeiros elementos (da esquerda para direita),
por exemplo,

[X1,X2, .oy Xr] = [[X1,X25 oy Xt]y - Xr ]
——————

segmento inicial

Dados dois ideais H e K de um anel de Lie A, conseguimos um novo ideal [H, K]
de A, definindo [H, K] como o subgrupo aditivo

([h,k|:heHekeK).

Definimos a seguir duas séries de ideais de um anel de Lie A, que sdo analogas
as séries derivada e central inferior de um grupo G.

Defini¢do 1.16 A série derivada de um anel de Lie A é definida como:

AL = [AA];

AN — [A(n—l),A(n—l)],

Um anel de Lie é dito soltvel de comprimento derivado n quando n é o menor nimero
natural tal que A™ = 0.

Definicdo 1.17 Definimos a série central inferior de um anel de Lie A do seguinte modo:
nA) = A

T2(A) = [AA];

Ys+1(A) = [vs(A),Al

Dizemos que um anel de Lie é nilpotente de classe ¢ quando ¢ é 0 menor nimero natural
tal que yc+1(A) =0.
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Dizemos que um elemento z € A pertence ao centro de um anel de Lie A, deno-
tado por Z(A), quando [z,a] = 0, para todo a € A.

Enunciamos agora versdes dos Teoremas 1.7 e 1.9 para anéis de Lie. As demons-
tracOes sdo analogas as de Teoria de Grupos.

Teorema 1.18 Dado um anel de Lie A, as seguintes afirmacdes séo equivalentes:

(1) Yer1(A) =0;

(i) [X1,X2,...,Xc+1] =0, para todos X1,Xz,...,Xec+1 € A;

Corolario 1.19 Um anel de Lie A é nilpotente de classe ¢ > 1 se, e somente se, A/Z(A) é
nilpotente de classe ¢ — 1.

Teorema 1.20 Se um anel de Lie A é gerado por um subconjunto X, entdo A é nilpotente
de classe < c se, e somente se, todo comutador de peso ¢+ 1 com entradas em X é igual
ao.

Lema 1.21 Seja A um anel de Lie. Denotamos por nA o subanel gerado por todos
os elementos da forman-a=a-+a+---+a, onde a € A. Entdo (nA)©®) = nZAl) ¢
—_————

n

Y(nA) = nky (A).

Demonstracdo. Provaremos apenas para a série central inferior, 0 caso para a serie
derivada é andlogo. Temos que yx(nA) é o ideal gerado por todos comutadores da forma

[n-a1,n-az,...,n-a)=[a1+---+ag,a+---+az,...,a+- - +a&/,

nvezes nvezes nvezes

onde a; € A. Portanto, usando a propriedade distributiva, segue o resultado.
O

Demonstramos a seguir dois resultados combinatoriais, cujas demonstracfes
sdo essencialmente repetidas aplicacdes da ldentidade de Jacobi e da propriedade de
anticomutatividade.

Lema 1.22 Seja A um anel de Lie. Dado um comutador [a,X1,...,X...,Xj,...,Xk], onde
a € (A), temos

[, X105 Xi e oy Xy ooy Xk = (2K, X e ey Xiy -+, Xk] (MO Y1 (A)),

paratodosi,j=1,...,k.
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Demonstracdo. Utilizando a Identidade de Jacobi e a propriedade de anticomutatividade,
temos a seguinte igualdade

[a,X1,X2] = [a,X2, 1] + [a, [X1,Xz]]. (1-1)
Claramente o comutador [a, [x1, X2]] pertence a yk;1(A’)), ou seja,
[a,X1,X2] = [a,X2,X1] (mod 'Yk—i-l(A/))'

Aplicando sucessivas vezes a igualdade (1-1) e lembrando que ys(A’) é um ideal
para todo s, conseguimos o resultado desejado.
O

Lema 1.23 Seja A um anel de Lie. Podemos escrever o comutador [Xi,...,X;,...,X]
como uma combinacéo linear de comutadores da forma [x;,...], ou seja, o comutador
[X1,...,Xi,...,Xk] pode ser escrito como uma combinacgéo linear de comutadores cuja
primeira entrada € x;.

Exemplo 1.24 Apenas para exemplificar, utilizaremos a igualdade (1-1) para escrever o
comutador [x1,X2,X3] como combinago linear de comutadores com a primeira entrada
igual a xs.

[X1,X2,X3] = [X1,X3,X2] + [X1, [X2,X3]]
- _[X37X17X2] - [[X27X3]7X1]
= —[X3,X1,X2] + [X3,X2,X1].

O caso geral decorre de sucessivas aplicacdes da igualdade (1-1) e da propriedade de
anticomutatividade.

Dado um elemento a € A, definimos o centralizador de a em A como sendo o
subanel
Ca(a) ={xeA:[x,al =0}.

Analogamente, dado um subconjunto H de A, definimos
Ca(H)={xe€A:[x,h] =0, paratodo h € H}.

Lema 1.25 Paratodo elemento a de um anel de Lie arbitrario A, existe uma bijecao entre
o conjunto dos comutadores da forma {[x,a] : x € A} e o conjunto das classes laterais (a
direita) do centralizador Ca(a).
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Demonstragdo. Afirmamos que a aplicagdo que associa cada classe Ca(a) +x ao elemento
[x,a] satisfaz o desejado. Esta aplicagdo estd bem definida, uma vez que outro represen-
tante x’ da classe Ca(a) + x satisfaz X' = ¢ + x para algum ¢ € Ca(a) , logo

[X',a] = [c+x,a] = [c,a] + [x,a] = [x,a].
Mostremos que a aplicagdo é injetiva. Se [x,a] = [y,a], entdo
[X_yva] - [Xva] - [y7a] - [Xua] - [X7a] - 07

0 que significa que x —y € Ca(a). A sobrejetividade é imediata.
[

Usaremos a expresséo r-limitada para indicar que existe uma funcdo f = f(r),
dependendo somente de r, que limita superiormente certo valor ou propriedade. Por
exemplo, dizemos que um anel de Lie A € nilpotente de classe r-limitada, quando existe
uma fungdo f = f(r), dependendo apenas de r tal que sua classe de nilpoténcia ndo é
maior que f(r).

Analogamente, usaremos a notacéo {ri,...,rg}-limitada para indicar que certo
valor é limitado superiormente por uma fungdo f = f(ry,...,ry), dependendo apenas de
ry,...,Ilk.

Teorema 1.26 Seja A um anel de Lie arbitrario com 7 (A) finito de ordem n.
Entdo A possui um subanel nilpotente de classe no maximo k cujo indice €
{k,n}-limitado.

Demonstracdo. Vamos mostrar que o subgrupo Ca((A)) satisfaz o desejado. Primeiro
vamos mostrar que |A : Ca((A))| é {k,n}-limitado.

Como Y (A) é finito de ordem n, entdo existem x1,Xz,...,Xn € Y (A) tais que
Yk(A) = (X1,X2,...,Xn). Para cada xj € y(A), o conjunto {[¢,X;] : ¢ € A} tem cardinalidade
menor que n, pois [¢,Xi| € Yk(A).

Assim, pelo Lema 1.25, temos |A : Ca(Xi)| < n. Logo da igualdade

Ca(w(A)) =) Calxi)
i=1
segue que |A: Ca(1(A))| é {k,n}-limitada.

Agora devemos mostrar que Ca(Yk(A)) é nilpotente de classe no méximo k. Para
isto, e suficiente provar que [c1,Cp,...,Ckr1] = 0, para todos c1,Cy, ..., Cks1 € Ca((A)).
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Mas isto segue do fato que [c1,Co,...,Ck] € Tk(A) € Ck+1 € Ca(1k(A)). O

Anéis de Lie Livres

O conceito de anel de Lie livre sera utilizado na demonstracdo de resultados
importantes deste trabalho, com o intuito de facilitar alguns célculos, porém, nao faremos
aqui um estudo detalhado deste tema, apenas discutiremos fatos necessarios para o en-
tendimento das técnicas que utilizaremos. Uma discussdo mais profunda sobre este tema
pode ser encontrada no Capitulo 1 de [9].

O conceito de anel de Lie livre é na verdade uma analogia ao conceito de grupo
livre e, da mesma forma que um grupo livre, o anel de Lie livre possui uma “propriedade
universal”, a qual afirma que toda funcéo de seus geradores em um anel de Lie qualquer
pode ser estendida de forma Gnica para um homomorfismo.

Dizemos que um anel de Lie A é gerado pelo conjunto X, e denotamos A = (X)
quando A = ZAi, onde A;j € a componente homogénea de A de peso i, isto é, A; é

0 subgrupo aollitivo gerado por todos os comutadores de peso i em elementos de X.
Analogamente, se A = (X1,X,...), entdo A = ZAil,iz,..., onde Aj, j,... € a componente
multihomogénea de peso i; em Xy, de peso i em Xp etc, isto €, A, . € 0 subgrupo
aditivo de A gerado por todos comutadores em elementos X1, X, ... de peso i1 em X1, de
peso i> em X» etc.

Um ideal ou um subgrupo aditivo | de um anel de Lie A = (X) é dito homogéneo
(multihomogéneo) com respeito ao conjunto de geradores X se

=P InA 1=FINAL,..)

As intersecbes | NA; (INA;,i,...) sdo chamadas de componentes homogéneas de peso
I (multihomogénea de multipeso (i1, i2,...)) do ideal (ou subgrupo aditivo) homogéneo
(multihomogéneo) I.

Definicdo 1.27 Um anel de Lie F é dito livre sobre um conjunto X se F pode ser
decomposto como soma direta F = @ F; de suas componentes homogéneas. Os elementos
do conjunto X s&o chamados de geradoreslivresde F.

Dado um conjunto X podemos encontrar um anel de Lie F(X) livre em X. A
grosso modo, o anel de Lie F(X) é construido do seguinte modo: primeiro definimos o
produto como sendo a concatenagdo de colchetes e, para todo inteiro positivo i, construi-
mos as componentes homogéneas F de peso i em elementos de X. Agora consideramos
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F(X) como o conjunto de todas as combinagdes lineares finitas de elementos das compo-
nentes homogéneas F;, identificando duas combinacGes lineares se uma pode ser obtida
da outra por meio da Identidade de Jacobi, anticomutatividade e distribuitividade.

Agora, dado um anel de Lie A e uma funcdo A : X — A podemos definir um
homomorfismo A : F(X) — A tal que A(x) = A(X), para todo x € X, fazendo:

A [Xjs -5 X5i) = D [MXjy)s - - Mxj )], paratodos Xj, ..., Xj, € X.
J J

A unicidade ¢ de verificagdo imediata.

Analogamente, seja A um anel de Lie, o ideal de A gerado pelo conjunto X €
denotado por jg(X). O grupo aditivo de jq(X) é gerado pelos comutadores simples da
forma[...[[x,a1],az],...,a],ondex € X, a; € Aek > 0.

Defini¢éo 1.28 Seja G um grupo abeliano. Um anel de Lie A tem uma G-graduagéo, ou
e dito G-graduado, se cada elemento g € G corresponde a um subgrupo Ag do grupo
aditivo de A tal que

(i) A= deG Ag;
(ii) [Aa,Ap] € Aayp, paratodos a,b € G.

O conceito de anel de Lie G-graduado sera amplamente usado neste trabalho.
Um exemplo importante sera dado na proxima secdo, a qual trata de algebras de Lie.

1.4 Algebras de Lie

Definigcdo 1.29 Um espaco vetorial L sobre um corpo F, com uma operagdo L xL — L,
onde o par (x,y) é levado em [x,y], é chamado uma &lgebrade Liesobre F se os seguintes
axiomas sao satisfeitos:

(L1) A operacédo produto é bilinear, isto é, para todos x,x1,X2,Y,y1,y2 € Lea € F
(X1 +X2,y] = [x1,y] + [X2,Y],
X, y1+Y2] = [X,y1] + [X,y2],
afx,y] = [ox,y] = [x, ay];

(L2) [x,x] =0, paratodox € L;

(L3) [X[y.z]] + 1y, [z,X]] + [z, [x,y]] = 0, para todos x,y,z € L.
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Uma algebra de Lie pode ser considerada como um anel de Lie onde seu grupo
aditivo é na verdade um espaco vetorial. Sendo assim, os resultados e defini¢es sobre
anéis de Lie estudados na se¢do anterior se estendem naturalmente para &lgebras de Lie.

E interessante também observar que alguns resultados sobre anéis de Lie finitos
valem automaticamente para algebras de Lie de dimens&o finita, uma vez que ax,y| =
[ox,y] = [x,oy]. Por exemplo, o Teorema 1.26, pode ser enunciado para lgebras de Lie
do seguinte modo:

Teorema 1.30 Suponha que L € uma algebra de Lie arbitraria com (L) de dimenséo fi-
nita n. Entdo L possui uma subalgebra nilpotente de classe no maximo k, cuja codimensédo
é {k,n}-limitada.

Dado um espaco vetorial V, podemos definir uma algebra de Lie no espacgo
vetorial das transformacdes lineares de V, usualmente denotado por EndV, utilizando
como produto uma nova operacao. Por exemplo, dados x,y € EndV definimos o produto
de Lie (ou comutador) [x,y] = xy — yx, onde as operac¢Oes no lado direto sdo as usuais
(composicdo e subtracdo de transformagdes lineares de V). Apenas para diferenciar
chamaremos de gl (V) o espaco vetorial EndV com este novo produto.

Como o grupo aditivo de uma algebra de Lie L é um espaco vetorial, também
podemos definir sobre suas transformacdes lineares o produto de Lie, ou seja, dada uma
algebra de Lie L, podemos definir, usando o produto de Lie, uma nova algebra de Lie em
suas transformacdes lineares, denotada por gl(L).

Definigdo 1.31 Seja L uma &lgebra de Lie. Por uma derivagdo de L entendemos uma
aplicacdo linear 6 : L — L satisfazendo a relacao

3([x,y]) = [x,8(y)] + [8(x),y], paratodosx,y € L.

Lema 1.32 A colecédo de todas as derivacGes de L, denotada por Der L, é um subespaco
vetorial de gl (L).

Demonstragao. Considere a algebra de Lie L sobre um corpo F. Sejam 61,0, € Der L e
o € F. Sabemos que ad; + 6, € também uma transformacéo linear e

(0d1+82)(xy) = adi(xy)+d2(xy)
= oxd1(Yy) + b1 (X)y +X82(y) + d2(x)y
= X(ad1(y) +82(y)) + (0d1(X) + 82(X) )y
= X(0od1 +32)(y) + (ad1 + 82)(X)y, para todos x,y € L.
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Portanto, o001 + 62 € Der L.

Lema 1.33 O produto de Lie (comutador) de duas derivacGes de L é também uma
derivacéo de L.

Demonstracdo. Sejam d1, &, € Der L. Mostremos que [81,82] € Der L. Para isso, basta
observar a igualdade:

[61,82](xy) = 8182(xy) — 8281(xy)
= 81(Xxd2(y) +82(X)y) — 82(x81(y) + 81(x)y)
= 81(Xxd2(y)) +61(82(X)y) — d2(x81(y)) — 82(81(X)y)
= X0182(y) + 81(X)02(y) 4 82(x)81(y) + 6182(X)y
— X82081(y) — 82(X)81(y) — 81(X)82(y) — 8281 (X)y
= X(8132(y) —8281(y)) + (8182(X) — 8281 (X) )y
= X[d1,82](y) + [d1,02](X)y, paratodos x,y € L.

O

Conforme os dois lemas anteriores , temos que Der L é uma subalgebra de Lie
de gl(L).

Exemplo 1.34 Seja L uma algebra de Lie. Se x € L, a aplicagdo que leva y € L em
[X,y] € um endomorfismo de L, o qual denotaremos por adx. Escrevemos adx(y)=[x,y].
Claramente, adx é uma transformacao linear. Por outro lado, usando a Identidade de
Jacobi obtemos a seguinte igualdade

X, [y, z]] = [[X,¥],z] + [y, [X,z]], paratodos X,y,z € L,

ou seja,
adx([y, z]) = [adx(y), ] + [y, adx(2)].

Portanto, adx & Der L.
Lema 1.35 A aplicacdo ad : L — gl (L) definida por ad(x) = adx é um homomorfismo.

A aplicacdo L — Der L que leva x em adx é conhecida como a representacio
adjunta de L.

Definicdo 1.36 Seja L uma algebra de Lie. Dizemos que x € L é ad-nilpotente se adx é
um endomorfismo nilpotente, ou seja, existe um inteiro positivo m tal que (adx)™(y) =0,
paratodoy € L.
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Observacédo 1.37 Se L é nilpotente, entdo todos os seus elementos sdo ad-nilpotentes.
A reciproca da observacdo anterior € conhecida como Teorema de Engel.

Teorema 1.38 (Teorema de Engel) Seja L uma algebra de Lie de dimenséo finita. L é
nilpotente se, e somente se, todos o0s elementos de L s&o ad-nilpotentes.

Demonstragdo. Usaremos sem demonstrar o Teorema 1.5.1 de [18], o qual afirma que se
todos elementos de L s&o ad-nilpotentes e L # 0, entéo Z(L) # 0.

Precisamos mostrar que se todos os elementos de L sdo ad-nilpotentes, entdo L é
nilpotente. Demonstraremos usando inducdo sobre a dimenséo de L.

Se dimensdo de L € igual a 1, entdo L é uma algebra de Lie comutativa, ou seja,
[X,y] = 0 para todos x,y € L, uma vez que todos elementos sdo maltiplos de algum gerador
de L.

Agora suponha que a dimens&o de L é maior que 1. Usamos o fato que Z(L) # 0
para concluir que a dimensdo de L /Z(L) é menor que a dimenséo de L. Logo, por hipotese
de inducéo, temos que L/Z(L) é nilpotente (observe que os elementos de L /Z (L) também
sdo ad-nilpotentes). Portanto, pelo Corolario 1.19, L é nilpotente.

O

1.5 Espacos de Peso

Dada uma algebra de Lie nilpotente L admitindo uma algebra de derivacfes
nilpotente, estamos interessados em decomp6-la como soma direta de subespacos inva-
riantes sob suas derivagdes. Para isso, é preciso introduzir a nogdo de peso e espagos
de peso de uma algebra de Lie. Omitiremos algumas demonstracdes que o leitor pode
encontrar em [18].

Em certo sentido, a decomposicdo de uma algebra de Lie em espacos de peso
é uma generalizacdo do Teorema da Decomposicdo Priméria usualmente estudado em
Algebra Linear, cuja demonstracio pode ser encontrada em [5]. A principal diferenca é
que na decomposicdo em espagos de peso encontramos subespacos invariantes sob um
conjunto de transformacoes lineares e ndo sob apenas uma.

Teorema 1.39 (Teorema da Decomposicao Primaria) Seja T um operador linear sobre
0 espaco vetorial V de dimenséo finita sobre o corpo F. Seja p o polinbmio minimal de
T, tal que

P=py P
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onde os pj sdo polindbmios distintos, irredutiveis e unitarios sobre F e 0s rj sdo inteiros
positivos. Seja W; o nucleo de p;i(T)",i=1,... k. Entdo

(i) V=W - dW;
(ii) CadaW; é invariante sob T ;
(iii) Se Ti é o operador induzido sobre W; por T, ent&o o polindmio minimal de T; é p;'.

Lema 1.40 Sejam T e S transformac0es lineares em um espaco vetorial V de dimensao
finita satisfazendo [...,[[S,T|T],...,T] =0, para algum n, (aqui [, | é o0 produto de Lie).
—_—

n
Sejam p um polinémio e

Vpr ={veV:p(T)"(v) =0, paraalgumm}.
Entéo V7 € invariante sob S.

De posse dos resultados acima, podemos demonstrar o seguinte:

Teorema 1.41 Seja L uma algebra de Lie nilpotente de transformacdes lineares em um
espaco vetorial V de dimensao finita. Entdo podemos decompor

\Y :Vl@VZ@"'@VH

onde os subespagos Vi, i = 1,2,...,r, sdo invariantes sob L e o polinbmio minimal da
restricdo de cada T € L sobre V; é uma poténcia de um polindmio irredutivel.

Demonstragdo. Se o polindmio minimal de cada T € L é uma poténcia de um polinémio
irredutivel, ndo ha o que demonstrar. Caso contrario, pelo Teorema da Decomposi¢do
Primaria, para cada T € L temos a seguinte decomposi¢éo:

V =Vp,1 @&V, 71 & BVp,T,

onde pj, i =1,2,...,k, sdo polindbmios irredutiveis, Vp1 # 0, k > 1 e existe m, tal que
(pi(T))™(Vp1) =0, para cada i.

Como L é nilpotente, pelo Teorema de Engel (1.38), todos os elementos de L sdo
ad-nilpotentes. Logo vale o Lema 1.40, ou seja, dado S € L, temos S(Vp;1) C Vp,1.

Se o0 polindbmio minimal da restrigédo de cada S € L a V7 € uma poténcia de
polinémio irredutivel, o teorema estd demonstrado. Caso contrario, temos, para cada
S € L, a seguinte decomposi¢ao

VpiT :VpilS @Vpizs b--- @Vpits’
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onde pj; € um polindmio irredutivel, Vpa,-S #0,t> 1, eexister tal que (pj, (S))r(VpijT) =0.
Novamente pelo Lema 1.40, os subespacos VpijT sdo invariantes sob os elemen-

tos de L. Portanto, usando inducdo sobre a dimensao de V, temos o resultado desejado.
O

Definicao 1.42 Seja L uma é&lgebra de Lie de transformacdes lineares em um espaco
vetorial V sobre um corpo algebricamente fechado F. Entdo a aplicacdo o.: T —— a(T)
de L no corpo base F € chamada um peso se existe um vetor ndo-nulo v € V tal que
(T—a(T))™(v) =0, paratodo T € L e algum m (dependendo de v e T).

O conjunto de vetores satisfazendo esta condicdo, juntamente com o vetor nulo,
é um subespaco V,,, chamado espago de peso de V correspondente ao peso o. Os esca-
lares o(T) séo chamados valores de peso.

Observe que os valores de peso sdo os autovalores dos elementos da algebra.

Exemplo 1.43 Considere L a algebra de Lie do Teorema 1.41 sobre um corpo algebrica-
mente fechado. O espaco vetorial V pode ser decomposto como

V=VigVo@- - PV,

onde paracada T € Lecadai=1,2,...,r, podemos associar o escalar o;(T) tal que
(A —a;(T))* é o polindmio minimal de T restrita ao subespaco V;. Entéo, a aplicagio
0;: T+ 04(T)deLemF éclaramente um peso e ainda temos Vo, =Vi, i=1,2,....T.

Lema 1.44 (Fitting) Seja T uma transformacéo linear em um espaco vetorial V de
dimenséo finita. Entdo V pode ser decomposto como V = Vgt ¢ Vi, onde Vot € Vit
sdo invariantes sob T, a transformacéo induzida em Vgt € nilpotente e a transformacao
induzida em Vi1 € um isomorfismo. Ainda,

Vir = () T'(V) e Vor ={veV:T'(v)=0, paraalgumi}.
i1

Demonstragdo. TemosV D T (V) D T?(V) D ---. Portanto existe um inteiro positivo r tal
que T"(V) =T (V) =-.-. Assim, T"(V) = () T (V). Vamos denotar T" (V) = Vy7.
i=1

SejaBi={veV: Ti(v) = 0}. Entéo, B; C B, C - -+, e existe um inteiro positivo
stal que Bs =Bs 1 =---. Temos Bs={veV :T'(v) =0 paraalgum i}. Denote Bs = Vor.

Tome t = max(r,s). Entdo Vor = Bt e Vit = TY(V). Sejax € V. Temos T!(x) =
T2(y), paraalgumy €V, pois TH(V) = T? (V).
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Podemos escrever x = (X — TY(y)) +Tt(y). Temos Tt(y) € Vi1, enquanto Tt(x —
THy)) = TH(x) — T?(y) = 0, donde x — T*(y) € Vor. Portanto, segue V = Vot + V7.

Agora, tome v € Vot NVi1. Como v € Vi1, entdo v = T!(w), para algumw € V.,
Por outro lado, v € Vot nos da Tt(v) = 0. Com isso, T#(w) = T{(T!(w)) = Tt(v) = 0. Isto
implicaw € Vor =Bt e Tt(W) = 0. Logo,v=0eVor NVir =0, donde V = Vg1 & ViT.

Como Vot = By, temos T' = 0 em Vor, mostrando que T restrita a Vor €
nilpotente. Ainda, Vi1 = TH(V) = TH1(V) = T(Vi1) e temos que T é sobrejetiva em
Vit. Logo, T restrita a Vo1 € um isomorfismo.

0]

O subespaco Vo7 no Lema de Fitting € chamado componente nula de Fitting de
V relativaa T.

Definicdo 1.45 Dada uma algebra de Lie de transformacdes lineares L, definimos a
Componente Nula de Fitting de V relativa a L como o subespaco

Vo={veV:T'(v)=0, paratodoT €L e algum i (dependendo de T e v)}.

Observacdo 1.46 Se a Componente Nula de Fitting relativa a L é diferente de zero, entdo
a funcéo nula é um peso de L.

Suponhamos F um corpo de caracteristica zero, L a algebra de Lie da Definigdo
1.42 e seja oo um peso. Conforme as discussOes anteriores, para cada vy, € V, temos que
(T—o(T)I)™(ve) =0, para algum m dependendo de T. Isto implica que o Unico autovalor
da restricdo de T em Vy, € o(T).

Temos também que em V,, existe um vetor ndo nulo v tal que T (v) = o(T)v, para
todo T € L. Como dados T e S pertencentes a L, temos T +S € L, entdo (T +S)(v) =
o(T +S)v.

Por outro lado, (T +S)(v) =T (v) +S(v) = o(T)v+o(S)v = (o(T) + c(S))v.
Logo o(T +S) = a(T) + a(S).

Do mesmo modo, se k € F, temos (kT )(v) = au(KT)(v) e k(T (v)) = k(a(T)v),
logo o(kT) =k(o(T)).

Portanto, os pesos de uma algebra de Lie sdo funcionais lineares.

Lembrando que o subgrupo aditivo de uma algebra de Lie L é um espaco vetorial,
podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.47 Seja D uma algebra de derivacGes de uma algebra de Lie L de dimensédo
finita. Se D é nilpotente, entdo
L=EP L,
(04

onde os L, s@0 0s espacos de peso, relativos a D.
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Demonstracdo. A demonstracdo é imediata usando o Teorema 1.41 e o Exemplo 1.43,
uma vez que D é uma algebra de Lie de transformacdes lineares nilpotente.
O

Lema 1.48 Seja 6 uma derivacdo em uma algebra de Lie L e seja F o corpo base de L.
Seo,peFexyelL,entdo

m

B—(a+BN™(xY) = X ( r: ) [(3—al)"(x),(3=BH™"(y)],

n=0

para todo m inteiro positivo.

Usaremos o lema acima para demonstrar o proximo resultado, sua demonstracao
pode ser encontrada em [18].

Proposicédo 1.49 Seja D uma algebra de derivacBes de uma algebra de Lie L de dimenséo
finita. Suponha D nilpotente e considere L = @ L, a decomposicao de L em espagos de

o
peso relativa a D. Sejam L, e Lg espacos de peso determinados por D correspondentes
aos pesos o e B, respectivamente. Entéo,

(Lo Lp] € Lotp, S€ 00+ € um peso
[La,Lp] =0, se 0.+ B ndo é um peso

Demonstragdo. Consideremos & € D e sejam x € Ly, y € Lg tais que (8 —a(8)1)"(x) =0
e (6—P(d)1)*(y) =0, onde r e s séo inteiros positivos. Por simplicidade, escreveremos o
para o,(d) e B para B(9).

Devemos mostrar que existe um inteiro positivo m tal que

(38— (a+B))"(x,y]) =0

quando o+ 3 € um peso.
Pelo lema anterior, temos

m m B
@ (a+BN™([xY]) = > ( ; ) [(8—al)(x),(8—B1)™ "(y)].
n=0
Portanto, basta tomar m maior que r + s para que o lado direto da igualdade seja
zero. Por outro lado, se o.+ 3 ndo € um peso, devemos ter L, g = 0.
O
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Observacédo 1.50 Dada uma algebra de derivacGes D nilpotente de uma algebra de Lie
L de dimenso finita, temos que os pesos o. de L relativos a D séo funcionais lineares, ou
seja, o € D*, onde D* € o0 espaco dual de D.

Seja A o grupo aditivo de D* gerado pelos pesos de L. Definindo L, = 0, se
b € D* e b ndo é um peso, temos que vale [La,Lp] € Laip, para todo a,b € D*. Portanto,
como A é um grupo abeliano, o Teorema 1.47 junto com a Proposi¢do 1.49 garante que L
é uma algebra de Lie A-graduada.

1.6 Modbdulos e Produto Tensorial

Para 0s nossos objetivos, um R-modulo M (o qual daremos a definigé@o rigorosa
a seguir) pode ser considerado como uma generalizagdo do conceito de espaco vetorial,
onde ao invés de exigirmos que os escalares pertencam a um corpo F exigimos apenas
que pertencam a um anel R. Diante disso, dado um automorfismo ¢ de um R-modulo M
é natural investigarmos propriedades de M estudando subgrupos M; de M com a seguinte
propriedade: para todo x € M; existe r; € R tal que x® = r; - x. Os subgrupos M; séo 0s
analogos dos autoespacos e os r; dos autovalores de uma transformacao linear.

Pretendemos extrair resultados sobre um anel de Lie L que admite um auto-
morfismo de ordem n via um R-médulo L, onde R é um anel conveniente. Faremos isto
usando propriedades dos subgrupos de L de mesma natureza dos M; descritos acima. A
construcdo de L se dara por meio do produto tensorial entre L e o anel Z|w] (que sera
definido adiante). As discussbes sobre modulos e produto tensorial tratadas aqui podem
ser encontradas em [2] e [9].

R-Mddulos

Definicdo 1.51 Seja R um anel (ndo necessariamente abeliano e com unidade). Um
R-mddulo a esquerda (ou um modulo a esquerda sobre R) € um conjunto M que satisfaz
0S seguintes axiomas:

(i) M possui uma operacédo binaria (M, +) em relacdo a qual M é um grupo abeliano;

(if) Existe uma acdo de R em M (isto é, R x M — M) tal que (r,m) — rm, para todo
r € R e paratodo m € M, a qual satisfaz:

(@ (r+s)m=rm+sm, paratodor,s€R, me M;

(b) (rs)m=r(sm), paratodor,s€ R, me M;
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() r(m=+n)=rm-+rn, paratodor € R,m,n € M.
Se 0 anel R tem unidade impomos um axioma adicional:
(d) Im=m, paratodo m e M.

Definicdo 1.52 Seja R um anel e seja M um R-mddulo a esquerda. Um R-submaodulo a
esquerda de M é um subgrupo N de M o qual é fechado sob a acdo dos elementos do
anel, isto é, rn € N, paratodor € R, n € N.

Analogamente podemos definir um R-mddulo e R-submédulo a direita. Neste
trabalho R representa um anel abeliano e usaremos apenas o termo R-moédulo M para
indicar que M € um mddulo a esquerda e a direita com rm = mr.

O proximo exemplo mostra que um grupo abeliano pode ser considerado natu-
ralmente como um Z-maodulo.

Exemplo 1.53 Seja A um grupo abeliano e escreva a operacao de A como +. Podemos
considerar A como um Z-mdédulo definindo a acéo de Z da seguinte forma: para todo
n € Z e a € A definimos

at+a+---+a,sen>0
(n copias de a)

na=4 0,sen=0

—a—a—---—a,sen<0

\ (n cépi;s de -a)

Lembrando que o grupo aditivo de um anel de Lie L é abeliano, concluimos que
L pode ser considerado como um Z-maodulo.

Definicdo 1.54 Sejam M e N R-mddulos. Uma aplicacdo ¢ é um homomorfismo de

R-mddulo (ou apenas homomorfismo, quando nao houver risco de confuséo) se

o(rx+y) =ro(X) +o(y),

paratodos X,y € M etodor € R.

Os R-modulos M e N séo ditos isomorfos quando ¢ é um isomorfismo, ou seja,
quando ¢ é um homomorfismo injetivo e sobrejetivo.

Definicdo 1.55 Dizemos que um R-mddulo F é livre sobre o subconjunto A de F se para
todo elemento nédo nulo x € F, existem elementos Unicos e ndo nulos ry,ry,...,r € R e
ai,ap,...,an € Ataisque x =ria +rqas+- - - +rpap, paraalgum inteiro positivo n. Neste
caso dizemos que A é um conjunto de geradores livres de F.
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Na verdade, existe um teorema cuja demonstracdo pode ser encontrada em [2],
o qual garante que dado um conjunto A, existe um R-modulo livre F(A), que satisfaz
a seguinte propriedade: se M é algum R-mddulo e ¢ é uma fungdo ¢ : A — M, entdo
existe um Gnico homomorfismo ¢ : F(A) — M tal que ¢(a) = ¢(a), para todo a € A.
Os elementos do R-mddulo F (A) séo na verdade todas as combinagdes lineares da forma
ria; +rqas +---+rpap, onde ry,ro,....rp € R € ag,a,...,ay € A, para algum inteiro
positivo n.

Produto Tensorial

Suponha que R seja um subanel de um anel S. Dado um R-mddulo M é natural
perguntar se M pode ser considerado como um S-mddulo ou ainda se existe um S-modulo
que contenha uma cépia isomorfa de M. O produto tensorial que sera definido a seguir
permite em certos casos definir um S-mddulo que contenha uma copia isomorfa de M.
Este serd o nosso objetivo agora, construir um R-médulo L (R conveniente) que contenha
uma copia isomorfa de um anel de Lie L admitindo um automorfismo de ordem finita.

Sejam A e B dois R-modulos. O produto tensorial A ®g B é definido como o
grupo quociente do R-maodulo livre gerado pelos geradores livres a® b,a € A,b € B, pelo
R-submadulo gerado por todos elementos da forma

ra®b)—ra®b, raeb—axrb,
a® (b1 +by) —(a®bi+a®hby),
(a1+a)®b— (a1 ®b+a,®b),

onder € R;a,a1,ap € A;b,by,by € B.

Equivalentemente podemos considerar o produto tensorial como o conjunto de
todas as somas

{ Y rapa®b:racAbeB }

onde identificamos os elementos

r(a®b)=ra®b=a®rb,
a®(b1+by) = (a®bi+axb,),
(a1+a2)®@b=(a1®b+ay®b).

Neste trabalho, usaremos apenas um exemplo de produto tensorial e alguns
conceitos basicos desta teoria. Maiores detalhes sobre este assunto podem ser encontra-
dosem [2] e [9].
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Dada uma raiz n-ésima da unidade ®, podemos construir o anel
Zlo| =Z&Zo® - & Zo® WL
onde ¢(n) é a Funcédo de Euler. A soma e o produto sdo os usuais de nimeros complexos.

Seja L um anel de Lie. Como Z[w| e L sdo Z-mddulos, podemos definir o
produto tensorial L ®7 Z|w] que denotaremos apenas por L ® Z[w].

De fato, L ® Z|w] € um Z[w|-mddulo, definindo o produto
k-a®b=a®k-b,
paratodok € Z[w| ea®b € L ® Z[w].

Também podemos considerar L ® Z[w] como um anel de Lie, definindo o produto
como
[al (029 bl, A ® bz] = [8.1, 8.2] X blbz. (1-2)

O anel de Lie L, pode ser imerso em L ® Z[w] pela aplicagdo a — a® 1.
Dado um automorfismo ¢ de ordem finita n de um anel de Lie L, podemos

considerar @ como um automorfismo de L ® Z[w| fazendo ¢ agir de forma trivial em
Z|w], ou seja, (a®b)? =a®®b, paratodo a®b € L® Z[o)|.

Lema 1.56 Considerando L = L ® Z[w)] o anel de Lie definido acima e ¢ um automor-
fismo de ordem finita n do anel de Lie L agindo em L da forma descrita anteriormente,
temos as seguintes propriedades:

() Ci(p) =CL(9) @ Z[w];
(i) LO®) =LO @ Z[w];
(iii) ys(pL) = vs(pL) ® Z[w].

Demonstracéo. Demonstragdo do item (i). A inclusdo Ci(¢) ® Z[w] C C;(¢) € imediata.
Para demonstrar a inclusdo contraria observe que

o1 _
L= P LoZo"
i=0
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Sendo assim, € suficiente demonstrar que C;(¢) NL ® Zo' = CL(9) ® Zw', onde
i=0,...,6(n) — 1. Poroutro lado, C;(¢) NL® 1 = CL(¢) ®1, 0 que implica

C:(@)NLR®Z =CL(9)®Z,

poisL®Z=L®1,umavezque/@m=m{®1, paratodo ¢ € L e todo m € Z. Na verdade,
temos L ® Zo' = L® o', pelo mesmo argumento.
Diante disso, dado ¢ € C;(¢) NL® Zw' podemos considerar £ = ¢ ', para
algum ¢ € L. Mas
o' U=Il®1eC(g),

que implica ¢ € C_(¢). Portanto, / ® o' € CL(¢) ® Zo' e consequentemente

C:(¢) NL®Zo' =Ci(9) ® Zo', para todo i =0,...,¢(n) — 1.

Demonstracao do item (ii). Usando a definic&o do produto em L e lembrando que
0 anel Z[w] possui identidade multiplicativa, é facil verificar a igualdade

LD =LY g, Z[w)],

uma vez que L = [L, L] é o ideal gerado pelo conjunto {[x,y] : x,y € L}.
Portanto, como L(®) = [L(s~1 [(s-1)] o resultado segue por inducéo sobre s.

Demonstragdo do item (iii). A demonstracéo é analoga ao item (ii), uma vez que,
Y2(pL) = (pL)(Y) e lembrando que s (pL) = [ys1(pL). L.
U



CAPITULO 2

Automorfismos de Anéis de Lie

O objetivo principal deste capitulo € demonstrar um teorema devido a Higman,
Kreknin e Kostrikin encontrado em [9], o qual afirma que se um anel de Lie admite um
automorfismo regular de ordem prima p, entéo ele é nilpotente e sua classe de nilpoténcia
é limitada por um namero h(p).

O roteiro para a demonstracdo consta basicamente de duas etapas: a primeira
delas consiste em demonstrar o resultado para o caso em que o anel de Lie é soluvel, e a
segunda etapa demonstrar que um anel de Lie é soltvel quando admite um automorfismo
regular de ordem p.

A técnica utilizada permitira enunciar outra versao do teorema, conhecida como
versao combinatorial. Essa nova versdo seré de grande importancia para extrair resultados
sobre automorfismos quase regulares, que é o tema do préximo capitulo.

Dado um automorfismo ¢ de um anel de Lie L, frequentemente usaremos o tensor
L=L®yg Z[w], onde podemos assumir que ¢ age de forma natural em L, do seguinte
modo, (/®b)?=/¢?®Db, paratodo /€ Leb € Z|w).

2.1 Automorfismos Regulares de Anéis de Lie Soluveis

O resultado a ser alcangado afirma que se ¢ é um automorfismo de ordem prima
p de um anel de Lie L, entdo, para todo numero natural s > 1, temos
Ye1(pL) € ia(CL(g)) +L®,

onde f = f(p,s) = (p’pl%

Por outro lado, conforme mostramos no Capitulo 1, dados um anel de Lie L
e ¢ € AutL, o produto tensorial L = L ®7 Z[w] também é um anel de Lie e valem as
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seguintes igualdades:
(i) ia(C(9)) = ia(CL(9)) ®z Z[w];
(ii) LO® = LO) @y Z[w];

(iii) s(PL) = %s(pL) @z Z[o.

Portanto, se
Ye+1(pL) € ia(Cc(9)) + L),

entdo
Yr+1(pL) ®1 =7r11(pL)NL®1 C

C <id (Cr(0)) +E(s)> ®zZlo]|NLel= (id(CL((P)> + L(S)> ®1,
ou seja, podemos supor sem perda de generalidade que L = L.
As definicbes a seguir sdo fundamentais as técnicas aplicadas aos resultados
principais.
Definigdo 2.1 O subgrupo aditivo do anel de Lie L dado por
IL={reL: *=0w't}

é chamado ¢-componente de L com respeito a ®'. Os elementos de uma @-componente
sdo chamados ¢-homogéneos.

Defini¢éo 2.2 Dado um automorfismo ¢ de ordem n de um anel de Lie L. Um ideal | de
n—1

L é dito g-homogéneose | = ' IN'L.
i=0
Lema 2.3 Seja L um anel de Lie e ¢ um automorfismo de ordem n. Entéo:
(i) nLCOL+1L+4---+"1L.
(ii) Se lo+ €1 +---+0n_1 =0, 0nde ¢ € 'L, entdo n¢; =0, paratodo j=0,1,...,n—1.

(iii) Se o grupo aditivo de L n&o tem n-torgdo, (ou seja, para algum ¢ € L a igualdade
n¢ =0 implica ¢ = 0), entdo a soma das ¢-componentes é direta.



2.1 Automorfismos Regulares de Anéis de Lie SolGveis 41

Demonstracdo. Demonstracdo do item (i). Para cada ae L e cadai=0,1,...,n—1,
- nil - - -
definimos 'a = )’ o %a?", Temos que 'a € 'L. De fato,
s=0

; nlo s ? -t s+1
(fa)? = [ Yo "-a® = Yo a =

s=0 s=0 (2_1)
- n_l - S+l - n_l - r . -
- - 2(0_'(3+1)-a(9 — - Zm"r-a‘p —o'-a,
s=0 r=0
onde fazemos r = s+ 1. Por outro lado,
n—1 n—1n-1 . . n—1 n—1
Y'a=> Yo" a”=>a" > o *=na® =na,
i=0 i=0s=0 s=0 i=0
n—1 n-1
pois, para s = 0, temos 2 o’ =ne, paras # 0 (mod n), temos Z ®" =0, uma vez que
i=0 i=0
n-1 n-1 n-1
o° 2 O = 2 m(l+1)s _ 2 (DJS’
i=0 i=0 j=0
ou seja,
n-1
(@ —1) > w*=0.
i=0
n-1
Como ®° # 1, temos que Y ' =0.
i=0
n—1
Demonstragdo do item (ii). Aplicando ¢¥, k=0,1,....,n—1,em Y ¢ =0,
i=0
temos:
fy + /1 + by + ... + lh_1=0
b+ ot-n + 0l +...+ "1l 1=0

by + 0)2'51 + 0)4-52 + ... + Coz(n_l)'gn,1:0

o+ o1t + 0V + .+ DDy L =0.

Para mostrar que n-¢; = 0, para algum i, multiplicamos cada uma dessas
equacOes por uma poténcia de o apropriada para fazer o coeficiente de ¢; igual a 1 e

entdo somamos todas as n equagdes. Observando a soma destas equacdes, vemos que
n—1

o coeficiente de cada ¢; é exatamente Z o'¥. Ent&o torna-lo igual a 1 é o mesmo que
k=0
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n-1 .
multiplica-lo por poténcias apropriadas de forma a torna-lo z o - o % Com isso,

k=0
n—1

fazemos com que o coeficiente de ¢j (j # i) seja 2 o=k o qual é igual 0 conforme
k=0

demonstramos no final do item (i).

Demonstracdo do item (iii). Como L ndo tem n-torcéo, se tivermos
lo+l1+---+l1=a0+ar+---+an-1,

onde ¢, a; € 'L, entdo
((1—ag)+---+(h-1—an-1)=0

e, pelo item (ii), temos n(¢j —aj) =0, paratodo j =0,1,...,n—1. Portanto /; = a;.
O

Lema 2.4 Paratodosie j, temos
LI i,

onde i+ j é calculado moddulo n. Em particular, a soma das ¢-componentes
OL +1L+---+""1L & um subanel do anel de Lie L.

Demonstracdo. Paraa € 'L e b € IL, temos
[a,h]® = [a®,b%] = [0'-a,® - b] = 0] - [a,b]

e, assim, [a,b] € "*IL, como desejado.
U

Dado um automorfismo ¢ de ordem n de um anel de Lie L, usando o Lema 2.4
e observando que a ¢-componente L é o subanel dos pontos fixos de ¢, concluimos que
0 grupo aditivo do ideal j4(CL(¢)) é gerado pelos comutadores simples que possuem um
subcomutador [1xy, ..., x|, onde 'ixj € iL e iy +--- +ir = 0 (mod n).

Lema 2.5 Seja p um ndmero primo e sejam ig,...,ix elementos ndo nulos de Zp (né&o
necessariamente distintos). Seja M o conjunto

seS

M:{Eis:sg{l,z,...,k}}
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onde, por defini¢do, a soma é 0 para S = 0. Entdo ou M = Zp ou | M |> k+ 1.

Demonstracdo. A demonstracdo sera feita por inducdo sobre k. Denotaremos por
M(s) o conjunto de todas as somas envolvendo {is,...,is}. Para k = 1, temos
IM(1)| = |{0,i1}| = 2, pois iy # 0.

Como M(k) C M(k+1), se M(k) = Zp entdo M(k+ 1) = Zjp. Sendo assim basta
provar o caso em que [M(k)| > k+ 1. Para isto suponha que alguma soma ¢ + ix1, onde
6 € M(k), ndo pertence a M(k). Entéo

IM(k+1)| > M(k)|+1> (k+1)+1.

Por outro lado, se toda soma o + i1 pertence a M(k), entdo, por recor-
réncia e tomando ¢ = 0, temos ik, 1, 2ik+1, 3iks1,---, (P — 1)ikr1 € M(k). Como
0,ik+1, 2ik+1, 3ikt1,- .-, (P —1)iks1 sdo distintos (pois Zp ndo possui subgrupos proprios
e iy #0), temos que [M(k)| = [M(k+1)| = p, ou seja M(k+1) = Zp.

O

Mostraremos um resultado para o subanel H = %L + 1L+ ...+ P~1L que afirma
que para todo nimero natural s temos

Yi(ps)r1(H) S HE +ig (L), (2-2)

onde f = f(p,s).

Deveremos ser capazes de observar na demonstracdo deste resultado dois fatos:

1. Esta sendo demonstrado um resultado mais geral, no qual H é considerado um anel
de Lie Zp-graduado.

2. Como H contém pL, temos que o resultado também € valido para o subanel pL.

Estes fatos mais gerais que acabamos de comentar, permitirdo enunciar a versao
combinatorial do Teorema HKK 1.

Proposicdo 2.6 Considere H = °L +*L 4 --- 4 P~L. Para todo niimero natural s > 1,
temos

() [n(H'),H,H,...,H] C yapa (H') +ig OL), n > 1;

p—1

LComo ¢ conhecido o Corolério 2.16 devido a Higman, Kreknin e Kostrikin.
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(1) Y(p_1ns2(H) S ¥nra(H') +ia °L), n > 0;

(i) Yi(ps)+1(H) CH® +ig (°L), onde

—-15-1
f(p.s)=1+(p—1)+(p-1)*+ - +(p-1)°" = %
Demonstracgdo. Demonstracédo do item (i). Temos que H' e y,(H’) séo ideais de H e sdo
¢@-homogéneos, ou seja,

p—1 . p—1 .
H = Y HAIL e m(H) = ¥ ya(H)NIL.
i=0

i=0
Assim, basta mostrar que

[io(:? ily17 i2y27 ) ip_lyp—l] € Yn-l—l(H/) +id <0L>

para todo elemento ¢-homogéneo 'o¢c € y,(H’) NoL e ky € L,

Podemos assumir iy = 0, paratodor =0,1,...,p—1, pois, se iy = 0 para algum
r, teremos [1oc,'1y;, "2y, ... Te-1yy 4] € iq(°L). Note também que, pelo Lema 1.22, toda
permutacdo de elementos 'y;,'2y,. ..., -1y, 4 ndo altera o comutador médulo o sub-
grupo Yn+1(H’).

Pelo Lema 2.5, podemos arranjar os p— 1 indices iy, ip,...,ip—1 de modo a obter
qualquer elemento de Zp. Em particular podemos obter —ig, ou seja, podemos escrever
o comutador [c,tyy, "2y, ... -1y, 4] como a soma de um comutador com segmento
inicial em °L (consequentemente pertencendo & jg(°L)) e outros em yn1(H).

Demonstracgdo do item (ii). A demonstracdo sera feita por inducéo sobre n. Para
n=0, temos y2(H) = [H,H] =vy1(H’) e paran > 0:

Yip—n+2(H) =Yp-1)(n-1)+2+p-1(H) = [Yp-1)(n-1)+2(H),H,H, ... . H].
p—1
Agora, pela hipotese de inducéo e pelo item (i), temos:
Yip-1yn-1)+2(H). HoH o H] € [y (H), HUHL - H] g (OL) © s (H) +ig (OL),
p—1 p—1

conforme desejado.
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Demonstracdo do item (iii). A demonstracao seréa feita por inducéo sobre s. Para

s=1,temos y,(H) = H’ e, para s > 1, usando (p’pl% = (p—l)%Jrl e 0 item

(ii), temos:
YV(ps)+1(H) =Yp-1)t(ps—1)+2(H) S ¥i(ps—1)+2(H") +ia (°L).
Agora, usando a hipotese de inducédo no anel de Lie soltvel H’, concluimos que
Vi(ps—1)+2(H) +ia (OL) € (H) & +ig OL) = HE) 44 (L),

conforme desejado.

Teorema 2.7 Se ¢ &€ um automorfismo regular de ordem prima p de um anel de Lie L,
entdo, para todo numero natural s > 1, temos

Yt (ps)+1(PL) Cig (CL(9)) + L,

(p—1)°-1
p—2

onde f(p,s) =

Demonstracdo. A demonstracdo segue pela aplicacdo do item (iii) da Proposicdo 2.6,
mediante as seguintes observacGes:

PLCH =L+ Pl e HO CLE.

Teorema 2.8 (Kreknin, Kostrikin) Se um anel de Lie L é soltvel de comprimento deri-

vado s e admite um automorfismo regular ¢ de ordem prima p, entdo L € nilpotente e sua
- "~ - , - _1\S_

classe de nilpoténcia é no maximo (ppl%

Demonstracgo. Por hipétese, °L = 0 e L() = 0. Com isso, aplicando o Teorema 2.7 e 0
Lema 1.21, temos

p Pyt (g a(L) = Vi (ps)+1(PL) = 0.

Em particular isso implica que o grupo aditivo de y¢(ps)41(L) (que é abeliano)
€ um p-grupo, o qual é g-invariante. Pelo Lema 1.12, se o grupo aditivo de v ps)+1(L),
OU seja, se Yf(p,s)+1(L) ndo for igual a 0, o automorfismo ¢ deveria ter um ponto fixo ndo
trivial, contrariando a hipétese. Portanto vy 5)41(L) = 0, conforme desejado.
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Anunciamos agora uma versdo combinatorial do teorema anterior.

Teorema 2.9 Sejam p um primo, s um numero natural e seja f = f(p,s) = (p—1p-1

. . p—2
Se 'tyy,2y,, ... '+l y¢ 1 sAo alguns elementos de um anel de Lie com indices superiores
arbitrarios iy, ip,...,if11 € Z, entdo o comutador simples

[1y1,"2y2, .., 1y 4]

pode ser representado como uma combinacgéo linear de comutadores, cada qual pos-
suindo 0 mesmo conjunto de entradas yq,2ys, ... '+1y¢. 1. Além disso, para cada co-
mutador dessa combinac&o linear ou o comutador pertence a L(®) ou o comutador contém
um subcomutador com seus indices superiores somando 0 modulo p.

Demonstracdo. Seja m uma raiz p-ésima da unidade e seja F um anel de Lie livre sobre
Z[w] com geradores livres '1yy,12y, ... 1ty 4 Paracadai=1,2,...,p— 1, denotamos
por 'F o subgrupo aditivo de F gerado por todos os comutadores nos geradores livres
hy, J2y, . +lys ) tais que a soma dos indices superiores de suas entradas é igual i
modulo p.

Note que o grupo aditivo do ideal i (°F) é gerado por todos os comutadores nos
elementos '1yy,2y,, ... 41y 4 que possuem subcomutadores com indices superiores
somando zero médulo p.

Definimos um automorfismo ¢ de ordem p de F colocando /¢ = '¢, para todo
(e'F,i=0,1,...,p—1, eestendendo a acdo de ¢ paraasomaF = EiF por linearidade.
i

Desta definicdo, temos que os subgrupos aditivos 'F sdo as ¢-componentes.
Como o grupo aditivo F ndo possui torcdo, pelo item (iii) do Lema 2.3, temos

F=FaplFg. ...k
Pela Proposic¢éo 2.6, item (iii) (onde H = F), segue que:
[1y1,2ys,... 1y a] € FO 4 i4(°F).

Como os ideais F(®) e id (°F) sdo multihomogéneos com respeito aos geradores
livres sys, entdo o resultado é verdadeiro para F. Agora, conforme discussao do Capitulo
1 sobre anéis de Lie livres, podemos definir uma bijecdo (identidade) entre os geradores
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hyy 2y, oty 4 de F e os respectivos elementos de L e, em seguida, estender para
um homomorfismo de F em L provando o resultado para L.
O

2.2 Automorfismos Regulares de Anéis de Lie

Nesta se¢do demonstramos que se ¢ € um automorfismo de ordem n de um anel
de Lie L, entdo (nL)(") C iq(°L), onde f = f(n) =2""1 —1. Agora, se demostrarmos para
L temos

) Me1=mD)"nLelc 4L @zZojnLel= g°L) o 1.
Assim, podemos assumir sem perda de generalidade que L = L.

Ao contrario do que foi feito na secdo anterior, primeiro demonstraremos 0
resultado na sua forma combinatorial.

Lema 2.10 Suponha que a, b e ¢ sejam nimeros naturais tais que 1 < a,b,c <n-—1. Se
a-+b=c(mod n), entdo ou ambosa >ceb > couambosa<ceb<c.

Demonstragdo. Comoa<neb <n,temosa+b < 2n. Entioa+b=coua+b=c-+n.
No primeiro caso, claramente a < ¢ e b < ¢, enquanto no segundo ambos sdo maiores
que c, pois se algum fosse menor que ¢, digamos a < ¢, entdo como b < n teriamos
a+b < c+n, o que contraria o raciocinio anterior. Portanto, ou ambos a > ce b > c ou
ambosa<ceb<c.

O

Proposicédo 2.11 Suponha que w seja uma raiz n-ésima da unidade e que o anel de Lie H
sobre Z[w| admita um automorfismo ¢ de ordem n, onde H é decomposto em soma direta
de ¢-componentes do seguinte modo:

H="HoH®’H®---a"H.
Entéo, paratodok=1,2,...,n—1,

(i) H@ D AkH C (IR K21 THY 4 (OHY);

(i) HZD € (IH 4 2H L n=th) g (OH);
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(iii) H@ =D C g (OH).

Demonstracdo. Demonstramos os itens (i) e (ii) simultaneamente por inducdo sobre k.
Para k = 1. Demonstracdo do item (i). Temos

HOAYH = Y [HEYUH HE Y avH).
U-+v=w
Logo H' Nn1H é gerado por todos comutadores [x,y] onde x € 'H, y € 'H e
i+j=1(mod n).Seiou jéigual a0, temos [x,y] € iq(°H). Se ambos sdo maiores que
0, pelo Lema 2.10, ambos sdo maiores que 1 e assim [x,y] € (°H,3H,...,""1H).
n—1 _ _
Item (ii). Temos H' = O H'N'H e do fato 'H C (?H,3H,...,""*H) + 4 (°H),

i~0 _
para i =0,2,3,...,n— 1, junto com o item (i), temos H'N'H C (®H,3H,...,""1H) +

ia (°H), para todo i. Portanto, H’ C (?H,3H,... ,""TH) 44 (°H).

Para k > 1, provamos (i) primeiramente usando a hipotese de inducéo de (i) e (ii).
O subanel H®™) nkH & gerado por todos comutadores [x,y], onde x € HZ =1 iy,
ye HZ =D niH ei+ j=k (mod n). Se algum i, j é igual 0, entdo [x,y] € ig(°H). Se
ambos sdo maiores que 0, entdo pelo Lema 2.10 ou ambos sdo maiores que k ou ambos
sdo menores que k. No primeiro caso € imediato.

Ja no segundo caso, aplicamos (ii) ao subanel H (21-1) g qual contém x e y:
H(Zk—lfl) C <kH,k+1H .. .7n71H> +id <0H>

. k—1 /. P . ~ .
Assim, o elementoy € H® " ~1 ¢ igual médulo jq(°H) a uma combinag&o linear

da forma ]

[Ug,Uz,...,Ug, Us€"H, is>k Y is=j(mod n).
=1

Por repetidas aplicagBes da identidade de Jacobi [a, [b,c]] = [a,b,c] — [a,c,b],
todo comutador [x, [ug, Uy, . .., Ug]] pode ser expresso como combinagéo linear de comuta-
dores simples da forma

[X;U(1); - - -, Un(q)], Onde T & Sq.

Logo o comutador [x,y] é igual médulo ig(°H) a uma combinacéo linear de
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comutadores simples da forma

. q
[X7V1aV29"'7VQ]7 VSEJSHv j52k7 ZJSEJ (mOd n)7
s=1

onde é satisfeito
i+ji1+j2+---+jg=k (modn), pois i+ j=k (mod n).
Se tivermos jq =k, entéo
i+j1+j2+-+Jjg1=0 (mod n),
que significa [x,v1,V2,...,Vg—1] € OH. Consequentemente,
[X,V1,V2,...,Vq] € ia OH).
Se, no entanto, jq >k, entéo claramente
i+ji+Jo+-+jg-1=t#0 (mod n)
e, pelo Lema 2.10, temos t > k. Assim,
X,V1,V2,...,Vg_1,Vq] € (H,JaH) C (1K K2y . n=lpy,
Logo, em todos 0s casos, 0s comutadores [X,V,Vz, ..., Vq] estdo contidos em
(FIH2H L IHY g OH).

Portanto, este subanel também contém [x,y], como desejado.

Agora vamos provar o item (ii) usando a hipdtese de inducéo para k — 1 no anel
de Lie HE™):

(H@ ) @D ¢ (@ kg, @D Akt HE) A1y 4 OH).
Os subgrupos aditivos HZ ™) Ak 1H, H@ D ake2y  HE@ ) An-1Y estdo conti-
dos no subanel (*'H,**2H ... "“1H) o qual também contém o subgrupo aditivo

H@™) nkH, pelo item (i). Portanto,

H(Zkfl) _ (H(zkfl))(zkflfl) C (k“H,k*ZH,...,”’lH) +id<OH>,
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como desejado.

A demonstracgdo do item (iii) segue de (ii) colocando k =n — 1.
O]

Antes de enunciar o préximo teorema, vamos relembrar a identidade para varie-
dades soluveis, definidas pelas identidades

So(X) =X, 81 =[X1,%2], ..., Oks1= [Sk(Xl,...,sz),8k<X2k+1,...7X2k+1)].

- , -1 . . .
Teorema 2.12 Sejam n um ndmero natural e f(n) = 22" 1, Se y1,2y5,. MOy
sao alguns elementos de um anel de Lie arbitrario com indices superiores arbitrarios
i1,i2,...,1¢(n) € Z, entdo o comutador

82n71,1(i1y17i2 y2; ce 7if(n) Yf(n))

pode ser representado como uma combinacao linear de comutadores cada qual possuindo
0 mesmo conjunto de de entradas '1yy,2y,, ... 't Y£(n) € contendo um subcomutador com
indices superiores de soma igual a zero médulo n.

Demonstracdo. A demonstracao € analoga a demonstragcdo do Teorema 2.9.

Seja ® uma raiz p-ésima da unidade e seja F um anel de Lie livre sobre
Z[w] com geradores livres Ly, J2y, Jim Yf(n)- Paracadai=1,2,...,n—1, denotamos
por 'F o subgrupo aditivo de F gerado por todos os comutadores nos geradores livres
hyyl2ys i) Y£(n), tais que a soma dos indices superiores de suas entradas € igual a i
maodulo n.

Note que o grupo aditivo do ideal jq(°F) é gerado por todos os comutadores
nos elementos 'yy, 2y, . .. Jr(m Y£(n) que possuem subcomutadores com indices superiores
somando zero médulo n.

Definimos um automorfismo ¢ de F de ordem n colocando ¢ = ®'/, para todo
¢e'F, i=0,1,...,n—1, eestendendo a acdo de ¢ paraasomaF = ZiF por linearidade.

|

Desta forma os subgrupos aditivos 'F sdo as ¢-componentes. Como o grupo aditivo F ndo
possui tor¢éo, pelo item (iii) do Lema 2.3, temos

F=FalFa...-o"F
Pela Proposicdo 2.11, item (iii), segue que

62n—1_1(i1y17i2y27~-~7if(n>yf(n)) € ia(°F).
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Teorema 2.13 Se ¢ é um automorfismo de ordem finita n de um anel de Lie L, entdo

(nL)(f(n)) C id<0|_>7

ondeOL:{£+g®+g¢2+...+g¢“*1 felle f(n):2”_1—1,

Demonstracio. Temos, pelo Lema 2.3, nL € °L +2L + --- 4+ "L e, portanto, pelo
Teorema 2.12, temos
(L)) € g (OL).

Corolario 2.14 Suponha que o anel de Lie L admita um automorfismo regular de ordem
finita n.

(i) Se o grupo aditivo de L ndo possui n-tor¢éo (ou seja, n¢ = 0 implica ¢ = 0), entdo L é
soltvel de comprimento derivado no maximo 2" % —1.

(if) Se n é um namero primo, entdo L é soltvel de comprimento derivado no maximo
2011,

Demonstracdo. Demonstracéo do item (i). Pelo Teorema 2.13, temos
=11 on-1_ (n-1)_
n® P t=(nL)® Tt C g(°L) € ig(CLg)) =0.

Portanto,
92112 L2n71 1

n-(n

. n . n 2n-1_3 on-1
e, juntamente com fato de L ndo possuir n-tor¢do, obtemos n? L2" =1 = 0. Proce-

)=0

dendo do mesmo modo, temos 2" ~1 = 0.

Demonstracdo do item (ii). Se n = p € primo, o fato de 12" -1 = 0 implica em

L2 =1 ser um p-grupo abeliano n&o trivial. Logo, pelo Lema 1.12, ¢ possui um ponto
fixo ndo trivial. Portanto, necessariamente L2 1 = 0.

0]

O teorema a seguir nos permite obter um limite superior em fungéo de n para o
comprimento derivado de um anel de Lie admitindo um automorfismo regular de ordem
n.
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Teorema 2.15 (Kreknin) Se um anel de Lie L admite um automorfismo regular de ordem
finita n, entdo L é solGvel e seu comprimento derivado nédo é maior que 2" — 2.

Demonstracdo. Sejam L um anel de Lie, ¢ € AutL, |¢| =ne C_(¢) = 0. Defina
T={acL : n.a=0, paraalgumk =k(a) € N}.
Note que T é um ideal @-invariante. Pelo Teorema 2.13,

0 — (nL)(f®) — pf() . @ *-1)
onde f(n) =22""~1. Assim, L@" =1 C T. Logo é suficiente provar que T(2" -1 =,
uma vez que

L@-2) _ (L@ D)@ 1) c 7@ 1) g

Como todo elemento de T possui ordem finita e igual a uma poténcia de n,
podemos decompor o grupo periddico abeliano T em uma soma direta de seus subgrupos
de Sylow

T=Ty ®Tp,®--- DT,

onde n = p'il p'§2 ... p% é a decomposicdo de n como um produto de poténcias de primos.
Note que estes subgrupos de Sylow sdo subanéis @-invariantes e [xj,xj] = 0 sempre que
X € Tp; € Xj € Tp;, com i # ]. Entdo € suficiente provar que cada subanel Ty, € sollvel de
comprimento derivado no méaximo 2" 1 —1,

Temos n = pXs, p € {p1,p2,...,pr} € (p,s) = 1. Podemos obter a seguinte
decomposicao (¢) = (@) (@) onde (@) pl = [(0%)] = p* € [(9) | = |(9P")| = s. Entdo
CTp((ppk) =0, pois se CTp((ppk) = A #£0, temos Ca(9®) # 0, uma vez que |(¢°)| = p* e
A é ¢*-invariante (veja Lema 1.12). Logo CTp((ppk) NCr,(¢°) = Cr,(9) # 0, 0 que € uma
contradicdo. Portanto, Cr, ((ppk) =0.

Assim T, admite um automorfismo regular (ppk de ordem coprima com todos
os elementos de seu grupo aditivo, logo pelo item (i) do Corolario 2.14, T, é solavel de
comprimento derivado < 2"~ —1.

O

Agora estamos prontos para obter um limite superior em funcdo de p da classe
de nilpoténcia de um anel de Lie admitindo um automorfismo regular de ordem prima p.
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Corolario 2.16 (Higman, Kreknin e Kostrikin) Se um anel de Lie admite um automor-
fismo regular de ordem prima p, entéo ele € nilpotente e sua classe de nilpoténcia é limi-

. 2Pt
tada por algum numero h(p), o qual depende somente de p e é no maximo (pl)ple

Demonstracdo. Dado um anel de Lie L que admite um automorfismo de ordem prima
p, temos pelo item (ii) do Corolario 2.14 que L e soltvel de comprimento derivado

< 2P~1 _1 e, portanto, pelo Teorema 2.8, temos que L é nilpotente de classe no maximo
(1?11

=2 , conforme desejado. 0

O coroléario acima serd chamado ao longo do texto de Teorema HKK. A funcéo
h(p) do Teorema HKK é conhecida como Fun¢do de Higman.

Podemos também formular uma versdo combinatorial do corolario acima, co-
nhecida como versdo combinatorial do Teorema HKK.

Corolario 2.17 Para todo nimero primo p existe um nimero natural h(p), dependendo

L. 2Pt C i
somente de p e sendo no mMaximo (pl)ple tal que se tyy,2y,,... ety o
sao alguns elementos de um anel de Lie arbitrario com indices superiores arbitrarios
i1,i2,...,Ih(p)+1 € Z, entdo o comutador simples

[1y1,12y,, ... e Yn(p)+1]

pode ser representado como uma combinacédo linear de comutadores, cada qual com o
mesmo conjunto de entradas '1y;,'2y,, ... e+ Yh(p)+1 € contendo um subcomutador com
indices superiores com soma zero modulo p.

Demonstracdo. A demonstracdo pode ser obtida do Corolario 2.16 construindo um anel
de Lie livre F, como foi feito nos Teoremas 2.9 e 2.12.
O Teorema 2.9 garante que

[1y1,/2y, ... ety o] € H@ D 4 4 (OF)
e 0 Teorema 2.12 garante que
HZ 0 ¢ 4 (OF).
U

Usando a identidade de Jacobi [a, [b,c]] = [a,b,c] — [a,c,b], podemos expressar
todo comutador como uma combinagéo linear de comutadores simples, cada um com o
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mesmo conjunto de entradas. Isto permite “fortalecer” a conclusdo do Corolario 2.17 no
seguinte sentido:

Coroléario 2.18 Para todo nimero primo p existe um nimero natural h(p), dependendo

. Cay2Plog . . .
somente de p e sendo no maximo (pl)lTl tal que se '13’17'23&’---a'h”)“)’h(p)ﬂ
sdo alguns elementos de um anel de Lie arbitrario com indices superiores arbitrarios
i1,i2,...,Ih(p)+1 € Z, entdo o comutador simples

[1y1,i2y,,... e Yn(p)+1]

pode ser representado como uma combinacéo linear de comutadores simples, cada qual
com o mesmo conjunto de entradas 1y, .2y, ... e Yh(p)+1 € contendo um subcomuta-
dor com indices superiores com soma zero médulo p.

2.3 Automorfismos Semisimples

Nesta secdo demonstramos algumas generalizagdes dos resultados obtidos nas
duas sec¢des anteriores. Suas demonstracfes também podem ser encontradas em [11] e
[17].

Um automorfismo ¢ de ordem n de um anel de Lie é dito semisimples se o
subgrupo aditivo da sua extensdo L = L ® Z[w] é decomposto em soma direta

—
|
=]
Il I
o -
gl_

onde 'L = {¢ € L: ¢* = »'¢}. Em outras palavras, o anel de Lie L é escrito como soma
direta de suas ¢ componentes.

Chamaremos o' de autovalor de ¢, mesmo que 'L = 0.

Por motivos ja mencionados, consideraremos L = L. O resultado principal desta
secdo é uma generalizacdo do Teorema HKK.

Teorema 2.19 Suponha que um anel de Lie L admite um automorfismo semisimples ¢ de
ordem prima, com exatamente d autovalores distintos com ¢-componentes n&o nulas e
todos estes autovalores diferentes de 1 (isto é, 0 automorfismo € regular). Entdo o anel de

S - 0=t
Lie L € nilpotente de classe no maximo &———1.
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Os passos para sua demonstragdo sdo num certo sentido os mesmos da de-
monstracdo do Teorema HKK. Primeiro generalizaremos o Teorema 2.8 e em seguida
0 Teorema 2.15.

Teorema 2.20 Suponha que um anel de Lie L admite um automorfismo semisimples ¢ de
ordem prima, com exatamente d autovalores distintos com ¢-componentes ndo nulas e
todos estes autovalores diferentes de 1. Entao

() [w([L,L]),L,...,L] € v+1([L,L]), para todo inteiro positivo k;
d

(i) Yak+2(L) € w+1([L,L]), para todo inteiro positivo k;

d"—1
d-—1"

(iii)) vt (gn)1(L) €L, para todo inteiro positivo n. Aqui f(d,n) =

Demonstracdo. Provaremos apenas o item (i), as demonstracdes dos demais sao analogas
as demonstracdes dos itens (ii) e (iii) do Teorema 2.6, apenas trocando p — 1 por d.

Demonstragéo do item (i). Por hipotese temos que

-1

L=

i=0

e também 'L + 0 somente para d valores distintos de i. Sejam iy, .. ., ig todos estes valores.
Lembrando que L’ e y(L') sdo ideais de L e sdo ¢-homogéneos, ou seja,
-1 p—1 _
L'=YL'n'L e w(l)= Y wlL)N'L,
i=0 i=0
precisamos provar apenas que

[iOC7 ilyla i2y27 cee idyd] =0 (mOd Yk-i—l([La L]))’ (2'3)

para todo oc € L Ny ([L,L]) e ys € L, onde is € {ig,...,ig}.

Pelo Lema 1.22 podemos permutar os elementos 'ty;, 2y, ... lay, sem alterar
a congruéncia modulo . 1([L,L]) e pelo Lema 2.5, podemos obter no minimo d + 1
elementos de Z, somando combinagdes dos indices is € {i1,...,ig} do comutador (2-3).

Portanto, podemos permutar os elementos '1yy, %2y, ... ldyy de forma conve-
niente, conseguindo um comutador com segmento inicial cuja soma de seus indices su-
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periores n&o pertenca a {iy,...,iq}, ou seja, permutando os elementos '1yg, 2y, ... ldyy
conseguimos um comutador que pertence a uma @-componente que € nula.
O

A seguir, limitamos superiormente por um valor que depende somente de d
0 comprimento derivado de um anel de Lie admitindo um automorfismo semisimples
com exatamente d autovalores distintos com ¢@-componentes ndo nulas e todos estes
autovalores diferentes de 1.

Teorema 2.21 Suponha que um anel de Lie L admite um automorfismo semisimples ¢ de
ordem prima, com exatamente d autovalores distintos com ¢-componentes ndo nulas e
todos estes autovalores diferentes de 1. Entéo L € soltvel e seu comprimento derivado é
no maximo 29 — 1.

Demonstracdo. Como L admite um automorfismo semisimples de ordem prima p, temos
que

T
AN

L.

|—
I

I

o

Pelo item (ii) da Proposi¢do 2.11, temos
L@ (et kb2 Py 4y O, k=1,2,....p—1. (2-4)

Por outro lado, podemos fazer uma reordenacdo dos indices de modo que as
primeiras ¢-componentes sejam aquelas ndo nulas,

L=Lg --0iLe --aPlL
—_——

nédo nulas

Sendo assim, pela propriedade (2-4) temos

L1 _g

Y

uma vez que as g-componentes 'L sdo iguais a zero, parad <i < p—1, e °L =0, por
hipétese.
O

Agora, aplicando os Teoremas 2.20 e 2.21 provamos 0 Teorema 2.19.

Os resultados demonstrados acima, assim como o Teorema HKK, possuem
suas versdes combinatoriais para algebras de Lie. Estas versdes nos permitirdo obter
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generalizacbes dos resultados sobre automorfismos quase regulares e serdo usadas de
forma decisiva na demonstracao do resultado principal do Capitulo 4.

Teorema 2.22 Existe uma fungdo g(n) com a seguinte propriedade. Seja p um primo e
suponha que

p—1
L=EPLi
i=0

€ uma algebra de Lie Zy-graduada sobre algum corpo. Se Lo = 0 e existem exatamente n
componentes nao triviais entre os L;, entdo L é nilpotente de classe no maximo g(n).

Demonstracdo. Na demonstracéo do Teorema 2.19 (na qual usamos os Teoremas 2.20 e
2.21) usamos o fato do anel de Lie admitir um automorfismo semisimples para definir
uma Zp-graduacdo sobre ele, e o fato de possuir apenas d autovalores distintos com
¢@-componentes ndo nulas e todos estes autovalores diferentes de 1 para garantir que
Lo = 0 e existem exatamente d componentes ndo triviais entre os L.

Portanto, lembrando que uma algebra de Lie é um exemplo de anel de Lie e

on-1_g .
tomando g(n) = ”flfl segue o resultado como desejado.

n

O

Teorema 2.23 Seja p um primo e suponha que

-1
L= L;

i=0
€ uma algebra de Lie Zy-graduada sobre algum corpo. Se existem no maximo n com-
ponentes n&o triviais entre os L;, entdo todo comutador de peso no minimo g(n) +1 em
elementos y; € L; pode ser representado como uma combinacdo linear de comutadores
simples, tendo as mesmas entradas e segmento inicial em Lg (isto é, tendo um segmento
inicial cuja soma dos indices é zero modulo p).

Demonstracdo. Conforme discutido na demonstracéo do teorema anterior, podemos usar
o item (iii) do Teorema 2.20 e a propriedade (2-4) para garantir que

1
n?" " -1_1

Yomn)+1(L) C ia(°L), ondeg(n) = n_1

Como g (°L) é um ideal multihomogéneo, segue o resultado desejado.



CAPITULO 3

Automorfismos Quase Regulares

Dado um automorfismo ¢ de ordem prima p de um anel de Lie L, se C.(o)
é finito, digamos |C_(@)| = g, estamos interessados em garantir a existéncia de um
subanel de L cujo indice é limitado por uma funcdo dependendo somente de p e g, de
tal modo que seja nilpotente de classe limitada por uma funcéo dependendo somente de p.

Para isso, serd necessario apresentar técnicas bastantes particulares e engenho-
sas, introduzidas por E. I. Khukhro em [9]. O maquinéario baseia-se em diversas operacoes
realizadas sobre comutadores de modo que seja possivel obter objetos que se anulem.

Definicdo 3.1 Dado um anel de Lie L, dizemos que um automorfismo ¢ de L é quase
regular se C(¢) é finito.

Inicialmente provaremos resultados mais gerais sobre anéis de Lie Zp-graduados
e em seguida construiremos os chamados centralizadores generalizados, 0s quais serdo o
ponto de partida para a construcdo de um subanel com as propriedades desejadas.

O proximo resultado, € uma consequéncia natural do Teorema HKK. Na verdade,
sua demonstracdo consiste em aplicar o Teorema HKK em sua versdo combinatorial (Co-
rolario 2.18) varias vezes em um comutador, com intuito de conseguir subcomutadores
com caracteristicas desejadas.

Proposicdo 3.2 Para todos m e n, existe uma func¢éo f = f(m,n, p), dependendo apenas
de m,n, p, tal que todo comutador simples de peso f em elementos xy, 2x,, ..., x de
um anel de Lie arbitrario com indices is # 0 (mod p) é igual a uma combinacéo linear
de comutadores, cada um tendo 0 mesmo conjunto de entradas X = {sxs : 1<s<f}e
cada um contendo ou um subcomutador da forma

Mwy, Kows, . fw], Kiwg e X, (3-1)
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o qual tem m segmentos iniciais com indices superiores somando 0 médulo p:

ki+ko+---+k; =0(mod p), i=1,2,....m,
l<n<n<---<rp=t,

ou contendo um subcomutador da forma
ow, c1,¢o, ..., Cnl, (3-2)
onde ¥ow € X e cada um dos n comutadores c; é simples e tem a forma
[Mug, 2uy, ..., %ug], MujeX,
com indices superiores somando 0 modulo p, isto €,

ki +ky+---+ks=0 (mod p).

m—1 _ )
Observag&o: podemos considerar f(m,n,p) =1+ Y (h(p) + 1)"*1.n!, onde h(p) é a
i—1

funcéo de Higman.

Antes de demonstrar a Proposi¢do 3.2, é necessario definir e demonstrar alguns
resultados técnicos. Considere X = {ilxl,izxz, . .,ifxf} 0 conjunto dos geradores livres
de um anel de Lie livre, o qual denotaremos por L.

Definindo uma Graduacéo em L

Definimos sobre L a Zp-graduagao
L=LeLi®oLlo®---®Lp_1,

onde para cada s o subgrupo aditivo Ls € gerado por todos comutadores nos geradores
1x1,%2x,, ..., 11x¢ tendo indices superiores somando s médulo p.

Transformacdo HKK

Descreveremos a seguir um procedimento, que chamaremos de Transformacéo
HKK, afim de “transformar” um comutador em uma combinacéo linear de outros comu-
tadores, onde cada membro desta combinacéo linear possui propriedades desejadas.



60

Recordamos que pelo Teorema HKK, dados elementos Jig; e Lji.
i=1,2,...,h+1, o comutador simples

[Jla]_’ Jza27 s Jh+1ah+1]

de peso h+ 1 é igual a uma combinacdo linear de comutadores com mesmo conjunto
de entradas e um segmento inicial em Lo, ou seja, um segmento inicial tendo 0 mesmo
conjunto de entradas e soma dos indices superiores igual a zero modulo p.

Assim, o0 segmento inicial de peso h+ 1 do comutador
[1xq, 22, ..., 1x¢] (3-3)

é igual a uma combinacdo linear de comutadores com entradas em X e com segmento
inicial em Lo. Em outras palavras, o comutador (3-3) € uma combinacao linear de
comutadores da forma

kiy. k Ky, K _
[ iy, 2Xigy ooy Kips ”’lXiH_l,...], r<h+1, ki+ko+---+k =0 (mod p),
onde kix;, € X.
Para cada comutador desta combinacéo linear colocamos
kr

k
Xis " Xip 4]

r

kf+1y1 = —[klxil,kzxiz, ey
(claramente kr+1y, € L, ,,) e denotamos
kresyg = Kresy; paras > 2.
Note que kr+1y; = [Kr+1x; ., co], onde
Co= [klxil,kzxiz, .. .,erir] € Lo.

Assim, concluimos que o comutador simples (3-3) e igual a uma combinagéo
linear de comutadores simples da forma

[fretyy K2y, (3-4)

cujos pesos de cada um ndo sdo menores que f —h.

Para f suficientemente grande, temos f —h > h+ 2 e podemos aplicar o mesmo
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procedimento para os comutadores da forma (3-4) obtidos acima, substituindo seus
segmentos iniciais de peso h+ 1 por suas expressdes como uma combinagéo linear de
comutadores simples com mesmas entradas kr+1yy, kr+2y, ... e com segmentos iniciais em
Lo.

Essa transformacdo pode ser executada varias vezes se f for suficientemente
grande. Com as mudancas de variaveis, temos que o peso do comutador diminui no
méaximo h+ 1 em cada passo.

Vamos imaginar que a transformacdo mencionada acima tenha sido executada
varias vezes no comutador (3-3). Afirmamos que o comutador resultante pode ser consi-
derado como uma combinacéo linear de comutadores da forma

(y1,"2y2,.. "y, (3-5)
onde para cada s os elementos sy tém a forma
iSyS = [iSX,Cl,Cz, ~.,C], k>0, (3-6)

onde sx denota um elemento de X, e cada ¢j € Lo também tem a forma (3-5), com
r<h+leij+ix+---+ir =0 (mod p).

Para demonstrar a afirmagéo acima, faremos apenas uma ilustragéo, onde o so-
matorio indica uma combinacdo linear e, por simplicidade, omitimos os indices super-
iores:

[1x1,'2%,..., 1x¢] =Y atjl[C1,Xi,.1],Xiy 5 - --] (fazendo a mudanga de variavel)
j
= Za,—[yl, y2,...] (executando a transformacéo)
j

= Zaj [[c2,Yjr1)sYir2»- -+ (fazendo a mudanca de variavel)
j

= Z(Xj[Zl, Z7,...] (executando a transformag&o)
j

onde oo = +1 e cada ¢j € Lo depende das primeiras (da esquerda) h 4+ 1 entradas do
comutador anterior.

Devemos observar que poderemos ter elementos do tipo cj € Lo “dentro”
de outros elementos do tipo cj € Lo. Isso ocorrera por exemplo quando o elemento
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y1 = —[C1,X;, +l] da ilustracdo acima estiver contido em c,. Outro caso interessante é
quando yj.., = Y1, Pois nesse caso teremos z; = [X,C1,C].

A definicdo de altura de um comutador da forma (3-5), a qual daremos a seguir,
pode parecer um pouco abstrata no primeiro momento, porém a altura de tal comutador
pode ser considerada como a quantidade de elementos c¢; € Lo que ocorrem (ou s&o
gerados) durante o processo de formacdo do comutador (3-5), por meio de repetidas
aplicacoes da Transformacdo HKK no comutador (3-3).

Definigdo 3.3 Definimos a altura do comutador (3-5) por indu¢éo como sendo a soma
das alturas dos elementos sys (s = 1,2,...,r), sendo a altura de um elemento da forma
(3-6) igual a soma de k com a soma das alturas dos elementos cy,Ca,...,Ck (0s quais
também possuem a forma do comutador (3-5)) . Quando k = 0, a altura de um elemento
lsys = Isx da forma (3-6) é tomada como sendo 0.

Por exemplo, a altura do comutador (3-3) é igual a 0 e a altura do comutador
(3-4) é 1, uma vez que a altura do elemento k+1y; é 1, a altura do elemento ¢y € 0, e a
altura dos elementos kr+sys, s > 2, séo todas iguais a 0.

Definiremos a seguir de forma precisa a Transformacdo HKK, a qual na verdade
consiste dos procedimentos descritos acima que, em um certo sentido, possibilitam
diminuir o peso de um comutador em no méximo h+ 1 unidades e aumentar sua altura
em 1 unidade.

Defini¢do 3.4 A Transformacdo HKK do comutador (3-5) consiste em:

a) Representar o comutador (3-5) como combinacéo linear de comutadores simples com
mesmas entradas "yq, "2y, ..., 'y, e com um segmento inicial de peso no maximo h+ 1
pertencendo a Lo, ou seja, comutadores da forma

k

[07 W+lyiw+17 kW+ZYiw+27 v 7kryir]7 (3_7)

onde
C= [klyi17k2yi27 . ~7kWin]a w S h + 1, k]_ + k2 + ttt ‘I‘kw = O (mOd p) (3'8)
b) Mudar a notacéo

K k

k k
7y = —[c, sy, ], “wszg="wisy; o paras > 2.
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Dizemos que o comutador resultante da forma
k k k
[ W+1217 W+2227 sy I’Zr—W] (3-9)

é obtido de (3-5) por meio da Transformacdo HKK.

Lema 3.5 Todo comutador da forma (3-9), obtido de um comutador (3-5) por meio de
uma aplicacéo da Transformacao HKK, é também um comutador da forma (3-5), e sua
altura é exatamente uma unidade maior.

Demonstracéo. Claramente os elementos kw+szg = "W+Syiw+s paras > 2 tém a forma (3-6).
Para s = 1, substituimos em kw1z; = [Kwity; . c] a expressdo de “w+1y; | dada por (3-6):

Kirizy = Mty c] =[x, cq,Cp, . ., Ck, O

Note que cada cj tem a forma (3-5), com r < h+ 1, por definicdo e ¢ é também
da forma (3-5), com r < h+ 1 por (3-8). Consequentemente, “+1z; tem a forma (3-6) e 0
comutador (3-9) tem a forma (3-5).

Calculando a altura do comutador (3-9), vemos que a Unica diferenca entre esta
e a altura de (3-5) é a ocorréncia adicional de um elemento ¢ € Lo em Kw+1z,.
O

\oltando a demonstracdo da Proposicdo 3.2. Conforme a discussdo sobre anéis
de Lie livres do Capitulo 1, temos que é suficiente prova-la para o anel de Lie L construido
acima, uma vez que podemos criar uma bijecédo entre os geradores de L e 0s respectivos
elementos de um anel de Lie arbitrario e ainda pelo fato de a componente Lo de L ser
formada por todos os comutadores com soma dos indices superiores iguais a 0. Vamos
provar antes o seguinte lema.

Lema 3.6 Se um comutador da forma (3-5) tem peso r < h+ 1 e altura no minimo
m—1 L

fi(m,n,p) = D, (h(p)+1)'-n', entdo ele é igual a uma combinagéo linear de comu-
i=1

tadores, cada um contendo: ou um subcomutador da forma (3-1) ou um subcomutador da

forma (3-2) da conclusé@o da Proposicéo 3.2.

Demonstracdo. Construiremos o grafo de ocorréncia de subcomutadores ¢ € Lg nos
comutadores (3-5). Seus vértices serdo particionados em diferentes niveis e cada nivel
sera particionado em subconjuntos. Os vértices de nivel 1 sdo os elementos c; da ex-
pressdo (3-6) para todo elemento 'sys ocorrendo no comutador (3-5) em consideracio.
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Esses vértices de nivel 1 sdo particionados em subconjuntos com respeito aos elementos

sys, onde dizemos que eles pertencem a um mesmo subconjunto se ocorrem na mesma
expressdo (3-6).

Todo elemento c; de nivel 1 também tem a forma (3-5) por definigéo e, pela for-
mula (3-6), eles contém outros elementos de Lo, que sdo os veértices de nivel 2 conectados
com os respectivos vértices de nivel 1. Os vértices de nivel 2 sdo particionados em grupos
do mesmo modo, e assim por diante.

Apenas para uma ilustracdo de como € construido o grafo descrito acima,
considere [y, 2y,] um comutador da forma (3-5), onde:

(i) y; =[x,c1,¢2] € 12y = [x,C1,C2,Ca),

(if) c1 =[a1,a2], com a3 = [x,c1(a),c2(a)] e ax=[x,C1(a),C2(a)]
C2 = [by,by], com by =[x,c1(b),ca(b)] e by =[x,Ti(b)]

(iii) C1 = [dl,dg], com di = [X,Cl(d),Cg(d)] e dy= [X,Cl(d),éz(d)]
Ty =eq, com e1 = [X,c1(e),Cz(e)]
C3:[f17f2]’ com flz[X,Cl(f>,C2(f)], € fZZ[Xacl(f)7€2(f)]'

Eis os grafos:

ci(@) cz(a) ti(a) t2(a) ¢
C1

(b) Cg(b) Cl(b)
\/ C2
ci(d) c2(d)  cy(d) C2(d) ¢ co(e) o) C2(f)  ca(f) caf)
C1 C2 C3

Figura 3.1: Grafo

Observe que o numero de vértices deste grafo é igual a altura do comutador
original (3-5). Notemos também que cada vértice é conectado com os vértices do proximo
nivel de no maximo h + 1 subconjuntos, e o nivel 1 também é formado por no méximo
h + 1 subconjuntos, uma vez que o comutador (3-5) tem peso r < h+ 1 pela hipotese do
lema.
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Mostremos primeiro que: ou 0 nimero de niveis € no minimo m, ou no Minimo
um dos grupos em algum nivel contém numero de vértices no minimo n. De fato,
suponhamos que o0 nimero de niveis &€ menor que m e que todos 0s grupos tenham menos
que n vértices. Entéo no nivel 1 existem menos que (h+ 1) - n vértices, dado que existem
no méaximo h + 1 grupos neste nivel. Assim, no nivel 2 existem menos que (h 4 1)?-n?
vertices, pois cada vértice de nivel 1 é conectado com vértices de nivel 2 de no maximo
h+ 1 grupos, cada um contendo menos que n Vértices, e assim por diante. Isto permite
estabelecer por inducio que no nivel i existem menos que (h+1)'-n' vértices, ou seja, 0
numero total de vértices sera menor que

m—1 o
> (h(p)+1)'-n'= fi(m,n,p),
i=1

0 que contradiz a hipotese do lema.

Mas se algum grupo de algum nivel tem no minimo n vértices, entdo o comutador
(3-5) possui um subcomutador da forma (3-2). E se 0 numero de niveis é no minimo
m, entdo existe uma cadeia de subcomutadores de Ly de comprimento m. Utilizando a
identidade de Jacobi [a, [b,c]] = [a,b,c] — [a,c,b], transformamos essa cadeia em uma
combinag&o linear de comutadores simples (nos elementos de X = {%xs}) em Lg. Com
isso, obtemos uma combinacéo linear onde cada comutador contém um subcomutador da
forma (3-1) da Proposicgéo 3.2.
O

Segue uma breve ilustracdo dos argumentos acima:
Caso 1: Apenas para ilustracdo, suponhamos que no nivel 2 exista um grupo com

n vértices e que este grupo corresponda ao elemento ¢y, e que ¢, corresponda a '2y,. Logo
teremos o seguinte comutador:

[i1y17i2y27"'7iryr] - [i1y17 [i2X7 C17CZ".'7Ck]7" '7iryr] -
- =y Pxoen [My(e2)w Py ()2, -y (C)rs s B Ty =
= ['1Y17 [IZX, C1, [Ily(CZ)lv\[lzx((&)v Cél_v C/27 K C:’]la ) IrY(Cz)rL sy Ck] Yo 'rYrL

subcomutador desejado

0 qual possui um subcomutador da forma (3-2).

Caso 2: Apenas para ilustracdo, suponhamos que o nimero de niveis sejam = 2.
Logo existe uma cadeia de subcomutadores de Lo com comprimento 2. Considerando a
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mesma cadeia do Caso 1 acima trocando n por g < n, temos:

[il.y17 [iZ.X7 C1, [il¥(02>17 [izx(cz)a C?]_v C/27 K 06]7 CEER) ir.y(cz)l']a ceey Ck]7 s ir.yr] -
—['%yl, ['Z_X,cl, [[f2x(cz),c’1,c’2, : ..,ca],_'ly(cz)l,...,_'ry(cz)r],...,ck], . ._'ryr] =
_-[Ilylv_[lzxvcla [IZX(C_Z)vcgle/Za . '70&7 'l_Y(Cz)l, sy 'r_Y(CZ)r], . '7Ck]7- .- |r-yr] -
['1)/17 [szacla [ Ca_ 7I2X(C2>7C/27 .- '7Caa '1Y(C2)1, ceey IrY(CZ)r]a cee 7Ck]7 cee Iryr],
oL
eoL

ou seja, apds escrevermos as entradas com elementos de X obtemos dois segmentos
iniciais com indices somando 0 médulo p.

Agora finalizaremos a demonstragéo da Proposigao 3.2.

Para provar a Proposi¢do 3.2 aplicamos a Transformacdo HKK no comutador
(3-3), em seguida aplicamos novamente nos comutadores da forma (3-5) resultantes, e
assim por diante. Fazemos este processo fi(m,n, p) vezes. Note que o comutador (3-3)
pode ser considerado como um comutador da forma (3-5) cuja altura é exatamente 0. Em
cada passo, o peso de cada comutador da forma (3-9) é menor que o peso do comutador
(3-5) do qual foi obtido por meio da Transformacdo HKK, por ndo mais que h+ 1.
Consequentemente, se 0 peso inicial € no minimo f(m,n,p) = (h+1)- fi(m,n,p)+1,
entdo é possivel aplicar a Transformacdo HKK f1(m,n, p) vezes. Se a combinagao linear
resultante contém comutadores da forma (3-5) de peso maior que h+ 1, entdo aplicamos
a Transformacdo HKK nestes até conseguirmos uma combinacao linear de comutadores
da forma (3-5) de pesor <h+1.

Como o comutador (3-3) é também um comutador da forma (3-5) de altura 0,

temos apds a transformacéo descrita acima, que ele serd expresso conforme o Lema 3.5

como uma combinacéo linear de comutadores da forma (3-5) de peso no maximoh-+1, e
altura no minimo f1(m,n, p). A aplicagdo do Lema 3.6 completa a prova da proposicao.

O

Automorfismos Quase Regulares

O préximo teorema afirma que se um anel de Lie L tal que L = pL admite um
automorfismo ¢ de ordem prima p e nimero de pontos fixos igual a |C.(¢)| = g, entdo L
possui um subanel de indice {p,q}-limitado, o qual é nilpotente de classe p-limitada.
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A demonstracao para o anel L = pL consiste em construir, de forma especial, um
subanel M(p) onde os comutadores das formas (3-1) e (3-2) sdo iguais a 0.

Teorema 3.7 Seja ¢ um automorfismo de ordem prima p de um anel de Lie (algebra) L
tal que L = pL. Se o numero de pontos fixos de ¢ em L é finito e igual a |[CL(¢)| =q
(a dimensdo da subalgebra Ci(¢) é finita e igual a g), entdo L possui um subanel
(subalgebra) de indice {p,q}-limitado (codimenséo {p,q}-limitada), o qual é nilpotente
de classe p-limitada.

Seja L = L ®z Z[w], onde o é uma raiz p-ésima da unidade, e defini-
mos a acdo natural de ¢ sobre L, conforme feito no capitulo anterior. Temos
C;(¢) = CL(9) ®7 Z[w] e, consequentemente, [C;(¢)| = [CL(@)[P~L =qP~L.

Portanto, se provarmos que o Teorema 3.7 vale para L, teremos provado a exis-
téncia de um subanel L; de L, o qual possui fndice {p,qP~1}-limitado e € nilpotente de
classe p-limitada. Assim, identificando L com o subanel L ®y 1 de L, temos que LN L4
é um subanel de indice {p,q}-limitado em L e é nilpotente de classe p-limitada. Logo
assumiremos, sem perda de generalidade, L = L.

Definicdo 3.8 Um padrdo de um comutador em elementos ¢-homogéneos sxs € s é
definido como uma estrutura de colchetes junto com um arranjo de indices superiores. O
comutador serd chamado de valor do padrdo nos elementos 'sxs € 'sL.

Por exemplo,
[[*a, b, %c], [°d,%€]] e [['.%y,%2],[?u,V] (3-10)
s&o valores do mesmo padréo
[, 35, 4], [P, )],
Para todo conjunto ordenado (de comprimento arbitrario k)
X = (ilxl,i2x2, ) ..,ikxk)
de elementos @-homogéneos sxs € 5L, escolhemos j < p — 1 tal que

j+it+ig+---+ik=0 (mod p)
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e definimos o homomorfismo
do subgrupo aditivo IL em OL.

Como |°L| = g, temos o seguinte resultado.
Lema 3.9 Para todo X, temos |jL Ker 9% <q.

Iniciamos agora a construcdo de certos conjuntos que chamaremos de centra-
lizadores generalizados de niveis 1,...,h+ 1, que serd feita por inducdo. Primeiro
definimos JK (1) = IL, para todo j # 0. Para cada elemento ¢ € °L que pode ser represen-
tado como valor de algum padréo de peso no maximo N = f(h+1,h, p) nos elementos
sxs € sL para is # 0, fixamos uma tal apresentacéo para cada possivel padrdo de peso
menor ou igual a N. Os elementos ¢-homogéneos 'sxs, que ocorrem em todas estas
apresentacdes, sdo chamados de representantes de nivel 1, onde o nivel é indicado por
parénteses 'sxs(1).

Temos que o nimero total de representantes de nivel 1 é {p,q}-limitado, pois
0 ndmero de todos os padrdes de peso no maximo N = f(h+1,h,p) é p-limitado e o
nimero de elementos ¢ €° L é no maximo q.

Agora construimos os centralizadores generalizados 1K (2) de nivel 2, colocando,
paracada j=1,2,...,p—1,
JK(2) =" Ker 9,
X

onde X = ("1x1(1),"2x2(1),...,"%xc(1)) percorre todos os conjuntos ordenados de com-
primento k < N de representantes de nivel 1 (temos que is,...,ix devem satisfazer
j+i1+iz+---+ik=0(mod p), de acordo com a definigdo do homomaorfismo ¥x).

Como o numero destes conjuntos ordenados é claramente {p,q}-limitado, e o
indice de cada subgrupo Ker 9y em IL é no maximo q pelo Lema 3.9, segue que o indice
do subgrupo 1K (2) em JL é também {p,q}-limitado, lembrando que o indice de uma
intersecdo de subgrupos € menor ou igual ao produto dos indices dos subgrupos.

Podemos notar que os elementos Jy € JK(2) possuem a seguinte propriedade de
centralizadores com respeito aos representantes de nivel 1:

[y, 1x1 (1), 2%2(1),. .., *x (1)) = 0,
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sempre que j+i1+i>+---+ik =0 (mod p) ek <N.

Agora procedemos por inducdo. Suponha que, parat < h+1 e para cada
j=1,2,...,p—1, ja tenham sido construidos centralizadores de niveis <t que sao
subgrupos aditivos de L,

K1) > K@) >--- > IK(1)

de indices {p,q}-limitados em JL e que tenham sido fixados representantes 'sxs(es) € L,
para is # 0 de niveis & < t, cujo nimero total é {p,q}-limitado. Suponha também
que, para todo s < t, os elementos Jy € IK(s) possuem a seguinte propriedade de
centralizadores com respeito aos representantes de niveis menores que s:

[y, 1x1 (e1), "2X2(€2), .., "xk (ex)] = O,
sempre que Jy € IK(s), k<N, (3-11)
gj<s(j=12,....k) e j+ir+ir+---+ix=0(mod p).

Agorapara j=1,2,...,p—1, definimos

IK(t+1) =) Ker vy,

onde X = (“xq(e1),"2x2(€2),...,%x(ex)) percorre todos 0s conjuntos orde-
nados de comprimento k < N de representantes de niveis g, < t (temos
j+ii+iz+---+ix =0 (mod p), de acordo com a definigdo do homomorfismo ).

Novamente, como o nimero destes conjuntos ordenados é claramente {p,q}-
limitado e o indice de cada subgrupo Ker 9y em JL é no maximo g, pelo Lema 3.9, temos
que o indice do subgrupo JK(t+1) em JL é também {p,q}-limitado. E ainda temos
IK(t+1) < IK(t).

Para todo elemento ¢ € °L, o qual pode ser representado como um valor de
algum padréo de peso no maximo N nos elementos sxs € K (t + 1), para is # 0, fixamos
uma tal apresentacdo para cada possivel padrdo de peso no maximo N. Os elementos
¢-homogeéneos 'sxs, que ocorrem em todas estas apresentacdes, sdo chamados de repre-
sentantes de nivel t + 1, onde o nivel é indicado por parénteses 'sxs(t +1). E claro que o
total de representantes de nivel (t + 1) é também {p,q}-limitado.

Assim terminamos a definicio dos centralizadores generalizados
IK(1),IK(2),...,)K(h+1),j=1,2,....p—1.
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O préximo passo € demonstrar que o subanel
M(p) = (*K(h+1),2K(h+1),...,P K(h+1))
possui indice {p,q}-limitado em pL e é nilpotente de classe p-limitada.

Como pL COL +---4+ P71, e [IL: IK(h+1)] é {p,q}-limitado para todo
j=1,...,p—1, segue que [IL : M(p)] também é {p,q}-limitado, uma vez que
L : M(p)] < [IL : IK(h + 1)], pois 'K(h+ 1) C M(p). Portanto, podemos concluir
que [°L+---+P~1L: M(p)] e, consequentemente, [pL : M(p)] € {p,q}-limitado.

Para mostrar que o subanel
M(p) = (*K(h+1),°K(h+1),...,PK(h+1))

é nilpotente de classe menor que N = f(h+1,h, p), onde f é a funcéo da Proposicéo 3.2,
é suficiente mostrar que todo comutador simples de peso N da forma

[y1,2y5,... Nyn], Tsys € BK(h+1), (3-12)

onde cada entrada percorre os geradores deste subanel, é igual a 0.

Pela Proposicdo 3.2, basta mostrar que comutadores da forma (3-1) e (3-2), os
quais séo obtidos aplicando a Proposicéo 3.2 ao comutador (3-12) comm=h-+1en=Hh,
sdo iguaisa 0.

Vamos considerar primeiro os comutadores da forma (3-2), ou seja, comutadores
da forma

[Jyv C1,Co,. .. 7Ch]7 (3-13)

onde Jy € JK(h+1) e cada ¢; € °L é um comutador cujas entradas sdo representantes de
nivel h+ 1.

Assim, como 'K (h+1) C 'K(s), para todo s < h+ 1, temos que cada represen-
tante de nivel h+ 1 usado para representar os comutadores ¢; € °L, os quais sdo valores
de um padréo de peso menor que N, também pode ser considerado como representante
denivels=1,2,....h.

Com isso, usando que [a, [b,c]|] = [a,b,c] — [a,c,b], podemos expandir o comu-
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tador (3-13) como uma combinacéo linear de comutadores da forma

[y, l1x(1),..., kx(1), k+1x(2),...,1%(2),..., ix(h),..., ux(h)],

T (3-14)
lye JIK(h+1).

Por simplicidade, omitimos os indices inferiores, pois para 0 que segue &€ impor-
tante apenas que os representantes estejam em ordem cresceste de nivel.

Para as discussdes que seguem, faz-se necessario apresentar o conceito de
quaserepresentante.

Definicdo 3.10 Um quaserepresentante de nivel s € um comutador em representantes, o
qual contém somente um representante de nivel s, e 0s niveis dos demais representantes
SA0 menores que S.

Note que um representante pode ser considerado como um quaserepresentante
de mesmo nivel.

Lema 3.11 Todo comutador da forma (3-14) é igual a uma combinacdo linear de
comutadores da forma

[y, 1%(1),Y2%(2),...,""k(h), " 1K(ens1), - - -], (3-15)

cujas entradas do segmento inicial apos ly € JK(h+ 1) s&o compostas por quaserepre-
sentantes, sendo um de cada nivel dentre 1,2, ..., h, em ordem crescente de nivel.

Demonstracdo. Vamos aplicar ao comutador (3-14) uma sequéncia de processos, de
maneira que, a cada passo, um comutador da forma (3-14) sera igual a uma combinacéo
linear de comutadores da forma

[y, 1%(1),Y2%(2), ..., *X(s), "1 X(€s11), - - -], (3-16)

com Jy na primeira entrada e quaserepresentantes tendo a seguinte propriedade: & es-
querda do primeiro quaserepresentante (primeiro da esquerda) de algum nivel existem
apenas Jy e quaserepresentantes de niveis menores. Em particular, o comutador (3-14) é
também um comutador da forma (3-16).

No comutador (3-16) a parte colecionada é o maior segmento inicial da forma

[y, 1%(1),"2%(2), ..., "X(s)], s>1,
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o qual contém a partir da segunda entrada a direita de )y um quaserepresentante de cada
nivel 1,2,...,s em ordem crescente de nivel.

Agora transportamos o primeiro representante de nivel s+ 1 da parte ndo cole-
cionada para o final da parte colecionada usando a igualdade

bR +1),.. )= [ R(s+1),b,. ]+ [, bR +1)],.. ],

onde as reticéncias significam as partes inalteradas.

Note que realmente existe um quaserepresentante de nivel s+ 1 a direita da
parte colecionada, uma vez que o comutador (3-14) contém representantes de todos 0s
niveis menores ou iguais a h. Observe ainda que o subcomutador [b,X(s+ 1)] pode ser
considerado como um quaserepresentante de nivel s+ 1, pois o nivel de b € menor que
s+1.

Podemos dizer que de certo modo o procedimento descrito acima € transportar
0 primeiro representante de cada nivel no comutador (3-14) para a esquerda até conse-
guirmos a ordenacdo desejada. E neste processo sdo acumulados quaserepresentantes de
mesmo nivel do representante que esta sendo transportado.

Como ndo aparece quaserepresentantes de niveis maiores que h nas etapas deste
processo, entdo apds um numero finito de passos o processo sera encerrado, donde temos
o resultado desejado.

O

Lema3.12 Se ''%y(e1)," 2% (e2), ..., %K (ex) A0 quaserepresentantes de  niveis
ey <s (U=1,2,....k) com peso no maximo h+1 e um elemento Jy ou pertence a
JK (s) ou é um quaserepresentante de nivel s, ent&o

[y, 1%1 (e1), 2% (€2), .. ., *Kic(ex)] = O, (3-17)

sempre que j+iy1+i2+---+ix =0 (mod p) ek <N.

Demonstragio. Escrevemos cada um dos quaserepresentantes "X, (e,) como um comu-
tador em representantes de niveis menores que s e usando [a, [b,c|| = [a,b,c| — [a,c, D]
expandimos os colchetes internos no comutador (3-17) e obtemos a um comutador envol-
vendo esses representantes e Jy.
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Se ly € IK(s), entdo o comutador de (3-17) ¢ igual a uma combinag&o linear de
comutadores da forma (4-5), os quais sé&o iguais a 0.

Se Jy é um quaserepresentante de nivel s, entdo o elemento ly, visto como
um comutador em representantes, é igual a uma combinagdo linear de comutadores
simples em representantes, 0s quais comegam com o Unico representante de nivel s, que
pertence a JK (s) por definicdo. Sendo assim, novamente o comutador (3-17) é igual a uma
combinacéo linear de comutadores da forma (4-5), os quais séo todos iguais a 0.

O

Recapitulando...

Agora, ap0s toda esta discussdo sobre comutadores, representantes e quasere-
presentantes, vamos recapitular o que desejamos demonstrar: queremos demonstrar que o
subanel

M(p) = *K(h+1),2K(h+1),...,P 1K (h+1))

é nilpotente de classe menor que N = f(h+1,h, p). Faremos isto mostrando que todo
comutador da forma (3-12) € igual a 0. No entanto, aplicando a Proposi¢do 3.2 a0 comu-
tador (3-12), vemos que ele sera escrito como uma combinagdo linear de comutadores, 0s
quais possuem subcomutadores da forma (3-1) ou (3-2). Por isso, € suficiente demonstrar
que os comutadores das formas (3-1) ou (3-2), séo iguais a 0.

Primeiramente vamos demonstrar que os comutadores da forma (3-2), obtidos
pela aplicacéo da Proposi¢édo 3.2 ao comutador (3-12), séo iguais a 0, ou seja, comutadores
da forma

[ly,c1,¢2,...,chl, (3-18)

onde ly € IK(h+1) e cada ¢; € °L é um comutador cujas entradas sdo representantes de
nivel h+ 1, sdo iguais a 0.

Demonstracdo. Pelo Teorema HKK (2.16), o segmento inicial do comutador (3-15) de
pesoh+1
[y, "1%(1),2X(2), ..., ""X(h)]

é igual a uma combinacdo linear de comutadores simples nas mesmas entradas
Jy V1g(1),%2%(2), ..., Y%(h) com segmento inicial em °L. Se tal segmento inicial contém
ly, entdo podemos escrevé-lo como uma combinacdo linear de comutadores simples
comecando com ly, os quais sdo nulos, pelo Lema (3.12). Se tal segmento inicial ndo
contém Jy, entdo ele deve conter exatamente um quaserepresentante VsX(s) de nivel



74

maximo s. Logo podemos escrever tal segmento inicial como combinacdo linear de
comutadores simples com as mesmas entradas e comegando com YsX(s) e, mais uma vez
pelo Lema (3.12), temos que o comutador (3-15) € igual 0.

Finalmente, usando o Lema (3.11), concluimos que todo comutador da forma
(3-14) e, consequentemente, todo comutador da forma (3-18), € igual a 0.
O

Agora, para completar a demonstracao de que o subanel
M(p) = (*K(h+1),2K(h+1),....P"K(h+1))

é nilpotente de classe menor que N = f(h+1,h, p), consideremos o caso onde temos um
comutador da forma (3-1)

faw,owsy,. K], Swg € X (3-19)

da Proposicéo 3.2, comm =h+1 e n = h, obtido do comutador (3-12). Pela escolha, o
comutador (3-19) tem h+ 1 segmentos iniciais distintos com indices superiores somando
zero modulo p

ki+ko+---+k; =0(mod p), i=1,2,....,h+1,
l<n<r<---<rpi=t.

Como o comutador (3-19) pertence a °L e possui como entradas representantes
de nivel h+ 1, podemos escrevé-lo como valor do mesmo padréo

Mx(h+1),%x(h+1),....kx(h+1)]. (3-20)
Isto nos permitira obter comutadores numa forma tal que o Lema 3.12 é aplicavel.

Agora escrevemos o0 segmento inicial de comprimento r;, do comutador (3-20)
(o qual também pertence a °L) como um valor do mesmo padrdo em representantes
de nivel h. Em seguida, escrevemos o segmento de comprimento r, 1 como um valor
do mesmo padrdo em representantes de nivel h — 1, e assim por diante. Logo podemos
escrever o comutador (3-19) como um comutador da forma

[ix(1),....%x(1), 5 +1x(2)... ox(2),... , Juix(h+1),... Kx(h41)]. (3-21)

Este Gltimo tem uma propriedade desejada, como segue:
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Lema 3.13 Todo comutador da forma (3-21) é igual a uma combinacdo linear de
comutadores da forma

VIR(L),Y2R(2), ..., "1K(h+ 1), " 2% (en 2), - .. ] (3-22)

cujo segmento inicial contém um quaserepresentante de cada nivel 1,2,...,h+1 em
ordem crescente de nivel.

A demonstracdo do lema acima é analoga a prova do Lema 3.11, a Unica
diferenga é que devemos colecionar segmentos iniciais da forma

[R(1),"2%(2),...,*%(s)], s> 1.

De modo semelhante a demonstracdo do fato que o comutador (3-15) é O,
mostraremos que todo comutador da forma (3-22) também é 0. Para isto, utilizamos o
Teorema HKK para mostrar que seu segmento inicial de peso h+ 1 € uma combinagéo
linear de comutadores nas mesmas entradas “1x(1),"2x(2),...,"+1x(h+ 1) e com seg-
mento inicial em °L, ou seja, com indices superiores somando 0 médulo p. Mais uma vez
temos exatamente um quaserepresentante ¥sX(s) de nivel maximo s. Assim, escrevendo tal
segmento inicial como combinacéo linear de comutadores simples nas mesmas entradas
e comegando com YsX(s), temos pelo Lema (3.12) que todo comutador da forma (3-22) é 0.

Consequentemente, pelo Lema 3.13, todo comutador da forma (3-21), e portanto
comutadores da forma (3-19), sdo iguais a 0.

Portanto, concluimos que o subanel
L1 = (*K(h+1),2K(h+1),...,P K(h+1))

é nilpotente de classe menor que N = f(h+1,h,p), e como ja haviamos demonstrado,
temos que Ly possui indice {p,q}-limitado em L = pL.

Neste capitulo o principal resultado obtido afirma que um anel Lie L = pL
admitindo um automorfismo ¢ de ordem prima com nimero de pontos fixos igual a
ICL(®)| = g, possui um subanel de indice {p,q}-limitado e classe de nilpoténcia p-
limitada.

Com um olhar atento na demonstracdo do resultado principal, percebemos que
tal demonstracdo pode ser adaptada de forma natural para um anel de Lie L com uma
Zp-graduacéo.
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p—1
Isto serd essencial para provar que se L = EB Li é uma éalgebra de Lie
i=0
Zp-graduada sobre algum corpo, com Lo de dimenséo finita, digamos dimLy = m e tal
que existem n componentes nao triviais entre os L;, entdo L contém uma subalgebra com
classe de nilpoténcia limitada em termos somente de n e de codimenséo finita limitada em
termos de m e n, como veremos no Capitulo 4.



CAPiITULO 4

Algebras de Lie Quase Nilpotentes

Neste capitulo apresentamos um resultado devido a E. |I. Khukhro e P. Shu-
myatsky [12], o qual afirma que uma algebra de Lie L de dimensdo finita sobre um
corpo algebricamente fechado de caracteristica 0 admitindo uma algebra de derivacoes
nilpotente D com n pesos em L e componente nula de Fitting de dimens&o m, possui uma
subalgebra N de codimensdo {m, n}-limitada e classe de nilpoténcia n-limitada.

Suponha que uma algebra de Lie L admite uma algebra de derivacdes nilpotente
possuindo n pesos e componente nula de Fitting de dimensdo m. Neste caso, dizemos que
L é quase nilpontente se L contém uma subalgebra N de codimens&o limitada por uma
funcdo dependendo de m e n e a classe de nilpoténcia limitada em termos somente de n.

Definicdo 4.1 Se D é uma algebra de derivagdes de L, chamamos de subalgebra cons-
tante (em relacéo a D) a subalgebra formada pelos elementos x tais que x® = 0, para todo
0 € D. Dizemos que D € quase livre de constantes se a dimensdo da subalgebra constante
possui dimenséo finita.

Observacdo 4.2 Dada uma algebra de derivaces D de um anel de Lie L, conforme a
definicdo de componente nula de Fitting (ver 1.45), temos que a subalgebra constante
(em relacdo a D) esta contida na componente nula de Fitting (relativa a D).

O préximo teorema afirma que se uma algebra de Lie L de dimensé&o finita sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0 admite uma algebra de derivacbes
nilpotente D quase livre de constantes, entéo L é quase nilpotente.

Teorema 4.3 Seja L uma algebra de Lie de dimensao finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado de caracteristica 0. Suponha que L admita uma algebra de derivacoes
nilpotente D com n pesos em L e seja m a dimensdo da componente nula de Fitting com
respeito a D. Entdo L é quase nilpotente, ou seja, L contém uma subalgebra N de codi-
mensdo {m,n}-limitada e classe de nilpoténcia n-limitada. Se m = 0, entdo L é nilpotente
de classe limitada por uma funcéo dependendo somente de n.
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Pelo Teorema 1.47, podemos escrever
L: LO@Lal@"'@LOﬂn,l;

onde os o sd0 0s pesos relativos a D e, pela Proposicao 1.49, temos [Lq, Lg] € L, Onde
consideramos oo+ 3 = 0, se o+ 3 ndo for peso de L. Aqui Lo representa a componente
relativa ao peso oo = 0, que é a componente nula de Fitting.

Conforme demonstrado no Capitulo 1, os pesos de L pertencem a D* (espaco
dual de D). Seja A o subgrupo aditivo de D* gerado pelos pesos, podemos naturalmente
considerar L como uma algebra de Lie A-graduada.

Por outro lado, L possui n pesos, donde podemos escrever
A= <061,062, .. .,ocn).

Lembrando que a soma de pesos pode ser um peso, ou seja, é possivel ocorrer
0 + o = oy, utilizamos o Lema 1.1 junto com a Observagdo 1.2 para encontrar um
subgrupo B de A com indice primo p o qual ndo contém os pesos diferentes de 0.

Identificamos o grupo quociente A/B com Zp. Assim, induzimos em L uma Zp-
graduacéo, onde as novas componentes L; sdéo as somas de todas as antigas componentes
L, onde o percorre todos 0s pesos iguais a i mddulo B.

Como os pesos néo triviais ndo estdo em B, a componente Lo contém apenas o
peso o = 0. Ou seja, a dimensdo de Ly permanece a mesma, isto €, a dimensdo de Lg é
igual am.

Portanto, é suficiente demonstrar o seguinte teorema.

p—1

Teorema 4.4 Seja p um primo e suponha que L = @Li é uma algebra de Lie
i=0

Zp-graduada sobre algum corpo. Se Lo tem dimensao finita, digamos dimLy = m e

existem n componentes ndo triviais entre os L;j, entdo L é quase nilpotente, ou seja,
L contém uma subéalgebra N de codimensdo {m,n}-limitada e classe de nilpoténcia n-
limitada. Se Lo = 0, entdo L é nilpotente de classe limitada em termos de n.

E interessante observar que a classe de nilpoténcia e a codimensdo n&o depen-
dem do numero primo p.
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Na verdade, a demonstracdo do Teorema 4.4 perpassa integralmente as dis-
cussdes do Capitulo 3. Basta usar a fungéo g(n) do Teorema 2.23, ao invés da funcéo de
Higman h(p).

Faremos apenas 0s passos da demonstracgéo.
Proposicdo 4.5 Seja p um primo arbitrario e suponha que

1

L= L;

i=0
e uma algebra de Lie Z,-graduada sobre algum corpo tal que existem exatamente n
componentes ndo triviais entre os Lj. Para todos s e t inteiros positivos, existe uma
funcdo f = f(s,t,n) com a seguinte propriedade. Todo comutador simples de peso f
em elementos ', '2xz,...,""x, onde 'ixj € Lj; é igual a uma combinagéo linear de
comutadores, cada um tendo o mesmo conjunto de entradas X = {lix; : 1< j< f}
e cada um contendo ou um subcomutador da forma

ki, K k ki
[Pwy, 2Wao, .. "MWy, Swg € X, (4-1)
0 qual tem s segmentos iniciais com indices superiores somando 0 médulo p:

ki+ko+---+k; =0(mod p), i=1,2,...,s
l<ri<rp<--<rg=m,

ou contendo um subcomutador da forma
[ow,c1,co, ..., ¢, (4-2)
onde “ow € X e cada um dos t comutadores c; é simples e tem a forma
Mug, 2uy, ..., 5mupm], Kiuj e X,
com indices superiores somando 0 modulo p:

ki +ko+---+kn =0 (mod p).

s—1 _ _

Observag&o: Podemos considerar f(s,t,n) =1+ Y (g(n) + 1)1 .n' onde g(n) é a
i=1

funcdo do Teorema 2.23.

Demonstracdo. Observe que se n = p, este teorema € exatamente a Proposicao 3.2. Caso
contrario, a demonstracdo segue 0s mesmos passos. Primeiro, adaptamos a Transforma-
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¢do HKK definida no capitulo anterior. Nesta nova transformacéo, usamos g(n) ao invés
do numero h(p) para construir (ou gerar) os elementos ¢; € Lo.

Conforme o Teorema 2.23, podemos escrever o segmento inicial de peso g(n)+1
do comutador
[ilxl,iZXQ,...,ifo] (4-3)

como uma combinacédo linear de comutadores simples com entradas em X e segmento
inicial em Lo, ou seja, uma combinacéo linear de comutadores da forma

Kiy. k Kry. Kk _

[ Xiys 2Xipy ey Kips iy g, -4, comr <g(n) +1, ky+ky+---+kr =0 (mod p),

onde kix;; € X.

Como na Transformacdo HKK, para cada comutador desta combinagéo linear
colocamos
k Kiy. k Kry. k
I’-’_1y1 — _[ lXi17 2Xi25 ceey rXim r+lXir+1]

(claramente kr+1y; € L, ,,) e denotamos
kresyg = Kresy; paras > 2.

Assim, concluimos que o comutador (4-3) é igual a uma combinacéo linear de
comutadores simples da forma

[kr+lyl7 kr+2y25 .- ] . (4'4)

Do mesmo modo que procedemos na demonstragéo da Proposigéo 3.2, executa-

mos 0 mesmo procedimento varias vezes até conseguirmos um comutador de peso no
m—1 . .

méaximo g(n) + 1 e altura no minimo ' (g(p) + 1) - n'. Portanto, o resultado segue
i=1

conforme o desejado.

0

Centralizadores Generalizados

Agora, precisamos construir centralizadores generalizados de nivel g(n) + 1.
Para todo conjunto ordenado (de comprimento arbitrario k)

X = (ilxl,izxz, .. .,ikxk)
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de elementos 'sxs € Li,, escolnemos j < p — 1 tal que
j+it+iz+---+ix =0 (mod p)
e definimos o homomorfismo
Ox 2y — [y, 1xq, 2%, ... ], Jy e L,
do subgrupo aditivo Lj em Lo.

Como |Lg| = m, temos o seguinte resultado.
Lema 4.6 Para todo X como descrito acima, a codimenséo Ker Oy em Lj € no maximo m.

Definimos Kj(1) = Lj, para todo j # 0. Consideramos todos os padrdes
(conforme a Definicdo 3.8) em elementos das componentes L; com i = 0, de peso
no maximo N(n) = f(g(n)+ 1,9(n),n), e que produzam algum elemento de Lo. Para
cada padréo considerado, escolhemos uma base do subespaco de Ly gerado por todos os
seus valores. Os elementos que formam os valores que pertencem a alguma base sdo cha-
mados de representantes de nivel 1 e s&o denotados por 'sxs(1). O total de representantes
de nivel 1 é {m,n}-limitado, pois dimLo = m e existe somente uma quantidade n-limitada
de padrdes de peso no maximo N(n).

Suponha que, parat < g(n)+1e paracada j=1,2,...,p—1, ja tenham sido
construidos centralizadores de niveis < t, que séo subgrupos aditivos de L,

de codimensdes {m,n}-limitadas em L;j e que tenham sido fixados representantes
sxs(es) € Li, para is # 0 de niveis g5 < 't, cujo ndmero total € {m,n}-limitado. Suponha
também que, para todo s < t, os elementos Jy e Kj(s) possuam a seguinte propriedade de
centralizadores com respeito aos representantes de niveis menores que s:

[y, 11x1(e1), 2%2(€2), . . ., *xk(ek)] = 0, sempre que Jy € Kj(s), k<N,

. o . (4-5)
ej<s(j=1,2,....,k) e j+ip+ir+---+ik =0 (mod p).

Agorapara j=1,2,...,p—1, definimos

Kj(t+1) =("\Ker 9y,
X
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onde X = (‘1x1(e1),2%2(€2),..., "% (ex)) percorre todos 0s conjuntos ordena-
dos de comprimento k < N(n) de representantes de niveis g < t (temos
j+it+iz+---+ik=0(mod p), de acordo com a definigdo do homomaorfismo ¥y).

Como o nimero destes conjuntos ordenados é claramente {m,n}-limitado e a
codimensdo de cada subgrupo Ker 0y em Lj € no maximo m, temos que o indice do
subgrupo Kj(t+1) em L;j é também {m, n}-limitado. E ainda temos K;(t +1) < K;(t).

Para cada padrdo de peso no maximo N(n), com todos os indices superiores
diferentes de zero e somando 0 mddulo p, consideramos o subespaco de Ly gerado por
todos os seus valores em elementos de Lj(t). Fixamos uma base para o subespaco, a
qual consiste de alguns dos valores do padrdo. Os elementos de Lj(t) que formam os
valores que pertencem a alguma base sdo chamados de representantes de nivel t e deno-
tamos por 'sxs(t+1). Claramente, o nimero de representantes de nivel t ¢ {m, n}-limitada.

Como apenas n das componentes L; sdo ndo triviais, entdo existem no maximo n
subespagos ndo triviais entre os Kj(g(n) +1).

Obtendo a Subélgebra Nilpotente Desejada

Afirmamos que a subalgebra gerada por todos os centralizadores generalizados
de nivel g(n) +1,

M(n) = (Ke(g(n) +1),...,Kp-1(g(n) + 1)), (4-6)

é a subalgebra nilpotente desejada. A prova de que M(n) é nilpotente de classe menor
que f(g(n)+1,g(n),n) segue os mesmos passos da demonstracdo do Capitulo 3 de que o
subanel

M(p) = (*K(h+1),°K(h+1),....PK(h+1))

é nilpotente de classe menor que N = f(h+1,h, p), a saber:

1) Verifica-se, via Lema 1.20, que é suficiente mostrar que todo comutador simples de
peso N(n) da forma

[1y1,"2y2, ..., Oy @], Sys € Kig(h+1), (4-7)

onde cada entrada percorre os geradores de M(n), é igual a 0;
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2) Demonstra-se que 0s subcomutadores da forma (4-1), como estabelecido pelo
Teorema 4.5 aplicado ao comutador (4-7), séo iguais a 0;

3) Demonstra-se que o0s subcomutadores da forma (4-2), como estabelecido pelo
Teorema 4.5 aplicado ao comutador (4-7), sdo iguais a 0.

Demonstracdo. As demonstragdes dos passos (1), (2) e (3), sdo idénticas as feitas no
Capitulo 3 para o subanel M(p), por isso ndo refaremos aqui.

Agora precisamos demonstrar que a subalgebra M(n) possui codimensdo {m,n}-
limitada. Como Kj(g(n) + 1) é a interse¢do finita de subespacos de codimensao finita em
L;j (veja Lema 4.6), pelo Corolario 1.4 a codimensdo de Kj(g(n)+1) em Lj é {m,n}-

limitada. Assim, a codimenséo de M(n) em L € {m,n}-limitada, para j=1,...,p—1,
p—1

pois Lj(g(n)+1) € M(n). Portanto, como L = @ L; e apenas n das componentes sdo ndo
i=0

triviais, segue que M(n) tem codimensdo finita em L.

Assim, concluimos a demonstracao do Teorema 4.4.

Como no Teorema 4.3 consideramos a subalgebra constante diferente de 0, po-
demos enuncié-lo em uma forma onde D é uma subalgebra de L. Isto é mais conveniente
para mostrar um resultado similar para algebras de Lie localmente finitas com dimenséo
infinita.

Considerar D uma subélgebra de L significa que todos elementos de D sdo da
forma adx, ou seja, todo elemento & € D é na verdade uma aplicagdo que levay € L em
[X,y], para algum x € L fixado. Portanto, podemos identificar 8 com x € L. Desta forma
obtemos o

Teorema 4.7 Seja L uma algebra de Lie localmente finita sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica 0. Suponha que L contém uma subéalgebra nilpotente D com n
pesos em L tal que a componente nula de Fitting com respeito a D é de dimensao finita m.
Entéo L contém uma subalgebra N de codimensao finita limitada por uma funcéo de m e
n e a classe de nilpoténcia de N é limitada por uma fungdo dependendo somente de n.

Demonstragdo. Primeiramente precisamos demonstrar que L = Z Lo, onde 0s Ly, 80 0S
o

espacos de pesos de L, relativos a D.
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Como por hipétese D é nilpotente, temos que D esta contido na componente nula
de Fitting, pois, dado x € D, existe i tal que,

X,...,X,Yy] =0,

para todo y € D. Assim, D possui dimensao finita.

Agora, dado v € L, a subalgebra S = (D,v) é finitamente gerada, pois D €
finitamente gerado. Logo S tem dimensdo finita. Sendo assim, o Teorema 1.47 garante
que S = ZSB, onde 0s Sg sao 0s espagos de peso de S, relativos a D. Por outro lado, pela

p
definicdo de espaco de peso, dado x € D e u € Sg # 0 temos (x — B(x)1)™(u) = 0, para
algum m (dependendo de u e x). Entdo u pertence a algum espaco de peso L, Ou seja,
existe Ly tal que Ly, 2 Sp.

Portando, v € ZLa e consequentemente L = ZLa, ou melhor, L é A-graduada,

o o
onde A é o subgrupo de D*, gerado por todos os pesos. Como na demonstracdo do
Teorema 4.3, temos que € suficiente demonstrar o Teorema 4.4.
O

4.0.1 Comentarios Finais

E interessante analisar a evolucéo do estudo sobre automorfismos de algebras de
Lie e comparar os Teoremas 4.3 e 4.7 com alguns resultados ja existentes, em particular os
resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3 (0s quais naturalmente valem para algebras de Lie).

Seja L uma éalgebra de Lie de dimensdo finita admitindo um automorfismo
regular ¢ de ordem n. Em 1955 Borel e Mostow [1] provaram que L € soltvel.

Agora seja L uma algebra de Lie ndo necessariamente de dimensao finita. Su-
ponha que L admite um automorfismo regular de ordem n. Higman [4] provou, em 1957,
que se n é um numero primo, entdo L € nilpotente de classe limitada em termos de n.
Para n um namero natural qualquer, Kreknin [13] provou, em 1963, que L é solGvel de
comprimento derivado limitado em termos de n.

Agora seja ¢ quase regular, isto é, a subalgebra L gerada pelos pontos fixos
possui dimensdo finita igual a m. Para n um namero primo, Khukhro [8] demonstrou,
em 1992, que L é quase nilpotente (é o resultado discutido no Capitulo 3) e, para n um
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numero natural qualquer, Makarenko e Khukhro [14] provaram, em 2004, que L é quase
soltvel (a definicdo de quase sollvel é analoga a definicdo de quase nilpotente, basta
trocar o termo nilpotente por soltvel).

Finalmente temos o resultado principal do Capitulo 4, provado em 2006 por
Khukhro e Shumyatsky [12], cuja demonstracdo usa o fato de que a prova proposta por
Khukhro [8] para o caso de um automorfismo quase regular de ordem prima pode ser
generalizada para algebras de Lie Zp-graduadas.

Conjectura de Higman

O limite superior para fun¢do de Higman h(p) apresentado nos Corolarios 2.16,
2.17 e 2.18 é muito maior que os valores de h(p) previstos pela Conjectura de Higman, a

qual afirma que h(p) = 22, para p > 2 e h(2) = 1.

Em [4], Higman construiu exemplos mostrando que h(p) > #, para p > 2.
Neste mesmo trabalho, Higman mostrou que h(5) = 6 e, em [6], Hughes mostrou que
h(7) = 12.

A demonstracdo que h(2) = 1 e h(3) = 2 é bastante simples. Para provar o caso
onde p = 2, devemos considerar, em um anel de Lie Z,-graduado L = °L + 1L, apenas
os comutadores de peso 2 em elementos de 1L, os quais claramente pertencem a °L. Para
provar 0 caso p = 3, somente temos que considerar, em um anel de Lie Z3-graduado
L = 9L + 'L +2L, comutadores [a,b,c] de peso 3 em elementos a,b,c, ou de 'L ou de
’L. Se a,b,c € L, entfo [a,b,c] € °L. Nos outros casos, podemos assumir a € L. Sendo
assim, se b € 2L, temos [a,b] € °L, o que implica [a,b,c] € 4(°L). Sebe L ece?L,
aplicando a Identidade de Jacobi, temos

[a.b,c] = [a,c,b] + [a, [b,c]] € ia(°L),
uma vez que, [a,c] e [b,c] pertencem a °L.

Algebras de Lie Quase SolGveis

O teorema principal do trabalho de Makarenko e Khukhro [14] sobre algebras de
Lie quase soluveis é:

Teorema 4.8 Se uma algebra de Lie L admite um automorfismo ¢ de ordem n cuja
subalgebra dos pontos fixos possui dimenséo finita igual a m, entdo L possui um ideal de
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comprimento derivado limitado por uma funcdo somente de n e de codimenséo limitada
por uma funcdo de me n.

Assim como varios resultados apresentados aqui, este também possui sua versdo
para algebras de Lie Z,-graduadas.

Teorema 4.9 SejaL=Lo®L1&---&L,y_1 uma algebra de Lie Z,-graduada. Se a com-
ponente Lo tem dimensao finita igual m, entdo L possui um ideal soltvel de comprimento
derivado limitado por uma funcéo somente de n e de codimensao limitada por uma funcéo
demen.

As técnicas usadas nas demonstracdes dos teoremas acima sao semelhantes as
apresentadas no Capitulo 3. A principal diferenca é que em um anel de Lie L = (X) néo
basta verificar a identidade de variedades solUveis apenas nos geradores.

Grupos Nilpotentes Admitindo Automorfismos de Ordens Primas

Usando o Teorema HKK podemos obter uma cota superior para a classe de
nilpoténcia de um grupo nilpotente admitindo um automorfismo regular de ordem prima

p.

Teorema 4.10 (Higman) Se um grupo nilpotente G admite um automorfismo regular ¢
de ordem prima p, entdo a classe de nilpoténcia de G é no maximo h(p), onde h(p) é a
funcéo de Higman.

A demonstracdo deste resultado é obtida via o anel de Lie associado ao grupo G

[

L(G) = P w(G)/w+1(G)
k=1
e pode ser encontrada em [9]. No mesmo sentido, temos um resultado sobre p-grupos
admitindo um automorfismo quase regular.

Teorema 4.11 Se um p-grupo nilpotente P admite um automorfismo ¢ de ordem prima p
com exatamente p™ pontos fixos, entdo P possui um subgrupo de indice {p, m}-limitado
e nilpotente de classe no méximo h(p), onde h(p) € a funcao de Higman.
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