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Resumo

Contreras Rojas, Yerko. Sobre a Influéncia dos Centralizadores dos Auto-
morfismos de Ordem Dois em Grupos de Ordem Impar . Goiania, 2013. 57p.
Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

O trabalho baseia-se na apresentacdo e desenvolvimento de alguns resultados expostos
por Shumyatsky em [14, 15, 16, 17, 18], onde trabalha com automorfismos de ordem
dois em grupos de ordem impar, mostrando fundamentalmente a influéncia da estrutura
do centralizador do automorfismo na estrutura do grupo. Seja G um grupo de ordem
fmpar e ¢ um automorfismo de G, de ordem dois, tal que G = |G, ¢|, dada uma limitagio
na ordem do centralizador de ¢ em G, C;(¢), a mesma induz uma limitacéo na ordem do
grupo derivado G’ do grupo G, além disso verificamos que G tem um subgrupo H normal
¢-invariante, tal que H' < Gy e o indice [G : H] é limitado dependendo da limitacdo
inicial de C(0). Nas mesmas hip6teses do grupo G e com a mesma limitagdo da ordem
do centralizador do automorfismo, seja V um p-grupo abeliano, tal que G (0) age fiel e
irredutivelmente sobre V, entdo existe uma constante k, limitada por uma funcdo que

depende s6 da limitagdo de Cs(9), e elementos xq,...xy € G_g, tal que V = pi)h.-ka (V_o)-

Palavras—chave
Grupos finitos, Grupos nilpotentes, Centralizadores de automorfismos, Automorfismos

involutivos.



Abstract

Contreras Rojas, Yerko. Centralizers of involutory automorphisms of groups
of odd order. Goiania, 2013. 57p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

This document presents an approach and development of some of the results of
Shumyatsky in [14, 15, 16, 17, 18], where he worked with automorphisms of order two
in finite groups of odd order, mainly showing the influence that the structure of the
centralizer has on that of Group. Let G be a group with odd order, and ¢ an automorphism
on G, of order two, where G = [G, 0], and given a limitation in the order of the centralizer
of ¢ regard to G, C;(¢), which induces a limitation in the order of derived group G’ of
group G, and we also verified that G has a normal subgroup H that is ¢-invariant, such
that H' < G, and its index |G : H] is bounded with the initial limitation. With the same
hypothesis of the group G and with the same limitation of the order of the centralizer of
the automorphism, let V a abelian p-group such that G (¢) act faithful and irreductible
on V, then there is a bounded constant &, limitated by a function depending only on the
parameter m, where m is tha limitation in the order of C5(¢), and elements x1,...xx € G_g
such that V = Pﬂc)l,...,xk (Vo).

Keywords

Finite groups, nilpotent groups, centralizer of automorphisms, involutory automorphisms.
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Introducao

O estudo da teoria de grupos € uma das dreas de destaque no desenvolvimento da algebra
moderna. Um dos principais objetivos dos trabalhos nessa drea é dar uma caracteriza¢ao
de um determinado grupo ou a uma classe de grupos e dai apresentar uma nova variedade
de grupos. Uma das técnicas para fazer tal caracterizacio € o estudo de centralizadores
de automorfismos e sua influéncia na estrutura do grupo e € segundo esta linha de pensa-

mento que desenvolvemos este trabalho.

No presente trabalho, G representa um grupo de ordem finita, dado que estudamos auto-
morfismos de ordem 2 em grupos de ordem impar. Tais automorfismos recebem o nome

de automorfismos involutivos, ou involucdes.

Como o estudo baseia-se nas implicagdes que a estrutura do centralizador do automor-
fismo impde a estrutura de G, comegamos apresentando o conjunto, Cg(¢), também co-
nhecido como subgrupo de pontos fixos, sendo o conjunto de elementos de um grupo,
fixados pelo automorfismo ¢. Quando o centralizador € o subgrupo trivial se diz que ¢ é
livre de pontos fixos. Pode-se verificar que tal conjunto é um subgrupo de G, denotado

por,

Cs(9) =Gy ={g € Glo(g) = g}-

Apresentamos alguns dos resultados mais importantes da relagdo entre a estrutura do

centralizador de um automorfismo Cg(¢) e a do grupo G.

Burnside mostrou em seu livro [2], que um grupo G admitindo um automorfismo de
ordem 2, livre de pontos fixos € abeliano. Este € o primeiro resultado significativo de que
temos registro sobre o fato da existéncia de automorfismos livres de pontos fixos implicar
conclusdes substanciais em relacdo ao grupo. Burnside analisou também o caso em que
o automorfismo € de ordem 3, e provou que tal grupo € necessariamente nilpotente de

classe no maximo 2.
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Os resultados mais importantes que exemplificam tal relacdo sdao os Teoremas de Higman
[8] e Thompson [19]. Higman mostrou que existe uma fun¢@o /(p), dependendo somente
de p, tal que todo grupo nilpotente, admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de
ordem prima p, é nilpotente de classe no méximo 4(p). E Thompson, por sua vez, mos-
trou que todo grupo, admitindo um automorfismo ¢ de ordem prima, tal que Cg(¢) = 1,
€ nilpotente. Esses dois resultados juntos formam o Teorema de Higman-Thompson, o
qual diz que todo grupo finito admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de ordem

prima p € nilpotente de classe limitada por uma funcdo que depende apenas de p.

Hartley e Meixner mostram em [7], que dado um grupo de ordem impar G com um
automorfismo ¢ de ordem prima p, tal que C;(¢) tem ordem menor ou igual a m, entdo G
possui um subgrupo normal N nilpotente de classe de nilpoténcia p-limitada e tem indice
[G : N], limitado por uma fun¢do dependendo sé de m e p. Assumindo este resultado para
os automorfismos involutivos, os autores obtiveram em [6] que, se C;(¢) tem ordem m,
entdo G possui um subgrupo N nilpotente de classe de nilpoténcia no maximo dois e tem
indice [G : N|, limitado por uma fun¢do dependendo s6 de m (m-limitada). Observe que
se o grupo tem ordem impar, entdo € solivel pelo famoso Teorema de W. Feit e L. G.

Thompson [3].

Kovécs e Wall mostram em [12] que se G tem ordem impar e C;(¢) € abeliano, entdo G’ é
nilpotente. J4 o caso em que C(0) € nilpotente, foi tratado por Ward em [21], onde prova

que nestas condigdes, G coincide com o terceiro termo da série superior de Fitting.

Asar em [1], usa o resultado obtido por Ward em [21], para provar que se Cg(0) é
nilpotente. Entdo [G,¢]' e G/[G,¢] também sdo, onde [G,d] é o subgrupo de G, gerado

pelos elementos da forma x1x? isto é,

G0 = ({g's"lg € G} ).

O subgrupo definido acima é sempre normal em G. Segue que, se G = [G,¢] e Gy é
nilpotente, entdo Gy < F(G). Em [14] Shumyatsky apresentou outra prova do resultado
de Asar. No mesmo artigo, [14], Shumyatsky deu um exemplo (devido a Hartley) do fato
que, mesmo que G = [G,§], o subgrupo F(Cg(0)) ndo estd necessariamente contido em
F(G). Lembramos o importante Teorema de Thompson em [20], o qual afirma que dado
um automorfismo ¢ de ordem prima, de um grupo finito G, tal que (|G|, |¢|) = 1, entdo
F(Cg(0)) < F4(G) e F(Cg(0)) < F3(G) no caso em que a ordem de G for impar.

Para concluir temos o resultado de Shumyatsky em [15] que mostra que se G tem sua

série derivada de comprimento d, e C;(0) € abeliano, entdo [G, 0]’ é nilpotente de classe
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no maximo 4972,

O objetivo principal deste trabalho € apresentar as ferramentas necessarias para a com-
preensdo de alguns resultados expostos por Shumyatsky em [18]:
Teorema A Seja G um grupo de ordem impar e ¢ um automorfismo de ordem 2, tal que

G =[G, ] e o centralizador C;(9) tem ordem limitada |Cg(9)| < m esta limita¢do induz

uma limitagdo na ordem do grupo derivado G', isto é |G'| < f(m), além disso verificamos

que G tem um subgrupo H normal ¢-invariante, tal que H' < Gy e o indice |G : H| é
limitado por uma outra fungdo dependendo de m.

Teorema B Seja G um grupo de ordem impar e ¢ um automorfismo de ordem 2, tal que
G = [G,0] e o centralizador C;(9) tem ordem limitada |Cg(0)| < m. Dado um grupo
abeliano V, e G{(0) agindo fiel e irredutivelmente sobre V, entdo existe uma constante
k, limitada por uma fungdo dependendo de m, g(m), e elementos xi,...x; € G_, tal que

V= pi)l . (fol))'

Com o propésito de atingir o objetivo acima, desenvolvemos alguns dos pré-requisitos
usados para apresentar tais demonstracdes, para tanto dividimos a dissertacdo em capitu-
los.

No primeiro capitulo, apresentamos alguns resultados basicos de teoria de grupos, sobre
commutadores, grupos soluveis, nilpotentes e p-grupos abelianos elementares, além de
outros temas, como agdo de grupos e representacdo de grupos, importantes para o bom
entendimento deste trabalho.

No segundo capitulo mostramos as propriedades satisfeitas pelos centralizadores de
automorfismo coprimos do grupo G, isto €, a ordem do automorfismo € coprima com
a ordem do grupo. E apresentamos os primeiros resultados que falam da influéncia de tais
centralizadores na estrutura de G.

Ja no terceiro capitulo falamos dos automorfismos de ordem dois, as involugdes, e
apresentamos a demostracdo do Teorema A.

No quarto capitulo, falamos sobre a influéncia da ac¢ao fiel e irredutivel em um p-grupo

abeliano, e apresentamos a demostracao do Teorema B.



CAPITULO 1

Resultados Preliminares

Nesse capitulo apresentamos alguns resultados concernentes a teoria de grupos. A mai-
oria dos resultados expostos neste capitulo sdo bem conhecidos desta teoria, pelo qual

muitas das suas provas sao omitidas.

Na primeira sec¢do, damos a definicdo de homomorfismo de grupo e as classes especiais
de homomorfismo, dando €nfase aos automorfismos e alguns resultados importantes
sobre os mesmos. Na segunda secdo falamos do produto direto e do produto semidireto
de grupos e na se¢do seguinte trabalhamos acdes de grupos, tépico que € tradicionalmente
utilizado na demonstracao dos teoremas de Sylow, mas aqui serd ttil no entendimento da
acdo dos automorfismos no grupo. Na quarta se¢do, lembramos alguns resultados de co-
mutadores para introduzir as defini¢des e propriedades dos grupos soldveis e nilpotentes.
Na ultima secdo introduzimos dois tipos especiais de grupos, primeiramente 0S p-grupos

e por ultimo os p-grupos abelianos elementares.

1.1 Automorfismos de Grupos

Quando tratamos de automorfismos de ordem coprima, fazemos alusdo aos automor-
fismos ¢ de G, tais que a ordem de ¢ € coprima com a ordem do grupo G, isto é,
(|G|,|0|) = 1. Generalizado esta idéia temos que um subgrupo A de automorfismos de
G se diz que € coprimo, se temos a propriedade acima para todo elemento de A, isto é
(|Gl |al) = 1, para todo a € A.

Definicao 1.1.1 Um subgrupo H de um grupo G é um subgrupo caracteristico, e denota-
se como H Char G, se H® = H para todo automorfismo ¢ € Aut (G).
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Proposicao 1.1.2 Dados H,K subgrupos do grupo G, tal que H Char G e K < H, entdo
KQG

A propoci¢do acima encontra-se demonstrada em [13]

Definicao 1.1.3 Um subgrupo H de um grupo G é um subgrupo totalmente invariante,
se H® = H para todo endomorfismo ¢ € End(G).

1.2 Acao de Grupos e Representacoes

Definicao 1.2.1 Um grupo permutador G agindo sobre o conjunto S se diz transitivo em
S, se para qualquer dois s,s' € S existe x € G, tal que x(s) = s'. Do mesmo modo, se diz
que G é bi-transitivo em S, se para qualquer dois pares {s1,s2}{s},s5} C S (s2 # s1,

sh # ), existe x € G tal que x(s;) = s, para i = 1,2.
O inteiro |S| é chamado grau de G ou grau da representaco .

Sejam H C Ge S = {x;H|x; € G, i=1,2,...,n} um conjunto completo de classes laterais
de H. Entdo para x € G definimos 7, : § — S, tal que my(x;H) = (xx;)H com 1 <i<n.
Temos que 7, € uma permutagdo de S, e T, Ty, = T,,. Em geral seja

Ty G — A(S)
X — T: § — S
xH +— m(x;H)=xxH.

Temos que Ty € uma representacdo permutacional transitiva, chamada de representacdo
permutacional transitiva de G nas classes laterais de H e, reciprocamente, temos o se-

guinte teorema:

Teorema 1.2.2 Toda representacdo permutacional transitiva de G é equivalente a uma
representacdo permutacional transitiva de G, nas classes laterais de H para algum
H<G.

A prova deste resultado encontra-se em [4]. O caso especial, onde H = 1, Ty € chamado
de representacdo regular de G, e cumpre a propriedade de que s6 a imagem da identidade

pelo homomorfismo 7y} deixa fixo mais de um elemento.
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TC{I} G — A(S)
X — Ty S — S
xi{l} — m(x{1}) =xx{1} = {xx;},
onde o grau de my;) € igual a |G|, dado que o conjunto completo das classes laterais de

{1}, S, é a colegdo dos conjuntos unitédrios dos elementos de G, isto é, S = {{g}|g € G}.

Seja ® uma representagdo permutacional de um grupo G em um conjunto S, podemos
considerar S como uma base de um espago vetorial V sobre um corpo arbitrario F.
Suponha |S| = n, podemos ver os elementos de 7t(G) como sendo transformagdes lineares
de V. Entdo isto induz um homomorfismo de G no grupo de transformacdes lineares nao
singulares de V, denotado por GL(V, F), onde F € o corpo associado ao espago vetorial V,
ou o que resulta equivalente, a um homomorfismo de G no grupo das matrizes invertiveis

n x n com coeficientes no corpo F, denotado por GL(n,F).

Um homomorfismo ¢ : G — GL(V, F) é chamado uma representacao de G e V é chamado
o espaco de representacdao ou modulo de representacdo. Se ¢ € injetora entdo ¢ € cha-
mado de representacgdo fiel, o que é equivalente a dizer que s6 o elemento identidade de G

(e € G) vai ser levado por ¢ na aplicacdo identidade (ou elemento identidade de GL(V, F)).

A prova do teorema seguinte pode ser encontrada em [4]

Teorema 1.2.3 Toda representacdo ¢ induz uma representacdo fiel, dada por

0: G/Ker(9) — GL(V.F)
xKer(0) +— 0(x)Ker(9),

onde ¢ ser injetiva segue do Teorema de Isomorfismo.
Seja W um subespago de V, W é dito ¢(G)-invariante se para todo g € G, temos que
(W) =W.

Dado W um subespaco invariante de V pelas transformacdes lineares ¢(G), entdo ¢ induz

uma representacio ¢|w : G — GL(W, F), chamada de restri¢io de ¢ a W.

A seguir apresentamos algumas classes especiais de representacdo, as quais sao usadas

no desenvolvimento do trabalho:

e Uma representagido ¢ : G — GL(V,F) ¢é irredutivel se os tGnicos subespagos invari-

antes pelas transformacdes ¢(G) s@oOe V.
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e Uma representacdo ¢ ndo tem descomposi¢cdo se nao € possivel escrever V como a

soma direta de dois subespagos ¢(G)-invariantes (ndo triviais).

e Uma representacdo ¢ ¢ completamente redutivel se V=V, &V, & --- B V,, onde
V; sdo subespagos ndo triviais ¢(G)-invariantes e ¢|y, € irredutivel para todo i =
1,2,...,r.

Sejam ¢ : G — GL(V,F) e ¢ : G — GL(V',F) representa¢des de G, onde dim(V) =
dim(V')=nev={vi,va,...,vu},V = {V|,V}, ...,V } sdo bases de V e V', respectivamente.

Considere o isomorfismo Y, tal que

y: V. — VvV
Vi > V.

Sejam P a matriz associada ao isomorfismo V, (¢'(x))}, e (¢(x),) as representa¢des matri-

ciais de ¢/ (x) e ¢(x) nas bases V' e v respectivamente. Entdo ¢'(x) e 0(x) sdo equivalentes

se: (¢/(x))) = P~1(¢(x),)P. Expressando isso em termos de transformagdes lineares

temos que ¢'(x) = y~10(x), v .

A nocgdo de equivaléncia de representacdes € uma relagdo de equivaléncia na categoria de

todas as representagcdes do grupo G em espacos vetoriais sobre um corpo dado (F).

1.3 Comutadores

Nesta secdo trabalhamos o conceito de comutador, ndo s6 para fazer uma boa introdugdo
ao conceito de grupo solivel, mas também para introduzir alguns comutadores de ele-

mentos do grupo de automorfismos de G com elementos do grupo G.

Definicao 1.3.1 Sejam G um grupo e x,y € G. O comutador de x e y é definido por
[x,y] = x~ Yy xy, um comutador de comprimento n > 2 define-se indutivamente por
[X1,X2, s Xn] = [[X1,X2, -+, Xn—1],Xn]. Dados H e K subconjuntos de G o subgrupo co-
mutador de H e K é o menor subgrupo de G que contém todos os comutadores da forma
[h,k|, onde h € H e k € K, isto é, [H,K| = ({[h,k]|lh€ H e k€ K}).

Um importante subgrupo definido a partir dos comutadores é o subgrupo derivado ou

subgrupo comutador de G, o qual denotamos por G’ e estd definido como

G =[G,G] = ({[snllg,h € G}).
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Da defini¢do acima, temos que G é abeliano se, e somente se, G’ = 1.

O subgrupo derivado € o subgrupo normal minimal que tem a condi¢do de, ter fator
abeliano (G/G’ € abeliano).
Um conjunto de subgrupos de G, os quais tém um ordem total com respeito a inclusdo

(uma cadeia) se diz uma série de G.

Podemos definir indutivamente a série derivada de G, definindo G™ da seguinte maneira
G =G e G = (GrNY = [ G"=1)], GY) ¢ chamado de i-ésimo subgrupo
derivado de G. Tal constru¢do gera uma cadeia de subgrupos G > G’ > G2 > ... onde
do teorema acima temos que G «GU—1),

Exibimos agora algumas propriedades dos comutadores:

Teorema 1.3.2 Sejam x,y,z,t elementos de um grupo G. Entdo

1. [x,y] = 1 se, e somente se, xy = yx.
2. [yl =Dyl
3. oyl = b,y
4. [y,2l = ey, 2l = 2l 2yl )
5. [oye] = 2l yIE = s 2 y[lx o] 2
6. [x,ylz = z[x*,y".
7. [¥,2) = [x, 2] [x, y,2].
8 1] = [, 2, 1],
9. [x,yel = bey] ™ x,y)
A prova do teorema acima pode ser encontrada em varios resultados expostos em [13].

Proposicdo 1.3.3 Sejam G um grupo finito e N < G, entdo [u,v]N = [uN,vN| para
todo u,v € G. Além disso, dados subgrupos H; < G, temos [H\N,H,N,...,H,N] =
[Hy,H>,...,H,|]N

Demonstracao.

Seja N <G. Temos [u,V]N = u~'v"'uvN = u='Nv-!NuNvN = [uN,vN]. Generalizando
para os subgrupos H, K do grupo G, temos que [K,H|N = [KN,HN] pois se tem para
cada elemento k € K e h € H. Logo, fazendo inducdo sobre o resultado anterior obtemos
[HiN,H,N, ...,H,N] = [Hy,Hy, ..., H,]N. .
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1.4 Grupos Solaveis e Grupos Nilpotentes

Os grupos soluveis e nilpotentes constituem a mais importante generalizagdo do conceito

de grupo abeliano.

Definicdo 1.4.1 Seja 1 =Gy C G| C --- C Gy—1 C G, = G uma série de subgrupos de

G, esta série se diz subnormal se satisfaz a condi¢do de G; 1 Gy, i=0,---,n—1.

Dada uma série subnormal, os grupos quocientes G;/G;_; sdo chamados os fatores da

série.

Definicao 1.4.2 Um grupo G que possui uma série subnormal finita com fatores abelia-

nos se diz um grupo soliivel.

2

Definicao 1.4.3 Dizemos que uma série e normal, se G; I G para todo i = 1,....n. E

claro que toda série normal é subnormal.

SejaG D G =[G,G] D--- > G" Y 5... asérie derivada de G, é um exemplo de série

normal.

Teorema 1.4.4 Seja G um grupo, entdo as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. G é soluvel.

2. A série derivada de G possui um niimero finito de termos ( G =1 para algum
n e N).

3. G possui uma série subnormal finita com fatores abelianos.

4. G possui uma série normal finita com fatores abelianos.

A prova do teorema acima pode ser encontrada como resultado de vérios teoremas em
[9].

Das equivaléncias acima podemos observar o porque de falar que os grupos soldveis
constituem uma generalizacdo dos grupos abelianos. Todo grupo abeliano € soldvel; além
disso, com a definicdo de grupo soluvel a partir da série normal com fatores abelianos,

temos que o ultimo elemento da série (ndo trivial) resulta ser abeliano. E dai por diante
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o grupo resulta ser a extensdo , um nimero finito de vezes, de um grupo abeliano, onde

percebemos a estreita relagc@o entre grupos soltveis e os grupos abelianos.

Um resultado importante sobre grupos soluveis € o Teorema de W. Feit e L. G. Thompson

[3] que fala que todo grupo de ordem impar € soluvel.

As séries como vistas acima exercem um papel fundamental no estudo da teoria de
grupos. Agora com o estudo das séries centrais que se faz logo adiante temos a defini¢do
de outro tipo de grupos. Trata-se dos grupos nilpotentes, os quais sdo caracterizados pela
propriedade de possuir uma série central finita. Estes grupos, da mesma maneira que os
grupos soldveis, constituem uma geralizacdo dos grupos abelianos, mas com o fato de
que todo grupo nilpotente resulta ser soldvel, temos que a classe dos grupos nilpotentes
€ um pouco mais refinada que a classe dos grupos soldveis, estes grupos sao uma classe

intermedidria entre a classe de grupos abelianos e a dos grupos soliveis.

Uma série normal se diz central se seus fatores sdo centrais, isto é, G;/G;—1 C Z(G/Gi_1).

Definicao 1.4.5 Um grupo G que possui uma série central finita é dito um grupo nilpo-

tente.

Seja G um grupo, obtemos a série central inferior de G definindo v, =G, 7, = G e
indutivamente definimos os outros termos da série como sendo y; = [y;—1,G], 0 que nos

leva a uma expressao da forma:

V1=GO1=GDO1=1nGD> - D%h=Mm-1GD>D -

A série central superior ou ascendente de um grupo G é obtida por Zy = (e), Z; = Z(G),
Zr = chl(Z(G/Z)) e indutivamente definimos os outros termos da série como sendo
Zi=mn,"(Z(G/Z,-1)), onde m; é a projegio candnica de G no grupo quociente G/Z;
e Z(G/Z,—) representa o centro do grupo quociente, o que completa a série

Zo={(e)CZ1=Z(G) C - CZy=n "(Z(G)Zy-1)) C ---

As séries centrais acima definidas sdo importantes no estudo dos grupos nilpotentes e é
compreenssivel os nomes dados as mesmas, porque elas constituem uma limitacao para

toda série central do grupo G, isto é:
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Teorema 1.4.6 Seja Ao =1 C A C --- CA, = G uma série central do grupo G. Entdo
Yn—i CA; CZ;.

A seguir apresentamos equivaléncias para a definicao de nilpoténcia para um grupo G.

Teorema 1.4.7 Se G ¢ um grupo, entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. G é nilpotente
2. A série inferior de G possui um niimero finito de termos (Y, = e para algum n € N)

3. A série superior de G possui um niimero finito de termos (Z,—1 = G para algum
neN)

As provas dos teoremas acima pode ser encontrada em [11].

O menor comprimento, c, tal que Y.+ = e € Z. = G é chamado de classe de nilpoténcia.

O centro de um grupo nilpotente intercepta todos os subgrupos normais (ndo trivialmente),

isto é:

Proposicao 1.4.8 Sejam G um grupo nilpotente e H # ¢, H 1 G, entdo HNZ(G) # e.

Em particular temos que um subgrupo normal minimal N de um grupo nilpotente G
estd contido no centro, provas desta Proposi¢do, do teorema acima e da Proposi¢ao 1.4.9

podem ser encontadas em [13].

Dado que o objetivo da presente dissertagcdo € o estudo de centralizadores de automorfis-
mos em grupos finitos expomos a seguir algumas propriedades de grupos nilpotentes de

ordem finita.

O primeiro resultado relativo a grupos nilpotentes finitos que serd exposto neste trabalho

nos d4d uma propriedade importante de normalizadores de subgrupos.

Proposicao 1.4.9 Seja H um subgrupo proprio de um grupo nilpotente finito G, entdo

H C Ng(H) propriamente.

Definicao 1.4.10 Um grupo G cumpre a condi¢do do normalizador se ele satisfaz a
condigcdo enunciada acima. Isto é, dado H um subgrupo proprio do grupo G, entdo

H C Ng(H) propriamente.
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Definicao 1.4.11 Um subgrupo H de G, se diz subnormal se ele pertence a uma série

subnormal de G.

Com as definicdes acima podemos enunciar mais equivaléncias, ao fato de um grupo

finito ser nilpotente:

Teorema 1.4.12 Seja G um grupo de ordem finita. Entdo temos as seguintes equivalén-

cias:
1. G é nilpotente.
2. G cumpre a condigdo do normalizador.
3. Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G.
4. G é o produto direto dos seus subgrupos de Sylow.
5. Todo subgrupo de G é subnormal.

6. Todo subgrupo maximal é normal.

A prova do teorema anterior pode ser encontrada fragmentada em vdrios teoremas em

[4].

1.5 p-grupos e p-grupos Abelianos Elementares

Definimos agora alguns tipos de grupos tteis para alguns resultados.

Definicao 1.5.1 Seja p um niimero inteiro primo, entdo dizemos que G finito é um p-
grupo, se sua ordem é uma poténcia de p. Um grupo H se diz um p'-grupo se sua ordem

ndo é divisivel por p, isto é, se |H| = n, entdo p { n.

Definicao 1.5.2 Dado um grupo G, finito, de ordem n (|G| = n) um p-subgrupo de Sylow
de G (S,-grupo), é um subgrupo P de G com a propriedade que P é um p-grupo e se
|P| = p", entdo p"*' {n, isto é, a ordem de P é a maior poténcia de p que divide a ordem

do grupo.
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Definicao 1.5.3 Seja © um conjunto de inteiros primos (8 = {p1,p2,..., Pn}). Dizemos

que um grupo G é um T-grupo se a ordem de G é produto de poténcias de primos per-

tencentes a T, isto é, |G| =[], pl(-x" . Um grupo H se diz um '-grupo se a decomposicéo
primdria da sua ordem ndo contém nenhum elemento de w, isto é, p; t |H| para todo

i=1,..,n

Definicao 1.5.4 Sejam m um conjunto de inteiros primos (R ={p1, p2,...,Pn}) € um grupo
G de ordem n (|G| = n), um subgrupo H se diz Sg-grupo de G, se H é um Tt-grupo e o in-
dice de H em G ndo é divisivel por nenhum p; €, isto é, pit |G : H| paratodoi=1,...,n.

Quando o conjunto de primos 7 tem s6 um elemento, um Sy-grupo diz-se um subgrupo
de Sylow de G.

Teorema 1.5.5 Um p-grupo abeliano finito G é o produto direito de subgrupos ciclicos
C, 1 <i<n, ne€Z. Além disso, o inteiro n e as ordens de C;, estdo unicamente determi-

nadas (a excecdo da sua ordenagdo).

A prova do teorema acima pode ser encontrada em [4].

Definicao 1.5.6 Dado um p-grupo abeliano finito G denotamos o n, dado no teorema, por
m(G) dada sua unicidade, e |H;| = p®, assim, dizemos que G é da forma (p©', p®2, ..., p),
além disso, se H; = (x;), entdo chamamos B = {x;|H; = (x;) para algumi=1,..,n} a
base de G, e para todo elemento x € G temos que x = x(f‘x(fz...xf,‘" onde 0 < o; < p%,

i=1,..,n

Definicao 1.5.7 Um p-grupo abeliano finito G da forma (p,p,p,...,p) é chamado um

p-grupo abeliano elementar.

A seguir enunciamos uma propriedade de grupos de ordem impar.

1,—1

Proposicio 1.5.8 Seja G um grupo de ordem impar e g € G, tal que x~'gx = xg~'x71,

para algum x € G. Entdo g = 1.

Demonstracao.

A prova desta proposi¢c@o consiste basicamente em uma iteracdo do seguinte processo: A

Ix~1 ' = x~2gx?. Conjugando os dois lados por x

1

hipétese, x~lgx = xg~
1

implica que g~

temos que x_'g~'x = x3gx3. Usando a hipétese novamente chegamos a xgx™ ' =x"3gx3,
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obtendo g = x*gx*. Tterando o processo chegamos a g~ = x‘z(zk“)gxz(z"“) e

g = x *gx*_ Como a ordem de G é fmpar, em particular a ordem de x é fmpar, en-
1

tdo dado um k € N apropriado, g~ = g, assim g = 1.



CAPITULO 2

Centralizadores de Automorfismos

2.1 Definicoes e Resultados Introdutoérios

Dados dois grupos A e G dizemos que A age via automorfismos sobre G, se A age sobre G
(como se definiu em 1.2) e existe um homomorfismo injetivo de grupos 0 : A — Aut(G),

%(a) paratodoa € Aen € G.Isto é a(nny) = (an)(an,).

talque an =n
A notacgdo para a acdo dos elementos que agem como automorfismos sobre os elementos
do grupo pode ser diferente, em algumas ocasides podemos expressar essa a¢cdo como
a(n), mas usualmente temos a seguinte notagdo, n%, o que pode confundir com a nota-
cdo de conjugado. No entanto, o que observamos € que todo automorfismo age sobre
um grupo como uma conjuga¢cdo em um outro grupo apropriado (dai a importancia do
produto semidireto), a acdo de todo automorfismo a € A de G pode ser visto como uma
conjugacao no produto semidireto do grupo A com o grupo G, G x A, onde temos que
a(n) = (n,1)(19) sendo (n,1),(1,a) as injecdes candnicas dos elementos 7 e a no produto

semidireto.

Seja A um grupo que age como automorfismos em um grupo G. Por defini¢do A permuta
os elementos de G, dado que em particular cada elemento de A é uma bijecdo de G em
G. Uma condi¢do a mais dos automorfismos € que permutam muitos outros objetos da
teoria de grupos, por exemplo permutam classes de conjugacao. O estudo de elementos
invariantes por todo tipo de aplicagdo € sempre importante para analisar algumas propri-
edades da estrutura. Temos os conjuntos A-invariantes, isto €, os conjuntos H C G, tais
que H* C H para todo a € A. Em particular, temos os elementos A-invariantes, que sao
chamados os pontos fixos por A, onde quando se fala dos pontos fixos estes sdo todos os
g € G, tal que g = g para todo a € A. O conjunto de todos os pontos fixos formam um
subgrupo do grupo G, denotado por C;(A), este subgrupo é chamado de centralizador
de A em G. Quando sé temos um automorfismo ¢, o conjunto dos pontos fixos por ¢
em G é o centralizador do automorfismo ¢ no grupo G, Cs(¢) = {g € Glg® = g}, o

qual também denotamos por Gy, para maior simplicidade na escrita. Com as ferramentas
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até agora expostas, podemos entender o porqué do nome, centralizador de automorfismos.

Seja L = G x A. Como vimos acima, A age sobre G como conjuga¢ao em L, logo g¢ = g
se, e somente se, g € a comutam em L (na realidade a notacdo anterior € um abuso de
notacdo dado que os elementos que comutam so as inje¢des de g e a em L)!. Logo, o
conjunto dos pontos fixos que chamamos de centralizador de A em G € precisamente 0s
elementos de G, que comutam com todos os elementos de A , o qual € conhecido na teoria

de grupos como C(A) logo:

Co(A) ={xe Glx* =x VacA}.

Estudamos no capitulo anterior alguns comutadores de elementos do grupo, e sugerimos
a possibilidade de fazer comutadores entre automorfismos e elementos do grupo sendo
estes elementos pertencentes a grupos diferentes. A partir dos comentérios anteriores
podemos perceber que ndo se trata de comutadores de elementos de grupos diferentes,
se trata realmente, de gerar um novo grupo onde esses comutadores fazem sentido e
este grupo € o produto semidireto de G, com um subgrupo dos automorfismos de G, que

contenha o automorfismo com o qual queremos fazer o comutador.

Em outras palavras, cada vez que temos um comutador da forma [¢, g|, onde ¢ € Aut(G) e
g € G, ele faz sentido no grupo L = G x Aut(G), somando o fato que [x,y] =x "'y lxy =

x~ 1% obtemos que:

8,0] = (g~ g,

poderiamos obter o mesmo resultado se simplesmente operamos os automorfismo nos

elementos do grupo, isto é:
_ -1 _ -1 _
2,0]= (e @) =((e7)® )%= (g7 ")s"
Com todas essas observagdes podemos dar uma definicao ja exposta na introdugao.

Definicao 2.1.1 O subgrupo gerado pelos elementos da forma [g,0] com g € G e ¢ um

automorfismo de G fixo, é denotado por,

6,01 = ({g7'g%lg € G} ).

10 abuso de notago que usamos aqui vai ser usado em repetidas ocasides no decorrer do trabalho sem
fazer nova mencao
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Os elementos da forma [g,®] ndo resultam ser fechados para a operagdo (para poténcias

sim), a ndo ser que o grupo G seja abeliano.

Proposicao 2.1.2 Sejam G um grupo, e ¢ um automorfismo de G. Entdo o subgrupo
(G, 0] é normal em G.

Demonstracao.

Para provar que [G,0] < G, basta provar que para todo gerador de [G,¢] o conjugado
deste gerador por qualquer elemento de G pertece a [G,¢], logo sendo x,g € G, tome
[x,0] := x~'0(x), entdo

g ', 0lg =g "x"0(x)g = (xg) '0(xg)d(g) g = [xg,0][g. 0] .

Portanto, g~ [x,0]g € [G,¢], de onde temos que, [G,¢] < G. m

Generalizando a defini¢do de comutador acima, definimos também o subgrupo [G,A].

Definicio 2.1.3 Seja A C Aut(G), denotamos por |G,A] o subgrupo gerado por todos os

elementos da forma [g,a), onde g € G e a € A, isto é,

[G.A]={({g 'g"lg€ G e acA}).

No desenvolvimento deste capitulo fazemos varios abusos de notacao, dos quais falamos
mais na frente, um dos mais usuais € usar o mesmo simbolo para denotar um automor-
fismo ¢, e o correspondente automorfismo induzido por ¢ nas classes laterais de um

subgrupo normal ¢-invariante H, isto é:

Sejam G um grupo, H < G ¢-invariante e ¢ um automorfismo de G. Entao o automorfismo

¢ induz um automorfismo no grupo G/H, dado por:
®: G/H — G/H
gH +— (gH)® =g%H.

Pode-se comprovar que as propriedades de automorfismo sdo obtidas por heranca das

propriedades do automorfismo 0, pelo qual ndo vamos fazer distin¢do entre os dois.
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2.2 Subgrupos de Automorfismos de Ordem Coprima

Comecamos essa secao com um lema que faz parte dos resultados gerais para grupos fini-
tos. Que fala sobre a acdo de um grupo de automorfismos sobre um grupo finito G. Mais
adiante no trabalho, tratamos de casos mas especificos deste lema, nos casos de automor-

fismos de ordem coprima com a ordem do grupo, e involucdes em grupos de ordem impar.

Lembremos que um subgrupo A de automorfismos de G diz-se coprimo, se temos
(|Gl,|a]) = 1 para todo a € A. O seguinte resultado € exposto e provado por Gorenstein
em [4] (Teorema 5.3.5).

Lema 2.2.1 Seja A um p’-grupo de automorfismos de um p-grupo P, entdo P = CH,
onde C =Cp(A) e H = [P,A].

Lema 2.2.2 Seja A um p'-grupo de automorfismos de um p-grupo finito P. Se H é um
subgrupo normal de P, A-invariante, entdo Cp/y(A) = Cp(A)H /H.

Demonstracao.

Para isso, definimos algumas notagdes.

Sejam P = P/H, K = Cp/y(A) e K = n~'(K), onde T € a proje¢do candnica de P em
P/H.

Temos que uma das incluses se obtém de forma imediata, a saber Cp/y(A) D Cp(A)H /H.
Além disso, temos Cp(A) C K. Para ter a igualdade desejada, basta provar que:

K = HCk(A), o que provamos usando a seguinte afirmacio a qual é devidamente provada

a seguir,

K = Cp/(A) = K/H = Cx(A)H/H = Cp(A)H/H,

provamos a afirmagdo acima em trés passos, verificando cada uma das igualdades acima
mencionadas. Primeiro temos Cp/(A) = K/H, dado que por definigdo K = n1(K) de
onde K/H = n(K) =n(n!(K)) = K = Cp/(A), assim obtemos a primeira igualdade.

Agora, temos Cx(A)H/H = Cp(A)H/H. De fato a primeira inclusdo se tem diretamente,
jaque K C P, entdo Cgx(A) C Cp(A), de onde obtemos que a projegdo no grupo quociente
P/H preserva tal inclusdo. Para verificar a segunda inclusio, seja pH € Cp(A)H /H, entdo
ph € C,(A) para algum elemento de pH, onde pela escolha de ph, temos (ph)* = ph
para todo a € A. Logo (pH)* = (phH)* = phH = pH para todo a € A, portanto
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phH € Cp)y(A) = K e assim ph € K dado que ph € n~!(phH), logo pH € Cx(A)H /H.

Por dltimo K/H = Cx(A)H /H se verifica se K = HCk(A), pelo qual a prova restringe-se
a verificagdo de K = HCk(A).

Temos que K é A-invariante, dado que se k € K, entdo (kH)* = kH pelo fato de
K =n~!(K), com o qual temos que k% € kH para todo a € A. Logo k% € n~!(kH), pois
(kH) e K,ention ' (kH) cn~ ! (K) =K, e k* cn~ ' (K) =K.

K é subgrupo do grupo P e pelo fato de que K é A-invariante, entdo K é também um
p-subgrupo € A um subgrupo de automorfismos de K (p’-subgrupo), onde podemos

aplicar o Lema 2.2.1 que diz o seguinte.

Seja A um p’-grupo de automorfismos de um p-grupo P, entdo P = CH, onde C = Cp(A)
e H=[PA].

Obtemos
K = [K,A]Ck(A).

Temos [K,A] C H dado que sendo k € K e a € A se tem k“H = kH, entdo k~'k* € H.
Logo K C HCk(A). Agora, seja ¢ € Ck(A), pela definicdo ¢* = ¢ para todo a € A,e seja
h € H, entdo percebemos que hcH = cH, dado que ¢~ 'Hc € H para todo elemento de
P, em particular para c, portanto (hcH)* = (cH)* = ¢*H = cH = hcH, logo hc € K para
todo h € H e ¢ € Ck(A), de onde temos a outra inclusdo K O HCk(A). Concluimos que

K = HCk(A).

Portanto, obtemos Cp(A) = Cp(A)H /H, onde P € um p-grupo.

O seguinte resultado € exposto por Gorenstein em [4] Teorema 6.2.2.1.

Lema 2.2.3 Seja A um T'-grupo de automorfismos do T-grupo G, e suponha G ou A solii-
vel. Entdo para cada primo p € T, nos temos que A deixa invariante algum S ,-subgrupo
de G.

Lema 2.2.4  Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G onde G ou A é
soliivel com (|A|,|G|) = 1.

1. Se N é um subgrupo de G, A-invariante, entdo Cg/y(A) = Cg(A)N/N.
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2. G=Cg(A)[G,A].

3. [G,A] = [G,A,A].

Demonstracao.

1. Tendo o resultado para p-grupos (Lema 2.2.2), generalizamos este para um grupo

G qualquer conforme pode-se ver a seguir.

Sejam N < G e (|A],|G|) =1 onde A é um subgrupo do grupo dos automorfismos

de G e N é A-invariante.

Sejam C = Cg/n(A) e TI(C) = {pi| pi éprimoe p;||C|} e C = Cs(A), temos
que C contem a imagem de C em G, onde G = G/N, assim € suficiente pro-

var, que para todo p; € II(C) um S,,-subgrupo (um p; subgrupo de sylow) de C
tem como imagem um S,,-subgrupo de C pela proje¢do natural, para obter que
Cg/n(A) = CG(A)N/N. E suficiente, pois todo S,-subgrupo de C resulta isomorfo
a imagem de um S,-subgrupo de C, pelo epimosfismo canonico, projetada no
quociente do grupo pelo kernel do epimorfismo (mas o kernel do epimorfismo
candnico € o mesmo N), assim teriamos, dado o isomorfismo de cada subgrupo de
sylow, que Cg/n(A) = CG(A)N/N.

Seja P um S,-subgrupo de C e seja K = n!(P) = {x € G|xN € P}. Seja P um

A-invariante S,-subgrupo de K, o qual existe dado o Lema 2.2.3.
Agora P C K =7~ !(P) o que implica que A centraliza PN/N.

Pelo fato do homomorfismo preservar ordem PN/N D P, além disso, PN/N C P
pela defini¢do de P, assim PN/N = P.

Logo pelo Lema 2.2.2, obtemos

Como PN/N = P/N NP = P, entdo

Cp/nrp(A) = Cp(A) = P,

também temos

Cp(A)NNP/NNP = Cp(A)/(Cp(A) NNNP) = Cp(A)/(Cp(A) NN) = Cp(A)N /N
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assim, obtemos que para todo S,-subgrupo de Cg /N(A) existe um §,-subgrupo de
Cg(A), asaber Cp(A), tal que a projecdo de Cp(A) no grupo quociente coincide com

P, entdo temos que

Cg/n(A) =CG(A)N/N.

2. Dada a normalidade de [G,A] (a qual é obtida pela generalizagdo da Proposi¢ido
2.1.2) temos que o quociente G/[G,A] faz sentido, e denotamos ele por G =
G/[G,A]. Agora aplicando o item 1 deste lema, temos Cz(A) = Cg(A)[G,A]/[G,A],
mas A age trivialmente em G/[G,A] ja que, (g[G,A])* = g*[G,A] = g[G,A], pois
¢ 'g% € [G,A] paratodo g € G e para todo a € A, de onde temos Ci(A) = G/[G, A],
logo

G =Cg(A)[G,A].

3. Para garantir a igualdade desejada verificamos a dupla inclusdo. Primeiramente
|G,A] D [G,A,A], dado que [G,A] C G. A outra inclusio, [G,A] C [G,A,A], basea-se
no resultado do item anterior o qual garante que G = C;(A)[G,A], assim, se g € G,
entdo g = g.x, onde g. € Cg(A) e x € [G,A]. Agora, seja a € A temos que [g.,a] =,
além disso, pelas propriedade de comutadores, Teorema 1.3.2 que:

[ab,c] = (ab) ‘¢ labc = b~ 'a ¢ labc = b~ 'a" ¢ Lacbb™ ¢ be = [a, c]P[b, c].
Temos [g,a] = [gex,a] = [g¢,al*[x,a] = [x,da], de onde [g,d] € [G,A,A].
Assim, basta verificar a inclusdo para os geradores, de onde concluimos

[G,A] = [G,A,A].
|

O préximo lema, faz parte da teoria geral de grupos finitos com automorfismos coprimos

e finda os resultados globais que sdo tratados no desenvolvimento deste trabalho.

Lema 2.2.5  Seja A um grupo de automorfismos de um grupo finito G com (|A|,|G|) = 1.
Seja {N;|i € 1} uma familia de subgrupos normais de G, A-invariantes e N = []; N;. Entdo
Cn(A) =IL:Cw,(A).
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Demonstracao.

Seja C = Cyn(A). Para todo n € N, temos n = [];c;n;, onde n; € N;, entdo para todo
c € C, temos ¢ = [[;e;ni- Seja |I| =t < oo e fagamos inducdo sobre a cardinalidade de
I. Se |I| =1 o resultado é imediato. Suponha que o resultado vale para ¢ — 1. Entdo
seja M = N|N,...N,_1 e L = N;, pela hipétese de indugdo temos que Cy(A) = MNC =
({CNN;|1 <i<t—1}). Assim.

(CAN)M/M = (CNML)M/M < Cyy1ju(A) = CL(A)M /M,

onde a dltima igualdade segue do item (1) do lema anterior. Portanto, Cy(A) = CNML <
M(CNL) e CNML < (CNM)(CNL) <M(CNL), com o qual concluimos que
Cn(A)=CNML=(CNN;,CNNy,...,CON,—1,CNNy).

|

2.3 Automorfismos de Ordem Coprima

Com a terminologia e definicdes dadas anteriormente, apresentamos 0s pré-requisitos
mais importantes usados na demonstracao do resultado principal deste trabalho. O se-
guinte lema € um dos mais importantes da teoria de automorfismos de ordem coprima a
ordem do grupo e é uma particularizacdo em alguns dos seus itens do Lema 2.2.4 s6 que
o item 1 deste lema ndo pode ser obtido apartir do lema anteriormente mencionado, por

que se a ordem de ¢ é diferente de dois, entdo ndo existe A < Aut(G) tal que A = {Id, $}.

Lema 2.3.1 Seja G um grupo finito, admitindo um automorfismo ¢ de ordem coprima

com a ordem de G, (|G|, |0|) = 1. Entdo tem-se que:

1. Se N é um subgrupo normal ¢-invariante de G, temos (G/N)y = GoN/N.
2. G=Cg(9)[G, 9.

3. 1G,0] = [G,9,0].

Demonstracao.

1. Para provar que (G/N)y = GyN/N basta provar a dupla inclusio. Primeiramente
a inclusdo (G/N)y O GyN/N resulta imediata do fato de que gN € GyN /N, entdo
g € Gy, logo (gN)? = g°N = gN e, assim, gN € G/N,. Para provar a outra inclusdo,
a saber (G/N)y C GyN/N, temos que garantir que para todo gN € G/N, existe
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x € gN, tal que x € Gy. Procedemos por indugio na ordem de ¢.

Suponha que |¢| = p, onde p é um niimero primo. Seja gN € G/Ny. Entdo ¢ restrito
a gN é uma bijecdo ou permutacdo. Lembramos que a 6rbita de gn com relagdo a

bijegdo |y é dada por?.

Orb(gn) = {gn’ € gN|¢'(gn) = gn’, paraalgumi € N,i < p}.

As orbitas geram uma particdo de gN, além disso o tamanho das orbitas divide
a ordem de ¢, logo o tamanho da orbita € 1 ou p. Suponha que toda 6rbita tem
tamanho p, entdo p divide a |gN|, logo p|N o qual garante que p divide a ordem
de G, p||G|, o que é uma contradi¢do, de onde pelo menos uma das 6rbitas tem

tamanho 1, logo existe um elemento x € G.

Seja |¢| = rg, com r > 1 e ¢ > 1 (¢ um nimero primo). Pela hipStese de indugao
temos que G/Ny = GyN/N, além disso G/Ny C G/Ny (dado que se gN € G/Ny,
entdo (gN)? = gN, logo (gN)? = gN, pelo qual gN € G/Nyr).

Agora, seja gN € G/Ny. Pelo argumento anterior, temos que gN € G/Nyr, pela hi-
pétese existe go € (Gyr NgN). Sejax € Gy, entdo x? € Gy pois (x?)® = (x¢)® = x?.
Logo Gy € ¢-invariante, dado que gN € G/Nj, entdo gN também €, o que implica
que (Gyr NgN) € ¢-invariante. Em particular, a classe lateral go(Gyr M gN) também

€ ¢-invariante.

Fazendo a restri¢do do automorfismo ¢ ao grupo Gyr, que € ¢-invariante, obtemos

um automorfismo de ordem r dado por

¢|G¢, :Gyr — Gy

Logo, pela hipétese de inducdo, temos que go(Gyr N gN) possui um elemento de

Gy, assim, existe x € gN, tal que x € Gy, 0 que conclui a prova.

Os dois ultimos itens, 2 e 3, constituem uma particularizacdo do Lema 2.2.4 e

suas demonstragdes seguem diretamente, dado que estas provas estam feitas por

2Como feito em 1.2
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elementos a prova resulta sé da reconstrucao da demonstracdo do lema citado, e por

1SS0 omitimos a prova. -

Definicao 2.3.2 Um subgrupo H dos automorfismos de um grupo G, é chamado de
subgrupo regular, se todos os automorfismos contidos em H sdo livres de pontos fixos.

O Seguinte lema pode ser encontrado no Capitulo 5 de [4].

Lema 2.3.3 Dado um subgrupo regular H de automorfismos de um p-grupo P, H é

p'-grupo

A prova do resultado acima € feita por contradi¢io com o seguinte raciocinio, supomos
que H possui um S,-grupo B, entdo se expde um subgrupo V de P o qual € abeliano
elementar e Cy(B) # 1, assim temos que B = 1 dada a regularidade de H. De onde H ¢

um p’-grupo.



CAPITULO 3

Involucoes em Grupos de Ordem Impar

Dizemos que um automorfismo ¢ é uma involugo se ¢ tem ordem dois, isto &, ¢> = Id e
0 # Id. Neste capitulo tratamos da influéncia das involugdes na estrutura dos grupos. De
fato o objetivo aqui é mostrar que se ¢ € uma involucdo de um grupo G de ordem impar,

Co(9)] <m
entdo temos que G’ tem ordem limitado por uma fun¢@o dependendo somente de m, |G’

tal que a ordem do centraliador de ¢ em G, C;(0), € limitado por m, isto é,

é

m-limitada. Para tanto, apresentamos primeiramente alguns resultados que usamos como

ferramentas na demonstracdo do resultado acima.

3.1 Propriedades dos Grupos de Ordem impar que Ad-

mitem uma Involucio e a Importancia do Subgrupo

G, 9]

Defini¢io 3.1.1 Temos que Gy € o subconjunto de G que contém todos os elementos g,

tais que a imagem de g pelo automorfismo ¢ é seu inverso, isto é,

G_o={gcGlg’=¢g""}.

Definiciio 3.1.2 HC é o fecho normal de H, definido como a intersecdo de todos os

subgrupos normais de G que contém H, isto é,

HY = ({x 'Hx|x € G}).
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Uma parte do primeiro item do lema a seguir se tem do Lema 2.3.1, o lema a seguir € a

reunido de varios resultados enunciados em [17, 18].

Lema 3.1.3 Seja G um grupo finito de ordem impar, admitindo um automorfismo ¢ de

ordem 2. Entdo, tem-se que

1. Se N é um subgrupo normal ¢-invariante de G, temos que (G/N)y = GoN /N,
¢ (G/N)—o={gN[g € G—o}.
2. G=GyG_y = G_4Gy, e 0 subgrupo gerado por G_g é exatamente |G, §).

3. Seja G um grupo finito de ordem impar, admitindo um automorfismo ¢ de ordem
2, e se N é um subgrupo normal ¢-invariante de G, tal que N = N_y. Entdo
N € Z([G,9])

4. G' C{Gy}C. Se Gy ¢ nilpotente de classe c, entdo [G,0] contém Y..1(G).

5. Gy normaliza o conjunto G_.

Demonstracao.

1. A primeira parte deste item se reduz a aplicacdo do Lema 2.3.1 item (1). Basta
entdo provar que G/N_y = {gN|g € G_y}, verificando a dupla inclusdo. Temos,
que a verificagdo de que G/N_y D {gN|g € G_y} segue por definicdo. Agora
para obter que G/N_y C {gN|g € G_y}, seja gN € G/N_y, entdo (gN)® = g~ IN.
Devemos verificar que pelo menos um dos elementos de gN pertence a G_¢. Seja

gN = {gng,gni,...,gn; },onde nop = een; € N, paratodoi =0,...,1.

Temos que tanto g quanto gn; pertecem a gN, o que implica que

tanto g_l, quanto (gn,-)_l pertecem g_'N, de onde temos que g_lN =

{(gno)~", (gn1) ", ... (gn) 1}

Podemos olhar o automorfismo ¢ na classe lateral gN como sendo uma permutacao

I assim

dos indices dos elementos de N (I + 1 elementos), isto &, 0(gn;) = (gn;)~
para ndo sobrecarregar a leitura identificamos a igualdade anterior como (i) = j
comi,jeS={xeN0<x<I[}. Assim, gN € {gN|g € G_y} € equivalente a ter

que ¢(i) =i para algum i =0, ..., .
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Dado que |G| = 2n+ 1 para algum n € N, temos que a ordem de N também ¢
fmpar (|N| = |S| =1+ 1, onde [ = 2k, para algum k € N). A permutacdo ¢ tem a
propriedade adicional de que se ¢(i) = j, entdo ¢(j) = i. De fato, como ¢ é uma

involugdo temos que

Agora, suponha que ¢(i) # i, para todo i = 0,...,/. Porém, dada a propriedade da
permutacdo exposta acima, temos que ela gera uma particdo do conjunto |S| em
duas, mas tendo em conta que o conjunto S tem ordem impar, esta particio nao é
possivel, logo existe pelo menos um i € S, tal que ¢(i) = i, de onde se conclui a

prova.

. Para demonstrar que G = GyG_y = G_yGy, partimos da premissa que [x,¢] € G_y,

para todo x € G. Além disso, se tivermos [x,®] = [y, 0]
[xa q)] = [ya q)] g x—lx(b = y_1y¢ = (xy_1)¢ = xy_l
& wl'eG &  Gyx=Gyy,

logo G_¢ tem pelo menos o indice de Gy em G (|G—y| < [G : Gy)) elementos.

Apresentamos a prova apenas para classes laterais a direita, pois € andloga para
classes laterais a esquerda. Sejam x,y € G_y. Suponha Gyx = Gyy, entdo existe

f € Gy, tal que x = fy, logo

=yt = xl=ft = x=yf!
= yfl=fy = fl=ylfy

Da propriedade acima, e fazendo uso das propriedades do automorfismo, temos que

(F =01l =yrt = ylfy=yfy!
= ylfr=f

Iterando o processo acima k-vezes chegamos em y~ ¢ fy?k = f, para todo k € N.
Particularmente, para k = n+ 1, onde 2n + 1 = |G|, temos que y~'fy = f e
y ! fy=f"1 logo f = f~!, entdo f = e e temos que x = y. Portanto,

x =y Gox = Gyy.
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Dos fatos provados acima, a saber |[G_y| < [G, Gy e x =y & Gyx = Gy, obtemos

que
G=|JGos=G= |J Gox.
geG x€G_y

Logo, G = {xf|x € G_gef € Gy}. Como Gyx # Gyy, concluimos que G = GyG_y.

Para provar que <G,¢> = [G, ], mostramos a dupla inclusdo. Para a inclusdo
(G_4) C [G,0]: sejax € G_g, entdo dado que [x ', 0] € [G,¢] e x 1, 0] =xp(x~ 1) =
x?, temos x> € [G, ¢], usando o fato da ordem de G ser fmpar, temos que x € [G, 0]
e dessa forma concluimos que (G_y) C [G,¢]. Agora, para provar (G_g) D [G, 0]

tomamos [x, 9| € [G, 0] de onde temos

(o) = (7a®)? = ()= ()T =[x 0]

Logo [x,0] € G_¢, de onde obtemos que (G_¢) = [G, 9]

. Sejan e N e g € G, temos que N C [G,0], dado que pelo item dois deste lema o

subgrupo gerado por G_g € exatamente [G, ] e N C G_y, aplicando ¢ no conjugado
de n por g temos (n¢)® = (n8)~! por outro lado (nf)® = (n_l)g¢, de onde obtemos

In=lg = (g71)®n~1g% e obtemos que

que (n~1)8 = (n’l)gq’, assim g~
nl = (g 'ng(g )0 = (nHEE ) = (n1)ls7 9, assim conclufmos que

N C Z([G,9]), dado que os elementos da forma [g~!,¢] sdo os geradores de [G, 0].

. Para provar que G' C Gg, ¢ suficiente provar que G/ Gg ¢ abeliano. Chamamos

H = Gq(f, pelo item 2 do presente lema, temos que G/H = G/HyG/H_¢, pelo
mesmo item temos que G =G _4Gy = <G_¢>H, dadoque G4 C <G_¢> e Gy CH.

GoH G
Assim — = L, pelo item 1 deste lema, de onde obtemos que — = H =1, pelo
Hy H Hy
qual 7= ﬁ,q,' Agora, pelo item 3 deste lema,

0 <o(1) <2 %) o (2).

assim provamos que G/H é abeliano.

Agora, para provar que se G, ¢ nilpotente de classe ¢, entdo [G,¢] contém Y..1(G),

usamos a Proposicdo 1.3.3 na definicdo de série central inferior e temos que:
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Ye+1(G) =[G, ...,G] = [Gy[G, 9], ...,Gy[G, 0]] = [Gy, ..., Gy) G, ¢]

(. J/ (.

Vv vV
c+1—vezes c+1—vezes c+1—vezes

Ye+1(G) =[G, 9],
de onde y.11(G) C [G,9].

5. Para mostrar que Gy normaliza o conjunto G, € suficiente mostrar que, para todo
elemento g € G_y, 0 conjugado de g por qualquer elemento de Gy pertence a G_,
isto é, provamos que f~lgf € G_¢ para f € Gy e g € G_y, elementos arbitrdrios.

Basta operar o automorfismo ¢ de onde temos que

(flef)=rg ' f=0"eN",

logo f~lgf e G_y, entdo Gy normaliza G_.

Dizemos que dois subconjuntos X,Y de G comutam se xy = yx paratodosx € X ey €Y,

equivalentemente temos que [X,Y] = 1.
Considerando o item dois do Lema 3.1.3 apresentamos a seguinte defini¢ao:

Sejam G um grupo finito de ordem impar, ¢ um automorfismo de ordem 2 de Ge X C G.
Entdo todo elemento x € X é em particular um elemento de G pelo qual tem-se que
X = xpX_¢, onde xy € Gy € x_¢ € G_¢, assim podemos obter uma proje¢do que define

de forma intrinseca os seguintes conjuntos:

X¢={X¢‘X€X} X,¢={X,¢‘XEX}.

Usando a definicao acima obtemos o seguinte resultado, enunciado em [18].

Lema 3.1.4 Sejam X, Y dois subconjuntos de G, que comutam e assuma que Y é

¢-invariante. Entdo Xy e X_¢ comutam comY .

Demonstracao.

Por hipétese, temos que X C Cg(Y), entdo (X) < Cg(Y). Além disso, dado que Y ¢
0-invariante, temos que ¢ age sobre Y como uma bijecdo, de onde obtemos que para todo
y €Y existe y € Y, tal que (y')® = y. Como X comuta com Y, temos que xy’ = y'x e apli-

cando ¢ nos dois lados da igualdade obtemos (xy')® = (y'x)?, de onde temos que x%y = yx?,
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para todo y € Y, entdo conclufmos que X® C Cg(Y), logo (X®) < C5(Y). Das afirmagdes
anteriores obtemos que <X , X ¢> < Cg(Y). Resta provar que <X¢,X_¢> C <X ,X¢> e deste
jeito terfamos que (Xy,X_¢) C Cg(Y). Em particular, Xy C Cg(Y) e X_y C C(Y), de

onde obteriamos o resultado desejado.

Seja x_¢ € X_¢, entdo existe x € X, tal que x = xpx_g, temos também x1x0 <X,X¢>.

Mas temos que x~'x? = x:éxqj 1x¢x:$ = x:é, o que implica que x:é,x%q) € (X,X?). Dada
a ordem do grupo (pelo fato de ser fmpar) existe um nimero n € N tal que (x> q))” =X_¢,

portanto X, X_¢ C C;(Y) de onde Xy C Cg(Y), dado que Xy C (X, X_¢).

Portanto, obtemos a inclusio desejada, a saber <X¢,X_¢> C <X , X ¢>. [}

O seguinte lema foi enunciado em [18].

Lema 3.1.5 Sejamx € G_y e a € Gy e suponha que [x,a] € Gy. Entdo [x,a] = 1.

Demonstracao.

lea?=a, pelo fato de [a,x] € Gy, temos que

1 1

Pelas hipéteses, temos que x¢ = x~

a'xa. Por outro lado, temos

Ya='x = xa—'x~'. Aplicando

([x,a])® = [x,a] que é equivalente a falar (x~'a~'xa)® = x~

Ix~1a e das duas igualdades obtemos x~

1

(xla="xa)® = xa~

o inverso nos dois lados da igualdade obtemos que x 'ax = xax~!. Agora, isolando

2.2

a temos x “ax” = a, e conjugando nos dois lados da igualdade por x obtemos que

4 4 —Zkax2k

2ax?)* = a*, pelo qual x *ax* = a. Iterando o processo concluimos que x

(x"“ax =a,

para todo k € N, de onde segue que existe um nimero natural  adequado, tal que x> = x,

1

dado que a ordem de G é impar (n = r+ 1 onde |G| = 2r+ 1). Logo x™"ax = a, assim,

[x,a] = 1. ]

O lema anterior mostra alguns resultados em relacao a decomposi¢ao de G, feita no item
2 do Lema 3.1.3.

3.2 Implicacoes do Fato de G = [G, ¢|(para ¢ uma involu-
cao de G)

Nesta se¢do vemos um resultado que segue do fato do grupo G, o qual tem ordem impar,
ser igual ao subgrupo [G, 0], onde ¢ é uma involu¢do. Fazendo uma anélise dos resultados

anteriores temos que G = <G,¢>, de onde obtemos que todo elemento do centralizador
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do automorfismo ¢ no grupo G pode ser visto como combinagdo linear de elementos de
G_p.

Lembramos que [G,¢] = <g’1 glg e G>, assim, temos que todo elemento de G pode se
ver como combinagio linear de elementos da forma [x,$] = x~'x? ou como combinacio

linear de elementos de G_.

Lema 3.2.1 Suponha que G = |G, §|. Seja N um subgrupo normal ¢-invariante, tal que
N < G_¢ ou N < Gy. Entdo N < Z(G).

Demonstracao.

Vamos provar o lema em duas partes: na primeira parte tomamos N < Gy € na segunda,
vamos supor que N < G_,y. Para comegar suponha N < Gy, entdo [G,N| C N pela
normalidade de N, logo [g,n]® = [g,n]. Por outro lado [g,n]® = [g®,1n®] = [g%,n] de onde
obtemos que [g,n] = [g?,n], assim

R 1 _ - - _ -1y0

g 'nlg= (g% 'n"g® deonde n7t=(g%)g In g(g ) = (n 1) )
Obtemos entio que g(g~')? € Cs(N) para todo g € G. Ja que G = [G, ¢] temos que para
todo h € G, h = g_l(g)q’ de onde todo h € G pertence ao centralizador de N, isto &,
C6(N) =G assim N < Z(G).

Analogamente, vamos supor que N < G_g, logo (nf)® = (nf) ™!

, mas por outro lado temos
que
(n8)? = (nfl)gq) de onde obtemos que (n~!')¢ = (nil)gq), assim

1 1

n'g=(g") 'g® deonde n ' =(g%g"

& n (s = (e

Entdo, como no caso anterior obtemos que Cg(N) = G, entdo N < Z(G). ]

No lema acima vemos como o fato de G = [G,¢| tem implicagdes na estrutura dos

subgrupos normais ¢-invariantes de G.
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3.3 Consequéncias da Limitacdo da Ordem de C;(0) no
Grupo G (onde ¢ é uma involucao e G € um grupo de

ordem impar).

Nesta secao tratamos da influéncia da limitagdo da ordem do centralizador do auto-
morfismo ¢ no grupo G (Cg(9)), tanto no indice de subgrupos ¢-invariantes, como no
grupo derivado de G. Tal resultado € um dos principais deste trabalho. A influéncia da
limitagdo da ordem de C;(0) comegou a ser trabalhada por Hartley [6] em 1980 que
obtém que: dado um grupo periédico G contendo uma involugdo ¢, tal que |Cg(0)| = m,
entdo G contém um subgrupo nilpotente de classe de nilpoténcia no méximo 2 e indice

menor ou igual a f(m), onde f(m) é uma fungdo que depende s6 de m.

O mesmo Hartley em [5] (1981) prova que: dado um grupo periédico G contendo uma
involugdo 0, tal que |Cg(9)| < m < oo, entdo G contém um subgrupo normal, ¢-invariante
e nilpotente, H, de classe de nilpoténcia no maximo 2 e indice menor ou igual a f(m),

onde f(m) é uma fungdo que depende s6 de m, e H' < G.

Shumyatsky, em [16] (1998), estabelece um resultado de limitagdo nos geradores de G’/
obtendo que: Sejam p um nimero primo maior que 2 ¢ G um p-grupo admitindo uma
involugo ¢, tal que G = [G,¢]. Assuma que G, é r-gerado. Entdo existe um nimero m

r-limitado de forma que G’ é m-gerado.

Agora apresentamos um dos teoremas principais desta dissertacao, este resultado € enun-

ciado e provado por Shumytsky em [18].

Teorema 3.3.1 Sejam G um Grupo de ordem impar;, ¢ um automorfismo de ordem dois e

m um inteiro positivo, tal que |Gy| < m. Entdo,

1. G tem um subgrupo normal ¢-invariante H, tal que H' < Gy e o indice [G : H] é

m-limitado.

2. Se G =G, 0], entdo a ordem de G' é m-limitada.

Demonstracao.

1. Assumimos que temos o resultado exposto por Hartley em [6], que diz que G
contém um subgrupo L, nilpotente, ¢-invariante, com classe de nilpoténcia menor
ouiguala2e [G: L] < f(m).
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Definimos H; = [L,§], entéo |H,| = |[L,¢]|. Pelo Item 2 do Lema 3.1.3, temos que
[L,0]| = |L|/|Ly|, de onde |L|/|Ly| > |L|/|Gy|. Juntamente com as hipéteses de que
|Gy| <me[G:L] < f(m) obtemos

Gl _ G

(G ] =[G L0l = e < 171G

= |Go|l|G = L]| < mf(m).

Além disso, ¢ inverte todos os elementos da forma [1,¢], pois ([I,0])® = (1711?)¢ =
(1971 = ([,0])", e H] é ¢-invariante, dado que se h, j € Hj, entdo

([, 1) = (R hj)® = () () 'K %) = [n®, j*).

Como H, é ¢-invariante segue que h%, j® € Hy, logo [h?, j%] € H].

Temos que H; /H| é abeliano, ja que para h, j € Hy, [h, j| € H; por defini¢do, entdo
h=1j='hj € H{ pelo qual h~'j~'H| = hjH]. Pelas afirmacdes anteriores temos
que todo elemento de H, /H] & invertido por ¢, (hH])® = h®H| = h~'H], pois pela
comutatividade deduzimos que [T, [h;, 0] = [k, 0] (hH|)® = h®H] = h~'H].

Sabemos que L € nilpotente com classe de nilpoténcia menor ou igual a 2, logo
[L',L] = 1, de onde todo comutador da forma [/,1;,1;] é igual a 1, para quaisquer
l,11,1; € L. Em particular, [L, 0] C L, pois L é um subgrupo ¢-invariante. Dai temos
que para quaisquer x,x1,x2 € Hj se tem que x,x1,x; € L, logo [H{ JH ] = 1. Assim,
dados x,xp,...,x; € Hy, a imagem de [xi,x2,...,x;|Yi+1(H1) por ¢ depende s6 da

imagem de [xH|,x2H],...,x;H{| de onde concluimos que

(v1,x2, - xiYi 1 (H1))® = (i HY,x2H] o xiH{]) i1 (H))
= by Hixg Y H i (1)
b1 Hy ,xoHY .o ] ) i1 (HY).

Do fato acima temos que ¢ inverte V;(H;)/Vi+1(H;) quando i é impar e centraliza
Yi(H1)/Yi+1(Hy) se i € par. Dai Hf C Gy. Portanto H = () Hi cumpre as
condic¢des do primeiro item deste teorema. Dado que, em primeiro lugar H € normal

em G, dado que € o kernel do homomorfismo:

My, 0 G{§) — S,
X +— M S — S
Hix; — Ttx(Hlxi) = Hix;x.
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H ¢ nilpotente, dado que é subgrupo de H; motivo pelo qual, temos que H' C Gy,
por dltimo temos que [G : H] < g(m) dado que [G: H;| < f(m)me [G: HNK] <
(G : H|[G : K], assim [G : H] < [G : H{]* = g(m).

. Para provar o item dois, usamos inducdo sobre m. Seja H o subgrupo obtido no

item 1. Dado que a classe de nilpoténcia de H ¢ menor ou igual a 2, temos duas

possibilidades:

Casol: Suponha que H' # 1, entdo o resultado segue para G/H’, e além disso:

(G/H'"Y = {[aH',bH']|a,b € G}
= {la 'pb"'abH']|a,b € G}
= G /H'.

Logo, obtemos que |G| = |G'/H'||H'| < f(m)m = g(m).

Caso2: Seja H' =1, entdo temos que H ¢ abeliano. Definamos M = HN Gy ¢
seja N = <MG>. Logo, temos que M C Gy, portanto |M| < |Gy| < m. Além disso,
|G : C(M)] < f(m), dado que M C H e H é abeliano, de onde H C Cg(M), o que
implica que

Gl/ICc(M)| < |G|/|H| =[G : H] < f(m).

H ¢é abeliano pelo qual M também é abeliano, assim M C Cg(M) < G, entdo |N| é
limitada, dado que temos a limitacao de a ordem de M e do indice [G : Cg(M)] e o
fato adicional que M = M para todo ¢ € Cg(M). Com isso se |[N| # 1 posso usar a
hipétese de indg¢do para o grupo G/N e obtemos que |G| = |G’ /N||N|, mas dado que
|G’ /N| é limitado (pela hip6tese de indugdo), e |N| também pelo argumento anterior,
entdo teriamos o resultado, pelo qual suponha que N = 1, entdo H NGy = 1, assim
H C G_pp; pelo Lema 3.2.1 H < Z(G). Entdo (G : Z(G)| é m-limitado e usando o
Teorema de Schur obtemos o resultado desejado (o teorema de Shur da a seguinte

implicagdo: [G: Z(G)] =n = |G'| <n') -

A prova deste teorema encontra-se em [10] e basea-se na construgiio de um homomorfismo que leve g

em g".



CAPiTULO 4

O Subgrupo pY(L)

A seguir definimos um subgrupo do grupo G, de particular importancia no desenvolvi-

mento do presente capitulo.

Definicao 4.0.2 Dado um elemento x € G e um subconjunto L C G, denotamos por
pi) (L) 0 menor subgrupo ¢-invariante de G que contém x~'Lx. Dados vdrios elementos

X1,...,Xx € G, definimos indutivamente

pi)l,...,xk (L> = p;?k(pi)l,...,xk,l (L)>

As préximas secdes contém lemas que sdo resultados em prol de demostrar o seguinte

resultado, exposto e provado em [18]:

Teorema 4.2.3 Suponhamos que G = [G,0] e |Cs(0)| < m. Seja G(¢) atuando fiel e
irredutivelmente em um p-grupo abeliano V, onde p é um primo impar. Entdo existe uma
constante k, m-limitada, e elementos xp,...,x; € G_g, tal que V = pi)l,,,_,xk(V_q,).

O grupo abeliano V resulta ser p-grupo abeliano elementar, como serd demonstrado no

Lema 4.2.1 na frente.

No presente capitulo falamos do grupo G (¢) como sendo o produto semidireto do grupo
G pelo subgrupo (¢) do grupo de automorfismo de G (G (¢) = G x (0)), onde a operac¢do

entre os elementos de G (0) € dada por,

GO)xG(o) — G() |
(8:0)(8,0) — (8,0)-(2.0) = (g8%,07).

O fato da representacdo ser fiel quer dizer que € injetiva, como definimos na se¢io 1.2. E
o fato de ser irredutivel diz que s6 0 e V sdo subespacos invariantes pela representacdo (s6
0 eV sdo G (¢)-submddulos de V visto como G (¢)-médulo), como também definimos na

secao 1.2.
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4.1 Influéncia de Gye G_, em PY(L)

A continuacdo, mostramos algumas proposicdes importantes para desenvolver as demos-

tracdes dos resultados deste capitulo.

Proposicao 4.1.1 Dado L um subgrupo abeliano, normal, ¢-invariante de G e x € G_,

entdo temos que
('L, (L)) = p2(L).

Demonstracao.

Dado que pi)(L) foi definido como o menor subgrupo de G que contém x 'Lx e é
¢-invariante, além disso, temos que x~'Lx C (x~'Lx, (x"'Lx)?), nosso objetivo entdo
€ mostrar que <x’1Lx, (x*ILx)¢> ¢ ¢-invariante, além disso que para todo H < G, tal
que H é ¢-invariante e x~'Lx C H, temos (x_]Lx)q’ C H. Entdo fica mostrado que
(x7Lx,(x"'Lx)?) = pj?(L).

O fato que <x_1Lx, (x_le)¢> € o-invariante resulta imediato da ordem de ¢. Basta ver
que dados dois geradores k € x 'Lx e f € (x~!Lx)?, temos que as imagens pelo automor-
fismo ¢ desses elementos pertecem a {(x~'Lx,(x 'Lx)?). Note que k® € (x~'Lx)?,
e f® = ((ko)?)®, para algum ko € x 'Lx, dado que f € (x~'Lx)?, mas como ¢ &
uma involugio, entio f¢ = (k8)¢ = ko, onde ko € x~'Lx, pelo qual fica provado que
(x~1Lx,(x"'Lx)?) € ¢-invariante.

S6 resta provar que, para todo H < G, tal que H é ¢-invariante e x~!Lx C H, entio
(x~'Lx)® C H, o que é obtido do fato de H ser ¢-invariante, de onde H® C H e, em parti-

cular, como x~!'Lx C H, logo (x~'Lx)® C H. Assim, concluimos a prova da Proposic#o.

Lema 4.1.2  Seja L um subgrupo abeliano, normal, ¢-invariante de G e x € G_¢. Entdo
pi’ (L_¢) contém L_.

Demonstracao.
Seja K = x_lL_q,x. K é um subconjunto de L (dada a normalidade de L), temos que
definindo:

T L:Lq)L_q) — Lq):L/L_q)
§=2808-0 —— Ti(g) = go-
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1% L:L¢L_¢ — L¢:L/L_¢
g§=288-¢ — M(g) =g

Onde m;, T, sdo as proje¢des canOnicas de L a Ly e Ly respectivamente definidas

intrinsecamente pelo item 2 do Lema 3.1.3, assim, temos que:

Ky = {k¢ S L¢’ Jdke K, talque k=kok ¢ (k,q) € L,q,)},

o que resulta ser equivalente a dizer que Ky = 71 (K).

Do mesmo modo, seja

K o= {k_q) S L_¢| dke K talque k=kok_¢ (kq) S L¢)},

ou seja, K_¢ = mp(K).
Entdo K C (Ky,K_¢) e (Ky,K_¢) € ¢-invariante pelo fato de que

(Ko Koo) = (LTI (% | (o € Golk)-4 € 6o,

de onde basta ver como age o automorfismo ¢ sobre um elemento deste tipo,

n

Tk k)P0 = T ()P0 = Tk Ch) ™

i=1 i=1 i=1

O resultado acima deixa claro que (Ky,K_¢) € ¢-invariante, entdo p? (L—g) C (Ko, K—)-

Agora, para provar a outra inclusio (<K¢,K_¢> C pjc) (L—¢)) levemos em conta a seguinte

igualdade:

<x—1Lx, (x_le)¢> = p0(L).

Usando o resultado exposto na Proposi¢ao (4.1.1) para L_y, observamos que provar a
ultima inclusdo, resulta equivalente a provar que <K¢,K_¢> C <K K ¢>. Para isso tomamos
dois elementos de <K¢,K_¢>,um de cada conjunto gerador, isto €, xo € Ky € y_¢ € K.
Entdo, pelas defini¢des de Ky € K¢, temos que existem x,y € K, tais que x = xox_¢ €
Y = Yoy—¢» logo xx® = x¢x_¢x¢x:ql) e, dado que x¢,x—¢,y9,y—0 € L, por defini¢do de Ky e

K_y, e eles comutam pela hipétese de L ser comutativo, o que implica que xx? = xqz), logo
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xd% € <K , K¢>, e sendo que a ordem do grupo G e a de L sdo impares, entdo temos que
xp € (K,K®).

Agora, de forma andloga temos que y(y‘]’)*1 = YoY—0Y—0Yo I = y3¢, pelo mesmo argu-
mento da comutatividade de L, segue que y2_¢ € <K, K¢>, ey ¢ € <K,K¢>.

Com as duas afirmacdes acima fica demostrado que <K¢,K_¢> C <K ) K¢> = pi) (L—g).

Se provarmos que K_¢ = L_ teriamos que L_y = K_¢ C (Ky,K_¢) = pi)(L_q,), com o

que chegariamos na tese exposta no lema.
Provar que K_¢y = L_ € equivalente a provar que K_y C L_g e |[K_¢| > [L_| '
Podemos verificar a inclusdo mencionada, pois K_y = T2 (K) C m2(L) = L_y.

Agora a prova de que |K_g| > [L_¢| é feita por contradi¢do. Suponha |K_y| < |L_g],
entdo existem /1,l> € L_ distintos, tais que T (x~'l1x) = my(x~'Ipx), onde T, é a forma

geral da segunda projecao candnica sobre todo o grupo L.

Fazendo um parénteses na prova temos o seguinte resultado: Dados dois elementos
8,8 € G, tais que as suas segundas projecoes coincidem (a projecdo candnica com res-

peito ao automorfismo dado pelo Lema 3.1.3), isto €, g = go8—¢ € § = §0&—¢» €ntdo

287" =208, ', logo gg~" € Gy,
Aplicando o resultado acima a x~!/;x e x~!lox, temos que

xMyx- (x )T = x hx (o' %) = x7 Ly x pertece a Ly, o que implica que
(x_llllg 1x)¢ = x_llllg Ix. Por outro lado, operando o automorfismo diretamente e
usando as hipoteses que x € Gy, [1,l, € L_ e propriedades de automorfismo, obtemos

que (x 111, 1) = xi; ha ! logo x 7 1y x = i T ha !, de onde 11, = X2 b2

Agora, retomando a prova do lema, temos que como x~ !/ 11y Ix=xi N ',x~1, pela Propo-

si¢do 1.5.8 temos que /11, L—e, logo [y = I, 0 que € uma contradicao.

'Observemos que. Quando falamos do conjunto K, o K_y é a segunda projecdo de K, mx(K), como
se viu no comeco dessa demonstracdo. Agora, quando falamos do subgrupo ¢-invariante L, o L_, faz
alusdo ao conjunto dos elementos em L que sdo levados no seu inverso pelo automorfismo 0, isto €,
Ly={l¢€ L|1® =171}, s6 que dado o item 2 do Lema 3.1.3 L = LyL_4 o conjunto L_4 coincide com
a segunda projecdo de L, (L), onde essa projegio é definida de forma andloga a definida para K.
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Portanto |k_g| > |L_y|, e chegamos na conclusdo desejada, a saber k_y = L_¢. Com 0 que

obtemos L_y = K_¢ C (Ky,K_¢) = 0! (L—¢) e se conclui a prova. u

Lema4.1.3 Sejax € G_y e H < Gy. Entdo (H")y possui ao menos o mesmo niimero

de elementos de H, isto é, |(H)o| > |H|.

Demonstracao.

Fazemos esta demonstragdo por contradig@o.

Suponha que |(H")y| < |H
e (x 'hix) = gog ¢, assimg g = g:ql,g—q)-
Temos que (x_lhz_lx) (x 'hix) = x‘lhz_lhlx = g:i,g,q,, entio hz_lhl = xg:;)g,q,x_l que

, entdo existem hy,hy € H distintos, tais que (x~'hpx) = 808—¢

pertence a Gy, isto €, xg:(})g_q,x’l € Gy dado que hy,hy € H e por hipétese H C Gy. Por
um lado obtemos que (xgiql)g_q)x_l)q’ = xgiql)g_q)x_l e por outro, fazendo a operagao
do automorfismo diretamente, baseados no fato que x,g:(}),g,q, € G_y, obtemos que
(xg:(})g_q,x’l )0 = x’lg_q,g:(})x, entao xilg_q,g:;)x = xg:ql)g_q,x*l de onde, pela Proposi-
céo 1.5.8, chegamos a g_q)g:ql) = e, assim g_¢ = §_¢, assim (x~'/px) = (x 'hyx), logo
hi = hy, o que € uma contradicao.

Entdo |(H")y)| > |H| como se desejava. |

Do resultado acima somado com os fatos que |H*| = |H| e |(H")y| < |[H*|, obtemos que
|(HY)o| = [H].

Lema4.1.4  Seja L um subgrupo abeliano, normal e ¢-invariante de G e x € G_.
Suponha que Cr(x) = 1. Entdo pi)(L_q,) =L

Demonstracao.

Usando a notacdo do Lema 4.1.2, e tendo em conta que o resultado do mesmo lema é
aplicdvel aqui, dado que as hipéteses coincidem, € suficiente mostrar que Ky = Ly, dado
que L = (Ly,L_¢) pelo item dois do Lema 3.1.3 aplicado a L.

Temos que L_o C L, pois L é ¢-invariante € L_ = {I € L|I® = [~'} = (L) de acordo
com o Lema 4.1.2, de onde obtemos que K = x_lL_q,x C x 'Lx. Pela normalidade de L,
concluimos que K = x_lL,q)x C x~'Lx = L. Juntando este fato 2 defini¢do de Ky e K4
obtemos que Ky C Ly e K_y C L_¢. Resta provar entdo que |Ky| > |Ly|, para obtermos a

igualdade desejada (Ky = Ly). Fazemos esta prova por contradigao.
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Suponha |Ky| < |Ly|, entdo, temos duas cituacdes, ou existem /1,l, € L_ diferentes, tais
que 71 (x~'11x) = 7ty (x~!ox) que chamamos Caso 1 ou |L_¢| < |Ly| que chamamos Caso
2.

A divisdo nos dois casos acima expostos € o resultado da andlise dos seguintes fatos:

Observemos que ao comparar a ordem de L_y com a ordem de Ly temos duas possibili-
dades: |L_y| < |Lg| ou |L_¢| > |Ly|. Uma das opgdes jd corresponde com um dos casos
(a saber |[L_¢| < |Ly| Caso2 ). Agora, tendo em conta que L_y = K_¢ pelo Lema 4.1.2
e |L_y| = |K| = |(L—¢)*| temos que

L_y| > |Ly| é equivalente a dizer que |K| > |Ly|.
Temos, além disso, que |K| > |Ky| e a desigualdade ¢ estrita, isto é, |K| > |Ky| se, e
somente se, existem k,k € K diferentes, tais que 71 (k) = 7; (k) o que resulta equivalente a
dizer que existem [1,l, € L_ diferentes, tais que 7 (x~'I1x) = 71 (x"'Ipx), que é o Caso

1. Estas observagdes justificam, a divisdo nos casos mencionados.

Caso 1 Por um raciocinio andlogo ao feito na Proposicio 1.5.8, temos que kk~ ! = k_q)l_c:l,
de onde kk~! € L_y dado que L_ € fechado para a soma pelo fato de L ser abeliano.
Portanto, temos que (x~'/1x)(x~'hx)™! € L_y e entio x~ 1, 'x € L_4, 0 que implica
que, por um lado (x~ ! 1l 1x)¢ = x_llf Uhx (pela comutatividade de L), por outro lado
(125 '%)® = xl; T ha ! entdo x 71 hx = xl b Logo, x 721 ' hx® = 17 ' e con-
jugando iteradamente em ambos os lados da igualdade, um ndmero apropriado de vezes,
temos que xilll_ 1lzx = ll_llz, entao ll_llzx =xl 1_112. Assim, [ 1_112 pertece ao centralizador
de x em L, ou seja, lfllz € Cr(x), mas pela hipétese, temos que Cr(x) = e, logo [} = I, 0

que € uma contradi¢ao.

Caso 2 Em primeiro lugar, verificamos a seguinte implicagdo: Se |L_¢| < |Lgy|, en-
tdo Ly ﬂx_qu,x # 1. Provamos esta ultima afirmacdo por contradicdo. Suponha que
Ly ﬂx*ILq,x =1,entdodadoque Ly C Le x*1L¢x C L temos que Ly (x*ILq,x) C L. Agora
pela suposigdo, temos que |Ly(x ™' Lox)| = |Lo||(x ' Lox)| /Lo Nx ™' Lox = |Lo||(x ' Lox)| =
|Ly|?, dado que |Ly| = |(x~'Lyx)|. Pelo item 2 do Lema 3.1.3, chegamos a L = LyL_g
e pela defini¢do dos subgrupos Ly € Ly o elemento 1 € o tnico elemento pertencente
L| = |Lo||L-o
hipétese temos que |L| < |Ly|*. Das desigualdades acima, temos que |L| < |Lo||(x~'Lox)|,

a interse¢do dos mencionados subgrupos,isto € Ly NL_¢ = 1, dai

, € pela
0 que € uma contradi¢do, dado que Ly (x’qu,x) C L. Portanto, temos que Ly ﬂx’qu,x # 1.

Agora, dado que Ly ﬂx_]Lq,x # 1 podemos tomar a # 1, tal que a € Ly ﬂx_qu,x. Entdo,
como a € x_1L¢x, existe b # 1, b € Ly, tal que a = x 1bx, de modo que b~ Ix"lbx e Ly.
Isso equivale a dizer que [b,x] € Ly, logo, temos também que [x,b] € Gy, o que nos dd as

hip6teses do Lema 3.1.5, de onde obtemos que [x,b] = 1. Logo b € Cr(x), o qual é uma
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contradi¢cdo, dado que o centralizador de x em L € trivial.

Como nos dois casos chegamos numa contradi¢do, temos que Ky > Ly, 0 que implica
que Ky = Ly, de onde obtemos que <K¢,K_¢> = <L¢,L_¢>, 0 que equivale a igualdade
desejada, a saber pi’ (L) =L. |

Lema 4.1.5  Seja L um subgrupo ¢-invariante de G e x € G_y. Suponha que a ordem
de pi) (L) é igual a ordem de L. Entdo x normaliza L.

Demonstracao.

Pela Proposisdo 4.1.1, temos que (x~'Lx, (x*ILx)¢> = pi)(L). Por hipétese, temos que
L] = 1p2(L)] = 'L
ordem que ele, é ele mesmo, o que implica que ele € ¢-invariante. Logo, temos que
x'Lx = (x 'Lx)? = xLx~!, de onde obtemos que x2Lx?> = L e, dado que a ordem de

, entdo o tdnico subgrupo que contém x~'Lx e tem a mesma

G é fmpar temos que x ' Lx = L, como queriamos provar. |

4.2 Acao Fiel e Irredutivel de G (¢) Sobre um p-grupo

Abeliano

Agora passamos ao resultado principal desse capitulo, que é mostrar o seguinte teorema

que como ja temos falado € provado em [18]:

Teorema 4.2.3 Suponha que G = [G,§] e |C(9)| < m. Seja G (0) atuando fiel e irreduti-
velmente num p-grupo abeliano V, onde p é um primo impar. Entdo existe uma constante

k, m-limitada e elementos xp,...xy € G_¢, tal que V = pghka(v_q,).

Os lemas das secOes anteriores sdo as principais ferramentas para desenvolvermos a

demonstracdo do resultado exposto acima.

Relembremos que podemos fazer uma identificacdo do automorfismo ¢ com sua imersao
candnica no produto semidireto G (9), isto &, (1,0). Deste jeito, o automorfismo age sobre

o grupo V, mas nio conhecemos a forma explicita da ag@o.

Sabemos também que todo grupo abeliano pode ser visto como um mdédulo sobre o anel
dos inteiros, logo a afirmacdo de G (¢) agir irredutivelmente sobre V faz sentido, dado

que as agdes irredutiveis sé estdo definidas para um grupo agindo sobre um modulo.
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Ainda mais, se um grupo G age fiel e irredutivelmente sobre um p-grupo abeliano V,

implica que V é abeliano elementar, como mostra o seguinte lema:

Lema 4.2.1 Sejam G um grupo e V um p-grupo abeliano, tal que G age fiel e irreduti-

velmente sobre V. Entdo 'V é abeliano elementar.

Demonstracao.

Seja y a representacao da acdo de G em V isto €,

y: G — Aut(V)
g — VYg: V. —V
Voo Ye(v),

agora, Y € injetiva dado que a agdo € fiel. O Teorema de isomorfismo garante que G = K,
onde K = Img(y) < Aut(V), por outro lado a a¢do é irredutivel, logo os tinicos subgrupos
G-invariantes de V s@o 1 e V, assim seja H = {x € V|x” = 1}. Temos que H é ndo vazio
pelo teorema de Cauchy [9], e além disso, é sempre caracteristico no p-grupo V, logo
€ G-invariante, dado que todo elemento do grupo age como automorfismo em V, assim

concluimos que H =V, pela irredutivilidade da a¢do. Portanto, V € abeliano elementar.

Proposicao 4.2.2 Seja G grupo de ordem impar (|G| = 2k + 1), V um p-grupo abeliano
elementar, ¢ € Aut(G), tal que |0| =2, G = [G,0], e G(0) age fiel e irredutivelmente
sobre'V. Dado c € Z(G) e vy € Cy(c), entdo vg € Cy/(c), equivalentemente (v§)® = (vg)c.

Demonstracao.

1

Pretendo provar que ¢® = ¢~!, assim obteria que,

v = () = (cTvoe)® =v§ = ()"

a ideia para obter que ¢® = ¢~! é provar que ¢ = [g,0] para algum elemento g € G como

se prova a seguir.

Lembremos que G = [G,0] = GyG_ por hipétese e resultados anteriores, entdo

n

C:H[xi7¢]7

i=1
provamos que ¢ = [g, ] por indugéo sobre n, a base da indugéo é trivial, dado que se n =1,

entdo ¢ = [x1,¢]. Suponha que se tem para [. Sejan = [+ 1, entdo
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I+1

[
Cc= H xl; H xl; xl+17 [x7 q)] [xl+la¢]'
i=1 i=1

Pela hipdtese de indug@o.
Basta provar entdo que se ¢ = [x, ][y, §], entdo existe z € G, tal que ¢ = [z,¢].

Suponha ¢ = [x,0][y,0] e seja x = x9x_y € ¥y = yopy—o onde x¢,yy € Go € x_¢,y—¢ € Gy,

dado que x~! = x:ql)xqj lext = x¢x:$ junto com a suposi¢cdo acima, temos que

= [x,0][n. 0] =x~ 'y =27y,
como ¢ € Z(G) entdo ¢ = O = yx~1x0y~1y0(1y9)~1 do mesmo modo temos que

c=c" =y Yo0x 1x% 1y = y7119x~1x® de onde obtemos

¢ =[7,9]lx, 0] = [x, 9]y, 0]

pela igualdade acima, temos que ¢ = x i é y_ ix i deste modo

0= xz,q,yz,q, = yz,q,xz,q, = (xjéyjé)_l =c 1.

Dada a ordem de G (|G| = 2k + 1), denotemos k+ 1 = m, assim ¢! = (¢™1)?" = (¢7")?,
logo ¢ = (¢7™)72 onde ¢ ™ € G_, pelo fato que ¢ € G_, seja z = goc™™ onde g € Gy,

fm)f2 —

assim ¢ = (c [z,0] com o que concluimos a prova da indugo.

Para concluir, dado que ¢ = [z,¢], temos que ¢® = ¢!

(v6)® = (vp)“.

como queriamos provar, de onde

Teorema 4.2.3 Suponha que G = [G,9] e |Cc(0)| < m. Seja G () agindo fiel e irre-
dutivelmente em um p-grupo abeliano V, onde p é um primo impar. Entdo existe uma

constante k, m-limitada e elementos x,...x; € G_, tal que V = Pﬂc)l,...mc (V_o).

Demonstracao.

Com o lema 4.2.1, temos que V € abeliano elementar.

Dado um elemento ¢ € Z(G), diferente de e, o centralizador em V de c¢. Agora, provamos
que Cy(c) é G (0)-invariante, além disso como Cy(c) # V pois ¢ # 1, concluimos que

Cy(c) é trivial pelo fato de G () agir sobre V de forma irredutivel.

Mostramos que Cy(c) é G (¢)-invariante verificando dois fatos: o primeiro que Cy(c)

¢ G-invariante e o segundo que Cy(c) é ¢-invariante. Para o primeiro, seja g € G ¢
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vo € Cy(c). Vamos provar que v§ pertence a Cy(c) e para isso basta fazer (v§)°, o qual
por propriedades da acdo € igual a vgg . Dado que ¢ € Z(G), temos que vgg = vgc e pelas
propriedades da ac@o temos que vi = (v§)8. J4 que vo € Cy(c), temos que (v§)$ = (vo)%,
de onde obtemos que (v§)¢ = (v9)$, logo v§ € Cy(c), pelo qual Cy(c) é G-invariante.
Por outro lado, temos que pelo Lema 4.2.1 V € um p-grupo abeliano elementar, entdo
ele pode se ver como um espago vetorial sobre Z,, onde a dimensdo do espago V € no
maximo igual a ordem de G. Assim temos que os automorfismos de V podem ser vistos
como transformacdes lineares, as quais comutan entre si pela Proposicao 4.2.2, conse-
quentemente (vg)c =(v5)? = vg, logo vg € Cy(c). Temos entdo que Cy (c) é G-invariante
e ¢-invariante. Dado que ¢ € uma involugido, temos (¢) = {¢,Id}, de onde temos Cy (c) é

(¢)-invariante, e portanto Cy (c) é G (¢)-invariante.

Logo obtemos que Cy (c) € trivial para todo ¢ € Z(G), isto é, todo elemento ¢ do centro

de G € livre de pontos fixos como agdo sobre V.

Suponha que Z(G)_g # 1, entdo existe x € Z(G), tal que x* = x~!, além disso, pelo
resultado acima temos que x € livre de pontos fixos. Seja M =V X G, entdo, temos que
V € normal em M por definicdo de produto semidireto. E V segue sendo ¢-invariante e
abeliano por hipétese. Resta provar que se x € G_¢, entdo x € M_,, mas esta implica¢do
se tem pelo fato que x imerso em M é (1,x), logo (1,x)® = (1,x~1) = (1,x)~!. Por tltimo,
temos que como as ordens de G e de V s@o impares temos que M também tem ordem
impar, o que nos leva as hipdteses do Lema 4.1.4, de onde obtemos que pg(V_q,) =V,

concluindo a prova.

Assumamos entdo que Z(G)_y = 1. Pelo Teorema 3.3.1, G contém um subgrupo normal,
¢-invariante H, de indice m-limitado, [G : H] < f(m), tal que H' < Cg(0). Entdo pelo
Lema 3.2.1, H' < Z(G).

Suponha que existem dois elementos x,y € H_y que ndo comutam entre si e seja i = [x,y].
Temos que H é um p’-subgrupo de G, ¢-invariante. De fato podemos ver H como
transformacoes lineares bijetivas, que sé deixam invariante o 1, logo sdo automorfismos
regulares, assim podemos aplicar o Lema 2.3.3 e temos que H é um p’-grupo.

Sejam U = [V,x] = ({v"v*[veV}) e W = [V,y] = ({v" Wy € V}). Temos que x
normaliza todo subgrupo de V que contém U, dado que sendo U <V, tal que U C U,
icU,entiotemosque it ' € Uea 'a* €U, poisi ' cUeU CU. Logo it* €U,
0 que mostra que x normaliza todo subgrupo de V que contém U. Analogamente, temos
que y normaliza todo subgrupo de V que contenha W. Mais ainda, temos que x,y sdo
livres de pontos fixos em U e W, respectivamente, o que obtemos ao verificar que todo

elemento da forma [v,x] é enviado por x em (v_l)xvx2 e que [v,x] = (v_l)xv’“2 ocorre se,
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e somente se, v~ 1v* = (v’l)xv"z. Entdo [v,x] = 1, dado que a representacdo é regular,
entdo o tnico elemento fixo por um elemento de G (¢) é 1, portanto, x é livre de pontos
fixos em U. Analogamente obtemos que y € livre de pontos fixos em W. Entdo pelo
Lema 4.1.4 temos que pi)(U,q,) =Ue pg(W,q,x) = W, onde o grupo do lema é U x H
e W x H, respectivamente. O fato de U e W serem ¢-invariantes vem ao observar que
(=190 = (v HP () = (v*) =1 (19)*, dado que sdo transformagdes lineares, logo comu-
tar entre si,e a ultima expresdo pertence a U. Analogamente temos o resultado para W.

Observe que x” age trivialmente em V /U, pois se vU” € V /U e fazemos a a¢do de x* no
elemento vU”, temos que (vU” )xy =¥ U?, temos por defini¢do de U que v-'v* € U, e em
particular (W~ )~1(w ') € U, entdo [(» )1 )]’ € U? o que é equivalente a falar
que v (W - Y*]¥ € U?, assim por propriedades de acdo v~ 'v* € U”. Considerando o fato
anterior conseguimos a seguinte igualdade de classes, vU” = v* U”, de onde obtemos que
(vU*)* = v’ UY = vU?, pelo que x¥ age trivialmente em V /U”. Com isso temos que x”
age trivialmente em V' / pi’(U ) dado que U C pg(U ) por defini¢do. Logo se v 1" € U?,
entio v 1" ¢ p;‘P(U ), de onde vp$(U ) = vxypi)(U ), pelo qual x” age trivialmente em
V/p3(U).

Sabemos também que y age trivialmente em V' / pg(V_q,), pois v~ 1Y € W, mas temos
que W = pi)(W,q,) C pi’(V,q)), dado que W_q C V_y, entdio v~ v € pg(V,q,), de onde
v pi’(V,q,) = vpi) (V_¢), 0 que mostra que y age trivialmente em V / pi)(V,d,).

Pelo Lema 4.1.2, pj?(V_q,) contém V_y, e dado que U = pi)(U_q,) C pg(V_q,), tanto V_,
como U estdo contidos em pi)(V,q,), das inclusdes anteriores temos que

Voo Cpd(Vog) = pdVog) Cp(p2(Voo)) =pd,(Voy) e

Ucpi(Voe) = U C(pY(V-9))" CpY(pL(Vog)) = pL,(Voo)-

Pelo fato de x” agir trivialmente em V /U”, temos que x” age trivialmente em V /V para
todo V, tal que V D U?, pois por um procedimento andlogo ao jd feito acima, temos que
se v 1Y € UY, entdo v-'v° €V, logo v*'V = vV. Em particular x’ age trivialmente em
v/ pﬂz’y(V,q,), analogamente temos que y age trivialmente em V / pi),y(V,q,) o que implica
que qualquer combinacdo de x¥ e y também age trivialmente sobre V / piiy(V_q)), logo
)~y
central, pois H' C Z (G), entdo h € livre de pontos fixos em V, pelo item 1 do Lema 2.3.1,

x’ =x~!y~Txy = [x,y] = h age trivialmente em V/p;ty(V_q)), mas dado que /1 é

temos que
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Cy (h)Pi’,y(V—q))

C ]
Pxy(V-o)

V/Pi’.y(V—qﬂ( )=

logo Cv/p¢ v ¢)(h) = pgy(V_q,), entdo & € livre de pontos fixos em V/pi),y(V_q)), e por-
x,y(V—

tanto ao ser trivial e livre de pontos fixos s6 pode acontecer que V = Pi),y(V_q)) com o que

concluiriamos a demonstragao.

Agora vamos assumir que quaisquer par de elementos de H_y comutam entre si. Entdo
H_4 € um subgrupo abeliano ¢-invariante de indice m-limitado de G, de onde o fato de ser
0-invariante vem de ser abeliano, ja que ser abeliano implica ser fechado para a operagdo
entre elementos, isto &, (h_¢h_¢)® =h_ ql)h ql) =h_ ql)h $ = (h—_¢h—_¢)!. O fato de ter indice
m-limitado estd dado pelos seguintes argumentos.

H tem indice m-limitado e por hipétese |Gy| < m, dai temos que |G|/|H| < f(m), e pelo
Lema 3.1.3, item 2, temos que |G| = |Gy||G—¢|, entdo |G|/|G_y| = |Gy| < m. Das duas
desigualdades acima obtemos | G‘ ||2‘H| <mf(m).Pela normalidade de H, temos que G_yH
¢ um subgrupo de G, de onde

oH 2
GlIG-sH| _ |G

< <mf(m),
GollH| ~ [GollH]
.. GopllH|
mas temos que a ordem de G_yH € igual a ————-, sustituindo temos que
[G_oNH|
G| 1G|lH]

GllH||G-oNH]

G )
de onde obtemos # < mf(m), mas G_y N H ¢é precisamente H_y, logo
|Gy NH|
G
|I|-I—|| < mf(m), o que mostra que [G : H_y] é m-limitado.
-0

Seja A a interse¢do de todos os conjugados de H_ . Entdo A € normal em G. De fato
seja x € G arbitrério e a € A, entdo para todo y € G existe ay € H_, tal que a = y_layy,
entdo x 'ax = x7! y‘layyx, mas yx percorre todos os elementos do grupo G quando y
os percorre, de onde x~!ax pode ser visto como o conjugado de um elemento de H_,
para todo elemento do grupo, logo x~!ax € A. Dada a arbitrariedade do x temos que A é
normal em G. Temos também que A estd contido em G _, pelo fato do conjugado de H_
por qualquer elemento dele mesmo ser H_, portanto A C H_y C G_¢. Pelo Lema 3.2.1,

A <Z(G), entdo A C Z(G)—¢, mas, temos que Z(G)_y = 1,logo A = 1.

Seja § o conjunto completo das classes laterais do subgrupo H_y em G, chamemos

n =S| =[G : H-y|. Podemos definir a agdo transitiva de G sobre S como sendo I1y_,,
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isto é,

HH7¢ .

X — T S — S

H,q)xi — TCX(H,q)X,') = H,q,xix.
O kernel do homomorfismo H[Lq> € o conjunto de todos os k € G, tais que HH7¢ (k) =1id,
pela defini¢do acima de Iy, temos que

L%/ S — S
H_¢x; — nk(H,q,x,-):H,q,kx,-.

Para obter que m; = id devemos ter H ¢x;k = H_yx;, para todo i = 1,...,n o que €
equivalente a ter x; 1H,q,x,-k = x_lH,q,xi, mudando um poco a notacao temos que garantir
Hfiq) = Hfiq)k, paratodoi=1,...,n, entdo k € H" Hys logo

ker(Iy_,) ﬂH"’ =A.

Pelo Teorema de isomorfismo, temos que o diagrama comuta,isto é,f o =11y

de onde |G/A| =|S,| = n! =[G : H_y|!, 0 que mostra que a ordem de G & m-limitada,
digamos k. Dado que G age em V, V € p-grupo abeliano elementar, logo a ordem de V
¢ menor ou igual a pX. Seja V) = V_¢, se Vo =V, o lema € obtido. Seja Vy # V, se para
todo x € G_ temos ]pi)(Vo)\ = |Vo|, entdo terfamos (V§)?® = V§ para todo x € G_, de onde
(Vo)? = Vo, pelo Lema 4.1.5, (Vp)* = Vy para todo x € G_g. Dado que G = [0,x] = (G_y),
temos que Vj é G (0)-invariante, logo sabendo que Vj ndo é trivial (se € trivial a ordem de
¢ seria 1 o que contradiz a hipétese), temos Vy =V, pois G (¢) age irredutivelmente em V/,
o que contradiz nossa suposicdo, logo existe x; € G_, tal que |Vp| < |pﬂ31 (Vo)|. Definimos
agora V| = pi’l (Vb), usando o mesmo raciocinio acima, obtemos que V; =V ou V| #V de
onde existe x; € G_¢ tal que a ordem de V; = px2 (V1) é maior que a ordem de V. Iterando
o argumento obtemos uma sequéncia de longitude no méaximo k, dado que |V,,| < |V|,e a
ordem de Vjy é uma poténcia de p por ser subgrupo de V e ser abeliano, digamos |[Vp| = p*,
logo |V,| = (p*)", depois de k passos, no maximo, temos que |V,| = |V|, garantindo que
Vi = P21 (Vog) = V. n
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