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Resumo
O presente trabalho tem como objetivo principal, o estudo das fun¢ées nao-diferenciaveis
em todos os pontos do seu dominio e sua relagdo com a construcao de fractais. In-
troduzimos defini¢oes e teoremas importantes da analise para o estudo das funcoes
nao-diferencidveis. Os temas estudados incluem: sequéncias, convergéncia, bolas, conti-
nuidade e séries de fungoes. Construimos exemplos de fun¢oes continuas sem derivadas

e a relagao desse processo com a construcao de alguns Fractais.

Palavras-chave: Conceitos Topologicos; Continuidade; Fun¢oes Nao-Derivaveis; Frac-

tais; Séries de Fungoes.



Abstract
This work has as main objective the study of non-differentiable functions at all points
of your domain and its relation to the construction of fractals. We have introduced
important definitions and theorems of analysis for the study of non-differentiable func-
tions. The subjects studied include sequences, convergence, balls, continuity and series
of functions. We built examples of continuous functions without derivatives and the

relationship of this process with the construction of some fractals.

Keywords: Topological Concepts; Continuity; Functions Non-Derivable; Fractals;

Function Series.
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Introducao

Intuitivamente, em R uma fun¢ao continua é derivavel em um ponto se existir uma tinica
reta tangente ao grafico da mesma no ponto. Afirmamos que é possivel construirmos
uma funcao continua que nao admite derivada em um determinado ponto. Mais, ainda
podemos construir uma funcao continua que admite um ntmero finito de pontos sem

derivadas. Uma questao natural e muito interessante é a seguinte:
Eziste uma fungao continua sem derivada em todos os pontos?

No século XIX, alguns matematicos tentaram construir “exemplos” de fungoes con-
tinuas com essa caracteristica; veja Sergio Plaza [7]|. Karl Weierstrass (1815-1897),
importante matematico alemao, na tentativa de mostrar que o exemplo construido
por outro ilustre mateméatico alemao, Bernhard Riemann (1826-1866), tinha derivada
em alguns pontos, construiu seu proprio exemplo. Esse foi efetivamente o primeiro
exemplo publicado de fun¢ao continua sem derivada em todos os pontos. Essas funcoes
continuas (sem derivada em todos os pontos) sao consideradas as primeiras construgoes
classicas de fractais conhecidas.

Nesse trabalho introduziremos um estudo sobre as nogoes de topologia em R"™. As
quais serao tteis no estudo de fungoes continua nao-diferenciaveis e as construgoes
classicas de alguns fractais. Nos Capitulos 1 e 2, estudaremos defini¢oes, teoremas
e propriedades do andlise real conforme os livros de Elon Lages Lima [5] e [2]. No
Capitulo 3, mostramos a Funcao de Weierstrass, demonstrando que a mesma é continua
e nao derivavel em todos os pontos do dominio segundo a dissertagao Johan Thim |8].
Seguindo Plaza [7] mostramos os pontos onde a Fungao de Riemann possui derivada. No
final deste capitulo demonstramos que a Fun¢ao de Bolzano é continua e nao derivéavel
num subconjunto denso do seu dominio. Finalmente abordamos, no Capitulo 4, as
construgoes classicas de alguns importantes fractais, como por exemplo, a Curva de

Koch, Triangulo de Sierpinski e o Conjunto de Cantor.
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Capitulo 1

Algumas Nocoes Topoldgicas

A geometria grega classica ou Geometria Euclideana! definiu o plano e o espago eucli-
diano usando alguns postulados, enquanto as outras propriedades desses espacos foram
deduzidas como teoremas. O termo “euclidiano” distingue estes espacos de outros tipos
de espacos considerados na geometria moderna. O espago euclidiano pode ser estendido
a qualquer dimensao finita, e tal espago é chamado espaco euclidiano n-dimensional.
Quando a algebra e a anélise matemética tornou-se desenvolvida o suficiente, esta
relagao inverteu e agora ¢ mais comum definir o espago euclidiano com coordenadas
cartesianas e as ideias da geometria analitica. Isso significa que os pontos do espago sao
representados por colecoes de nimeros reais’. Com essa abordagem, temos a vantagem

de generalizar o espaco euclidiano com mais dimensoes.

1.1 Espacgo n-dimensional

O espaco euclidiano é talvez o espaco vetorial mais elementar e importante. Vejamos

a definicao do espago n-dimensional.

'Devido ao matematico grego Euclides de Alexzandria (325 a.C.—265 a.C.), conhecido como o pai
da geometria por ter estudado os primeiros conceitos da Geometria Plana, que trata do estudo de
objetos bidimensionais que nao possuem volume, e também por ter desenvolvido os conceitos iniciais
da Geometria Espacial, que trata do estudo dos objetos no espago, ou seja, aquelas que possuem mais

de duas dimensoes
2Ver mais sobre niimeros reais em [2].



Definicao 1. Seja n um nimero inteiro positivo, o espago euclidiano n-dimensional

representado por R™, é o produto den fatores iguais a R, ou seja, R* = RxR x---xR.

Os elementos do espago euclidiano n-dimensional, sao as sequéncias de n termos de
nimeros reais representado por v = (uy, ..., u,). Os elementos de R™ sao chamados de
pontos e para cada ¢ = 1,...,n, o termo u; chamamos a i-ésima coordenada de u.

Vejamos alguns exemplos de espaco euclidiano.

Exemplo 1. O espaco euclidiano R? ¢ representado pelo plano.

3 ¢ —— —?A(2'3)

|
|
|
|

ol il

* o
2

¢ —o E

B(-1,-1)

Figura 1.1: As coordenadas dos pontos A = (2,3) e B= (—1,—-1) € R%

Exemplo 2. O espaco euclidiano R? € representado pelo espaco tridimensional.

P(5,3,2)

Figura 1.2: As coordenadas do ponto P = (5,3,2) € R3.
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Dados os pontos u = (ui,...,u,) € v = (v1,...,v,) pertencentes ao R", tem-se
u = v se, e somente se, u; = vy, Uy = Vg, ..., U, = V,. Assim, toda igualdade entre dois
pontos de R™, equivale a igualdades entre os n-ésimos termos dos pontos.

A seguir definimos duas operacoes entre os elementos do espaco euclidiano n-
dimensional, a primeira ¢é a adi¢ao que faz corresponder a cada par de pontos u,v € R"
a adi¢ao, u+v := (u; +vy,...,u, +v,), e a segunda operagao ¢ a multiplicagdo de um
escalar « € R por u € R, a- u := (auy, . .., quy).

O ponto 0 = (0,0, ...,0), cujas coordenadas sao todas nulas, chamamos de ponto
nulo ou origem e para todo u € R™, o ponto —u = (—uy,...,—u,), chamamos de
oposto.

A seguir apresentamos as propriedades das operacoes de adi¢ao e de multiplicagao
por um escalar:

Dados quaisquer u,v,w € R" e o, f € R, tém-se:

Propriedades das adigao:
(i) Comutatividade: u+v=v +u
(ii) Associatividade: u+ (v+w) = (u+v)+w
(iii) Existéncia do Elemento neutro da adicao: u+ 0 =u
(iv) Existéncia do Elemento oposto da adigao: u+ (—u) =0
Propriedades da multiplicagao por um escalar:
(i) Produto Nulo: 0-u =0
(ii) Comutatividade do produto escalar: a(fu) = (af)u = S(au)
(iii) Distributiva: u- (v +w)=u-v+u-w
(iv) Associativa entre produto escalar e produto por escalares: a(u - v) = (ou) - v

Os pontos, e; = (1,0, ...,0), e = (0, 1,0, ...,0),..., e, = (0,0, ...,0,1), que tém uma
inica coordenada nao-nula, igual a 1, constituem um conjunto de pontos canonicos de
R’n
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1.2 Produto Interno

Um produto interno em R™ é uma correspondéncia que a cada par de vetores em R"

associa um numero real, denotado por (u,v), que satisfaz a seguinte definicao.

Definigao 2. Uma fungao bindria (-,-) : R* x R™ — R é um produto interno se, dados

u,v,w € R™ e qualquer escalar o € R, tem-se:
(i) Positividade: (u,u) >0, seu #0 e (u,u) =0 u=0;
(ii) Simetria: (u,v) = (v,u);

(iii) Bi-linearidade: (u + v,aw) = a{u,w) + a(v,w);

O produto interno determina a geometria do espaco vetorial e serve para determinar
angulos e distancias entre vetores. Aqui, usamos o produto interno para determinar

distancia entre dois pontos. A seguir, definimos o produto interno usual em R™.

Definigao 3. Sejam os pontosu,v € R"™ em que u = (uy, us, ..., u,) €v = (1, Va9, ..., V),

e o escalar o € R. O seguinte produto:
(u,v) = urv + UgVa + -+ - + UpUp,
¢ chamado de produto interno usual em R".

Vejamos que o produto interno usual, satisfaz as condi¢oes da definicao de produto
interno.
Primeiramente, notemos que (u,u) = u? + -+ +u2 >0, e que
(wu) =ui+- -+l =00u==u,=0&u=0.

Assim, mostramos que a condi¢ao (i) da definigdo de produto interno esta satisfeita.

Para verificarmos a condicao (ii), observamos que,
(U, v) = U1 + Uy + -+ + UV, = VIUT + VoUg + -+ - + VU, = (V, u).
Por ultimo, temos,
(u+ v, 0w) = (ug + v1)ow; + (uz + va)aws + - - - + (Uy + Vp)owy,
= a(uywy + ugwsy + - - - + Upwy,) + a(viwy + vows + - - - + VW)
= (u, aw) + (v, aw),

Assim, (u,v) = ujv1 + ugvs + - - - + U, v, € um produto interno em R™. Um exemplo de

produto interno diferente do produto interno usual é o seguinte:
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Exemplo 3. Sejam os vetores u,v € R?. Definimos a sequinte fun¢io (u,v) = 3ujv; +

Sugvy. Afirmamos que essa fungio € um produto interno em R2.

Sejam os vetores u, v, w € R? e o escalar o € R. Primeiramente note que, (u,u) =
Suiuy + Sugug, (u,v) = 3u? +5u3 > 0 e temos (u, u) = 3u? + 5u3 = 0 se, e somente se,
uy = up = 0, assim mostramos que a condigao (i) é satisfeita.

Para verificarmos as condigoes (ii) e (iii), observe que, (u,v) = 3u v; + dugvy =
3viug + Hvaugy = (v, u) e mais (u+v, aw) = 3(uy +v1)aw; + 5(ug +v2)aws = a(3ugw; +
Sugva) + a(3v; + wy + Svaws) = (u, aw) + (v, aw). Portanto (u,v) = 3uyvy + dugvy é
um produto interno em R2.

O proximo conceito que apresentamos é o de ortogonalidade que indica quando dois

objetos (retas, vetores ou planos) fazem sao perpendiculares, cujo simbolo é L.

Definicao 4. Dizemos que os vetores u,v € R™ sao ortogonais, e escrevemos u L v,

quando (u,v) = 0.

Exemplo 4. Sejam os vetores, u = (1,1) e v = (—1,1) e considere o produto interno

usual em R2.

Temos, (u,v) = ((1,1),(—1,1)) = =1+ 1 = 0. Portanto os vetores u e v sao

ortogonais. Veja a figura.

v =(-1,1) u=(1,1)

90°

Figura 1.3: Os vetores u e v sao ortogonais.

Considerando os vetores u e v do exemplo anterior e um produto interno diferente

do usual, observe que os vetores nao sao ortogonais.

Exemplo 5. Considere o produto interno definido por (u,v) = 3ujv; + Sugvy € 0s

vetores u = (1,1) ev = (—1,1). Temos,
(u,0) = 3(1)(=1) + 5(1)(1) = 2 £0,
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ou seja, 0s vetores nao sao ortogonais.

A seguir apresentamos uma propriedade dos vetores canonicos distintos.

. : X 0, sei#j
Propriedade 1. Dados os vetores candnicos e;, e; € R™, entao (e;, e;) = ;
1, sei=3
Demonstragao. Suponhamos que i = j. Para algum i temos,
(€iye;) =0X Dfona L L f::a 40X 0= 1
O

Dado um vetor u € R", apresentamos como obter um vetor w € R™ perpendicular

a Uu.

Propriedade 2. Seja o vetor nao-nulo uw € R". Para todo vetor v € R", temos que o
(u,v)

{u, u)

vetor w =v — u € ortogonal a u.

Figura 1.4: O vetor w é ortogonal a wu.

Demonstrag¢ao. Para que o vetor w seja ortogonal a u devemos ter o produto interno

(u,w) = 0, ou seja,

(u, w) = <u,v - <“ Z§u> = (u,v) — <u, ZZZ§U>
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Dado um vetor nao-nulo © € R™, podemos escrever o vetor v € R"™ como a soma de

um vetor miltiplo e ortogonal a u, ou seja,

~ {u,v)

()

Esta decomposic¢ao é tnica, isto é, v = au + w com w L u. Tomamos o produto

U+ w.

interno de ambos os membros por u obtemos,

(u,v) = (u, ou + w)

(u,v) = alu, u) + (u, w)

(u,v)

(u,0)
(u,u)

Em seguida, definimos uma funcao que a cada vetor do espac¢o associa um nimero

Chamamos o vetor au = u de proje¢ao ortogonal de v sobre (a reta que contém)

u.

real nao-negativo, a norma.

Definicao 5. A funcao || - || : R® — R* ¢é chamada de norma, se dados os vetores

u,v € R™, um produto interno e um escalar o € R, verificamos as segquintes condigoes:
(1) lul]] > 0, valendo ||u|| = 0 somente quando u = 0;
(ii) lo - w|| = laf||ull;
(iii) [Ju+ || < [|ul[ + [Jv]|-
Vejamos um exemplo de norma.

Exemplo 6. Seja o vetor u € R™. Definimos a norma euclidiana do vetor u, ou

comprimento de u, denotado por ||ul|,, o nimero real,
[ulln = v/ (u,u).

Para n = 1 no exemplo anterior, temos

ulls = v/, 0) = Va? = ul.

Ou seja, a fun¢ao norma definida em R é semelhante a distancia de um ponto a origem.
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Seja n = 2 e consideremos o vetor u = (1, 1).

Figura 1.5: A norma do vetor wu.

A norma do vetor é,

llull2 = V((1,1),(1,1)) =vVIx1+1x1=2

Por definigao, temos (u,u) = |Jul|?, dizemos que u é um vetor unitdrio quando
[|u||, = 1. Para todo vetor u # 0, o vetor @ = ﬁ ¢ unitario. A seguir apresentamos
u

algumas propriedades da norma.
Propriedade 3. (Pitdgoras) Se o vetor u L v entao ||u + v||* = ||u||* + ||v||%.

Demonstragao. Por hipdtese o vetor u L v, entao (u,v) = 0. Logo,

[lu+l* = (u+v,u+v)
= (u,u) + 2(u,v) + (v, )
= (u,u) + (v, v)
= [Jull* + [[ol .
O

Propriedade 4. (Cauchy-Schuwarz) Para quaisquer vetores u,v € R", tem-se |(u,v)| <

[lulll|v]], valendo a igualdade se, e somente se, os vetores u,v é multiplo um do outro.

Demonstragao. Se o vetor u = 0 nao ha o que fazer. Suponhamos que o vetor u # 0,
{u,v)

[Jul [

de acordo com Propriedade 2, podemos escrever v = au+w com w L ue a =
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De acordo com a Propriedade 3:
[l + ][ = [|ull* + [Jv]|*
oll* = llu + (ou + w)|[* — | ful

1ol = a®|lul|* + ||wl]?,

logo |[v]|? > a?||u]|?, valendo a igualdade se, e somente se, v = au. Substituindo o

valor de «, temos |[v||? > |TJ|}|2 , ou seja, (u,v)? < |[u|]?||v]]?, o que nos da ||{u,v)|| <
u

[lul| - ||v]|, valendo a igualdade se, e somente se, v = au. O

Héa outras duas normas nao euclidianas que poderemos utilizar em R™ quando for
conveniente. Sao elas, a norma do mdzrimo e da soma, indicado respectivamente por

[lulloo € [fullr-

Definigao 6. Seja o vetor u € R™, a norma do mdaximo é dada por:
||u||oo := max{|us|,. .., |un|}
Definicao 7. Seja o vetor u € R™, a norma da soma € dada por:
[l = fua| + -+ + |ual.

As condigoes que definem uma norma sao verificadas sem grandes dificuldades para

estas duas e para todo vetor u € R", vale
[ulloo < [lullz < Jlully < - |ful]o-

Vamos omitir o indice 2 da norma euclidiana em caso que fique claro que estamos

trabalhando com a mesma.

Propriedade 5. Dados os vetores u,v € R™ vale a sequinte desigualdade

| ([ul] = [leIDI] < [lw = ]|.

Demonstragio. Seja,
u=(u—v)+v
[lull = [I(u = v) + vl
lull < flu = vl] + ]l
[|ul] = [Jol] < [lu—v]].
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Trocando os papéis de u e v, obtemos ||v|| — ||u|| < ||v —u||. Mas |[v —u|| = |Ju — ]|,

logo [[v]| = [[ul| < [lu —v||. Conclusao, |(||u|| = [[v][)] < [lu— v]|. u
A seguir apresentamos a defini¢ao de distdncia entre dois vetores do R™.

Definigao 8. Dado um conjunto de pontos de R"™, uma func¢ao d(-,-) : R™ x R* — R*

serd uma distancia ou métrica se satisfazer as sequintes condigoes:
(i) d(u,v) >0, com d(u,v) =0 se, e somente se, u=v;
(i) d(u,v) =d(v,u);

(iii) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (desigualdade triangular).

Definicao 9. Seja d uma distincia definida em R"™. Dizemos que o par (R",d) é um
Espago Métrico.
Vejamos alguns exemplos de Espaco Métrico.
. . 0, seu=w
Exemplo 7. Seja X um subconjunto de R™. O par (X, d), onde d(u,v) =
1, seuz#wv
€ denominado de espaco métrico discreto.

Exemplo 8. Sejam os vetores u,v € R e a distincia definida por:
d(u,v) = |lu—v|.

o par (R, d) € um espago métrico.

Exemplo 9. Consideremos o conjunto R? e a métrica definida por:

d(u,v) = v/ (u1 — v1)? + 4(ug — vo)2.

o par (R?,d) é um espago métrico.

Exemplo 10. Sejam os vetores u,v € R™ e a métrica dada por:

d(u,v) = v/(ug — v1)? + (ug — v2)2 + -+ + (up — v,)?,
o par (R™,d) é chamado de Espago Métrico Euclidiano.

Exemplo 11. Sejam os vetores u,v € R? e a distancia entre os pontos u e v € dada

por:

d(u,v) = /(ug — v1)? + (ug — v2)2.

Entao o par (R% d) é um espago métrico.
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1.3 Conjuntos e Bolas em R"

Sejam A e B dois conjuntos em R"™. A unidgo dos conjuntos A e B é o conjunto AU B,
formado por todos os elementos de A e B. Assim, afirmar que u € A U B significa
dizer que pelo menos umas das afirmacoes sao verdadeira: v € A ou u € B. Podemos
escrever:

AUB={ueR" ueA ou uec B}.

A interse¢ao dos conjuntos A e B é o conjunto A N B, formado pelos elementos
comuns a A e B. Assim, afirmar que u € A N B significa dizer que se tem, ao mesmo

tempo, u € A e u € B. Escrevemos
ANB={ueR" ueA e ue B}.

Caso nao exista elemento algum comum a A e B, temos AN B = (). Dizemos que
os conjuntos A e B sao disjuntos.

A diferen¢a entre os conjuntos A e B é o conjunto A — B, formado pelos elementos
de A que nao pertencem a B. Em simbolos A — B={ueR™ uecA e u¢ B}.

Quando se tem B C A, a diferenca A — B chama-se o complementar de B em
relacao a A e escreve-se A — B = B°.

A regiao interior a uma esfera, vamos chamar de bola. Ela pode ser chamado tanto
de bola fechada (incluindo os pontos de fronteira) ou bola aberta (excluindo-os). Por
exemplo, uma bola no plano euclidiano ¢ o mesmo que um circulo, ou seja, é a regiao

limitada por uma circunferéncia.

Figura 1.6: A esquerda bola aberta e a direita bola fechada.

Estes conceitos sao definidos nao apenas no plano e no espaco euclidiano tridimen-

sional mas também em dimensoes maiores, e para espagos métricos em geral.



No espaco euclidiano tridimensional geralmente a esfera consiste somente dos pontos
de fronteira. Em outros contextos, o termo esfera se refere a bola como um todo. Daqui

em diante vamos considerar o espago métrico euclidiano.

Definicao 10. Dado o ponto u € R™ e o nimero real r > 0, a bola aberta de centro
w e raio r € o conjunto B(u;r) dos pontos v € R™ cuja distancia ao ponto u € menor

que r.
Em simbolos:
B(u;r) = {v € R";d(u,v) <r}.
Com a definicao de bola aberta podemos definir um conjunto aberto.

Definicao 11. Dizemos que o conjunto A C R™ € aberto se para todo ponto u € A,
existir r > 0 tal que B(u,r) C A.

Segue desta definicao que o espaco métrico (R™,d) é um conjunto aberto. Um
outro exemplo de conjunto aberto é o conjunto vazio () = (R")¢). A seguir definimos

o conjunto fechado.

Definicao 12. Dizemos que o conjunto F' C R™ ¢é fechado se, e somente se, seu

complementar A = R" — I ¢ aberto.

O conjunto vazio, ) = (R™)¢, é um conjunto aberto e fechado, pelas Defini¢oes 11 e
12.

Observacao: Os conceitos de aberto e fechado dependem do conjunto universo R".

Definicao 13. Dado o ponto u € R™ e o nimero real r > 0, a bola fechada de centro
w e raio v € o conjunto Blu;r] dos pontos v € R™ cuja distdncia ao ponto u é menor

ou igual a r.

Em simbolos:
Blu;r] = {v € R*; d(u,v) <7}

A forma geométrica da bola em R"™ depende da norma considerada. Vejamos alguns

exemplos em R2.
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Exemplo 12. A forma geométrica da “bola unitdaria” de raio 1, considerando a norma

euclidiana, € o disco de centro na origem e raio igual a 1.

(0,1)

(-1,0) (0,0) (1,0)

(0,-1)

Figura 1.7: Norma Euclidiana.

Exemplo 13. A forma geométrica da “bola unitdria” de raio 1, considerando a norma

do mdzimo, é a borda do “quadrado” de centro na origem e lados de comprimento 2.

(0,1)

(-1,0) (0,0) (1,0)

(0,-1)

Figura 1.8: Norma do Maximo.

Exemplo 14. A forma geométrica da “bola unitdria” de raio 1, considerando a norma

da soma, é o “quadrado” cujos vértices sao os pontos (1,0), (0,1), (-1,0) e (0,-1).
(0,1)

(-1,0) (0,0) (1,0)

(0,-1)

Figura 1.9: Norma da Soma.
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Observacgao. Indiquemos com as notagoes Bo, B, ¢ Bj respectivamente as bolas de
centro u e raio r em R”, relativamente as normas euclidiana, do maximo e da soma.
Seja ainda B/_ a bola de centro u e raio r/n na norma do maximo. As desigualdades
lulloo < |lull2 < |lulli < nljule implicam que B!, C By C By C By. Vejamos as trés

relacoes no grafico seguinte.

(0,1)

AN
N

(0,-1)

(-1,0)

Figura 1.10: Relagao entre as normas: Euclidiana, Méximo e Soma.

Definicao 14. Dizemos que o conjunto X C R™ € limitado quando estd contido em

alguma bola Blu;r].

Vejamos um exemplo de conjunto limitado.
Exemplo 15. O conjunto X = {(u1,u2) € R* | u? +u3 < 4}, € limitado.
Propriedade 6. Toda bola, Blu;r|, de centro u e raio r € limitada.

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar que Blu;r| C B[0;k]. Tomemos k = r + |ul, assim,

Blu;r] C B[0;r + |u|]. Primeiro note que se v € Blu,r] e que |v — u| < r, entao,
v —u+u| <|v—ul+|u <r+ul,
portanto, para todo v € Blu;r] = v € B[0;7 + |u]]. O

Defini¢ao 15. Uma fungao f : X — R™ diz-se limitada quando sua imagem f(X) C
R™ é um conjunto limitado, isto €, quando existe r > 0 tal que |f(u)| < r para todo
ue X.

Sejam os pontos u,v € R™, tais que u # v. A reta que une esses dois pontos é o
conjunto uwv = {(1 — a)u +va; « € R}. E o segmento de reta de extremos u e v ¢ o

conjunto [u,v] = {(1 — a)u+va; 0<a <1}
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Figura 1.11: Conjuntos Convexos.

Definicao 16. Um conjunto X C R"™ chama-se convero quando o segmento de reta

que une dois quaisquer de seus pontos estd inteiramente contido em X.

Dizer que o conjunto X é convexo equivale a afirmar que
wveX, 0<a<l = (l-a)utva €X.
Propriedade 7. Toda bola (aberta ou fechada) é um conjunto convezxo.

Demonstragao. Para fixar as ideias, consideremos a bola fechada B|x;r]. Dadas u,v €
Blz;r], temos |[u — x| < r e |v —z| < r. Entdo, para qualquer o € [0,1] vale z =

(1 — a)z + za. Logo,

(1—a)u+va—z|=|1-a)u+va—(1—a)r— zal
=1 —a)(u—z)+(v—=2)|

<l-a)lu—z|+jv—zla<(Q—-a)r+ra=r.

A seguir apresentamos um conjunto nao convexo.

Exemplo 16. Seja o conjunto X = {(z,y) € R% y < 2?}. O conjunto X C R? ¢
nao convezo, pois os pontos A = (—1,1) e B = (1,1) pertencem a X mas o ponto

1 1
iA + §B = (0,1) = F nao pertence a X. Veja a figura.
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-0.5

Figura 1.12: Conjunto nao Convexo.

Definicao 17. Seja o ponto u € X C R"™. Dizemos que o ponto u € interior ao

conjunto X se, para algum r > 0, a bola B(u;r) C X.

Isto significa que todos os pontos suficientemente proximos de u também pertencem
a X. O conjunto int(X) dos pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto X.
Evidentemente, int(X) C X. Quando u € int(X), diz-se que X ¢é uma vizinhanca de

u.
Exemplo 17. Seja X = {(z,y) € R%; y > 0}. Sep = (a,b) er = b > 0, entdo

p € mnt(X).
Afirmamos que B(p;b) C X. Ou seja,

(z,y) € Bpir) = V(z —a)? + (y— )2 < b
= (y—b)%<d?
= y? — 2by + b* < b?
= r? < 2by
=y >0,

portanto (z,y) € X.
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Geometricamente temos,

Figura 1.13: O ponto P € int(X).

Exemplo 18. Seja o conjunto X = {(z,y) € R% y > 0} e consideremos os pontos da
forma q = (a,0), esses pontos pertencem a X porém nao sao interiores, pois, nenhuma

bola B(q;r) estar contida em X. O ponto p = (a, —g) € B(q;r) mas nao a X.

r
2

Figura 1.14: O ponto p = (a, ) € B(¢;r) mas nao a X.

Um conjunto A C R™ também é chamado de aberto quando todos os seus pontos
sao interiores, isto ¢, quando A = int(A).
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Propriedade 8. Toda bola aberta B(a;r) € um conjunto aberto.

Figura 1.15: Bola aberta B = B(a;r).

Demonstragao. Seja o ponto x € B(a,r). Temos, por definicao de bola aberta que
|z —a| < r. Tomemos s = r — |z — a|] > 0. Afirmamos que, B(z;s) C B.

Se y € B(z;s), temos:
ly—z[<s
ly—=| <r—le—ad,
e ainda, se y € B(z;s), temos:
ly—al <ly—z|+ |z —a
<r—|z—a|+|z—a|l=r.
Dai concluimos que y € B(x;r). O

Definigao 18. A fronteira de um conjunto X C R™ é o conjunto fr(X) formado pelos
pontos de X que nao sao interiores a X, juntamente com os pontos de R™ — X que nao

sao wnteriores a R™ — X.

Mais precisamente, dado um conjunto X contido em R", dizemos que x é um ponto
de fronteira de X se qualquer bola aberta centrada em x contiver pontos de X e pontos

do seu complementar R™ — X.
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Exemplo 19. Sejo X = {(x,y) € R*: y > 0}, observe que todo ponto pertencente
R?2—X = {(z,y) € R*: y < 0} é um ponto interior (ou seja, que R? — X é um conjunto
aberto). Logo, nenhum ponto de R? — X pode estar na fronteira de X. Seque-se entdo
que fr(X) = {(x,0) € R%z € R}, ou seja, € eizo das abscissas. Veja a figura do
Ezemplo 18.

Teorema 1. (i) Se Ay, Ay sao conjuntos abertos em R™ entao AyN Ay € um conjunto

aberto.

(i) Se (A)rer € uma familia arbitraria de conjuntos abertos Ay C R™ entao a uniao
A= U Ay € um conjunto aberto.
XeL
(iii) Se Ay, A,, ..., Ay, sao subconjuntos abertos de R™ entao AyNAyN---NAk € aberto.
Ou seja, a intersecao de um nimero finito de conjuntos abertos é um conjunto

aberto.

Demonstragao. (i) Sejax € AjNAs entdao x € A; ex € Ay. Como A; e A, sdo abertos,
existem €; > 0 e € > 0 tais que B(x;€e1) C Ay e B(z;€2) C As. Seja € o menor dos
nameros €, € €. Entao B(z;e) C Ay e B(x;¢) C Ay logo B(z;e) € Ay N Ay Assim
todo ponto z € A; N A, é um ponto interior, ou seja, o conjunto A; N A, é aberto.

(ii) Se x € A entao existe A € L tal que z € Ay. Como A, é aberto, existe € > 0
tal que B(x,e) C Ay C A, logo todo ponto = € A é interior, isto é, A é aberto.

(iii) Aplicando k£ — 1 vezes os item (i) obtemos A; N A aberto, A; N A; N A3 =
(A; N As) N Az aberto,...,A; N Ag, ...,NA = (AN, ...,NAk_1) N Ay aberto. O

Observagao: A intersecao de infinitos abertos pode nao ser aberta, como mostra o

exemplo ﬂ B (a; %) = Laky
k=1

1

Definicao 19. Seja X C R™. Dizemos que um subconjunto A C X € aberto em X
quando cada ponto a € A é centro de uma bola aberta B(a;r), tal que B(a;r)NX C A.

Isto significa que os pontos de X que estao suficientemente proximos de cada a € A
pertencem a A.

A uniao U de todas essas bolas é um aberto tal que A = U N X. A reciproca é
6bvia, de modo que um conjunto A C X é aberto em X se, e somente se, A =UNX

onde U é aberto em R".
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Exemplo 20. O intervalo (0,1] é um subconjunto aberto de [0, 1], pois (0,1] = (0,2)N
[0,1].

1.4 Sequéncias

Trataremos agora das sequéncias em R".

Definigao 20. Uma sequéncia em R™ ¢ uma funcao f : N — R", que associa a cada

niimero natural k um ponto u* € R".

As notagoes para uma sequéncia sao (u, ..., u*,...), (u¥)ren ou simplesmente (u¥).

Seja (u*) € R™, para cada 1 < i < n, indicamos com u} a i-ésima coordenada de u*,
1 11 1
u = (U, Uz, ey Uy, )

u? = (ud,uj, ..., ul)

uf = (uf, b, k)

Introduziremos a seguir a defini¢ao de sequéncia limitada.

Definigao 21. Dizemos que a sequéncia (u*)ren € limitada quando existe uma bola

k

em R™ que contém todos os termos u”. Isto equivale a dizer que existe ¢ > 0 tal que

|u*| < ¢ para todo k € N.

Em virtude das desigualdades que relacionam as trés normas que consideramos
anteriormente em R"™, ser limitada é uma propriedade da sequéncia que independe de

qual dessas trés normas estamos tratando.

Teorema 2. A sequéncia (u¥) € limitada, se e somente se, para todo 1 < i < n, a
sequéncia (u¥)pen das i-ésimas coordenadas de u* é também limitada, ou seja, |uf| <

Ju].

Demonstragio. (<) Adotaremos em R™ a norma do méximo. Entao, se [uf| < ¢y, |ub| <

Coy. .., |u,’§| < ¢, para todo k£ € N, chamando de ¢ o maior dos ntimeros ¢y, cs, ..., C,
teremos |u*| = max{|u¥|,...,|uf|} < c para todo k € N. Assim, se cada (u¥)ren (i =
1,...,n) é limitada, a sequéncia (u*)gey € limitada. O
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Definigdo 22. Uma subsequéncia de (u*)en € a restrigio desta sequéncia a um sub-
conjunto infinito N' = {k; < --- < k,,, < ...} CN.

As notacoes (uF o, (ukm ou (ukr, ... uFm_..) sdao usadas para indicar uma
G keN’, meN P ) )

subsequéncia.

Defini¢ao 23. Dizemos que o ponto a € R™ € o limite da sequéncia (u*) quando, para
todo € > 0 dado arbitrariamente, ¢ possivel obter ky € N tal que k > ko = |u* —a| < e.
Ou seja,

k > ko = u* € B(a;¢).
k¥ = a, simplesmente. Se

lim u* = a significa que qualquer bola de centro a e raio e contém todos os u* com a

Escrevemos entao klim (u*) = a,lim(u*)ren ou limu
—00

possivel exce¢ao de um numero finito de valores de k& (a saber, os indices k < kg, onde

ko é escolhido em fungao do raio € da bola dada).

Definigdo 24. Dizemos que a sequéncia (u*) € R™ é convergente quando existe o

k

lim u* = a. Caso contrdrio, dizemos que a sequéncia é divergente.

k—1 1
Exemplo 21. A sequéncia em R®, dada por u* = (T,O, 3—k> converge para o

ponto e; = (1,0,0). Ou seja,

1 1

||[u* — ey]| = 2t 3ok

Teorema 3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracio. Sejalimu* = a. Entao, tomando e = 1, vemos que existe kg € N tal que
k > ko= u* € B(a—1,a+1). Consideremos o conjunto finito F = {u!,u?, ..., uk* a —
1,a + 1}. Seja ¢ o menor e d o maior elemento de F. Entao todos os termos u* da

sequéncia estao contidos no intervalo [c, d]; logo a sequéncia é limitada. O

A reciproca do teorema anterior é falsa, pois a sequéncia (0,1,0,1,...) é limitada

mais nao é convergente.



Teorema 4. Se o limu* = a entdo toda subsequéncia de (u*) converge para a.

Demonstragio. Seja (uF',u*2, ..., u* ..) uma subsequéncia de (u*). Dado € > 0, existe
ky € N tal que k > ko = |u* —a|] < e. Como os indices da subsequéncia formam
um subconjunto infinito, existe entre eles um k;, > ky. Entao k; > k;y, = k; >

ko = |uf —a| < e. Logo limu* = a. O

Observacao: A definicao de limite faz uso de uma norma, porém as desigualdades
[u]oo < |ulz < |uly < nju|, mostram que a existéncia e o valor do limite nao depende
de qual das normas (méaximo, infinto ou soma) se esta considerando. Este fato sera
empregado na demonstragao do teorema a seguir, onde no final usamos a norma do

mAaximo.

Teorema 5. A sequéncia (uF) em R™ converge para o ponto a = (ay,...,a,) se, e
somente se, para cada 1 < i < n, olimu¥f = a;, isto é, cada coordenada de u* converge

para a coordenada correspondente de a.

Demonstragio. Para cada i = 1,...,n, temos |uf — a;| < |u¥ — a|, portanto lim u* =
k

a = limu? = a;. Reciprocamente, se vale esta ultima igualdade entao, dado € > 0,
existem ki,...,k, € N tais que k > k; = |u¥ —a;] < € (i = 1,...,n). Tomando
ko = max{ky,...,k,} e adotando em R™ a norma do méaximo, vemos que k > ko, =

|u* — a| < e. Logo limu* = a. O
Corolario 1. Se o limu* = a, limv* =b em R” elimo* = a em R entao:

(1) lim(uf +v*) = a +1b,

k, k

(ii) limo*u”* = aa.

Tomando cada sequéncia de coordenadas, o Corolario 1 resulta da propriedade
correspondente em R.
O exemplo seguinte sera ttil para compreensao da demonstra¢ao do proximo teo-

rema.

Exemplo 22. Para cada k € N; C N, designamos por r* o resto da divisao inteira de

kpor 3 (rt =1,72=21r%=0,...) e seja sequéncia limitada em R?* dada por:



Para obtermos uma subsequéncia convergente de u*, podemos determinar uma sub-
sequéncia convergente de r*, por exemplo, 7**, onde a primeira coordenada da sequéncia

terd todos os termos nulos, ou seja:

1
3k 3k
= [ B, =1 .

A segunda coordenada da subsequéncia de u®* nao é convergente, mas podemos
dela uma subsequéncia convergente, por exemplo considerando apenas os valores de &
para os quais o expoente de (—1)3* seja par (e portanto multiplo de 6, visto que ja era

de 3). Obtém-se assim a subsequéncia u® de (uy):
1
6k
=(0,1+ =
= (014 5).

Teorema 6. (Bolzano-Weierstrass em R™). Toda sequéncia limitada em R™ possui

que é convergente.

uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (u*) uma sequéncia limitada em R". As primeiras coordenadas
dos seus termos formam uma subsequéncia limitada (u*') de nimeros reais, a qual,
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass na reta, ver [4], possui uma subsequéncia con-

vergente. Isto é, existem um subconjunto infinito N; € N e um ntimero real a; tais

k1

que lim v** = a;. Por sua vez, a sequéncia limitada (u*)rcy, em R™ possui uma

keNy
subsequéncia convergente: existem um subconjunto infinito N, C N; e um nimero

real ay tais que lim u*? = a,. E assim por diante, até obtermos n conjuntos infinitos

keNy
N >N, D Ny D -+ DN, e numeros reais ay, as, ..., a, tais que llle%l ub = q; para
i=1,2,...,n. Entao pomos a = (ay, ..., a,) e, pelo Teorema 1, temos }cig\l] ¥ = a, o que
prova o teorema. ]

Uma Sequéncia de Cauchy é uma sucessao tal que a distancia entre os termos vai
se aproximando de zero. O seu nome deve-se ao matematico francés Augustin Louis
Cauchy (1789 — 1857). Intuitivamente é uma sequéncia onde seus termos vao ficando

cada vez mais proximos.

Definicao 25. Uma sequéncia de pontos u* € R" chama-se uma Sequéncia de Cauchy

quando, para todo € > 0 dado, existe ko € N tal que k,7 > ko = |[u* —u"| <e.

A seguir apresentamos alguns resultados referente as Sequéncia de Cauchy.
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Teorema 7. Toda Sequéncia de Cauchy (u*) é limitada.

Demonstra¢ao. Com efeito, tomando ¢ = 1 na definicao anterior, vemos que existe
um indice kg tal que, salvo possivelmente os pontos ', ..., u* todos os demais termos
uF pertencem & bola B(u**!;1). Portanto o conjunto dos termos da sequéncia é
limitado. O

A condigao para que a sequéncia (u*) seja de Cauchy pode ser reformulada dizendo-
se que lim |uf —u"| = 0, isto é, que lim |uf —u"| = 0. Dai resultam que se N’ C
k,r—o00 k,reN

N é um subconjunto infinito, ou seja, se (u"),cn ¢ uma subsequéncia de (u*) entdo

lim  |uf —u"| = 0.
keN,reN’

3 iters hy ). enci S )
Teorema 8. (Critério de Cauchy). Uma sequéncia em R™ converge se, e somente se,

€ uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragao. Seja (u*) uma sequéncia de Cauchy em R™. Sendo limitada, ela possui

uma subsequéncia convergente (u”);en. Seja limu” = a. Temos lim [u" —a| = 0
reN reN
e lim |uf —u"| = 0, como observamos acima. Entdo, de |[u* —a| < |u¥ — u"| +

keNreN’

|u" — a| resulta que lim|u* — a| = 0, ou seja, lim u*
keN k—00

= a. Reciprocamente, se (u¥) é
convergente, com lim u* = a, entdo, como |[uf — u"| < |u* — a| + |u" — a|, concluimos

que klim |u* —u"| = 0, ou seja, (u*) é de Cauchy. O
,T—00

A seguir, apresentamos as defini¢oes de ponto aderente e fecho de um conjunto.

Definigcao 26. Dizemos que o ponto a é aderente ao conjunto X C R"™ quando existe

uma sequéncia de pontos u* € X tal que limu* = a.

Definicdo 27. Chamamos de fecho do conjunto X € R™ o conjunto X formado por

todos os pontos aderentes a X .
O teorema seguinte resume as principais propriedades do fecho de um conjunto.

Teorema 9. (i) O ponto a € aderente ao conjunto X € R™ se, e somente se, toda

bola de centro a contém algum ponto de X.

y

(ii) Um conjunto F C R™ € fechado se, e somente se, seu complementar R® — F ¢

aberto. Equivalentemente: A C R™ € aberto se, e somente se, R — A ¢ fechado.

(iii) O fecho de qualquer conjunto X C R™ € fechado. Ou seja, para todo X C R"
temos X = X.

38



k € X para todo

k

Demonstracio. (i) Se a é aderente a X entdao limu* = a, com u
k € N. Portanto qualquer bola B(a;r) contém pontos de X, a saber, todos os u* com
k suficientemente grande. Reciprocamente, se toda bola de centro a contém pontos de
X, podemos escolher, para cada k € N, um ponto u* € X que esteja na bola B(a; 1/k),
isto ¢, |uf —a|] < 1/k. Entao limu* = a, logo a ¢ aderente a X.

(ii) As seguintes afirmacoes sao equivalentes: (1) F' é fechado. (2) Se u € R* — F
entdo u nao é aderente a F. (3) Se u € R — F entdo existe r > 0 tal que B(u;r) C
R" — F (em virtude da parte (a) acima). (4) R™ — F é aberto. Assim, F fechado
& R™ — I aberto. Escrevendo A = R" — F, donde F' = R"™ — A, esta ultima conclusao
lé-se assim: A é aberto se, e somente se, R” — A é fechado.

(iii) Se u € R™ — X (isto é, u ndo é aderente a X) entdo, por (i), existe uma
bola B = B(u;r) que nao contém pontos de X, ou seja, X C R® — B. Logo X C
R" — B. Mas, pela parte (ii) acima, R* — B & fechado; portanto X C R" — B ou,
equivalentemente, B C R* — X. Assim, todo ponto v € R” — X ¢ um ponto interior e

R™ — X ¢é aberto. Segue-se que X é fechado. O

Apresentamos a no¢ao de distancia entre ponto e conjuntos para provarmos o Teo-

rema 10.

Definigao 28. Chamamos de distancia do ponto a € R™ ao conjunto X C R™ o nimero
d(a; X) = inf{lu—a|; uwe X}.
Pela defini¢dao de infimo, ver [4], para cada k € N existe um ponto u* € X tal que
d(a; X) < |u* —a| < d(a, X) + %,

portanto kh_)r{.l0 lu¥ — a| = d(a; X). A sequéncia (u*) é certamente limitada, portanto
possui uma subsequéncia convergente. Descartando, por serem desnecessarios, os ter-
mos u* que ndo estejam nessa subsequéncia, vemos que existe um ponto u° = lim u*
tal que d(u, X) = |u® — a|. Temos u® € X. Se o conjunto X for fechado entio v’ € X.

Podemos entao enunciar o seguinte teorema:

Teorema 10. Seja ' C R™ um conjunto fechado. Dado qualquer a € R™ existe pelo

menos um v’ € F tal que |u° — a| < |u — a| para todo u € F.

Ou seja, se FF C R™ é fechado entao, para a € R™ qualquer, a funcao f : F — R
dada por f(u) = |u — a| assume seu valor minimo em algum ponto v’ € F. Entao

tem-se d(a, F) = |u® — al.
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Definigao 29. Seja o conjunto X C Y C R™, dizemos que X € denso emY seY C X.
Vejamos exemplos de conjunto denso.

Exemplo 23. A bola B(a;r) é denso em Bla;r].

Exemplo 24. O conjunto Q™ ¢ denso em R™.
Apresentamos a seguir a definicao de ponto de acumulacao.

Definicao 30. Dizemos que a € R™ ¢é ponto de acumulagao do conjunto X C R"
quando toda bola de centro a contém algum ponto de X diferente de a. Ou seja, quando
a€ X —{a}.

Exemplo 25. Todos os pontos de uma bola sao pontos de acumulacao.

Um ponto de acumulacao de X pode pertencer a X ou nao. Se o ponto a € X nao
é ponto de acumulacao de X, dizemos que a ¢ um ponto isolado de X. Isto significa

que existe r > 0 tal que B(a;r) N X = {a}.

Definicao 31. Dizemos que X, € um conjunto discreto se todos os seus pontos forem

1solados.
Vejamos alguns exemplos de conjunto discreto.
Exemplo 26. O conjunto dos nimeros naturais é conjunto discreto.
Exemplo 27. O conjunto Z™ com coordenadas inteiras € um conjunto discreto.

Teorema 11. Sejam a um ponto e X um subconjunto de R"™. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(1) a € um ponto de acumulagdo de X.
(ii) a € limite de uma sequéncia de pontos uF € X — {a}.
(iii) Toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X .

Demonstragio. Supondo (i), para todo k& € N podemos achar um ponto u* € X,
u* # a, na vizinhanga B(a — 1/k,a + 1/k). Logo limu* = a o que prova (ii).
Por outro lado, supondo (ii), entao, para qualquer k, € N, o conjunto {u”; k > ko}
¢ infinito porque do contrario existiria um termo «*, que se repetiria infinitas vezes e
isto forneceria uma sequéncia constante com limite u*; # a. Pela definicao de limite,
vé-se portanto que (ii) implica (iii).
Finalmente, a implicagao (iii) em (i) é direto da defini¢ao de ponto de acumulagao.
O
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Teorema 12. Todo subconjunto infinito limitado X C R™ admite pelo menos um ponto

de acumulacgao.

Demonstragao. Seja X C R infinito e limitado. X possui um subconjunto enumeravel
{u',u?,...,u" ..}. Fixando esta enumeragio, temos uma sequéncia (u") de termos
dois a dois distintos, pertencentes a X, portanto uma sequéncia limitada, a qual, pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia convergente. Desprezando
os termos que estao fora dessa subsequéncia e mudando a notagao, podemos admitir
que (u") converge. Seja a = limu". Como os termos u™ sao todos distintos, no maximo
um deles pode ser igual a a. Descartando-o, caso exista, teremos a como limite de uma

sequéncia de pontos u" € X — {a}, logo a € X'. O

Teorema 13. (i) Se Fy e Fy sao subconjuntos fechados de R™ entao Fy U Fy € um

conjunto fechado.

(ii) Se (F)\)aer € uma familia arbitrdria de conjuntos fechados entao a intersegao
F= m F\ é um conjunto fechado.
AeL
Demonstragao. (i) Os conjuntos A; = R—F} e Ay = R— F} sao abertos, pela Defini¢ao
12. Logo, pelo Teorema 1, A; N Ay = R— (F; UF;) é aberto. Novamente pelo Teorema
12, F} U Fy é um conjunto fechado.

(ii) Para cada A\ € L, Ay = R — F), é aberto. Segue-se que A = U A, é aberto.
Ael

Mas A =R — F. Logo F ¢é fechado. O
Observagao: (i) implica que a uniao F; U--- U F} de um ntamero finito de conjuntos
fechados é ainda um conjunto fechado. Entretanto isto nao é valido para unioes infi-
nitas, pois existem conjuntos em R"” que nao sao fechados entao a uniao arbitraria de

conjuntos fechados nao é necessariamente fechada.

1.5 Conjunto Compactos

Nesta secao vamos estudar os conjuntos compactos, que formam uma subclasse dos
conjuntos fechados que sao limitados.

O inicio do estudo de espacos compactos se deu no final do século XIX, pelas maos
de Emile Borel e Henri Lebesgue e as observacoes acerca de intervalos fechados e li-

mitados da reta real. Com o advento de novas classes de espagos topologicos (espagos
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de fungoes, espagos definidos em termos de vizinhangas e espagos métricos) a nogao
de compacidade modificou-se para acompanhar as generaliza¢oes; passando por se-
quencialmente compacto, enumeravelmente compacto (Riesz - 1908, Vietoris - 1912,
Janiszewski - 1913, Kuratowski, Sierpinski e Saks - 1921) e finalmente chegando na

defini¢ao empregada hoje (Alexandrof e Urysohn - 1923).

Definicao 32. Um conjunto X C R™ chama-se compacto quando € limitado e fechado.
A seguir apresentamos alguns exemplos de conjunto compacto.

Exemplo 28. Toda bola fechada Bla;r] é compacta e nenhuma bola aberta é.

Exemplo 29. O conjunto Z™ € fechado mas nao € limitado, logo nao é compacto.

Exemplo 30. Toda esfera S{a;r] é compacta.

Teorema 14. As sequintes afirmacoes sobre o conjunto K C R™ sao equivalentes:
(i) K € compacto;

(ii) Toda sequéncia de pontos u* € K possui uma subsequéncia que converge para um

ponto de K.

Demonstrag¢io. Se K é compacto entao toda sequéncia de pontos u* € K ¢ limitada,
pois K ¢é limitado. Por Bolzano-Weierstrass, uma subsequéncia (u*).en converge para
um ponto a = ]llerél’ u*. Como K & fechado, tem-se a € K. Logo (i) implica (ii).
Reciprocamente, se vale (ii) entdo K é limitado pois do contrério existiria, para cada
k € N um ponto u* € K tal que |u*| > k. A sequéncia (u*) assim obtida nao possuiria
subsequéncia limitada logo nenhuma de suas subsequéncias seria convergente. Além

k

disso, K ¢ fechado pois se a = limu* com u* € K para todo k € N entdo, por (ii)

uma subsequéncia de (u*) convergiria para um ponto de K. Mas toda subsequéncia
de (u*) converge para a. Logo a € K. Isto mostra que (ii) implica (i) e completa a

demonstracao. O

Estendendo a discussao sobre distancia, dados os conjuntos X, Y C R"”, definiremos

a distancia entre eles como segue:

dX,Y)=inf{lu—v|; ueX, veY}

Vejamos a seguinte questao em relacao a distancia entre dois conjuntos.
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Suponhamos que os conjuntos X e Y sao fechados, existem u° € X e v° € Y tais
que d(X,Y) = [u® — 07

Vejamos que nem sempre é possivel, observe o exemplo a seguir.

Exemplo 31. Consideremos em R? o conjunto X = {(z,0); x € R} eY = {(x,1/x); z >
0}. Os conjuntos X eY sao fechados e disjuntos em R? tais que d(X,Y) = 0.

el f

Figura 1.16: d(X,Y) =0

Entretanto, vale o seguinte resultado, que contém o Teorema 9 como caso particular:

Teorema 15. Seja K C R" compacto e F C R™ fechado. Ezistem u° € K e’ € F

tais que |u® — v°| < |u —v| para quaisquer u € K ev € F.

Demonstragio. Da definicao de infimo segue-se que existem sequéncias de pontos u* €
K e v* € F tais que d(K,F) = lim|[ufF — v*|. Passando a uma subsequéncia, se
necessario, a compacidade de K nos permite admitir que limu* = «° € K. Além
disso a sequéncia (v*) é limitada pois [v*| < [vF — u*| + [u¥|, onde |[v* — u¥| & limitada
por ser convergente e |u*| é limitada pois u* € K. Logo, passando novamente a uma
subsequéncia, se necessario, podemos admitir que limv* = 1%, com v € F pois F é
fechado. Entao |[u® —¢°| = lim |u* — v*| = d(K, F) < |u — v| para quaisquer u € K e
veF. (]

Corolario 2. Seja K C A C R", onde K ¢é compacto e A ¢é aberto. Existe ¢ > 0 tal

que toda bola B(u,€), com raio € centro num ponto u € K, estd contida em A .
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Demonstra¢io. Com efeito, sejam v’ € K e v’ € F = R"— A tais que |u® —2°| < |u—v|

O — 9. Como K C A, vemos que

para quaisquer u € K e v € F. Ponhamos € = |u
KNF = @, portanto u® # v° e dai € > 0. Assim,seu € K ev ¢ A, tem-se |[u—v| > e.

Noutras palavras, se u € K entao B(u,¢) C A. O

Se Fi} D Fy, D ---D F, D ... é uma sequéncia decrescente de fechados nao-vazios
oo

em R"™, pode ocorrer que ﬂ I, = @. Isto ocorre, por exemplo, quando tomamos
k=1
Fiy = [k, +0o0) em R. O teorema abaixo mostra que isto nao acontece quando um dos

F}. é limitado (portanto todos os seguintes sao).

Teorema 16. (Cantor). Seja K1 D Ko D -+ D Ky D ... uma sequéncia decrescente
de compactos nao-vazios em R™. Emiste pelo menos um ponto a € R™ que pertence a
oo
todos os Kj,. Ou seja, ﬂ K, #+ 9.
k=1
Demonstragio. Para cada k € N, escolhamos um ponto u* € Kj. A sequéncia (u¥)
é limitada, logo possui uma subsequéncia (u"),cn, que converge para lirlg W = g
reN’
Mostremos que a € K, para todo k € N. De fato, dado k, temos K, C K} sempre que
reNer>k. Assim,r e N.r > k = u" € K. Segue-se que li%} u” = a pertence ao
reN

conjunto fechado K. O

Definigao 33. Uma cobertura do conjunto X C R™ é uma familia (Cy)rer, de subcon-

Juntos C'y C R™ tais que X C U C.
z€L

Isto significa que para cada x € X existe um A € L tal que z € C).

Defini¢ao 34. Uma subcobertura é uma subfamilia (C'\)zerr, L' C L, tal que ainda se

tem X C U Ch.

xeL!

Defini¢ao 35. Diz-se que a cobertura X C UC) € aberta quando os C) forem todos

abertos, ou finita quando L é um conjunto finito.

Uma propriedade fundamental dos conjuntos compactos é o fato de que toda co-

bertura aberta de um compacto possui uma subcobertura finita. Vejamos isto.

Teorema 17. (Borel-Lebesgue). Toda cobertura aberta K C UA, de um compacto
K C R™ admite uma subcobertura finita K C Ay, U---U A,,.
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Inicialmente, prepararemos um lema que torna a demonstracao do teorema quase

imediata.

Defini¢ao 36. Seja X C R™ um conjunto limitado. O didmetro de X é o nimero
diam(X) = sup{|ju —v|; wu,v € X}.

Segue-se imediatamente desta definicao que se diam(X) = d e u € X entao X C
Blu; d).

Definicao 37. Dado o > 0, um cubo de aresta o é um produto cartesiano C' =

H[ai, a; + o) de n intervalos de comprimento c.
i=1

tem-se |x; — y;| < alogo |z —y| = /D (x;i — v;)? = ay/n. Tomando y; = a; + o temos
|z — y| = ay/n, portanto a/n é o diametro do cubo de aresta v em R™.

A decomposigao R = U [ma, (m + 1)a] da reta em intervalos adjacentes de com-
meZ
primento o determina uma decomposi¢ao de R™ como uniao de cubos adjacentes de
n

aresta . A saber, para cada m = (my,...,m,) € Z", pomos C,,, = H[mia, (m; +1)a]
i=1
e temos R" = U Ol
mezn
Para todo X C R" tem-se X = U (XNCy). Se X é limitado apenas um nimero

mEZ"
finito das intersecoes X N (), sao nao-vazias, logo podemos escrever

X=XjU---UX;

onde cada X; é da forma X N C,,, logo tem diametro < ay/m. Se X for compacto

entao cada X; é compacto. Isto prova o seguinte lema.

Lema 1. Seja K C R™ compacto. Para todo ¢ > 0 existe uma decomposi¢io K =

KU ---UK} onde cada K; € compacto e tem didmetro < e.

Demonstragao. do Teorema de Borel-Lebesgue. Seja K C R™ compacto. Suponhamos,
por absurdo, que K C UA) seja uma cobertura aberta que nao admite subcobertura
finita. Seja K uma uniao finita de compactos, todos com diametro < 1. Pelo menos
um deles, que chamaremos K, é tal que K; C UA) nao admite subcobertura finita.

Escrevendo K, como uniao finita de compactos de diametro < 1/2, vemos que pelo
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menos um deles, digamos K5, nao pode ser coberto por um niimero finito de A)s.

Prosseguindo assim, obtemos uma sequéncia decrescente de compactos K; O Ky D

-+ D Kj D ... com diamKj < 1/k e tal que nenhum deles esta contido numa uniao

finita de A\s. Em particular, todos os K} sao nao-vazios. Pelo Teorema 16, existe
oo

a € U K. Para algum )\, tem-se a € Ay. Como A, é aberto, tem-se B(a,1/k) C Ay

k=1
para algum k. Sendo a € K} e diamK}, < 1/k, concluimos que K} C B(a, 1/k), donde

K, C Ay, o que é uma contradicao. O

1.6 Aplicacoes Continuas

Definicao 38. Uma aplicacao f : X — R", definida no conjunto X C R", associa a
cada ponto x € X sua imagem f(z) = (fi(z),..., fu(x)).

As funcoes reais fi,...,f, : X — R, assim definidas, chamam-se as funcoes-
coordenada de f e escreve-se f = (fi,..., fn)-
SeY C R™ é tal que f(X) C Y podemos (com abuso de notagao) escrever f : X —

Yemvezde f: X - R"

Definicao 39. Dizemos que f é continua no ponto a € X quando, para cada € > 0

arbitrariamente dado, podemos obter § > 0 tal que,
rzeX,|z—al<d=|f(x)— fla)| <e.

Isto é, para cada bola B(f(a),€) dada, existe uma bola B(a,d) tal que f(B(a,d)N
X) C B(f(a),e€). A continuidade de f no ponto a independe das normas que se utilizem
em R™ e R™. Diremos que f: X — R™ é uma aplica¢ao continua no conjunto X C R™

quando f é continua em todos os pontos a € X.

Teorema 18. Sejam X CR™, Y CR", f: X > R" com f(X)CY eg:Y — RP.
Se f € continua no ponto a € X e g € continua no ponto f(a) entao go f: X — RP €

continua no ponto a. Ou seja, a composta de duas aplicacoes continuas € continua.

Demonstragao. Seja dado ¢ > 0. A continuidade de g no ponto f(a) assegura a
existéncia de A > 0 tal que v € Y,|v — f(a)] < A = |g(v) — g(f(a))] < e. Por

outro lado, dado A > 0, a continuidade de f no ponto a fornece § > 0 tal que

ue X Ju—al <d=|f(u) - fla)] < A= lg(f(w) —g(f(a))] <€ logogorfe
continua no ponto a. O
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Teorema 19. (i) A aplicacio f: X — R™ € continua no ponto a € X se, e somente

se, para toda sequéncia de pontos u* € X com limu* = a, tem-se lim f(u*) =
f(a).

(i) A aplicagao f : X — R™ é continua no ponto a € X se, e somente se, suas

fungoes-coordenada f,..., f,: X — R sao continuas nesse ponto.

Demonstragao. (i) Seja f : X — R™ continua no ponto a. Dada a sequéncia de pontos
uF € X com limu* = a, para todo € > 0 existe § > 0 tal que f(B(a,d)) C B(f(a),e).
Correspondente a ¢, existe kg € N tal que k > ky = u* € B(a,d), logo k > ky =
f(*) € B(f(a),e). Isto mostra que lim f(u*) = f(a). Reciprocamente, suponhamos

¥ = @ implique lim f(u*) = f(a), porém f seja descontinua no

por absurdo, que lim u
ponto a. Entao existe ¢ > 0 com a seguinte propriedade: para todo & € N, podemos
encontrar uf € X com |u* —a| < 1/k e |f(u*) — f(a)| > €. Assim, temos limu* = a
mas nao temos lim f(u*) = f(a), uma contradigao.

(ii) Isto decorre imediatamente do Teorema 5 junto com a parte (i), que acabamos

de provar. O

Teorema 20. Seja X C R™. Se as aplicagoes f,g : X - R" ea : X — R sao
continuas no ponto a € X entao sao também continuas nesse ponto as aplica¢oes
f+g: X->R" (f,9): X >R, |f|: X 2> R eaf: X = R, definidas por:

(1) (f +9)(z) = () + g(z),
(ii) (f,9)(z) = (f(z),9(z)),
(iii) |f|(z) = [f(2)],
(iv) (af)(z) = a(z)f ().
Demonstragao. Isto resulta do Teorema 19 (i) juntamente com o Coroléario 1. O

Teorema 21. A imagem f(K) do conjunto compacto K C X pela aplica¢ao continua

f: X = R™ é também um conjunto compacto.

Demonstragio. Seja (v¥) uma sequéncia de pontos em f(K). Para cada k € N existe
uk € K tal que f(u*) = v*. Como K é compacto, uma subsequéncia (u*),en converge

para um ponto a € K. Sendo f continua nesse ponto a, de %1111\11 u¥F = a resulta, pelo
e ’
Teorema 19, que %1111\11 f(u*) = f(a). Logo toda sequéncia de pontos v* = f(u*) € f(K)
e ’
possui uma subsequéncia (v*)ren convergente para um ponto f(a) € f(K). Ou seja

f(K) é compacto. O
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Corolario 3. (Weierstrass). Seja K C R™ compacto. Se f: K — R é uma fungao real

continua, entao existem ug,u; € K tais que f(ug) < f(u) < f(u1) para todo u € K.

Ou seja, toda funcao real continua num conjunto compacto K atinge seus valores
minimo e maximo em pontos de K. Para provar o Corolario de Weierstrass basta
observar que, sendo f(K) C R compacto, os nameros vy = inff(K) e vy = supf(K)

pertencem a f(K), isto é, vg = f(ug) e v1 = f(u1), com ug,uy € K.

1.7 Continuidade Uniforme

Sejam as fungoes continuas s,p : R? — R, denominadas funcao adi¢ao e fun¢ao mul-
tiplicagdo de niimeros reais definidas por s(z,y) = x + y e p(x,y) = zy. Examinemos
a continuidade de cada uma delas no ponto (a,b) € R2. Para isso, usaremos em R?
a norma do maximo, segundo a qual tem-se (z,y) € B((a,b),0) se, e somente se,
|z —al| <dely—>bl <.

Primeiro vamos examinar a adi¢ao: dado € > 0, tomemos § = ¢/2. Se |z —a| < €/2
ely—b| <e€/2,isto &, (z,y) € B((a,b),d), entao,

s(z,y) —s(a,b)| =z +y—(a+b)| < |z —al+]y—b| <e
Em seguida examinemos a multiplica¢ao: dado € > 0, tem-se,
zy —ab=(x —a)ly —b)+ (x —a)b+a(y — b),

logo, tomando § > 0 e menor do que cada um dos ntimeros,
1 € €

g\/ga wa m’

veremos que se, |z —a| < d e |y —b| < 4 isto é, (x,y) € B((a,b),?), entao,

Ip(z,y) — p(a,b)| = |zy — ab|
< |z —ally —b| + |z — al|b] + |a||ly — b]

o€, € &
s+-+-=e
-3 3 3

Note a diferenca entre os dois casos examinados: no primeiro caso o da adicao,
depende apenas de €, mas nao do ponto (a,b) onde a continuidade é testada. Ja na
multiplicagdo, 6 depende nao apenas de € mas também de (a,b). Se um dos nameros
a ou b aumentar, para o mesmo € deve-se tomar d cada vez menor. Isto significa que a

adi¢ao é uniformemente continua mas a multiplicacao nao é. Segue-se a defini¢ao.
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Definigao 40. Uma aplicacao f : X — R"™ diz-se uniformemente continua no conjunto
X C R™ quando, para todo € > 0, for possivel obter 6 > 0 tal que |u —v| < 6 =
If(u) — f(v)| < €, sejam quais forem u,v € X.

Teorema 22. A fim de que f : X — R" seja uniformemente continua no conjunto
X C R™ ¢ necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos u*,v* € X com

lim [u* — v*| = 0, se tenha lim |f(u*) — f(v*)| = 0.

Demonstragio. Se f ¢ uniformemente continua e lim(v* — u*) = 0, entdo, dado arbi-
trariamente € > 0, existe § > 0 tal que u,v € X, |u — v| < ¢ implica | f(v) — f(u)| < e.
Existe também ky € N tal que k > ky implica [v* — u*| < 6. Logo k > ko implica
|f(v%) — f(u*)] < € e dai lim[f(v*) — f(u*)] = 0. Reciprocamente, suponhamos valida a
condicao estipulada no enunciado do teorema. Se f nao fosse uniformemente continua,
existiria um ¢ > 0 com a seguinte propriedade: para todo k& € N poderiamos achar
pontos u* vk em X tais que |[v* — u*| < 1/k e |f(v¥) — f(u*)| > €. Entao terfamos
lim(vk — u*) = 0 sem que fosse lim[f(v*) — f(u*)] = 0. Esta contradi¢do conclui a

prova do teorema. O

Teorema 23. Toda aplicagao continua f : X — R", definida num conjunto compacto

X C R™, € uniformemente continua.

Demonstragao. Se f nao fosse uniformemente continua, existiriam ¢ > 0 e duas sequén-
cias (uF), (v*) € X satisfazendo lim(v* — u*) = 0 e |f(v*) — f(u*)| > € para todo
k € N. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor, em virtude
da compacidade de X, que limu* = a € X. Entdo, como v" = (v* — u¥) + u*,
vale também limv* = a. Sendo f continua no ponto a, temos lim[f(v*) — f(u*)] =
lim f(v*) —lim(u*) = f(a) — f(a) = 0, contradizendo que seja |f(vF) — f(u*)| > € para
todo k£ € N. O

Definicao 41. Uma aplicagao f : X — R"™, definida no conjunto X C R™, chama-
se lipschitziana quando existe ¢ > 0 tal que |f(u) — f(v)| < clu — v| para quaisquer
u,v € X.

O nimero ¢ é chamado uma constante de Lipschitz de f.

Exemplo 32. Toda aplicagao lipschitziana é uniformemente continua: dado € > 0,

basta tomar § = ¢/c.
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Exemplo 33. A funcao f : [0,1] — R, definida por f(x) = z, é uniformemente
continua mas nao € lipschitziana. Basta ver que

1
|\/5—\/27|:m|$—y|

e que, com z,y € [0,1] pode-se tornar \/z + \/y tao pequeno, (logo (v/x + /y)~" tdo
grande), quanto se queira.



Capitulo 2

Séries de Funcoes

Muitas construcgoes de funcoes continuas nao derivaveis sao baseadas em séries infinitas
de funcgoes. Iniciaremos com algumas definicbes e teoremas sobre séries infinitas e

sequéncias de fungoes.

Definigao 42. Diz-se que a sequéncia de fungoes, f, : I C R - R, n =1,2,...,
converge simplesmente (convergéncia pontual ou ponto a ponto) para a fun¢ao f : I —

R, se para todo x € I, tivermos

lim f,(z) = f(z),

ou seja, dado qualquer ¢ > 0, pode-se obter, para cada x € I, um inteiro N, o qual

depende de € e x, tal que paran > N, temos |f,(z) — f(z)| <.

Graficamente, em cada reta vertical que passa por um ponto z € X fica determinada
uma sequéncia de pontos (z, fi(z))), (z, fa(x)), ..., (z, fu(2)), ... intersecoes dessa reta
com os graficos de fi, fa, ..., fn,.... Esses pontos convergem para (x, f(x)), interse¢ao

da reta vertical com o grafico de f.



Exemplo 34. A sequéncia de fungoes f, : R — R, onde f,(x) = z/n, converge
simplesmente para a funcao f : R — R que € identicamente nula. Com efeito, para

todo x € R firado, tem-se liI_ll_l (z/n) =0.
n—-+oo

08

:i Z

02

-0.2

Figura 2.1: f,(z) = z/n tem-se lim (z/n)=0.

n—-+o0o

Definicao 43. Diz-se que f, converge uniformemente em I, se

lim sup | fu(z) — f(2)] =0,

n—oo xel

ou seja, para todo € > 0 existe N € N, tal que paran > N, temos sup | f.(xz)— f(z)] < e.
zel

Dizer que f,, — f uniformemente em X significa que, para todo € > 0, existe ng € N
tal que o grafico de f,,, para todo n > ng, esta contido na faixa de raio € em torno do

grafico de f.

Exemplo 35. Nenhuma faiza de raio € em torno do eixo das abscissas pode conter o
grifico de uma fungao f, : R — R, onde f,(z) = x/n. Logo a sequéncia (f,) do exemplo
anterior nao converge uniformemente para zero em R. Mas, se X C R é um conjunto
limitado, digamos por |x| < 0 para todo x € X, entao f, — 0 uniformemente em X.

Pois, dado € > 0, basta tomar ng > c/e. Entaon >ng = |fu(x)] = |z|/n < c/ng < €.



Exemplo 36. A sequéncia de fungoes continuas f, : [0,1] — R, definida por f,(x) =
x"™, converge simplesmente para a fung¢ao descontinua f : [0,1] — R, f(z) = 0 se
0 <z <1, f(1) = 1. A convergéncia é uniforme em todo o intervalo da forma

[0,1—94],0 <6 <1, mas nao € uniforme em [0,1].

06
0.4

0.2

Figura 2.2: f, : [0,1] — R, definida por f,(z) = 2™

Exemplo 37. A sequéncia de fungoes continuas f, : [0,1] — R, definida por f,(x) =
x"(1—n"), converge simplesmente para a fun¢ao identicamente nula. Esta convergéncia

nao € uniformemente.
06
04

02

-02

Figura 2.3: f,(z) =z"(1 —n")



Com efeito, para todo n € N temos f,({/1/2) = 1/4. Logo, para ¢ < 1/4, nenhuma
fungao f, tem seu grifico contido na faira de raio € em torno da fung¢ao 0. Por outro
lado, se 0 < 0 < 1, temos f, — 0 uniformemente no intervalo [0,1 — §], pois 2™ — 0

uniformemente nesse intervalo e 0 < z™(1 — z™) < z™.

Definicao 44. Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, : X C R — R ¢é de Cauchy se,
para qualquer € > 0, ezistir ng € N tal que para m,n > ng, tivermos |fo,(x) — fo(z)| <€,

para qualquer que seja x € X.

A convergéncia uniforme desempenha um papel importante, pois as propriedades
dos elementos de uma sequéncia sao transferidos para o limite da sequéncia.
Os teoremas a seguir serao importantes para estabelecer a convergéncia uniforme

de uma sequéncia de fungoes.

Teorema 24. Uma sequéncia f, converge uniformemente em I se, somente se, € uma

sequéncia de Cauchy em I, ou seja,

lim sup|fu(2) = fm(z)] =0

mn—00 gcf

ou, para todo € > 0, existe N € N, tal que m,n > N, temos sup | fn(x) — frm(x)| < €.
zel

Demonstragao. (=) Primeiro, suponhamos que f,, convirja uniformemente para f em

I, isto é, dado € > 0, existe N € N, tal que m,n > N, temos sup |f.(z) — f(z)| < %
zel

Para algum ¢ > 0 e m,n € N com m,n > N, temos

sup | fn(2) = fm(2)| < 2D () = F(@)] + | f(z) = fm(2)]

< sup |fu(z) — f(@)| + sup |f(x) — fu(2)| < 25

zel xzel 2

=E,
(<) Reciprocamente, suponhamos que { f,(z)} é uma sequéncia de Cauchy, isto é, para

todo € > 0, existe N € N, tal que m,n > N temos sup|f,(z) — fn(z)| < % Assim,
zel

para todo x € I, {f,(x)} é uma sequéncia Cauchy de fun¢oes e converge para f(z).
Da hipotese e da convergéncia estabelecida, temos para todo ¢ > 0 existe N € N tal

€ ;
quam,n > N, temos sup | fn(x) — fn(z)] < 5 © para todoe >0 ez € I existe my, > N
zel

tal que |fn, () — f(2)] < % See>0en > N, temos,

sup |fol@) = f@)] < 1fal@) = frno@)| + |fim(2) = f@)] < 5+ 5 =€

zel

Portanto, f,, converge uniformemente para f em I. O
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Teorema 25. Seja fi. : I — R uma sequéncia de fungoes, tal que, sup |fr(x)| < My,
zel

oo [0 o]
para todo k € N. Se Z M, < o0, entao a série Z fr(x) converge uniformemente em

k=1 k=1
1.
Demonstrag¢ao. Por hipotese, sejam,n € Ncomn >m e M = Z M, < o0. Logo,
k=1
Sup |ful@) = fu(@)] = sup |3 ful@) = 3 fula)
zel zel h—1 h—1
=sup| Y ful@)|< D suplful)| < Y My
zel k=m+1 k=m+1 z€l k=m+1

Assim,

W fal@) = fm@ < S My =3 My— 304
k=m-+1 k=1 k=1
e quando m,n — oo, temos

sup () — fu(a)] € 32 My~ D" M= M~ M =0
. k=1 k=1

Logo, {f.} € uma sequéncia de Cauchy em /. Segue do Teorema 24 que a série Z fr(zx)

k=1
¢ uniformemente convergente em /. O

Teorema 26. Se {f,} € uma sequéncia de fungées continuas em I e f, converge

uniformemente para f em I, entao f é uma fung¢ao continua em I.

Demonstragao. Seja xy € X, um ponto arbitrario. Por hipotese temos,

Ve>03dN € NVn > Nsup|fu(z) — f(2)] <
zel

€
37
€

Ve > 035 >0 tal que |z — 0| <= |fulz) — fulzo)| < 3

Sejadadoe >0,z €I, n€Ncomn > N e|z— z9| <d. Entao
|[f(2) = f(zo)| < [f(2) = ful@)| + | fu(@) = fu(z0)| + [fnl(20) — f(2)] < 3%

e portanto f é continua em zy. Como z( € I foi escolhido arbitrario, f é continua em
7. O

:67

oo
Corolario 4. Se f, : I — R ¢ uma fungao continua para todo k € N e E fr(zx)

k=1
converge uniformemente para f(x) em I, entao f é uma fun¢ao continua em I.

Ut
ot



Capitulo 3

Funcoes Nao Derivaveis

As Funcoes de Weierstrass e Riemann sao de carater analitico, ou seja, existe uma
formula explicita para cada uma delas. Essas formulas sao definidas por séries infinitas
de fungoes, o que torna dificil compreender geometricamente as razoes pelas quais os

graficos nao tém tangente em todos os pontos.

3.1 Funcao de Weierstrass

De acordo com Plaza em [7] e Thim em |8, Weierstrass tentou, sem sucesso, mostrar
que a fun¢ao proposta por Riemann, nao tem derivada em todos os pontos, mas isso o

levou a fazer o seu proprio exemplo, a fun¢ao dada por:

oo
W(z) = Z b" cos(a"mx), (3.1)
n=0
, C . 3
onde 0 < b < 1 e aéum inteiro impar, satisfazendo ab > 1 + ik
A regiao sombreada na figura 3.1 mostra uma representacao geométrica, no plano
3T
dos parametros a e b, de ab > 1 + T
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Figura 3.1: Fungao de Weierstrass paraa =7e b =0,9.

As figuras seguintes sao aproximacgoes do grafico da funcao de Weierstrass para
z€[0,2r] en=1,2,3 ¢ 10.

Figura 3.2: Aproximacoes da Funcao de Weierstrass
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De acordo com Plaza [7], Weierstrass mostrou que a fun¢ao W nao tém derivada

em todo ponto do seu dominio.
Teorema 27. A Funcao de Weierstrass é continua e nao deriwdvel em R.

Demonstragao. Inicialmente vamos considerar W, (x) = 0" cos(a"7z) onde a e b satis-

fazem as condi¢oes dadas em (3.1), temos

W, (z)| = |b" cos(a™mx)| < |b"] = "

o0 o0
1
S Wa(@)| =D " =1+b+b 4 b4 = —.
1—-0b

n=0 n=0
Assim, segue do Teorema 25, que a série de fungoes W,, é uniformemente convergente
em R e, pelo Corolario 4, a fungao de Weierstrass é continua.

Para mostrar que a funcao de Weierstrass é nao derivavel em R, vamos supor, por

contradi¢ao, que a fungao W seja derivavel em algum x € R, isto é,

W'(z) = tm W(zx + hy) — W(x)

existe para aleum =z € R.
hn—0 Rz B &

1
Seja h,, € R tal que g < iy < i, observamos que lim h,, = 0. Assim,

a 2a™ m—00
b" cos[a"m(x + hy)| — )  b" cos(a )
Fi - hom

ou ainda, se tomarmos A = a"n(x + h,,) e B = a"nx, podemos reescrever,

W(x + hp) — W(z) i(ab)"WCOS(A) - cos(B)‘

P — A—B
Para m suficientemente grande podemos reescrever
Wix + h,,) — Wi(x
@+hn) =W _ o o

P

onde

s, — Z(ab)"wCOS(Aji : (;)S(B) g Sy Z(ab)"wCOS(A) - cos(B).

n=>0 n=m



Considerando a fungao f(z) = cos(x), o Teorema do Valor Médio, ver [4], nos garante

COS(AX : ;os(B) = —sin(C). Como |sin(C)| < 1, temos,

que existe C' € (A, B) tal que

1= 2B S <12

n=0 n=0

e para Sy podemos obter,
2(ab)™
|S2| > (T)

Como

|S2| = [W'(z) — S,
aplicando a desigualdade triangular obtemos
|S2| = [W'(z) — S| < [W'(2)] +|54].
Assim,

(W'(x)| = [S2] = |54]
o 2(ab)™ - (ab)™

m—oo 3 ab —1
> lim (ab)™ |2 — —"
im (a - —
m—00 3 ab—1]’
5 3ro. 4 .
como, por hipotese, ab > 1+ —, isto é, = — > (), entao
2 3 ab-—1

o> i (e 12— 7]
W) 2 Jim (a)" |3 - 5] = oo,

portanto, a funcao de Weierstrass ¢ nao derivavel nos reais. O



3.2

Funcao de Riemann

Foi proposta por Riemann, a seguinte fungao,

Biz) = Zsmfl#.

n=1

ela é atualmente conhecida como funcao de Riemann. Os graficos seguintes sao apro-

ximagoes da funcao de Riemann para x € [0,27] e n = 1,2,3 e 10.

£\ F \\ fEX
7N [ [\ 7 n .,
f \ ‘ \ f’ \ 'J,z \, % \’., .‘m/\ \
: \ [ fl \ [\ [ / \
\\‘ | l/ 'R‘v f 1\’ \\"‘. “r \.\( ,i \\
\ | / i \ f \ \ /
\'\ ’f \.v [ \\‘ I’ 'ﬁ N Wa \ i‘f\l‘
ko \ ;’f \ V \/ \/
it A g
iy A
¥ 1\ /\W\K Mn n }V
J N N ' /\,‘ \ ; N‘f\l‘/ ]1 /‘\ﬁ\fj )\ /‘m f V\
f ’ \ . i f l
L\’ / "\,‘ f b\/ U\A | g\ﬁ | \‘I'\
v \ T (| “I . /[ ﬁ\
‘I‘ A A \ I{(\/) | (\/‘) “‘ \'H”N" . \ ’u !\ ‘H /}ﬁj’/
W o W W W W

Figura 3.3: Funcao de Riemann, n = 1,2, 3, e 10

Da acordo com Plaza [7], em 1916, Hardy demonstrou que a func¢ao de Riemann nao
2p 2p+1 s
Ja,

dg+1° 4q+2

tem derivada finita nos pontos irracionais e nos racionais da forma

J. Gerver [1] demonstrou que a fun¢ao de Riemann tem derivada igual a —— nos pontos
1
Pt ,n > 1. Finalmente, em

2p+1 . .
da forma 2p 1 e derivada finita nos pontos da forma
1972, Smith mostrou que a fun¢ao de Riemann nao tém derivada nos casos restantes.
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3.3 Funcao de Bolzano

Diferente das fungoes estudas nas segoes anteriores, o exemplo dado por Bolzano de

uma fung¢ao nao derivavel em todos os pontos é baseado numa construgao geométrica.

Definicao 45. Dados a,b,A,B € R, comb>a e B> A. Seja x € [a,b] e considere a
sequéncia de fungoes B, : [a,b] — [A, B| dadas por:
B-A

1) Bi(x) = A+ 7—

("E—a)7

II) O intervalo [a,b] é dividido em quatro subintervalos e cada um define uma parte
linear de By(x),

B = [l g = [a,a el = a)] ., B = [l s = [a + g(b = %(a n b)] ,
T =l ] = B(a +b),a+ g(b— a)] - L=l = [a + g(b - a),b] ,
sill s,

Bs(a) = A, B, <a+§(b—a)) =A+§(B—A),

B (%(a+b)) — A+ %(B—A), By <a+ g(b—a)) B+ %(B—A),
Ba(b) = B.

III) Bs(x) é construida de forma andloga ao procedimento da fungao Bs(x), ou seja,
cada intervalo de By € dividido em quatro subintervalos (com os valores correspon-

dentes para a,b, A e B). E assim, sucessivamente, para B, onden = 4,5,6,....

Se existir o limite de B,, quando n — oo, entao temos a fun¢ao de Bolzano.

61



Vejamos as duas primeiras etapas da fungao de Bolzano.

Figura 3.4: Funcao Bolzano paran=1en = 2.

Teorema 28. A fun¢io de Bolzano é continua e nao derivdvel em |a,b).

Mostraremos que a funcao de Bolzano nao é derivavel em um subconjunto denso
de [a,b], contendo a e b, que serd definido ao longo da demonstracao a seguir. A

demonstracao completa pode ser encontrada em Vojtich [9)].

Demonstra¢ao. Inicialmente vamos mostrar que B é continua. Para isso, observamos
que para n = 1, a funcao B, pela definicao 45, é um segmento de reta em [;; =
[a1,b1] = [a,b] cuja a inclinacao é

Bl(bl)—Bl(al) _ BI—AI _ B—A
bl_a’l bl—al b—a‘

M, =

Para n = 2, pela defini¢ao 45, o subintervalo [a;, b;] da funcao B, é dividido em quatro
subintervalos, I, 22, I23, € Is4, € cuja as inclina¢oes em cada segmento de reta sao

dadas respectivamente,

3
1. 12’1 = [tl,tg] = |a1,Q1 + g(bl —0,1) 3

M — By(ty) — Bs(ty) _ (B — 4y) _ 5
21 tg = tl g(bl — (11) 3 T
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)

3 1
2 .[2’2 = [tz,tg] = |:a1 + g(bl — al), 5(611 + bl)

| I

My, = Bs(t3) — Bft2) - (% _ g) o, — ) =—M;.
’ ty — ts (3—35) (b1 —ar) ’

1 7
3. 12’3 = [t3,t4] = —(a1 + bl),al + _(bl — al)
2 8

| I

A — Balta) = Balts) _ (I+5—35)(Bi—4) 5
23 t4 — t3 (% — %) (bl = 0,1) 3

7
4. Iy = [ty, 5] = |:a1 + g(bl — a1)7b1:|7

B2(t5) e Bg(t4) N _l(Bl - Al)

= —8 = M.
ts — ty it == ot

My =
%) (b1 = al)

Para n = 3, pela defini¢ao 45, cada intervalo [ay, by] obtidos para n = 2 é dividido

em quatro subintervalos, e de forma andloga a n = 2, obtemos

1. Para _[2’1:
5)
Is; com M;s; = §M2,17
I3o com Msy=—M,;,
b)
13)3 com M3)3 = §M2’1 e
1314 com M374 = —M271.
2. Para I :

1375 com M375 = —M272,
I3G com M3,6 = —]\/[2’27
13’7 com M3,7 = —M272 e

13,8 com M3,8 = —M2’2.
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3. Para 12’3:
Isg com Msg= -Mys3,

13,10 com M3’10 = —M2’3,

13’11 com M3,11 = gMQ‘ge

13,12 com M3’12 = —M2’3.
4. Para I, 4:
5
13,13 com M3,13 = gﬂ/fz,zx,
-73,14 com M3,14 = —M2,4,

)
13’15 com M3,15 = §M274e

13,16 com M3,16 = —M2’4.

De uma maneira geral, paran > 2 o intervalo [a, b] & dividido em 4"~! subintervalos,
Ly = lag, b], k=1,2,...,4"1 onde o grafico de B, ¢ um segmento de reta em I, ,

para cada k, com inclinacao M, ; onde i = 4(k — 1) + j, com j = 1,2,3,4. Isto é,

3
L I = [t1,t9] = |:akaak + g(bk — ak):|:

Bi(ta) — Bi(t 3(B, — A
M, = k(t2) k(t1) _ 83( k k) _ §Mn—1,k~
t2 = tl §(bk — ak) 3

- By(t3) — By(t2) _ g = 'g') (Br — Ar) e,
t3 — lo (3 —8) (bx — ax)

1 7
3. [n’i = [tg,t4] = |:§(ak + bk),ak -+ g(bk — CL;C)],

_ Bi(td) = Bilts) _ (A+5—3)(Bi—4A) _ 5
N t4—t3 B %—%)(bk—ak) _3




4. I,; = [ta, ts] = |ar + = (b — ax), b |,

Bi(ts) — Bi(ts)  —5(Br — A)

Mni = =
’ s — b (1

Para mostrar que a sequéncia de fungoes { B,,} é de Cauchy no intervalo [a, b], vamos

considerar o conjunto de subintervalos {I,, ,} = {[L.(sk), [.(tx)]} do

comprimento mazrimal dado por

Ln= sup [I(tx) — I(s1)]
Ie{ln+1,k}

e a inclina¢ao mazimal (em modulo),

M, = sup |My(I)l,
IE{I1L+1,k}

em cada parte linear de B, ;. Assim, da definicao 45 temos,

3 n+1 5 n+1
Lns<§> b-da| e M, (5)

5 n+1
M,L, < (g) |B — Al

B-A
b—a

IN

Dai,

Logo, para k € N,

5 k+1
b | B (0 — B} £ () B- Al
z€[a,b] 8

Assim, dados m,n € N, com m > n, temos

intervalo [a, b], o

(3.2)

sup |Bp(x) — Bu(z)| < sup (Z | Bi(x Bk—l(ﬂf)l)

z€[a,b] z€[a,b| k—n1

m

< Y sup |Bi(z) — Bia(z)]
k=n+1 €[a,b]

m E k
<> (3) - v

k=n+1
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como

e m > n, temos

5 (§) [“(é) ]—0-

Assim, a sequéncia das fungoes, {B,}, ¢ de Cauchy e como cada fungao By é continua
em [a, b], segue do Teoremas 24 e 26 que a Func¢ao de Bolzano também ¢é continua no
intervalo [a, b].

Agora, considere o conjunto M = {s,t € [a,b] tais que [s,t] € {I,,x},n,k € N}. O
conjunto M é denso em [a, b]. De fato, seja z € [a, b], vamos construir uma sequéncia a,
em M que converge para z e estudar o caso para x € M — {b}, pois para x € M — {a}
a demonstragao é analoga.

Na primeira etapa da construcao da funcao de Bolzano consideremos o intervalo

Jo = [a,b) e de acordo com a defini¢ao 45 e a parti¢ao

3 3 1
Jéo) = {al,al + §L1) 3 Jél) = [(11 + ng,Ch + §L1> )

1 i 7
Jéz) = {al - §L,a1 + §L1) e Jég) = {(n + §L17b1> )

ondea; =a,by=be L; =b —ay.

Notemos que z € J\", para algum i; € {0,1,2,3} e a amplitude de J$™) < 31b—al.

Na segunda etapa, consideramos o intervalo Jéil) e repetirmos o mesmo procedi-
mento da primeira etapa obtendo Jéi2) tal que = € Jém e a amplitude de Jém <
()?1b-al.

E, assim sucessivamente, na etapa n, considere o intervalo Jéi"’l) tal que z € Jéi"’l),

temos
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0 _ 3; (1) _ 3 Ly
Jn [an?an+8 n>7 Jn I:an+8 n»an+2 n 9

1 i 7
@ _ 1 7 @) _ £
J? = [an+ 5Ly n + 8Ln> e J§ [an+ 8Ln,bn).

Como anteriormente, existe i,, € {0,1,2,3} tal que z € Ji) e a

amplitude de Jéi") < (g) |b— al.

Como z € Jéi") ea, € Jéi") temos que

|z — a,| < <§> |b— al.

Assim, a,, converge para z, quando n — oco. Portanto, M é denso em [a, b].
Agora, vamos mostrar que a funcao de Bolzano é nao derivavel para todo x € M.
Para isso, vamos supor, por contradi¢ao, que a funcao B é derivavel em algum x € M,

isto significa que existe o

para qualquer sequéncia x,, que converge para x.
Mas, isto nao ocorre, pois:

1) Se x = a basta considerar a sequéncia

xnza—i-(%) b — al

temos que x, € M, para todon € N, e z,, — a quando n — co.

Pela defini¢ao da funcao de Bolzano, temos que B(x,) = B, 11(z,) para todon € N,

B(a)=Ae
EN" I3X\"
Bu(an) = A+ (3) (5) 1o=al
Logo,
B(z,) = Bla) _A+(3)"(§)"Ib—al—A (?)
Ty — G (%)"|b—a| 3/
Assim B B
lim @n) —Blg) = 00
n—00 Ly, =i

portanto nao existe e concluimos que a fun¢ao de Bolzano é nao derivavel em z = a.
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2) Se x € M — {a}, basta considerarmos a sequéncia

n+q
a:n::n—(l) |b — al,
8

para qualquer ¢ € N. Como x € M, entao, existe r € N, tal que, para todo p > r,
B(z) = B,(z). Escolhamos ¢ > r de modo que z,, € (a,b], para todo n € N. Como,
pela definicao da Fungao Bolzano, B(z,) = B,1(z,) e

()0

— Bu(z) + (-1)"K (é)w

Bn—l—l(-rn) = Bn+1

b — al

ondeKGRcomKZlB_Al

# 0. Além disso, como ¢ > r e B(z) = B,(z), para

todo n € N, temos
[B(z) — Bnh(z)] 8" = [Bnh(z) — B,(z)] 8" = 0.

Assim, para n € N,

B(z) — B(zy,) q 1"
—————= =8""1|B(x) — B, —(-1)"K | =
) _ 71| B(a) — Balao) — (11K ( 3
— [B(x) - Bu(ao)] 8" — (—1)"K
= (-1)""'K.
Logo, o
lim B(z) — B(z,)
n—00 T — T,
nao existe e, portanto, a fungao de Bolzano nao derivavel em M. O
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Capitulo 4

Construcoes Classicas de Fractais

Inicialmente abordaremos as construcoes classicas de alguns fractais, tais como a Curva
de Koch, o Triangulo de Sierpinski e o Conjunto de Cantor. Por tltimo apresentamos

uma noc¢ao de comprimento, area, volume para esses fractais.

4.1 Curva de Koch

A defini¢ao mais simples é que fractais sao objetos gerados pela repeti¢cao de um mesmo
processo (iteragao/recursao), apresentando autossimilaridade, dimensao fractal e com-
plexidade infinita. Em 1904, H. Von Koch construiu uma curva continua e nao dife-
renciavel em todos os pontos, chamada Curva de Koch. A construcao dessa curva é
definida por etapas como segue: inicialmente consideremos um segmento de tamanho
1. Em seguida, dividiremos esse segmento em trés partes iguais, a parte central do
intervalo é retirada e substituida por dois segmentos de mesmo comprimento, como

mostra a figura,

n=0
e ™
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Em seguida, facamos o mesmo procedimento em cada segmento de reta da etapa

n =1,

de acordo com Plaza [7], continuando com esse processo de constru¢ao, temos uma

aproximagao da Curva de Koch, conforme a figura 4.1.

Figura 4.1: Aproximagao da Curva de Koch.
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Consideremos um triangulo equilatero e o processo de construgao da Curva de Koch
em cada lado do desse triangulo, obteremos a curva chamada de Floco de Neve, vejamos

a figura.

Figura 4.2: Aproximacao do Floco de Neve.

4.2 'Triangulo de Sierpinski

Para construcao do Triangulo de Sierpinski, vamos considerar uma regiao triangular
plana. Nela, vamos marcar o ponto médio de cada lado do tridangulo e unir os pontos
médios por segmentos de reta. Assim, obtemos quatro regioes triangulares, iremos

eliminar a regiao triangular do meio, conforme a figura 4.2.

Figura 4.3: Aproximacoes do Triangulo de Sierpinski, etapas 1 e 2.
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Nas regioes triangulares que permaneceram, facamos o mesmo procedimento da etapa

1 e 2, e obtemos a figura 4.2.

Figura 4.4: Aproximacoes do Triangulo de Sierpinski, etapas 3 e 4.

Segundo Plaza |7|, continuando com o mesmo procedimento sucessivamente, teremos

em cada etapa, uma aproximagao do Triangulo de Sierpinski.

Figura 4.5: Aproximacao do Triangulo de Sierpinski, etapa 5.

Uma maneira de obtermos uma imagem do Triangulo de Sierpinski, é utilizando
o Triangulo de Pascal que é formado pelos coeficientes binomiais de (z + y)", com
n=0,1,.... Isso é feito da seguinte forma: consideremos os coeficientes do Triangulo
de Pascal na congruéncia modulo 2, ou seja, o coeficiente ¢ 1 se for impar e 0 se for

par. Depois, associamos ao nimero 1 a cor preta e 0 a cor branca, veja a figura 4.2,
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1 1 e o
1 0 1 e e
1 4 94 1 e o o o
1 0 0 0 1 ] [}
1 1 0 0 1 1 e o e o
10 1 0 1 0 1 ° o ¢ °
11 1 1 1 1 1 1 e e e e o o o o

Figura 4.6: Triangulo de Pascal na congruéncia modulo 2.

4.3 Conjunto de Cantor

O Conjunto de Cantor é formado pelos pontos z € [0, 1] cuja representacao na base 3

nao contém o algarismo 1, ou seja, os pontos sao da forma,

xr = ikj E 3_j
G=1

onde, k; é igual a 0 ou 2.

Para construirmos o Conjunto de Cantor, vamos dividir o intervalo [0,1] em trés

0,1] = {oﬂ U]é%{u El} |

i 12 2
Denotemos por Iy, I; e I, os intervalos [0, g] , ] [ e {—7 1] , respectivamente, e em

partes iguais,

33 |3
cada intervalo [, a representagao na base 3 comecga com ky =0, ky = 1 e ky = 2 respec-
tivamente. Em seguida, vamos eliminar o intervalo aberto I; de [0,1], permanecendo

apenas com os intervalos fechados Iy e I5. Vamos repetir o mesmo processo com 0s
9 3'9

; 1 2 78 : ; 2 1

intervalos Iy, = ] — [ ely = ] — [ e finalmente ky = 2, nos intervalos Iy, = {— ]

1 2 7
intervalos Iy e Is. Temos, ko = 0 nos intervalos Iy, = [O, —| ely= [ , ko = 1 nos
99 9'9 9'3
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1 .. . . .
e Iy = 99l Vamos eliminar os intervalos abertos Iy; e I5;. Geometricamente, isto
é feito da seguinte forma,

0 1
0 113 2/3 1
0 119 219 173 213 119 gm9 1

Figura 4.7: Aproximagoes do Conjunto de Cantor.

Considere n € Ne A, = {a;...a, | a € {0,2},i = 1,2,...,n}, isto &, A, é
formado por todas combinagoes dos a;. Assim, Iy e I, podem ser escritos como I, tal
que A € Ay ={a; | a; € {0,2},i =1} = {0,2}. Outro exemplo, para n = 2, temos
Ay ={aras | a; € {0,2},i = 1,2} = {00,20,02,22}, ou seja, I é Iny, Loz, I29 ou Iz,
com \ € A,.

Utilizando esta notacao na construcao do Conjunto de Cantor, eliminamos em cada
subintervalo Iy, Ipe, Iog € 155 0s intervalos abertos Iy;, onde A € Ay e obtemos a uniao
de 23 intervalos fechados.

Na proxima etapa, eliminamos cada subintervalo aberto da forma I,;, com \ € A;.
Repetindo esse processo, na enésima etapa temos a uniao de 2™ intervalos fechados. De
maneira que devemos eliminar os intervalos abertos da forma I,;, com \ € A,. Nesse
processo obtemos o chamado Conjunto de Cantor, o qual é formado por niimeros do
intervalo [0,1], e que nao contém o algarismo 1 na sua representa¢ao na base 3.

No Conjunto de Cantor, existem alguns pontos interessantes, os quais correspondem
aos extremos de alguns subintervalos, determinados no processo de eliminacao dos

intervalos Iy; com A € A,,. Esses pontos tém o 1 como digito importante, por exemplo,

241 241
r=2-31+2-324+2.334+2.3%+1.3°%40-3C+... =~ =2 (4.1)
3° 243
onde os digitos k; sao iguais a 0 para i > 6.
Consideremos y = 2-371+2-3724+2-.373+ ... onde todos os coeficientes k;, sao

iguais a 2. Entdo y = 1 (soma dos termos de progressao geométrica infinita), assim
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podemos substituir o ultimo digito importante na equagao 4.1 por y,
=2:3 1423 242:3 3423 L4034 2:3 e |

onde os coeficientes sao k; = 2 para i > 6. Isto justifica a afirmac¢ao que o Conjunto
de Cantor é formado pelos nameros z € [0,1] cuja a representagao na base 3 contém
apenas os algarismos 0 ou 2. Um outro exemplo, de nimero que pertence ao conjunto
de Cantor é o P pois,

1

Z:0-?;‘1+2-?f‘2+0-:>’“3+2-3r4+---,

onde os coeficientes das poténcias pares sao iguais a 2 e os das poténcias impares sao
iguais a 0.
Outra maneira de obter uma aproximagao do Conjunto de Cantor, é a seguinte. Se

r € R e L CR, definamos o conjunto L como uma translacao de L por z,
Lt o={y+= | we L}

Consideremos k € N, a sequéncia de conjuntos Lj = Li_1 + S,_1, onde a sequéncia
(Sk)ken € definida por,

se k=0

—Sk_1, se k>1.

W =

Assim sendo o conjunto L para k = 0, Ly = {0} e para k > 1, temos Ly = Ly U

(Lk—1 + sk—1), ou seja,

2 228
LO_{0}7 Ll_{07§}7 L2_{07§7§7§}7

Notemos que Ly C Ly C Ly C --- C L, C --- e que L; é formado por 2% pontos
distintos. E mais, para cada y € L sua representacao na base 3 contém os algarismos 0
e 2, portanto cada conjunto Lj esta contido no Conjunto de Cantor. Se L = UgenLy,

1 .
entao L C C. Por outro lado, 1 nao pertence a L, ou seja, L # C.

Propriedade 9. Se xz € C, entao x € limite de alguma sequéncia de pontos em L, ou

seja, L € denso em C.



Demonstracao. Se x € C, sua representagao na base 3 é da forma:
oo
r = Z k]‘ . 3_J
j=1

onde k; é igual a 0 ou 2. Seja (z,)ren a sequéncia z, = Z;.l:lkj - 377, isto &, x,
corresponde a soma dos n primeiros termos da representacao de x na base 3. Assim,

para cada n € N, temos z,, € L, e,

|gr— g = Zoo: kj-379 < zoo: 23T = 0

como o lim,,_,o, 37" = 0, segue que lim,,_,o, z, = x, 0 que completa a demonstracao. [J

A expansao feita na base 3 pode ser feita para qualquer nimero z € R e em qualquer

base b, com |b| > 1. Isso ¢é feito assim,

n
j=—o0
com coeficientes z; € {0, ..., |b| —1} e b é a base da expansao. A parte finita Z?:o kj-b
da série, ¢ chamada de parte inteira de x na base b. A outra parte x = Zj_:l_oo kj-blé
chamada da parte fraciondria de x na base b. A condigao |b| > 1 garante a convergéncia
da série definida por x. Por exemplo, para b = 10, temos o ntimero x escrito na forma

decimal.
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4.4 Nocao de Comprimento, Area e Volume

Fractais sao formas complexas que nao podem ser medidas apenas por dimensao topo-
logica . A dimensao fractal surge entao como uma alternativa de medicao ja que pode
assumir valores fracionarios, obtendo assim o grau de complexidade de uma forma.
Pode-se afirmar que a dimensdo fractal de um conjunto é um valor que diz o quéao
densamente um conjunto ocupa o espago métrico em que ele existe.

Consideremos uma curva v em R? e um ntimero ¢ positivo. Dada uma aproxima-
¢ao poligonal de 7, formada por segmentos de comprimento ¢, denotemos por N(e) o
numero minimo de segmentos necessarios para cobrirmos . O ntmero N(e)e ¢ uma
aproximagao do comprimento £(7) de . Para obtermos uma melhor aproximacao de
7, basta diminuirmos ¢, de modo que o comprimento ¢(vy) seja dado por:

£(y) = lim N(e)e.

e—0

Analogamente, se considerarmos uma regiao R no plano. Iremos cobrir a regiao
R com quadrados de lado €, onde N(€) é o nimero minimo de quadrados necessarios.

Uma aproximagao da regiao R é dada por, A(R) = N(¢)e? tal que,

A(R) = lim N(e)é*.

e—0

Para o volume V em R? de um so6lido proceda da mesma forma, tomando cubos de

aresta ¢ de modo que se possa cobrir todo o s6lido, de maneira que:

V(R) = lim N(e)é®.

e—0
Utilizaremos esses resultados para calcular o comprimento e area da Curva de Koch

e o comprimento Conjunto de Cantor.

Exemplo 38. Curva de Koch

Na Curva de Koch, (K), na n-ésima etapa da construgao obtemos 4™ segmentos e
n n
cada um com comprimento <§) . D8 By = (?—)) , para cobrirmos a curva K serao

necessdrios 4™ segmentos, ou seja, N(e) = 4™. Logo, o comprimento da Curva de Koch

1\" 4\"
((K)= lim 4" (—) = lim (—) = 00}

T

€,

e a drea,



nq2 n
A(K) = lim 4" [(%) ] = lim (g) =0.

Conclusao: a Curva de Koch € limitada, tem comprimento infinito e drea nula.

Exemplo 39. Conjunto de Cantor

Para o conjunto de Cantor, (C'), na enésima etapa obtemos 2" intervalos de com-

iR 1\" . .
primento (g) . See, = <§> , entdao o comprimento da Conjunto de Cantor é,

o (N 2\
10 = tm 2 (3) = tm (3) =0
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