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Resumo

Souza.. Unicidade dos Solitons de Ricci Gradiente Estaveis. Goidnia, 2022.
83p. Dissertacdo de Mestrado. Programa de P6s Graduacdo em Matemadtica,
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho apresentamos os sélitons de Ricci, objetos que surgem como so-
lucdes auto-similares do fluxo de Ricci. Mostraremos algumas propriedades e resultados
relacionados a esses sélitons, além disso, provaremos que um séliton de Ricci gradiente
estdvel tridimensional que € assintético ao séliton de Bryant, deve ser isométrico ao s6-
liton de Bryant, esse teorema foi provado por Brendle. O mesmo teorema foi enunciado
de maneira mais geral por Cao et al. para dimensdo arbitrdria. Nesse artigo, Cao et al.
apenas enuncia o resultado sem uma demonstracdo, dessa forma, o objetivo final de nossa
pesquisa € demonstrar o teorema enunciado por Cao et al. generalizando o resultado de

Brendle para dimensdes maiores ou iguais a 3.

Palavras—chave
soliton de Ricci, estavel, Soliton de Bryant



Abstract

Souza.. Uniqueness of gradient steady Ricci solitons. Goidnia, 2022. 83p.
MSec. Dissertation. Programa de P6s Graduacdo em Matemadtica, Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

We present the Ricci solitons, objects that appear as self-similar solutions of the Ricci
flow. We show some properties and results related to these solitons. In addition, we study
[2] and prove that a three-dimensional gradient steady Ricci soliton that is asymptotic to
the Bryant soliton must be isometric to the Bryant soliton. This theorem was proved by
Brendle [1], and more generally stated by Cao et al. However Cao states the result without
any proof, thus, the ultimate goal of our research is to demonstrate the theorem stated by

Cao by generalizing Brendle’s result to dimensions greater than or equal to 3.

Keywords
Ricci Sliton, Steady, Bryant Soliton
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Introducao

Um problema classico em geometria diferencial € procurar métricas especiais
numa variedade, dentre essas métricas estdo as métricas candnicas, onde a variedade
admite curvatura seccional constante. Encontrar uma métrica candnica em um variedade
qualquer, em geral, é uma tarefa dificil. Em dimensao dois o teorema da uniformizacdo
afirma que toda superficie fechada admite uma métrica de curvatura constante. A partir
disso, € natural conjecturar esse resultado para dimensdes maiores que dois, W. Thurston,
conjecturou o resultado em dimensdo trés, essa conjectura afirma que toda variedade
tridimensional compacta e orientdvel possui um decomposicao em partes, onde cada parte
admite uma estrutura geométrica candnica, uma consequéncia direta dessa afirmacao € a
conjectura de Poincaré.

A conjectura de Poincaré € um problema proposto pelo matematico francés
Henri Poincaré que afirma que qualquer variedade tridimensional fechada e simplesmente
conexa € homeomorfa a uma esfera tridimensional. O problema foi proposto em 1900 e
grandes matematicos tentaram resolvé-lo, isso culminou na cria¢do de varias ferramentas
matematicas produzidas com intuito de solucionar tal problema, dentre essas ferramentas
a que teve maior €xito na resoluc¢do de problema foi o fluxo Ricci.

O estudo de fluxos geométricos comegou em 1956 por Mullins [22], mais tarde,
em 1982 o fluxo de Ricci,

% = —2Ric,,
foi introduzido por Hamilton [18] com o objetivo de estudar variedades tridimensionais
com curvatura positiva. Hamilton propds uma maneira de atacar a conjectura de Poincaré.

A estratégia de Hamilton para solucionar o problema, foi propor um fluxo que
deformava a métrica de uma variedade Riemanniana compacta, esse fluxo iria agir sobre
a métrica de maneira andloga a equacdo do calor, e como consequéncia a curvatura iria
se dissipar por toda a variedade como o calor se dissipa por uma superficie metdlica
ao ser esquentada. Hamilton provou o resultado para variedades com curvatura de Ricci
inicialmente positiva, em [18]. Ele prova que a métrica evolui até chegar em uma métrica
com curvatura constante e positiva, provando que a variedade é topologicamente a esfera
tridimensional.

Um problema encontrado por Hamilton foram as singularidades que o fluxo
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desenvolve em variedades tridimensionais, essas singularidades foram estudadas ao longo
dos anos. Contornar esse problema foi um passo muito grande na solugdo da conjectura
de Poincaré. Nas equacdes diferenciais parciais existe um conceito fundamental que é o
de reescalonar e aplicar a férmula da monotonicidade para obter solu¢des auto-similares.
No fluxo de Ricci, tais solucdes sdo modelos para as singularidades do fluxo.
Uma variedade Riemanniana completa (M, g) é chamada séliton de Ricci gradi-
ente se, existe uma funcdo suave f em M ,tal que, o tensor de Ricci Ric, e a métrica g
satisfazem a equacgdo
Ricy,+Hess,(f) = pg. (0-1)

Note que, se f for constante, o Ricci séliton gradiente torna-se uma variedade de
Einstein, dessa forma, Ricci Solitons sd@o naturalmente generalizacdes de variedades de
Einstein. Se p = 0, o Ricci séliton gradiente € dito estavel, se p > 0 teremos o séliton de
Ricci gradiente contratil, se p < 0 teremos o séliton de Ricci gradiente expansivo.

Um exemplo de séliton de Ricci gradiente estavel é o charuto de Hamilton [15],

que é uma variedade Riemanniana completa (R?, g) com métrica

B dx? + dy?
g_ 1+x2+y27

e, com funcdo potencial,
f=log(1+x*+y%).

O Charuto tem curvatura seccional positiva, além disso, ndo é compacto, sua curvatura
escalar decai exponencialmente no infinito.

Outros exemplos de sélitons de Ricci gradiente estdveis, sdo os sélitons de
Bryant [16], encontrados por Robert Bryant, os sélitons encontrados por Bryant sdo
variedades ndo compactas que se caracterizam por ter curvatura seccional positiva e por
serem rotacionalmente simétricos com curvatura escalar decaindo linearmente no infinito.

Estudar a geometria dos soélitons de Ricci gradiente é de fundamental importan-
cia para o estudo das singularidades do fluxo de Ricci, pois sempre existe uma solug¢do
auto-similar g(¢) tal que g(0) = go, logo, a partir de propriedades geométricas de um s6li-
ton de Ricci gradiente € possivel extrair informacdes sobre as singularidades do fluxo de
Ricci.

Dentre essas propriedades geométricas temos os resultados sobre classificacio e
rigidez de sélitons de Ricci gradiente. Em [10], Cao et al. classificaram os n-dimensionais,
(n > 3), solitons de Ricci gradiente estdveis completos, ndo-compactos e localmente con-
formemente planos. Em particular, Cao et al. provaram que um séliton de Ricci Gradiente
estdvel completo, ndo-compacto e localmente conformemente plano com curvatura posi-

tiva €, a menos de homotetia, o séliton de Bryant.
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Em [3], Brendle prova que todo Sdliton de Ricci tridimensional, ndo plano e k-
ndo colapsado, é rotacionalmente simétrico, isto €, isométrico ao séliton de Bryant. Em
dimensao superior a trés, motivado em parte pelos trabalhos de Simon e Solomon [21],
Brendle prova que, se (M", g, f) é um séliton de Ricci gradiente estdvel de dimensdo
n > 4, com curvatura seccional positiva e assintticamente cilindrico, entdo (M", g, f) é
rotacionalmente simétrico, em particular (M", g, f) é a menos de homotetia o séliton de
Bryant. Outro resultado de rigidez para sélitons de Ricci grandiente € provado por Brendle
[2]. Estudaremos este resultado em detalhes.

Seja (M3, g; i, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel tridimensional. Suponha
que a curvatura escalar de (M, g) é positiva e se aproxima de 0 no infinito. Denote por
vy : (0,1) — R uma fungéo diferenciavel tal que o campo vetorial X = VR+y(R)Vf =0
no séliton de Bryant e defina u : (0,1) — R dada por:

s 3 1
u(s) = log(w(s)) + | (2(1 G —z>w<r>‘”>

Além disso, assuma que que existe uma exaustdo de M por dominios limitados

Q, tal que:

lim [ ¢“®(VR+y(R)VSf,v)=0
[—e0 aQ]

Entdo (M, g) é rotacionalmente simétrico.

No Capitulo 1, é feito um estudo sobre sélitons de Ricci. Na primeira parte
mostramos que os solitons de Ricci aparecem como solugdes auto similares do fluxo
de Ricci. Também sdo apresentados alguns exemplos de sélitons de Ricci e o conceito
de solitons de Ricci gradiente estdveis, como o caso das variedades de Einstein, que
satisfazem trivialmente a Equacdo 0-1. Além disso, apresentamos o s6liton de Bryant que
tem papel central na demonstragdo dos principais teoremas da dissertacdo. Para isso, é
necessario entender as propriedades desse séliton que, sendo um produto torcido da semi-
reta R™ pela esfera S”, naturalmente herda as caracteristicas desse conjunto de variedades.
Provamos ainda que, nesse séliton, os campos V f, VR sdo linearmente dependentes, onde
f € afuncdo potencial e R a curvatura escalar. Em particular, em dimensao dois, o séliton

cigarro satisfaz a seguinte equagao:
VR+RVf =0.

Para concluir o capitulo, apresentamos algumas propriedades gerais de sélitons
de Ricci gradiente estdveis. Dentre essas propriedades, provamos que todo séliton de Ricci

gradiente estdvel satisfaz a seguinte equacao

R+|Vf]* = co.
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A partir dessa equacdo provamos que todo séliton de Ricci gradiente estdvel compacto
satisfaz R 4 |V f|*> = 0. Essa expressio ¢ ttil para provar que esse séliton é Ricci flat.
Cientes dessa classificacdo, a partir do capitulo seguinte tratamos apenas de variedades
nao compactas.

No Capitulo 2, baseados no trabalho de Brendle [2], na primeira parte do
capitulo, apresentaremos o teorema principal que garante a rigidez do séliton de Bryant
em dimensdo 3; apresentamos os tensores de Cotton e Weyl e, a partir de uma relacdo
entre esses dois tensores, definimos o tensor D. Nesse capitulo, calculamos a norma desse
tensor D e mostramos que, sobre uma variedade tridimensional com as propriedades do
teorema , esse tensor € identicamente nulo. O fato do tensor D ser identicamente nulo em
toda a variedade, garante que essa variedade é localmente conformemente plana, entdo,
para concluir, utilizamos resultados de Cao e Chen presentes em [10]. Nesse artigo, os
autores demonstram que um sdéliton de Ricci gradiente estdvel completo e localmente
conformemente plano (ndo-compacto) com curvatura seccional positiva € isométrico ao
sOliton de Bryant.

No Capitulo 3 analisamos o teorema 3.0.1 em dimensao superior. Esse teorema
foi enunciado por Cao et al. em [7], no entanto, ndo foi provado. Em sequéncia, também
aplicamos o mesmo método utilizado para provar o teorema de Brendle no Capitulo
2. Ademais, enquanto refazemos a demonstragdo em dimensdo maior, encontramos
problemas que naturalmente surgem em dimensao superior a 3, problemas que no decorrer
do capitulo sdo contornados. E, por fim, provamos uma generalizacdo do teorema em

dimensao maior ou igual a trés.



CAPITULO 1

Solitons de Ricci

Neste capitulo, realizamos uma breve abordagem sobre sélitons de Ricci, apre-
sentamos algumas defini¢des e resultados basicos que serdo utilizados no trabalho. Mais
detalhes podem ser encontrados em [12],[15], [20] ou [23].

Iniciamos definindo o fluxo de Ricci, que é uma equacgdo de evolugdo dentro do
espaco das métricas Riemannianas de uma variedade que se comporta de maneira andloga

a equacao do calor.

Definicao 1.0.1 Seja M" uma variedade diferencidvel. Uma solugdo para o fluxo de Ricci
definida em um intervalo I C R, é uma familia a um pardmetro de métricas g(t), t€l,

em M satisfazendo a equagdo

J :
gg(t) = —2Ricy(y). (1-1)

A seguir definiremos as solugdes auto-similares da Equacdo 1-1. As solucdes auto-
similares sdo constantes ao longo do fluxo no sentido de preservar a geometria da métrica

inicial.

Definicao 1.0.2 Uma solugdo g(t) da equagdo 1-1 em M" é uma solu¢do auto-similar se
existe uma fungdo positiva e uma familia a um pardmetro de difeomorfismos ¢(t) : M — M

tal que
8(t) = o), ¢(0). (1-2)
Observe que, ©(z)*g(0) é a métrica induzida por @ em M definida por
g (V,W) = go(dg(V),do;(W)).

Denotaremos como 9)tet o espaco das métricas Riemannianas em uma variedade
diferencidvel M, Dif o grupo de difeomorfismos de M e # o conjunto das funcdes

diferenciaveis em M.
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Comecamos analisando quais condi¢des iniciais ddo origem a uma solucio da
equacgdo 1-1. Derivando a equagdo (1-2) obtemos

_ d do .
—2Ricg() = 580 = 7 980 +0(t); (Lx(1)80)- (1-3)

Aqui, go = g(0), X é o campo vetorial que depedende do tempo ¢ donde, X(p) =

il—o @ (p) paracadap € M.
Observe que,

X(0)=X(o (o) =do; " (G

Além disso, como Ric,(;) = ¢fRicg,, podemos reescrever a expressdo (1-3), como

* s dc * *
—2¢;Ricg, = E(Pt 80+ 0o(t)@; (LX(t)gO)
do

= ¢ (Ego) + 07 (Lo()x(1)80)

Se tomarmos V,W € X(M), obtemos

—2Ricg,(V,2W) = —2(¢})"'@fRicg,(V,W)
= _2((p;k)_lRic(P*go(V7W)
= =2(q;) " Rico()grgo (V: W)
= —2(¢;) " 'Ricg, (V,W)
*\ — do * *
= (o)) (S 0t + 06 (LuyavW)) )
do
= 80V W)+ Lox 8oV W).

O que nos dé a seguinte igualdade

do

80+ Lo(r)x(1)80- (1-4)
Muito embora gg nao dependa de ¢, 0 mesmo pode ndo ocorrer com G ou X.

Exemplo 1 (Espago Euclidiano) O espago euclidiano (M",g(t)) = (R",8;;) é uma solu-
¢do auto-similar do fluxo de Ricci. Com 6(t) = 1 e os difeomorfismos @, iguais a identi-
dade.

De maneira mais geral, podemos tomar 6(¢) uma fung¢io diferencidvel positiva

X

ot

com 6(0) = 1, considerando os difeomorfismos ¢, : R" — R” definido por ¢, (x) =

~—
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para x € R". Isso nos permite chegar ao seguinte resultado

(p;kgcan(”av) = gcan(d(pl(u)adq)l(v))
_ 1
= %gcan(uﬂ})a

onde g; = gcqan- Podemos concluir que

N 1
8t = G(t)q)t 8can = G(t)%gcan = 8can-

Definicao 1.0.3 Dizemos que g; estd expandindo, estdvel ou encolhendo em um tempo ty

d . . .
se EG(IO) e maior, zgual ou menor que zero, respectlvamente.

No Exemplo 1 o espaco euclidiano admite métrica g, expandindo, encolhendo
ou estavel, pois ndo colocamos restri¢cdes sobre a derivada de ©.

Em geral uma solucao do fluxo de Ricci evolui puramente por homotetia, como a
derivada da métrica em ¢ € um multiplo do tensor de Ricci que € invariante por homotetia,
€ natural perguntar se é possivel reescrever a equagcdo de uma solucao auto-similar com
6(t) sendo uma funcgdo linear. A proposi¢do seguinte nos dd condigdes para que isso

aconteca.

Proposicao 1.0.4 [[14], Proposicdo 1.3] Seja (M, g;) uma solugdo para o fluxo de Ricci
e suponha que a solucdo g com a métrica inicial g € tinica entre as solucoes. Entdo,
existe uma familia a um parametro de difeomorfismos ; : M — M e uma constante p € R

tal que

g = (1 —2pt)y; go (1-5)

Demonstracdo. Derivando (1-4) com respeito ao tempo, temos

2

d
720080+ La 515 () = 0 (1-6)

A partir dai, temos dois casos:

Caso 1- Se 5722(5(2‘) =0, entdo 6(r) = 1 — 2pt, para alguma constante p. Conse-
quentemente, por (1-2), g(¢) = (1 —2pt)@; go.

Dai, podemos simplesmente tomar Y, = @(t).

2
Caso 02- Se 57(5(1‘) ndo é nula, tome

Yo= ——— “o()X(1)| . (17)
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para algm 7y onde j—tzzc(t) # 0, dessa forma

1 1
Lyg0="L__ 1 doixm] 8= ——Ldgx1n& = —5——-55(t)g0 = go-
L%ZZG(I) o) (l)’fo % (t) 0X(1) %G(t) dt
Substituindo (1-7) em (1-3) obtemos
. do
—2Ric(g0) = —-(t)80+ Lo(nx(1)80
doc :
=~ (0 Ln8o+ Lo(x(n)go — 2Ric(go)
doc
= 080+ Lo(x (g0

Considere o campo vetorial Xy = ‘fi—‘t’ (0)Yo+05(0)X(0)

Entao,

—2Ric(go) = Lx,80-

Seja y(#) um grupo a um pardmetro de difeomorfismos gerados por X. Entdo
g = VY go, satisfaz o fluxo de Ricci com as mesmas condigdes iniciais gg e € uma solugdo
estavel.

Assim, pela nossa hipétese de unicidade para solu¢do do fluxo de Ricci com
métrica inicial gg, substituindo @, por y;, nds temos G(¢) = 1. Provando o que queriamos.
0J

Se (M",g;) é uma solugdo para o fluxo de Ricci satisfazendo a E quagdo 1-5

entdo dizemos que essa solugdo estd na forma candnica.

Observacao 1.0.5 A proposicdo mostra que sob a hipotese de unicidade, uma solugdo

do fluxo de Ricci que ndo estd na forma candnica pode se tornar uma solucdo estdvel.

Podemos assumir que p € {1,0,—1}. Esses casos correspondem a solugdes
encolhendo, estdveis ou expadindo, respectivamente.

Uma forma de contornar o problema de assumir a unicidade na Proposi¢ao 1.0.4
¢ observando que uma vez que a geometria de cada solugdo para o fluxo de Ricci €
a mesma de go, podemos comecar com go € entdo construir outra solu¢do na forma

ldo

candnica e com a mesma métrica inicial. Escolha qualquer tempo ¢ e seja p = —5 7 (t0)



20

e Xo = 6(10)X (t0), de modo que a equagdo 1-2 assuma a seguinte forma
—2Ricgo = —2pgo + Lx,80;

ou ainda,

, 1
Ricgo+ EongO = Pgo- (1-8)

A partir dai, podemos definir os sélitons de Ricci como estruturas munidas de

uma métrica satisfazendo a equacao 1-8.

Definicdo 1.0.6 Dizemos que a quddrupla (M",g,X,p) é um sdliton de Ricci se M" é

uma variedade Riemanniana e X € ¥ (M) um campo de vetores satisfazendo a equagdo

1
Ricg + ELXg =pg,p R (1-9)

Se tomarmos o campo X como o gradiente de uma funcdo diferencidvel f: M —
R, isto é, X = —Vf, dados Y1,Y> € X, temos

%[JVfg<Y1>Y2> = %g(le_Vf>Y2)+g(VY2_Vf7Yl>
= S (VA 12) — &(VF. Vi 1a) — 5 (1ag(VF. i)~ g(V, Vi)

- _% NV f = Vna(f) +12Vy f =V Y(f)]
= —Hessg(f).

Desse modo, a equacgdo (1-9) fica da seguinte forma

Ric, — Hessq(f) = pg.

Definicao 1.0.7 Seja M" uma variedade Riemanniana com métrica g, dizemos que M"
€ um soliton de Ricci gradiente se existe p € R e uma fungdo diferencidvel f: M — R

satisfazendo
Ricy — Hesso(f) = pg. (1-10)

Dizemos que o soéliton € estavel, expandido ou contritil, quando p =0, p < 0 ou
p > 0, respectivamente.
Representamos o Séliton de Ricci gradiente por (M", g, f,p), dizemos que a

funcao f € a funcao potencial do séliton.
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Observe que em coordenadas locais, temos

R;j—Hess(f)ij = pgij,

onde,

0 0
Hess(f)ij = sz(a_xi’@

0
= VaVaf- (Va— )
P o a; OX;
Rr o

8x,-8xj B ija_)c;{'

O préximo resultado mostra uma relacao entre séliton de Ricci gradiente e uma

solucdo auto-similar do fluxo de Ricci.

Teorema 1.0.8 [[14], Proposicdo 1.7] Seja (M", g, fo,p) um séliton de Ricci gradiente.
Se go € uma métrica completa entdo existe uma solugdo gy = g(t) do fluxo de Ricci com
g(0) = go, uma famiia a um pardmetro de difeomorfismos @;, com Qo = Idy;, e fungoes f;
definidas para todo t com

T(t)=1-2pt >0

tais que:
1. @ : M" — M" uma familia a um parametro de difeomorifsmos gerados por

X(1) = T;—I)(Vgofo)

isto é,

) = %(Vgofo)((l)t(x»

2. g é o pullback por ¢, de go multiplicado pelo fator escalar T(t)
g =1(1)9;.
3. f: é o pullback por ¢, de f. isto é,

fi = foo o = ¢ fo.
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Além disso,

Ricg, + Hessg, f; — %gt =

Onde 2 f, = Veofil2

Demonstracdo. Ver [15] O

Exemplo 2 (Variedades de Einstein) Uma variedade de Einstein pode ser vista como
um soliton de Ricci gradiente, onde f é uma funcdo constante, lembre-se que as varieda-
des de Einstein satisfazem Ricy, = pgo. Dessa forma, podemos tomar g; = (1 — 2pt)go,
como o grupo de difeomorfismos ¢O; = Idy . Logo,

dg:

E = —2pg() = —ZRngO

O que demonstra que uma variedade de Einstein € um Séliton de Ricci, além
disso, se tomarmos f(x) = p, temos

Ricg, + Hessg, (p) = Ricg, = pgo-

Provando que uma variedade de Einstein € um séliton de Ricci Gradiente.

Exemplo 3 Considere a seguinte variedade produto (S* x R?, (1 —2t)gs + dx? + dy?),

podemos entdo calcular a derivada da métrica g, dada por

do) = 25500 +dy?)
—  DRicg — 2Ricy:
= —2(Rics + Ricp)
= —2Ricg  pe.

Isso prova que a variedade produto S* x R? é um séliton de Ricci.
De maneira mais geral, dadas (M, g,) e (N, g;) solucdes do fluxo de Ricci em um
mesmo intervalo I, a variedade produto (M x N,m*(g;) +6*(g;)) € solugcdo para o fluxo

de Ricci. Onde T e G sdo projecoes naturais de M X N sobre M e N respectivamente.
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Basta observar que

a * )~ * a * a ~

=—(m c = ' o =

at( gt+ gl) at(gl>+ at (gt)
= —2m"Ricg, — 20" Ricg,
= —2(m*Ricg, + 0" Ricy,)

= _2Rlcn*g,+6*§, .

O que nos permite concluir que (M x N,7*(g,) +06*(g;)) é solugao para o fluxo de Ricci.

1.1 Produto torcido

Um outro exemplo nao trivial de sélitons de Ricci € o sdliton de Bryant, esse
sOliton tem um papel muito importante para este trabalho, dessa forma estudaremos
o soOliton de Bryant com maior aten¢do e iremos apresentar algumas propriedades e
particularidades desse séliton que serdo utilizadas como ferramentas na demonstracao
dos principais teoremas dos proximos capitulos.

O soliton de Bryant € definido como um produto torcido, logo esse sdéliton
naturalmente herda todas as propriedades de um produto torcido, assim iniciaremos essa
secdo enunciando alguns fatos bésicos sobre produtos torcidos. Para mais detalhes ver [?]
e [23].

Definicsio 1.1.1 (Produto torcido) Sejam (B,gp) e (F,gr) variedades Riemannianas, e
seja ¢ € F (B) tal que ¢ > 0. O produto torcido M = B x o F ¢é a variedade produto B x F

munida da métrica

g =1"(gp) +(9om)’0" (gr),

onde 1 : M — B e 6: M — F sdo as projecoes naturais de B X F sobre B e F,
respectivamente. Além disso, chamamos © de funcdo torcdo, F a variedade fibra, B
variedade base de M.

Se ¢ = 1, entdo M = B x ¢ F € simplesmente a variedade produto B X F.

Exemplo 4 Considere o plano R* com a parametrizacdo em coordenadas polares
x(r,0) = (rcos0,rsin0)
Entdo,

— = (cos0,sinB) e — = (—rsinB,rcos0)

or 00
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Os coeficientes da métrica sdo dados por

0 9
811 = <;;gﬁ>:1;
0 0
g2 = g21=<§,%>:0;

_ /9 9N\N_ >
£2 = \5e'20/ "

g= dr? + r2do?

Portanto,

Nesse caso, R? é a variedade produto (R*,dr?) x . (S',d6?), a funcdo torcdo é a projecdo
Rt xS = R*,(r,0) > r.

Exemplo S (Superficies de Revolucdo) Seja S uma superficie de revolucdo com a se-

guinte parametrizacdo X : (a,b) x (0,2w) — S, dada por

X (u,0) = (f(u)cos®, f(u)sin®,g(u)),

onde, f >0 e C é a curva parametrizada por o : (a,b) — C, a(u) = (f(u),0,g(u)),com

o parametrizada pelo comprimento de arco. Entdo,

O w)cose. £ (w)sind.g ()
% = (—f(u)sin®, f(u)cos0,0).

Os coeficientes da métrica sdo dados por

et = (g ) = U @e0s®) (7 psind)? + () = 00+ ¢ 0 = 1
e = = (503 ) = 0 (W)cos05in0-+ 1(0) () cosBsing 0
s = (353p) = (/im0 + (7lucosd)* = 1)
Portanto, a métrica é dada por
g =du* + f(u)*de’.
Nesse caso, S é a variedade produto C x ¢ S', a fungdo torgdo é f.

Uma pergunta natural sobre produtos torcidos é o comportamento de funcdes

diferencidveis e vetores sobre a variedade, muitas vezes uma funcao estd definida apenas
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sobre a base (ou fibra) da variedade, entdo uma maneira de "levantar"a fungdo sobre a

variedade produto € usando o conceito de levantamento, que iremos definir abaixo.

Definicdo 1.1.2 (Levantamento) Sejam B e F variedades diferencidveis e ¢ : B — R
uma fungdo diferencidvel, considere a variedade produto BXF =M en: M — B a

projecdo da base B.

1. O levantamento de @ a B X F é definido por @ = Q@ oT, é naturalmente diferencidvel.
2. SeveT,Beq¢cF, entdo o levantamento de v a (p,q) € M é um vetor v € Tp oM
tal que dn(v) = v. Além disso, do(v) = 0.

Agora, estudaremos o comportamento do gradiente de fun¢des que sdo levantamentos da

base B e da fibra F, para isso enunciaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1.3 Seja M = B x ¢ F' um produto torcido, f : B— R e h: F — R fungdes
diferencidveis, XY € X(B) eV € X(F), entdo:

1. Vf= V5§ VB, onde f=fome VB VEf sao os levantamentos de f e VBf.
2. Vh= V h , onde h=hoce VFh sdo os levantamentos de h e Vh, e V, VB, VI sdo
os gmdzentes com respezto a métrica de M, B e F respectivamente.

3. V Y = VBY onde VBY é o levantamento de VB

4 V=V X = (@\7)

Demonstracao.Ver [23] O

Por fim, iremos enunciar uma proposi¢ao que nos da explicitamente a curvatura

de ricci em um produto torcido.

Proposicio 1.1.4 Seja M = B¢ Xo F™ um produto torcido com m > 1, X,Y € X(B) e
V.W € X(F), entdo:

1. Ric(X,Y) =Ric®(X,Y) - ”%F@s/f(X,?).
2. Ric(X,V)=0

~ o~ 2 ~ o~
3. Ric(V,W) = RicF (V,W) — (A%f 4 (m— 1)%) o(V,W).

Demonstragdo. Ver [23] O

1.2 Séliton de Bryant

Munido das proposi¢des e resultado apresentados na secao anterior, nessa se¢ao

apresentamos o séliton de Bryant, para mais detalhes, ver [16].
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Seja ggi—1 a métrica padrio na esfera unitdria. Tome M = R* x S"~! e considere

a seguinte métrica
g=dr’+o(r)’ge-1. (1-11)

Considere a funcio radial f : M — R satisfazendo f(r,p) = f(r), p € S!. Lembre-se que
Ricg,, | = (n—2)ggn1.

Considere a base {er,e2,...,e,} € T(,. ,\M, onde e, = % é o vetor tangente a R™
e {e2,...,e,} é uma base ortonormal de S"~!. Utilizando a férmula para o tensor de Ricci

em produtos torcidos, temos

/!
Rrr = _(n_l)(p <r)7
o(r)
R,;, = 0 para 2<i<un;

Rj = (n=2)(1-¢'(*)—0(ne"(r),  para 2<ij<n.
Assim, o tensor de Ricci pode ser visto da seguinte maneira:

Ricg = —(n— 1)(2)(—(:))61?2 +((n=2)(1=¢'(r)?) = 99" () gsn1. (1-12)

N6s podemos calcular a hessiana da fung¢do f em coordenadas locais usando as

férmulas da proposicdo 1.1.3 , dessa forma obtemos

Vrvrf — f”;
VIVif =g(VaVf.e) = f"gler ei) = 0;
VIVif = (Vo Vf,e;) = % g(enes) = (NG ()00 (ger1),-

Assim a Hessiana de f € o seguinte tensor
Hessf = f"dr* + 0@ f'geu-1. (1-13)

Supondo que M € um séliton de Ricci gradiente estavel, isto € Ric, — Hessf, =0

em M, nos temos

(f” +(n— 1)%) dr* + (=@ f'+ (n—2)(1 — ¢"*) — 99") ggn-1 = 0.
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A partir dessa equacao chegamos no seguinte sistema de equagdes
//
f//+ (n_ 1)& — 0’
¢ (1-14)

—0¢'f'+ (n—2)(1—(¢)*) — 99" = 0.

Iremos separar a andlise desse sistema em 2 casos,
Caso 1- Dim(M) =2

Nesse caso, a equacdo se simplifica para

//

n_ 9.
! o’
f/ _ _(P/(PH~

Dividindo a primeira pela segunda igualdade obtemos

f// (p/

e
Integrando o sistema, temos:

log(|£']) = log(|9l) +log(|e1 ),

0 que nos permite concluir que f' = ¢ @, ¢; constante.

Substituindo em —@@’ ' — @¢@” = 0, obtemos

c199'+¢" =0.

Integrando a igualdade obtemos

C1
¢+ 50" =0

Considerando a seguinte condicéo inicial liII(l) ¢(s) =0, lin(l) ¢'(s) = 1, obtemos, c; = 1.J4
s s

para ¢ temos trés casos a se considerar.

e Para ¢; = 0 temos,

¢'(r) = 1, 0 que dd ¢(r) = r. Dessa maneira, a métrica é dada por g = dr? + rd®?

Fazendo a substituicao

{x = rcos(0)

y = rsen(0)
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obtendo g = dx? +dy? Assim, para esse caso, nés temos o plano euclidiano.

* Para ¢y < 0, vamos supor ¢; = —2, a equagdo diferencial se reduz a

o —¢*=1.

Podemos entdo resolver a equacao por varidveis separaveis

(p/_(pz — 1
d

do = (1+¢*)dr

dp
T2 /dr
r.

arctang(@) =

Aplicando tan em ambos os lados da equacao obtemos,

o(r) = tan(r).

Assim, a métrica nesse caso € dada por g = drr + tanz(r)dﬁz, a variedade M nesse
- (2n—1)m

caso ndo € completa, uma vez que nos pontos (Tv

bem definida.

e Sec; >0

p) € M amétrica g ndo estd

Para simplicar os cdlculos, vamos supor ¢; = 2, a equacao diferencial se reduz a
/ 2
o+ =1.

Podemos resolvé-la por varidveis separaveis

¢+ =1
do 2
G T
dr ¢
do = (1—¢%)dr
de
—¢? = /dr
arctanh(@) = r
¢ = tanh(r).

Nesse caso, temos a seguinte métrica

g = dr? +tanh*(r)de?,
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com curvatura

(pll
Ric, = Edi’z—(p(p”de2

= 2sech®(r)dr* + 2tanh®(r)sech®(r)d®.
A fungdo potencial é dada por f’ = 20, isto nos dé

f'(r) = 2tanh(r)
f(r) = 2log(cosh(r)).

Podemos ainda, tomar a seguinte mudanca de coordenadas:

x = senh(r)cos(0)
y = senh(r)sen(0)
obtendo
dx* +dy* = (dr*+tanh®(r)d®?)(senh®(r)cos* () + cosh?(r)sen*(0) + 1)
= (dr* +tanh*(r)d®?*)(x* +y* +1)
dx*+dy?

1+x2+4y2"
Cigarro. Veremos abaixo um resultado de rigidez relacionado ao Séliton Cigarro.

Esse soliton é chamado séliton

Desse modo, a métrica é dada por g =

Figura 1.1: Séliton Cigarro

Proposicao 1.2.1 O iinico sdliton de Ricci gradiente estdvel completo com métrica

conforme ao plano euclidiano é soliton Cigarro.

Demonstragcdo.Veja [15]. 0
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Voltando ao caso geral, ao realizarmos uma andlise qualitativa no sistema

/! (p
—(n—1)==0
f=te=1) ¢ (1-15)

Q@' f'+(n—2)(1—(¢')*) — 99" =0

Podemos garantir a existéncia do Séliton de Bryant.
Um outro problema que temos € que a principio ndo podemos garantir que o
soliton de Bryant seja completo, dessa forma, precisamos estabelecer algumas condicdes

a mais sobre @ para que essa métrica seja completa, para isso temos a seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 1.2.2 Seja (M =R x S g =dr* + @©’ggu-1), a métrica g é completa se

e somente se,

limo(r) = 0
r—0
lim¢'(r) = 1
r—0
d* o(r)
111(1) prTal 0, Vk € N.
Demonstragdo.ver [15] O

Teorema 1.2.3 Para n > 3 existe um unico (a menos de homotetia) soliton de Ricci
gradiente estdvel completo rotacionalmente simétrico sobre R", esse soliton é chamado

soliton de Bryant.

Demonstragdo.ver [15] 0

O sdliton de Bryant serd fundamental no desenvolvimento dos préximos capitu-

los, assim iremos enunciar alguns resultados que serdo utilizados nos capitulos 2 e 3.

Proposicio 1.2.4 Seja (M =R xS"! ¢ = dr? +¢?>ggu-1) o séliton de Bryant, entdo os
vetores, V f e VR sdo linearmente dependentes, onde f é a funcdo potencial do séliton e

R ¢é sua curvatura escalar.

Demonstragio. Utilizando a Proposicdo 1.1.3 para qualquer funcdo radial f : RT x
S" 1 = R, com f(r,p) = f(r), temos

0
Vi=f5
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Além disso, podemos calcular a curvatura escalar de M uma vez que ja conhecemos seu

tensor de Ricci. Por calculo direto, obtemos

R = Tr(Ric)

/!

_ _(n_l)%+[(n—z)(l—(cp’>2)—<p<p”>]

n—1

(pz

n—1

= (n=2)(1-(9")%) —209").

Isso nos permite concluir que a curvatura escalar é uma fungao radial, isto é R(r,p) = R(r)
Dessa forma, o gradiente de R é dado por VR = R’ % Logo, basta tomarmos a fungao

R'/f’, que teremos
q

R/
O que demonstra a dependéncia linear dos dois vetores. U

Em particular, para n = 2 podemos calcular explicitamente o termo R’/ f’, uma

vez que no séliton cigarro

PN/

R = 29 = 4sech®(r);

¢

VR = RS- g h(r)sech?( )i
= R =—8tanh(r)sech(r)5:

d d

_ g9 _ g

Vf = far 2tanh(r)ar.

Logo, —R'/f’ = 4sech’*(r) =R
Dessa forma, no séliton Cigarro, vale a seguinte igualdade

VR+RVf=0.

Para finalizar esta secdo provaremos que o Sdliton de Bryant é um produto torcido
localmente conformemente plano.
Para isso lembremos que uma aplicacdo f : (M,gy) — (N,gn) é chamada

aplicag@o conforme se
gm(df(u),df(v)) ) = A (p)gn(U,V), paratodopeM e U,V ET,M.

A métrica gy € chamada métrica conforme. Se gy é a métrica euclidiana,
dizemos que gp; € conformemente plana. Além disso, dizemos que gj; € localmente

conformente plana se para cada ponto p de M, existir uma vizinhanga coordenada U
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que € conforme ao espago euclidiano.
Uma vez que o séliton de Bryant € um produto torcido, iremos utilizar o resultado
abaixo que nos da condi¢des necessdrias e suficientes para que um produto torcido seja

localmente conformemente plano.
Proposicao 1.2.5 Seja M = B X F um produto torcido. Entdo um dos seguintes ocorre:

1. Se dimB = 1, entdo M = B X ¢ F ¢ localmente conformemente plano se, e somente
se, (F,gr) é um espaco de curvatura constante.

2. SedimB > 1 e dimF > 1, entdo M = B X F € localmente conformemente plano
se, e somente Sse,
a) (F,gF) é um espago de curvatura constante cp.
b) A funcdo f : B — Rtdefine uma deformacdo conforme global em B tal que
(B, f% gp) € um espago de curvatura constante cg = cp.

3. SedimF =1, entdo M = B X F ¢ localmente conformemente plano se, e somente
se, a funcdo f : B — RT define uma deformacdo conforme em B tal que (B, fing)

é um espago de curvatura constante.

Demonstracdo.ver [4]. O

Corolario 1.2.6 O sdliton de Bryant é uma variedade localmente conformemente plana.

Demonstragdo. O séliton de Bryant é o produto torcido Rt x §"~!, e a esfera "~ com
métrica canonica é conformemente plana, logo pela proposi¢ao anterior, o séliton de

Bryant € localmente conformemente plano. UJ

1.3 Solitons de Ricci gradiente estaveis

Nessa se¢do, iremos enunciar alguns resultados relacionados a Sélitons de Ricci
gradiente estdveis, esses resultados irdo servir de base para a demonstracdo do teorema
principal dos capitulos 2 e 3. Além disso, apresentaremos algumas propriedades relacio-
nadas aos sélitons de Ricci gradiente estaveis.

Para Sélitons de Ricci gradiente estdveis a equacao (1-11), se reduz a
Ric, —Hess(f) =0. (1-16)
Em coordenadas Locais, obtemos a equacao

Rij—V'V/(f)=0.
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Tomando o trago da expressao acima obtemos:

0 = g'Rj—g"V'Vi/(f)
= R-Af.
Agora, vamos apresentar a dupla contra¢do da identidade de Bianchi. Para sim-
plicar, a partir dessa se¢do utilizamos a notac¢do de Einstein para somatdrio, essa notagdo
consiste em omitir o simbolo do somatdrio quando os indices aparecem repetidamente em

um mesmo termo da expressao.

Um exemplo simples ocorre quando calculamos a curvatura escalar, dada por

n
R = Z Rl'jgl],
i,j=1

Na convencao de Einstein, esse somatdrio é omitido, logo, reescrevemos a equacdo da

seguinte maneira:
— R..olJ
R=R;;g".

Proposicao 1.3.1 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana, entdo vale que :

gme ikim = ViRj—VRj (Primeira contragdo da identidade de Bianchi)

V'Rimw = &"ViRim = %VkR (Dupla contracdo da identidade de Bianchi).
Demonstracdo. Pela segunda identidade de Bianchi temos:
ViR jkim + V jRiitm + ViR jim = 0.
Tomando o traco em im , temos:

&V iR jtim + "™V Riitm + 8" ViRijim = 0
8" ViR jim +V 8" Riitm + Vg Rijim = 0
§"ViRjum = ViRj—V;Ru.

Para a segunda contracio, basta tomarmos o traco da segunda identidade bianchi

em ime jl.
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8" ViR jtim + 8™ ¢V iRt + "¢ ViRijiw = 0
8"V iRim+8"'V iRy — " ViRim = 0
§"ViRim +8"'ViRy = g"ViRim
Zgleijl = VkR
gleijl = —VkR.

Como queriamos. 0

Para a proxima proposicdo iremos precisar utilizar os simbolos de Christoffel,
simbolos ja conhecidos em geometria riemanniana, para facilitar a compreensdo iremos
relembrar sua defini¢do e algumas propriedades. Uma vez que, em uma variedade riema-

nianna M, existe uma Unica conexao V satisfazendo:

® [X,Y] :VxY—VYx;
* X(g(Y,Z2) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ),

onde, X,Y,Z € X(M). Esta conexdo é chamada Conexdo de Levi-Civita de M, essa

conexao satisfaz a férmula de Koszul, dada por
28(VyZ,X)=Yg(Z,X)+Zg(X,Y)—Xg(Y,Z)—g(Y,[Z,X]) +8(Z,[X,Y]) +g(X,[Y.Z]).

Em coordenadas locais, isto €, utilizando um sistema de coordenadas (U,x)

U C M aberto e x = (x1,...,x,) coordenadas cartesianas em U, a conexdo é dada por:
d d
Vo—=I%—.
dx; ox j / axk

As funcgdes F{?j : U — R sdo chamados de simbolos de Christoffel da conexao,

podemos explicitar esses simbolos uma vez que eles satisfazem a seguinte equagao:

Y 2 ax,- / axj' ' axk Y

como a métrica g;; € uma matriz inversivel, podemos calcular explicitamente os simbolos

de Christoffel que sdo dados por

1({d d 0
R S G (1)
ij 2 {axig]k+ x 8ik axkg]}g
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Outra definicao importante que também relembramos € o tensor de Curvatura de

Riemanan que € definido por
R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—Vxy|Z.

Em coordenadas locais, as componentes desse tensor sdo dadas por:

0 9\ d
Rijk = R(a_x,’a_x,)a_xk

0
:Vavai VoVy—-V i
I Ax OXg 3 Ay OXg {%,aﬂ ox,
0 0
= VyVy—-V,V, —
a?c, a?( X a?c ai, oxy,
0
= (V V 9 V d V 9 ) P
Bxl ax BJ\ ox; an

A curvatura mede a ndo-comutatividade da derivada covariante, de maneira mais
geral a curvatura € uma maneira de traduzir quantitativamente o quanto uma variedade

deixa de ser euclidiana.

Proposicao 1.3.2 Se (M, g) é um Séliton de Ricci gradiente estdvel, entdo:
ViRjx =V Rix = —RijuV'f.
Demonstragdo. Substituindo R;; por —ViVJ f podemos fazer o célculo direto, obtendo

ViRjy— VR = +Vi(VIVEf) =V (VIVEf)

; (VIVEF) =TV VEf =T VIV f — a( VIVES)
xl

+T VSV T3, VIV f

0

= ﬁ(Vijf) VJVSf— 9 -V VEf)+ T VIV f

B ) o
- 2 (vka a) (Vst Fa)
0 . of
- (v,-ka—r\;k—s) (Vst Mo )
(P Fro L of
C ox \ oxJoxk Jk axs oxjoxs I oxr

9 (P Ff v of
ox/ \ dxioxk ’ka oxioxs s Oxr
BFS 2

axi oxs Tk Qixs

o+

0x/oxs s dxr
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Logo,
oy of  Af [ *f . of
ViR =ViRic = 37 5 Thigge Tl guige ~Tisgyr
ol 9 of or% o )
_ jk of r 9f i O r 9f
= v aw e o0 e T THligy
oI or” of
_ Jk r ik r
- <W_ fkrjs_ ox/ +F§'kri5> w
o
= Rikgyr
df
_ !
= Riusns" 55
= lekgrlvf
= RjuV'f
Obtendo a igualdade desejada. 0

Para demonstrar a préxima proposi¢do utilizaremos o conceito de divergente de

um campo, para isso, tome o campo X € X(M) e considere a seguinte aplicacdo,

X(M) — X(M)
Y — VyX.

O divergente de X € o traco da aplicacdo Y — VyX. Dessa forma, se conside-
rarmos um referencial ortonormal{ej,...,e,} em um ponto p € M, tal que V,,e;(p) =0,

teremos,
div(X) =g(VeX,ei),

para X = x/e;, com x/ : M — R fungdes diferencidveis,
diviX) = g(VeX,ei)=¢g (Veixjej,ei) =g (e,-(xj)ej +ijeiej,e,-) = ei(xi).

Além disso, o divergente de um campo age de maneira andloga a derivada do
produto quando tomamos o divergente do produto de uma fung@o por um campo, isto €,
dados f € § e X € X(M), temos div(fX) = fdiv(X)+ X(f). Para provamos isso basta

calcularmos utilizando o referencial geodésico, observe que:
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div(fX) = g(VefX,e)
= glei(/)X+fVeX, e)
= f8(VeX,e)) +X(f)
= fdiv(X)+X(f).

Se X = Vf € um campo gradiente, entdo dizemos que o divergente desse campo
¢ o laplaciano da funcdo f, representado por Af = div(Vf). Observe que utilizando o

referencial geodésico,

Af = div(VYf)
= div(ei(f)ei)
ei(ei(f))
= glej(f)Veiej+eilej(f))ej,ei)
= g(Ve,Vf,e)
= tr(Hessf).

Logo, o laplaciano de f também pode ser visto como o traco do tensor Hessiana da funcdo

f.

Proposicao 1.3.3 [Hamilton [19] [Seja (M",gi;, f) um sdliton de Ricci gradiente estdvel,

satisfazendo
R =V'V/f
Entdo, temos:
ViR = —2R;;V/f.
Demonstragdo. Pela proposicao anterior, temos:

ViR — VRik = R;jy V' f
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Tomando o traco da equacao, nés obtemos:

ViRjg" —¢"VRik = ¢"RiuV'f

ViR — g’V Rik = —RyV'f
1
ViR— ViR = —RyV'f
1
ViR— ViR = —RyV'f
V.R = —2R;V'f.

Corolario 1.3.4 [Hamilton [19]] Se (M, g) é um Séliton de Ricci gradiente estdvel, entdo
2 _
R+ ’Vf’ = €0,

com cq constante.

Demonstracdo. Tomando a derivada, obtemos

V,-(R+ |Vf|2) = V,R+ 2<Vina Vf>

= 2RyV'f+2 <Vl~Vf, Vlf%>
1

Logo,

ViR+|Vf]) = —2Rilef+2VlfHessf(%,%)
i l

= 2RyV'f—2V'fR
= 0.

O fato de todas as derivadas parciais da expressdo serem nulas garante que a

funcio R+ |V f|* é constante em toda a variedade M. O

O Corolario 1.3.4 nos permite concluir que hd uma limitagdo superior para a
curvatura escalar de um soliton de Ricci gradiente estdvel, para uma limitagdo inferior,

Zhu Hong Zhang prova em [25] o seguinte resultado:

Teorema 1.3.5 Seja (M",g, ) um séliton de Ricci gradiente. Suponha que a métrica g é

completa, entdo:

1. R > 0 se o sdliton é estdvel ou contrdtil.
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2. Existe C > 0 tal que R > —C, se o soliton estd expandindo.

Aqui, C é uma constante ndo negativa e R é a curvatura escalar da variedade
(M".8.f).

Demonstracdo. Ver [25]. O

Utilizando o resultado acima aliado a Proposi¢do 1.3.4, podemos garantir que a

curvatura escalar de um séliton de Ricci gradiente estavel satisfaz 0 < R < ¢y.

Observacao 1.3.6 A constante co pode ser nula, mas neste caso o soliton deve ser Ricci
flat. Seja (M", g, f,0) um sdliton de Ricci gradiente estdvel satisfazendo R+ |V f|> =0,
entdo como R > 0 e |Vf|> >0, temos, R = |Vf| = 0 em cada ponto de M, desse modo
Vf =0, o que nos permite concluir que a funcdo potencial f é constante com hessiana
nula, o fato de M ser um soliton de Ricci gradiente estdvel nos dd Ric = Hessf = 0

provando assim que (M", g, f) € Ricci flat.

Nesse trabalho iremos tomar sélitons onde cg € nao nulo, dessa forma a constante
pode ser tomada como cop = 1 uma vez que podemos redimensionar o séliton para que
a igualdade seja satisfeita. Dessa forma, dado um séliton de Ricci gradiente estdvel

(M", g, f), podemos redimensioné-lo com a seguinte métrica

8 = ¢o8,
o primeiro passo € provar que a nova variedade com métrica g é um soéliton de Ricci

gradiente estdvel.

Os componentes da métrica sdo dados por:

aima (22 e (20 = e
gl] - g axi7 ax] - COg axi7 axj - 00811-

Os componentes da inversa da matriz g;; sdo dados por g"/ = 1

« g'/. Calculando

os simbolos de Christoffel na nova métrica obtemos:

y - (95 9o 9 \om
(Fij)g ) axigjm+axjgzm axmgz] 8
YT T T DR
- 9 axig]m axjglm axmgu COg

IRV N N R
) axigjm axjgzm axmglj 8

- (rﬁfj)g.
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Isso mostra que os simbolos de Christoffel sdo os mesmos nas duas métricas.

Agora, calculemos os componentes do tensor de Ricci e da Hessiana de f na métrica g,

(Rij)g =

g
d 9\ 0 0
_ Sknz | p_ -~
-8 g<Rg (axk’ax,') axj’axn>

~ Jd d
= g ((Vava —VaVa> —7—>
proul i ay ) oxj Ox,

= gkn |:r7j1rllm_
= gkn |:F?;rll<n_

= &"(Ruijn)

= (Rij)g-

Para o tensor Hessiana, dados X,Y € X(M) temos:

(Hesszf)(X,Y)

Dessa forma, a variedade (M"

d d i
1—~l 1—~ 1—~l
le im a i j ax,- J} 8in
d d
1—~l 1—~ Fl
— <VXng,

= (Hessgf)(X,Y).

.8, f) satisfaz:

Ricg— Hesszf = Ricg —Hessgf =0,

provando que a variedade (M",g,f) é um séliton de Ricci gradiente estdvel. Agora,
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provaremos que M satisfaz Rz + V& f |§7 =1.

L 9 9
= ?‘"zfg((vava—vava) )

R o a5 Ox a_xn’a_xn
= 88 ijt km kjt im X ij ox; kj| 8in
U g ij / / J J
= &8 "g [F?}ka— kmjrim‘Fa—xkFij—a—xiij 8in
1 iy
= —¢"¢" (Ruijn)g
o
= ok
Calculando a norma de V& f obtemos,
IVEflE = colVefI;
1 2
= co|—V4f
o g
1 2
= —|VE&f|7.
IV
Podemos entdo concluir que (M", g, f) satisfaz:
g ! g €0
Rz + |V f|g:%(Rg+|V f|g):C—O:1. (1-17)

A demonstrag@o acima nos garante que para qualquer séliton de Ricci gradiente
estdvel podemos tomar sem perda de generalidade cy = 1, nesse trabalho, para simplificar
as demonstragdes iremos tomar todos os sélitons satisfazendo R + |V f|> = 1. Sabendo
que todo sdliton de Ricci gradiente estdvel (M, g;;, f) satisfaz a equagdo (1-17), podemos
provar que o conjunto {p € M : R(p) < 1} é denso na variedade M.

Proposicao 1.3.7 Seja (M", g, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel, entdo o conjunto
{p €M :R(p) < 1} é denso em M.

Demonstragdo. Sabemos que My = {p € M : R(p) < 1} é um aberto de M, queremos
provar que My = M. Suponha por contradi¢io que a afirmagio seja falsa. Entdo,M /M é

um aberto ndo vazio de M. Tome um conjunto aberto Q C M /My, Q # &.
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Para cada p € Q, temos
1 <R(p) <R(p)+|Vf(p)]* =
Isso implica que
Rl =1.
Restringindo a equagdo (1-17) ao conjunto € nds temos
Rlog+|Vfla=1=Rlq VpeQ

Isso nos permite concluir que V f = 0 em todo o Q. Aplicando o divergente na igualdade,
obtemos
Aflq = div(Vf)|q = div(0) = 0.

Aplicando esse resultado a equagdo R+ Af = 0, obtemos
Rlq =0,
Dessa forma, temos 0 = R = 1 em todo o conjunto {2 o que € uma contradi¢do. Logo, o
conjunto {p € M : R(p) < 1} é denso em M. O
Proposicao 1.3.8 Seja (M",g, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel entdo
V(IVfF) = ~ VR, (1-18)

além disso,

V(IVF*) = 2Ric(Vf,-). (1-19)

Demonstracao.

Para a primeira igualdade, basta tomarmos o corolario 1.3.4 que nos da
~V.R=Vi([Vf>) 1<i<n

o que é suficiente para afirmamos que —VR = V(|Vf?).
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Para a segunda igualdade, tome X € X(M), por defini¢do, temos

X(IVfP) = X(e(Vf, V)
= 2g(VxVf,Vf)
= 2Hessf(Vf,X)

= 2Ric(Vf,X).
0J
Proposicdo 1.3.9 Se (M",g, f) é um sdliton de Ricci gradiente estdvel, entdo temos,
AR +2|Ric|* = —(Vf,VR). (1-20)
Demonstragdo. Para provarmos a afirmacao, tome um referencial geodésico {e_...,e,},

isto &, satisfazendo (e;,e;) = 8;j, V,e; =0.

Pela proposi¢do anterior, temos VR = 2Ric(V f,-), em coordendas geodésicas
temos, e;(R) = 2Ric(e;,Vf) = 2Ric(e;,e;(f)e;), tomando o divergente dessa igualdade
obtemos,

div(VR) = div(2Ric(ej,e;j(f)ej)ei)

= (V¢.2Ric(ei ej)e;(f)ei,ex)

= (2ex(Ric(ej,ej)ej(f))ei,ex)

= 2ei(Ric(ei,ej)e;(f))di

= 2ei(Ric(ej,ej))ej(f)+2Ric(ei,ej)ei(e;(f))

55 &k

Pela proposigdo 1.3.3, temos 2e;(Ric(e;,e;)) = e;(R), associando isso a igualdade acima,

temos,
AR = ej(R)ej(f)+2Ric(ei,ej)ei(e;(f))- (1-21)
Para concluir, pela equacdo (1-16),temos

( ) = —Hessf(eje;)
Ric(ejej) = —(V,Vf,ej)

(ei,ej) = —ei(Vf,e))+(Vf,Vee;)

(eiej) = —ei{Vfe)).
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Associando isso a (1-21) obtemos,

AR = ¢(R)e;(f) —2Ric(eie;)’
AR = (VR,Vf)—2|Ric|.

Provando a assertiva. O]

Para concluir esse capitulo introdutério, provamos que todo séliton de Ricci

gradiente estdvel compacto € Ricci flat.

Proposicao 1.3.10 [ Hamilton [19]] Seja (M", g, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel

e compacto. Entdo, a variedade M" é Ricci flat com respeito a métrica g.

Demonstragdo. Em coordendas locais a equagdo (1-16) € dada por R;; = = VIVIf, apli-
cando o trago, obtemos R = Af, aplicando a igualdade a Proposi¢do 1.3.4, temos
VP +Af = co.

Tome a fungao:

h-M — R
x — h(x)=eW),

Derivando a func¢ao obtemos:

d(el) of o
ox; axl

) af [ *f +8f8f
0x;0x; N axj 8x, N ox;0x;  Ox; 0x; e/

Dessa forma, podemos calcular o laplaciano de 4,

M) = V()
[P,
= ol —I.
8 {axiaxj Lij ox }
AV
(ax,ax, o axj) Liige }
gij_fa_f]

8x,~ ax]'

I
OQ
—

= o [g (VIVIf) +
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Pela compacidade de M, temos:

0 = /MA(ef)
= /ef(R+|Vf|2)

M
= e/ cQ-
M

= co/ef
M

Observe que 0 = [, Ah = [}, e/ > 0. Isso implica que & é constante, consequen-
temente f € constante. Dessa forma, Ric = Hessf = 0, provando que a variedade M ¢é

Ricci flat com respeito a métrica g. 0

Observacao 1.3.11 Nesse trabalho iremos considerar apenas solitons de Ricci gradiente
estdveis ndo-compactos, uma vez que trabalhamos com sélitons satisfazendo R+ |V f |2 =
1.Excluindo os solitons compactos, pois pela proposicdo anterior eles ndo satisfazem a

equacdo acima, uma vez que esses solitons sdo Ricci flat.



CAPITULO 2

Unicidade dos Sélitons de Ricci gradiente

estaveis em dimensaon =3

Neste capitulo, iremos provar que todo séliton de Ricci gradiente estdvel tridi-
mensional € rotacionalmente simétrico, desde que satisfaca algumas condi¢des assint6ti-

cas. Mais precisamente, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.0.1 (Brendle) Seja (M, g;;,f) um séliton de Ricci gradiente estdvel tridi-
mensional. Suponha que a curvatura escalar de (M, g) € positiva e se aproxima de 0 no
infinito. Denote por y : (0,1) — R uma fun¢do diferencidvel tal que o campo vetorial
X = VR+y(R)Vf = 0 no séliton de Bryant e defina u : (0,1) — R dada por:

s 3 1
) =oetw) + [ (57~ e )

Além disso, assuma que que existe uma exaustdo de M por dominios limitados

Q; tal que:

lim [ ®(VR+W(R)Vf,v)=0
[—o0 JOQY

Entdo (M, g) € rotacionalmente simétrico.

Para a demonstracdo desse teorema iremos precisar definir os seguintes tensores

Definicao 2.0.2 /23]
O tensor de Weyl é dado por

1 R
W(X,Y,Z,S)=R(X,Y,Z,S)— Ric — — X.,Y,Z,S).
X128 =RXV.25) - L (Rie= 5 B e opx 12,9
O tensor de Cotton é dado por

C(X,Y,Z) = (VxRic)(Y,Z)— (VyRic)(X,Z)
1

T2n=1) (g(Y,Z)VxR —g(X,Z)VyR).
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Em coordenadas locais, temos

W = w(2, 0 9 9
ikt = Bx,-’axj’axk’axl

1
= Riju— — (Rikgjt +Rji1gik — Rug ji + R jrgit)

R

—{—m(gikgjl —gilgjk)-

J4 o tensor Cotton fica da seguinte forma

0 9 9
Cijk = C(a_x,-’gj’a_xk)

= ViRj—V,Ry — (gjkViR- _giijR)-

1
2(n—1)

Esses dois tensores se relacionam em um soéliton de Ricci gradiente estdvel

através da seguinte equagao:
Lema 2.0.3 Seja (M",gi;, f) um séliton gradiente estdvel. Entdo,
Cijk = —WijksV’ f + Dij,
onde,
1
Dije = ——RuVif —RuVif

_|_

1
2n—1)(n—2) ((ViR+2RVif)gj— (ViR+2RVf)gi).  (2-1)

Demonstragdo. Utilizando as Proposi¢do 1.3.2 e Proposi¢ao 1.3.3, podemos fazer um

calculo direto:

1
Cijk = ViRj—VRy— m(gjkviR —gikVR)
= RiuV' ! ViR —giViR
= Riju f—m(gjk iR —giViR)
1
= WiuV'f— —) (Riegji + Rjigi — Rug i+ Rjxgit) V' f
R 1
" (gneg—oyo W Fo —— (0,.V.R— 0.V :R
+(n_1)(n_2)(glkg]l gllgjk) f 2(n—1>(g]k i 8ik ])
1 1
!
= WjuV'f— E(Rikvjf_Rjkvif) + 2(n—2) (g VR —gikViR)

R
+—— (& Vf —giVif) — 2

(n—1)(n—2) ﬁ (gjk ViR — gV R).
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Assim,
Cot = WiaV'f = —— (Ra¥ 1f ~RpVif) + 53— (¥ R~ g 1ViR)
Y Y n—2"""7 S 2(n—1)(n—2) "/ S
R
5 @i V,if — g Vif)

(n—1)(n—2)

1
= WyuV'f- 5 RV f = RyVif)+ 5

gikViR— g ViR)

1
1))

T 3= S (n=2) (2RgikV jf —2RgkVif)
= WyuV'f+ = 1§ (n=2) ((ViR+2RVif)gjx — (ViR+2RVf)gu) (2-2)
_n%zRikV if —RjiVif
= WiuV'f+Dip
Como queriamos. O

Esse tensor D serd de extrema importancia na demonstracdo do teorema, uma
vez que, em dimensdo 3, o tensor curvatura pode ser escrito da seguinte forma

R

1
Riju = ~—— (Rikgji + Rjigik — Rug ji + R jxgir) + n—D(n—2) (gik8j1 — 8uugjk)-

Isso nos garante que, em dimensao 3, o tensor de Weyl é sempre nulo. Assim, o

Lema 2.0.3 se reduz a seguinte igualdade
Cijk = Dijk-

Nosso objetivo serd provar que o tensor D € identicamente nulo em toda o séliton
de Ricci gradiente estivel (M3, g, f), uma vez que se o tensor D é igual a zero em toda
a variedade o tensor de Cotton também € nulo, a partir dai podemos utilizar os seguintes
resultados:

Teorema 2.0.4 Seja (M>,g,f) uma variedade Riemanniana de dimensdo 3, entdo

(M 3a.f ) € locamente conformemente plana se, e somente se, o tensor de Cotton é nulo.

Teorema 2.0.5 Seja (M",g,f) uma variedade riemanniana n-dimensional, entdo M é

localmente conformemente plana se e somente se o tensor de Weyl é nulo.

Demonstracdo. Ver [20]. O

Para concluir que M> é isométrica ao séliton de Bryant, utilizaremos o seguinte

teorema provado por Cao e Chen em [10]:



49

Teorema 2.0.6 Seja (M",g,f) n > 3, um sdliton de Ricci gradiente estdvel localmente
conformemente plano completo, ndo compacto. Entdo, (M",g, f) é plano ou isométrico

ao soliton de Bryant.

Assim, nessa secdo provaremos que o tensor D é nulo em M>. Iniciaremos

calculando a norma desse tensor em fungdo de f e da curvatura escalar R.
Definicdo 2.0.7 [23] Seja T um (r,s) tensor, a norma de T é dada por

2 ik ik i ]1_15 [...L
T|"=g""...g" "8jih "'ggjslsTil...ir Tkl.“k,'

Onde Tlf * sdo as componentes do tensor T.
Proposicao 2.0.8 Se (M,g) é um Séliton de Ricci gradiente estdvel, entdo nds temos
3
]D|2:—(1—R)AR—Z|VR|2—(Vf,VR)—R2(1—R). (2-3)
Demonstragdo. Por cdlculo direto, obtemos
1 , S
D> = |RuV;f—RijVif* + 7[VR+2RVSf > — (RiVfRijVif)(V/R+2RV/ f)g*
1
RV f — RijVif|* — ;1|VR‘|-2RVf|2
1
= 2RicP|V £~ 2IR;V ;fRuVi S| — VR + 2RV f?
2 1
= 2|Ric]|Vf|* - Z|Vf|2 — Z|VR+2RVf|2.
Pela Proposicdo 1.3.3 temos:
2 2 1 2 1 2
DP = —(AR+(Vf, VRIS =5V = ;IVR+2RV
3
= —|VfPAR=|V/I*(V,VR))| = ZIVR* = R(Vf,VR) = R*|V f|*.
Utilizando a Proposicio 1-17, isto &, |V f|> 4+ R = 1, obtemos:
3
DPP = —|VSPAR|~ |Vf[(Vf,VR) ~ VR ~R(Vf.VR) ~ R*|Vf|’
3
= —(1-R)AR—(1—R)(Vf,VR) — Z\VR|2 —R(Vf,VR) —R*(1—R)
3
= —(1—-R)AR— Z]VR\Z —(Vf,VR)—R*(1—R).

Como queriamos demonstrar. 0J
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Para o proximo passo utilizaremos a Proposi¢do 1.2.4 que garante a dependéncia
linear entre os vetores Vf e VR no séliton de Bryant. Escolha uma funcio diferencidvel
y:(0,1) — Rtal que:

VR+vy(R)Vf =0,

no séliton de Bryant.

Proposicio 2.0.9 Se (M,g) é um Sdliton de Ricci gradiente estdvel, entdo o campo de
vetores X = VR+Y(R)V f satisfaz

(1=R)iv(X) = —[DP — > (VR—Y(R)V/.X) ~ (V/.X)
H= R R)VX) > (1= R)W(RY + (1~ RI(R) (2-4)
R (1—R)+R(1 - R)y(R) — (1 — R y(R)Y/(R).
Demonstracdo. Calculando o divX, obtemos:
(1-R)div(X) = (1—=R)AR+(1—-R)W(R)Af+ (1R (R)(Vf,VR). (2-5)
Pela proposicio anterior,
(1—R)AR = —|D]— Z|VR|2 _(V/,VR) —R(1—R).
Substituindo na equagio 2-5:

(1-R)div(X) = —|D|2—§|VR|2—<Vf,VR>—RZ(I—R)+(1—R)\|J(R)Af

HU-RWV(R)(V/,VR)

= IDP~ (VR W(R)V X} + (VR W(R)Vf,X) — 3 |VR]
(AR~ R (1 =R) (1= RIV(RIT (1= RV (RN VR

= DP (VR W(R)VF.X) + 5 [VRP — Sw(RP (VA ~ 2| VRP
SRR R R)-+(1 = RIVIRIAT+(1 RV (R)(V1,VE)

= DP (VR W(R)VS.X) ~ (RIS~ (VF.VR)
R(1—R)+ (1~ R)W(RIAF + (1~ R/ (R)(V £, VR)
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Logo,

(1—=R)div(X)

~IDP ~ (VR (RIS X) ~ (VWV} + (T WR)VS)
~SYRPIVF (V. VR) + (1~ R) + (1~ RW(R)AS
H1 - RV (R) (1, R)

PP~ (VR W(R)VF.X) + W(R) VA~ Sw(RY |V
(V£ X) R —R) + (1~ RW(RIAS + (1~ R (R){V/, VR)
PP~ (VR (R)VS.X) ~ (V£.X) + W(R)(1 ~R)
~2W(RP(1—R)+ R(1~ R)+ (1 R)W(R)AT
HU-RW(R)(V1,X) ~ (1 - R)y(RIY (R V7

PP~ (VR W(R)VF,X) ~ (V£,X) +W(R)(1 ~R)
~SWRP(1—R)+ R(1~ R)+ (1 R)y(R)

HO =RV RV, X) ~ (1 - RPYRIV(R)

OJ

Observe que, o tensor D € constante igual a zero no séliton de Bryant, uma vez

que ja provamos na proposi¢ao 1.2.6 que o séliton de Bryant € localmente conformemente

plano, associando isso ao Teorema 2.0.4 garantimos que o tensor D € nulo no sdéliton de

Bryant. Essa propriedade serd util na demonstracdo do préximo coroldrio.

Corolario 2.0.10 A funcdo v satisfaz, localmente, a seguinte equagdo diferencial ordi-

ndria:

WP HW(s) — 54 5(s) — (1 5y (s) = 0.

Demonstracdo. Pela proposi¢ao anterior, temos que a Equagdo 2-4 é vdlida em todo

Séliton de Ricci gradiente estdvel, em particular no Soliton de Bryant, cujo campo X

e o tensor D sdo nulos. Desse modo,

0 = (1-R)div(X)

= IDP~ 2(VR—W(R)VS.X) ~ (V. X) +W(R)(1 ~R) — JW(RP(1 —R)
FR(1 = R)+ (1~ RIW(R) + (1~ R (R)(V£,X) — (1~ RPW(RIW (R)
= R~ R)~ SW(RY(1—R) + (1K) + R(1— R)y(R) — (1 - RPY(RIY(R).
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Desse modo, a funcdo  satisfaz a seguinte equacao diferencidvel

w(s)(1—s) - %W(S)z(l —5)+57(1=5) +5(1=5)y(s) — (1 —5)*y(s)¥'(s) = 0.

Dividindo a equacdo por (1 — s) obtemos:

W(s) — W) 452+ 5(s) — (1 - )W (5) =0,

O que prova a assertiva desejada. 0

Podemos entdo refinar a Proposicdo 2.0.9, usando o coroldrio acima o que nos

d4 a seguinte proposi¢ao.

Proposicdo 2.0.11 Assuma que y é escolhida de tal forma que VR +y(R)Vf =0 no

soliton de Bryant. Entdo, localmente, tem-se:
3
(1-R)divX = —|D[> = ZVR—y(R)Vf,X) = (Vf,.X) + (1= R)W (R)(V.X). (2:6)

Para o préximo passo, considere a seguinte funcéo u : (0,1) — R, dada por

s 3 1
u(s) = log(wls) + | (2(1 0 —r)wm) i

Proposi¢do 2.0.12 Seja (M?, gij, f) um soliton de Ricci gradiente estdvel, entdo o campo
X satisfaz:

R(R—y(R
(1—R)e “Rdiy(e"®x) = —|DJ> — sz. (2-7)

Demonstracdo. Por cédlculo direto, obtemos:
(1-R)e“®div(e"®x) = (1-R)div(X)+(1—R)u'(R)(X,VR).  (2-8)
Usando a proposicao anterior, podemos substituir 2-6 em 2-8 o que nos da

(1= Ry “®div(e®x) = —|DP > (VR—Y(R)Vf.X) ~ (Vf.X)

+(1 =RV (R)(VF,X)+ (1 —R)u'(R)(X,VR).
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Portanto,
(1= R)e "B din(e"®x) = —]D\z—%(VR—WR)Vf,X)—(VﬁX)
B v 3 1
0B (¥ )
+(1 =RV (R)(VS,X)
= IDP+ (VR YRV, X) ~ (V£ X)
u/ 1
H1=R) - XCVR) = s (X, VR
_ 3 V'(R)
- _’D‘2+Z‘X‘2 (R)’X|2 (I_R)\II(R) ’X’2
_ 2 (3 1 A0 i
= PP (- H0-RgG )- @
Além disso, por 2-6, temos:
— V() Hw(s) =" Hsw(s) = (1=s)yw'(s) = 0
3,1 52 s (I=9V¥'(s)
Ve v e T we
3 1 (1—s)l|!’(s) _ 52 s
1y ) v(s)?  w(s)
31 (1) stuls) - _
TR wor Y
Substituindo 2-9 em 2-10 ficamos com
_RYe B gin(t®x) — (D2 (31 V(R
(1R ®ain(e®x) = DR+ P (§ - o+ (1-R )
- oran(RE
Como queriamos demonstrar. 0J

A seguir, veremos algumas propriedades assintéticas da fungdo y. Para a pro-
xima proposi¢do precisamos da definicao de ordem de uma funcgdo, essa funcio descreve
0 comportamento assintdtico de uma fungo, essa ordem caracteriza as func¢des de acordo

com a sua taxa de crescimento.

Definicao 2.0.13 Sejam f,g: (a,b) — R e suponha g estritamente positiva para todos
os valores proximos de b. Dizemos que f é da ordem de g, f(x) = O(g(x)), x—b, se
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existem niimeros reais postivos O e K tais que, para x satisfazendo 0 < |x — b| < §, as
fungoes satisfazem:
f(x) < Kg(x).

Exemplo 6 Se tomarmos f como o polinomio:

f£:(0,6) — R

x = flx)=x"-0b",

entdo, f(x) = O(x"), uma vez que [ -1 wxe (a,D).

xi’l

Podemos entdo tomar d=5b >0, K =1.b>0implica b" > 0 Isso nos dd,
flx)=x"=b" <x".
Lema 2.0.14 Para s — 1, nds temos Y(s) = % +0(/1—35).

Demonstracdo. Como X = 0 no séliton de Bryant, temos
0=X=V,R+ W(R)Vlf
Pela Proposicao 1.3.3, temos V,R = —2R; jVi f, 1sso garante que,

—2R;;V/ f+W(R)Vif =0.

Y(R)

Logo, o vetor V f € autovetor do tensor de Ricci com autovalor “5-.

Por outro lado, préximo da origem nds temos,

]
Rij = ggij+0(IXI)-

Pois, préximo da origem o séliton de Bryant converge para uma esfera. Tomando
E\,E,,E3 base ortonormal de autovetores do tensor R;;, como o tensor de Ricci € si-
métrico, podemos escolher esta base sendo ortonormal com os auto-valores todos reais.

Assim, podemos escrever R;; = A;0;; Entdo, préximo da origem, temos

1
7\.,‘5,']' = gg,'j+0(|x\).

Como @ ¢ autovalor, temos
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Segue dai que

OJ

Munido de algumas propriedades assintéticas da fung¢do y podemos entdo cal-

cular o limite da fung¢do u(s) quando s — 1.

Lema 2.0.15 O limite lin% u(s) existe.
S—

Demonstracdo. Sabemos que

s 3 1
u(s) = lo<g’(\|f(S))+/l/2 (2(1_t)_(1—t)l|1(t)dt)
s 3 1
o ~tostv) = [ (55~ ™)

Observe que,

3 1 1 3 1
2i-s) (-l 1—s(z‘w)

Assim,
3 1 3 (2—1—0(\/1—5)—2)
2(1—=s) (1—sw(s)  1-s\224+0(1—y))
_ 30(W1-y)
T2 1—s
1
~ (b)),

Logo, para s — 1

u(s) —log(y(s)) = O(V1—s).

O que garante a existéncia do limite.

Observe ainda que podemos calcular explicitamente o valor do limite

limu(s) —log(w(s)) = lgr% V1I—5s=0.

s—1
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Assim,

im(5) =ty og(y(s) = log (Timw(s) ) =10 (3 ) = og(2) - g 3.

s—1 s—1

Observacao 2.0.16 Na demonstragcdo anterior tomamos a primitiva da fungdo \/%, isso

é possivel, pelo fato de que se f(s) = O(g(s)), entdo suas primitivas também satisfazem

essa relagcdo de ordem. Isso sai diretamente da seguinte desigualdade:
S S
F(s) = / F(rdr <M / ¢(r)dr = MG(s).
s—0 )

Proposicao 2.0.17 Nés temos y(s) < s, para todo s € (0,1).

Demonstragcdo. Suponha por contradicdo que a afirmagdo seja falsa. Logo,

S={s€(0,1):y(s) >s}.

Seja 5o = sup{S}.
Observe que, S é um conjunto nio vazio e fechado de R. Logo, S =S C (0,1) = [0,1].
Isso implica s € [0, 1].

Além disso,

lim y(s) = lim (% + 0(\/Ts)) = %

s—1 s—1

Isso nos permite concluir que sp € (0,1) . Pois lim,_,1 y(s) =3 < 1.
Além disso, Y(sg) = so. Caso contrario, se Y(sg) > so, pela continuidade de y e

da funcdo identidade existiria € > 0, tal que
y(s)>s VYV s€(s0,50+E€).

Logo, existiria s; = so +€/2 € (s0, 50 + €) satisfazendo s; > s¢ e s; € S. Contradizendo o

fato de so ser supremo. Notemos também que ' (so) < 1, pois W(sg) = s €

Y(so+¢€)<so+€ V €€ (0,1—s9).
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Entao, temos

Y(so+€)—w(so) < so+€—s0
y(so+¢€) —y(so) - 50+ €— S0
€ €
Vi) < 1.

v(s0)?
3 1 ¥ (s0)
= + (1 S())
4 y(so) y(so)
3 1 ' (s0)
- 2 _ 41—
4 50 +(1=s0) s
3 1 1
s (1 —s0)—
4 g5 +( SO)S()
1
= —-. 2-11
2 (2-11)
O que é uma contradi¢do. Logo, y(s) < s em todo o intervalo (0, 1). O
Proposicao 2.0.18 Seja (M",g, f) um sdliton de Ricci gradiente estdvel, entdo,
|(X,VR)| < (4|Ric|> +2|Ric|)(1 —R). (2-12)
em cada ponto de M.
Demonstragdo. Dados p € M", tome {ey,...,e,} um referencial geodésico em torno de
p, em coordenadas geodésicas, temos:
(VR,X) = (VR,VR+Y(R)Vf)
= (ej(R)ej,ei(R)ei +W(R)ei(f)e:)
= €i(R)ej(R)8;j+W(R)ei(f)e;(R);;. (2-13)

Pela proposi¢do 1.3.8, temos,

(VR,e;) = —2Ric(Vf,e)
(ej(R)ej ey = —2Ric(ej(f)ej,ei)
(ej(R)&;j = —2ej(f)Ric(ejej)
ei(R) = —2e;(f)Ric(eje;).
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Associando a igualdade acima a (2-13), obtemos,

(VR,X) = der(f)Ric(ei,ex)ei(f)Ric(ej,e;)d;j+2y(R)ei(f)ei(f)Ric(ej,er)d;j
= der(f)Ric(ei,er)e;(f)Ric(ei,er) +2W(R)ei(f)er(f)Ric(ei,ep).

Observe que |Vf| = |ei(f)*(ei ei)] = (Lei(f)?)/2 > |ex(f)], para todo 1 < k < n, além

disso, Y(R) < R < 1, isso nos permite concluir que,

[{(VR, X)|

IN

[4ex(f)Ric(ei,ex)e;(f)Ric(ei,er) +2W(R)e;(f)ei(f)Ric(ei,ep)|
4lec(f)[Ric(ei,ex)|lei(f)]|Ric(ei er)| +2[W(R)||ei(f)]|er(f)||Ric(ei, )|
4|Ric|*|Vf? 4+ 2|w(R)||Ric| |V (£)|?

4|Ric|?|V fI? +2|Ric| [V (f)I?

(4|Ric|® +2|Ric|)(1 —R).

IN A

IN

Corolirio 2.0.19 Seja (M?,g, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel, se Q@ C M é um

dominio limitado, entdo,
(X, VR)| < co(1—R).
em cada ponto de Q.

Demonstragdo. Pela proposigio anterior, temos |(VR, Vf)| < (4|Ric|? + 2|Ric|)(1 — R),

¢ limitada em Q, observe que, se |Ric| ndo fosse

entdo, basta provarmos que a fungéo |Ric

limitada em €, entdo existiria uma sequéncia (p,),eny C Q tal que
lim |Ric|(pn) = +eo.
n—oo

A sequéncia p, € limitada, pois estd em £, logo possui uma subsequéncia p,,

convergindo para p em M3, isso nos d4,
oo = lim |Ric|(p,) = lim |Ric|(pni) = |Ric|(p).
n—soo k—>oo

O que é uma contradi¢io, uma vez que a func¢do |Ric| estd bem definida em toda
a variedade M. [
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Observacio 2.0.20 Uma outra maneira de ver que |Ric| é limitada em Q. Basta notarmos
que Q C M" é limitado, isso implica que Q é compacto em M", logo |Ric| é limitado em

Q e portanto € limitado em Q C Q.
Para a proxima proposicao, considere a seguinte func¢ao,
0 ses <1;

e
x(s) = <1+eﬁ>l_s ses € (1,2);

1 ses > 2.

08

0.6
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0.2

02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 3.2 34 36 38 4 42 4.4
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-0.8

Figura 2.1: Grdfico de ¥

Essa fungdo € diferencidvel em (0,+e0), uma vez que, se s € (0,1) ou s €
(2,4-o0) a fungdo ¥ € constante, logo, diferencidvel. Se s € (1,2) a fungdo é composigdo de
funcdes exponenciais, que por sua vez sdo diferencidveis, isso garante a diferenciabilidade
de . Resta entdo, sabermos se a funcgdo  é diferencidvel nos pontos {1,2}.Primeiro
precisamos garantir continuidade, para isso, basta calcularmos os limites laterais, que sao

dados por,
1
lim %(s) = lim (1 +es—%) 0= lim 0= lim x(s).

s—1t s—1+ s—1- s—1-
De maneira andloga,
1

lim %(s) = lim (1+eﬁ)m — 1= lim 1= lim %(s).

s—2~ s—2~ s—27T s—2F

Por fim, provaremos que a derivada /(s) é continua em {1,2} para garantirmos
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a diferenciabilidade de y( em todo o (0, +e0), uma vez que a fungio ' € dada por,

0 ses <1
1 1 1
/ o 3% = ( log(l4es=2) 52
X (S) N (1 Te 2) ( (1-s)? (1+6512)(s—2)2(1—s)) ses e (1,2)
0 ses > 2.

Mais uma vez, podemos calcular os limites laterais para verificarmos a continuidade da

25

15

05

-05

Figura 2.2: Grdfico de

fungdo /, isto é,

lim ¥'(s) = lim x'(s) =0.

s—1+t s—2~
Os resultados anteriores nos garantem a diferenciabilidade de .

Defina agora o seguinte conjunto de fung¢des,

s
{xe 1(0,40) = R 1 xe(s)=x (—) }8>0.
Para cada € > 0 a fung¢do ¢ € dada por,

0 se s <E€;
Xe(s) = (1—|—.eﬁ>a se s € (g,2¢);

1 se s > 2¢€.

Um fato direto € que ¥ ¢ diferencidvel com derivada xz = 1y/ (£).
Cada g, € limitada, pois, %/((0,40)) C %'([1,2]), o conjunto /([1,2]) é imagem

de um compacto por uma func¢do continua, logo, € um conjunto limitado, isto é, existe
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c1 = c1(€) constante real tal que X¢(s) < ¢y, Vs € (0,00). De maneira mais geral, temos

que,
/ L, (s 1 /

<=x(-)< - .

Xels) < 2 (8)__£supx(fh2b

Proposicao 2.0.21 A funcdo e*®) ¢ limitada quando restrita a Q C M, Q dominio

limitado em M".

Demonstragdo. Seja Q C M dominio limitado, afirmamos que existe & > 0 tal que
R(p) >3 > 0 paratodo p € Q.

Suponha por contradi¢do que, para todo Q C M" dominio limitado, e 8 > 0
exista p € M" tal que R(p) < 8. Entdo R =0 em Q. M" é completa, logo, existe uma
exaustdo por dominios limitados & C int(Q4 1) tal que R, =0 em M", isso garante que
R =0 em toda a variedade M", o que é uma contradi¢do, logo, existe dg = d(Q) tal que
R(p) > 8¢g > 0.

Além disso, pela proposi¢ao 2.0.15, temos,

lim ") = ¢/°8(2/3) =2 /3,
s—1

logo, temos,
MR(Q)) ~ pu([8a,1])

O conjunto e(B]) ¢ 5 imagem de um conjunto compacto por uma fungao
continua, logo, é um conjunto limitado, dessa forma, tome, c3 = ¢3(Q) = e“([SQ’lD, isto
nos da,

HR(P)) < c3 V peQCM.

Proposicao 2.0.22 Seja Q um dominio limitado em M com bordo diferencidvel. Além
disso, suponha que R < 1 em cada ponto de dQ. Entdo,

/ xe(1 —R)“B (X vy — [ Bl (x v) quando € —0
oQ oQ
e

R R
/ Xe(1—R) |D|* — / |D| quando € — 0
QN{R<1} 1-R on{r<1} 1 =R

Demonstragdo. Primeiro provaremos que [q Xe(1 — R)e“®) (X, v) — [50e“®(X V).
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Dado € > 0, temos,

\ [ xR @) — [ o®x
Q oQ

| e(1=R) = De®ix.v)

Q

< [ pe(l=R) = 11e®|(x,v)]
Q

< [ pe-R)-11e®x)
aQ

Observe que, 0Q = (IQN{p e Q:1—-R(p) <2e})U(@QN{peQ:2e<1—R(p)}).
Observe também que X¢(s) = 1 para s > 2€. Assim,

/ pte(1 =R~ 1]e® x| =0.
aQN{2e<1—Re}

Isso nos dé,
[ oe(t=R) =1 ®ix| = [ pte(1 = R) = 1]e"®[x ]
0 QN {1-R<2¢}

Observe que, e s < 2€, temos

£—

_€
“S)lwﬁ <141=2.

Xels) = X(s/€) < |1+
Restrito ao conjunto dQ N {1 — R < 2¢}.
[e(1=R) = 1]e“®X| < 2 1]e"®|X| < & P|X| < e3X],

onde, c3 € dado pela Proposi¢cao 2.0.21.
Por fim, restrito ao conjunto 0L, temos

X| = [VR> +2(VR,y(R)V f) + W(R)*|V f]*.
Tomando {ej,..., ey}, referencial geodésico, podemos rescrever a norma de X,

IVR> = e(R)

= 4Ric*(ei,e1(f)er)
4Ric2(ei,ej)ek(f)2
4|Ric |V £1?
cs(1—R).

IN

N
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Ja provamos que, [(VR,Vf)| < co(1 —R) < ¢, iss0 nos permite concluir que,
2W(R)(VR, V)| <2R|{VR,Vf)| < 2cp, onde R<1.
Podemos entdo majorar a norma do campo X,
IX|> <es(1—=R)+2Co+W(R)*(1—R) < cs5+2co+1=cq.
O que nos permite concluir que

/'Xs(l_R)—Ue”(R’IX! = / [Xe(1—R) — 1] ®)|x]
ok 9QN{1-R<2¢}

< C6C3/ .
oQN{1-R<2¢e}

Observe que, QN {l —R <2e} - QN {1l =R} quando € — 0, uma vez que
0Q N {1 =R} é vazio, temos que a parte direita da desigualdade acima tende a 0, isso
prova nossa afirmagao inicial.

Para a segunda assertiva provemos que

B B
/ Xe(1 —R) D —>/ D quando € — 0.
QN{R<1} 1-R on{r<1} I =R

Dado € > 0, temos

u(R) u(R)

e e

[ ael=R—pP - [ DP?
QN{R<1} I-R on{r<1} 1 =R

—p -2 pp
B /Qm{R<1}(x£( —R)- )1—R| |

[ R o
< —R)— :
Se 2e < 1 —R, entdo X¢(1 —R) = 1. Isto nos d4,
u(R)
€ 2
1—-R)—1 D|“=0.
/Qm{ze<1R} e ) |l—R| |
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Utilizando que ¢"(®) ¢ limitada em Q, temos

(R)

et R
1—R

e
1 _

)
DI?

D =
R

/ el R) =1
QN{1-R<2¢}

u(R)
/ IDP
on{1-r<2e} | =R

ID?
of |
on{1-r<2e} | =R

1—-R)—1
/Q ey e =R 1]

IN

IN

L2l

. D
Para concluir provaremos que

R ¢é limitada em Q.

D> _ _AR_§|VR]2_Vf,VR>_R2
1-R 41-R 1-R
3|VR|> Vf,VR)
41-R 1-R
34|Ric’(1—R)  co(1—R)
4 1-R OTI R
< |AR|+3|Ric|* +co.

+R?

[AR| +

IN

[AR| +

Além disso, |AR| = 2|Ric|> + (VR,Vf) < 2c% +|VR||Vf| < cs.

As fungdes |AR| e |Ric|? sdo limitadas em €, isso nos garante que,

u(R) D2
e

[ =R =1 IDP < e o
QN{R<1} I-R on{1-r<2e} | =R

< c3c8 /
QN{1-R<2e}

< c3cgvol{l —R < 2¢}.

A parte direita da inequacdo tende a zero quando € tende a 0, isso € suficiente para provar

a assertiva. ]

Proposicao 2.0.23 Seja Q um dominio limitado em M com bordo diferencidvel. Além

disso, suponha que R < 1 em cada ponto de 0Q. Entéo:

pi(R)
/ D < —/ R (X v,
on{r<1} 1 =R - Joa
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Demonstracdo. Seguem das proposicoes 2.0.12 € 2.0.17,

y(R) < R
g E < 0
RLS LI
_|D’2_R(R_(IEI;ER))|X|2 < —IDP.
Isso nos permite concluir que,
(1—R)e "®giv(e"®x) = —|D|2—R—(RW_(I;‘;§R))|X\2<—|D|2. (2-14)

Usando o teorema da divergéncia, nds obtemos:
/ 1e(1=R)“® (X v) — / divie(1=R)®x).  (2-15)
0 Qn{R<1}

Vamos entio, calcular o divergente do campo (1 — R)e”(R)X . Utilizando aregra

do produto para o divergente, obtemos:

div(xe(1—R)e"®X) = X (xe(1—R))e"® +3¢(1—R)div(e"®X)

= [VR(xe(1 = R) +W(R)VS (xe(1~R)] ¥
+xe(1 — R)div(e“®)X).

Tomando um referencial geodésico {ej,...,e,}, temos:

div(xe(1—R)e“®X) = [VR(xe(1—R)) +W(R)Vf (1e(1—R))] ")
+xe(1 — R)div(e“®X)
= —ei(R)x/(1—R)(ei(R) + W(R)ei(f))e"®
+%e(1 —R)div(e"®X)
= —"®yl (1 —R)(VR,X) +xe(1 —R)div(e"®X).
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Associando a equagdo acima a (2-15) e a Proposicao 2.0.12, obtemos:

/ 1e(1—R)“® (X v) — / 1e(1 = R)div(e“® x)
90 Qn{rR<1}

- [ (1-REPXIR)
Qn{R<1}

u(R)

€ 2
< — 1-R D
- /QH{R<1}XE( )1—R| |
- / 1o(1 = R)e“® (X VR).
Qn{RrR<1}
Nés afirmamos que,
/ 1(1=R)“® (X VR) 50  quandoe — 0. (2-16)
QN{R<1}

Tome o conjunto QN {p € M : e < 1—R(p) < 2¢e}. Em cada ponto desse conjunto, temos
]_TR < 2. Dessa forma, em cada ponto de QN{p e M : € < 1—R(p) < 2¢}, temos,

1e(1 =R DNX,VR)| < xi(1-R)e"Peo(1-R)

= Jsupx/(11.2)escoll - R).
< ésupx’([l,Z])ez,co(Ze)

= 2coczsupy’([1,2]) = c7.

As constantes cp € ¢3 sdo constantes obtidas das Proposicoes 2.0.19 e 2.0.21
respectivamente, nessas proposi¢des, provamos que essas constantes ndo dependem de €.

Podemos entdo, calcular [oq g1y x.(1—R)e"®) (X VR).

Jo o BT RIETR)| < [ R xR
Qn{R<1} QN{R<1}

! 1 —R M(R) X, VR
/glﬂ({0<1—R<€}U{2£<1_R}) XE( )e |< >|

+ xe(1—R)e" (X, VR)|.
QN{e<1-R<2e}
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Se 1 —R>2eoul—R<e, vale que, x¢(1 —R) = 0, entdo, temos,

fo o 1R ) < 21— R V)|
QN{R<1} QNn{e<1—R<2e}

< 2coczsupy’([1,2])

/Qﬂ{s<1R<2£}

= 26063SMPX/([17 2]) ~/§20{€<1—R<28}

< c4Vol{e <1—R < 2¢}.

A parte direita da desigualdade tende a 0 quando € — 0 uma vez que o conjunto
{R =1} tem medida nula, basta lembrarmos que {R = 1}, é fechado, uma vez que
toda sequencia x, € {R = 1} convergindo para x € M, satisfaz p(x) = ’}glgo plxn) =1,
além disso, o conjunto {R = 1} tem interior vazio, caso possuisse pontos interiores,
terfamos um aberto de M contido em {R = 1}, nesse aberto, a fun¢do |V f| seria nula,
consequenquentemente Af = div(Vf) = 0 = R, o que é uma contradicao.

Isso prova a afirmacao 2-16, combinando com 2-15, nés obtemos:

u(R)

1—R)e"®(x vy < —/ 1—R) S |D?

/BQXS( )X ) < Qﬂ{sgl—R}Xa( )1—R| |
+2coc3Vol{e <1—R <2¢}

Tome € — 0. Sabendo que lin(l)xg(s) =1, temos,
E—

ou(R)

lim/a 1e(1—R)® (X V) < —lim 1e(1—R) S |DP
Q

e—0 - e—0JQn{e<1-R} 1—R
+2copc3 lim Vol {8 <1—R< 28} .
e—0

Dessa forma,

Isso prova a assertiva. 0

Teorema 2.0.24 Seja (M?>,g, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel tridimensional.
Suponha que a curvatura escalar de (M,g) € positiva e se aproxima de 0 no infinito.
Denote por v : (0,1) — R uma funcdo diferencidvel tal que o campo vetorial X =
VR +Vy(R)Vf = 0 no séliton de Bryant e defina u : (0,1) — R dada por:

s 3 1
u(s) = log(w(s))+ | (zu G —t>w<t>"’>
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Além disso, assuma que que existe uma exaustdo de M por dominios limitados
Q tal que:

lim [ “®(VR+W(R)VSf,v)=0
[—o0 891

Entdo (M, g) é o sdliton de Bryant.

Demonstracdo. Assumindo que exista uma exaustdo de M por dominios limitados €, tais
que

lim [ &®(x,v)=0.
[—o0 aQ[
Lembre-se que uma exaustdo €2; de M satisfaz:

* Cada Q; é uma regido pré compacta com fronteira suave;
* Q; C Qp desde que I < k.
d Ul Q] =M.

Associando essa hipétese a proposi¢ao 2.0.23, nds obtemos

eu(R) 5 R
o< | pP<- [ e ®xy)
on{r<1} 1 =R oQ,

Tomando o limite de [ — +oo, temos

Consequentemente 611:(12|D|2(p) se anula no conjunto {x € M> : R(x) < 1}. Se

R(p) # 1 em {R < 1}, temos |D|?(p) = 0. {x € M? : R(x) < 1} é denso em M?, pela
continuidade do tensor D, temos

{0}y =D({R< 1}) =D({R < 1}) = D(M?).
Isso é suficiente para provar que o tensor D é nulo em toda a variedade M>.

Pela Proposic¢do 2.0.6 e Proposi¢do 2.0.4 a variedade (M 3a.f ) é isométrica ao
soliton de Bryant. [



CAPITULO 3

Unicidade dos Sélitons de Ricci gradiente

estaveis em dimensaon > 3

O objetivo central desse capitulo € analisar a seguinte afirmativa enunciado por
Cao et al. em [7].

Teorema 3.0.1 [[7] Proposicdo 5.2] Seja (M",g, f), n > 3, um sdliton de Ricci gradiente
estdavel. Suponha que a curvatura escalar R é positiva e se aproxima de zero no infinito.

Denote por y : (0,1) — R uma funcdo diferencidvel tal que o campo vetorial X =
VR +Vy(R)Vf = 0 no sdliton de Bryant e defina u : (0,1) — R dada por

T R T L2

Além disso, assuma que exista uma exaustdo de M" por dominios limitados Q; tal que

u(s) = log(y(s)) +

lim [ “®(VR+y(R)Vf,v)=0.
[—e JoQ,

Entdo, D = 0. Em particular, paran =3, (M 3af ) € isométrico ao Séliton de Bryant.

Dessa maneira, construimos uma demonstra¢do do Teorema 3.0.1, pois ela ndo
estd publicada. Iniciamos calculando a norma do tensor D. Lembre-se que o tensor D é

definido da seguinte maneira:

1
Dije="——5RuV;if —RyVif +3 ((ViR+2RV;f)gjx— (ViR+2RVf)gi)-

1
(n—1)(n—2)

Lembre-se que, em dimensao trés, o tensor de Weyl € sempre nulo. Assim, o

Lema 2.0.3 se reduz a seguinte igualdade,
Cijk = Dijk-

Em dimensao maiores essa afirmagdo nao € valida, mas podemos provar que para

dimensdo maior ou igual a quatro o tensor de Cotton € igual a derivada do tensor de Weyl
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multiplicada por uma constante,

n—2
n—73

V'Wiju = —Ciji.

Demonstragdo. Ver [1] O

Proposicao 3.0.2 Se (M",g, f) é um sdliton de Ricci gradiente estdvel, entdo temos que,

—(1=R)AR _(VR,Vf) n|VR|?

DI =

1
(n—2)32 (n—=2)2 2(n—1)(n—2)2
+Or—$RGHLVf>_ 2R*(1—R)
(n—1)(n—-2)2 (n—1)(n—2)%

Demonstracao.

Por calculo direto, obtemos

2 2
D = (n_2)2|RlC|2|Vf|2_mRiijijkVif
1
VR+2RVf|?
= Dm—zy YRRV
2

T mo2y RaVS —RaVif) (VR2RVif ) gy
2 . 2
" (n—2)2 Ricl*|V fI* - (n— z)zvikafvjfvjkafvif
1
(n_nm_QﬂVR+ﬂW7F

2

e R 2R R 4205

Temos,

1
(n—2)?
1
(n—2)?

2
D> = [Ric[*[Vf|* —

VR|? —
(n—2)2 VR 2

1
m_lxn_@ﬂVR+ﬂW7F

2
= s |Ric|VfP -

VR|?

(=2 (IVR* +4R*|Vf|* +2R(V f,VR)).
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Fazendo |Vf|? = 1 — R, temos

201—R) . 1
mmldz—mwmz

- VR[> +4R*(1 —R) +2R(Vf,VR))

DI =

2(n— 1)(n—2)2<

Usando a seguinte identidade 2|Ric|? + (VR,Vf) = —AR, obtemos

DP = S h AR (VRV) o VR
5 1)1(n_2)2(yvm2+41e2(1 _R)+2R(Vf,VR))
L O TR
(n— ;l)an— 2)2R<VR’ V- 2(n —| 1V)I§;|12— 2)2 (n2f 21()1(; —R;)Z
2R g~ G SRR
- 2(n— 1_)?,4 —2)2 IVRI - (n2f 21()1(; —R;)Z'
Como querfamos demonstrar. 0

Para o préximo passo utilizaremos mais uma vez a Proposi¢do 1.2.4, que garante
a dependéncia linear entre os vetores V f e VR no sdliton de Bryant. Escolha uma fun¢ao
diferencidvel y : (0,1) — R tal que VR+y(R)V f = 0 no sdliton de Bryant.
Proposicao 3.0.3 Seja (M",g) um séliton de Ricci gradiente estdvel. Entdo

n

2(n—1)
+(I=R)W'(R)(Vf,X) +

(1—R)div(X) = —(n—2)*|D>-

<VR_\|!(R)VfaX> - <Vf7X>

n—3 n

T IRIVEX) s (1R ((R))

2
H( = RW(R) ~ (1 R) + R(1— R)W(R) — (1~ RPY(R)Y (R)

"3 R - R)W(R)

n—1

Demonstragdo. Por cédlculo direto temos,

(1-R)div(X) = (1-R)(AR+W(R)IAf +V(R)(V/,VR))
— (1-R)AR+ (1= R)W(R)Af + (1 — R/ (R)(V£,VR)
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Podemos entdo utilizar a proposi¢c@o anterior, somando e subtraindo a equagao

pela norma do tensor que acabamos de calcular. O que nos da,

(1 —R)divX

Logo,

(1-R)divX =

= —(n— 2) 2|D? - (1 R)AR—(VR,V f)

—3
30T —R(VR,V)+(1-R)AR
1—

I RIVRIAS + (1~ R )V, )
= ~(1=2PDP ~ (VR V) — 35 (W) PO

(VR—y(R)VS,X)+ %R(VR, V)

(w(n)*IVfI?

VR +

2(n—1)
= —(n—2)*D|*— (VR,Vf) -

2(n—1)
(VR—W(R)\Vf,X) + Z%?R(VR, V)

2(n—1)

2 R(1—R)+ (1~ R(R)AF + (1~ R/ (R) (V. V).

—(n=2)*ID —(V£.X) +y(R)|VfI

5 1)(W(r))2!Vf!2 sy (TR WRIVEX)
HUORVR V) - 2R R)

RN (1 R
~(n=2)|DP —(V£.X) +W(R)| V]
(WP IVSP = 50 g5 (VR=W(R)VSX)
FISRVR V) - P Ry(RV AP 2RI R)
+(1 = RW(R)Af+ (1 =R (R)(VS. VR)
~(n=2)|D] —(V£.X) +W(R)| Vf]

5= WOVIVIP = 5 = (VR WRIVEX)
SR(VRVS) - PSRRIV - LR R)

3
+
+(1=RWR)AS + (1 =RV (R)(VS.X) — (1 =RV (R)W(R)|VfI?
—(n=2)*ID —(Vf.X) +y(R)(1 -R)

2(n—1)

5 WO =R = 5o (VR W(R)VSX)
FISRVEX) PSR- RW(R) — 2 R(1 - R)

+(1=RW(R)(Vf.X) — (1 =R)*W (R)W(R) +R(1 ~ R)Y(R).
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Observacao 3.0.4 Se tomarmos n = 3 na identidade obtida na proposicdao acima, temos
3
(1-R)div(X) = —|D’~ 1(VR=V(R)VS.X) —(Vf.X)
3
+(I=R)W(R)(VS,X) - 7 (1 ~R)W(R)>+(1-R)Y(R)

—R2(1—R)+R(1 —R)W(R) — (1 - RPW(R)W(R).

Isso nos permite concluir que a Proposicdo 2.0.9 é um coroldrio da proposicdo

provada acima.

Feito isso, iremos novamente refinar a Proposicao 3.0.3, para isso temos o

seguinte coroldrio.Veja a primeira versao de Brendle [2].

Corolario 3.0.5 A funcdo  satisfaz a equagdo diferencial abaixo,

n—3
n—1

4 su(s) — (1 )W()W/(s) -

W () - sy(s) =0

n
2(n—1 n—1

Demonstracdo. Admitindo que X e D sdo nulos no Sdliton de Bryant, obtemos,

0 = (1-R)divX

= —(n—-2)*’ID]*~ (VR—W(R)Vf.X) —(Vf.X)+ (1 =RV (R)(VS,X)

2(n—1)

-3 2R?

+ n—1

(1=R)(W(R)*+ (1 -R)W(R) —

"= R(1—R)y(R)

2R?
n—1

(1-R)

n—1

+R(1—RW(R) — (1-RPY(R)WV (R) -

_ _2(’1”_1)<1—R><w<R>>2+<1—R>w<R>
n—3

~(1=R*Y(R)V(R) - [ R(L=R)W(R).

(1-R)+R(1-R)V(R)

n—

Isso prova que v satisfaz, localmente, a equagdo. 0

Corolario 3.0.6 A funcdo  satisfaz a seguinte equagcdo diferencial,

n 1 V(R n-3 R ___ R 2
20 w® T TR T Ty® <w<R>>2(

n—

(R-wR)) G
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Demonstracdo. Pela proposicdo anterior temos,

n—3
n—1

_ 2_(’1”_ 3 W(R)? +y(R) — n%le +RyY(R) — (1-R)Y(R)W(R) Ry(R) = 0.

Reordenando os termos e dividindo a igualdade por (1 — R), obtemos

n—3 2
RY(R) = — 1R2 —Ry(R).

V(R)> +W(R) — (1-R)W(R)YW (R) —

2(n—1)

n—1

Finalmente, dividindo a igualdade por y(R)?, temos os resultado desejado

o] _(I_R)qf’(R) n-3 R _ R (2

201 R VR n1y®) WP R“"(R>)'

n—1

Observacao 3.0.7 Utilizamos o fato de D ser nulo no séliton de Bryant, porém mencio-
namos esse fato apenas em dimensdo trés, entdo, provaremos que esse resultado é vdlido

em dimensoes superiores
Lema 3.0.8 O tensor D é constante igual a no zero séliton de Bryant.

Demonstracdo. Provamos em (1.2.6) que o Soliton de Bryant é localmente conforme-
mente plano, associando isso ao Teorema 2.0.5, podemos afirmar que o tensor de Weyl é
nulo no soliton de Bryant, além disso, em dimensoes superiores a 3 o tensor de Cotton

pode ser reescrito da seguinte forma C;jx = Z%%VlWi k1> Dessa maneira, temos no soliton

de Bryant
Cijx = —WiuV'f+Dij
n—>2
szWz‘jkl = ~WijuV'f+Dij
n—2
Djjx = 3 VWi —Wiu V' f
Diju = 0.
Provando a assertiva. O

Corolario 3.0.9 Seja (M",g) um sdliton de Ricci gradiente estdvel. Entdo

(1-R)div(X) = —(n—2)*|D>-

3017 (VR WIRIVSX) — (VF.X)

FI-RW(R)VFX) + "RV X).
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Demonstracdo. Segue diretamente da proposi¢ao anterior. 0
Para a préxima proposi¢o definimos a funggo u : (0,1) — R dada por

u(s) =log(y n—l/ (l—t n_ll—_t()\pz)?))t>dt

Proposicao 3.0.10 Seja (M",g, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel, entdo o campo
X satisfaz:

(1—R)e " ®div(e"®X) = —(n—2)2|D|*> - WfER) (%R—w(R)) X2

Demonstracdo. N6s temos que,

(1= R)e " ®giv(e"®x) = (1—R)e® <e“<R>divX+e“<R>u’(R)<VR,X>)
= (1—-R)divX + (1 —R)u/'(R)(VR,X).

Note que, : ( )
/ _\Ifls) 1 n n—1—(n—3)s
=y Ta L—s =90 }
Assim
(1—=R)e “®giv(e"®X) = —(n—2)%D|*- (VR—y(R)Vf,X)— (Vf,X)

)
I RIVR(VSX) S ROLX) + (1= R) S (TR .X)
+1—R n _n—l—(n—3)
n—1|1-s (1—s)y(s)

= —(=27pP - 5= 1)<VR—W(R)Vf,X>—<Vf,X>

+(1 —R)\I/(R)<Vf,X>

(VR,X)

R(V1.X) 4 (1 R)$<VR,X>
3 R

n 1
+n_1<VR,X>_W<VR7X>+ _lw(R)<VR’X>
Y “3 R
— = 2PIDP 4 P A X
PR 1
Tl
= ~(n-27IpP

n n—3 R V' (R) 1
G e O ) L
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Podemos entdo usar o Corolério 3.0.6, que nos da

Cu(R) e R 2
(1—=R)e " ®div(e"®X) = —(n—2)%|D|* - m (n “R —q/(R)) X
Provando o que queriamos. 0

A fungdo u(s) é uma composicdo de fungdes diferencidveis, logo é diferencidvel
em todo o seu dominio (0, 1), porém precisamos conhecer seu comportamento quando
s estd proximo de 1. Para isso, seguindo os passos realizados na demonstracio do
capitulo 02, iremos calcular o limite de u(s) quando s tende a 1, iniciamos observando

o comportamento de  préximo de 1.
Lema 3.0.11 Para s — 1, nds temos Y(s) = 2+ 0(v/1—s).

Demonstracd@o. Como X = 0 no séliton de Bryant, temos
0=X=ViR+y(R)V.f
Pela Proposicao 1.3.3, temos V,R = —2R; jVi f, isso garante que,

—2R;;V/f +W(R)V,f = 0.

Logo, o vetor V f € autovetor do tensor de Ricci com autovalor \'%R).

Por outro lado, préximo da origem o séliton de Bryant se comportar da seguinte
maneira, |
Rij = —gij+O(x])

Isso se acontece devido ao fato de que préximo da origem o séliton de Bryant converge
para uma esfera. Tomando Ej, ..., E, base ortonormal de autovetores do tensor R;;, como
o tensor de Ricci € simétrico, podemos escolher esta base sendo ortonormal com os auto-
valores todos reais.

Assim, podemos escrever R;; = Ai0; j Entdo, proximo da origem, temos
1
Nidij = 8ij T O(|x])

Como @ € autovalor, temos

1
==+ 0(k) (3-2)

Uma vez que o séliton de Bryant satisfaz R + |x|> = 1, temos |x| = /1 —R. Fazendo a
mudanca de varidveis R = s, obtemos |x| = v/1 —s, além disso, s — 1 quando |x| — 0,
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substituindo em 3-2,

y(s) = %—I—O(\/l—s) para s — 1.

n

Lema 3.0.12 O limite lirr} u(s) existe.
S—

Demonstracdo. Por célculo direto
. 2

limlog(y(s)) = log (—)
s—1 n

Dai, lim,_, u(s) existe se e somente se limy_,j u(s) — log(y(s)) existe.

Observe que,

d 1 n n—1—(n-3)s
E(u(s)_logOV(s))) - n—l(l—s_ (l—S)III(S) )

I ny(s)—n+14+(n—3)s
n—1 (I —s)w(s)

1 (n=3)1-s)+0(/1—s
n—1 (1—s)y(s)

- =)
- (o (=) o)

Isso nos garante que, préximo de 1, temos

n*(n—3)? 1

(n—1)2 24+ 0(V/T—5s)

u(s) —log(y(s)) = O(V1—s) —

Assim, o lim,_,; u(s) é dado por

. o _ nz(n—3)2 1
limu(s) = limlog(y(s)) + Bm(O(VT=3) + S —r o= =)
2 n*(n-3)?
T on 4(n—1)%"

Em particular, para n = 3, o limite é 2/3 uma vez que a segunda parcela da

identidade obtida acima € nula. O

Proposicdo 3.0.13 Nds temos (s) < —21s para todo s € (0,1).
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Demonstracdo. Suponha que a afirmacao seja falsa. Defina

A={s€(0,1):y(s) > s}.

n—1

Tome sy = supA. Observe que,

2

limy(s) = lim {— +0(V1— s)] < :
s—1 s—1|n n—1
Logo, so € (0,1).

Afirmacao: y(so) = %So

Caso contrdrio, pela continuidade de W, existiria € > 0 tal que, se s € (59,50 +€),
entdo Y(s) > nsz] dessa forma existiria s > sp com s € A, 0 que contraria o fato de s ser
supremo de A.

Além disso, /' (sp) < 2.

— n—1
Pois, dado € > 0, temos

2
Wo+e) < —(s0+e)
2
V(so+8) —W(so) < ——(s0+8)——0
2
W(so+e)—wiso) < ——€
V(so+e) —wiso) _ 2
€ n—1
O que nos permite concluir que
— 2
o) — 1im Y0 T8 —W(s0) _ '
W (o) eg(r)1+ € “n—1
Dati, pelo Corolério 3.0.6
. S0 2 _
O = iyt i ve)
n 1 v (so) n—3 s
— — 1—
2(n—1)  w(so) * =) Y(so) n—1y(so)
B n n—1 n—3 v (s0)
- 2(n—1) 25 <1 n—lso) +( )W(SO)
n n—1 n—3 (1 —1s0)
< _ _
2(n—1) 259 <1 n—lso) - (s0)
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Logo,
n n—1 n—3 (1 —1s0)
0 — 1—
= 2(—1) 250 ( n—1s0)+ (s0)
n n—1 n—3 (I—50) n—11-—sg
2(n— 1) 2 n—1 (S()) 2 S0
n n—1 n—3 n—1 2
= _ 1— - 1— 1—
2i—1) 2 ( n—l) 259 s@( n—l)
n n—1 n—3
< 1—
— 2(n-1) 2 n—1
B n—2
 2(n—1)
O que ¢ uma contradigdo. Logo, W(s) < ~2;s para todo s € (0, 1). O

Proposicao 3.0.14 Seja Q um dominio limitado em M com bordo diferencidvel. Além

disso, suponha que R < 1 em cada ponto de dQ. Entéo:

ou(R)

—2)?
(n=2) on{r<1} 1 =R

D <— [ e ®(x,v).
Q

Demonstragcdo. Segue da proposicdo 3.0.13 que,

y(R) < n—lR
R(R—Vy(R))
—(n=2)*D)? - —"L2X]? < —(n—2)*|D]%.
(n=2)7|D| \p(R)2|| (n=2)7|D|
Isso nos permite concluir que,
(1—R)e "®giv(e"®x) = —(n—z)2|p|2—M|X\2<—(n—z)2|D|2.

Y(R)?

Usando o teorema da divergéncia, nds obtemos:
/ 1e(1=R)“® (X v) — / div(xe(1 = R)e“®x). (3-3)
0 Qn{R<1}

Vamos entdo, calcular o divergente do campo (1 — R)e”(R)X . Utilizando a regra

do produto do divergente, obtemos:

div(xe(1—R)e"®X) = X (xe(1—R))e"® +xe(1 — R)div(e"PX)
= xe(1—=R)div(e"®X) —xL(1—R)e"®) (X VR).



80

Associando a equacdo acima a (3-3) e a Proposi¢ao 2.0.12, obtemos:
/ xe(1—R)® (X v) = / xe(1 — R)div(e"®X)
0 Qn{R<1}
- [ %1-REPXIR)
QN{R<1}

—(n—2)% _ 2
< 2P [ k=R ID)

- / 1o(1 = R)e“® (X, VR).
Qn{R<1}

Ja sabemos, pela Proposicao 2.0.23 que
/ x(1—R)e“® (X VR) -0  quando e — 0.
QN{R<1}

Pela Proposicao 2.0.22, obtemos

eH(R) 5 eH(R) 5
/ Xe(l —R) D| —>/ |D| quando €—0
QN{R<1} 1-R on{r<1} 1 =R
Isso nos permite concluir que,
. R 21 e'®) 2
lim [ %e(1 =R ®(X,v) < ~(n-2)lim %e(1—R)~—|D|
£-0./00 e=0.Jon{e<1-R} 1—
+2coc3limVol{e <1—R < 2¢}
£—0
u(R)
- —m-2?[ = DP.
on{r<1} 1 =R
Isso prova a assertiva. 0

Por fim, temos as ferramentas suficientes para provar o principal teorema.

Teorema 3.0.15 Seja (M",g,f), n > 3, um séliton de Ricci gradiente estdvel. Suponha
que a curvatura escalar R é positiva e se aproxima de zero no infinito. Denote por
v : (0,1) — R uma fungdo diferencidvel tal que o campo vetorial X = VR+Y(R)Vf =0
no soliton de Bryant e defina u : (0,1) — R dada por

1 ()

Além disso, assuma que exista uma exaustdo de M" por dominios limitados €, tal que

u(s) = log(y(s)) +

lim [ “®(VR+y(R)Vf,v)=0.
[—e JoQ,
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Entéo, D = 0. Em particular, paran =3, (M, g, f) é isométrico ao Soliton de Bryant.

Demonstracdo. Assumindo que exista uma exaustdo de M por dominios limitados Q; tais
que

lim [ “®(X,v)=0.
[—o0 E).Q,

Associando essa hipétese a Proposicao 3.0.14, nés obtemos

eu(R) 5 5
/ (n—2)%DJ*> < —/ 'R (X V).
Q

N{R<1} I =R o9,

Tomando o limite de [ — +oo, temos

Consequentemente o tensor D se anula no conjunto {x € M : R(x) < 1}. Por
fim, lembre-se que pela Proposi¢do 1.3.7 o conjunto {x € M : R(x) < 1} é denso em M.

Consequentemente D € nulo em toda a variedade M. 0

Para concluir, utilizaremos os seguintes resultados de Cao, Yu e Chen, Teoremas

de rigidez para sélitons de Ricci gradiente estdveis.

Teorema 3.0.16 Seja (M*,g, f) um séliton de Ricci gradiente estdvel completo com

D;jx = 0. Entdo, (M4,g7f) é Ricci flat ou isométrico ao soliton de Bryant.

Demonstracdo. Ver [11] O

Teorema 3.0.17 Seja (M",g,f), n>5 um séliton de Ricci gradiente estdvel completo
ndo compacto com curvatura escalar positiva e com tensor D nulo. Entdo (M",g, f) é

isométrico ao soliton de Bryant.

Demonstragdo. Ver [9] 0

Assim sendo, o resultado enunciado por Cao pode ser demonstrado em dimensao

maior ou igual a 3.
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