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Resumo

Neste trabalho estudamos trés subgrupos de um grupo G com indices limitados em G:
A intersecdo de todos os subgrupos definiveis de G , o menor subgrupo tipo-definivel
e o menor subgrupo invariante de G, chamados componentes conexas de G, denotados
respectivamente G*, G% e G*. Apresentamos uma demonstracio da existéncia de G* em

uma teoria NIP, baseados na prova feita por Gismatullin em [8, 2011].

Palavras—chave
Modelo monstro, Grupo de Lascar, componente conexa, tipo-definibilidade



Abstract

In this work, we estudied three special subgroups of bounded index in G: The intersection
of subgroups definables of G, the small type-definable subgroup and the small invariant
subgroup of G, called connected components of G and denoted G°, G e G*. We give an
exposition of theorem of Gismatullim [8, 2011], where he proved the existence of G in
a theory with NIP.

Keywords

Monster model, The Lascar group, connected component, type-definable.
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Introducao

A teoria de modelos é um ramo da matemadtica que estuda suas estruturas com
ajuda de uma linguaguem formal (férmulas l6gicas). Este ramo se distingue da ldgica
cldssica porque, enquanto esta Ultima se preocupa por formalizar teorias axiomaticas,
a teoria de modelos se foca em estudar as interpretacdes (modelos) de uma teoria. Os
axiomas de Peano por exemplo, foram pensados por Giuseppe Peano no seculo XIX
para definir a aritmética dos nimeros naturais e foi provado por Dedekind (ver [10]) que
quaisquer dois modelos dos axiomas de peano sdao isomorfos ao conjunto dos nimeros
naturais e sdo chamados de modelos padrdo. Um dos aportes feito pela teoria de modelos
neste caso, foi o teorema de Skolem (ver [10]) que garante a existéncia de modelos ndo
padrio de cardinal contdvel em uma linguaguem de primeira ordem!'.

Em teoria de modelos, encontramos a generalizacdo de vdrios conceitos da
algebra. Pensando no corpo dos ndmeros reais por exemplo, o conjunto dos zeros de
um polindmio € um conjunto definivel, ou seja, um conjunto de elementos que satisfazem
uma férmula. Mas, nem todo polindmio possui raizes em R. Isto é R ndo € algebricamente
fechado. Em teoria de modelos, o conceito de saturacdo generaliza a ideia de um corpo
algebricamente fechado, pois um modelo de uma teoria T € saturado se todos os conjuntos
de férmulas consistentes com T (sem contradi¢des) possuem realizagdes no proprio

modelo. Assim, Chang e Keisler ([4, 1990]) descreveram a teoria de modelos como
algebra universal + l6gica.

Porém, o desenvolvimento da teoria de modelos no estudo de conjuntos definiveis apro-
xima mais da teoria de Geometria Algébrica, que estuda conjuntos de pontos definiveis
por equacdes sobre um corpo. Hodges [12, 1997] d4 uma descricio mais moderna da

teoria de modelos como

geometria algébrica - corpos.

A primera versio do tltimo axioma de Peano, nio pode ser expresado em uma linguaguem de primeira
ordem.



Uma das estratégias para estudar estruturas em teoria de modelos consiste em analisar
um conjunto de teorias que satisfazem certas propriedades e mostrar teoremas sobre seus
modelos. Em nosso caso particular, mostrar a existéncia de certas componentes conexas
de grupos em teorias NIP 2.

O estudo de componentes conexas surge em teorias estdveis®. Se G é um grupo
estavel, entdo existe o menor subgrupo definivel de indice finito em G, o qual € a
intersecdo de todos os subgrupos definiveis de indice finito em G. Este subgrupo minimal
denotado por G, é chamado componente conexa de G, devido a que no caso em que G é
um grupo algébrico, G coincide com a componente conexa da unidade de G.

Posteriormente, sdo estudados grupos definiveis e tipo-definiveis em teorias o-
minimais*. Ou seja, grupos definidos por conjuntos contéveis de férmulas consistentes
com a teoria. Pillay afirma em [16, 2004] que, se T € uma teoria o-minimal, M um modelo
saturado de T e G um grupo definivel em M, entdo existe 0 menor subgrupo tipo-definivel
de indice limitado G, e é tal que G/G™ & isomorfo a um grupo de Lie compacto munido
da topologia légica. Esta conjetura foi provada em [13, 2008] por Hrushovski, Peterzil e
Pillay.

A seguir apresentamos algumas defini¢des que ajudam a descrever o objeto de
estudo deste trabalho. Sejam G um grupo infinito, (G, -,...) € um modelo saturado de uma
L-teoria completa, onde £ = {-,...} , - é o produto do grupo e (...) denota constantes,
funcdes e relagcdes adicionais em G. Assumimos que o cardinal de G € suficientemente
grande e A C G € conjunto pequeno de parametros, ou seja, de cardinal menor do que o

cardinal de G:

e a componente conexa de G sobre A, GY, como a intersecdo de todos os A-definiveis
subgrupos de G com indice finito em G;

e a tipo-componente conexa de G sobre A, G%°, como o menor subgrupo de indice
limitado em G (menor do que |G|), que é tipo-definivel sobre A;

e a oo-componente conexa de G sobre A, G, como o menor subgrupo de indice
limitado em G (menor do que |G|), que é unido de uma quantidade limitada de

conjuntos tipo-definiveis sobre A.

Se para cada A C G, GY = GY, entdo G existe, analogamente G* e G* existem se para
cadaA C G, GO = G80 e Gy = Gy respectivamente (ver[8]).

Em [20, 2207], Shela prova a existéncia da componente conexa G™ em teorias
NIP, para grupos abelianos e em [21, 2008] garante a existéncia da componente conexa

G% sem assumir a comutatividade em G .

Teorias sem propriedade de independéncia.
3Uma teoria é estdvel se, e somente se é simples e NIP.
4Uma classe de teorias NIP ndo estdveis.
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Neste trabalho nos interessamos por estudar estas componentes conexas, prin-
cipalmente a componente e a relagdo que a componente G tem com os tipos fortes de
Lascar, além da extensao do resultado de Shelah para grupos ndo necessariamente abelia-
nos. Tal extensdo foi obtida por Gismatullin em [8, 2011] e € a referéncia principal deste
trabalho.

Assim, nos capitulos 1 e 2 apresentamos conceitos bésicos de topologia, teoria
de grupos, grupos topoldgicos e teoria de modelos: linguagem de primeira ordem, teorias
completas, conjuntos definiveis e tipo definiveis, teorema de compacidade e saturacao.

No terceiro Capitulo, apresentamos uma descri¢do do grupo de Lascar, Galy,
munido da topologia induzida pelo espago de tipos completos S L‘(N), e consideramos
algumas propriedades, que ligam a relacdo de lascar E7 com sequéncias indiscerniveis e
os teoremas de particdo.

Finalmente, no Capitulo 4 estudamos as componentes conexas Gg,GgO e G5,
propriedades topoldgicas do quociente G/GY%, e o teorema de Gismatullin que garante a

existéncia de G™ para grupos em teorias NIP.
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Conjunto de comutadores da relagio Xg = {a~'b: E(a,b)}.



Capitulo 1
Grupos topologicos

Neste capitulo apresentamos o conceito de grupo topoldgico juntamente com
algumas propriedades bdsicas que ajudam a compreender sua estrutura. Para isso consi-
deramos primeiramente alguns conceitos e resultados elementares de topologia e da teoria

de grupos.

1.1 Espacos Topologicos

Para as demonstracdes dos resultados enunciados nesta secao e mais exemplos o

leitor pode ver [6].

Definicao 1.1 Uma topologia sobre um conjunto X é uma colecdo T de subconjuntos de

X que satisfazem as seguintes propriedades
i. 0, X e,
ii. UX;€n, onde {X;} é uma colecdo arbitrdria de elementos de <;
n

iii. ﬂ X; € T para n finito.
j=1

O conjunto X com a topologia T é chamado espaco topologico.

Definicao 1.2 Os conjuntos que pertencem a topologia T de X sdo chamados abertos de
X e se BC X é tal que X \ B é aberto, entdo B é chamado fechado. Além disso se, x € A,

para A € T, dizemos que A é uma vizinhanga de x.

Uma topologia T pode ser determinada por um subconjunto @ C T . Ou seja, podemos

obter todos os elementos de T a partir dos elementos de .

Definicao 1.3 Seja X um conjunto ndo vazio. Uma base para uma topologia sobre X é

uma colecdo § de subconjuntos de X tais que
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i. Para cada x € X, existe B €  contendo x. Isto é X = U B;
Bep
ii. Sex € BiNBy com By,B; € §, entdo existe By € o tal que x € B3 e B3 C B N B».

Os abertos da topologia T em X gerada por uma base  sdao dados pela seguinte condi¢ao:
U € um aberto de X se, paracadax € U, existe B € gptalquexc Be BCU.

Definicao 1.4 Seja T uma topologia sobre o conjunto X e Y C X. A topologia induzida Ty
sobre Y é a colegdo {Y NU : U € 1} e Y munido dessa topologia é chamado subespagco

topologico.

Exemplos

1. Seja X um conjunto ndo vazio, a colecdo T; de todos os subconjuntos de X é
chamada de fopologia discreta e a colegdo T, = {0,X} é a topologia indiscreta
ou trivial.

2. Seja X = R e T a colecdo de todos intervalos abertos de R. Temos que R € um
espaco topolégico e T € conhecida como a topologia euclidiana de R.

3. A topologia gerada pelos intervalos da forma [a,b) com a < b € R é chamada a
topologia de Sorgenfrey em R. Verifiquemos que, de fato, a colecdo dos conjuntos
dados acima € uma base para uma topologia em R. Isto €, verificar as condi¢des da
Definicdol.3.

— Dado x € R, existe o conjunto [x,x+ 1) tal que x € [x,x+1).
— Se x € BN By com By = [ay,b) e By = |aa,by), entdo ay < by e temos que
x € laz,b1) CB1NBy.

4. Sejam X e Y espacos topoldgicos, a familia B de conjuntos da forma U x V onde
U e V sdo abertos de X e Y respectivamente, € a base da topologia produto sobre
X xY.

Dado um espago topologico X e A C X, podemos associar a A os seguintes conjuntos de

manera unica.

o A°={UXi:X; CA X, et} (InteriordeA).
e A={NXi:ACX;,X —X; €1} (FechodeA).
e AA=ANX\A (Fronteirade A).

7

Na verdade, A° é o maior aberto contido em A e A € o menor fechado que contém A. Em
algumas ocasides, a fim de evitar possiveis confusdes, usamos c/(A) para denotar o fecho
de A.
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Exemplo 1.5 Considere o conjunto A = [0,1) C R. Entdo na topologia de Sorgenfrey
temos que A é um elemento da base e R\ A = (—o0,0) U[1,+e0), onde

oo

(=o,0) = (J[4,0) e [1,4+e0) = [ J [1,4).
k=1 k=2
Logo R\ A é aberto, o que implica que A é aberto e fechado nesta topologia. Assim
A° = A = A e 0A = 0. Enquanto na topologia euclidiana A° = (0,1), A = [0,1] e
0A ={0,1}.

Definicao 1.6 Um espaco topologico X é chamado um espaco Hausdorff se para cada
par de pontos x1,xp distintos, existem vizinhancas disjuntas Uy e U, de x| e xp respecti-

vamente.

Ou seja, em um espaco topolégico Hausdorff, pontos distintos s@o isolados. A
defin¢do de espaco Hausdorff tem vérias formulacdes equivalentes, o que nos dé vérios

critérios para verificar se um espaco topoldgico é ou nao Hausdorff.

Proposicao 1.7 Seja X um espaco topologico. Entdo as seguintes propriedades sdo

equivalentes:

i. X é Hausdorff;
ii. Para cada x € X, {x} é um conjunto fechado;

iii. A diagonal A= {(x,x):x € X} é fechado na topologia produto de X x X.

Demonstragdo. Ver [6, p.138].

Note que se X € um conjunto munido da topologia indiscreta, entdo X ndo pode
ser Hausdorff. Por outro lado, o conjunto dos niimeros reais R junto com a topologia
euclidiana, ¢ um exemplo de espaco Hausdorff. De fato, se x; < xp € R, entdo existe
c € Rtal que x; < ¢ < xp.Logo (x; —1,¢) e (¢,x + 1) sdo vizinhagas disjuntas de xj € x»

respectivamente.

Definicao 1.8 Sejam X e Y espacos topolégicos. Uma fungdo [ : X — Y é dita continua

se para cada subconjunto abertoV de Y, o conjunto f~' (V) é aberto em X.

Assim, a continuidade de uma fun¢do depende diretamente da topologia de seu
dominio e contradominio. Considerando Ry e R como o conjunto dos nimeros reais
com a topologia de Sorgenfrey e a topologia euclidiana respectivamente e as aplicagdes
fs Ry — Re f:R— Ry dadas pela identidade. Entdo temos que f; € continua, enquanto

f ndo é.

Teorema 1.9 Sejam X, Y espacos topolégicos e f : X — Y uma funcdo. As seguintes

afirmagoes sdo equivalentes:
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i. f é continua.
ii. Aimagem inversa de cada conjunto fechado emY é fechado em X.
iii. Para cada x € X e cada vizinhanca W de f(x) em Y, existe uma vizinhanca V de x
em X tal que f(V) CW.

iv. f(A) C f(A) para todo A C X.

v. f~Y(B) C f~Y(B) paratodoBCY.
Demonstragdo. Ver a demonstragdao em [6].
Definicao 1.10 Um espaco topolégico X é chamado compacto sempre que

X = U U, (U, aberto)
AEA

existir uma subfamilia finita {U,, ..., Uy} com

Isto €, em cada cobertura de abertos de X, existe uma subcobertura finita de X.
Teorema 1.11 Sejam X e Y espacos topolégicos.

i. Todo subconjunto compacto de um espaco Hausdorff é fechado,
ii. Todo subconjunto de um compacto é compacto se, e somente se, ¢ fechado;

iii. f:X —Y écontinua e X é compacto, entdo f(X) é compacto emY.
Ver a demonstracdo em [6, p.224].

Teorema 1.12 Sejam Y,Z espacos topolégicos e f:Y — Z tais que, Y é compacto e Z é

Hausdorff e f é continua, entdo

i. f leva fechados em fechados;

ii. Se f é uma bijecdo, entdo f é um homeomorfismo.
Ver a demonstragdo em [6, p.226].

Definicao 1.13 Um espaco topologico Y é dito conexo se ndo existem abertos disjuntos
A e Btais queY =AUB.

Definicao 1.14 Se Y é um espaco topologicoey €Y.

i. A componente conexa de y denotada por C(y) é a unido de todos os subconjuntos
conexos de Y contendo y.

ii. SeC(y)={y}paracadaycY, dizemos queY é totalmente desconexo.
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Os ndmeros reais com a topologia euclidiana € um exemplo de espaco conexo. No entanto
o subespaco topoldgico dos niimeros racionais Q C R ndo € conexo e para cada y € Q,

C(y) = {y}, Q é totalmente desconexo.

Definicdo 1.15 Seja Y um espaco topologico, Y* =Y/ ~ o conjunto das classes de

equivaléncia dadas por uma rela¢do ~ e

Y —Y/~

a+— |a]

a aplicacdo sobrejetora candnica. Entdo, definimos a topologia quociente em Y* como
sendo aquela onde A CY* é aberto (fechado) se, e somente se, T~ (A) é aberto (fechado)

emY.

1.2 Homomorfismos de Grupos
Definiciio 1.16 Sejam (Gy,*') e (Ga,%%) grupos:
i. Um homomorfismo de G| em G, é uma aplicagdo 6 : Gy — G tal que
o(x*'y) = o(x) *? o(y) para cada x,y € G,

ii. Um isomorfismo entre Gy e Gy é um homomorfismo bijetor de G| em G;. Se tal
isomorfismo existe, dizemos que Gy e Gy sdo grupos isomorfos. Denotamos isto
por G1 = G,

iii. Se 6 é um isomorfismo de G| em Gy, entdo G é um automorfismo de G1.

Caso ndo seja necessario especificar o produto do grupo (G, *), substituimos a
expressao x x y por xy a fim de simplificar a notacgao.
Sejam G um grupo, e 6 € Aut(G), onde Aut (G) denota o grupo de automorfismos

de G, entdo o conjunto dos pontos fixos de G por ¢ € denotado por

Co(c)={gc€G:0o(g) =g}

e podemos estender o conjunto dos pontos fixos de G para um subgrupo M < Aut(G) da

seguinte forma
CcM)={geG:VoeMo(g)=g}.

Na verdade C (o) e Cg(M) sdo subgrupos de G.
Se H < G étal que 6(H) = H, entdo H ¢ dito c-invariante, e se H é G-invariante

para cada 6 € M, entdo H é M-invariante.
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Exemplos

1. Sejam G um grupo e H # {e} tal que, H <G, entdo a aplicagdo

n:G—G/H
g gH

¢ um homomorfismo sobrejetor que ndo é isomorfismo, pois T(H) = eH. Mais
ainda, se 6 : G; — G2 é um homomorfismo de grupos com H; <G| e Hy <Gy,
entdo 6 dado por

C: Gl/Hl — G2/H2
g1H — o(g)H

também € um homomorfismo. Em particular se T : G — G € um automorfismo, e H
¢ um subgrupo normal de G t-invariante, entdo T € um automorfismo de G/H.

2. Seja G um grupo, entdo as aplicacOes dadas por

I, :G—G
hr—>g*1hg

para cada g € G, sdo os automorfismos internos de G. Denotamos esse conjunto por
Inn(G).
Em particular, se G = S3 temos que S3 = Inn(S3). Para mostrar isso, basta verificar

que T dado como segue € um isomorfismo

T:83 — Inn(S3)

g1
3. Sejam G, H grupos e seja

0 : H — Aut(G)
h'—>¢h

um homomorfismo. O produto cartesiano G x H munido da operacdo

(a,b) x4 (c,d) = (ap(c),bd),

possui estrutura de grupo, e é chamado o produto semidireto de G e H com respeito

a ¢, denotado por G xy H. Agora, dado um grupo N com subgrupos G e H tais que
1. GAN;
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ii. N=GH,

iii. GNH = {e}.
entdo N = G xy H . Com efeito, seja ¢ : H — Aut(G) o homomorfismo dado por
on(g) =hgh™'.Note que sex€ N ex=gh,x=g'h' parag,g’ € Ge h,i' € H, entio
g ¢ =h"'cHNG = {e}. Logo x = gh com g € G e h € H tnicos. Assim a
aplicacdo

fN—=G >4¢H
x> (g,h)

¢ bem definida e bijetora.

Por outro lado, se x; = g1h; e x; = g2hy, entdo
x1x2 = grhiga(hy ' hi)ha = 104, (g2)h1ha.
Portanto,
fxixz) = (810m,(82), mh2) = (g1,1) » (g2,h2) = f(x1) > f(x2).

e f € um isomorfismo.

1.2.1 Acoes de Grupo

Definicao 1.17 Seja X um conjunto e G um grupo. Dizemos que G age em X se existe
uma aplicagdo
p:GxX—X

(g,x) — gx

tal que

i. ex=xparatodo x € X, onde e é o elemento neutro de G;

ii. (gh)x = g(hx) paratodo g,h € G ex € X.

Esta aplicacdo é chamada agdo a esquerda de G em X. Analogamente, definimos a agdo

a direita ¥(g,x) = xgpara g € Ge x € X.
Se G € um grupo agindo em um conjunto X. Entdo

e A acdo de G em X induz a seguinte relacdo de equivaléncia: x| ~ x; se, € somente
se, existe g € G tal que gx; = x». Assim, dado x € X, sua classe de equivaléncia é

chamada drbita de x por G e € definida como sendo o conjunto

G-x={gx:g€G};
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e G,={g € G:gx=x}éum subgrupo de G denominado subgrupo de isotropia ou
estabilizador de x;

e O kernel da acdo de Gem X é

K={geG:gx=xparatodox € X} = ﬂGxCG.
xeX

Definicao 1.18 Seja ¢ uma acdo de G em X. Entdo ¢ é uma agdo

i. efetiva se K = {e};
ii. livre se Gy ={e} paratodo x € X;
iii. transitiva se para todo x,y € X, existe g € G tal que x = gy. Isto é, X é uma orbita,

X = G- xg para algum xo € X.

Quando uma acdo € livre e transitiva € chamada de acdo regular.
Cabe notar que toda agdo livre é também efetiva. No entanto a reciproca nem sempre €

verdadeira.

Exemplo 1.19 Seja G um grupo, existe uma agdo natural de Aut(G) em G dada por

0: Aut(G) x G — G
(0,8) —o(g)

Em particular, se C < Aut(G) entdo C também age em G, e a agdo é dada por 0|cx¢.

Seja G = S5 e considere a acdo de Inn(G) em G, entdo

K ={I, € Inn(G) : Vx € G I4(x) = x}
={l, € Inn(G) : Vx € g gx = xg}
={l, €Inn(G): g€ Z(G)} = {L.}

1

eG,={g€G:geg " =e}=G. Ouseja, aagio de Inn(G) em G para G = S3, é efectiva

mas ndo ¢é livre.

O seguinte lema mostra que os estabilizadores de elementos de um conjunto X em uma

mesma Orbita sdo subgrupos conjugados do grupo G.

Lema 1.20 Seja G um grupo agindo sobre um conjunto X, g€ Gex,yc X. Sey=g-x

para algum g € G, entio G, = gG.g~ .
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Demonstragdo. Sejam x,y € X tais que y = g-x para algum g € G e seja h € G,. Entdo

y=h-y
g-x=nh-(g-x)
x= (g 'hg)-x.

Assim, g7 lhg =1 € Gy, istoé h=gtg"! € gG,g7 ' e G, C gGg~ . A outra inclusio se
obtém de modo similar. OJ

Exemplo 1.21 Seja p a acdo de Gl,(R) em R" dada por

0:Gl, x R" = R"
(A, x) — Ax

O kernel é o conjunto {I,,}, onde I, é a matriz identidade de ordem n e as drbitas sdo:
Gl-0={0} e Gl-e; =R"— {0}, onde {ey,e...,e,} € a base candnica de R". Isto é,
para cada x € R" com x # 0, existe uma matriz A € Gl(n) tal que Ae; = x. Assim, o grupo
de isotropia de 0 € R" ¢ todo Gl, enquanto o grupo de isotropia de e é formado pelas

matrizes da forma
1 b

0 C

onde b € R e C € Gl(n—1) e pelo lema 1.20, dados x # 0 e A € Gl(n) tais que Aej = x,
temos Gy = AGelA_l.

1.3 Grupos Topolégicos

Os grupos topoldgicos sdo conjuntos que além de ter estrutura de grupo, tem

uma estrutura topolégica que € compativel com o produto do grupo no seguinte sentido.

Definicao 1.22 Um grupo topoldgico é uma dupla (G,) onde G é um grupo munido de

uma topologia Hausdorff 7, tal que as seguintes operagoes

p:GXxG—G i:G—G

(x,y) —> xy x—x 1

sdo continuas, considerando a topologia produto de G X G no caso de p.

Note que todo grupo com a topologia discreta € um grupo topolégico.



1.3 Grupos Topolégicos 21

Proposicao 1.23 Um grupo G munido de uma topologia é um grupo topologico se, e

somente se, a aplica¢do q: Gx G — G dada por q(g,h) =gh™' é continua.

Demonstragdo. Primeiro vamos supor que as aplicacdes i € p sdo continuas. A continui-

dade de g se tem da seguinte expressao

q(g,h) = p(g,i(h)) = po(g,h).

Onde @ € a aplicacdo continua dada por ¢(g,h) = (id(g),i(h)).
Agora, dado que

i(h) = q(evh)7

a continuidade de ¢ implica a continuidade de i € como

p(g,h) = q(g,i(h)),

temos que p também ¢é continua. 0

Seja G um grupo topoldgico, cada elemento g € G define as seguintes aplicacdes:

e Translacdo a esquerda E, : G — G dada por Eg(h) = gh;
e Translagdo a direita Dy : G — G dada por D, (h) = hg;
e Conjugacio C, : G — G dada por Cy(h) = ghg™!.

Para g,h € G temos que Eg(h) = p(g,h), Dg(h) = p(h,g) e Cg(h) = Dy-10Eg(h).

Além do mais Ego E,1(h) = DgoD,-1(h) = Cy(h) o Cy1(h) = h, para cada
g,h € G. Em consequéncia disso, se (G,T) ¢ um grupo topoldgico, entdo Eg,Dg e C,
sao0 homeomorfismos para todo g € G. Isto €, sdo aplicacdes bijetivas continuas com
inversas continuas. Isto proporciona uma condi¢do necessdria para um grupo G ser um

grupo topoldgico.

Exemplo 1.24 O grupo (R,+) munido da topologia de Sorgenfrey ndo é um grupo
topoldgico. De fato, a aplicagdo i ndo é continua pois i~ '([1,2)) = (=2,—1] e (=2,—1]

ndo é um aberto na topologia de Sorgenfrey.

1.3.1 Subgrupos Topoldgicos

Todo subgrupo de um grupo topoldgico é de novo um grupo topoldgico com a
topologia induzida. Isto €, se H < G e G é um grupo topolégico com topologia T entdo

A C H é um aberto em H se A = AN H para algum A aberto em G.

Exemplo 1.25 O conjunto das matrizes invertiveis com coeficientes em R, denotado por
Gl,(R) é um grupo topolégico considerando a topologia gerada pelos abertos dados

como segue.
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. 1/2
Be(A) =< D€ Gl,(R) : (Z ]aij—a,-j]2> <E€

=1

onde A = (a;j),D = (d;j) € Gl,(R). O subconjunto O(n) das matrizes ortogonais é um
subgrupo de Gl,(R). Além do mais, SO(n)<O0(n) < Gl(n), onde SO(n) € o conjunto das
matrizes ortogonais com determinante igual 1. De fato, sejam A = (a;j), B = (b;;),C =
(cij),D = (d;j) matrizes em Gl,(R) e

n . 1/2
d(A,B): (Zl (Zl|aij—bij|2>> .

Aj
A

Considerando

A —
Ap
onde A; é a i-ésima linha de A. Entdo podemos olhar A como elemento de R™

do seguinte modo

M,(R) — R"
A (A1, Ay).

. .o oo s 72 2 .
Assim, d(A,B) coincide com a métrica euclidiana em R"". Dai os abertos

Be(A) ={B€Gl(n):d(A,B) <&}

geram uma topologia em GI,(R).

Note que o produto

p: Gly(R) x Glu(R) — Gl (R)
(A,B) — AB

é tal que p(Ay,...,An,By,...,By) = (Cy,...,C,) com

n n n
Ci= (Z aib1, Y aubia,- -, Y aikbkn) :
= k=1

k=1 k

Ou seja, todas as entradas de C = P(AB) sdo fungdes continuas. Temos que a aplicagdo

i: GI,(R) — Gl,(R)
Ars A1

com A~! = (4;;) é continua. De fato, dado que
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_ 1 .
Al = Zam Adj(A),

temos que
1)t
E)
det(A)

det (A7)

onde A'' é a matriz de ordem n—1 que se obtem ao tirar a j-ésima linha e a i-ésima coluna
. . 2
de A. Olhando Gl, como um conjunto imerso em R'"', notamos que todos os elementos

-1

de A~ sdo funcées continuas. Dai a aplicacédo i(A) = A" € continua. Na verdade i é

diferencidavel; ver ([7]).

Lema 1.26 Seja X um espago topolégico e ¢ : X — X um homeomorfismo. Suponha que
A C X é um subconjunto invariante por ¢, isto é 0(A) C A. Entdo A e A° também sdo
invariantes. Além do mais, se 0(A) C A entdo ¢(A) C A.

Demonstragdo. Dado que ¢ € continua, temos que ¢(A) C 0(A) e, como A ¢ invariante por
0, M C A. Dai A é invariante por ¢. Para mostrar que A° é invariante por ¢, basta notar
que pela continuidade de ¢!, a imagem inversa de A° por ¢! é ¢(A°) e é um aberto
contido em A. Portanto, ¢(A°) C A°.

Por tltimo, se ¢(A) C A, temos que ¢(A) C A=Ae pela continuidade de ¢ concluimos

que 0(A) C9(A) CA O

Proposicio 1.27 Seja H um subgrupo de um grupo topoldgico G. Entdo seu fecho H

também é subgrupo de G. Além do mais, se H é normal em G, o mesmo ocorre com H.

Demonstracdo. Seja x € H, entdo xH = E,(H) = H e pelo lema 1.26 temos que E (H) C
H. Dai xy € H sempre que x € H e y € H. Ou seja Dy(H) C H para cada y € H e pela
tltima parte do lema 1.26, Dy(H) C H. Portanto xy € H sempre que x € He y € H.

Por outro lado a aplicacdo i : G — G que leva cada elemento no seu inverso € continua e
i(H) C H. Logo i(H) C H. Agora, dizer que H é normal é equivalente a dizer que H é
invariante por C, para cada g € G. Assim pelo lema 1.26, C,(H) C H para cada g € G.

Ou seja, H é normal. O

Proposicao 1.28 Seja H C G um subgrupo e suponha que H° # 0. Entdo H ¢é aberto e
fechado.

Demonstragdo. Para provar que H é aberto, mostramos que H C H°. Para isso, considere

x € H° ye€H enote que yx 'H° =E (H°) é um aberto contido em H. Na verdade

yx!
y(x"'H®) é um aberto de y contido em H, pois x~'(H°) é um aberto que contém a
identidade e. Ou sejay € H® e assim H C H°. Com isso temos que gH = E¢(H) é aberto

paracadage Ge
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C

H=||]JgH
st

De fato, se gh € H para algum h € H entdo g € H. Equivalentemente, se g ¢ H, entdo
gh € H¢ para cada h € H. Logo, H também ¢é fechado por ser o complemento de um
aberto. O

Definicao 1.29 Seja G um grupo topolégico e X um espaco topologico. Uma agdo de G

em X € continua se a aplicacdo p : G X X — X, dada por p(g,x) = gx € continua.
Se p € continua entdo as aplicagdes
Pr:G—X Pe: X =X
g gx X gx
sdo continuas por ser restricdes de p a G x {x} e {g} x X respectivamente.

Proposicao 1.30 Suponha que a acdo de G em X seja continua e que X seja espaco
Hausdorff. Entdo, qualquer subgrupo de isotropia Gy, x € X, é fechado.

Demonstragdo. Basta notar que
Gi={g€G:0(g.x) =x} =0~ {x}.
Dado que X é Hausdorff e ¢, € continua, temos que G, € fechado. 0J

Sejam G e G, grupos topoldgicos e Hy C G, H» C G, subgrupos, a aplicacdo

(1): (Gl X Gz)/(Hl ><H2) — (G]/H]) X (Gz/Hz)
(81,82)(H1 X Ha) — (g1H1,82H>)

¢ um homeomorfismo em relagdo as topologias quocientes. Isto pode ser verificado a

partir do seguinte diagrama comutativo.

G1 X G2 l—d> G1 X G2
(Gl X Gz)/(Hl X Hz) —¢> (Gl/Hl) X (GQ/Hz)

Proposicao 1.31 A ropologia quociente em G/H é Hausdorff se, e somente se, H é
fechado.
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Demonstragdo. Se G /H é Hausdorff, entdo pela Proposi¢do 2.49 o conjunto {eH } C G/H

¢ fechado. Entdo pela continuidade da aplicagdo candnica ©: G — G/H, temos que
nl(eH){xcG:e 'xcHY=H

¢ fechado em G.
Reciprocamente, suponha que H é fechado. Pela Proposicdo 2.49, G/H é Hausdorff se, e
somente se, a diagonal

A={(x,x) e G/HxG/H}

¢ fechada na topologia produto. Mas, G/H x G/H e (G x G)/(H x H) sao homeomorfos,

entdo basta mostrar que
Ay ={(x,x)(HxH):x € G}

é fechado na topologia quociente. Ou seja, mostrar que ()~ ! (A2) C G x G é fechado,
ondem; :GxG — (GxG)/(H x H) é aaplicagdo candnica.
Note que 1 (g, /) € A se, e somente se, h~'g € H. Logo Tt | (Ay) = ¢~ (H), onde

g:GxG —G

(x,y) a7y
¢ uma aplicacio continua pois G é um grupo topolégico. Assim ¢~ (H) = ﬂ:]_l(Az) é

fechado. O

Proposicao 1.32 A acdo de G em G/H ¢é continua em relagdo a topologia quociente.
Demonstragdo. Considerando o seguinte diagrama comutativo

p

GxG G

de ok

Gx(G/H) 2 —~G/H

onde p(x,y) =xy e ¢ : Gx G/H — G/H ¢é a aplicagdo que define a acdo de G em
G/H, temos que se A C G/H é um aberto, entio (pom)~!(A) é um aberto de G x G.
Dai (id x )~ (¢"'(A)) é um aberto de G x G. Ou seja ¢~ ' (A) é um aberto de G x G/H. O]



Capitulo 2

Teoria de Modelos

Estrutura

Todos os matemadticos estudam alguma classe de estruturas, suas propriedades e a
relacdo que pode existir entre tais estruturas. Intuitivamente, uma estrutura ¢ um conjunto
com alguns elementos destacados, fungdes e relagdes entre os elementos do conjunto.
Estes fatores determinam uma classe de conjuntos e sdo armazenados em uma assinatura.
Isto €, podemos classificar os conjuntos com sua estrutura correspondente associada
a uma assinatura. Neste capitulo introduzimos formalmente estes conceitos, além de
propriedades e resultados da Teoria de Modelos, como o Teorema da Compacidade e
apresentamos algumas demonstracdes importantes que utilizamos nos capitulos trés e
quatro deste trabalho. Para uma apresentacdo mais detalhada sobre os assuntos discutidos

aqui, sugerimos ao leitor ver [14], [12] e [22].

2.1 Estruturas e Linguagens

Definicao 2.1 Uma assinatura L é dada pelos seguintes elementos

i) uma cole¢do F de simbolos de funcoes e um inteiro positivo ny para cada f € F.
ii) uma colegcdo R_de simbolos de relacdes e um inteiro positivo ng para cada R € K.

iii) um conjunto de elementos distinguiveis ou constantes (.

Onde ny e ng sdo o niimero de argumentos de f e R respectivamente. Dizemos que [ é

ng-dria e R ng-dria.

Em uma assinatura £, ndo necessariamente todas as cole¢des F, R, C sdo diferentes de

vazio.

Exemplo 2.2 Abaixo apresentamos alguns exemplos de assinaturas.
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1. Assinatura de grupos L, = {*,e}, onde e é um elemento distinguivel e % é uma
fungdo bindria.

2. Assinatura de anéis L, = {+,-,0,1}, onde 0,1 sdo elementos distinguiveis e +, -
sdo simbolos de fungées bindrias.

3. Assinatura de anéis ordenados L, = L, U{<}, onde < é um simbolo de rela¢do

bindria.

Se M € um conjunto que admite uma interpretacao para cada simbolo ® € L, denotamos
essa interpretagio por ®". Ou seja, se consideramos os grupos (R —{0},-) e (Z,+),
entio eR:=1, xR :=. ¢Z:=0 e xZ:= +.

Definicao 2.3 Uma L-estrutura M é dada por

i. um conjunto M chamado universo, ou conjunto subjacente, de M ;
ii. uma funcdo fM :M"f — M para cada f € F;
iii. um conjunto RM C pMmw paracada R € R;

iv. um conjunto de elementos M e M para c € C.

M e N denotam o conjunto subjacente das estruturas M e N respectivamente.
Usamos a notac¢ao RM(al .- ,0n,) para dizer que (ay,...,ay,) € RM e, sempre

que M estiver clara a partir do contexto, escrevemos simplesmente R(ay, ..., dyg).
Exemplo 2.4 Segue alguns exemplos de Lq-estruturas.

1. My com o conjunto subjacente Q, onde eQ:=1exQ .= -
2. M com o conjunto subjacente 7, interpretando ¢ =0 e % := +;

3. Mz com o conjunto subjacente Z, interpretando e =1 e % := ..

Observe que (Z,-) ndo é um grupo, no entanto é uma L, estrutura.

Agora, se temos assinaturas £ e £/ tais que L C £/ e M é uma L'-estrutura, M é também

uma L estrutura. Isto induz a seguinte defini¢ao.

Defini¢cdo 2.5 Sejam L C L' assinaturas e M e M’ respectivas L e L' estruturas.
Suponha que M e M' possuem o mesmo conjunto subjacente e que a interpretacio dos
simbolos de L é igual em cada uma delas, entdo M' é uma expansdo de M a L' e M
é uma reducdo de M' a L. A reducdo de M' a L é denotada por M'|,, e se A C M,

denotamos por L(A) a assinatura obtida ao adicionar simbolos constantes para cada

elemento a € A.

Seja M uma L-estrutura e A C M, entdo M possui uma expansio natural M’ a
L(A) onde cada a € A representa um elemento constante (ou distinguivel), interpretado

pelo valor correspondente em A.
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Linguagem

Uma assinatura £ pode possuir distintas interpretacdes. Isto €, vérias L-
estruturas diferentes e para descrever e classificar tais estruturas é preciso estabelecer
uma linguaguem ou alfabeto que permita expressar propriedades das estruturas e de seus

elementos. O alfabeto, ou linguagem, € constituido por

e um conjunto enumerdvel de simbolos de varidaveis x,y,vg,v,...;
e parénteses (,) ;
e simbolosem L;

e simbolos l6gicos:

“l‘gual”
— Ecn&‘09?

66 9

e

(3 2

A
V ou
YV “Paratodo elemento”
=

“Existe um elemento”

Seja M uma L-estrutura e a = (ao,ay,...) uma sequéncia de elementos de M, dizemos
que a ¢ uma upla de M, e se a tem comprimento finito n, dizemos que @ é uma n-upla de

M. Analogamente, v = (vg,Vv1,...) € uma upla de varidveis.

Observacao 2.6 Dado que cada linguaguem estd associado a uma assinatura L, abu-
sando da notagdo, usamos L para denotar tanto a assinatura como a linguaguem asso-

ciada a L.

Definicio 2.7 O conjunto de L-termos é o menor conjunto de cadeias de simbolos

definidas como segue:

i. todo simbolo de varidvel v € L é um L-termo;
ii. todo simbolo de constante ¢ € L é um L-termo,
iii. se ty,tr,...t, sdo termos e f é um simbolo de uma fung¢do n-dria de L, entdo

f(ti,t2,...1,) é um L-termo.

Os termos sdo as expressOes basicas e a partir delas, dos simbolos de relacdo e dos

simbolos 16gicos listados acima, obtemos cadeias de simbolos mais complexas.

Definicao 2.8 As L-formulas atomicas de L sdo cadeias de simbolos definidas como

segue:

i. ses et sdotermos, s =1t ¢éuma formula atomica;
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ii. se R é um simbolo de relacdo n-dria de L e t,t,...t, sdo termos, entdo

R(t1,t2,...,t,) € uma férmula atomica.
O conjunto de L-formulas é o menor conjunto ‘W contendo as férmulas atémicas tal que

i. se 0 € W entdo - € W;
ii. sed, ¥ € W, entdo (QAY) € We(dOVVYy)e W,
iii. se ) € W evéum simbolo de varidvel, entdo (Ivh) € W e (Yvd) € W.

Observacao 2.9 Note que se W é um conjunto de formulas contendo as formulas atomi-

cas, para mostrar que W = W é suficiente verificar

i. se 0 € W entdo - € W;
ii. se 0,y € W, entdo (QAY) e W ;

iii. se 9 € W evéum simbolo de varidvel, entdo (Ivd) € W.
pois OV Y= 2(=0 A—y) e W(0(v)) := = (Iv=6(v))

Para simplificar a escrita, usamos as seguintes abreviaturas:

0=y para (=) Vy;
0y para (60— W) A(W—0);

N para i AG2A ... 0u;
i=1
\ 0 para 01V§2V... 0
i=1

Neste trabalho as formulas sdo cadeias de simbolos que usam A e V para ligar
apenas um ndmero finito de expressdes que envolvem um numero finito de quantifica-
dores. Ou seja férmulas finitas. Esse tipo de linguaguem € denominada Linguagem de
primeira ordem.

Dada uma assinatura £ definimos a cardinalidade da linguagem associada a £ como
sendo o cardinal do conjunto de L-férmulas, |£|. Se A é um conjunto de constantes,
|L(A)| = |L]|+|A]. Ouseja |L(A)| = max{|L]|,|A|}, (ver A.18).

Exemplo 2.10 As seguintes sao L,-formulas

1. vi<O Vv >0
2. Inm(va-va=vy);
3. Vv (v1 =0V E|V2(V2'V1 = 1))
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Note que (1) e (2) sdo propriedades de elementos em alguma L,,-estrutura que
podem ser verdadeiras para alguns elementos e falsas para outros. Em (Z,+,-,<,0,1),
(2) é falsa para vi = 3 e verdadeira para vi = 4. Enquanto (3) é sempre verdadeira ou
sempre falsa na estrutura.

Se uma varidvel estd sob a influéncia de um quantificador universal ou existen-
cial, como v, em (2) do exemplo 2.10, a varidvel é dita ligada. De outra maneira dizemos
que a variavel ocorre livremente. Uma férmula sem varidveis livre é chamada de sentenca.
Assim, no exemplo 2.10 vy é ligada em (3), livre em (1) e a férmula (3) € uma sentenca.

Seja M uma L-estrutura. Uma interpretagdo das varidveis em M é uma aplica-
¢do que designa a cada varidvel v um elemento de M. Assim, se ¢ € um termo com variaveis
7= (v1,...,vs), entdo na interpretacio de ¥ como 4, ¢ é denotado por t* (). Logo se ¢
¢ uma L-férmula nas varidveis v, a interpretacao ¢M (@) € um enunciado que pode ser

verdadeiro ou falso. Se for verdadeiro dizemos que a satisfaz ¢ em M e denotamos

M = o(a).
Caso contrério denotamos M = ¢(a) ou M = —0(a).

2.1.1 Homomorfismos de Estruturas

Agora, estamos interessados em aplicagdes entre estruturas que preservam as
propriedades dos simbolos da linguagem correspondente. No caso dos grupos, os homo-
morfismos e em particular os isomorfismos e automorfismos, satisfazem esta condi¢cdo. A

seguir, estendemos esses conceitos para estruturas em geral.

Definicao 2.11 Sejam M, N L-estruturas e a uma n-upla de elementos de M com n € N.
Uma func¢do 6 : M — N entre os conjuntos subjacentes de M e N, é um homomorfismo

se

L. G(CM ) = N para cada constante ¢ de L;
ii. o(fM(a)) = fN(o(a)) para cada simbolo de funcdo n-dria f de L;

1)
iii. Se R™ (), entdo RN(6(a)) para cada simbolo de rela¢do n-dria R de L. Ou seja
o(RM) C RN

Definicao 2.12 Sejam M , N L-estruturas e a uma n-upla de elementos de M com n € N.
Uma fungdo 6 : M — N é uma L-imersdo se € injetiva, satisfaz (i) e (ii) como na defini¢do

acima e:

iii’. a € RM se, e somente se, c(a) € RN para cada simbolo R de rela¢do n-dria de L

(6(RM) = RN,

Se M C N e a fungdo inclusdo é uma imersdo, dizemos que M é uma subestrutura de N\

ou que N é uma extensdo de M.
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Exemplo 2.13 Seja L, e : Z — R a aplicagdo dada por 1(x) = €*. Note que (0) = 1,
Nx+y) =n(x) -N(y). Logo M é uma Lg-imersdo de (Z,+,0) em (R, -, 1).

Observacao 2.14 Pode-se demonstrar que se M e N sdo L-estruturas e M é uma

subestrutura de N entdo

M = §(V) se, e somente se, N = 0(V),

para toda formula atdmica ¢ nas varidveis v = (vi,...,vy). Ver detalhes em [14, p. 11].

Definicao 2.15

i. Um isomorfismo entre L-estruturas, M e N é uma imersdo bijetora de M em N.
Assim, se existe tal isomorfismo dizemos que M e N sdo estruturas isomorfas.

ii. Se G éum isomorfismo de M em M dizemos que G é um automorfismo de M.

O conjunto de automorfismos de uma L-estrutura M, é denotado por Aut (M),
igual a nota¢@o usada para automorfismos de grupos. Porém, o simbolo Aut(M /A) para

A C M tem uma interpretacdo diferente a usada para automorfismos de grupos:
Aut(M/A) ={f € Aut(M) :Ya € A, f(a) = a}.
Dizemos que B C M é A-invariante se B é Aut (M /A)-invariante no sentido usual.

Definicdo 2.16 Uma L-imersdo f: M — N é elementar se para todo a € M" e toda

formula §(v) se tem que

M = 0(a) se, e somente se, N = 0(f(a)).

Se M é uma subestrutura de N e a fungdo inclusdo de M em N é elementar, entdo
dizemos que M é uma subestrutura elementar de N ou que N é uma extensdo elementar

de M e denotamos por M < N.

Observe que ao contrdrio das expansdes, nas extensdes elementares a lingua-

guem nao muda, no entanto o conjunto subjacente original pode aumentar.

Definicdo 2.17 Sejam M, N L-estruturas. Dizemos que M e N sdo elementarmente

equivalentes se para toda L-sentenca
M = O se, e somente se, N |= 0.

Proposicio 2.18 Se M e N sdo L-estruturas isomorfas, entdo sdo elementarmente

equivalentes.



2.1 Estruturas e Linguagens 32

Ou seja, se j: M — A é um isomorfismo, entdo

M = d(ay,...,a,) se, e somente se, N = ¢(j(ar),...,j(an)).

para cada L-férmula ¢. A demonstracdo pode ser vista em [14, p.13].

Lema 2.19 Seja I uma ordem linear (ver apéndice A.2) e (M; : i € I) uma cadeia de
L-estruturas onde M; < M; para cada i < j. Entdo
af = o,
iel
é uma extensdo elementar de cada M;, onde o conjunto subjacente de M é M = U;c M;

Demonstragdo. Queremos mostrar que
M = ¢(V) se, e somente se, M; = §(V), (2-1)

para cada i € I e cada L-férmula ¢. Seja W o conjunto de todas as L-férmulas que satis-
fazem 2-1. Vamos mostrar que W é o conjunto de todas as L£-férmulas. Pela observacio
2.14 temos que todas as L-férmulas atdmicas estdo contidas em W, e se 0,y € W, entdo
-dcW e drQEW.

Por outro lado, para a férmula 3v ¢(v) temos que se M; = IV ¢(V) entdo
M = Tv 0(¥) porque M; C M. Reciprocamente, se M = Iv (V) entdo existe b € M

tal que M = ¢(b). Como M = UMi’ temos que b € M; para algum j € I. Se j < i,
icl

entdo b € M; e obtemos o resultado. Se i < j, M; |= 3V ¢(V) e como M; < M temos que

M; |= 39 ¢(¥). Pela observagio 2.9, temos que W contém todas as L-férmulas. O

Definicao 2.20 Seja M uma L-estrutura. O diagrama elementar de M, denotado por
Diag.; (M) é o conjunto dado por

{0(my,...,my): M = d(my,...,my),0 uma L-féormula } com m; € M.
Ou seja, o diagrama elementar de M € o conjunto de enunciados verdadeiros em M .

Lema 2.21 Seja M uma L-estrutura com conjunto subjacente M e seja N uma L(M)-

estrutura tal que N |= Diag.; (M), entdo existe uma imersdo elementar de M em N\.

Demonstragdo. Seja j: M — N ainterpretacao dos elementos de M em N. Vamos verificar
que j € uma imersao elementar. Se m,my € M sao tais que m| # my, entdo a férmula dada
por m; # my pertence a Diag,; e N = j(m;) # j(m;). De onde temos que j € injetiva.

Se f é um simbolo de funcdo de L, entdo para mqg,my,...,m, € M tais que

f(my,...,mp) = mo € Diage temos que N |= f(j(m1),...,j(mn)) = j(mo). Ou seja,

J(flmu,.omn)) = f(i(m),. o, jOma)).
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Se R é um simbolo de relacdo e RM(ml,...,mn), entdo R(my,...,m,) € Diag, (M) e
RN(j(my),...,j(my)). Reciprocamente, se RN(j(m1), ..., j(my)) e ~RM (my,...,my) €
Diag.;(M), temos que ~R™(j(my), ..., j(m,)). O que é uma contradi¢do.

Concluimos que A é uma extensdo elementar de M. 0

2.2 Conjuntos definiveis

Definicdo 2.22 Seja M uma L-estrutura. Um conjunto X C M" é A-definivel ou definivel
sobre A se, e somente se, existe uma formula ¢(vi,...,vy,wi,...,wy,) e uma upla a =

(ay,...,an) de elementos em A tal que
X = {(bl,...,bn) M }:(])(bl,...,bn,al,...,am)}

A é chamado conjunto de parametros.

Denotamos por ¢(M) o conjunto de elementos ¢ € M tais que M = ¢(c).
Cabe notar que se um subconjunto B de uma estrutura M € tal que

B={b:MEON...\N0,},

entdo B € definido pela férmula 0 dada por 01 A ... AB,. Podemos estender o conceito
de definibilidade para conjuntos definidos por uma quantidade enumerdvel de férmulas.
Nesse caso, ndo temos uma féormula como conjun¢do de todas as férmulas pois a lingua-
gem que consideramos € de primeira ordem. Estes conjuntos sdo definidos formalmente

na secdo 3.4.

Exemplo 2.23 /15, p.17] Considere o corpo dos niimeros reais e seja ¢(v,\/2) :=v >

V2. Entdo identificando o conjunto subjacente R com a estrutura (R,+,-,0,1) temos que
Xi={v:REo(»v2)}

é um conjunto definivel em R com parametro \/2. Na verdade, é O-definivel. Basta notar
que X1 = 0(v), onde
o(v):=(v-v>1+1)Av>0

é uma formula sem pardametros.

Definicao 2.24 Dada R uma relagcdo n-dria numa L-estrutura M, R C M". Dizemos que
R é definivel sobre A C M se, existem uma L(A)-férmula ¢ e a € A" tais que

R(?) ¢ 0(G,a).
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Exemplo 2.25 Considerando a linguagem dos anéis ordenados L, e a formula
0(x,y) =32z £ 0Ny =x+7°)
temos que x <y se, e somente se, M |= 0(x,y). Ou seja a relagdo < é 0-definivel.

Observacao 2.26 Note que as formulas atomicas na linguaguem dos anéis L, sdo da
forma p(vi,...,vy) =0, onde p é um polinémio nas varidveis vy, ...,v, e os coeficientes
sdo somas e produtos finitos de 0 e 1. Se K é um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero e O(v,a) é uma L(A)-formula coma € A”, AC K er € N, entdo existem

polinémios py,...,pn,q1---qm € Q[x] tais que
n m
K = ¢(c,a)se, e somente se, K = (/\ pi(c) =0A N qi(c) # 0)
i=1 i=1

(Ver demonstracdo em [14, p.85]). Isto é, se B C K é um conjunto A-definivel, existem

polindémios pi,...,pn,q1 -..qm € Qx] tais que
n m
B= {CEK: /\pi(c) =0A /\qi(c) #O}
i=1 i=1
Proposiciao 2.27 Seja M uma L-estrutura e X C M"™ um subconjunto A-definivel. Se

f€Aut(M/A), entdo f(X) = X. Ou seja, todo subconjunto A-definivel é A-invariante.

Demonstracdo. Seja @(v,a) uma férmula com pardmetros em A tal que

X ={b: M E o(b,a)}.

Como f € um isomorfismo, temos que

M = 0(b,a) = M = o(f(b), f(a)).

Dai, f(b) € X para cada b € X ( X C f(X)). Similarmente f~!(X) C X e obtemos
X C f(X). O

Seja M uma estrutura tal que o conjunto subjacente € particionado em conjuntos
disjuntos {N; : s € S} onde, para cada simbolo de rela¢@o n-dria R, existem sy, ..., s, tais
que RM C Ng, X ... x N, e para cada simbolo de fun¢do n-dria f, existem sy, ..., s, tais
que f: Ny, X ... x N, — Ny,. Entdo os conjuntos N sdo chamados sortes de M, e M uma

estrutura de S-sortida.

Exemplo 2.28 Seja N = (G,X,+) a estrutura com conjunto subjacente GUX, onde G é

um grupo e X é um conjunto tal que sua assinatura inclui os simbolos de Lq, e um simbolo
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de funcdo * tal que ¥ : G x X — X é uma acdo de G em X. Entdo N é uma estrutura

2-sortida.

Definicio 2.29 Seja M uma L-estrutura e
S = {Sg : E é uma relacdo de equivaléncia n-dria 0-definivel }

Entdo M1 é a estrutura onde cada Ns, é interpretado como o conjunto de classes de

equivaléncias geradas pela relagdo E. Ou seja, Ns,, € interpretado como M" /E.

Note que M" = M" /E onde E ¢ a relagd@o de equivaléncia dada pela igualdade.
Assim a estrutura M estd contida em M7 e cada simbolo de fungdo e relacdo em L
pertence a L., € dizemos que M € o sorte que possui a estrutura original.

A linguagem de uma estrutura MY contém a linguaguem de cada sorte. As
varidveis vj),..., v} e as constantes ¢, de cada sorte Ny sdo termos de M“?. Se f é um

simbolo de fungao tal que
f i Ns, X Ng, X ... X Ny, — Ny,

e cada #; € um termo no respectivo sorte Ny, entdo f(fq,...,t,) € um termo no sorte Ny, .

Assim as férmulas em uma estrutura M ¢4 sdo expressdes dadas como segue

e 1| =1, onde ] € tp S840 termos no MeSMO Sorte.

e R(ty,...,t,) onde R é um simbolo de relacdo tal que RM* C Ng, X Ng, X ... XN, e

cada t; € um termo do sorte Nj;.

e Se ¢(x) é uma férmula em M9, entdo Ix ¢(x) também € uma férmula.

Na estrutura N do exemplo 2.28, temos que ¢(x) := Jg(gx = ¢) é uma férmula
em G e portanto uma férmula em N, mas ndo € uma férmula em X porque nao temos uma
interpretacdo para ”e” nem para o produto gx em X. Enquanto que ¢(g) :=Vx € X gxx=x
¢ uma férmula em N mas ndo em G nem em X.

Para obter mais informagdes e exemplos de estruturas sortidas, o leitor pode

consultar [14, p. 28] e [22, p.5,12].

2.3 Teorias

Dada uma linguagem £, uma L-teoria T é um conjunto de L-sentencgas.

Definicdo 2.30 Uma L-estrutura M é um modelo de uma teoria T, em simbolos M =T
se M |= 0 para cada sentenca ¢ de T. Uma sentenca ¢ é uma consequéncia logica de T,
se e somente se, M |= ¢ para cada modelo M de T. Em simbolos T |= 0.
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Uma teoria pode conter L-sentencas contraditérias € nesse caso ndo possuir
nenhum modelo. Se T € uma teoria que possui algum modelo, dizemos que € satisfativel.
Assim, temos um critério para agrupar as estruturas em classes segundo as teorias que
satisfacam. Usualmente, as sentencas de uma teoria T que determinam uma classe de
estruturas s@o conhecidas como axiomas da classe. Por exemplo, o conjunto de sentencas
que axiomatiza a classe dos grupos € chamado a teoria dos grupos.

Seja M uma L-estrutura, entdo M é um modelo da teoria Th(M ) formada por
todas a sentencas verdadeiras em M. Note que Th(M) C Diage. (M) e se N é uma L
estrutura tal que Th(N)) = Th(M ), entdo M e A sdo elementarmente equivalentes.

Exemplo 2.31 Seja L, = {x,e}. A classe dos grupos é axiomatizada por:

o Yvi(exvy =vi*xe=vy);
o Vv Vvs(vy * (o xv3) = (vy % v2) *v3);
o Ywidvy(vikvy =vpxv) =e).

Se acrescentamos a seguinte sentenga, obtemos a axiomatizagdo dos grupos abelianos.
o VvV (vi*kvy = vy *v1).

Exemplo 2.32 Seja L, = {+,-,0, 1}. Os axiomas da classe dos anéis sdo as sentengas do
exemplo 2.31 para grupos abelianos interpretando e como 0 e x como + e, as seguintes

sentengas.

e Yi(vi-0=0);

o YviVwmaVv3(vi-(va-v3) = (vi-v2)-v3);

e Wi(l-vi=vi-1=v));

o YV Vv3(v - (va+v3) = ((vi-v2) + (vi-v3));
o VviVwmaVv3((vi+v2) vy = ((v1-v3)+ (va-13)).

Acrescentando as sentencas abaixo obtemos os axiomas da teoria dos corpos Tc.

[} VV1VVQ(V1 V) = V2~V1),'
o Ywi(vi 0 — Jna(vi-va =1)).

Finalmente, acrescentando a seguinte sentenca obtemos os axiomas para os corpos

algebricamente fechados.

n—1
o YyoVvy---Vy,dx | X"+ Z vixt =0
i=0

A teoria dos corpos algebricamente fechados é denotada por ACF.
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A notacdo T F ¢ indica que existe uma prova de ¢ a partir das sentencas de T. Isto
¢, existe uma sequéncia finita ordenada de férmulas @, tais que se ¢ € o, entdao ¢ € T ou
¢ se segue das formulas anteriores por regras l6gicas. Na classe dos grupos por exemplo
a férmula

Yi(Vva viva =) = vp =e,
indica a unicidade do elemento neutro e é consequéncia dos axiomas de grupo.

Definicao 2.33 Uma L-teoria é inconsistente se T = (O N\ —0) para alguma sentenca
0. Caso contrdrio T é consistente. Isto é, T é consistente se, ndo é possivel deduzir

formalmente uma contradicdo a partir de T.

Teorema 2.34 (Teorema de Completude) Seja T uma L-teoria de primera ordem e ¢

uma L-sentenga, entdo T |= ¢ se, e somente se, T |- §.
Demonstragdo.(Ver [4, p.67])
Corolario 2.35 Uma L-teoria T é consistente se, e somente se, é satisfativel

Demonstragdo. Se T nao for satisfativel, o conjunto K de modelos de T € vazio. Logo
para ¢ € T, podemos definir K como sendo o conjunto de L-estruturas M tais que M =
(0 A—0). Ou seja, T |= (¢ A —d) e pelo teorema 2.34, T + (¢ A =) e T é inconsistente.
Para mostrar a volta basta notar que se T € inconsistente, entdo nao possui nenhum modelo

e portanto nao € satisfativel. 0

Teorema 2.36 (Teorema de Compacidade) Seja T uma L-teoria. Todo subconjunto fi-

nito de T é satisfativel se, e somente se, T também o é.

Demonstragdo. Se T nao for satisfativel, entdo pelo coroldrio 2.35 T € inconsistente. Ou

seja T = (6 A —¢) e como na prova usamos finitas férmulas que se seguem de sentengas

em T, entdo ha um subconjunto finito de T que € inconsistente e portanto insatisfativel.
Por outro lado, € claro que se T € satisfativel, existe um modelo M = ¢ para toda

0 € T e portanto, todo subconjunto finito € satisfativel. 0J

Definicao 2.37 Uma L-teoria T é completa se, para toda L-sentenga ¢,

TEoouT =—0.
Observacao 2.38 Seja T uma L-teoria. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes

i. T écompleta.
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ii. Quaisquer dois modelos de T sdo elementarmente equivalentes.

De fato, seja M =T e ¢ uma L-sentenca, entdo M = ¢ ou M |= —d. Como todos os
modelos de T sdo elementarmente equivalentes dois a dois temos que T |= ¢ ou T |= —0
e portanto T é completa. Agora, suponha que T é uma teoria completa e que M, N
sdo modelos de T. Se M e N ndo sdo elementarmente equivalentes, entdo existe uma
L-sentenga ¢ tal que M = ¢ e N |= 6 e como T é completa d € T ou —¢ € T. Em todo
caso temos uma contradicdo. De fato, se ¢ € T, entdo N = (O N\ =) e se =0 € T, temos

que M [= (9 N\ —0).

Exemplo 2.39 A teoria Tc dos corpos ndo é completa. De fato, seja p um niimero primo
e ¥, a sentenga dada por
Vx(x+x+...+x=0),
p vezes
Y, nem =\, sdo consequéncias da teoria Tc. Temos que o corpo dos niimeros racionais Q

e o corpo dado pelos inteiros modulo 5, denotado por Fs sdo modelos ndo elementarmente

equivalentes de Tc pois Fs |= s e Q = —ys.

2.4 Tipos

Nesta sec@o apresentamos varios resultados sobre tipos e extensdes de modelos,
baseados em [14]. Incluimos vérias demonstragdes, a fim de ilustrar o uso do Teorema
de Compacidade 2.36 para construir modelos, pois é uma estratégia que nos ajudard a
resolver algumas questdes importantes dos préximos capitulos.

Suponha que M é uma L-estrutura e A C M. Seja L(A) a linguagem obtida ao
adicionar simbolos constantes para todos os elementos de A e Thy(M) o conjunto de
todas as £(A)-sentengas verdadeiras em M . Note que as L(A) férmulas podem ser vistas

como L-férmulas com parimetros em A e que M é uma L(A)-estrutura.

Definicdo 2.40 Um n-tipo p sobre A é um conjunto de L(A)-formulas em varidveis livres
X13X2, - -y X tal que pUTha(M) é consistente. Um n-tipo completo p sobre A é um tipo

maximal. Isto é, p é um n-tipo sobre A tal que para toda L(A)-formula 0(X), temos que

0(X) € p ou ~0(X) € p.

Denotamos por S,(A) o conjunto de todos os n-tipos completos sobre A e se
p € Sy(A), com B C A, denotamos por p|p o conjunto {¢ € p: ¢ € L(B)}.

Exemplo 2.41 Seja M = (Q, <) a L = {<}-estrutura com os niimeros racionais como
conjunto subjacente, < a ordem estrita em Q e A o conjunto dos niimeros inteiros.

Consideremos os seguintes conjuntos de L(A)-formulas.
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e p(v)={v>1v>2v>3 ...}
o q(v) ={0(v) € L(A) : M |=¢(1/2)}.

Seja A um subconjunto finito de p(v) UTha(M) entdo A é a unido de um subconjunto

finito de Thy(M), com um conjunto do tipo
{v>ki,v>ka,...,v>kg},

onde kg € A e s é um inteiro positivo. Assim, existe x € Q tal que x > k; paratodoi=1,...s,
e A ¢ satisfativel. Logo pelo Teorema da Compacidade 2.36 e pelo coroldrio 2.35 temos
que pUTha(M) é consistente. Portanto p é um 1-tipo sobre A.

No segundo caso q é o conjunto de todas as L(A)-férmulas que 1/2 fatisfaz. Ou seja,
q contém todas as propriedades de 1/2 e como M = ¢(1/2) entdo q(v) UTha(M) é

satisfativel. Neste caso é satisfativel no proprio M. Além disso, se y(x) € L(A) temos

M= y(1/2) ou M = —y(1/2)

Isto é, y € q(v) ou ~y € q(v). Portanto q é um 1-tipo completo sobre A.

Podemos generalizar o segundo caso do exemplo 2.41 para estruturas arbitrarias

da seguinte forma: Seja M uma L-estrutura, AC M e a= (ay,...,a,) € M", entdo

tp™(@/A) = {0(v1,...,va) € L(A) : M = 0(a)}

é um n-tipo completo. Se A = 0 usamos a notagdo 1p™ (a) e em geral tp(a/A) quando

ndo € necessdrio especificar que a € M".

Definiciio 2.42 Se p é um n-tipo sobre A, dizemos que a realiza p se M |= §(a) para toda
O € p. Se nenhum a € M" realiza p em M, entdo M omite p.

No exemplo 2.41 p(v) ndo é realizado em M = (Q, <), enquanto 1/2 realiza g(v).

Observacao 2.43 Note que se p e q sdo tipos completos tais que p C q, entdo p = q.
Caso contrdrio, existe @ tal que @ € g e ¢ & p, logo —@ € p C q. Isto leva a contradigdo

(ON—0) € q.

Proposicio 2.44 Seja M uma L-estrutura, A C M e p um n-tipo sobre A. Existe uma

extensdo elementar N de M tal que p é relizado em N..

Demonstragdo. Seja I’ = {0(c1,...,¢c,) 1 & € p} U Diag, (M), sendo cy,...,c, novas
constantes. Primeiro vamos mostrar que I" € satisfativel. Para isso, seja A um subconjunto
finito de I e, sem perda de generalidade, suponha que A € uma férmula ¢ A Wy, onde

¢(¢,a) € p,ac Aewy € Diag,(M). Assim, podemos exprimir A como
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(1)(6’1, . ,Cn,(i) /\\|I(c7,b1,. .. ,bs)
onde g e @ sdo uplas finitas de elementos de A e by, ...,bs € M \ A. Olhando y como uma
L(A)-férmula, temos que
Iw y(a,w)

¢ uma sentenga verdadeira em M e como p é um tipo de M sobre A, existe um modelo

Ao tal que Np = pUThs(M). Logo
A6 = 37 0(7,2) A I (@, )

e \o |= 0(d,a) Ay(a,é) e tendo d como as constantes ¢, segue que A € satisfativel e pelo
Teorema de Compacidade 2.36, temos que I é satisfativel.

Seja AL um modelo de I'. Como A = Diag.;(M), a aplicagdo inclusdo de M
em N é elementar. Assim M < A e, sendo d € N\ a interpretacio de ¢ em N/, d é a
realiza¢do de p em A sobre A. 0

Definicio 2.45 Se M e N sdo L-estruturas e B C M, entdo f : B— N é uma aplicacdo

parcialmente elementar se, e somente se,

M ):q)(bl?"‘?bﬂ) <:>N ):q)(f(bl)??f(bn))a

para toda L-férmula ¢ e toda sequéncia finita b de B.

Lema 2.46 Sejam M e N L-estrutura, AC M e f : A — N uma aplica¢do parcialmente
elementar. Se b € M\ A, entdo existe uma extensdo elementar Nj de N e g: AU{b} — Nj,

uma extensdo de f parcialmente elementar.

Demonstragdo. Seja

C={0(v,f(ai),....f(an)) : M = d(b,ay,...,an), ai,...,a, € A}UDiag.;(N).

Para provar o lema, basta mostrar que I" € satisfativel. De fato, se existe uma L estrutura
A} e um elemento ¢ € A tal que A =T, entdo A é uma extensdo elementar de A/ pois
A1 | Diag.; ( ver lema 2.21).

Por outro lado, a aplicacdo g dada por

g AUDY = A6
a— f(a)

b—c
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¢ parcialmente elementar. Com efeito, sejam aj,...,a,+1 € AU{b}. No caso em que
a; € A, temos que g = f e o resultado segue. Suponha sem perda de generalidade que
a; =b>b.

Temos que M = (b,ay,...,a,) implica que ¢(v,g(ay),...,g(a,)) € I'. Logo

9\6 ): ¢(g(b)7g(al)a"'7g(an))'

Reciprocamente

N = 0(g(b),8(a1)..,g(an)) = M (= 0(b,a1,...,an).

Caso contrdrio M = y(b,ay,...,a,), onde y é a negacdo de ¢(b,ay,...,a,) e, usando o
mesmo argumento acima, obtemos A) = w(g(b),g(a1),...,g(an)), 0 que é uma contra-
dicao.

Agora, pelo Teorema de Compacidade 2.36, para provar que I' € satisfativel, é
suficiente mostrar que todo subconjunto finito de I" € satisfativel.

Seja A um subconjunto finito de I'. Sem perda de generalidade, vamos supor A

como sendo uma férmula ¢(v, f(ay), f(a,)) tal que

M = o(b,ay,...,a).

Entdo M = Iv(d(v,ay,...,a,)) e como f é uma aplicagdo parcialmente elementar, temos
que A= 3 0(v f(a1), .., /(). Logo N = 0(d, f(ar)...., f(an)) paraalgum d € N e
portanto A é satisfativel. O

Corolario 2.47 Sejam M e N L-estruturas, BC M e f : B— N uma aplica¢do elemen-

tar. Existe uma extensdo elementar N de N e g : M — N' uma imerséo elementar.

Demonstragdo. Sejam ¥ = |[M|, {aq : & < x} uma enumeragdo de M (Note que M
ndo necessariamente ¢ um conjunto enumeravel pois Kk é um cardinal infinito qualquer)
e By = B, go = f. Construimos uma sequéncia de modelos {Ag} tais que A; < Ajj
sempre que i < j < K € uma sequéncia de subconjuntos By = {aB : B < a}. Usando
inducao transfinita, ( Ver apéndice A.11) temos que para todo o < K existe uma aplicagdo

elementar g¢ : Bo, — Ng. De fato

e se =0, go:By— N, pelo lema 2.46, existe uma extensdo elementar Aj de Ay e
uma aplicacg@o g1 : BU{a; } — Nj parcialmente elementar que extende go.
e Suponhamos que para o < K se tem o resultado e gq : By, — Ny € parcialmente

elementar. Entdo, pelo lema 2.46, existe uma extensdo N1 de A, tal que

8ot1 : BaU{aat1} = Not1

¢ parcialmente elementar e go+1|Bo = ga.-
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e Se o é um ordinal limite, (ver Apéndice A.8) sejam

Ny = UNB € o — UgB'
B<o B<o
Pelo lema 2.19 temos que Ag € uma extensdo de A para cada B < ot e go €
parcialmente elementar. Caso contrério, existe uma L-férmula ¢(v) tal que M =
0(b) e No, = —0(ga (b)) para b € By. Logo Ag |= —0(ga (b)) para algum B < are
como gq|p; = gp € gp € parcialmente elementar, temos que M = —0(b), o que €

contraditorio.
Seja agora

N = U No e g= U 8a.
<K <K
Note que dom(g) = M e pelo lema 2.19 temos que A < N’ e g é parcialmente elementar.
Dai g : M — N’ é uma imersdo elementar. [

Proposicio 2.48 Sejam M uma L-estrutura, A C M e a,b € M" tais que tp™ (a/A) =
tp™ (b/A). Entdo existe uma extensio elementar N de M e um L-automorfismo G €
Aut(N/A) tal que 6(a) = b.

Demonstragdo. Seja f : AU{ay,...,a,} — AU{by,...,b,} afuncdo definida por f|A = id
e f(a;)) = b;, onde @ = (ay,...,a,) e b = (by,...,b,). Como tp™(a/A) = tp™(b/A),
temos que f € parcialmente elementar e, pelo coroldrio 2.47, existe uma extensdo
elementar Ay de M e fy : M — Ny uma imersio elementar.

Por outro lado go = f, 1. f(M) — M é uma imersdo elementar e, pelo coroldrio anterior,
existe uma extensdo M| de M e uma imersdo elementar f; : No — M. Indutivamente
temos que se f; : M; — N; € uma imersdo elementar, a aplicacao fi_1 . fi(M;) — M; com
fi(M;) C N; é extendida pela imerséo elementar g; : N; — M1 € M; < N < M;11. Assim,

obtemos uma sequéncia de extensdes elementares
M=My <N <My <N < M...

e de imersoOes elementares fo C f1 C ... tais que f; : M; — N;. Logo, pelo lema 2.19
A== U
i<® i<®
¢ uma extensdo elementar de M e ¢ = U;~f; uma aplica¢do parcialmente elementar

sobrejetora tal que o|s = id e 6(a) = b. O]
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2.4.1 Espaco de Stone S, (A)

Note que, se M é uma L-estrutura e A C M, entdo Thy(M) = Thy(N)) para
M < N Dai SM(A) = S,Z\[(A). Além disso,

SM(A) = {tp(a/A) : a € N" para algum M < A(}.

De fato, pela proposicio 2.44, se p € SM(A), existe uma extensdo elementar A’ de M tal
que p Ctp(a/A) e, pela observagdo 2.43, p =tp(a/A). A outra inclusio segue de que, se
A é uma extensdo elementar de M, entio SM (A) = SZ\C(A). Como Thy(M) =T é uma
teoria completa, pela observacao 2.38, temos que o conjunto de n-tipos completos de 7'

sobre A estd caracterizado da seguinte forma:
ST(A) = {tp(a/A) : a € N" para algum N |= Tha(M)}.
Agora, para cada £(A)-férmula ¢ consideremos o conjunto:

By={p € Sy(A):0€p}
e note que dado p, um tipo completo, ¢ e Yy L(A)-férmulas, temos que:

1. SM(A) = ByUB- para quaisquer ¢;
2. Bony = By N By para quaisquer ¢ e \;
3. Byvy = By UBy para toda ¢ e toda \;

4. SY(A)\By={p € SH(A): 0 ¢ p} = By.

Logo a colegdo de todos os By € base de uma topologia em S,Z% (A) e pelo item 4, temos
que cada By € aberto e fechado.
Além do mais, os conjuntos fechados sdo caracterizados como segue: F' € um

fechado em S (A) se, e somente se,
F={pes)(A):ZCp},

onde ¥ é um conjunto de £(A)-férmulas em M. De fato, se F é um fechado em S (A),

entdo SM (A)\ F = U By, com X sendo algum conjunto de £(A)-férmulas em M e assim,
(IS
peloitem 4, F = ﬂ B.
ocx

Proposiciio 2.49 S (A) é um espaco compacto e Hausdorff.

Demonstragdo.Suponha que S (A) ndo seja compacto. Seja A = {Bg, } um recobrimento
de SM(A) tal que nenhum subconjunto finito de A cobre todo S (A) e
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= {=dy : By, € A}.

k k
Dado que UB% ndo é um cubrimento, existe p € SM(A) tal que p ¢ UB%. Logo
i=1 i=1
{_|¢7\.]7"'7_‘¢7\.k} cpe

{0,520, f UTha(M)

¢ satisfativel. Pelo Teorema de Compacidade 2.36 T'U Thy (M) é satisfativel. Ou seja I'
¢ um n-tipo e pela proposi¢do 2.44, existe uma extensdo elementar A’ de M e a € A tal
que 4 realiza I'. Ou seja, 1p™((a/A) € SM(A) \UB%. O que é uma contradigdo.

A

Agora, sejam p,q € SM(A). Se p # ¢, existe uma L(A)-férmula ¢ tal que ¢ € p
e ¢ ¢ qg.Logo p € By e g € B— e portanto SM(A) é Hausdorff. O

Agora vamos considerar uma generaliza¢do do conceito de definibilidade apre-

sentado na defini¢do 2.22.

Definicao 2.50 Sejam M uma L-estrutura e A C M. Entdo B C M" é chamado tipo

definivel sobre A se
B={beM": M = ¢(b,a),vo(v,a) € P(v)}

onde ®(V) é uma colecdo de L(A)-formulas em n varidveis livres. Escrevemos A-/\-
definivel ou \-definivel sobre A

Se B # 0, entdo ®(¥) é um tipo realizado por cada b € B. Seja ¢ € M", o simbolo
®(¢) indica que M = ¢(¢) para cada ¢ € ® e o conjunto de todas as n-uplas ¢ de
elementos de M tais que ®(¢) é denotado por ®(M).

Lema 2.51 Sejam M uma L-estrutura e A C M. Se U,V C M sdo \-definiveis sobre A,
entdo U NV e UUV também sdo \-definiveis sobre A.

Demonstragdo. Sejam

U={ueM: MEo(u,a)Vvoc p}
W=_{weM: ME=vy(waVvvyeq}

er={o(v,a)vVy(v,a): @ € pevy € g}. Entao

UUV={ceM: M= o¢(c,a)Vo € r}
UnvV={{ceM: ME=60(c,a)Vb € pUq}
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Lema 2.52 Sejam M uma L-estrutura e A,B C M, entdo B é A-invariante se, e somente

se, existe uma familia de conjuntos tipo definiveis sobre A, {B; : i € I}, tais que

B=|JB

iel

Demonstracdo. Basta considerar / como uma enumeragdo de B (I = |B|), e B; = ®;(M)
com ®; =tp(b;/A).

Observacgao 2.53 Sejam M uma L-estrutura, BC M e A C M, um conjunto de pardme-

tros. A aplicacdo traco sobre A, denotada Tty é dada dada por:

Ta s M" — SM(A)
b tp(b/A)

Note que se B é A-invariante, entdo
b € B se, e somente se, Ta(b) € Ta(B)

e podemos considerar B como um subconjunto de SM (A), identificando B com ©(B). Além

disso, se B é \-definivel sobre A, entdo
B={beM":¢(b,a)Ve € P},
para algum conjunto de formulas ® e
7A(B) = {1p(b/A) : ® C tp(b/A)}.

Ou seja, se B é \-definivel sobre A, sua imagem pela aplicacdo traco é um fechado em
SM(A).

2.5 Modelos saturados e homogéneos

Na sec¢do anterior, vimos que € necessario estender modelos para obter a realiza-
cdo de alguns tipos ou para obter certas propriedades como no caso da Proposicao 2.48.
Gostariamos de ter modelos nos quais essas extensdes nao sejam necessarias. A seguir,
formalizamos estas ideias.

A partir de agora considere K um cardinal infinito e 7 uma teoria completa com

modelos infinitos.

Definicao 2.54
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i. Seja A C M com |A| < K. Dizemos que M é K-homogéneo se toda aplicagcdo
parcial elementar f: A — M pode ser estendida a uma aplicacdo parcial elementar
f:AU{b} — M. Ainda mais, M é homogéneo se é |M|-homogéneo.

ii. M é dito fortemente A-homogéneo se, para toda aplicacdo parcial elementar
fiA—=McomACM,

A| <\, existe um automorfismo & de M tal que 6|4 = f.
Proposicdo 2.55 Se M é um modelo homogéneo, entdo M é fortemente |M|-homogéneo.

Demonstragdo. Ver [14, p.133]

Sejam M fortemente k-homogéneo e a@,b € M" tais que tp(a) = tp(b). Entdo
existe um automorfismo ¢ de M tal que 6(@) = b. De fato, definindo f(a;) = b;, temos
que f é parcialmente elementar e portanto existe ¢ € Aut(M ) tal que 6(a) = b.

A partir de agora, além de tipos de n-uplas, vamos considerar tipos de I-
sequéncias, onde / € um conjunto ordenado possivelmente infinito. Para isto, temos que
ampliar a linguaguem introduzindo novas varidveis {v; : i € I}. Denotamos por L; o

conjunto de féormulas com varidveis em {v; : i € I'} e temos que | L;| = |I| + | L].

Definicao 2.56 Um I-tipo p da L-teoria T sobre um conjunto de pardametros A, é um
conjunto consistente de Lj(A)-férmulas. Denotamos por ST (A) o conjunto de I-tipos

completos de T sobre A.

Como o Teorema da Completude 2.34 vale para um conjunto infinito de simbo-
los, temos que, todos os resultados apresentados na sec¢do anterior que envolvem o Teo-
rema da Compacidade 2.36 também valem para /-tipos. Em particular S;(A) é um espago

topoldgico, Hausdorff e compacto.

Definicio 2.57 Um modelo M ¢é K-saturado se para cada A C M com |A| < K se tem
que todo p € S1(A) é realizado por algum b € M. Dizemos que M é saturado se é |M|-

saturado.

Temos que, se todo 1-tipo completo sobre A é realizado em M, entéo todo n- tipo
completo sobre A também o é. De fato, vamos supor por indugio que todo g € S,—1(A) é
realizado em M.

Seja p € Sy(A), entdo o tipo p = {Ix ¢(vi,...,vs—1,X) : ¢ € p} € realizado por algum
aemM—1.
Agora, sejar € S1(AU{ay,...,a,—1}) o 1-tipo dado por

{o(@,w):9(vi,...,vy) € p}.

Como M realiza todo tipo em S;(A) com |A| < ke |JAU{ay,...,a,—1}| < X, entdo existe
b € M tal que (a,b) realiza p.
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Lema 2.58 Se M ¢é saturado, AC M e |A| < |M
se, existe 6 € Aut(M /A) tal que 6(a) = b.

, entdotp(a/A) =tp(b/A) se, e somente

Demonstragdo. Se tp(a/A) = tp(b/A), pela proposigdo 2.48, existe uma extensdo A de
M e um automorfismo de A/ fixando A e levando @ em b. Esta extensido A’ que garante a
proposi¢ao é um modelo que realiza um tipo em M e neste caso M também o realiza por
ser saturado. Logo existe um automorfismo ¢ de M tal que 6(a) = b.

Reciprocamente, se existe um automorfismo ¢ tal que 6(@) = b, temos que, se ¢ €
tp(a/A), entdo

M |=6(a) & M = o(o(a)).

Dai 1p(a/A) = tp(b/A). O

Lema 2.59 Sejam M uma L-estrutura saturada e A,B subconjuntos de M. Se R é uma

relacdo \-definivel sobre A e B-invariante, entdo R é \-definivel sobre B.

Demonstragdo. Seja @ um conjunto de £L(A)-formulas tais que M = R(¢) <> ®(¢), onde

¢ € uma n-upla de elementos de M, entdo a aplicacdo

£ Su(AUB) — Sa(B)
p—pls

é continua. De fato, seja F = {p € S,(B) : £ C p} com X um conjunto de £(B)-férmulas,

entao
f U F)={p€S.(AUB): 2 C p|s}

e como toda £(B)-férmula é também uma £ (A U B)-férmula e cada p é completo, temos
que
SN F)={p€SsAUB): £ C p}

¢ fechado em S, (A UB). Além disso, f também ¢é fechada (ver Teorema 1.11).
Agora, seja
] ={p € S,(AUB) :n C p}

temos que [nt] e f([r]) sdo fechados. Ou seja f([n]) = {p € S,(B) : 6 C p} para algum
conjunto de £(B)-férmulas.

Note que, se ¢ é uma n-upla de M tal que (¢), entdo tp(¢/AUB) € [n] e
tp(¢/AUB)|p=tp(c/B) é tal que X C tp(¢/B). Dai £(¢) e portanto (M) C X(M).
Por outro lado, se £(¢), entdo £ C tp(¢/B) e tp(c/B) € f([r]). Logo, existe a € M" tal
que R(a), tp(a/AUB) € [n] etp(a/AUB)|p=tp(a/B) =tp(¢/B). Como M & saturado,
pelo lema 2.58, existe 6 € Aut (M /B) tal que 6(a) = ¢, e assim R(¢) pois R é B-invariante.
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Isto € (M) C (M) e concluimos que R(a) se, e somente se, £(a) para cadaa € M" [

Temos a seguinte relacao entre modelos K-saturados e K-homogéneos.
Proposicio 2.60 Se M é um modelo K-saturado, entdo M é x-homogéneo.

Demonstragdo. Sejam A C M com |A| < x,b € M\ A, f:A— M parcialmente elementar

€

L= {0(nf(a)): a A" e M | (b,a)}.

Sem perda de generalidade, considere o subconjunto finito de I', A = {¢(v, f(a)) }. Entao
M = Fvod(v, f(a)) e como f é parcialmente elementar segue que M = Ivd(v, f(a)).
Assim, A é satisfativel e I é um tipo sobre A. Como M ¢é k-saturado e |A| < X, entdo

existe ¢ € M que realiza I" e daf a aplicacdo
f:AU{b} =M

tal que f|A = f e f(b) = ¢ € parcialmente elementar. O

Proposicdo 2.61 Seja x > Xge M |=T. Se M é x-saturado, entdo para todo modelo

A =T com [N| < K" existe uma imersao elementar de N em M.

Um modelo que satisfaz a condi¢do acima é chamado k" universal. Se M é |[M|*"
universal, dizemos que € universal.

Demonstracdo. Sejam N =T com |N| < x e {ng : & < Kk} uma enumeragdo de N e
Ag = {”B : B < a}. Construimos uma sequéncia de aplicagdes parcialmente elementares
tal que fo =0 e cada fy, : Aq — M é parcialmente elementar. De fato, se f é parcialmente

elementar, consideramos

['={0(v f(a)) : M |= 6(na,a)}, a € Aq.

Como fy, é parcial elementar, todo subconjunto finito de I" € satisfativel em M e por
compacidade I" é satisfativel. Logo, existe um elemento ¢ € M que realiza I', pois |Aq| < K
OJ

Note que se M é um modelo saturado e A C M com |A| < |M]|, entdo |S1(A)| <
|M| pois cada p € S1(A) é da formatp(b/A) para algum b € M, e pela Observagio 2.43, se
arealizatp(b/A),entdotp(b/A) =tp(a/A). Desta forma, temos uma condi¢do necessaria
para a existéncia de modelos saturados. A seguir, apresentamos condi¢des suficientes para

garantir a existéncia desses modelos.
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Teorema 2.62 Seja M uma L-estrutura, tal que M |=T e K um cardinal infinito tal que
|L| < K, entdo existe uma extensdo elementar M < N, K" -saturada tal que |N| < |M|*

Demonstragdo. Ver [14, p.133].

Assim, dada uma teoria 7 completa com modelos infinitos, existem modelos
saturados M com |M| = k* para todo cardinal infinito k. Note que se C é um modelo
saturado de 7', de cardinal suficientemente grande, pela Proposi¢do 2.61 todos os modelos
de T sdo submodelos de C. Logo, para verificar ou refutar alguma propriedade dos
modelos de T, basta fazer consideragdes sob um submodelo qualquer de C. Um modelo

C com estas caracteristicas é chamado, modelo monstro de T.



Capitulo 3
Grupo de Lascar

Neste capitulo apresentamos o grupo de Lascar de uma teoria 7 completa com
modelos infinitos, denotada por Galy,, junto com o grupo de automorfismos fortes de
Lascar, Aut f1.(G), e algumas propriedades que envolvem a topologia de Galy,, . Para tanto,
consideramos os teoremas de parti¢do e os conceitos de sequéncia indiscernivel, formulas
densas e posteriormente algumas propriedades que envolvem a denominada relacdo de
Lascar. A fim de simplificar a notag¢do, a partir de agora, identificamos as estruturas M

com 0 seu respectivo conjunto subjacente M.

3.1 indiscerniveis

Seja X um conjunto e K, A cardinais possivelmente finitos. Escrevemos [X|* para
designar a colecdo de todos os subconjuntos B de X tal que |B| =K e se f é uma aplicagdo

tal que
foX[F =2,
dizemos que f é uma particdo de [X]*.

Definicio 3.1 Seja X um conjunto, f uma particao de [X|* e Y C X. Dizemos que Y é
f-indiscernivel se existe o. < A tal que f(A) = o para todo A € [Y]*.

Sejam k,m,u e A cardinais. Escrevemos

K— (M)

para dizer que se X € um conjunto linearmente ordenado qualquer, (ver Apéndice A.2) tal
que |X| > K, com uma parti¢do f : [X]* — A, entdo existe Y C X, f-indiscernivel tal que
Y[ >n.

A prova dos seguintes teoremas podem ser vistas em [14].
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Teorema 3.2 (Teorema de Ramsey infinito) Se k,n < , entdo Xo — (Xo); .

Observacdo 3.3 Ou seja, para quaisquer conjunto I com |I| > KXo e f: [I]" — k uma
particdo, existe J C I e a0 < k tal que |J| > Xg e

fiJr—o.

Em particular se I" = AgUA| com |I| > Ko e f: [I]" — 2 dada por f(Ag) =0, f(A]) =1,
entdo pelo Teorema 3.2 existe J C I tal que |J| > N e [J]" CAgou [J]" CAj.

Note que no caso em que n = 1 o teorema se reduz ao principio da casa dos pombos.
Teorema 3.4 (Teorema de Ramsey finito) Para todo k,n,m < ®, existe | < ® tal que

Agora, para K um cardinal infinito e o um ordinal, definimos indutivamente Jg, (k) como

sendo
e Jy(k)=x.
o 2y (x) = sup2-6(®

Note que J; (k) = 2* e assumindo a hipdtese generalizada do continuo (ver Apéndice A)

Jo(Xp) = . A seguir uma generalizagdo do Teorema de Ramsey.

Teorema 3.5 (Teorema de Erdos-Rado)
()" = ()

Observacao 3.6 Note que, assumindo a hipotese generalizada do continuo, se K = X e

n =0 o teorema diz que para toda conjunto ordenado I com |I| > R | e toda particdo de 1
f .1 — Xy,

existe um subconjunto A C 1, tal que f(A) =< Xge |[A| > X;.

Definicao 3.7 Sejam M uma L-estrutura e A C M, (I,<) uma ordem total e (x;)ic; uma
sequéncia de elementos em M. Dizemos que (x; : i € I) é uma sequéncia indescernivel

sobre A se, para quaisquer n-uplas crescentes i, j em I, dadas por (ij < ... < i) e
(1 <o < Jn)

M= 0(xiys- 3 X3,) 3 O3 X5,)s

para qualquer L(A)-férmula 0.
Equivalentemente, tp((x;,,...,x;,)/A) = tp((xi,...,x;,)/A). No caso em que A =0,

dizemos simplesmente que (x; : i € I) é uma sequéncia indiscernivel.
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Note que se (a;)ic; ¢ uma sequéncia indiscernivel e ¢; = a; para alguns i, j € I,
entdo @(x,y) :=x =y é uma férmula tal que M |= @(a;,a;) e portanto todos os elementos
da sequéncia sdo iguais. Logo, consideramos sequéncias indiscerniveis que nao tém

elementos iguais.

Definicao 3.8 Sejam M uma L-estrutura e A C M. Uma L-férmula 0(x,y), com x,y K-
uplas em M, é chamada uma formula densa se, é simétrica e, para algum n € N, toda

sequéncia (a;)i<n € tal que existem i < j <ne

M ’: (P(aiaaj)'

Denotamos por @4 a conjungdo de todas as L(A)-formulas densas

Os(x,y) = /\ 0(x,y)

0 densa

e por ®4 004(x,y) o produto irracional, definido como
O 004 (x,y) se, e somente se, Iz(O4(x,2) ANOa(z,Y)).

Indutivamente, @ (x,y) = @4 0@, (x,y). Se A = 0, usamos a notagdo O (x,y) e @ (x,y).

Lema 3.9 Sejam T uma L-teoria completa com modelos infinitos, M |= T, I,J ordens
lineares e I = (a;)ic; uma sequéncia de elementos de M, entdo existe um modelo N =T

e uma sequéncia indiscernivel (b;) jc; tal que para cada ¢ € P
N E=o(bj,,...,bj,) paracada j1 < jo < ... < ju,n < ®
onde ®; ={Q(x1,....,x,) : M =Q(ai,,...,a;,)Vii <ir <...<iyn< o}

Demonstragdo. Seja C um conjunto de novas constantes com uma ordem isomorfa a J e

considere

T'={9(@): ¢(x) € ¢:}

T" = {y(c) < y(d):c,d € C},

z

onde , ¢,d sio uplas do mesmo comprimento e  é uma L-férmula. Se TUT' UT" é
consistente, existe um modelo N |= 7 e uma sequéncia indiscernivel (b;) jc; de elementos

de N que realiza ®;. Pelo teorema de compacidade 2.36 € suficiente mostrar que
C=TU{e() T :ccColU{y(e) < w(d): y(x) € A,¢,d € Cy}

€ consistente, onde Cp € um subconjunto finito de C e A € um conjunto finito de L-

férmulas nas variaveis xj, ..., x,. Seja A = {q; : i € I} um conjunto ordenado de elementos
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distintos dois a dois, definimos a relagdo de equivaléncia em [A]", dada por
a~b< ME=y(a) < y(b) para cada y(xy,...,x,) €A,

onde @, b sio n-uplas crescentes segundo a ordem de A. Como M = (@) ou M |= —y(a)
para cada Yy € A, a classe de a estd determinada pelos valores de verdade de y(a) para

cada y € A. Ou seja, existem no maximo 218l < o classes de equivaléncia e
f[A] — 2

¢ uma particdo de [A]". Agora, pelo teorema de Ramsey 3.2, existe B C A infinito tal
que todas as n-uplas de elementos de B pertencem a mesma classe de equivaléncia.
Interpretando as constantes ¢ € Cy como elementos b, de B, temos que a expansdao N de
Ma LU{b.:ce€CCy}, satisfaz T". O

Lema 3.10 Sejam M uma L-estrutura, A C M, e a,b € M. As seguintes afirmagoes sdo

equivalentes

i) M |=©y(a,b).

ii) a e b pertencem a uma sequéncia A-indiscernivel.

Demonstragdo.

ii.— i. Vamos supor que (a;);c; € uma sequéncia A-indiscernivel com ay = a e aj = b. Se
M = —6(a,b) para alguma L(A)-férmula densa 6, entdo M = —6(a;,a;) para todo
i < j. O que contradiz o fato de que 0 é densa, e portanto, M = ®(a,b).

i. —ii. Pelo lema 3.9, se existe uma sequéncia (a;);cs tal que tp(a;,a;) = tp(a,b), entdo
existe uma sequéncia indiscernivel (b;);c; tal que, para cada n < ®, existem

0y« s0ny JO,---, jn tals que
tp(cig,---»¢i,) =tp(bjys---,bj,),
onde {c;:i€l} ={a,b} U{a;:icI}. Ou seja, devemos mostrar que o conjunto
A={yij(xi,xj) =xi #xj,i < j < 0}U{Q(x;,x;) : @ €tp(a,b),i < j< O}

€ consistente.
Note que se ¢ € tp(a,b), entdo —@(x,y) ndo é densa. Caso contrdrio, M = —¢@(a,b)
pois M |= ©O(a,b), o que é uma contradigdo. Dai, existe uma sequéncia infinita (a;)
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tal que M |= @(a;,a;), para cada i < j. Isto é, A ¢ finitamente satisfativel e pelo

teorema de compacidade 2.36, temos que A € consistente.

O

Assim, podemos estender (ap,a;) a uma sequéncia A-indiscernivel, sempre que
®4(ao,ar) vale. Além disso temos que 0; A 0, é densa, sempre que 6; e 0, sdo densas.
De fato, se assumirmos que 0; A 0, ndo € densa, entdo existe uma sequéncia (a;); € I tal

que
M |= (01 A02(aj,aj)), paratodoi< j.

Ou seja, Vi < j (M |= 01 (a;,a;) vV —02(a;,aj)).

Por outro lado, definindo uma aplicacao f
f:[?—3

de forma que f(Ag) =0, f(A1) =1¢e f(A]) =2, para Ag={i1 <ib€l: M
=01 (ai,,ai,) N8B2(ai,,ai,) }, Ay ={i1 <ip €I : M = —02(a;,ai,) NO1(ai,,ai,)} e Ay =
{ii<ip€el:M&=-0(a;,ai,) N—01(ai,,ai,)}. Como [I]> C AgUA| UA,, pelo Teorema
de Ramsey 3.2, existe um subconjunto infinito B C I tal que [B]> C Ao, [B]* C A; ou

B2 C A». Qualquer um dos casos contradiz o fato de que 6; e 0, sdo férmulas densas.

Observacao 3.11 O4(x,y) é uma relagcdo reflexiva e simétrica pois dado a € M, temos
que (a;j)icr com a; = a é uma sequéncia A-indiscernivel e cada L(A)-formula © densa é
simétrica. Além do mais se M é saturado ©4 é uma relagdo A-invariante. De fato, se f €
Aut(M/A) e M |= 04 (a,b), pelo lema 2.58, temos que tp((a,b)/A) =tp((f(a),f(D))/A).
Dai M = ©(f(a), f(b)).

3.2 Grupo de Lascar

Nesta secdo (G, -,...) ¢ um grupo com uma estrutura adicional de primera ordem
de uma assinatura £ ¢ G € um modelo monstro de uma L-teoria completa, A C G € um
conjunto de pardmetros com |A| < |G| e |G| > 2/£()l. Dizemos que um submodelo M
de G é pequeno, sempre que |M| < |G|. Em geral, um subconjunto de elementos de G
é pequeno se tem cardinalidade menor do que |G|. Assim, A é um conjunto pequeno de
parametros.

O conjunto de automorfismos fortes de Lascar sobre A dado por

Autf,(G) = ({f € Aut(G/M) : A C M < G})
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¢ um subgrupo normal de Aut(G/A). De fato, o automorfismo dado pela identidade de
G pertence a Autfr,(G), logo Autfi,(G) # 0, se f € Autfi,(G), entdo f fixa algum
M < Getemos que f~! € Aut fr,,(G) pois também fixa M. Agora, note que se M e N sdo
submodelos de G que contem A, entdo M e N contem as constantes da assinatura {-,...}
e a interpretagdo dos simbolos de fungdes e relagdes da assinatura {-,...} se mantem. Isto
é, se 6 é um simbolo de fun¢io n-dria de {-,...}, oM. M" - M,c:N"— N e temos que
oMW . (MNN)" — (MNN) coincide com 6™ |y;ny = 6" |yrw. Similarmente se R é um
sfmbolos de relagdo n-dria de {-, ...}, temos que RV coincide com R¥ NN" = RN nM".
Assim, M NN é de novo um submodelo de G que contem A, e se f, g sdo automorfismos
de G que fixam M e N respectivamente, entdo fog fixa MNN e fog € Aut f1(G). Portanto
Aut f,(G) € subgrupo de Aut(G/A).

Seja f € Aut f1,,(G) e h € Aut(G/A). Sem perda de generalidade, vamos supor
f € Aut(G/M), entdo hfh~' fixa h(M) D Ae hfh~' € Autf;,(G). Logo

Galy, (G) = Aut(G/A) Aut f,,, (G)

¢ um grupo. Se A = 0, escrevemos simplesmente Aut f1.(G) e Gal(G).

Seja I um conjunto linearmente ordenado, dizemos que duas uplas a =
(a;)ie1,b = (b;)ics de comprimento I, tém o mesmo tipo forte de Lascar sobre A se, existe
Aut f1,,(G) tal que a; = f(b;) para cada i € I. A fim de simplificar a notagdo, escrevemos

simplesmente @ = f(b).

Lema 3.12 Sejam M e N dois submodelos de G contendo A C G e f € Aut(G/A). Entdo
a classe de f em Galy, (G) € determinada pelo tipo de f(M) sobre N.

Demonstragdo. Seja I um conjunto linearmente ordenado tal que |I| = |M|, podemos ver
M como (m;)er, onde m; € M. O tipo de f(M) sobre N é o I-tipo da upla infinita (f(m;))icr
sobre N (ver defini¢do 2.56). Vamos mostrar que se g € Aut(G/A) e o tipo de g(M) sobre
N é igual ao tipo de f(M) sobre N, entdo g e f pertencem a mesma classe de equivaléncia
em Galy,, (G). De fato, se g(M) e f(M) tem o mesmo tipo sobre N, pelo lema 2.58, existe
6 € Aut(G/N) tal que o(f(m;)) = g(m;), Vi€ I.

Sejat = f~'oo logentior € Aut(G/A) . De fato,

t(m;) =f oo og(m)
=f (o7 (g(m)))
=f~'(f(m))

=m,.

Ou seja, 1,6 € Aut f1,(G) e assim got~! = 6o f, e como Aut f;, <Aut(G/A), temos que
Gof=got ! =fogparaalgum?7 € Autf;,(G). Dai g= (i 'oc)ofeaclassede fe g
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em Galr, (G) é a mesma. O

Lema 3.13 Se a e b sdo uplas possivelmente infinitas com o mesmo tipo forte de Lascar

em uma extensdo elementar de G, entdo @ e b tem o mesmo tipo forte de Lascar em G.
Demonstragdo. Ver [23]
Teorema 3.14 Gal;, (G) depende s6 da teoria T = Th(G) e ndo da escolha de G.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, vamos supor A = (. Seja C outro modelo
monstro de Th(G), vamos mostrar que Galr(G) = Galy(C). Como C ¢ universal, pode-
mos assumir que G < C, e dado que C é fortemente |C|-homogéneo, podemos estender
cada f € Aut(G) a f' € Aut(C). Sejam f’ e f” duas extensdes de f € Aut(G) a Aur(C),
entio (f") "o f' € Autf1(C), pois (f") "o f € Aut(C/G). Assim, f’ e f pertencem a

mesma classe lateral em Galr(C). Dai a aplicagdo

G :Aut(G) — Galr(C)
fr fAutfi(C)

estd bem definida e é um homomorfismo sobrejetor. De fato, sejam f,g € Aut(G),
podemos estender f,g e fog,aAut(C) da seguinte forma: f°,g° e (fog)° € Aut(C), tais
que f°|c\6) = &°lic\6) = (fog)lc\o) =idevg e fTle=f.8lc =8¢e (fog)’lc = fosg.
Como (fog)° = f°og° temos que

6(fog) = (fog) AutfL(C) = f* 0 g°Aur,(C) = o(f)o(g).

Agora, para mostrar a sobrejetividade de o, seja h € Aut(C) e M,N dois submodelos
pequenos de G, entdo pela saturagdo de G, existe M’ C G que realiza o tipo de h(M)
sobre N. Ou seja tp(M'/N) =tp(h(M)/N) e pelo lema 2.58, existe g € Aut(G/N) tal
que g(h(M)) = M’. Note que h|y : M — h(M) é parcialmente elementar e como G é
fortemente |G|-homogéneo, existe g € Aut(G) tal que g|y = h. Logo f = gog € Aut(G)
étal que f(M) =g(h(M)) =M’ e se f' é uma extenséo de f a Aut(C), entéo

tp(f'(M)/N) =tp(h(M)/N).

Isto é o(f) = hAut f1.(C).

Seja K = {f € Aut(G) : f' € Aut f(C)} o kernel de &, onde f’ é uma extensdo de
f aAut(C) e M um submodelo pequeno de G. Se f € K, entdo f/(M) e M t¢ém o mesmo
tipo forte de Lascar em C, e pelo lema 3.13, existe f € Aut f1(G) tal que f(M) = f(M).
Logo fAutfi(G) = fAutfi(G) e portanto f € Aut f1(G). Ou seja K = Aut f1(G), e pelo
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teorema de isomorfismos de grupos temos que

Galr(G) = Aut(G) /Aut f1.(G) = Galr(C).

Definicao 3.15 O grupo de Lascar de T é o quociente
Gal(T) = Aut(G) /Aut (G)
onde G é um modelo monstro de T.

Definicao 3.16 Seja R uma relagdo de equivaléncia em G

i. dizemos que R é limitada se o conjunto das classes geradas pela relacdo R,

denotado por G/R, é tal que |G/R| < |G
ii. se R satisfaz certas propriedades, dizemos que R é a melhor relacdo de equivaléncia
G/R| > |G/E| para

qualquer outra relacdo de equivaléncia E de G, com as mesmas propriedades.

1

em G, com tais propriedades, se for a mais fina. Ou seja,

Equivalentemente, R C E para qualquer outra relacdo E em G, com as mesmas

propriedades de R.

Lembremos que, se R € um simbolo de relacdo n-dria e a € uma n-upla,
denotamos @ € R por R(a).
Seja H < Aut(G), temos a relacdo dada por, Ep(a,b) se, e somente se, existe

f € H tal que a = f(b), o seu correspondente conjunto de E-comutadores
Xg={a"'b:a,bc G,E(a,b)}
e o grupo G gerado por Xg. Note que Ex € uma relacio de equivaléncia.
Lema 3.17 Seja G um grupo, A C G e E uma relagdo de equivaléncia em G, temos que
i. se E = Ey para algum H < Aut(G) entdo
(Xe)? C X,

onde (Xg)° = U {a®}, ab =b"lab;
acXg,beG

ii. se E é A-invariante, entdo Xg e Gg sdo A-invariantes;

iii. Se E ¢ limitada, entdo Gg tem indice limitado em G. Ainda mais, |G : Gg] < |G/E|.
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Demonstragdo.

i. Seja (a~'h(a))* € (Xg,)® coma,x € Ge h € H, entdo

(a 'h(a))* =x"'a 'h(a)x
=(ax)™"h(ax)(h(x))~"x,

e como (ax) ~'h(ax),h(x)"'x € Xg,,, temos que (Xg, )¢ C X]%H;

ii. Seja f € Aut(G/A) e a,b € G tais que E(a,b). Como E é A-invariante, E(a,b) se,
e somente se, E(f(a), f(b)). Assim, se a~'b € Xg, entdo f(a~'b) = f(a)~' f(b) €
Xg. Portanto, Xg é A-invariante e Gg também o é, pois Gg = (Xg).

iii. Temos que se E(a,b) entio a~'b € Gg. Equivalentemente, se a~'b ¢ Gg, entio
—E(a,b). Isto é, se a e b representam classes laterais distintas em G/Gg, a,b

representam classes de equivaléncia distintas em G/E. Dai [G : Gg| < |G/E|.

Lema 3.18 Se E ¢ uma relacdo de equivaléncia em G limitada e A-invariante e (a;)icy €

uma sequéncia A-indiscernivel de n-uplas em G, entdo E(a;,a;) para cada i < j.

Demonstragdo. Note que pelo lema 2.58, para cada (a;,a;,) e (aj,aj,), existe
[ € Aut(G/A) tal que f(ai,ai,) = (aj;,aj,) pois tp((ai,ai,)/A) = tp((aj,aj,)/A).
Assim, dado que E é A-invariante, se existem (a;,,a;,) tais que —E(a;,,a;,), entdo

—E(aj,a;) para cada i < j. Portanto, E ndo ¢ limitada, o que ¢ uma contradigao. 0

Seja H = Aut f1,(G), arelacdo de equivaléncia E, é chamada relacdo de Lascar
sobre A, denotada por Ep,. Ou seja, duas uplas a,b de elementos de G, de mesmo
comprimento, tem o mesmo tipo forte de Lascar sobre A C G se, e somente se, Er, (a,b).
Caso em que A = @ denotamos simplesmente E;. O seguinte resultado apresenta uma

importante relacdo entre ©4 e Ej,
Lema 3.19

i. Se G =04(a,b), entdo Ep,(a,b);
ii. Se Er,(a,b) entdo @4 004 (a,b). Isto é, existe uma upla d’ de elementos de G tal
que O4(a,a’) NB®y(d',b).

A segunda propriedade diz que Ej, € o fecho transitivo de ©4.

Demonstragdo. Ver [23].
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Corolario 3.20 E;, é a melhor relagdo de equivaléncia limitada, A-invariante e
|G/Eyp,| < 2lL(A)]

Demonstragdo. Sejam a,b k-uplas de elementos de G. Se a = f(b) com f € Autfy,e
h € Aut(G/A), entio para h(a) e h(b), existe ho f "L oh™! € Autf;,(G) tal que

h(a) = ho f~! oh_l(h(b)).

Ou seja Ey, (h(a),h(b)).

Por outro lado, se —Ey, (a,b) entdo ndo existe f € Aut(G/M) tal que a = f(b)
para nenhum submodelo M de G com A C M, e como C é saturado temos que tp(a/M) #
tp(b/M). Logo |G/EL,| < |S1(M)| < 211,

Dada uma relacdo de equivaléncia limitada e A-invariante E, vamos mostrar que
Ep,(a,b) implica E(a,b). Suponha Ej,, ), entdo, pelo lema 3.19 existe z € G tal que
G = 0(a,z) e G = 0O(z,b). Ou seja, existem sequéncias indiscerniveis (a,z,a,a;,...) €
(z,b,bo,b1,...), e pelo lema 3.18 temos que E(a,z) e E(z,b). Portanto E(a,b). O

Lema 3.21 G;, é gerado por
Xo, ={a"'b:a,b € G e O4(a,b)}.

Demonstragdo. Devemos mostrar que Gy, = (Xr,). Pelo lema 3.19(item i.), temos que
Xo, € Xp,. Para mostrar a inclusio X;, C Xg,, vamos supor albe X1,,logoaebtem
0 mesmo tipo sobre algum submodelo de G e pelo lema 3.19 (parte 11.), existe ¢ € G tal
que O(a,c) AO(c,b). Isto é,

a'b=(a""c)(c D),

onde (a~'c),(c"'b) € Xg,. Ou seja, G1, C (Xp, ). A contenga segue . O

Lema 3.22 Seja N = (G,X) uma L-estrutura 2-sortida que estende G, onde G age

regularmente em X, entdo
{yeX:0"(x,y)} =Xo-x,

ondexeXen<o.

Demonstragdo. Ver [9].

Topologia em Galy,(T)

Sejam M e N submodelos pequenos de G que contém A C G. O conjunto

Su(N) = {tp(M'/N) : tp(M' /A) =tp(M/A)},
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¢ um fechado de S| £ (4)|(N) e portanto Sy (N) herda a topologia compacta de S|, (4)|(N).
Pelo lema 2.58 Sys(N) pode ser visto como

{tp(f(M)/N) - f € Aut(G/A)}
e podemos definir as aplicacdes

u:Aut(G/A) — Sy (N) v: Sy(N) — Galp,(T)
[ = 1p(f(M)/N) tp(f(M)/N) — fAutf,

Note que u e v sdo sobrejetoras, e pelo Lema 3.12, v estd bem definida. Assim, a aplica¢do

quociente j : Aut(G/A) — Galp, (T) é tal que, j = Vou e o seguinte diagrama comuta

Aut(G/A) s Galy, (T)

S AT

Su(N)

Induzimos uma topologia em Galy,(T) a partir de v da seguinte forma. B C
Galy, (T) é fechado se, e somente se, v_!(B) é fechado em Sy;(N). Assim, v é uma apli-
cacdo continua e, da compacidade de Sy (N), temos que Galy, (T') também é compacto.

Sem perda de generalidade a partir de agora e até o final desta secdo assumimos

que A =0.
Teorema 3.23 Para p € Sy(N), seja
[Ple ={q € Su(N) : p(x) Uq(y) UB(x,y) € consistente }.
Se p € Sy (N) e U C Sy (N) sdo tais que [ple C int(U), entdo v(p) € int(v|U]).
Demonstragdo. Ver [23].
Teorema 3.24 Gal; (T) é um grupo topoldgico.
Demonstragdo. Ver [23].
Lema 3.25 Sejam j: Aut(G) — Galr(T) a aplicagdo quociente e H < Aut(G) entdo

i. Ep é0-invariante se, e somente se, para cada submodelo M < G e cada f € Aut(G)
H C H Aut (G /M)

onde H' = fHf~'. Em particular, se U Aut(G/f(M)) C H para qualquer
feAut(G)
submodelo pequeno M de G, entdo Ey é O-invariante se, e somente se, H<Aut(G);
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iL.

se Aut f1(G) C H, entdo j[H] é fechado em Gali(T) se, e somente se, Eg é )\-

definivel sobre algum submodelo pequeno de G.

Demonstragdo.

i.

il.

Sejam h € H, f € Aut(G), M < G e suponha que Ey é 0-invariante. Vamos mostrar
que h € foh' o f~'Aut(G/M). Para isto, note que Ey(M,h(M)) e como Ep é 0-
invariante, temos que Eg (f(M), f(h(M))). Logo, existe i’ € H tal que f(h(M)) =
W(f(M)).Ouseja f~Loh'lofohecAut(G/M)eh e f~ 1 fAut(G/M).

Para a volta, temos que, existe i’ € H tal que f~'oh'~' o foh(M) = M. Ou seja

W (f(R(M))) = f(M) e Ex(f(M), f(h(M))) C .

Agora, suponha que para cada M < G e cada f € Aut(G), H C H Aut(G/M) e para
algum M’ < G, temos que

U Aw(G/f(M)) CH,

fE€Aut(G)

entio h = foh'o f ' og paraalgum ' € H e g € Aut(G/M"). Dai,
flohof=Ho(flogof)

onde f~!ogo f € Aut(G/M') C H. Ou seja, para cada f € Aut(G)
H/ C HAut(G/f(M')) =H.

Por outro lado, se H/ = H, entdo H C H/ Aut(G/M) para cada f € Aut(G) e cada
M < G. Portanto Ey € 0-invariante.

Note que j ! (j[H]) = HAut f1(G), entdo, se H C Aut f1(G), temos que j ! (j[H]) =
H.Isto é u='ov™1(j[H]) = H e dai v_!(j[H]) = u(H). Agora, seja M um submo-
delo pequeno de G e suponha que j[H] seja fechado em Gal(G), entdo u(H) =
v~!(j[H]) um fechado em Sy;(M). Ou seja

u(H) =V~ (jlH]) ={tp(M' /M) : @(x,M) C1p(M'/M)}
={tp(M'/M) : G = 2(M', M)},

onde @ é um I-tipo sobre M, onde |I| = |M'| Logo, se f € H temos que G |=
DO(f(M),M) e assim

En(a,b) & 3f € Aut(G)(G = a = f(b) A®(f(M),M))
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e pelo lema 2.58
Ey(a,b) & Iz(tp(b,M) =tp(a,z)G AD(z,M)).

Equivalentemente, Ex(a,b) se, e somente se, (a,b) satisfaz o seguinte tipo

| P(z. M)A N\ (9, M) > @(a,z)) | ¥ C L, ¥ finito
oY

Isto € Ep é \-definivel sobre M.
Reciprocamente, se Ey é /\-definivel sobre M, existe um conjunto de L(M)-

férmulas tal que
Ey(a,b) < G = ®P(a,b).

Logo f € H se, e somente se, G |=P(f(a),a) para cada a € G e temos que
u(H) ={tp(f(M)/M): f € H}

={tp(f(M)/M) : (f (M), M)}
={tp((M'/M): G = @(M',M)}.

M
M

Portanto u(H) é fechado em Sy; (M) e como v~ (j[H]) = u(H) o resultado segue.
0

Teorema 3.26 Sejam Aut fi(G) C H < Aut(G), H = j~'[cl(j[H])] e a,b uplas pequenas
de elementos de G tais que |a|,|b| < x < |G

, entao

i. Ez={(a,b):b=f(a),f € ﬁ} ¢ a melhor relagdo de equivaléncia limitada, e
N-definivel sobre qualquer submodelo de G, tal que Eyy C Es.
ii. Se além disso H <Aut(G) entdo

Eﬁ:®oE77

onde Ey é cl(Eg) em S (0).
Demonstragdo.

i. Como Autf; CH C ﬁ, entdo E;, C Eﬁ, e como Ej, € limitada, Eﬁ também o é, pois
se duas classes sdo diferentes na relacdo E—, também sdo diferentes na relacio Ej.
Por outro lado, como j [ﬁ] = cl(j[H]) € fechado, pelo lema 3.25, E € A\-definivel
sobre qualquer submodelo pequeno de G.

Agora, vamos supor que E € uma relacdo de equivaléncia /\-definivel sobre qual-

quer submodelo M de G, tal que Ey C E e consideramos o conjunto
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11.

W = {f € Aut(G) : E(f(b),b)}.

Devemos mostrar que Ez C E ( Equivalentemente H C W). Note que se f €
Autfi(G) e b € M, entdo EL(b, f(b)) implica E(b, f(b)). Logo Autfr(G) CW e
H C W pois Ey C E. Dai j|W] = WAut f1.(G) e

JI(W)) = WAut f1(G) = W.

Agora, note que, j[W] é fechado pois

onde @ é um tipo sobre algum submodelo M de G. Logo, cl (j[H]) C j[W]e
H=j el (jIHN] S j~' (W) =W.

Suponha que Ez(a,b) e f € H tal que a = f(b). Sem perda de generalidade
asumimos que b € uma enumeragio de M < G e p = u(f) =tp(f(M)/M), entdo

v(p) = j(f) € jIH] = cl(jIH]).
Note que

[ple Necl(v=1(j[H])) # 0.

Caso contrario, [ple C int(v~'(j[H]%)) e, pelo Teorema 3.23
v(p) € int(v(v~ ' (jH]))) = int (j[H]) = (cl(j[H]))".

O que é uma contradigio. Assim, existe ¢ € [ple Ncl(V_'(j[H])). Isto é p(x)U
q(y) U®(x,y) é consistente e ¢ € cI(v_'(j[H])). Dai, existe ¢ = M’ que realiza
qg=tp(M'/M) e como p=tp(f(M)/M) entdo O(f(M,M’)). Além disso

cl(v='(j[H])) =l (v[H])
=cl{tp(h(M)/M) : Er(h(M), M)}

Pelo lema 3.25 item i, Ey € 0-invariante e podemos considerar Ey como um
subconjunto de Sii«(0), identificando Ep com sua imagem pela aplicagdo trago
n(En) = {tp(a,b) : E(a,b)}. Como g =tp(M'/M) € cl(Ey) temos que E=(a,b)
implica ®(a,c) A En(c,b). Isto é E=(a,b) implica ® o Ey(a,b).
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Por outro lado, como j(H)<Galr(T) e Galr(T) é um grupo topolégico, cl(j[H]) <
Gal(T) e H=j"! (cl(j[H])) <Aut(G). Pelo lema 3.25 item ii, temos que Ez € A\-
definivel, e podemos ver E= como subconjunto fechado de Sk+x(0), identificando
E+ com sua imagem pela aplicagdo trago. Assim, Ey C Ewz e como ® C Ep e E
E, temos que ®o Ey (a,b) :=3c(O(a,c) AEx(c,b)) implica 3cEx(a, ) AEx=(c,b).
Isto é, ®o Ey C Eﬁ.

Corolario 3.27 Se H <Aut(G), tal que Aut f1,(G) C H e j[H| é fechado em Gal(G), entdo
Ey é N\-definivel sobre 0.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.25, temos que Ey € 0-invariante e /\-definivel sobre todo

M < G. Logo, pelo lema 2.59 temos que Ey € /\-definivel sobre 0. 0

Lembremos que, uma ag@o de um grupo G em um conjunto X € regular se, é
efetiva e transitiva. Isto é respectivamente, K = {g€ G:g-x=xVxeX}={e}eX =G xo
para algum xg € X.

Observacdo 3.28 Suponha que N = (G,X) é uma estrutura de 2-sortida onde G é um
modelo monstro agindo regularmente em X. Logo X = G - xq, para xo € X fixo. Definimos
as seguintes aplicacoes
o:Aut(G) - Aut(N)  B:G— Aut(N)
f=f g8
onde para x € X,

fle=1f f(x)=f(h-x0)=f(h) x0, glg=id g(x)=g(h-x0) = (hg™")xo.

Note que ]_‘_l o f(u) = u para cada u € N, em particular 7_] (f(g)) =gparacada g € G.
Por tanto 771 lg=rf"L
Pela regularidade da acdo de G em X, temos que o, e B sdo homomorfismos

injetores. De fato, se o f) = o(l), entdo f(x) = I(x) para cada x € X. Logo
f(h)-xo=1(h) - xo,

e como G age regularmente em X, temos que f = 1. Analogamente se

(gh™1)-xo = (Ih™") -xo, para cada h € G,
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temos que l = g e

Além disso, notamos que se f € Aut(G) e g € G entdo

fog=f(g)of e gof=fof(g). (3-1)

Com efeito, se x = h-xg € X, entdo

=
(e}
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=
o9
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—~~
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—~~
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o
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~
Na¥

fog(x)=flhg™"-x0) = f(hg™") -xo= f(h)f(g) "

e

Paray e G

gof(y)=f(y)=foid(y)=fof~'(g)().

Identificando Aut(G) e G com o(Aut(G)) e B(G), respectivamente, temos o seguinte
resultado.
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Proposiciao 3.29 Se N = (G,X) é uma estrutura 2-sortida com G um grupo agindo

regularmente em X. Entdo

i. Aut(N)=G xAut(G), para F € Aut(N), F =gof, onde f =F|g e F(xo) =g ' xo;

ii. Seja (N',X") < (N,X)eX =G (ho-xo) para algum hy-xo € X'. Entdo

F € Aut(N/N') < (3f € Aut(G/G))(F = F°):;
iii. Auth(N) =G X Auth(G).
Demonstragdo.

i. Sejam F € Aut(N) e f = F|g, entdo F(G) = G e F(X) = X pois F preserva as

formulas de N, em particular, as férmulas que determinam os sortes de X e G. Logo
——1 _ _ _
F-f~ (h-xo) = F(f'(h)-x0) = hF (x0) = h(g " -x0) = &(h-x0),

para algum g € G, pois F(xp) € X, e como g ¢ a identidade em G temos que
F =3go f. Ou seja, Aut(N) = G Aut(G). Além disso, G<Aut(N). Com efeito, sem
perda de generalidade sejam, f € Aut(G)e g€ G

Fogol (h-xo) =Fog(f ™! ()-x0)
=f(f~'(n)g™" x0)
=hf(g™") %
=7(g)(h-xo).
Entdo, 3/ = f(g) € G e, como g|g = id € Aut(G), temos que G NAut(G) = {id}.
Portanto Aut(N) é isomorfo a G x Aut(G).
ii. Seja f € Aut(G/G') e F = fho, entdo F|g =idg ¢

Fofoh_o(h/ho - X0) :EOJ_C(W -X0)
—hy (i -x0)
:(/’l/ho) + X0-
Ou seja, F|ys = idys e portanto F € Aut(N/N').
Para mostrar a ida, vamos supor que F € Aut(N/N') e f = F|g. Como hgy - xo € X’
hoxo = F (ho-x0) = f(ho) - F(x0).

Daf F(xo) = f(hy )ho-xo e, por (1) g~" - x0 = F(x0) = (f(hg ' )ho) - Xo. Assim, de

(gf (hy " Yho) -x0 = g(g " -x0) - x0
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1il.

temos que g = h, i (ho), pois a agdo de G em X ¢é efetiva e em consequéncia,

F=hy'f(ho)of=hy' oFohy = 7o

Note que G NAut f(G) = 0 e GL. <GAut fi(G). Com efeito, sem perda de genera-
lidade, sejag =a~'b € Gy e f € Autf1(G), entdo

- 71 = = =1 7

fogf =f(gofof =fla)'f(b),
e como E; é O-invariante, temos que fogof € Gr. Logo, Gy, x Aut f1(G) =
GrAut fr.(G). Agora, s6 precisamos mostrar que Aut f1,(N) = G, Aut f1.(G).

De (ii), temos que se F € Aut fi(N), entdo existem hy,...,h, € G e fi,...,fn €
Aut f1(G) tais que F = Tlhl o... o]Tnh” € Aut f; (N). Assim

FZWOEOWOEO---OWOE’

e pelaregra fog = f(g) o f, temos que

Frohy ' fa(ha) = fi(ly ") fi(falh2)) o fi,

onde

A fi(A) =AY AR (i)
—AEYAT (fi()
—(Alh) T () e X

pois f{'_l € Aut f1.(G). Logo, se go = hl_lfl (h1), e g1 = (fi (hz))flfzfl_l(fl (h2))
temos que

F=3g00giofiofrohy fa(h3)o...ohy fulhn)o fu.

Repetindo o procedimento para fio...o fjo hi:fl fix1(hiy1) comi€ {2,...n—1},
podemos exprimir F =go fi---f, com g € GL e fi--- f, € Aut f1(G) e portanto,
Aut fi(N) C G Aut f.(G).

Para mostrar que G Aut f1.(G) C Aut f1(N) € suficiente verificar que Aut f1.(G) C
Aut f1.(N) e X;, C Aut f.(N). O primero fato segue de (ii) e para verificar o segundo
vamos supor que a,b € G tais que b = f(a) para algum f € Aut f7.(G). De (ii) temos

que € Autfi(N) e

alb=alf(a)ofof

=aTo(fla)of)of ' =F"of ' cAutfi(N).
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Corolario 3.30 Gal;(N) = (G/GL) x GalL(G).

Demonstracdo. Seja f € Aut(G), entdo f € Aut(G/GL), pois G, é O-invariante. Logo o
produto em Galp(N) = (G/Gr) x Galr(G) é dado por

(aGr,bAut f1.(G)) % (¢GL,dAut f.(G)) = (aob(c)Gr,bodAut fr.(G)).
Dai, a aplicacao

6 : Galy(N) — (G/GL) x Gal,(G)
gof — (8GL, fAut fr(G))

é um isomorfismo. De fato, sejam go f, g’ o f’ € Gal (N),com g,g' € G e f, f € Aut(G),

entao

gofoglof=gof(ghofof

o((gof)o(g o) =(go f(g)GrL,fo fAut fL(G))
:(gGLJfAuth<G)) A (g/GLaf/Auth(G))'

Pela proposi¢ado 3.29, parte i, temos que G € sobrejetora e pela parte iii, © € injetiva.  [J



Capitulo 4
Componentes conexas

Neste capitulo seguimos asumindo que (G,...) é um grupo com uma estrutura
de primeira ordem na linguaguem L e G é um modelo monstro com K = |G| > 2L
um cardinal limite, onde A C G € um conjunto pequeno de parametros. Definimos as

componentes conexas sobre A; GY, Ggo e Gy, com foco especial em G.
Definicao 4.1

i. GY=N{H <G:H éA-definivel ¢ [G : H < 0}
ii. G =N{H < G:H é \-definivel sobre A e [G: H| < K}
iii. Gy =({H < G:H éA-invariante e |G : H| < K}

Se G} = Gy para cada conjunto pequeno de parametros A, entdo dizemos que G™ existe

e é definido como Gy. Analogamente definimos a existéncia de GS‘O e Gg.

Gy e Ggo sdo os menores subgrupos de indice limitado, A-definivel sobre A e

A-invariante respectivamente. Isto segue do seguinte lema.
Lema 4.2 Seja G um grupo como acima

1. Se C; e C; sdo respectivamente a cole¢do de subconjuntos |\-definiveis sobre A e
A-invariantes, entdo |Cy| <K e |Ci| <X
2. Se {H; :i € I} é uma colegcdo limitada de subgrupos de indice limitado com

|G : Hj] <X entdo

H=(H;

icl
étal que [G: H) <X.

Demonstragdo.
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1. Se B é um conjunto /\-definivel sobre A, entdo B € definido por um conjunto p de
formulas, logo |Cy| < 2/EAI,

Agora, dado um subconjunto H, A-invariante, H € a unido de alguns conjuntos
A-definiveis sobre A (ver lema 2.52). Assim |G| < 2914l < 227 pois
2I£@) < % e ¥ é um cardinal limite.

2. Seja {x; : i € B} uma familia de cardinais tais que, [G : H;] < ¥; e X = sup{¥; :
i € I}. Vamos supor por contradi¢do que existe uma sequéncia X = {g1,£2,...}
de elementos diferentes de G com cardinal ndo limitado, tal que para cada par
2r,8 € X, g-g;' ¢ H. Sem perda de generalidade, vamos supor que |X| = (25)*.

Definimos uma aplicacdo f
frXP—1

que a cada par gs,g, € X, com s # r designa um indice i € I, tal que g;g, ' ¢ H;.
Entdo pelo Teorema de Erdos-Rado 3.5, existe uma subfamilia C de X tal que
|C| > k" e para algum H; temos que g,g, | ¢ H; para cada g, g, € C, o que contradiz

a escolha de «. Portanto, H tem indice limitado em G.

OJ

A seguir algumas propriedades importantes que as componentes conexas satis-

fazem.
Lema 4.3

i. GY =G, = (Xe,)e|G:G] <2tWI,
ii. Gy C Ggo C GX e cada um é subgrupo normal de G.

Demonstragdo.

i. Seja E arelagdo de equivaléncia dada por: E(a,b) < a~'b € G%, se E(a,b), entdo
a~'b € H para cada H < G, A-invariante. Dai, para cada f € Aut(G/A) e cada
H < G, A-invariante, f(a~'b) = f(a)~' f(b) € H. Ou seja, E(f(a), f(b)) e temos
que E € uma relagdo de equivaléncia limitada e A-invariante. Agora, como E7, € a
melhor relagdo de equivaléncia limitada e A-invariante em G (ver corolario 3.20),
temos que Ey, C E. Dai, [G: GY] = |G/E| < |G/EL,| <2/l e

G, =({a'b:a,be G, f(a)=b,f € Autfi(G)})
C <{a_]b ra,b e G,E(a,b)}>
=G5

Por outro lado, dado que G, € A-invariante e de indice limitado entdo G C Gy,.



71

ii. Note que, se H é um subgrupo de indice limitado,

H=(\H*= () H*,
g€G i<[G:H]
onde (81‘);’<[G:1—1} € o conjunto de representantes das classes a esquerda de H em

G, entdo pelo lema 4.2, H tem indice limitado. Se H é um subgrupo A-definivel,
H={beG:GE=db,a),ac A}, entdo

H={becG:3neHVYg cG,b=ghg '}
={beG:Vg € G,gflbgi €H}
—={b:G = (Vg € G)0(g; 'bgi)}.

Dai, H é também A-definivel. Analogamente, se H é )\-definivel sobre A, entao H
€ /\-definivel sobre A.

Se H € um subgrupo A-invariante, H também é A-invariante. De fato,

f(H) = ﬂ HI &) —F
8ic€G
para cada f € Aut(G/A). Logo, na defini¢do de G5, GY e G3° podemos considerar,
sem perda de generalidade, H como H, e dado que H <G, temos que G, Gg e Ggo
sao subgrupos normais de G.
Finalmente, como todo conjunto definivel sobre A de indice finito € também A-
definivel sobre A de indice limitado, temos que Ggo C GX. Similarmente, como

todo conjunto H, tipo definivel sobre A € A-invariante, temos que G C Gg.

O

No capitulo anterior vimos que Galr,(G) possui uma topologia induzida do
espago de tipos Sy/(N). Agora, vamos considerar uma topologia em G induzida pelo
conjunto de tipos sobre A, onde os fechados sdo definidos como segue: C C G € fechado
se C é A\-definivel sobre A. Verifiquemos que tal definicdo de fechado determina uma
topologia em G. Seja {H;,i € I} uma colegdo de fechados H; = {b € G : ®;(b)} onde P;

€ um conjunto de L4-férmulas entdo

(Hi={beG:GEX(b)},
iel
comX = UCI)i, |o| < ok = max{®,k} = k. Logo ﬂHi é fechado.
iel iel
Se {H;,i <n},n €N, entdo U H; € definido pelo tipo
i<n
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{\V 0i:0i€ @}
i=1

Esta topologia é chamada de topologia légica de G, e se H C G, denotamos por cly(H) o
fecho de H. Além disso, esta topologia € tal que a aplicacdo produto e a aplicacdo inversa
do grupo G sdo continuas. Com efeito, sejaC = {b: G |= ¢(b),b € ®}. logo

p 1(C) ={(a,b) € GX G : G |= P(ab)}
—{(a,b) €eGx G:G =X(a,b)}

Onde £ = {@(x,y) :=d(xy) : 0 € D} e
i(C)={beG:P )},

com & = {¢'(y) : ¢'(y) = Ix(d(x) Axy = 1)}. Mas, pode acontecer p~!(C) # C; x C;
com C; e C; A\-definiveis. Ou seja, a topologia acima pode nao coincidir com a topologia
produto, € mesmo que i € p sejam continuas, G ndo € necessariamente um grupo
topoldgico. Lembremos que em um grupo topoldgico, o fecho de um subgrupo € de novo
um subgrupo (ver proposicdo 1.27). Assim, obtemos um critério para determinar que um
espaco topoldgico ndo tem estrutura de grupo topoldgico.

A seguir apresentamos um exemplo onde a topologia dada acima nao coincide

com a topologia produto (ver [8]).

Exemplo 4.4 Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0 e G = (K*,-)
o grupo multiplicativo K com a topologia gerada pelos conjuntos )\-definiveis sobre 0.
O subgrupo 0O-invariante, H = (22, das poténcias de 2 de K, ¢ tal que cl(H) ndo é um
subgrupo de G. De fato, verifiquemos que

cl(H) = (K\Q)UH,

onde Q) é o fecho algébrico de Q. Sejar € K\ Q e B um aberto de r, entdo pela observagdo
2.26, B¢ ¢ definido por um conjunto de formulas ® dadas por

A pi(v) =0A A gi(v) #0.
i=1 i=1

Como r é trascendente, p; # 0 para algum i e B¢ é finito. Logo H N B # 0, caso contrdrio
H C B¢, o que é uma contradic¢do pois H ¢ infinito e, como B é um aberto qualquer de r,
temos que r € cl(H).

Portanto (K\ Q)UH C cl(H). Por outro lado, se u € (Q\ H), existe p(x) € Q[x]
irredutivel tal que p(u) =0e B={x € K : p(x) #0} é um fechado e B° = {x € K : p(x) =
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0} é uma vizinhanga de u tal que B NH = 0 pois, dado que H é Q-invariante, se alguma
raiz de p pertence a H, entdo todas pertencem a H, o que contradiz o fato de u € (Q \H),
logo u ¢ cl(H). Portanto cl(H) C (Q\ H)* = (K\ Q) UH.

Agora, set € K\ Q entdo % € K\ Q. Caso contrdrio existe p € Q|x] tal que

O:p(%) =ay, (%)n%—an,l (%)"—1 +...+a (%) +ap = tl" <Z3iaitni>.

i=0

n
Logo q(x) = Zf&’aix"*’ é tal que q(t) =0 et € Q, o que é uma contradico. Assim,
i=0
3 3 _ : A
t,7 €cl(H)mast-+=3¢cl(H)pois3cQe3¢H.

Sei: G — G/GY é aaplicacdo quociente, definimos a topologia légica em G/G%
como segue. Um subconjunto X C G/G% é fechado se, e somente se, i~ (X) C G é A-
definivel sobre G’, onde G’ < Ge A C G'.

i

G

G/G
c Lg (n
Aut(N/A) — Galy,(Th(N))

Por outro lado, considerando N = (G,X) e G C Aut(N/A) como na observagdo 3.28,

temos que

o Gy = GNAutf,(N) pela proposi¢do 3.29, item iii;
e Galr,(N) = (G/GY) x Galp,(G) pelo corolario 3.30.

Dai, G/G% = Galr,(N)N j(G), jl¢ = i, o diagrama acima comuta e podemos considerar
a topologia induzida de Gal,(N) em G/G*. Na verdade, esta topologia coincide com a

topologia légica em G/G%.
Proposicao 4.5 G/G* com a topologia l6gica é um grupo topoldgico compacto.

Demonstracdo. Seja N = (G,X) como na observagdo 3.28, e X = G - xg, vamos mostrar
que a topologia 16gica e a topologia induzida de Gal,(N) em G/GY coincidem. Assim,
como Galy, (N) é um grupo topolégico compacto, e G = i~ (G/G%), entdo G/G% é um
grupo topolégico compacto.

Seja X C G/G¥ tal que, existe C C Galy, (N) fechado e X = CN(G/GY), entdo
v~1(C) é um fechado em Sy (M), onde M < Ne A C M.

Aut(N/A) / Galy, (Th(N))

S A

Su(M)
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Ou seja,

vH(C) ={tp(M' /M) : B(x,M) C1p(M'M/)}
={tp(M'/M) : (M, M)},

onde ®(X,) é um conjunto de L-férmulas, e como v~ (C) = u(j~!(C)), entdo v=!(C) =

{tp(f(M)/M): f € j1(C)}.
Note que, para g € G

gei'(X)ezgej N (C) e d(3(M),M).

De fato, dado que o diagrama (I), (pagina 74) comuta, temos que g € i '(X) < g €
j~1(©).

Agora, se g € j~1(C), entdo u(g) € v1(C) pois v 1(C) = u(j~1(C)) e temos
que B(g(M),M).

Por outro lado, se ®(g(M),M), entio tp(g(M)/M) € u(j='(C)). Ou seja,
tp(8(M)/M) = tp(f(M)/M) paraalgum f € j~'(C) e j(3) = j(f) € C.

Suponha que i~1(X) é A-definivel sobre G’ < G com A C G/, entio g € i~ (X)
se, e somente se, ¥(g,G’), onde ¥(x,y) é um conjunto de L-férmulas.

Seja C = XGaly,(G), entdo X = CN(G/GY) e mostremos que C ¢ fechado em
Galy,, (N). Considere

= g_l 'x07lP(g7Gl)}7

onde a tltima igualdade vale pois, F(xo) = g(f(x0)) = g(x0) =g~ - xo.

OJ

Note que se H < G € A-invariante tal que Gy < H, entao i(H) <G/ Gy e como
G/G% é um grupo topoldgico, segue que cl(i[H]) é um subgrupo topolégico fechado de
G/G%, (ver proposicio 1.27). Logo, i~ (cl(i[H])) é um subgrupo de G contindo H e, é

/\-definivel sobre algum submodelo pequeno de G que contém A.
Teorema 4.6 Seja H < G, A-invariante de indice limitado, entdo

i. i~1(cl[i(H)]) é 0 menor subgrupo \-definivel sobre quaisquer G' < G, com A C G’

que contém H,
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iL.

se além disso, H < G entdo

Em particular G = cl(G%) - Xe,.

Demonstragdo.

i.

ii.

Seja H < G \-definivel sobre quaisquer G’ < G, tal que H C H. Como H é um
subgrupo A-invariante de indice limitado, temos que Gy C H C H e, i '(i(H)) =
HG% = H é \-definivel sobre quaisquer G’ < G . Ou seja, i(H) é um fechado tal
que i(H) Ci(H). Logo cl(i(H)) C i(H) e portanto i~ (cl[i(H)]) C H

Note que i~'(cl[i(H)]) é A-invariante. De fato, seja ¢ € Aut(G/A ) como Gy é

invariante por G, temos que

6:G/G7 — G/GS
§Gy = o(g)Gy

¢ um automorfismo de G/G%, e como H é A-invariante 6(HG% ) = HGY. Ou seja,
i(H) também ¢ invariante por G, e pelo lema 1.26, cl(i(H)) também o é. Logo,
se x € i (cl[i(H)]), entdo i(x) € cl[i(H)] e i(c(x)) = &(i(x)) € cl(i(H)). Isto &,
o(x) €i~!(cl[i(H)]) e portanto i~ (cl[i(H)]) é A-invariante. Dado que i ~! (cl[i(H)])
também é /\-definivel sobre quaisquer submodelo pequeno de G, temos pelo lema
2.59 que i~ !(cl[i(H)]) é \-definivel sobre A e dai clq(H) C i~ (cl[i(H)]). Assim,
dado que (Xg,) = G temos que

i(cla(H) - Xo,) = (cla(H) - Xe,)G/Gx = cla(H)G/Gy = i(cla(H)) C cl(i(H)),

de onde, cls(H) - Xo, C i '(cl[i(H)]).

Por outro lado, se cls(H) - Xg, ¢ um subgrupo /-definivel sobre A, entdo
“cl[i(H)]) C cla(H) - Xg, e concluimos que i~ (cl[i(H)]) = cla(H) - Xg,- Logo,
basta mostrar que cls(H) - X, ¢ um subgrupo A-definivel sobre A. Como cly(H) é
/\-definivel sobre A, existe um conjunto de L(A)-féormulas ¥ que define cls(H) e

temos que cls(H) - Xg, € definido pelo seguinte tipo sobre A,
{Ju,a,b € G(x = ua " "b NP (u) A ®Pa(a,b)) : @y C Oy, Pyfinito}

onde @, é o conjunto de todas as férmulas densas sobre A. Para mostrar que
cla(H) - Xp, € um subgrupo de G, consideramos uma extensio de G, N = (G, X),

como na observacgao 3.28 e sem perda de generalidade, vamos supor A = 0.
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Seja H' = H x Aut fi(G), entio H' aAut(N). De fato, sejam hoe € H', go f €
Aut(N),com h € H, e € Aut f1 (G), g € G e f € Aut(G), entdo
(Eoé)go? :7_1 og lo(hoe)ogof
—Fog Thoelg)0eo

=f~log=lhe(g)oeo f
=f‘1( “lhe(g ))Of‘1 oeof
~l(hsgle(g))oe

—f () 1(g Te(g)) 0@,

como H <G, temos que hé € H e f~!'(h8) € H e como g~

lema 3.17 que f(g 'e(g)) € Xk, . Assim,

e(g) € Xg,, temos pelo

) f (g elg)) e HXg, CHGL =H,

pois G, = G* C H e dado que & € Aut f.(G), temos que

(hoe)®) = f=1(n8) f~1(g Te(g)) 0@’ € H,

e portanto H' <Aut(N).
Note que Aut fr.(N) C H’, pois Aut fr(N) = G* x Aut fr(G) (ver proposic¢ao 3.29,
item iii) e H' = H x Aut f,(G) com G C H. Logo, aplicando o teorema 3.26 a H'
segue que

Eﬁ =0o E‘_H/a

ondeﬁ:] Yel[j(H")) e Ep(a,b) < a= f(b) para f € H', e pelo lema 3.22

Xo-{y€X :Ey(y,x0)} ={z€ X :0(y,2) NEg (y,%0) }
={zeX: E -(z,x0) }
={f(x0): f€H}

—H'(xo).

Note que se {y € X : Egr(y,x0)} = clo(H)(xo), entdo Xeclo(H) (x0) = H' (xo).
SejaF =gofcH comge GNH e f € Aut(G)NH'. Temos que F (xg) =g~ - xo
e para algum u € Xgclp(H),

ulixy = u(xg) = F(xo) = g_1 - X0
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e como a a¢do de G em X é efetiva (ver defini¢do 1.18), u = g. Ou seja, Xeclp(H) =
H' NG <Aut(N) e portanto Xeclg(H) é um subgrupo de G.
Para mostrar que {y € X : Ey/(y,x0) } = clo(H)(x0) consideremos

¥ sX(0) — s§(0)
tp(g1-x0,82-x0) — tp(g287 ).

Temos que ¥ é um homeomorfismo. De fato, sejam (g1 -x0,82-x0) € (& - x0,&% - X0)
em X? tais que 1p(g1 - X0, 82 - X0) = tp(g} - X0, &5 - X0), entdo existe F = gf € Aut(N)
com g € Ge f € Aut(G) tal que

F(g1-x0,82-%0) = (f(g1)g™" - x0, f(g2)g " -x0) = (g} - x0,85 - X0),

e como a agdo de G em X ¢ efetiva g} = f(g1)g™! e gb = f(g2)g~!. Ou seja,
g = f(e2)f (&) = flggy ") Tsto & 1p(gigy ") = tp(g1g; ") e portanto ¥
¢ uma funcao.

Por outro lado, se tp(gzg1 ) = tp(ghe|” 1), entdo existe f € Aur(G) tal que
f(gzgl_l) = g’zg’l_l. Dai g'l_lf( 1)o f € Aut(N) é tal que

g f(g1) o f(g1-x0,82x0) =g " f(g1)(f(g1) X0, £(g2) - X0)

=(f(g1)f(g1) "8} -x0, f(82)f(g1) '8} - x0)
(g} - x0, f(g287 )&} - x0)
(g1

g1 %0,85 " X0).

Logo tp(g1 - x0,82 - x0) = tp(g} - x0,8 - x0). Além disso, se tp(g) € ST(0), entdo
existe 7 p(xo, g - xo) tal que Y(tp(xo,g-x0)) =1p(g) e portanto ¥ é sobrejetora.

Note que as féormulas atbmicas no sorte X sdo da forma:
= 01(x1,%2) == x1 = x2;
— O2(x1,x2) :=3g (g-x1 = xp) para algum g € G,

e como x; = g; - xg, onde x; € X e g € G, temos que se 01 (g1 - x0, 82 - xo) vale, entdo
g1-Xp = g2-Xxo € como a acdo de G em X € efetiva, g1 = gr e gzgl_] = e. Ou seja,

definindo E(e,gzgl_l) =e= gzg]_1 temos que

N |=01(g1 - x0,82 - Xo) se, e somente se, §1 (¢, 2287 ),

como e é uma constante no sorte G, denotamos @1 (e, g2g; ') por 01(g2g7"). Simi-

larmente definimos ¢, associada a ¢» como E(e,gzgfl) =g (g-e= gzgfl) e
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temos que

N = 02(g1 - x0,82 - X0) se, e somente se, §2(g2g")-

Portanto, se 0(x,y) é uma férmula no sorte X

X = 0(g1-x0,82 - X0) se, e somente se, G = 0(g287 ')

Agora, seja

B ={tp(g1-x0,82-x0) : P(g1-x0,82%0)}

um fechado em SX (0), entdo

P(B) = {tp(g28") : P(g2g7 )},

onde @ = {¢: ¢ € P}. Dai y é fechada. Isto é, ¥~! é continua e pelo teorema 1.12,
temos que ¥ € um homeomorfismo.

Por outro lado, como Ey e H sao 0-invariante, podemos identificar Ey € H com sua
respectiva imagem pela aplicagdo trago e dizer que X2 NEy C S5 (0) e H C S¥(0).
Sejam x; = g - X0, X2 = g2 - Xo tais que Eg(x1,x2), entdo existe F = ho f comh € H
e f € Aut f1(G) tal que

X2 =F(x1) =hof(g1-x0) = f(g)h " xo.

Logo

P(tp(x1,x2)) =P(tp(g1 X0, f(g1)h~ " -x0))
=tp(g1(f(gn)h™ "))
=tp(gihf(g1) ),

onde g1hf(g1) "' =gihg; (g1f(g1)~") € HXg, = H. Além disso, se tp(h) € S¥(0)
com h € H, entdo tp(xo,h-xp) € SX (0) é tal que Eg(xo,%-x0) pois i-xo = h~ ! (x).
Portanto, Exr N X2 C S%‘(@) é equivalente a H C S?(@). Se y = g xp, entdo

Enr(y,x0) <tp(g-x0,x0) € clo(Enr)
stp(g™) e clp(H).

Ou seja y = g-x0 = g '(x9) com g~! € cly(H) e concluimos que {y € X :

Epy (y,%0)} = clo(H)(xo).
Finalmente, como i~ ! (c/[i(G%)]) é o menor subgrupo A-definivel de G que contém
G, entdo cla(G3) - Xe, = i 1(cl[i(GF)]) € G e como G C cls(GY) - Xe,»
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entdo cly(Gy) - Xe, ¢ um subgrupo A-definivel de indice limitado e temos que
G C cls(GY) - Xe, .-

4.1 Existéncia de G

A existéncia da componente conexa G™ para grupos G abelianos sem proprie-
dade de independéncia (NIP) foi provada por Shelah em [20]. Nesta secdo apresentamos
uma prova da existéncia de G para grupos com NIP sem a hip6tese da comutatividade
de G, baseada na prova feita por Gismatullin em [8]. Para isto, assumimos que (G, -,...)
¢ um grupo com uma estrutura de primera ordem com uma assinatura £ ¢ G um modelo
monstro de uma L-teoria completa com modelos infinitos. Ou seja, K-saturado, forte-
mente K-homogéneo, onde K € um cardinal limite suficientemente grande. Consideramos
os conceitos de conjuntos densos, teorias NIP e algumas propriedades das componentes

conexas de grupos em teorias NIP.
Definicao 4.7 Seja X CGene N:

i. dizemos que X é n-genérico a direita ( respectivamente a esquerda) se sdo neces-
sdrias no mdximo n translagées a direita (respectivamente a esquerda) de X por

elementos de G para cobrir o grupo G. Isto é,

G= U Xg,'.
i<n
Dizemos que X é genérico se é n-genérico para algum n € N;

ii. X én-densose, X=X 1e
Vgo,...,gn—1€G, i< j<n: (g;lgj) eX,

onde go,...,8n—1 ndo sdo necessariamente, diferentes dois a dois. Dizemos que X
€ denso se é n-denso para algum n € N. O indice de densidade de X é o menor n
tal que X é n-denso;

iii. se X é definivel, ¢x(x,y) :=x~y € X. Ou seja, se X = 0(G), entdo ¢x(x,y) :=
o(x'y).

Note que se X < G tal que [G : X| = n < o, entdo X é denso com indice n.

As seguintes propriedades de conjuntos densos, valem para grupos em geral.

Lema 4.8 Sejam G um grupo, X C G e y(x,y) uma L-férmula, entdo
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il.

iii.

.

se X é definivel, X = Xo, = {a"'b: ¢x(a,b)};

se W(x,y) € densa, entdo as formulas Qx,,, o(x~ 1,y 1) e o conjunto Xy, também séo
densos. Se X é A-definivel e X = XL entdo X é denso se, e somente se, Qx € L(A)
é densa;

se X é denso e A-definivel, entdo em uma extensdo G* de G, G* um modelo monstro

temos que, para cada sequéncia A-indiscernivel (a;)i<» C G¥,
ai_laj € X paratodoi < j < m;

se X é n-denso, entdo X é n-genérico a esquerda e direita. Se X é n-genérico a

direita (esquerda), entdo X “Ix ¢ respectivamente XX~ ') é n+ 1-denso

Demonstragdo.

i.

il.

iii.

1v.

Note que Xo, ={a 'h€X} DX esexe X, x=y !(yx) € X. OusejaX C X¢y.
Seja u € Xy, u = a b, onde G = y(a,b), e como y é simétrica, temos que
G = o(b,a),logou= (b~1a)~! € Xq,_l. Ou seja, Xy C X\ljl.

Por outro lado, como u~! = b~ 'a onde G = y(b,a), entio Xgl C Xy. Dai Xy, = X\EI

e como Y € densa

Vgo,..,8n—1 €GIi< j<n:GE=VY(gig))

Isto é,
Vg0, 8&n—1 EGE|i<j<n:gi_1gj€X\|,,

equivalentemente

V805 8n-1 €GIi< j<n:GEox,(8i8))

e portanto Xy, € denso e @x,, ¢ uma formula densa. Como
-1 -1 . , -1 -1
Vgy 8,1 €EGII<j<n:GlEYE .8 )

entio y(x~!,y~!) é densa.

Seja (b;) j<w, uma sequéncia em G, como X ¢é denso, por iii, 9y € L(A) ¢ densa.
Dai, exitem b;,b; tais que, G = @x(b;,b;) e pelo lema 3.9, existe uma sequéncia
indiscerninvel sobre A em um modelo de 7, (;)i<w, que tem 0 mesmo tipo que
(bj) j<w- Assim, existe um modelo monstro G* tal que G < G*, (4;)i<o C G* ¢
a; la j€X paracadai < j <, pois (a;)i<e € indiscernivel.

Seja (go,---,8k—1) a maior sequéncia de elementos de G tais que g;lgj ¢ X, para

cadai < j< k <nesejag € G. Considere a sequéncia go,...,gr_ 1,8, temos que
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k—1
existe i € {0,...,k— 1} tal que g; 'g € X e assim G = U giX. Analogamente,
i=0
k—1
considerando a sequéncia g, go, - - - ,8k—1 temos que, G = U Xgi.
i=0
Agora, sejam X n-genérico a esquerda € go, ... ,g, elementos de G
n
G=|JhmX.
i=0

Entdo pelo principio da casa dos pombos, para algum i < j < n existe 0 < k < n tal

que g;,g; € kX e
g g = () (luxj) = x 'x; € XTIX.
Portanto X ~'X é n+ 1-denso. Analogamente, se G = U Xh;, temos que para algum
i<n
g;l,g;1 existe 0 < k < n tal que g;17g;1 cXhie gigjfl = (xihk)(xjhk)*l =x,~xj’1 c
xx1.

Lema 4.9 Sejan € N, entdo
Xo, = ﬂ{P : P C G,A-definivel e denso}

Demonstragdo. ver [8].

Teorema 4.10 Seja H <G, A-invariante e de indice limitado, entdo
i1(cl[i(H)]) = ﬂ{P Q: P,Q C G densos, A-definiveis e QUH C P}.

Em particular, G = N{P-Q : P,Q C G densos, A-definiveis e QU Gy C P}.

Demonstragcdo. Seja P um conjunto A-definivel, P = ¢(G), contendo H, entdo H C
PUP~ ! =(PUP 1)~ e PUP! tem indice limitado. Além disso, PUP~! é A-definivel,
pois PUP~! é definido pela férmula ¢(x) vV o(x~1).

Suponha A = {y,,y3,...}, onde para k > 2

Yy 1= 3807'-~=gk717W<].<k (g:lgj ¢PUP_1)7

e seja A’ um subconjunto finito de A. Sem perda de generalidade, vamos supor A" = {y; }

para algum k € N. Assim, se P UP~! nio é denso, entio PUP~! nio for k-denso e A’ é
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satisfativel. Logo, pelo teorema de compacidade 2.36, A € satisfativel e existe um conjunto
infinito {go,g1,...} tal que g; 'g; & (PUP~') D H. Isto é, existe um conjunto infinito de
representantes de classes laterais distintas de H em G, o que € uma contradi¢do pois
PUP~! tem indice limitado. Portanto, para cada P, A-definivel, que contém H, podemos

considerar o conjunto PU P~ ! A-satisfativel e denso tal que P C (PUP~!). Dai
({P:H C P,Pé A-definivel } =({P:H C P,P ¢ A-definivel e denso }
e pelo teorema 4.6 e lema 4.9, temos que
i (cl[i(H)]) =cla(H) - Xe,

= ﬂ{P :H C P, P édenso e A-definivel} - {Q: QO é denso e A-definivel }
= ﬂ{P Q : P,Q sdo densos, A-definiveis e H C P}

Lema 4.11 Seja A C G um conjunto pequeno de pardmetros.
Todo subgrupo de G \-definivel sobre A de indice limitado ¢ a intersecdo de

uma familia de conjuntos densos A-definiveis.

Demonstragcdo. Se H é um subgrupo /\-definivel de indice limitado, com H = X£(G) onde
¥ é um conjunto de L(A)-férmulas, entdo Ef dada por E(a,h) < a~'b € H é uma

relagcdo de equivaléncia limitada e
x'ye He Gl=o(x1y) paracada ¢ € X.

Seja ®(x,y) := @(x~'y), temos que cada § é densa pois H é de indice finito, e E¥ (a,b) <
X(a,b) onde X = {@(x,y) : ¢ € £}. Assim, se Hg = {a"'b: $(a,b)}, entdo

ﬂ Hy={a"'b:X(a,b)}

[
={a'b: Yo e X(GEo(a'b))}
:[—]7
e pelo lema 4.8 item ii, cada Hg € um conjunto denso. 0

Proposicao 4.12

i GY= {(G|[0)f§0 tAg CA, Ly C Lﬁnims}
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iL.

il.

Ggo =N {(G\LO)S\OO A CA LyC L contdveis}

Gy =N {(G|LO):O A0 CA LyC L contciveis}

Demonstrag¢do. Como (G| 10)9‘0 < Glg,, Ao-definivel e [G\ 7 (G 10)20] < ®, entdo

[G: (G|LO)20] <oe

G} C ﬂ{(G|LO)20 :Ag CA, Ly C L finitos}.

Analogamente temos que

G C ﬂ {(G|[{))g?) :Ag CA, Ly C L contdveis }

Gy C ﬂ {(Gly)n, : A0 CA, Lo C L contéveis} .

Resta mostrar a inclusdo 2 em cada caso.

L.

11.

Sea¢ GY, entdo a ¢ H, para algum H < G, A-definivel de indice finito. Suponha
Ly(Ao) uma sublinguagem de £ onde H é Ap-definivel, entdo a ¢ (G| 10)910~
Seja a ¢ Ggo, pelo lema 4.11 existe uma familia de conjuntos densos A-definiveis
{Q;:j <X} tal que
Gy =0,
j<k

Além disso, podemos supor que {Q; : j < K} é tal que
Vji<x3i<kQ!CQ,

De fato, seja £ um conjunto de L£(A)-férmulas tal que G = £(G) e Q; = ¢;(G)
onde @; € X e seja

B = {x: 3yei(x) ANgi(y) N@j(xy)} € O,

temos que, pela defini¢do de By j, Bij = (07N Q;) C Q;. Note que By ; é A-definivel
pois ¢; e @ sdo L(A)-formulas e Q; N Q; C B, pois para x € O; N Q; temos e tal
que @;(x) A@;(e) A @;(xe). Além disso, B; j é um conjunto denso. Com efeito, se
X €B;; CQn,x ' € Q entdo, parax~! temos x tal que @; (x~ 1) A @;(x) A@;(xx71).
Istoéx e B e B; ].1 C By j, analogamente obtemos B; ; C B; ].1. Agora, pelo lema

4.8, basta mostrar que @p, ; € densa. De fato, se @p, ; ndo for densa, para cada k € N
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1il.

existe uma sequéncia (ag,ay,...,a;) tal que
Vi <k (G ’: ﬁ(pglvj(ai,ak)) .
Ou seja, paratodoy € G

G = —1(y)V—¢i(a; ' ar) vV —9;(a; 'ary).

O primeiro e o segundo caso, nad sdo possiveis pois Q; é denso e no terceiro
caso, com y = e em particualr, temos que para cada k € N existe uma sequéncia
(ap,ar,...,a) tal que

Vi<k (G }: ﬂ(ij(ai,ak)) .

O contradiz o fato de que Q; € denso. Portanto @p, ; € uma férmula densa, e segue

que B, j € denso. Por outro lado, como Q;NQ; C By ;

GY = (ﬂ Q,~> NBy .

¢;eX

Ou seja, ao incluir os conjuntos densos ¢ A-definiveis By ; para cada [, j, obtemos

uma familia {Q; : j < K} tal que

Gy =(0; eVi<x3i<k 0 CO;
Jj<x
Assim, podemos obter uma subfamilia {Q;, },en tal que Qiﬂ CQj,eai Q- Seja

Lo(Ap) uma linguagem contavel tal que, todos os conjuntos Q;, dados como acima

estdo definidos, entdo pelo teorema 4.10 temos que

00 2
(G|L0)A0 < m an+1

neN

€ como ﬂ Q?M - ﬂ Qj,, temos que a ¢ (G\Lo)gg.
neN neN
Como G% = (Xe,) e pelolema4.9 Xg, = ({P: P C G,A-definivel e denso }, entdo

se a ¢ G, temos que para cada natural n, existe um subconjunto denso P, de G tal
que a ¢ P!'. Seja Ly(Ao) uma sublinguagem contavel de L tal que todos os P, sdo

Ao-definiveis, entdo a & (G|r,)%, pois (Glr)x, = <X®Ao |£o>
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Lema 4.13 Se P C G é m-genérico tal que e € P e P = P~', entdo P>"~2 é um subgrupo
de G de indice finito.

n
Demonstragdo. Sejam g1,...,8, € G, com n < m, tais que G = U giPe
i=1

[:G— oU{}

a aplicagdo dada por, I(g) = min{k € N: 3pg,...,px_1 € P(g=po---pr—1)}, temos que
[(G) é um intervalo inicial de N (ver apéndice A.6). De fato, sejam x,y € N, tais que
x €1(G) ey <x,entdo y+u = x para algum u € N e como x € [(G), para algum g € G, x
€ o menor natural tal que g = po- - px—1-

Agora, sejag = po---py—1, tal que g = gpy--- px_1, entdo se [(g) = r <y, temos
que §=Po-Pr_1 €8 =Py Pr_1- Py Pt de onde I(g) < r+ (x—y) < x. O que &
uma contradicéo e portanto y = [(g) € [(G).

Note que [(p) = 1, para cada p € P, e dado g;P com g; # e, suponha x,y € g;P
com x = g;p e y = g;p, para algum p,p’ € P e I(x) = k < o, entdo g; = xp~!. Dai
I(gi) <k+1el(y)=1(gip') <k+2. Ouseja, I(g;P) C {k,k+ 1,k+ 2,00} para algum
natural k.

Seja M = max{/(g) < e : g € G}, dado que e € P, temos que P” é um subgrupo
de G. De fato, se a,b € PV,

a=po-ps_1, b=py---p._, paraalgumr,s <M

e pela definicdo de M, [(a~'b) < M. Por outro lado, g;P C g;P pois e € P. Da,
n n
G=|JgP<|JgP"
i=1 i=1

e assim, [G : PM] ¢ finito. Como P é m-genérico, M <3(m—1)=3m—2e P3m=2 & ym

subgrupo de indice finito. U

Proposicio 4.14

i. se G™ existe, entdo GO existe;

ii. se GO existe, entdo GV existe.
Demonstragdo.
1. Como Gy C Ggo para cada A C G entdo

) 00 __
G"C 1 Gywy=D:
feAut(G)
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11.

eDC Ggo - Ggo. Note que se H < G, /\-definivel sobre A, tal que [G : H] < K
e f € Aut(G), entdo f(H) < G, \-definivel sobre f(A) e [G: f(H)] < K. Caso
contrario, existe uma sequéncia infinita nio limitada (ag,as,...) tal que a; 'a; ¢
f(H) para cada i, j. Ou seja, existe uma sequéncia infinita (f~'(aq), f~!(ay),...)
tal que f~'(a; ') f~"(a;) ¢ H, o que é uma contradigdo.

por outro lado, se H' < G é A-definivel sobre f(A), para algum f € Aut(G) e
[G: H'] <X, entio H' = f(f '(H")), onde f~'(H') < G é A\-definivel sobre
FHfA)=Ae[G: f1(H")] <K Istoé

(| {f(H):H <G, /\-definivel sobre A, [G : H] <X}
feAut(G)

(| {H :H <G, )\-definivel sobre f(A),[G: H'| <k}.
f€Aut(G)

coincidem. Dai,

D= () {f(H):H<G,)\-definivel sobre A, [G : H] <K},
feAut(G)

e assim, D € Q-invariante.
Seja H = {Hy /\-definivel sobre A : o, < 2/£M4)I} e seja ®g o tipo sobre A que

define Hy, entdo o seguinte tipo sobre A

Wo(y.A) = {Tz(@a(y2) A\ 02) ¢ 9(A)) : @ C L(0),® finito },
pcd’

é realizado por f(Hy,) para cada f € Aut(G). Dai, D é definido pelo tipo

U Yo (,A4),

a<2/£A)]

e pelo lema 2.52, D é A\-definivel sobre 0. Assim G80 CDecomoDC Ggo, temos
que, GO0 = Ggo paracada A C G.

Seja D' = ﬂ G(}(A), temos que D' C Gg C G8 e similarmente a (i), D’ é A-
fE€Aut(G)
definivel. Pelo lema 4.11

D= (] P,

i<|L(0)]
onde P; é denso e 0-definivel. Se H < G é f(A)-definivel de indice limitado, onde
f € Aut(G), entdo existe i < | L(0)] tal que P; C H e P; é n-denso para algum n € N.

Pelo lema 4.8 parte iv, P; é n-genérico e pelo lema 4.13, P>*~2 é um subgrupo de
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H, 0-definivel de indice finito. Dai

GoC () P"*C () {H:H<G,f(A)-definivel,[G: H] <0} =D
i<|L(0)] f€Aut(G)

Definicao 4.15

i. Uma formula §(X,y) € L tem propriedade de indepéndencia se existe uma sequén-

cia (ap)n<e tal que para todo I C o, existe b tal que
GEo(b,ay) & nel.

Dizemos que uma formula §(X,y) € L é dependente, ou tem NIP, se ndo tem
propriedade de indepéndencia.

ii. T éuma teoria com NIP se todas as formulas tém NIP.
Exemplo 4.16 A teoria da aritmética (ver [10]) ndo tem NIP. De fato, a formula
O(x,y) :=Fu(x-u=y)

tem propriedade de indepéndencia. Seja A = {p1,...,pn}, um conjunto de primos distin-

tos e N € N. Para cada I C N, existe b= H pi tal que
icl

N = ¢(pi,b) & icl.

Proposicao 4.17 Seja G um modelo monstro de uma teoria NIP, entdo para cada m € M
e o < K existe A < X e uma familia de subconjuntos {A; :i < A} de G com |A;| < o tais

)e ()

onde X=={a"'b:a,bc G,tp(a/A) =tp(b/A)}.

que, para cada A C G com |A| < o

M

i<\

~~
0

b

Demonstracdo. Suponha por contradi¢io que para algum m € N e o < k, existe A < X tal

que para toda familia de subconjuntos {A; : i < A} de G, com |A;| < o,

existe A C G, com |A| < o tal que, € (ﬂxX’) \ X4 £ g,
A
i<A
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Ou seja, para algum m € N e o < K, existe uma sequéncia (c;,A;);<x tal que
1. A; CG, ‘Ai| <

ii. ¢ € (ﬂ )\(X

j<i

e
s

>m+4
,' .

P
bl

Definindo a relacao
(ci,Ai) ~ (cj,A;) se, e somente se, VO € L(0) (9(c;,A;) +> 9(cj,A;))

temos que existem no maximo 21£l classes de equivaléncia. Logo, a aplicacdo que leva
cada (c;,A;) na sua classe de equivaléncia é uma particao de (A;,¢;);<« € pelo teorema
de Erdds-Rado 3.5, existe uma subsequéncia infinita de (A;, ¢;)i<e que pertence a mesma

é
i

classe de equivaléncia. Ou seja, uma sequéncia indiscernivel (A;,¢;)i<e € como X:

=

definido pelo conjunto de férmulas

gi={3a,b€G(x=a'br )\ 0(a,4)) <> @(b,A})): P C L,®-finito},
ped

entdo ﬂ XZ' é tipo definivel sobre UA jecada (c;,A;) nasequéncia indiscernivel
j<i A j<i
satisfaz (i) e (ii).

Agora, para um conjunto finito de férmulas ®(x,y) = {¢1 (x,¥), 02(x,¥),. .., 0(x,¥)} C
L(0) e A um pequeno conjunto indexado, definimos a relacio
k ~ ~
Eg/5(x,y) se, e somente se G |= /\(9i(x,A) < ¢i(y,A)).

i=1
Logo Eg /A€ definivel e XE@/A’ com m € N também o é
m
Xg:p/g ={c€G:3x1,y1,-- -, Xm;ym € G(c :xf1y1 Xy A /\ Eq,/g(xj,yj))}.
j=1
Note que

a) A= Ey com H = Aut(G/A) como no lema 3.17 e

2|l

i={(a,b) :1p(a/A) =tp(b/A) = (]  Eeu:

dC L(0),D-finito
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b)

i=1

X%:{aflblaglbz ~-a,'by € G: \1p(ai/A) = 1p(bi/A)}

i=1

.
= () {a;'bray'br---a; b, € G: \ Eqjalaibi)}

$eL(0)
- ﬂ Xlgcp/A;
9<L(0)
c)
)% —{(a"'b)*: g € GA1p(a/A) =1p(b/A)}
= (1 {@'b)f:8€GAEg(ab)}
®C L(0),D-finito
_ G
- m XEcb/A'
dC £(0),P-finito
Seja F;"M o tipo sobre A;, dado por
m+4
{0(x,A) : = (Tt 31, X, Ymas € Gl =x7y1 -1, Lymean \ 0(x7,47) < 0y, A1)}
j=1
como ¢; ¢ X para cada i < w, temos que l"l’.th4 ¢ satisfativel e pelo Teorema de
ngr/ii e, como

A
Compacidade 2.36 existe um subconjunto finito ® de F:”H tal que ¢; ¢

1

(¢i,Ai)i<e € insdiscernivel, & independe de (ci,Aj).
Assim, existem conjuntos finitos de férmulas &, @’ tais que para cada i < ®

iii. ¢; ¢Xg;+/j,
. ¢ _
v (XE@/A> & Xeg
Agora, sejam I = (iy,iy,...,i,) uma sequéncia finita crescente de elementos
€y = €241 Cipt17C2ipr1 € @(x,y) uma for-

distintos dois a dois de ®

c]7() = C2i; * C2iy """ Cy»
mula tal que G = ¢(c,,,A,). Podemos ver ¢ como um férmula nas varidveis

X1,Y15X2,Y2, - - sXn, Yns Xn+1, Ynt1 da seguinte maneira
@(ley_laXZay_L I 7xn7y_naxn+17yn+l) = (P(Xl v 'Mn)’nﬂ)-



4.1 Existéncia de G 90

Note que se j # I, podemos considerar ¢(cr0,4,;) € 9(cr1,4,;) como férmulas com

pardmetros em A, . e temos que
J

GIZ( (,0, )<—>(P(11’ 21))

pois (¢, A;)i<e € indiscernivel. Ou seja, se j ¢ I, entdo c,, € ¢, tem 0 mesmo tipo sobre

1 .
Ay ecpc, € X , em particular ¢
J

GEV(A,c c 1), onde

117710

11 101 € XEy I, . Equivalentemente, se j ¢ I, entdo

W/(A2j7cl,lc1;)l) = /\ ((p(c1,ovA )< o(c Cris 2])>’
P’

Além disso, se j € I, entdo G = —W/'(A,,c,,c; ). De fato, sejam Iy = {i},...,i}},

10771
L={if,...,i2}, I ={i},...,i}, j.i1,-..,is} e suponha por contradi¢do que j € I, ¢, ,c “1 =

XEq), 1y entao

—1
-1 _
Cri €y = (611,1 "ot '012,1> (Cll 0 Caj 'c12,<)>

-1 _ -1 -1 -1

Crai €0 = G "€ 6 "6
¢, e e c.=c . -c e, e}
IR RS RS (KR Y Eg 'S RS £5 NS ON B A

—1 -1 -1
€25 =C0 €0 Sy " Ca g (€. 'Clz,O)
-1 —1 -1 -
:[611.,0 (Cz,o " )Ch ,o] ) <C11 0 'Cu,l) "o (Clz-l 'Clzﬂ)'
/ N —

-~

1 2 3

C2j

Como j ¢ I e j ¢ I, as expressdes 2 e 3 pertencem a }LZ - XE®/A2. A expressao 1
2j

G
pertence a (XEq), / A) C X]%&/A pois ¢; | .c;)l € Xeg, s, € POT (i1) temos que ¢, € XZ' . Dai

A2j

m+2 m+4
¢, € (XEcD, /A> X2 C X

o que contradiz (iii). Portanto, existe ¥'(%,y) e elementos {A, ,c;: j < @, C ®}, com
= c,lclol tais que

GE-V(A,c, Io)se e somente se j € [

0 que nao € possivel numa teoria com NIP. O

Teorema 4.18 Se G ¢ um modelo monstro de uma teoria NIP, entdo G existe.
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Demonstragdo. Seja B C G um conjunto pequeno de parametros,
Bl =BU {yi7i < ’L(B)| D Vi 7& ja_'ELB(jivjj)}v

ea = |B/|t < (2/B)*. Ou seja, B é a unidio de B com um conjunto de representantes das
classes da relagdo de Lascar sobre B em G.

Pela proposic¢do 4.17, para cada natural m, e o < X, existe A,, < X e uma familia
de conjuntos {A; : i < Ay}, onde A; C G, |A;| < o, tais que

m m+4
paracada A C G com |A| < a, m <Xi) - <X§> 4-1)
i<A
Como cof(X) > o, para cada fungdo f : @ — X, existe & < K tal que para todo & < ®,
f(8) <&. Ou seja A = Z Am < X e obtemos a familia 4 = {A; : i < A} que satisfaz

m<®

(4-1). Note que se tp(a/(A1UAy)) =tp(b/(A1 UAz)), entdo tp(a/Ay) = tp(b/Ay) e
tp(a/Ay) =tp(b/A;) pois L(A1),L(A2) C L(A]UA3). Ou seja 4 é uma familia fechada
para unides finitas.

Definimos

s=N05)" = N (%)

i<A ACG,|A|<o
e para cada natural m temos que

a) T € Sm € Tuts,
b) Sm = (S1)", T = (T1)",
©) Ti C X= C X, = {a'b: Er,(a,b)},
d) Xo, CS1,onde A = JA;.
i<A

De fato
a) T, C S, pois {A;:i <A} C {A CG,|A| < o} e pela proposigdo 4.17

m+4
S N () =T
ACG,|Al<a

b) Como A4 é fechado por unides finitas, pelo Teorema de Compacidade 2.36, temos
que Sy, = (S1)", T, = (Ty)™.

c)sexeTy, xe )LX para cada A C G, |A| < o, em particular x = a~'b tais que
tp(a/B")=tp(b/B’). Ouseja, Ty C )%. Agora,sea”'b ¢ )%, existe f € Aut(G/B')

tal que f(a) = b. Note que se y é um representante de uma classe de Ej,, entdo



4.1 Existéncia de G 92

fy)=yeseEr,(y,z2), existe g € Aut fi, tal que g(y) = z. Dai
f@)=(fogof Nf)=(fogof ),

onde fogo f~'Autfr, pois Autfr, <Aut(G/B). Ou seja, Er,(y, f(2)). Isto é, f
preserva as classes de Ey, e temos que Er,(a,b) pois f(a) = b.
d) sea 'be Xo,, entdo pelo lema 3.10, a, b pertencem a uma sequéncia indiscernivel

sobre A e temos que tp(a/A;) = tp(b/A;) paracada A; CA. Ousejaa™'b c ﬂ X:
i<A

1

el

Por a) temos que U Sm = U T, e podemos definir H = U Sm = U 1.
m<m m<Q® m<m m<Q
Note que se ¢ € Xf para algum A C G, entdo ¢! € Xf’ Dai se c € H, ¢ € S, para algum

m<oec!es,. Além disso, se a,b € H, por b), temos que ab € H. Logo H é um

subgrupo 0-invariante de G pois cada T, é 0-invariante. Por ¢) temos que

HC |J X[, C<Xy, >=G5 CGy
m<@

(ver 4.3) e de d), temos que
Gj{: <X®A> - Sm gHv

de onde H tem indice limitado. Como G € o menor subgrupo 0-invariante de indice
limitado, Gy C H. Portanto Gz = G e como B € um conjunto pequeno de parimetros
arbitrario, conluimos que G* existe.

OJ
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Apéndice A
Ordinais e Cardinais

Definicao A.1 Uma relacdo bindria < em um cojunto A é dita de ordem parcial se

o VxcA(x <x).
o VaxVy €A((x <y)A(y<x) = y=x).

o VxWVyWz e A((x<y)A(y<z2)) = x<2).
Dizemos que < é uma relag¢do de ordem parcial estrita se

o Vx e A-(x <x).

o VaVy e A(x <y) = —(y <x).

Definicao A.2 Seja A um conjunto e < uma relacdo de ordem parcial estrita, dizemos

que (A, <) é uma ordem linear ou total se
VxVy e A(x <yVx=yVy<x).

Se (A, <) é uma ordem parcial e C C A, C ¢ dito cadeia em A se é ordenado totalmente

por <.

Definicdo A.3 Seja (A, <) uma ordem parcial, x € A é um elemento minimo (mdximo) de

B C A se x € B e ndo existe nenhumy € B, y # x tal que y < x (x < y).

Definicao A.4 Seja < uma relacdo de ordem em um conjunto A, < é uma boa ordenacdo

se para cada subconjunto ndo vazio B, existe um elemento minimo x € B.

Teorema A.5 (Principio da boa ordenagdo).

Seja A um subconjunto, entdo existe uma ordenagdo de A.
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Definicdo A.6 Um intervalo inicial de um conjunto bem ordenado (A, <) é um subcon-

junto B C A tal que:

VaVy(x € BAy <x) —y€E€B.

Definicao A.7 Um conjuto o. é um ordinal se a relacdo € é uma boa ordenagdo e sempre

quexcoeyc€ux entdoy € O.

A ultima condi¢do é conhecida como transitividade de o.
Como nos ordinais € é uma boa ordenac@o, denotamos o € B como o < 3 para a, 3
ordinais.

Notemos que cada ordinal a é o conjunto dos ordinais [ tais que § < c.

Propriedades dos Ordinais

Todo intervalo inicial de um ordinal € um ordinal.

Seja oo um ordinal. Os segmentos iniciais de o sdo ¢ e os elementos de C.

0 € o para todo ordinal a. Ou seja @ é o menor ordinal.

Para todo ordinal o se tem o ¢ aL.

Dados o e B ordinais, temos que ocorre somente uma das seguintes condi¢oes
o=Boua<PBouf<o.

e Se aéum ordinal B = aU{a} é também um ordinal e € o menor ordinal maior que

o. B € denotado por o’ e é chamado o sucessor de d.

e Se C ¢é um conjunto de ordinais, entdo o dado por
d=Ja

¢ 0 menor ordinal tal que o < J para todo o, € C.

Os ndmeros naturais sdo um intervalo inicial dos ordinais. De fato, 0 = 0 € o menor
ordinal, I ={0},2=1{0,{0}},.... Emgeraln+1=n"en={0,1,...,n—1}. O primeriro
ordinal infinito € ® = {0, 1,...}.
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Defini¢ao A.8 Um ordinal o é chamado sucessor ordinal se existe um ordinal B tal que

o= BU{B}. Se o # 0 e ndo é sucessor ordinal, dizemos que é um ordinal limite.
Definicao A.9 Seam (A, <4) e (B,<p) conjuntos ordenados

i. A e B sdo equipotentes se, existe uma bijecdo entre A e B.

ii. A e Bisomorfos se existe uma bijecdo f:A — B tal que
x <a 'y se e somente se f(x) <p f(y)

Teorema A.10 Para cada conjunto bem ordenado (A, <), existe um vinico isomorfismo

de (A, <) sobre um ordinal o.. Ou seja, existe f : A — o tal que x <y < f(x) € f(y).

Teorema A.11 (Inducdo transfinita) Seja C uma cole¢do de ordinais tais que

i) 0eC;
ii) Se o € C, entio o € C;
iii) Se o é ordinal limite e para todo B < o € C, entdo o € C.

Entdo C é a colegdo de todos os ordinais.

Aritmética de Ordinais

Seja X = ({0} x o) U ({1} x B) com o e B ordinais, definimos a+ 3 como a
ordem lexicografica em X. Isto €, a ordem que se obtem colocando 3 depois de a.
O produto o - B é definido como o conjunto B x o com a ordem lexicogrifica.

E importante notar que a soma e o produto de ordinais, ndo sd@o oper¢des comutativas.

®-2={(0,0),(0,1),(0,2),....(0,n),...,(1,0),(1,1),...}
={{0} x 0} U{{1} x o}

=0+ 0

20 ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1),...}

=

I+ o ={{0} x{0}}U{{l} x 0}
={(0,0),(1,0),(1,1),...}

=

o+ 1={{0} xo}u{{1} x{0}}
={(0,0),(0,1),...,(1,0)}
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Na ordem lexicografica o elemento (1,0) é maior que quaisquer outro ¢ € ®, dai (1,0) ¢ ®
el+w#o.
Temos a seguinte ordem, ®,®+ 1,...,sup{o+n:n<o0}=0+0=0, @y +1,...

Lema A.12 Dados o, B,y ordinais, se tem

i of =a+1.

i. (o+B) =oa+p.

iii. (oc+B)+v o+ (B+Yy).
iv. (o-p)-y=0a-(B-v).
-(B+v)=oc-B+0w-

vi. Se B =supy, entdo o+ =supo+7y
yeC yec

=

Definimos o inductivamente como segue
al=1.
i. of =ob-a
iii. Se B¢ um ordinal limite, entdo o = {o¥: y < B} = U,pa’

Cardinais

Seja A um subconjunto, existe uma boa ordenacdo para A (A.5) e um tnico
ordinal « tal que (A,<) € isomorfo a o. |A| denota o menor ordinal o tal que existe

uma boa ordenagdo de A isomorfo a Q.
Definicao A.13 Um ordinal o, é um cardinal se |ot| =

= {o: o € um ordinal numerdvel } é o primeiro ordinal ndo numeravel e |®;| = ®;.
Dado um ordinal o definimos ot como sendo ot = {B : B é equipotente com algum

subconjunto de o} Denotamos os cardinais por X e definimos recursivamente

. No=
ii. Noc—H:(Noc)jL;

iil. Se o € um ordinal limite, entdo Xy = sup g.
B<o

Dizemos que X1 € o cardinal sucessor de X e se o € um ordinal limite, ¥, € chamado

cardinal limite.

Teorema A.14 Dado um ordinal o, existe um cardinal maior que Q.

Definicdo A.15 A cofinalidade de um ordinal limite o. > ®, denotada por cof(Q) é o

menor cardinal A tal que existe uma fun¢do

fA=a



Apéndice A 99

tal que
VE < add < A(f(8) >¢&).

Note que, se o é um ordinal sucessor, cof (o) = 1.

Defini¢do A.16 Um cardinal infinito x é dito regular se K = cof (k). Caso contrario X é

singular.

Aritmética de Cardinais

Defini¢do A.17 Dados cardinais K, e u. Se existem conjuntos A e B tais que |A| = K,
|B| = A, entdo

i. K+A=pusemprequeu=|({0} xA)U ({1} xB)

ii. X-A=usempre que u=|AxB
A

»

’

iii. ¥ , onde AB é o conjunto de fungées de A em B.

= u sempre que u = |AB
Lema A.18 Sejam A e K cardinais, se K ou A é infinito, entdo
K+A=%-A=max{K A}

Teorema A.19 Sejam K, \ e u cardinais, entdo

I K+A=A+K K-A=A-K

i. X+(Au) = (K+A)+u - (A-p) = (K-A) -y
iii. Sex<Aentdox+u<Ad+uex-u=~A-u

. KA+p) =x-A+x-u

Teorema A.20 Sejam K, \ e u cardinais, entdo

i (KMH =K
i, KMH =1
iii. (K-A)H=xH- M

iv. sek> Rge2<Ah<K, entdo 2* = A* =¥

Para finalizar, enunciamos as igualdades conhecidas como a hipotese do continuo e a

hipotese generalizada do continuo respectivamente

2% = x4
2% = Ry

para todo ordinal o.
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