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Resumo

Dirino, Kariny de Andrade . Um Estudo sobre Algebras Associadas a
alguns Grafos Orientados em Niveis. Goidnia, 2017. 76p. Dissertacao
de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal
de Goias.
Dado um grafo orientado em niveis I' podemos associar a ele uma algebra, denotada
por A(T"), cujos geradores sdo as arestas do grafo e as relagoes sao definidas
mediante: todos os caminhos com o mesmo vértice inicial e mesmo vértice final
determinam fatoragoes distintas para o mesmo polindémio com coeficientes em um
anel nao comutativo. Exibimos um estudo sobre essas algebras e suas principais
propriedades, apresentando algumas classes de exemplos e tendo como foco central
o grafo de Hasse do conjunto parcialmente ordenado das k-faces do grafo de Petersen,
I'p,. Abordamos resultados sobre bases para éalgebras do tipo A(I"), calculamos as
suas séries de Hilbert e o grupo dos automorfismos dessas algebras, determinamos
os subgrafos induzidos pelo conjunto dos vértices fixados por cada o € Aut(T")
e calculamos as fungoes geradoras do trago graduado, a fim de introduzirmos

problemas relacionados a koszulidade.

Palavras-chave:
Grafos orientados em niveis. Algebras associadas a grafos. Série de Hilbert.

Grupo de automorfismos. Grafo de Petersen. Koszulidade.



Abstract

Dirino, Kariny de Andrade . A Study on Algebras Associated with
Some Layered Directed Graphs. Goiania, 2017. 76p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Considering a layered directed graphs I' we may associate it to an algebra, denoted
as A(I'), whose generators are the edges of the graph and the relations are
defined through: every ways with the same initial vertex and the same final vertex
determine different fractorizations for the same polynomial with coefficients in a
non-commutative ring. We present a study about these algebras and their main
properties, presenting some classes of examples and having as central focus the Hasse
graph of the partially ordered set of k -faces of Petersen graph, I'p,. We discuss the
results on basis for algebras of type A(I"), we calculate their Hilbert series and the
automorphisms group of these algebras, we determine the subgraphs induced by the
set of vertices fixed by each o € Aut(I") and we calculate the graded trace generating

functions, in order to introduce problems related to koszulity.

keywords
Layered directed graphs. Algebras associated to graphs. Hilbert series.
Automorphism group. Petersen graph. Koszuality.
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Introducao

Sejam P(t) =t +ajt+az um polindmio com coeficientes em um anel nio
comutativo, x1 e xo suas raizes a direita com a diferenca x1 —x9 invertivel e ¢ uma

variavel central. Isto é, x1t =txq e xot =txo. Temos,
3 +a =0 2 =0 0-1
{+aix1+az=0 e a5+ajxa+az=0. (0-1)
Subtraindo a segunda equacgao da primeira, obtemos

0 = 22-23+ay(x1-22)

= :c% — 21T +T1T9 —x% +ay(ry—12)

= x1(x1-x2) + (21 —22)x2 +a1(v1 —22),
e, multiplicando por (z1-x2)7! & direita, temos
0 = a1+ (z1-22)x2(x1—22) L +ay.
Logo,
ay = —x1 - (21 - x9) w2 (01 ~72) " = —w1 - 71 2,

onde x1 9 = (21 —x2)x2 (21 —22) 1.

Agora, substituindo z1 2 na primeira equacao de (0-1), temos

o
Il

23— (21 + (21 - 22) w2 (21 - 12) M) + a2

x% —x% — (w1 —x2) 2o (1 —22) L1 + a2

Escrevendo ag = (21 —x2)xa(z1 —22) 121 = 21 221, chegamos a seguinte fato-
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ragao para o polindémio P(t):

P(t) t2 + (—:L‘l —1‘172)t+$1721‘1 = t2 —:L‘lt —1‘17275 +l‘1721‘1
(t-z12)t+(t-212)(-71)

(t—xlyg)(t—xl).

Com um procedimento andlogo, ou seja, subtraindo a primeira equagao
da segunda em (0-1), pode-se mostrar que P(t) = (t —x21)(t—x2) com x; =
(21 -22)x1 (21 —22)~ L. Assim temos duas fatoracoes diferentes de P(t). Essas duas
fatoracoes implicam as seguintes identidades entre as pseudo raizes:

T12+x1 =221 +T2, (0_2)
1,271 = T2,122.

Podemos representar essa situacao por meio de um grafo onde os vértices
correspondem aos divisores a direita do polinémio P(t) e suas arestas as raizes de
(t-z12)(t-21) = (t—221)(t—22). A dlgebra () foi definida como um quociente
da algebra associativa livre com unidade tendo como geradores livres os elementos

x12, T21, T1, T2 satisfazendo as relagoes (0-2).

P()

1,2 2,1

x1 x2

— @

Figura 1: Grafo dos divisores a direita de um polinémio em
varidveis nao comutativas

Em [11] foram definidas as dlgebras @), relacionadas a fatoragao de polino-
mios em variaveis nao comutativas (generalizando a construcao de Q2 acima). Sejam
R um anel associativo (ndo comutativo) com unidade e P(t) =t"+a1t" 1 +---+a, um
polinémio ménico em R[t]. Sejam x,x2,...,2, € R raizes a direita de P(t), isto é,
x) +a1xlfl*1 +--+a, =0. Para todoi=1,2,...,n, temos que os elementos x 4 ; definidos

por pares (A,i), em que Ac{1,2,...,n} eie{l,2,...,n}\A, satisfazem as seguintes
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relagoes
L Au{i},j trA= L Au{j}i tTAj (0_3)
TAu{i},j TAL=TAu(j}i LA,
e
P(t) = (t_'rAn—lfL’n)(t_'rAn—%infl )”.(t_'rAOvil )
Assim, a élgebra @), é a algebra gerada pelos elementos x4 ;, onde Ac{1,2,...,n} e

ie{l1,2,....,n}\A satisfazendo as relagoes (0-3). Tais relagbes podem ser represen-

tadas pelo grafo diamante a seguir.

LT Au{j},i

Au{j}

)
A

Figura 2: Relagoes em QQy,

Em [10], Gelfand, Retakh, Serconek e Wilson, introduziram uma nova classe
de algebras associadas a grafos orientados em niveis. Dado um grafo orientado em
niveis I', escreveremos A(I") para indicar a dlgebra a ele associada. A algebra A(T")
é gerada pelas arestas do grafo. As relagoes sao definidas associando cada caminho
em I' a um polindbmio com coeficientes na algebra associativa livre sobre o conjunto
de arestas e determinando quais caminhos distintos com mesmo inicio e mesmo fim
representam a fatoracdo do mesmo polindémio em varidveis nao comutativas.

As élgebras A(I") sao quadraticas e admitem uma gradua¢ido em subes-
pacos de dimensao finita. Tal fato nos permite calcular a Série de Hilbert dessas
algebras conforme apresentado em [14]. Além disso, cada automorfismo ¢ do grafo
[’ determina o grafo I'? (subgrafo de I" obtido pelos vértices fixados por o) e um
automorfismo da &dlgebra A(T'). Em [5], Duffy mostrou que, sob certas condigdes,
Aut(A(l)) = K* x Aut(T"), em que Aut(A(I')), Aut(I') e K denotam, o grupo dos
automorfismos de A(T"), o grupo dos automorfismos de I' e um corpo, respectiva-
mente. E recentemente, em [15], Vasconcelos apresentou uma generalizagao para esse
resultado, abrangendo uma classe consideravelmente maior de grafos.

Apresentaremos aqui um estudo a respeito das algebras associadas a grafos
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orientados em niveis, focando suas Séries de Hilbert, seus grupos de automorfismos,
além de definir dlgebras duais relacionadas e discutir questoes sobre koszulidade. O
foco central deste trabalho esta na algebra A(I'p,), onde I'p, representa o grafo de
Hasse do conjunto parcialmente ordenado das k-faces do grafo de Petersen.

No primeiro capitulo, apresentamos as definicdes e terminologias préprias
da Teoria de Grafos e apresentamos a construgao dos principais grafos referidos no
decorrer dos proximos capitulos. O Capitulo 2 é dedicado aos conceitos algébricos,
propriedades e construcao das algebras A(I") e apresentamos ainda resultados que
nos permitem determinar uma base para A(I'p,). No Capitulo 3 mostramos a
expressao geral que nos permite calcular a Série de Hilbert das algebras associadas a
grafos e calculamos a série para A(I'p, ). Ja no Capitulo 4 apresentamos os grupos de
automorfismos de algumas élgebras A(I") e, como um resultado nosso, em particular
o grupo de automorfismos de A(I'p,). Além disso, apresentamos os subgrafos fixados
e calculamos as fungoes geradoras do trago graduado de Aut(A(I')) sobre A(T),
em especial, fazemos o mesmo no caso do grafo de Petersen, ou seja,Aut(A(I'p,))
sobre A(I'p,). No Capitulo 5 definimos a algebra graduada associada, gr(A(I")),
sua dual, A(T)!, e as subdlgebras A(I'?) para o € Aut(T"). O estudo dessas algebras
¢ importante pois nos permite verificar a propriedade da koszulidade, o que pode
tornar a teoria de representagdo dessas algebras particularmente simples. Dessa
forma, finalizamos com os resultados que nos permitem verificar se uma algebra
é ou nao Koszul e alguns exemplos de algebras do tipo A(T") que satisfazem tal

propriedade.



CAPITULO 1

Grafos

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos da teoria de grafos perti-

nentes ao entendimento deste trabalho. Para mais detalhes veja [4].

1.1 Definicoes e Exemplos

Definigao 1.1 Um grafo é um par G =(V,E) de conjuntos tais que E<[V]?, onde

[V]? € o conjunto de todos os subconjuntos de V' com exatamente 2 elementos.

Dessa forma, os elementos de V' sao os vértices do grafo G e os elementos
de E sdo suas arestas. Se u,veV e f={u,v} € E, dizemos que a aresta f incide em

u e v. Vértices ligados por arestas sao ditos vértices adjacentes.

Exemplo 1.2 A Figura 1.1 representa o grafo que possui V ={a,b,c,d}, e E =

{{a,b},{b,c},{c,d},{a,d}} como os conjuntos de vértices e arestas, respectivamente.

d

Figura 1.1: G = ({a,b,c,d},{{a,b},{b,c},{c,d},{a,d}})

Quando nao houver risco de confusdo, representaremos a aresta f ={u,v}

que liga os vértices u e v apenas por uv, como no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3 O grafo apresentado na Figura 1.2 tem conjunto de vértices V =
{1,2,3,4,5,6} e conjunto de arestas E ={12,14,23,24,25 34,35}.
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Figura 1.2: G({1,2,3,4,5,6},{12,14,23,24,25,34,35})

Definig¢ao 1.4 Sejam G=(V,E) e G'=(V',E") grafos. Se V'V e E'C E dizemos

que G’ € um subgrafo de G e escrevemos G' € G.

Uma forma de obter subgrafos de um dado grafo G=(V,E) é tomar V/'cV
(qualquer) e E' = {{v,w} e E:v,weV'}. O grafo G’ = (V' E") é um subgrafo de G,
chamado o subgrafo de G induzido por V'.

Exemplo 1.5 Nos termos do FEzxemplo 1.3, o subgrafo de G induzido por V' =
{2,3,4,6}, é o grafo G'={V' E'}, onde E'=1{23,24,34}, apresentado na Figura
1.5.

Figura 1.3: G'({2,3,4,6},{23,24,34})

Definig¢ao 1.6 Sejam G=(V,E) e G'=(V',E") grafos.

i. Uma funcao o:V - V' é um homomorfismo de G em G’ se para cada par
x,y €V formando uma aresta em G, as imagens o(x), o(y) € V' formam uma

aresta em G'. Escrevemos o:G — G'.

i1. Se um homomorfismo de grafos o ¢ bijetor, dizemos que o é um isomorfismo

de grafos e que G e G' sdo isomorfos, denotamos por G=G'.

1i. Um isomorfismo de G em G é chamado um automorfismo de G. Denotamos

por Aut(G) o grupo dos automorfismos do grafo G.

Exemplo 1.7 Na Figura 1./ a fungio o:V - V' dada por: o(1) = a1, 0(2) = aq,

0(3)=aqg, 0(4)=as, 0(5) =ag, € um isomorfismo de G em G'.
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4 3 a4 as

Figura 1.4: Grafos isomorfos

Definicao 1.8 Um grafo G = (V,E) é orientado se os elementos de E sao pares
ordenados. Nesse caso, usamos (v1,v2) para indicar que a aresta que incide nos
vértices v1 e vy € orientada com inicio em vy e fim em va. Graficamente, utilizaremos

setas para indicar a orientagdo das arestas.

Definicao 1.9 Um caminho é um grafo nao vazio P=(V,E) com vértices V =
{zo,21,...,21} € arestas E = {xox1,2122,...,Tk_1T}}, onde os x; sio todos distintos.
O niumero k de arestas em um caminho P € o seu comprimento, um caminho de

comprimento k é denotado por P*.

Dizemos que os vértices zq e x} sao ligados por P e sao os fins do caminho.
Os vértices x1,...,x;_1 sdo vértices internos de P. Agora, considerando as fungoes
t,h: E -V, onde

t(e) = vértice inicial de e, h(e) = vértice final de e,

e v,w eV, definimos um caminho de v a w como sendo uma sequéncia de arestas
T=e1,....em tal que t(e1) =v, h(en) =w e t(ej1) = h(e;). Nesse caso, escrevemos
t(m) =v, h(w) =w e denotamos por [(7) o comprimento de 7. Escrevemos v > w se

existe um caminho de v a w.

Exemplo 1.10 Na Figura 1.5, apresentamos o caminho P3 com conjunto de vér-

tices {xg,x1,22,23}.

o

N
e
N\

3

Figura 1.5: Caminho P3
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Defini¢ao 1.11 Dizemos que um grafo orientado G =(V,E) é um grafo em niveis

Se podemos escrever

V=1V e E=JE

=

Il
o
~.

Il
o

2

e para e € E; temos t(e) €V; e h(e)eV_1, onde t,h: E -V
t(e) := vértice inicial de e, h(e):=vértice final de e.
SeveV; (e€ E;) dizemos que o nivel de v (de e) éi e denotamos por |v|=1 (le|=1).

O grafo a seguir é um exemplo de grafo orientado e em niveis, onde os niveis

0 e 3 possuem um vértice apenas e os niveis 1 e 2 possuem 3 vértices cada.

A nivel 3

J [ [ nivel 2
\L/ nivel 1
D nivel 0

Figura 1.6: Grafo orientado e em niveis

Sejam I" um grafo orientado em niveis e v e Vj,j>2. Para 1<i<j defina
Si(v) ={weVj_;:v>w}, ou seja, S;j(v) é o conjunto de vértices que estao conectados
a v por um caminho de comprimento i. Particularmente, S1(v) = {w € Vj,_; : v >w}
¢é o conjunto de vértices adjacentes a v.

Dizemos que dois vértices v e v/ no mesmo nivel ¢ >0 estao conectados por

uma sequéncia down-up se existem vértices v=1vg,..., v =v"€V; e wy,...,wr € V;_1
tais que vj_1 >w; e vj >w; com j=1,...,k. Veja a Figura 1.7:
v =1 v v =19
\./\./
w1 w2

Figura 1.7: Sequéncia down-up
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Definicao 1.12 Um grafo em niveis G ¢é dito uniforme se para qualquer par de
arestas e, f € E com t(e) =t([f) seus vértices finais h(e), h(f) estio conectados por

uma sequéncia down-up vy, ...,v; tal que t(e)>v;, 1=0,... k.

Na Figura 1.8 temos dois grafos: o primeiro uniforme, o segundo, nao
uniforme, pois as arestas e e ea tém mesmo inicio, mas seus fins nao estao conectados

por uma sequéncia down-up.

TAVAWERVAN
N

Figura 1.8: Grafos uniforme e ndo uniforme

Temos que para cada v eV existe um caminho 7, = {e;,...,ey}, chamado
caminho indicativo, de v a *, definido por e; =¢,, €41 = €h(e;)s Para 1<i<m, e
h(ém) = *. Quando 7, é o caminho indicativo de v a *, escrevemos e(v,k) em vez de
e(my, k).

Observe que os grafos uniformes satisfazem a condi¢ao de que, dado qual-
quer vértice em (G, quaisquer arestas distintas que partem deste vértice podem ser
estendidas a caminhos que terminam em um mesmo vértice, essa propriedade é
chamada condicao diamante. Neste trabalho consideraremos grafos uniformes,
orientados em niveis. Além disso, tomaremos grafos com um tnico vértice minimal,

ou seja, apresenta um unico vértice no menor nivel, este vértice denotaremos por *,

l
(Vo ={*}). Escreveremos V* para indicar (*)V;.
i=1

Observacao: Nas proximas se¢oes, bem como nos capitulos seguintes, denotaremos

o grafo G=(V,E) por I'.

1.2 O grafo de Hasse

Nesta se¢do construiremos o grafo de Hasse do conjunto parcialmente
ordenado das k-faces do grafo de Petersen. Primeiramente, definimos relagdo de
ordem em um conjunto e reticulados, em seguida, mostramos que o grafo de Hasse

satisfaz todas as propriedades que buscamos em um grafo,
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Definigcao 1.13 Uma relacao bindria < definida em um conjunto A é uma ordem
parcial no conjunto A se as sequintes condigcoes sdo satisfeitas:
1. a<a;
1. a<b eb<a implica b=a;
1i. a<b eb<c implica a<c.
Se, além disso, para todo a,be A tivermos
v. a<b oub<a,

dizemos que < € uma ordem total no conjunto A.

Um conjunto nao vazio com uma relacao de ordem parcial é chamado um
conjunto parcialmente ordenado ou, um poset. Se a relacio < é uma relagio de
ordem total, dizemos que o conjunto é um conjunto totalmente ordenado, ou sim-
plesmente uma cadeia. Em um poset A, usamos a expressio a <b para representar

a<beaz#b.

Definicao 1.14 Um conjunto ndo vazio L junto com duas operacoes bindrias v e
A em L é um reticulado se satisfazem as sequintes propriedades:

L1. xvy=yvz, xAy=ynzx (leis comutativas);

L2 xzv(yvz)=(xvy)vz, zA(yrz)=(xnry)az (leis associativas);

L3. xvx=x, xAx=x (leis idempotentes);

L4. xv(xnay) =z, zA(xzvy)=x (leis de absor¢io).
Se além dessas (L,v,N) satisfaz

L5. (xvy)nz=(xznz)v(ynz) (lei distributiva)

o reticulado € dito distributivo.

Exemplo 1.15 Sejam A um conjunto nao vazio e P(A) o conjunto das partes de

A, ou seja, P(A)={X:X cA}. Para todos X1,X2,X3<SP(A), temos:

XiuXo=XouX;, XinXo=XonXy;
X1U(XouX3)=(XjuXo)uXs, Xin(XonX3)=(X1nX2)nXs;
XjuX;=X1, XinX;=Xy;
X1u(XinXo)=X1, Xin(XjuXq)=Xj.

Logo, (P(A),u,n) € um reticulado onde a ordem parcial é a inclusio de

conjuntos.
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Estamos interessados no reticulado formado pelo conjunto parcialmente or-
denado das k-faces de um poligono. Temos que, dado um conjunto finito parcialmente
ordenado P, com relagdo de ordem <, podemos associd-lo a um grafo, denominado
o grafo de Hasse de P. O grafo de Hasse de P é construido do seguinte modo: os
vértices do grafo representam os elementos de P e para x,y € P, existe uma aresta
entre os vértices correspondentes v, e vy se v <y e nao existe z € P tal que x <z <y.
Além disso, v, devera estar acima de v,. Se definimos ¢,h: £ -V pondo t(vyv,) = vy
e h(vyvz) = v, entao o grafo de Hasse de um conjunto parcialmente ordenado torna-
se um grafo orientado. Finalmente, assumimos que |vg| = |vy| -1, 0 que o torna um

grafo em niveis.

Exemplo 1.16 (0,) O grafo de Hasse associado ao reticulado do conjunto das
partes de um conjunto finito de n elementos serd denotado por 0,. Sejam A={1,2,3}

P(A) ={2,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

o conjunto das partes de A. O grafo de Hasse associado a P(A), 03, considerando

a relagao de ordem por inclusdo () é representado na Figura 1.9.

7

Figura 1.9: Grafo de Hasse associado ao conjunto das partes
de A={1,2,3}

Exemplo 1.17 (Grafo de Hasse do conjunto parcialmente ordenado das
faces de um poligono, I'p )

Em [3] Cozeter define os “polytopes” como extensio a nogio de poligonos e
poliedros para dimensoes maiores. Tratamos aqui do caso n =2 que sGo meramente
poligonos. Podemos colocar uma ordem parcial no conjunto P das faces de um
poligono do sequinte modo: x <y se x € uma (k—1)-face, y € uma k-face e ainda x
¢ uma face de y.

Por exemplo, o conjunto parcialmente ordenado das faces de um quadrado
ABCD consiste do @, dos vértices A, B, C e D, das arestas AB, BC, CD e DA; e

do proprio quadrado ABCD. Além disso, a rela¢io de ordem nesse conjunto seria:
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@<A<AB<ABCD, 3<B<AB<ABCD (idem se trocarmos A e Bpor Be C, Ce
DouDeA). O conjunto vazio é convencionado como face de um vértice, os vértices
que determinam uma aresta sio as faces da aresta e as arestas que determinam
0 quadrado sao as faces do quadrado. Mais precisamente, o conjunto das faces é
constituido pela 2-face ABCD, pelas 1-face AB, BC, CD e DA, pelas 0-face A, B,
C e D, e convencionamos que & ¢ uma -1-face.

Assim, o grafo de Hasse associado as faces um poligono possui quatro niveis
com: 1 vértice no nivel 0; 1 vértice no nivel 3; tantos vértices no nivel 1 quantos
tenham o poligono e existira um vértice no nivel 2 para cada aresta no poligono. O
vértice maximal estd conectado a todos os vértices no nivel 2. Cada vértice no nivel 2
estd conectado a apenas 2 vértices no nivel 1 (cada vértice representando uma aresta
¢ adjacente aos vértices dessa aresta), e cada vértice no nivel 1 estd conectado ao
vértice minimal, *.

Na Figura 1.10 apresentamos: o grafo de Hasse do conjunto parcialmente
ordenado das faces de um triangulo a esquerda e o grafo de Hasse associado a um
poligono de n lados a direita, denotados, respectivamente, I'p, e I'p, . Considere um
triangulo de vértices 1, 2 e 3. A esse triangulo associamos 1 vértice no nivel 0, *.
Trés vértices no nivel 1, wy, we e ws representando respectivamente os vértices 1, 2
e 3. Trés vértices no nivel 2, via, v, V31, representando respectivamente as arestas
12, 23 e 13, do triangulo. Ainda, 1 vértice no nivel 4, u, representando o proprio
triangulo. Observe ainda que o vértice via, que representa a aresta 12, € adjacente

aos vértices wy e wa, visto que os vértices 1 e 2 pertencem a aresta 12. Assim € com

0s demais.
u /
nivel 3
V12 V23 V31 V12 nivel 2
w1 w3 w3 w1 nivel 1
¢ nivel 0

Figura 1.10: I'p, e I'p,

Exemplo 1.18 (O grafo ') Um poligono regular de n lados é obtido a partir
360°

das rotagoes de =2=  de um ponto inicial Py, onde n € um inteiro positivo. Podemos

estender essa nogao substituindo n por um numero racional maior que 2, digamos a
fragao g onde p e q sdGo numeros naturais coprimos. Sejam p e q inteiros positivos

com mdc(p,q) =1, um poligono reqular (generalizado) {n}, onden= %, é um poligono
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em que seus p vértices sao derivados de um vértice inicial Py por repetidas rotagoes
de 360°

<=, € seus p lados sao

PyP1,P\P;,...,Py 1Py

O denominador q é chamado densidade do poligono. Quando q=1 entdo n=p e
obtemos o poligono regular (ordindrio) p, ou seja, um poligono regular de p lados.
Para q > 1 tais poligonos sio chamados de poligonos estrela. Em [15] Vasconcelos
estudou a dlgebra associada a I'¢,, o grafo de Hasse do poligono estrela {5}, comn>3
impar, considerando as arestas externas, por isso, chamado de poligono estrelado.
Os n vértices foram renomeados por wi,wa,...,wy. Este poligono tem 2n lados e
dessa forma, I, tem n vértices no nivel 1 e 2n vértices no nivel 2. Os vértices foram
rotulados usando indices em Zy,: no nivel 1 chamaremos os vértices de wi,wa, ..., W,.
Os wvértices no nivel 2 serio denotados por {vi+1,1<i<n} (correspondendo as
arestas externas) e {vi 2,1 <i<n} (correspondendo ds arestas internas) e no nivel
3 chamamos de u o vértice maximal. Pode-se checar que se nao consideramos
as arestas externas, o grafo de Hasse associado obtido é isomorfo ao grafo I'p,
apresentado no exemplo anterior.

Na Figura 1.11 apresentamos o grafo I'c.

u

Wi+l Wii+2
w; Wi+1 / Wi+2

L]
*

Figura 1.11: I',

Exemplo 1.19 (O grafo L(n,q)) Sejam K =F, o corpo finito com q elementos
e V=Fy o espago vetorial n-dimensional sobre Fy. Nesse caso, Sub(V') (conjunto
formado pelos subespagos de V) é um conjunto parcialmente ordenado, finito e seus
elementos podem ser representados por meio de um grafo, chamado o grafo de Hasse
de Sub(V'), denotado por L(n,q).

O grafo é construido da sequinte maneira: cada subespago W e Sub(V')
representa um vértice e se Wao €Wy e dim(Wsa) =dim(W1) -1 desenhamos o vértice
referente a Wy imediatamente abaixo do vértice referente a Wi e unimos por uma

seta orientada (voltada para Wa).
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O grafo de Hasse de Sub(V') é um grafo em niveis, em que os vértices

no nivel i sio os subespagos de Fy de dimensdao i. Esse nimero € denotado pelo
coeficiente de Gauss (veja [?]) (Z)q e

n _(qn—l)(qn_q)...(qn_qk—l)
(kz)q_ (F-1)(¢F—q)(dF—gF-1)’ (1-1)

Na Figura 1.12, apresentamos o grafo de Hasse L(2,q). Nesse caso, o grafo

tem 3 niveis. No nivel 0, x representa o espago nulo, no nivel 2, V representa Fg, e

2
no nivel 1 os (1) =q+1 subespagos de dimensao 1 sobre Fy sao representados por

q
Wl,...,Wq+1.

v
nivel2
W1 WQ LR q+1 nivell
nivelQ

*

Figura 1.12: Grafo L(2,q)

1.3 O Grafo de Hasse associado ao Grafo de Pe-

tersen

Sejam X um conjunto de 5 elementos e V' o conjunto de todos os subconjun-
tos de X que possuem exatamente 2 elementos. Considere a condi¢ao: dois elementos
v1,v9 € V sdo adjacentes se v; Nnvg = @. Tal relacao de adjacéncia sobre V' define o
grafo de Petersen. Em outras palavras, o grafo de Petersen é o grafo cujos vértices
sao todos os subconjuntos de X formados por dois elementos e existe uma aresta
entre dois vértices v1 e vg se, e somente se, v NV = @. Esse grafo é denotado por Ps.

Se considerarmos o conjunto X contendo os ntmeros naturais de 1 a 5,
X ={1,2,3,4,5}, teremos: V ={{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},
{3,5},{4,5}}. E existe aresta entre os vértices: {1,2} e {3,4},{3,5},{4,5}; {1,3} e
{2,4},{2,55,{4,5}; {1,4} e {2,3},{2,5},{3,5}; {1,5} e {2,3},{2,4},{3,4}; {2,3} ¢
{4,5}; {2,4} e {3,5}; {2,5} e {3,4}. Logo, o grafo P5 possui 10 vértices e 15 arestas.

Graficamente,
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{1,2}

{3,4} {4,5}

{2,5} {1,3}

Figura 1.13: Grafo de Petersen

Agora, construiremos o grafo de Hasse do conjunto parcialmente ordenado
das k-faces do grafo de Petersen de forma similiar a apresentada no Exemplo 1.17,
o denotaremos por I'p,. Para isso, e também para evitar o excesso de notagao,

renomeamos os vértices do grafo P5 de 1 a 10 da seguinte forma:

1

2

7 bt

Figura 1.14: Grafo de Petersen

Seja P o conjunto de todos os elementos de P,

{*,w17w2,w3,w4,w5,w6,w7,w8,w9,w10,v12,v13,v19,

V26, U28, V34, U35, V48, V410, V56, U5T, V610, VT8, U79, V910

satisfazendo a relacao de ordem:

U > *, W, Vij
Vij > *, Wk

Wi, > *
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ou seja,

P: {*7w17...,w10,vij7u}7

onde w; representam os vértices 1,...,10 e v;; representam as arestas que unem os
vértices adjacentes w; e wj, u representa o proprio grafo Ps.

O grafo de Hasse de Ps, representado na Figura 1.15, possui quatro niveis,
com um vértice no nivel 0, *; dez vértices no nivel 1, wy,...,wig, representando
respectivamente os vértices 1,...,10; quinze vértices no nivel 2, vo;_1i41,1 <7 <5,
representando as arestas que conectam wo;_1 a w941, V2-12i, 1 <1 <5, representando
as arestas que conectam wg;_1 a woy;, € V9;9i+4,1 <1 <H, representando as arestas que
conectam wa; a wo;44; além de um vértice no nivel 3, u, representando Ps5. E, existe
aresta de v;; a wy, se, e somente se, k=17 ou k = j.

O vértice do nivel 3 esta conectado com todos do nivel 2; cada vértice do
nivel 2 estd conectado com 2 vértices do nivel 1, de tal forma que cada vértice do
nivel 1 esta conectado com 3 vértices do nivel 2; e todos os vértices do nivel 1 estao

conectados com o vértice *.

Figura 1.15: Grafo de Hasse do conjunto parcialmente orde-
nado das k-faces do Grafo de Petersen

Nesta dissertacao, desejamos utilizar esse grafo para encontrar a algebra
associada a ele e desenvolver toda a teoria apresentada nos préximos capitulos para

tal algebra, a fim de verificar suas principais propriedades.



CAPITULO 2

Algebras Associadas a Grafos

Neste capitulo falaremos sobre as dlgebras associadas a grafos orientados em
niveis apresentadas em [10], denominadas A(T"), sua construgao e propriedades. Para
tal, definimos algebras graduadas, descrevemos a nocao de filtracao e determinamos
a algebra graduada associada gr(A). Posteriormente, definimos &lgebra tensorial
como a algebra associativa livre gerada por um espago vetorial V' sobre um corpo K
para enfim apresentar a construgao da dlgebra A(I") e os teoremas que determinam
sua base. Como caso particular, e um dos principais objetivos deste trabalho,

determinaremos a base da algebra A(I'p, ).

2.1 Espaco quociente e espaco graduado

Sejam V' um espago vetorial sobre um corpo K e W um subespaco de V.
Existem, geralmente, muitos subespagos W' que sao complementares de W, isto é,
subespacos com a propriedade: V =W @W'. Se existe um produto interno em V/,
e W tem dimensao finita, hd um subespacgo particular o qual podemos chamar de
complementar natural de W. Esse é o complemento ortogonal de W. Mas, se V nao
possuir estrutura além de espaco vetorial, ndo podemos selecionar um subespaco W’
complementar natural do subespaco W. No entanto, pode-se construir a partir de V'
e W o espago vetorial V /W chamado de quociente de V' e W, que ird desempenhar o
papel do complemento natural de W. O espago quociente nao é um subespago de V,
e por isso nao pode realmente ser um subespaco complementar a W, mas ele é um
espaco vetorial definido em termos de V' e W e tem a propriedade de ser isomorfo a

qualquer subespaco W’ complementar a W, como mostraremos a diante.

Definicao 2.1 Seja W um subespaco de V. Se o e B sao vetores em V' dizemos que

a € congruente a [ mddulo W se o vetor a— 3 estd no subespaco W . Escrevemos
a= modW.

A congruéncia modulo W é uma relacao de equivaléncia em V', ou seja,
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1. a=a mod W pois, a—a=0eW,;

2. Se a= modW segue que f=a modW. Uma vez que W é um subespago

de V o vetor a— (€W se, somente se, f—ae W,

3. Sea=p modW e =y mod W, entao o=y mod W, poisse a—Fe -veW,
entdo a-y=a-F+p-yeW.

A classe de equivaléncia do vetor « consiste de todos os vetores S eV tais
que B—a e W, isto é, todos os vetores (3 tais que 5 =a+~, com e W. Por esta razao,
a classe lateral do vetor a é denotada por a+W. O conjunto de todas as classes
laterais de W serd denotado por V//W. Vamos agora definir uma adi¢ao de vetores

e multiplicacdo por escalar em V /W da seguinte forma:

(a+W)+(B+W)=(a+B)+W,
c(a+W) =(ca)+W, ceR.

Estes dependem apenas das classes laterais envolvidas. Portanto,
1. Sea=a’ modW e =" mod W, entdao a+5=a’+3" mod W.
2. Se a=a’ mod W, entao ca=ca’ modW, ce K

Agora é facil verificar que V' /W é um espago vetorial sobre o corpo K. Cada
uma das propriedades de adi¢do de vetores e multiplicacdo por escalar resulta da
correspondente propriedade das operagoes em V. O vetor nulo de V' /W serd a classe

lateral do vetor nulo de V.

Definicao 2.2 Sejam V um espago vetorial e W um subespago de V. Denotamos

por V[W o espago vetorial, chamado espago quociente de V' e W, tal que:
1. (a+W)+(B+W)=(a+5)+W,

2. c(a+W)=(ca)+W, para todo ce K e o, €V, onde a+W ={a+w:weW}.

Exemplo 2.3 Seja V =R2 ¢ W ¢V uma reta que contém a origem de R2. Se
a=(x1,22) €V, a classe a+W € a reta que passa pelo ponto (x1,12) e € paralela
a W. Em outras palavras, o espaco quociente R? /W é o conjunto de todas as retas

contidas em R2 e paralelas a W, veja a Figura 2.1.
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A (u+v)+W
u+W
Ut v+ W
W
Uu
(v

Figura 2.1: Espaco Quociente

Teorema 2.4 Seja V=W &W'. Entao a aplicacao quociente

W VW

v o= [2]

¢ um isomorfismo. Em particular, se V tem dimensdo finita, entdo o espago
quociente V |W tem dimensdo finita e dim(V [W) =dim (V') - dim(W).

Demonstragdo. Seja Q a aplicacao quociente. Entao

Qax+Py) = [ax+Py] = [ax]+[By] = a[z]+Bly] = aQ(x) + BQ(y).

Logo Q é linear. Para ver que Q ¢ injetiva, note que se Q(x) =0 entao, por definigao,
[] =0, o que significa que z € W pela relagio de congruéncia médulo W. Entéao
xeW'nW ={0}, logo z =0. Agora, seja [y] €V, temos y=w+w’, com weW e
w' e W'. Dai, y—w' =w, ou seja, [y]=[w'] e assim, [y] = Q(w') e Q é sobrejetiva.
Como V' W é isomorfo a W' e V=W e W', temos dim(V /W) =dim(W') e
dim(V') = dim(W') +dim(W). Logo, dim(V [W') = dim (V') = dim(W). i

Definicao 2.5 Seja I um conjunto. Um espago vetorial V' é [-graduado se para

cada i€ existe um subespago V; €V tal que V =@V;. Neste caso dizemos que
iel

{Vi:iel} é uma graduagio de V e que V; é a componente homogénea de V' de

grau i.

Exemplo 2.6 Consideremos o espaco vetorial V =R"™ e o conjunto I ={1,2,...,n}.

Sejam e; = (0,...,1,...,0) (1 na posi¢io i e 0 nas demais), 1 <i<n, e Vj o subespago
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gerado por e;,

Vi = ((1,0,...,0))
Vo = ((0,1,...,0))
Vi = ((0,...,1,...,0))
Vi, = ((0,...,0,1)).
Lembre-se que {e1,...,en} € a base candnica de R™ e, portanto,
n
R"=V;
i=1
isto €,

n
VicV e V=V.
i=1

Assim, R™ é um espaco vetorial I-graduado.

2.2 Algebras graduadas e algebras filtradas

Definigao 2.7 Uma algebra sobre um corpo K é um conjunto A junto com trés
operagoes +: AxA—-> A - KxA—->A e »: AxA - A satisfazendo as sequintes

propriedades:
1. (A,+,-) é um espago vetorial;
2. para todos a,b,ce A, ax(bxc)=(axb)*c;
3. para todos a,b,ce A e ve K, ax(b+a-c)=axb+a-axc;

4. aeK, (a+a-b)xc=axc+a-(bx*c).

Se além disso temos que:

5. ewiste 14€ A tal que 1gxa=ax*14=a para todo a€ A,

dizemos que A € uma algebra com unidade 14. E, se temos:

6. ax*b=bxa para todo a,be A,

dizemos que A € uma algebra comutativa.
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Definicao 2.8 Seja A uma dlgebra, onde (A,+,-) € um espago vetorial graduado

por 1, se A;A; € A;j para todo i,j €1, dizemos que A é uma algebra graduada.
0
Exemplo 2.9 Considere a dlgebra Ma(R). Sejam Ma(R)g ={( g g ) ta,de R}

0 b
e Ma(R); = ( 0 ) th,ce R}. Entao Ma(R) = Ma(R)o @ Ma(R); é uma Zso-
c

graduagao de My(R).

Agora, descrevemos a nocao de filtracdo para uma algebra A. Posterior-

mente, determinamos a algebra graduada associada gr(A).

Definigao 2.10 Dizemos que uma dlgebra A € filtrada se para todo inteiro nao

negativo i existe um subespaco AW tal que:
1. AW c AU sei<y;
2. [ JAD = 4;
i
3. AG@) AG) c AG+7)
Dizemos que {A® :i>0} é uma filtragio de A.

Seja A=@DA; uma algebra Zsp-graduada e tomemos

120

A(l) Z@AZ =A@ A,

j<i

{A® 1§ >0} torna-se uma filtracdo de A. Reciprocamente, se {A():i>0} é uma
filtracao de A e

A= ADJAD (com ACD = {0}).
Entao

gr(A)=>"4;,

120

onde a multiplicagdo em gr(A) é definida por
(ai + A(i_l))(aj + A(j_l)) =a;a; + V(Hj_l)

é uma algebra Zsp-graduada, a algebra graduada associada a A. Observe que

essa graduacao depende da filtracao de A.
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Exemplo 2.11 Sejam R[z] ={ap+a1z+-+a,2":ap e R,ne N} a dlgebra dos po-
linomios em uma indeterminada sobre o corpo R e A; =R-2' o subespaco homogéneo
de graui. Temos R{z] =@ A; e que ' -27 =277 logo, A;- Aj € Ay j. Portanto, R[x]

>0

¢ uma dlgebra Zso-graduada. Sejam ACD ={0} e parai>0,A) =ReR-z&--®R 7.
Nesse caso, Ag=R/{0} 2R. Ainda,

Ai=ReR-z@-0R-7")/(ReR-v&--dR-271) 2R 2",

Isso implica que

2.3 A algebra tensorial

Dado um espaco vetorial V| estamos interessados em construir a algebra
tensorial, denotada por T'(V'). Essa é a algebra associativa livre gerada por V
sobre um corpo K. Portanto, primeiramente definimos algebra livre, apresentamos
um exemplo, em seguida construimos o produto tensorial de K-espagos vetoriais V/

e W, por fim, construimos T'(V').

Definicao 2.12 Dizemos que uma dlgebra F ¢é livre sobre X se existe X c F' tal
que X gera F' e para cada dlgebra A e cada aplicacio h: X — A, ewiste um unico
homomorfismo p: F —> A que estende h. Nesse caso, dizemos que F' ¢ livremente

gerada por X.

Em outras palavras, uma algebra F' é livremente gerada por X c F', se o
diagrama a seguir comuta com qualquer algebra A e qualquer funcdo h: X — A,

onde ¢ é a inclusdao natural de X em F'.
F
AN
T NP
? N
N

Exemplo 2.13 A dlgebra R[x] apresentada no Exemplo 2.11 € a dlgebra livremente
gerada por {x} sobre R. De fato, dadas quaisquer R-dlgebra A e aplicagio h:{x} —

A, 0 homomorfismo ¢:R[z] — A dado por ¢p(ap+a1x+---+apz™) =ag+aih(x)+--+
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aph(z)" estende h, pois se i:{x} — R[z] € a inclusio natural de {x} em R[z],
o(i(x)) =od(x) =h(x). Além disso, se existe um homomorfismo ¢':R[x] — A que
estende h, entao ¢'(ag+ar1x+-+ap,x™) =ag+a1d’ (x) +---+and' ()" = ag+arh(x) +
et anh(z)" = ¢(ag+arz+-+a,x™). Isso mostra que ¢ € o unico homomorfismo de
R[z] em A que estende h.

Agora, seja X um conjunto nao vazio qualquer e K um corpo, considere

KX={) amr:a, K}
zeX
o conjunto de todas as somas formais de elementos de X. Aqui a,z é um simbolo

formal. Dizemos que Z (= Z Brx se ay = [, para todo x € X.
zreX reX
Com as operagoes,

Z Qg X+ Z But = Z (az +Bz)x

reX reX reX

A agr =) (Nag)z,

zreX reX

o conjunto K X torna-se um K-espacgo vetorial, chamado de K- espago vetorial com
base X.
Uma observacao importante sobre o espaco vetorial KX é a seguinte: a

operacao

Z Qg X - Z AyY = Z YoylY,

reX yeX zyeX

onde 7y = Y. azay, torna KX uma K-dlgebra associativa. Quando X é um grupo,
chamamos KX de dlgebra de grupo.

Sejam V' e W K-espagos vetoriais e considere o K-espago vetorial K (V xW)
com base V' xW e o subespago U de K(V x W) gerado pelos elementos dos tipos

(v1+v2,w) = (v1,w) - (v2,w),
(v,w1 +w2) — (v,w1) = (v,w2),
(Av,w) = A(v,w),

(v,  \w) = A(v,w),

com v1,v2,v €V wy,wo,weW e e K.
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Definicao 2.14 Definimos o produto tensorial de V por W, denotado por
Veg W (ou simplesmente V@ W), como sendo o espago wvetorial quociente
K(VxW)/U.

Dado (v,w) € V x W, denotamos por v®w o elemento (v,w) de VeoW.
Chamamos os elementos da forma v®w de tensores. Temos que {v@w:v eV,

weW?} é o conjunto gerador de V@V e satisfaz as seguintes propriedades:

(v1+v2)®W =V W +v2 ®W,
v® (w1 +w) =vR W1 +v W3,
(W)ew=Avew),

(v w)=A(veow),

para quaisquer vi,v2,v €V, wi,wa,weW e A e K. Concluimos assim que todos os
elementos de Vg W sao da forma Y v®@w com veV, weW.

Temos interesse particular na seguinte algebra associativa livre, a algebra
tensorial: seja V um K-espaco vetorial e sejam T(V)V =K, T(V)! =V e para
neNn>1T(V)"=VeVe®---eV (n copias).

Definicao 2.15 A dlgebra T(V) =Y T(V)" € a dlgebra tensorial de V sobre K.
n=0

A priori, o conjunto T'(V) é apenas um espago vetorial Zso-graduado.
Definimos a operacao de multiplicagdo entre os elementos de T'(V) do seguinte

modo:
(11®VI® Q) (W WL R+ QW) =V] QUIR++ QU QU] W R+ R W.

Tal operagao torna 7'(V') uma algebra associativa com unidade, e é com-
pativel com a graduagao de T'(V'), isto é, T (V') torna-se uma &lgebra graduada.
Dizemos que um elemento da forma v; ® v, k>0 e v; €V, é uma palavra em

T(V), assim, a unidade é a palavra vazia.

2.4 Algebra quadratica e sua dual

Aqui apresentamos de forma sucinta as defini¢oes de algebra quadratica e

de sua dlgebra quadrética dual. Mais detalhes podem ser encontrados em [12].
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Definicao 2.16 Sejam V um espago vetorial com base {vj:jeJ} e RcT(V).
Denotamos por (R) o ideal de T'(V') gerado por R, isto é,

k
<R> = {Zyznz, k> O,yi,zi € T(V),r,- € R}
i=1
Entao dizemos que a dlgebra quociente T'(V)[(R) € a dlgebra definida por geradores

{vj:jeJ} e relagoes R.

Observagao 2.17 O conjunto R, das relacoes, determina também um conjunto de

redugoes (cada relagao leva a uma redugio). Nesse sentido temos:
i. Um elemento 1€ T(V') € dito irredutivel (relativamente das relagoes de R) em
T(V)/(R) se nenhuma reducio se aplica a ele.

i. Um elemento j € T(V) € dito redutivel em T(V)/(R) se alguma redugio se

aplica a ele.

it1. Uma relagio r€ R € homogénea se reT(V)" para algum n > 1.

Exemplo 2.18 Seja V' o espago vetorial gerado por x, y e z. Sejam T (V') a dlgebra
tensorial de V' sobre o corpo K e R={y-x-z}. A relagio R determina a redugao
y=x+z. Entao em A=T(V)/(R), x e z sdo irredutiveis e y é redutivel. De outro
modo, a reducao poderia ser z=1y—x. Nesse caso, x e y seriam irredutiveis e z

redutivel.

Definigao 2.19 Dizemos que a dlgebra definida por geradores {vy,...,v,} e relagoes

R € uma algebra quadratica se RcV V.

Sejam X = {vy,...,v,}, V= KX (o espago vetorial gerado por X sobre o
corpo K) e V*={f:V > K: f é linear} o espago vetorial dual V. Observe que o
conjunto {vy,...,v;}, onde v} (v;) = d;; ¢é linearmente independente em V*.
Com efeito, suponha
a1v] +-+apu;, =0.
Dai
(a1v] +-+apvy)(v;) =0, i=1,...,n.

Por outro lado,

(a1v] +-+anpvy)(vi) =, onde a; = 1,...,n.
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Observe também que dado ¢g:V — K linear e v €V, tem-se

9(v)

g(aqvy +-+anvy)

a1g(vy) +-+ang(vy)

g(v1)vy (aqvy ++apup) +-+ g(vp)vs (v +-- + apoy).

Logo, g = g(v1)v] +---+g(vn)v;; é uma combinagao linear de vetores vy,...,v;. Isso
mostra que os vetores vj,...,v;; constituem uma base para V*.

Agora, V*@V™* age bilinearmente em V' ® V' mediante

(feg)(vew)=f(v)eg(w), fgeV* v,weV.

Considere o conjunto R* ={ueV*@V*:u(R)=(0)}

Definigao 2.20 Sejam V' um espago vetorial e A=T(V)/(R) uma dlgebra quadrd-
tica. Entao A'=T(V*)/(R*) é a dlgebra quadratica dual de A.

2.5 A algebra A(I")

Nesta se¢ao construimos a algebra A(T") conforme apresentado em [10].
Seja K um corpo e para qualquer conjunto W seja T(W) a &algebra
associativa livre gerada por W sobre K. Seja I'(V, E') um grafo orientado em niveis

onde V' é o conjunto de vértices, £ o conjunto de arestas e existem ¢,h: E -V de

n n

modo que t: E; > V; e h: E; - V;_1 para V=UV; e E=UEi com Vj = *.
1=1 =1
Para um caminho 7= {ey,...,ey} em T', definimos

e(ﬂ-7k) = Z e’i1“'eik7

1<t <<t <m

ou seja,

e(m,1) = e;+-+eg,
e(m,2) = ejeg+-+ejey+egezt o +e9e, + o+ em_1€m,
e(m,m) = er-em.

Definicao 2.21 Seja R o ideal bilateral de T(FE) gerado por,
{e(mi, k) —e(mj, k) t(m) =t(m;), h(m;) = h(mj), 1 <k <l(m;)}.

Entao A(T')=T(E)/R.
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Notagao: Denotamos por é(v,k) a imagem em A(T") de ej---ey.
Em outras palavras, A(T") é a dlgebra gerada pelas arestas do grafo I' e
cujas relagoes sao: caminhos distintos com mesmo inicio e fim, em I', determinam a

fatoracdo do mesmo polindmio com coeficientes em um anel nao comutativo.

Exemplo 2.22 Vamos construir a dlgebra Q2 usando a Definicao 2.21. Seja I' o
grafo apresentado na Figura 2.2. Temos E ={x12,v21,21,22}. As dnicas possibili-
dades de caminhos com mesmo inicio e fim em I' sao w1 = {x1 2,21} e ma={z21,22}.

Entao,

e(m,1)=x12+x1 e e(m,2)=x1221.

e(ma,1)=x91+22 e e(m2,2) =22 122.
Logo,

e(m1,1)—e(me,1)
e(m1,2) —e(me,2)

(ZL'LQ +:E1) - (.1'271 +l‘2)

1,271 —221%2.
Seja R o ideal bilateral de T(E) gerado pelas relagoes
(x12+21)— (221 +22) € 1271 —T21%2.

Temos que A(I')=T(E)/R € o conjunto de todas as palavras em x12,%21,21, € T2

satisfazendo x12+x1 =221 +x2 € T12T1=T21T2.

P(t)
1,2 2.1
t—x1 t—x9
T To
[
1

Figura 2.2: Grafo dos divisores a direita de um polinomio
em varidveis nao comutativas

Exemplo 2.23 Seja I' o grafo orientado em niveis apresentado na Figura 2.35.

Temos os sequintes caminhos em T': wp ={ey,ea}, ma={f1, fo} e m3={g1,92}. Observe
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que t(m;) =t(m;) para todo ,j=1,2,3. Entdo o conjunto
{e(mi, k) —e(mj, k) s t(m;) =t(mj), h(m;) = h(m;),1 <k <l(m;)}
torna-se

{e(m,1)—e(mo,1),e(m1,2) —e(m2,2),e(m,1) —e(ms, 1),
e(m,2)—e(ms,2),e(me,1) —e(ms,1),e(m2,2) —e(m3,2) }.

Agora

6(7T1,1)—€(7T2,1) = 61+62—(f1+f2), 6(7T1,2)—€(7T2,2) = elez—flfz,
e(m,1)—e(ms, 1) =e1+ea—(g1+g2), e(m,2)-e(ms,2) =e1e2-g192,

e(mo,1)—e(m3,1) = fi+ fa—(g91+g2), e(m,2)-e(n3,2) = fifa—g192.

Entio A(T') € a dlgebra gerada por E ={e1,e2, f1, f2,91,92} satisfazendo as relagoes
descritas acima.

€1 g1

fi

€2 f2 /g2

Figura 2.3: Exemplo 2.23

Defini¢ao 2.24 Sejam T'=(V,E) um grafo orientado em niveis, v,weV e k,l
inteiros positivos. Dizemos que (v,k) cobre (w,l) se v>w, ou seja, existe um

caminho de v a w e k =|v|-|w|. Denotamos por (v,k) > (w,l).

Exemplo 2.25 No grafo a sequir temos que (a,3) > (g,1) pois existe um caminho
de a a g elal-|g|=3. Mas, (b,k)# (f,l) independente dos valores de k el pois nao

existe caminho de b a f, e (¢,2) % (e,1) uma vez que |c|-|e| =1.
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a
b/\c
d e #f

g

Figura 2.4: Exemplo 2.25

Apresentaremos a seguir dois importantes resultados, o primeiro expressa
uma base para A(I') em termos do conjunto de arestas do grafo, o segundo por sua
vez apresenta as algebras A(I") como um quociente da algebra associativa livre sobre
o conjunto de vértices V., o que torna mais eficiente o manejo de seus elementos.
Apesar de serem resultados fundamentais para a construcdo das proximas segoes,
suas demonstracoes nao constituem objetivos centrais deste trabalho, porém podem
ser verificadas em [14] e [13] respectivamente. Focaremos os préximos passos na

aplicagao destes resultados.

n
Teorema 2.26 Seja I' = (V,E) um grafo orientado em niveis, onde V =|JVi,

>0
Vo ={»}. Entao

B = {é(vhkl)“'é(vlukl) ZZZO,Ul,...,’Ul € V+71 < kl < |Ui|7(vi7ki) > (Ui+17ki+1)}

¢ uma base para A(L).
Teorema 2.27 Sejam I' um grafo em niveis uniforme e Ry o ideal bilateral de

T(V+) gerado por

u(v-w)-v? +w?+(v-w)r:uel| JV;; v,we Sy (u), veSi(v)nSy(w)}.
1=2

Entao, A(T)=T(V*)/Ry e A(T") € quadrdtica, isto é, Ry cV*eV™.

Observe que o conjunto apresentado no Teorema 2.27 descreve os diamantes

do grafo. Veja a figura:

)

Figura 2.5: Teorema 2.27
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2.6 Alguns exemplos da algebra A(I")

Nesta se¢do apresentamos as algebras A(I') para certas classes de grafos
(aqueles apresentados nos Exemplos 1.17, 1.18 e 1.19 do Capitulo 1), de forma a

elucidar a aplicacao dos Teoremas 2.26 e 2.27.

Exemplo 2.28 (A algebra A(I'p,)) Considere a dlgebra associada ao grafo de
Hasse do conjunto parcialmente ordenado das faces de um poligono regular de n
lados, grafo conforme Exemplo 1.17. Tal dlgebra, denotada A(T'p,), foi construida
e estudada por Duffy em [5], é determinada pelo conjunto de vértices do grafo I'p,,,

{u,vii41,w;, %}, satisfazendo as relagoes:

2.2 .
o Vi1 (Wi —wis1) w5+ W, ;

2 2 ~
o U(Vijr1 —Vit1i+2) —U 1tV 40T (Vigs1 = Vig2)Wis1, 1 <P <.
Tais relacoes foram obtidas aplicando-se o Teorema 2.27 e nos permitem determinar
a dlgebra A(T'p, ) como um quociente do conjunto de vértices do grafo I'p,, e sua

base € dada pela sequinte proposicao:

Proposicao 2.29 Uma base B de A(I'p, ) consiste de » e do conjunto de todas as
palavras em u, v+, € w; tais que as sequintes condigoes sao satisfeitas: a subpalavra
vii+1w; ocorre somente se j #i+1; a subpalavra uvy,1 ocorre somente se i=1; e

Uv;i+1W; 86 ocorre sei=j=1.

Exemplo 2.30 (A algebra A(I')) Em [15], Vasconcelos determinou a base da
agebra associada ao grafo de Hasse do conjunto parcialmente ordenado das k-faces
de um poligono estrelado, denominada A(T'y).

Sejam V3 = {u}, Vo = {vjs1,vii02 : 1 <1 <n} = {vig,...,001,013,...,0n2} €

Vi ={wi,...,wp}. Entio | JVi={via,...,Un1,013,...,Un2,u}.
1>2
Observe que S1(u) =Va e que, para todo 1<i<n,

S1(vii+1) N S1(vizr1i+2) = {wir1},
S1(vii+2) N S1(Viz2iva) = {wira},

S1(viz+1) N S1(vigs2) = {wi}.

Logo, o Teorema 2.26 fornece as sequintes relagoes em A(I'¢):

(a) U(Uu’+1 _Ui+1i+2) —U%H +U,-2+1,-+2 + (Uii+1 _Ui+1i+2)wi+1;'
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(b) u(viir1 —viie2) = U%H + U,-QHQ + (Vija1 = Vig42)) Wi
(€) w(Viir2 = Vit1342) =V, 0 + V2, 1o+ (Viir2 = Vit 1542 ) Wit2;

(d) w(Viisa = Vis2isa) = V3o + V2 oy + (Viis2 = Vis2isd )Wita;
(€) viga1 (Wi —wip1) —wi+w?, | ;

(f) viiro(wi —wiso) —w? +w?,,.

Ainda, das igualdades (uvip1i12)Wiv2 = W(Vis1i+2Wir2) € (UVi1743)Wis3 =

u(vis14+3W;i+3), resultam as relagoes adicionais:

2 3 2 2. .2
(9) WV 1 Wi = V3, Wik + WP, o = Vijr 1 WiW;42 — W Wiy2 — UV Wi + UW] + VW, —

. 2 2 .
Vi +1W; —UW;, 4,
(h) UVi42W;i+3 = V2 oWis3 + Vij42WiWis3 — W2Wi13 + WS, o = UVj+1i42Wis] + V2, 15 0Wit] —
1+2Wi+3 = U o Wi 3 T Vg4 2 WyWg+3 i Wi+3 i+3 1+1i+2Wi+1 i+1i+2 Wi+l
2 2

L 2 _
Vit 1i+2Wy, 1 +UWG, 4 — YW, 3.

Foi provado que as relagoes (¢) e (d) podem ser descartadas pois produzem
o mesmo efeito que a relagio (a). Assim, (a), (b), (€), (f), (g9), e (h) determinam

um sistema completo de redugoes, resultando no sequinte resultado:

Proposicao 2.31 Uma base B de A(T'¢) consiste de « e do conjunto de todas
as palavras em u,vii+1,Vii+2,W; tais que as sequintes condigoes sao wdlidas: as
subpalavras viiy1w; ocorrem somente se j #i+1, vipow; ocorrem se j#i+2. As
subpalavras uwviy1 ocorrem somente se i =1, e as subpalavras uv;i,1w; ocorrem

somente se 1=7=1.

A algebra A(I'p,)

Seja I'p, o grafo de Hasse do conjunto parcialmente ordenado das k-faces de
Petersen, conforme definido na Se¢ao 1.3, e aplicando o Teorema 2.27, temos que a
algebra A(I'p,) é a éalgebra gerada por , w;, (i=1,---,10), v2j-12j+1, V2k—12k> V22144,
(j,k,l=1,---,5) satisfazendo as seguintes relagoes:

o u(Vgio12is1 — Vio12;) — V2 2 10 Yo
21-124+1 U22—122) V31941 TV9_12; T (U22—122+1 U22—122)w22—1
o w(Vgiea - Vaio12) — V2 2 v 19 Yo
2i2i+4 —V2i-12i) = Vgi;, 4 + V5;_19; T (V202044 —V2i-12i )W2;
o w(Vi_19is1 — V2is12i03) — V2 2 o ,
20-12i+1 ~V2i+12i+3) ~V3;_19+1 T V3ir12i+3 T (V2i-12i+1 = V2i+12i+3)W2i+1
v DYeys . _ 02 2 o Dyeys . .
o U(V2i2i44 ~V2i142i+8) ~ V30504 T V54 a9i1g + (V202044 = V2i4+42i+8 ) W2i+4
e 4 — e 1o _ 02 2 e 4 e 1o .
* U(U21—121+1 U22+122+2) V3i_12i+1 T Y2i412i+2 F (U21—121+1 U21+121+2)w21+1
o aoies 02 2 o i .
o U(V2i2i14 = V2i2i+6) ~ V3j9;14 + V3inire T (V202044 — V2246 ) W2i

2 2
o V2i_12i(wWoi-1 —wa;) —wy, | +w3;
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2 2
* U2i-12i+1 (in—l —W2i+1 ) —Wy; 4 + Waisq

2 2
o V22514 (W2 — Wai4a) — Wy, + W3, 4
Teorema 2.32 Uma base para A(T ¢ o conjunto formado por * e todas as
p P ) p
palavras em u, vij, wy tais que as subpalavras uv;jwy ocorrem se, e somente se,
i=k=1 e j=2; as subpalavras do tipo uv;j ocorrem se, e somente se, i=1 e j=2;

as subpalavras do tipo v;jwy ocorrem se, e somente se k=1.

A demonstracao desse teorema foge ao escopo deste trabalho, porém encon-
traremos todas as relagoes que nao sao obtidas pela aplicagdo imediata do Teorema
2.27. Assim, teremos um sistema completo de redugdes para que possamos apli-
car alguma reducao a toda palavra nao abrangida pelo Teorema 2.32. As redugoes

adicionais sao obtidas pelas igualdades:

(uv2i2i+4)W2i+4 = U(V2i2i14W2414)
(uvgi12i)w2; = u(v2i-12iw2;)
(Uv2i412i43)W2ir3 = U(V2i+12i+3W2i+3)
(uv2is12i42)W2ir2 = U(V2i+12i42W2i12)
(uv2i2i+6)W2ir6 = U(V2i2i16W2i16)

Da seguinte maneira,

2 2
(uv2i2i+4)W2i+4 = (UV23-12i2 = Vo, 4 +V5;_19; + (V202044 — V2i-12; ) Wa; )Wa;44
2 2
= UV23-12i2W2%+4 — V939,44 W2%i+4 T Vg, 19, W24+4 + V2i244+4W25W+4 —
V2i-12;W2;W2i+4
_ D ) . . . 2 2 2 .
= UV23-12i2W24+4 — U242i+4 (U2121+4w22 —Wy; + w2i+4) + U3 _19;W2i+4 +
. e el 2 2 .
V212i+4 W23 W24+4 — (U22—122w21—1 —wy_1t wgi)w22+4
2 2 2 2
= UV2-12iW2%+4 — V9,44 W2%5 T V24244 Wo; — V2i2i+4Wo; 4 T V9 _19;W2i+4 +
2 2
V2421 +4 W24 W4 +4 — V212 W24i—1 W2j+4 — Wa;_1 W4 +4 + W W2 +4
_ P 2 . . 2 o ) 2 2 )
= UV24-12iW2%+4 — V39,44 W25 T V2i2i+4Wa; — (v2z2z+4w2z —Wwy, t w2i+4)w2z+4 +
2 2 2
V9;_12; W2i+4 T V2i2i+4W2%5W2%+4 — V212 W21 W24+4 — W, 1 W2i+4 + Wo;W24+4
_ 2 2 2 3
= UV24-12iW2%+4 — V939,44 W25 T V2i2i+4Wq; — V2i2j+4W2{W2h+4 + Wo, W44 — Wo; 4 +
2 2 2
V9;_12; W2i+4 + V2i2j+4 W2 W2 +4 — V2i-12 W2i—1 W24+4 — Wo; 1 W2j+4 — Wo; W44
2 2 3 2
= UV2-12iW2%+4 — V944 W25 T V24244 Wo; — Wo; g T Vi 19, W2G+4 —

2
V2i-12iW2i-1W24i+4 — Wo; _1W24j+4-
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e
. . — . . 2 . — . . 2 .
U(V2i2i44W2i+4) = U(V242i4+4 W25 — Wa; +Wj+4) = UV 4 W5 — UWS; + UW 44
_ o 2 2 . L . ) 2 )
= (UV2i-12i = V3j9;,4 + V5 _19; + (V202044 — V2i-12; ) W24 ) Wi — UWS; + UW 44
_ o 2 2 2 , e 2
= u(V2i-12iW2i—1 —W5;_1 +Wh;) — Vo, 4 Wi +V2i-12i (V2i-12iW2i—1 — Wi;_1 +
2 2 2 2 2
W) + V2244 Wi; = (V2i-12 W21 = Wi;_q +Wi; ) Wa; — UW; + UW;14
_ o 2 2 2 L2 , 9
= UV2i-12{W2i-1 —UWY;_1 T UWY; = Vo4 g W2 + Vg, _19;W2i—1 ~V2-12iW3; 1 +
2 2 2 3 2
V2i-12iWy; T V2i2i+4Wo; — V2j-12;W2-1W2; + Wo,; W2 — Wo; — UWsy; + UW24+4
2 2 2 2
= UV2-12iW2%-1 —UWg; 1 — V39, 4W2% T V95 _19;W2i-1 —V2-12;Wy; 1+
2 2 2 2
(V2i-12W24-1 = W;_q +W5; )W + V224 4W5; — V2412 W—1W; + W;_1 W25 —
3
Wo; T UW4+4
_ o 2 2 L2 , )
= UV24-12iW2%—-1 —UWg; 1 — V99, 4W2% T V5 _19;W2i-1 —V2i-12;Wy; 1 T
2 3 2 2
V2i-12iW25-1W25 — Wo; 1 W24 + Wy, +V242i4+4Wo; — V212, W21 W24 + W5, W% —
3
Wo; T UW24+4
_ o 2 2 L2 _ ) 2
= UV2-12iW2%—-1 —UWg;_1 — V9,4 W2 T Vg _19;W2i-1 —V2i-12;Wo; _1 T V2i2+4W5; +
UW4+4
nos da

2 2 2
UV2j-12W2+4 — V3,9, 4 W2 + V22i+4W3; — w§i+4 T Uy, _19;W2i+4 — V2i-12iW2-1W25+4 —
2 _ 2 2 2 2
wgi_1w2i+4 = UV2-12W2-1 — uwgi_l - U2i2i+4w2i + Ugi_lgiw%—l - U2i—12iw2i_1 +

2
V2i2i+4Wq; + UW24+4
ou seja,

3 2 2 _
UV2-12iW2+d = Wy, g T Vi 19, W2i+d = V2i-12iW24-1W24+4 = Wh; W2i4d = UV2-12; W41 —

2 2 2
UW5; 1 TV, 19, W2i-1 —V2i-12{W3; | T UW2j+4.
Da mesma forma,

P P
(uv2i-12i )w2; = (UWV2i-12i+1 = V3;_19i+1 + Vai_12; T (V2i=12i+1 = V2i-12; )W2i-1 )W2;
P P
= UV24-12i+1W2% — V19,41 W25 T Vg, 19, W25 + V2i-12i+1W24-1W24 — V2j-12{W2i-1W24
P 2 2
= UV2i-12i+1W25 — Vij_ 19501 W2i +V2i-12i (V2i-12iW2i—1 — W3;_; +W5;) +

V2i-12i+1W2-1W25 — V2i-12; W21 W24
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nos da

UV24-12i+1 W24 — U%Z',lgﬂl wa; + v%i,mwzi_l - U2i—12iw%¢,1 + U2i—12iw§i +
V2i-12i+1 W2i-1W25 — V2i-12; W2i-1W2;

UV2-12i+1 W25 — U%Z',lgﬂl wo; + vgi,lgiwmq - 021'—12@'%0%1;1 + (UQi—12iw2i—1 -
w%i—l + w%i YW2; + V212441 W2i—1W2; — V2i—12W2i— 1 W2;

UV2j-12i+1W25 — Ugi_lgiﬂ wa; + v%,-_lg,-w%& - U2i712iw%i_1 + U212, W2i-1 W25 —
wgi_lwzz' + w%l- +U2i-12i+1 W25 -1W2%5 — V212, W2 -1W24

UV 12141 W2 — Va;_ 19141 W2i +Via;_19;W2i—1 — V2i—12iWas_1 +V2i—12iW2i—1W2; —

2 !
Wo; _qW2i + Wy,

2 2 2 2
(V2i—12iw2;) = (V212§ W2i—1 — WH;_1 + W, ) = UV2j_12;W2j—1 — UWH;_1 +UW3;

2 2 2
(UUQi—12i+1 —V9;_12i+1 T V9i_19; T (UQi—12i+1 —U2i-12i )w2i—1 )w2i—1 —UWy; 1+
uw);
L a2 . 2 ) L 2. _
UV23-12i+1W2%4—-1 —Vg; 12,41 W2i-1 T V5;_19;W2i-1 T V2i-12i+1W3; 1

29 2
V2i-12{W3;_1 —UWg; 1 +UW);

2 2 2 2
UV2-12i+1W245 — VY, 19,1 W2i T Vy;_19,W2i-1 — V2i-12i W5, 1 + V2i-12;W2-1W2; — Wy, W24 +

3
2

uw%_l + uw%

2

implicando em

2 2 3
UV2-12i+1W25 — V19,41 W2i + V2i-12iW2i-1W2; — Wy, W2 + Wy,

2 2

2 ) . . 2 _
V912441 W2i-1 T V2i-12i+1W3;_1 —UW3; 1 +UWS,;.

Analogamente, se

2 2
(Uv2412i+3)W2i13 = (UV2i-22i+1 =~ Vaj_19i41 + Vajp12i43 T (V2i-12i41 —
V2i412i+3 ) W2it1 ) W2i+3

2 2
UV2§-22i+1W24i+3 = Va;_19i11 W2i+3 + Vi 19543 W2i+3 + U2i—12i+1 W24+ 1W24+3 —

V2i+12i+3W24+1W2i+3

- 2 2 2 2
Wy; = UV2-12i+1W2i-1 — V5;_19;,1W2i-1 + V5, _19,W2i-1 + V2i-12+1W5; | — V24-12W3; 1 —

= UV24-12i+1W24-1 —



2.6 Alguns exemplos da algebra A(T") 43

2 2 2
= UV2-22i+1W23+3 — Vg; 19,11 W2i+3 + V2i+12i+3 (U2i+12i+3w2i+1 —Wy41 T w2¢+3) +
2 2
(UQi—12i+1 W2i-1 —Wo;_1 T Wy, 11 )w2i+3 —V2i+12i+3W2i+1W2i+3
2 2 2
= UV2-22i+1W2%+3 — V;_12,4+1W2i+3 + V9, 119,43 W2i+1 — V2i+12i+3Wo; 1 T
2 2 2
V23412i+3 W3 T U2-12i+1 W21 W4+3 — Wa; W13 +Wh; 1 W2j43 —
V2i+12i+3W245+1W24+3
. . . 2 . 2 . . . 2
= UV2-22i+1W23+3 — V312,41 W2i+3 t V9, 119,43 W2i+1 — V2i+12i+3Wa; 1 T
2 2 2
(V2412043 W2541 = Wi, 1 + Wi, 5) W43 +V24-12i41W24—1 W23 — Wa;_ W2ix3 +
2
W41 W24+3 ~ V24+12i+3W243+1W24+3
2 2 2
= UV2-22i+1W2%+3 — V;_12,+1W2i+3 + V9, 112,43 W2i+1 — V2i+12i+3Wo; 1 T
2 3 2
V2i+12i+3W24+1W2i+3 — Wo; 1 W24+3 + Wo, 3+ V2i-12i+1W2-1W24+3 — Wy, 1 W24i+3 T
2
W, 1 W24+3 — V2i+12i+3W24+1W24+3
. . . 2 . 2 . . . 2 3
= UV2-22i+1W2%+3 —V;_12;+1W2i+3 1 V9, 112,43 W2i+1 — V2i+12i+3Wo; 1 T Wy, 3 T

2
V24-12i+1W24i-1W24j+3 — W, _1 W24 +3

2 2
U(V2i112i+3W2i+3) = U(V234+12i43W2i41 — W5, 1 + W, 3)
- . . . 2 2
= UV24+12i+3W24+1 — UW5; 1 TUWS, 5
o 2 2 o . . .
= (UUQZ—IZHI —V9;_12i+1 TV2i4+12i+3 T (1)21—12”1 - ’U21+122+3)w22+1)w22+1 -

2 2
UW3; 1 TUWY; 3

2 2 2
= UV2-12i+1W24+1 — Vo; 19,11 W2i+1 t V95, 19,1 3W2i+1 T V2-12i41W5; 1 —
2 2 2
U2i+12i+3Wa;41 —UWa; 1 TUW; .5
2 2 2 2
= U(V2i-12i41W24—1 —WH;_1 + W5, 1) = V2i-12i+1 (V2i—12i+1W2j—1 — Wi;_q +Whj,q ) +

2 2 2 2
V9;112i+3W2i+1 + (02¢712¢+1w2¢71 T Wy T W4 )w2i+1 —V2+12i+3W3;, 1 —
2 2
UW; 1 TUW; 3
_ . . . 2 2 2 ) ) ) 2
= UV2-12i+1W2%-1 —UWo;_1 T UW;, 1 — V919441 W2i-1 —V2i-12i+1Wo;_1 T

2 2 2
V2i-12i+1Wo; 11 t Vg, 112,13 W2i+1 T V2i-12i+1W24-1W24+1 — Wo,; {W24+1 +
w2 w9; —V9; ; w2 —uw2 +uw2
2i+1W2i+1 — V2i+12i+3Wo; 11 2i+1 2i+3
2 2 2
= UV2-12i+1W2%-1 —UWg; 1 —V; 192,41 W2i-1 1 V2i-12i+1W3;_1 — (U2z>12z'+1 Wi-1—
2 2 2 2
Wy;_q +Whi 1 )Wir1 + V54 19503W2i+1 + V2i—12i+1W24—1W24+1 — Wa;_ W2is1 +

2 2 2
Wi 11 W2i+1 ~ V2i+12i+3 W 41 T UWY,; 3
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2 2 2
= UV24-12i+1W2%-1 —UW; 1 —V5; 19,1 W2i-1 +V2-12i+1W3; 1 —
. ) . 2 ) 3 2 ) o . )
V2i-12i+1W2%-1W24i+1 + Wo; _1W2%+1 —Wo, 1 T V9,1 12;13W2i+1 T V2i-12i+1W24-1W24+1 —
2 3 2 2
Wo;i—1W2i+1 T Wiy ~ V2i+12i+3 W41 T UW;, 3
2 2 2 2
= UV24-12+1W2%-1 —UWo; 1 —V; 12,41 W2i-1 +V2i-12i+1W;_1 T V241243 W2i+1 —

2 2
V2i+12i+3Wy; 1 T UW;, 3,

obtemos
UV;_99i 3 — 2 3+ V2 1 = V2i412i43W3.. + w3

2i-22i+1W24+3 Vi _12i+1W2i+3 V9, +12i+3W2i+1 V2i+12i+3Wo; 1 Wy, 5

2 — 2 2
V2i-12i+1W2-1W2i+3 — Wy, (W2i+3 = UV2-12i+1W25-1 — UW5, | — Uy 19;,1W2i-1
2 2 2 2
V2i-12i41Wa; 1 + V3112443 W2it1 ~ V2i+12i+3Wa;, 1 T UW3;, 3
e portanto,
2 3 2 —

UV2i-22i+1W24+3 — Vg 19,,1W2i+3 + Wy, g + U2i-12+1W2j-1W23+3 — Wiy W2i+3 =

2 2 2 2
UV2-12i+1W25-1 —UW5; | — V5, 19,11 W2i-1 T V2i-12i+1W5; _; TUWY, 5.

Ainda,

2 2
(UU2i+12i+2)w2i+2 = (UUQi—12i+1 —V9i-12i+1 T V2112542 T (’U2i—12i+1 -
V2i412i+2)W2i+1)W2;42
2 2
= UV2-12i+1W2%+2 — V3 12,41 W2i+2 + Vo, 1 19,190 W2i+2 T V2i-12i+1 W24+1W24+2 —
V2i+12i+2W2i+1W2i+2
_ . , 2 ) e e ) 2 2
= UV2-12i+1W2%+2 — Vg 192,11 W2i+2 T+ V24+12i+2 (U2z+12z+2w21+1 —Wy 1t w2i+2) +
2 2
(V2i-12i42W2i-1 = Wh;_ + Wi 1 )W2i12 — V2i412i+2W2i+1W2i+2
2 2 2
= UV2-12i+1W2%+2 — V12,41 W2i+2 + Vo, 1 19,10 W2i+1 — V2i+12i+2Wo; 1 T
2 2 2
V2i+12i+2Wo; 19 T V2i-12i+1 W2i-1W24+2 — Wo,; 1 W2i+2 T Wo;, 1 W24+2 —
V2i+12i+2W2i+1W2i+2
. . . 2 . 2 . . . 2
= UV2-12i+1W24+2 — V5 12,41 W2i+2 t Vo, 1 19,190 W2i+1 — V2i+12i+2Wa; 1 T
2 2 2
(v2i+12i+2W2441 — Wo;41 T W49 VW24 +2 + V2i—12i+1W2i—1 W42 — Woy;_W2%+2 +
2
W41 W245+2 — V2+12i+2W243+1W245+2
2 2 2
= UV2-12i+1W24+2 — Vg; 19,11 W2i+2 + V55, 19,19 W24i+1 — V23+12i+2W5; 1 T
2 3 2
V2i+12i+2W2+1W23+2 — Wo; 1 W24+2 + Wo, 1o T V2i-12i+1 W2 -1W24+2 — Wy, _1W24j+2 +

2
Wo; 41 W24+2 — V2i+12i+2W24+1W24+2
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_ 2 2 2 3
= UV2-12i+1W24+2 — V55 19,41 W2i+2 T V55, 12,19 W2+1 — V2i+12i+2W5; 1 T Wy, o +

2
V2i-12i+1 W24 -1W2j+2 — Wo,;_1W24+2

e
o V= . _ 2 2
U(”21+121+2w21+2) = U(”21+121+2w22+1 —Wo; 1t w2i+2)
2 2
= UV24+12i+2W2%+1 —UWg;, 1 TUW;, 9
_ D 2 2 L s . .
= (V2412041 = V319541 F V5 119i40 + (V2i-12i+1 — U2i412i+2 ) W2i+1 ) W41 —
2 2
UW; 1 T UW; 9
_ o , 2 , 2 , 2
= UV2-12i+1W2%+1 — V512,41 W2i+1 t V9, 119,42 W2i+1 T V2i-12i+1Wa; 1 —
2 2 2
U2i+12i+2W; 1 — UW; 41 T UW; 19
2 2 2 2
= u(V2i-12i+1W24-1 — Wy 1+ w2¢+1) —02i-12i+1 (V2i-12i+1W2j-1 — Wy, 1t W41 )+
2 _ o , 2 2 _ 2
V9i+12i+2W2i+1 + (1)21—12”1 Wj—1 —Wo;_1 T Wy, )w22+1 —U2i+12i+2Wo; 1 —
2 2
UW; 1 TUWY; 9
_ . , 2 2 2 , 2
= UV2-12i+1W2%-1 —UWq; 1 TUW; 1 — V9519541 W2i-1 T V2i-12i+1W5;_1 —
2 2 2
V2i-12i+1W9; 11 T V9, 112,12 W2i+1 T V2i-12i+1W24i-1W24+1 — Wo; {W24+1 +
3 2 2 2
W1~ V2i+12i+2 Wiy — UWa 1 T UW; 9
2 2 2
= UV2-12i+1W24-1 —UWS;_1 — Vo, 19,41 W2i-1 T V2i-12+1W3;_1 — (021—12141 wWi-1—
2 2 2 2
Wy;_1 T Wy;41 )w2i+1 +V9;112i+2W2i+1 T V2i-12i+1W24-1W24+1 — Wo; _1W2%4+1 +
3 2 2
Wajy1 ~ V2i+12i+2Wa;4 1 T UWo; 49
2 2 2
= UV24-12i+1W2%-1 —UWg; 1 —Vg; 192,41 W2i-1 1+ V2-12i+1Wo;_1 —
2 3 2
V2i-12i+1W2%-1W24+1 T Wo; 1 W2%+1 — Wo, 1 T Vg, 19,1 2W24+1 T
2 3 2 2
V2i-12i+1W2%-1W24+1 — Wo; 1 W2%4+1 + Wo, 1 —V2i+12i+2Wo; 1 T UWS, 1o
2 2 2 2
= UV2-12i+1W2%-1 —UW; 1 —V9;_19;41W2i-1 T V2i-12i+1W5; _1 T V5, 19;49W2i+1 —
2 2
U2i+12i+2W; 1 T UW; 4o
implica
UV 12 v — 2 o+ U3 i1 = U2i412i42W3 .+ w3
2i-12i+1W2i+2 Vi _19i+1 W2i+2 V3, +12i+2W2i+1 V2i+12i+2W5; 1 Wy, 19
2 _ 2 2
V2i-12i+1W2i-1W24+2 — Wy, W24+2 = UV2-12i+1W2%-1 — UW, 1 — Vy_19,,1W2i-1 +
2 2 2 2
V2i-12i+1W5;_1 + V3, 19;,0W2i+1 ~ V2i+12i+2W3; , 1 TUWS; o,
logo
. . . _ 22 . 3 . . . . _ 2 . _
UV2i-12i+1W24+2 Vg 12541 W2i+2 T W5, 9 T V2i-12i+1W2j-1W24+2 Wy, (W2s+2 =

2 2 2 2
UV2-12i+1W25-1 —UW5; | — UV, 19,11 W2i-1 T V2i-12i+1W5; _; TUWY, 5.
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Finalmente,

2 2
(U2i2i46 ) W2ix6 = (UV2i2i44 = V3j0i44 + Vaioire + (V202044 — V2i2i46 ) W25 ) W2it6
2 2
= UV242i+4W24+6 — V9, 14 W2i+6 T V959, .6 W2i+6 T V2i2i+4 W2 W25 +6 —
V2i2i+6W2;W2i+6
_ . ) 2 ) . . . 2 2
= UV2i2i+4W24i+6 — V93941 4W2i+6 T V2i2i+6 ('U2222+67~U22 — Wy, t w2i+6) +
V2i2i+4W2;W2i+6 — V22i+6 W2, W25+6
. . 2 ) 2 . o 2 o 2
= UV2i2i+4W24+6 — V9394 4W2i+6 T V99,16 W2 — V2i2i+6Wa; T V2i2i+6Wo; 16+
V2i2i+4W2;W2i+6 — U242i+6 W2 W25+6
2 2 2
= UV242i+4W24+6 — V9, 14 W2i+6 T V99,6 W2i — V2i2i+6Wo; T (U2i2i+6w2i -
2 2
Wa; + Wi, 6 ) W2i+6 + V2i2i+4 W23 W24 +6 — V2i2i+6 W23 W24 +6
2 2 2
= UV2i2i+4W24+6 — V93941 4W2i+6 T V99,16 W2i — U2i2i+6Wo; T U2i2i+6W2%5W24+6 —
2 3
Wo; W2i+6 + Wo; g+ V242i+4W2% W24 +6 — V2i2i+6 W2 W24 +6
2 2 2
= UV2i2i+4W2%+6 — V9394 4W2i+6 T V99,1 6W25 — V2i2i+6Wa; —

2 3
Wo; W2j+6 + Wo,; g+ V242i+4 W2 W2%+6

2 2 2 2

U(U2i2i+6w2i+6) = U(U2i2i+6w2i —wy; + w2i+6) = UV232i+6W25 — UWo; + UWo, 16
. 2 2 . . , , 2 2

(UV2i2i44 = V30,4 T V3046 + (V202614 — V242416 ) W2; ) Wo; — UW); + Ui ¢

2 2 2 2 2 2
UV22i+4 W25 — V3,0, 4 4 W2 + V510, qW24 + V242444 Wo; — V22446 Wo; — UWq; + UWS; 6

nos da

2 2 2 2 3
UV2i2i+4W2%i+6 — V0, 4 W2it6 T Voi0, W2 — V2i2i16W5; — Wo,W2%54+6 + Wy, o +

— 2 2 2 2 2
V2i2i+4W2W2+6 = UV2i2i+4W2%5 — Vo0, 4 W25 + Vo0, cW24 + V232444 W5; — V242i+6W5; — UWH, +

2
UWy; 6

entao

2 2 —
UV242i+4W25+6 — V59, 4, W2i+6 — W5, W24+6 + w%m; +V242i+4W2;W25+6 = UV242i+4 W25 —

2 ) . 2 _ 2 2
V210544 W2i T V2i2i+4W5; — UWS; + UWY,; 6.
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Assim, obtemos as seguintes relagoes adicionais:

2 2
* UV2;-12iW24+4 — UJSWL + V5, _19;W2i+4 — V2i-12W2-1W2i+4 — W3, {W2i+4

2 2 2 .
UV2-12W2-1 T UWS,; | — V5, 19, W21 TV2-12i W5, | —UW24+4;

2 2 3
® UV2-12i+1W25 — Vo, _19;,1 W2 + V2i-12iW2i-1 W24 — Wy, 1 W25 + Wy, — UV2j-12i+1 W21 +
2 e e 2 2 2.
V9i-12i+1W2i-1 7 V2i-12i+1W5; 1 T UWY; 1 —UW3;;
2 3 2
® UV2-22i+1W2i+3 — Vg 19,1 W2i+3 + Wy, g + V2-12i+1W25-1W241+3 — Woy; W2i+3 —

2 2 2 2 .
UV2i-12i+1W2%4-1 + UW5; 1 TV 19,1 W2i-1 ~ V2i-12i+1W5; | —UW5;, 3]

2 2
® UV2-12i+1W24+2 — Vy;_19;,1W2i+2 + w3, o + V2i-12i+1W2-1W24+2 — W5, W2i+2 —
2i-12i+1 2i+2 7

2 2 2 2 .
UV2-12i+1W24—1 F UW5,; 1 + VY, 19,1 W2i-1 ~V2i-12i+1W5; 1 —UWY,  o;

2 2 )
* UV22i+4W24i+6 ~ V5,9, 4 W2i+6 — W5, W24+6 + w§i+6 t V242 +4W2W2416 — UV2i2i+4W24 +

2 9 2 .9
V212444 W2i — V2i2i+4W5; T UWS; — UWY,; 6.



CAPITULO 3
As Séries de Hilbert de Algebras A(I)

O estudo das séries de Hilbert das algebras associadas a grafos deu-se com
o intuito de investigar o comportamento de A(I") enquanto funcdo de I'. H4 um
interesse particular em saber se essas algebras sao de Koszul, propriedade da qual
trataremos no Capitulo 5 e nos deixa um leque de possibilidades para estudos futuros.
Paralelamente as séries de Hilbert, surge o estudo das fungoes geradoras do traco
graduado, o que constituem a principal ferramenta para verificagao da propriedade
da koszulidade.

Neste capitulo mostraremos a expressao que permite calcular a série de
Hilbert das élgebras A(T") e calculamos a série de Hilbert da &lgebra associada ao

grafo de Hasse do conjunto parcialmente ordenado das k-faces do grafo de Petersen,
A(Tp,).

3.1 Série de Hilbert de A(I")

Dado um K-espago vetorial graduado, cujas componentes homogéneas
possuem dimensoes finitas sobre K, podemos construir uma série formal com as
dimensoes das componentes homogéneas, a Série de Hilbert. Tal fato nos permite

estabelecer uma graduagao para a dimensao do espaco.

Definicao 3.1 Seja V' um espago vetorial Zsg-graduado e suponha que cada V; tenha
dimensao finita. Definimos a série de Hilbert de V', H(V,t), por

H(V.t) = Y (dim(V;))t".

>0
Exemplo 3.2 Nestes termos do Exemplo 2.11 temos, dimg(V;) =1 para todo inteiro

120 e,

> (dims (Vi) = Y=

120 120 t
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Portanto,

1
Em [14] os autores apresentaram a expressao que permite calcular a série de
Hilbert das algebras associadas a grafos orientados em niveis na forma do teorema
a seguir, porém escolhemos apresentar a demonstragao em detalhes conforme feito

de uma forma bastante particular e clara em [2].

Teorema 3.3 Seja I' um grafo em niveis com um unico vértice minimal *, de nivel
0, e H(t) a série de Hilbert da dlgebra associada a I'. Entao,

1-1
1+ Z (_1)lt|vl|f|vl|+1’

V1> >V 2 *

H(t) -

onde v; e v; vértices do grafo tais que existe um caminho de v; a v;.

Demonstragao. Denote por h(t) a série de Hilbert H(A(I'),t), onde I' é um grafo
nas condigoes exigidas. Seja X € A(I") um conjunto de elementos homogéneos (assim
X= OLj X; onde X; = XnA(T");), denote a “cardinalidade graduada” § | X;|t" de X
por ﬁ:)% |. Seja B a base de A(I") descrita no Teorema 2.26 e, para v elz‘% seja,

Bv = {é(’l}l,k‘l)"-é(’l}l,k‘l) € B/’Ul = ’U}
entao,

B = {1}ul B..
veVy
Vamos denotar por h,(t) a dimensao graduada do subespago de A(I") gerado
por B,. Uma vez que B é linearmente independente, temos | B|| = h(t) e | By| = hy(t).

Entao

|BI=h(t) =1+ 3 hu(1).

”UEV+

||
Defina C;, = U é(v,k)B. Assim
k=l
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vl

1Cull = D IU@(v, k) B) n ATt
>0 k=1
|v] _
= > 2l k)(BnAT) )|t
120k=1
- ST BAAT),
k=1 >k

[0

= S "3 BnA),|¢

k=1 j20

v
= > thn(t)
k=1
- (t4—~-t“4)h(t)
= t(t+--tTY ()

ol-
_ t(tt_ll)h(t).

Como C, 2 B,,, denotaremos por D, o complemento B, em C,. Temos:

Dy, =Cy~NBy= {é(’U,k?)é(’l}l,kl)"-é(’l}l,kl)/l <k< |U|,(U,k‘) > (1)1,]{31),@(’01,]{31)"@(’01,k?l) € B}

Assim,

Dy= U é(v,lel~loi)B,,

V>V >%*

e7

IDoll= % iy, (2).

V>UL>*
Logo,
tol -1 ~
hv<t>=quu=\cvu—uDvw=t(ﬁ)h<t>— > P (1),
V>W>*

Essa equagao pode ser escrita em forma matricial, da seguinte maneira:
organize os elementos de V' em ordem decrescente e indexe os elementos dos vetores
e matrizes por este conjunto ordenado. Seja h(t) o vetor coluna com entrada h, (%)

na v-ésima posicdo (onde colocamos h,(t) = 1, seja u o vetor com ¢/l na v-ésima
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posicao, e, denota o vetor com d,, na v-ésima posi¢ao (aqui, d,, representa a fungao
de Kronecker), e 1 denota o vetor coluna cuja todas as entradas sdo 1. ((¢) denota
a matriz com entradas (y ., (t) para v,w eV, onde (y4,(t) = -1l se v >w e 0 caso

contrario. Note que

¢(t)ex

(z <a,b<t>~<b,*<t>)
acV

beV

(Cax (1)) gev
(tlalfl*l)aev
(t|a|)a€V

= u.

Entao temos

(@B -e) = (T o)t~ m))

aeV

Pt
(

ha()+ 3 'a"b'hbu)+t'“'<h*<t>—5*7*>)

a>b>x acV

|‘H—
[

= (1) h(t)
— (u-1)A(t).

| ~
—_

Assim

h(t)—e. = %(u—g(t)ll)h(t)
=17 (h(t)- e*)—t—l(lu 17¢(t)™1) n(t),

=>h(t)—1=f(1—1TC(t)‘11)h(t),
—t
h(t)_1 t1f¢()"1
1-t

=1+ 3 (=1)Hglvrl=lorl+1

h(t) V1 >V> - >U 2 *

Em [9] foram determinadas as séries de Hilbert da algebra associada ao

reticulado booleano dos subconjuntos de um conjunto finito e sua dual, respectiva-
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mente, Q,, e Q},. Em [5], Duffy calculou a série de Hilbert da algebra associada a
I'p,, - Recentemente, em [15], Vasconcelos apresentou as séries de Hilbert de A(T',) e
A(L(n,q)) para o caso particular n=2. Os resultados sdo apresentados nos exemplos

a seguir.

Exemplo 3.4 Seja I' o grafo associado ao reticulado booleano do conjuntos das
partes de um conjunto finito, entao a série de Hilbert da dlgebra associada a ' e sua

dual sao, respectivamente,

1-t

~ _1+t(2+t)”
S 1-t(2-t)n '

H(Qn,t) H(Qnt) = =17

Exemplo 3.5 A série de Hilbert de A(I'p,,) ¢é

1-t
1-(2n+2)t+4nt? -2nt3 +t4

H(A(T'p,).t) =

Uma estratégia alternativa a aplicagdo do Teorema 3.3 utilizada para cal-

cular H(A(T'p, ) consiste em contar os elementos basicos de mesmo grau (denotado

por d;) e resolver a série H(t) = § d;it'. Veja [5].
1=0

s

Exemplo 3.6 Para n>3 impar, a série de Hilbert de A(T's) €

1-t
H(A(T = .
(A(Te)t) (n+1)4=5nt3+Tnt2 - (3n+2)t +1

Esse resultado foi obtido através da contagem de todas as cadeias de I'¢
observando que cada cadeia contribui com 1 ou —1 para o coeficiente de algum termo
tk da série. Veja [15)].

Exemplo 3.7 Seja L(2,q) o grafo de Hasse associado ao conjuntos de subespagos
de um espago vetorial V, a série de Hilbert da dlgebra associada a L(2,q) é dada

pela expressao

1-t

H(A(L(2,9)).) = —qt3+2(q+1)t2—(q+3)t+1

A série foi obtida utilizando o seguinte resultado:

Teorema 3.8

H(A(L(n,q)),t) =

Veja demonstracao em [14].
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3.2 A Série de Hilbert de A(I'p,)

Agora, calculamos a série de Hilbert da algebra A(I'p,), onde I'(P5) ¢ o

grafo conforme construgdo apresentada na Secao 1.3.

Teorema 3.9 Sejam Ps o grafo de Petersen e A(I'p,) a dlgebra associada ao grafo
de Hasse do conjunto parcialmente ordenado das k-faces de Ps. A série de Hilbert

de A(T'p,) € dada por

1-t
C 6t4-35t3 +55t2 - 25t +1°

H(A(T'p,),t)

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.3, temos:
1-t
1+ > (=1)kloal=luil+1

V1> >V 2 *

H(t) =

Primeiramente, vamos calcular > (=1)H¢lvil=l+1 - Como o grafo possui
V1> >V 2 *
4 niveis, teremos [ =1,2,3,4. Entao vamos contar as cadeias do grafo iniciando com

[ =4, ou seja, as cadeias de comprimento 4.

15 2
w>v; >we >« = 30(=1)430+1 = 3044

A expressao da direita, indica que temos 15 vértices do tipo v;; no nivel 3 e
cada um desses vértices estao ligados a dois vértices no nivel 2, w; e wj, totalizando
30 cadeias de comprimento 4. Observe que o vértice u esta no nivel 4 e » é o tinico
vértice minimal no nivel 0.

Agora calculamos a contribuicao das cadeias de comprimento 3.

15 2
—~

u>vij>w, = 30(-1)33"11 = 3043
15

u>vy > = 15(=1)3370+ = _15¢4
10

uswp >+ = 10(-1)3301 = _10¢
15 2

Vg >wp >« = 30(=1)320+1 = 3043

Logo, para [ =3 temos —25t% - 60t3.

Para [ =2 temos as seguintes cadeias:
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15
—
U > Uiy
10
—
U > Wi

Uu>*

15 2
—

Vij > Wk
15
—
Vij > *
10
—
Wy, > *

Somando todos os termos da direita, obtemos t4 +25¢3 + 55¢2.

15(-1)%37271 = 1542

10(-1)%3- 1 = 1083
1(_1)2t3—0+1 — t4

30(=1)2¢2- 1+ = 3042
15(-1)%27071 = 1543

10(-1)2¢170+1 =102

Por fim, [ =1 representa os préprios vértices do grafo, que sdo 25. Assim,

obtemos 25(-1)1¢! = -25¢.
Logo,

D (=1)kglonl-lul+1

V1> >V 2 *

€ assim,

H(A(T'p,),t)

30t% — 25¢% — 6013 + % + 2543 + 552 — 25¢

6t% — 35¢3 + 55¢2 — 25¢

1-¢

T GtA_ 3513+ 5562 —25t+ 1



CAPITULO 4

O grupo Aut(A(I"))

Apresentamos aqui a estrutura do grupo Aut(A(I')), onde I" é um grafo
orientado em niveis. Veremos que cada automorfismo o do grafo I' determina
um automorfismo da algebra A(I') e o grafo I'?, subgrafo de T'" obtido pelos
vértices fixados por o. Determinamos o grupo de automorfismos de A(I'p,), os
subgrafos induzidos pelo conjunto dos vértices fixados por cada automorfismo e

assim calculamos as fungoes geradoras do traco graduado da acao de Aut(A(I'p,))
sobre A(T'p;).

4.1 A estrutura de Aut(A(T"))

Proposicao 4.1 Seja I'=(V,E) um grafo. Entao (Aut(I'),0) é um grupo, em que

o € a composicao de fungoes.

Demonstragcdo. Como a associatividade ¢é imediata, verificaremos as demais
propriedades. Sejam ~,0 € Aut(I'). E claro de yoo é uma funcéo bijetora de V.
Resta-nos provar que yoo é um homomorfismo de grafos. Sejam x,y € V' tais que
xy € E. Como o€ Aut(I'), temos o(x)o(y) € E. Agora, o(x),0(y) €V sdo tais que
o(z)o(y) € E. Isto implica y(o(x))y(o(y)) € E. Em resumo, se x,y € V sao tais que
xy € B, entdo yoo(x),vyoo(y) e E. Além disso, Id e Aut(T"), dado por Id(v)=wv, é
o elemento neutro do grupo Aut(I'). Ainda, dado € Aut(I'), tomemos o automor-
fismo de grafos v:V — V dado por: v(v) =w se, e somente se, o(w) =v. Este é o

inverso de o. O

Seja o € Aut(I"). Denotamos por I'? = (V,,E;) o subgrafo de I' = (V| F)
obtido do seguinte modo: I'? = (V,,E,), onde V,={veV:o(v)=v} e E,={ee¢
E:t(e),h(e) € V,}, isto é, I'7 é o subgrafo de I" induzido pelos vértices fixados por

g.

Teorema 4.2 Se f,ge Aut(T") sdo conjugadas em Aut(T'), entdo I'f =T9.
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Demonstracdo. Sejam I'V = (V,, E;), I'"=(V,, Ey) e 6eAut(I') tais que
v =000~1. Definimos

o:Vy — V7
v o~ 0(v).

Dados v € V,, temos

(B(1)) =10(0) = 0 (v) =6(v) = H(v).

Entdo ¢(v) € V,. Naturalmente ¢ é injetiva, pois h é um automorfismo de I'. Resta-
nos provar que ¢ ¢ sobrejetiva sobre V. Para isto, tome w € V,,, observe que existe

veV tal que v=0"1(w) e que
o(0) = 0 (0 (1)) = 007 (w) =07 5 (w) =07 (w) =,

isto é, existe v eV, tal que ¢(v) =w. Entao ¢~!(w) =v. Portanto, ¢ é uma bijegao de
V5 em V. Segue do fato de 6 ser homomorfismo de grafos que ¢ ¢ um homomorfismo

de grafos. O

O resultado a seguir, devido a Vasconcelos ([15]), caracteriza o grupo
Aut(A(T)) como produto direto de K* e Aut(I'), ou seja, K* x Aut(I") constitui

o grupo de automorfismos que preservam uma certa filtracao de A(T").

Teorema 4.3 Seja I' um grafo orientado em niveis satisfazendo:

i. T' tem um unico vértice minimal de nivel 0, {*};
it. os vértices de nivel 1 sdo rotulados por {wy,...,wp};
191. 0s vértices no nivel r, 2<r <m, sao indexados pelo conjunto das partes de
{1,...,n};
. 08 vértices vy, vg estdo no mesmo nivel se, e somente se #A=4#B;
v. existe um caminho de vy a w; (V4 >w;) se, e somente se, i€ A
vi. #Vl > 2,‘
vit. vértices distintos ndo tém mesmo rotulo;

viii. se existe um caminho de u a v e |u|-|v| =2, existem pelo menos dois vértives
wi,wy € Viy_y tais que u>wy>v e u>wz>v (u, wi, wy e v formam um

diamante).

Entao Aut(A(T)) = K* x Aut(T"), onde K € o corpo base.
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Um resultado andlogo foi provado anteriormente em [5], porém tratava-
se de grafos orientados em niveis em que quaisquer vértices separados por dois
niveis estao conectados por exatamente 0 ou exatamente 2 caminhos. J& o Teorema
4.3 abrange grafos orientados em niveis em que quaisquer vértices separados por
dois niveis estao conectados por 0 ou pelo menos 2 caminhos. Neste sentido, o
Teorema 4.3 torna-se uma generalizacdo que abrange maior quantidade de grafos,
sua demonstragao é feita por indugao sobre os niveis do grafo e pode ser verificada

m [15]. A importancia do Teorema 4.3 estd no fato de que ele estabelece que os
Aut(A(I"))-mo6dulos completamente redutiveis sdo exatamente os Aut(I')-mbdulos

completamente redutiveis.

4.2 Representacoes de Aut(A(I')) sobre A(I)

Sejam A(I')jo) = K e A(I')[5 = span{vi-v;:i21,v1,...,v;€ V*} a subdlgebra
de A(T") gerada pelos elementos de grau i.

Observe que para qualquer o € Aut(A(I")), se z € A(T')f;, entdo o(z) €
A(T')[5), isto é, o grau de uma palavra ndo muda apds a acao do automorfismo.

Suponha que A(I")[;) ¢ de dimensao finita e seja /3 = {x1,...,2;} uma base
de A(T)(;- Dados um elemento z; da base 3 e o € Aut(A(T')), escreva

a(:z:l) =Q1r1 + oIy

e denote por t,(z;) o coeficiente de x;. Nesse contexto, t,(x;)=1 se o fixa xz; ou se
o(z;) é reduzido a uma palavra que contém z; (por causa das relagoes de A(T"), o
mesmo nao acontece no caso dual) e t,(x;) =0, se o(z;) é uma palavra irredutivel
diferente de x; ou uma palavra redutivel, mas que nao contém x;.

Agora, defina

To: A — A
Ty(x) » o(x). (4-1)

Para cada i fixado, o trago de T, é denotado por Tr,(A(I');)) ou simplesmente
Try,;. Em outras palavras, T7(A(I')[;)) é o trago de o sobre A(T')[;], que na verdade,

vemos que é obtido mediante

Tra(A)) = 3 ta(o)

Isso implica que T'r,; ¢ o nimero de palavras irredutiveis de grau 7 fixadas

ou que se reduz a uma palavra que a contém. Por outro lado, a dimensao da
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subalgebra A(T'? )[i] ¢ o nimero de elementos de [ fixados por ¢ somado ao niimero
de elementos bésicos (nao fixados) que se reduzem a um elemento que o contém, que

continua linearmente independente com os demais. Portanto, Trs; = dim(A(I'7)[;).

Agora, seja K um corpo de caracteristica zero e note que Aut(I") é finito
(pois estamos considerando I' finito). Entdo, para cada i, A(I')[; ¢ um Aut(A(T'))-
modulo completamente redutivel. Agora estudamos as representagoes de Aut(A(T))
sobre A(T)[;1-

Lembre-se

H(A?),1) = Y dim(AT?) )t = Y Trg it (4-2)

A série de Hilbert determina a dimensao graduada de uma algebra. Entao
o coeficiente de t’ é a i-ésima dimensdo graduada da dlgebra. Em nosso caso, Trq.;
é a i-ésima dimensao graduada de A(I"). Por outro lado, Trs; é o trago de o sobre

A(F)m. Logo, ZT'r’mti sao as fungoes geradoras do traco graduado, denotado por

(3
Trs(A(T'),t). Neste sentido, a equagdo (4-2) estabelece que as fungoes geradoras
do trago graduado Tr,(A(I'),t) sdo também as fungdes geradoras da dimensao
graduada. As fungoes geradoras do trago graduado podem ser determinadas por

meio do seguinte resultado:

Teorema 4.4 Sejam I' um grafo em niveis com um unico vértice minimal * de nivel
0 e o um automorfismo do grafo. Seja I' o subgrafo de 1" determinado pelos vértices

fixados por o. Entdo,

1-¢
Tro(A(T),t) = :
7o (A(T),t) 1+ Z (_1)lt|vl|_|vl|+1
Ul>"'>vl2*
vl,...,UZEVo

4.3 Alguns exemplos de grupos Aut(A(T))

Os grupos de automorfismos dos grafos L, e I'p, e de suas respectivas
dlgebras associadas foram estudados por Duffy em [5], j4 o grupo Aut(A(T'¢) foi
estudado por Vasconcelos em [15]. Apresentaremos os resultados obtidos por ambos
na forma de exemplos nesta se¢ao e remetemos o leitor a Se¢ao 1.2 a fim de relembrar

as estruturas dos grafos citados aqui.

Exemplo 4.5 (Aut(Q,)) Temos que L,, denota o diagrama de Hasse associado ao

conjunto parcialmente ordenado das partes de um conjunto finito com n elementos
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e € tal que Vo ={+}, Vi={va:Ac{l,....n},#A =i}, ie{l,....n}. Una vez que
automorfismos preservam os niveis do grafo, e no caso de L, os niveis superiores
dependem diretamente no nivel 1, a ac¢ao dos automorfismos se dd por uma permu-
tagdo de indices nos elementos do nivel 1. Dessa forma, Aut(IL,) é um subgrupo do
grupo simétrico Sy, por outro lado, toda permutacio de Sy, dd origem a um auto-
morfismo de Ly, entao, Aut(Ly,)=S5,. A dlgebra associada a A(LL,,) é denotada por

Qn. Agora, observe que o L, satisfaz todas as hipoteses do Teorema 4.3, logo
Aut(Qy) = K* x Aut(Ly,)

Aut(Qp) = K* xS,

Exemplo 4.6 (Aut(A(I'p,))) Vimos que I'p, € um grafo uniforme contendo 4
niveis tais que: Vo ={x}, Vi ={w; i€ Z/nZ}, Vo ={viyis1:1€Z[nZ} e V3={u} e
existem arestas de u a todos os vértices do nivel 3, cada vértice do tipo vi;+1 estd
conectado a dois vértices no nivel 2, w; e wi,1, e todos os vértices do nivel 1 estao
conectados a *. Duffy mostrou que Aut(I'p,,) € o grupo diedral de ordem 2n para todo
n>3, Aut(T'p,) = Dy. Temos que o Teorema 4.3 aplica-se ao grafo U'p,, portanto
para n >3,
Aut(A(T'p,)) = K* x Dy,

Exemplo 4.7 (Aut(A(T'c))) Vasconcelos mostrou que o grupo dos automorfismos
do grafo de Hasse associado as faces de um poligono estrelado de n lados é Sy se
n=5e D, sen>5, observando que qualquer automorfismo deve preservar os vértices
em cada nivel e assim atuam nos indices dos n vértices contidos no nivel 1. Assim
como os exemplos anteriores, ', satisfaz as propriedades exigidas pelo Teorema 4.3

e obtemos
Aut(A(T'g)) = K" x S5 para n=5

Aut(A(T'g)) = K* x Dy, para n>5.

4.4 O grupo de automorfismos de A(I'p,)

Seja Aut(I') o grupo de automorfismos do grafo I' = (V,FE). Desejamos
caracterizar o grupo de Aut(A(I'p,)). Primeiramente apresentaremos Aut(I'p,),
onde I'p, é o grafo de Hasse dos conjunto parcialmente ordenado das k-faces do

grafo de Petersen.

Proposicao 4.8 Seja ' o grafo orientado em niveis das k-faces de um poligono (P)
qualquer. Entao Aut(I') 2 Aut(P).
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Demonstragao. Seja o € Aut(P), em que P é um poligono qualquer cujos vértices
sao rotulados pelos niimero 1,2,...,n. Temos que ¢ apenas permuta os vértices de
P e se i e jsao vértice de P formando uma aresta entdo o(i) e o(j) continuam
formando uma aresta no poligono resultante apds a acao de o em P. Neste caso,
Seja & um automorfismo de I' dado por &(w;) = we(iy, G(Vij) = Vg (iye(j), O(*) =*
e 6(u) =u. Agora observe que existe aresta entre v;j € w; e v e wj, para todo
i,7=1,2,...,n. E suas imagens 6(v;j) e 6(w;) e 6(v;;) e 6(w;). Portanto, & é um
automorfismo do grafos orientados em niveis I'. Agora, seja ¢ um automorfismo de
' e defina 0 em P do seguinte modo: o () =k se, e somente se, 6(w;) =wy. Como & é
um automorfismo, & é tnico e entao o esta bem definido. Agora se i e j determinam
uma aresta em P significa que v;; ¢ um vértice de nivel 2 em I' com arestas v;; e
w; e v;j e w;. Aplicando & obtemos que 6(v;j) e 6(w;) e 6(vij) e 6(w;) continuam
formando aresta em I'. Mas 6(v;;) = vy € 6(w;) = wy e 6(w;) =wy, isto é, o(7) e
o(j) formam uma aresta. Finalmente defina v : Aut(P) - Aut(I") pondo (o) =6 e
note que ¢(a07y) =1 (o) o (7). O

Exemplo 4.9 Na Figura 4.1 apresentamos o grafo de Hasse do conjunto parcial-
mente ordenado das faces de um triangulo, I'p,. Tal grafo tem os sequintes con-
juntos de vértices e arestas, respectivamente, V' = {u,v12,v23,v31, w1, w2, w3, *} e F =
{(w1,*), (w2, *), (w3, *), (v12,w1), (v12,w2), (v31,w3), (v31,w1), (va3, w2), (va3, w3),
(u,v12), (u,v31), (u,v23) }.Observe que uma permutacao o de S3 atua nos vértices
de I'py por: o(x) =x, o(u) =u, o(w;) =wys;) € 0(vij) = Vo(i)o(j)- Por ezemplo,
o =(13) atua em I'p, do sequinte modo: o(*) =%, o(u)=u, o(wr) =w3, o(wz) =wy,
o(ws) =wi, o(vi2) =v3a =v23, 0(v23) =v21 =v12 € 0(v13) = V31 =V13. E possivel mos-
trar que Aut(I'p,) = S3.

V12 V13

w1 w3

Figura 4.1: I'p,
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O grafo I'p, ¢ formado por vértices

*, U, W, V25-125+1, V2k2k+4 5, V21-121

comi=1,...,10 e 5,k,l=1,...,5 e arestas do tipo

(u,vi5), (vij,w;), (vij,w;), (ws, *).
55 (Vi j> W

Qualquer automorfismo o € Aut(I'p,) deve preservar os niveis do grafo. Assim, deve
atuar no conjunto de vértices do nivel 1, mais precisamente permutando os indices
dos vértices w;. Como os indices dos vértices variam de 1 a 10, buscamos um grupo
de permutacdes de 10 elementos, ou seja, um subgrupo de Sig. Listando os vértices

do tipo v;;, temos:

V13, 1=1

V35, 1=2

V2i-12i+1 = vs7, 1=3
U79, 1=4

V19. 1=5

V26, 1=1

V48, 1=2

V2i2i+4 = V610, =3
V28, 1=4

V410- 1=5

V12, 1=1

Vg, =2

V2i-12i = vs6, 1=3
78, 1=4

V910- 1=5

De acordo com a Proposicao 4.8 podemos focar nas permutacoes que preser-
vam a estrutura do grafo de Petersen, P5. Considerando as permutacoes triviais que
preservam a estrutura de Ps, ag = (13579)(246810), ag = (39)(410)(57)(68), além
de a3 =(45)(68)(710), ay =(239)(4106578), as = (12653)(489107), encontramos um
subgrupo de Sip de ordem 120. Dessa forma:

Teorema 4.10 Aut(I'p,) = G tal que G <Si9 e G=S55. Ou seja, o grupo de

automorfismos de I' p; € um subgrupo de Sio isomorfo a Ss.
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Como consequéncia imediata dos Teoremas 4.3 e 4.10, observando que I'p,

satisfaz as condigoes do Teorema 4.3, vemos que

Aut(A(Tp,)) = K* x Aut(T'p, ).

4.5 Funcoes geradoras do traco graduado de
Aut(A(I'p,)) sobre A(I'p,)

Nesta secao determinamos as fungoes geradoras do trago graduado da acao
de Aut(A(I'p,)) sobre A(I'p,). Mais precisamente, para cada o € Aut(A(I'p,))
determinamos Trs(A(I'p,),t), que também sao as fungdes geradoras da dimensao
graduada de A(T'p,), isto é,

TTU(A(PP5)7t) = H(A(Pg’5)7t)'

Tais func¢oes generalizam a ideia de série de Hilbert e sao importantes por

nos permitir verificar a validade da equacao
Tre(A(T),)-Tre(A(L),-t) =1,

denominada “propriedade da koszulidade”, da qual trataremos no Capitulo 5.
Primeiramente, determinaremos os subgrafos I',, , o€ Aut(A(I'p,)), ou seja,

os subgrafos induzidos por V, ={veV :0(v)=v}. Pelo Teorema 4.2 precisamos fazer

isso apenas para os representantes de cada classe de conjugacao de Aut(A(I'p,)),

(estas classes também foram encontradas utilizando recursos computacionais).
Sejam,

o1 = (45)(68)(710),

o2 = (39)(410)(57)(68),

03 =(239)(476)(5108),

o4 =(239)(4106578),

o5 =(12)(3698)(45107),

o6 = (12653)(498107),

os representantes das classes de conjugacao de Aut(A(I'p)). Vamos aplicar oy,

(k=1,---,6) a todos os elementos do tipo v;; em V.
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o1(v13) = v13

01(U35 U34
o1(vs7) = va10

o1(vr9) = v910

o1(vi2
o1(v34

01 (U56 = V48

)

)

)

)
o1(v19) = v19

)

)

)
o1(v7s) = v610
o1(v910) = v79
o1(v26) = v2s
o1(vag) = v26
01(v48) = vs6
01(va10) = v57

o1(v610) = v78

o4(v13) = V19

o4(v3s) = vrg
o4(vs7
o4(v79
o4(v12

=13

04(v34) = V910

04(vs6) = vs7

)

)

)

)
o4(v19) = V12

)

)

)
o4(v78) = V48
o4(v910) = V26
o4(v26) =35
o4(vag) = v34
o4(v4g) = v410

o4(v410) = V610

04(v610) = Us6

o2(v13) = v19
o2(v35) = vr9
o (vs7) = V57
o2(v79) = v35
o2(v19) = v13
o2(v12) = v12
02(v34) = V910
o2(vs6) = vrs
o2(v78) = vs6
02(v910) = V34
o2(v26) = vag
02(vag) = v26
o2(v4g) = V610
02(v410) = v410

02(v610) = V48

o5(v13) = v26
05(v35) = V610
o5(vs7) = V410
o5(v79) = vag
o5(v19) = vag
o5(v12)
05(v34) = V56
o5(v56) = V910
o5(v78) = v34
05(v910) = v78
o5 (v26) = V19
o5(veg) = v13

(75(@48) = U35

o5(va10) = vs7

o5(v610) = U79

03(v13) = V19
o3(v35) = V910
o3(vs7) = V610
o3(vr9) = v26
o3(v19) =v12
o3(v12) =v13
03(v34) = v79
03(vs6) = v410
o3(vr8) = vs6
03(v910) = vag
03(v26) = v34
o3(vag) = v35
03(va8) = vs7
03(v410) = v78

03(v610) = V48

o6(v13) = v12
o6(vs5) = v13
o6(vs7) =34
o6(v79) = vas
o6(v19) = vag
o6(v12) = v26
06(v34) = v19
o6(vs6) = V35
o6(v78) = V410
o6(v910) = v78
06(v26) = V56
06(v2s) = V610
o6(vas) = v910
o6(v410) = V79

06(v610) = Us7
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Observe que os elementos do tipo w; € V fixados por o, sdo determinados pelo proprio
automorfismo. Logo, o1 fixa wi,wa, w3 e wg, o9 fixa wy e wsy, 0s automorfismos o3
e o4 fixam wi, enquanto que o5 nao fixa elementos do tipo wjg. Na Figura 4.2

apresentamos os subgrafos de I' fixados por o1, 032, 03, 04, 05 € 0§.

N

V12 V13 U1 V12

e 1~

*
N

. . 701 g2 03 _ 104 o5 g6
Figura 4.2: FPs’ FPs’ FP5—FP5,FP5 e FPs

Proposicao 4.11 Sejam A(I'p,) a dlgebra associada ao Grafo de Hasse do con-
junto parcialmente ordenado das k-faces do grafo de Pertersen, o1 =(45)(68)(710),
o2 = (39)(410)(57)(68), o3 = (239)(476)(5108), o4 = (239)(4106578), o5 =
(12)(3698)(45107), o6 = (12653)(498107) com oy, € Aut(A(I'p,)) e k=1,2,3,4,5,6.

Entao,

i. Tro,(A(T'p;),t) = ﬁ"

ii. Tre,(A(T'py),t) = m"
iii. Tros(A(Cp,),t) =Trq,(A(Tp,),t) = ﬁ
. Tres(A(Lp,),t) = ﬁ’.

v. Tres(A(T'p,),t) = m

Demonstragdo. Uma vez que o grafo I'p, satisfaz as hipoteses do Teorema 4.4,
resta-nos a aplicacao imediata deste, ou seja, contar as cadeias do grafo a fim de
determinar os coeficientes do polinémio ZUP,_,WZZ*(—l)lt|”1|*|vl|+1 =att+bt3 +ct2 +dt

na expressao
1-t

1+ Z (_l)lt|’v1|—|’l}l|+1.
V> >
V] ,.., 1€V

Tro(A(T),t) =
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Primeiramente, fagamos algumas observagoes: o expoente méaximo é 4 pois
I'p, possui apenas 4 niveis; o coeficiente de t™ é determinado pelas cadeias cujos
vértices inicial e final estao separados por m—1 niveis, além de que cadeias de
comprimento impar contribuem com -1 e cadeias de comprimento par contribuem
com 1 para o calculo do trago. Destacamos aqui que o nimero de arestas e de
vértices em cada subgrafo determina, respectivamente, os coeficientes de t2 e ¢t no

trago graduado correspondente.

i. 01=(45)(68)(710) fixa u,v12,v13,v19, w1, W2, w3, Wy, x. Assim as cadeias

U>V12>W1 > *, W>V12>W2 > *, U >V13 > W1 > *,
U>vV13>W1 > *, UW>0V19 > W1 > *, U>V19 > W9 > *,
U>v12 > *, U>0V13> *, U > V19 > *,
US> WY > *, UD>Wo > *, U> W3 > *,

U> Wy > *, U>*,
determinam o coeficiente de t4. Assim, o coeficiente de t* é 0. As cadeias
)

u>v12>wW1, U>0V12 > W2, U>vV13 > W1, U>V13> W3,
U >v19 > W1, U>V19 > W9, V12 > W1 > *, V12 > W2 > *,
V13 > W1 > *, V13 > W3 > *, V19 > W1 > *, V19 > W9 > *,

u>wy, u>wy, u>wW3, U>wWy, V12 > *, V13> * , V19 > *,
determinam o coeficiente de t3. Portanto, o coeficiente de t3 é —5. As cadeias

u>v12, u>v13, 4> V19, V12 > W1, V12 > W2, V13 > W1, V13 > W3,

V19 > W1, V19 > W9, W1 > *, W2 > *, W3 > *, W9 > *,

determinam o coeficiente de t2. Assim, o coeficiente de t2 é 13. Finalmente, o

grafo FE possui 9 vértices, ou seja, quando [ =1 temos 9(—1)1¢lvI=lvl+1 = —9¢,

= Y (=)l o 58 11342 ot
V1> >V
V],..,01€Vs

1-¢ 1
= Tre(A(T'p),t) =

“513+1312-9¢  5t2—8t+1

ii. 09=(39)(410)(57)(68) fixa u, via, vs7, V410, W1, Wa, *. O coeficiente de 4, -2

¢é determinado pelas cadeias

U>V12>2W1L>*, U>V12>W2>*, U>V12 > *, U> V57 > *,

U>V410> %, UDWL > *, U>W2 > *, U> *,

o coeficiente de 3, 1, é determinado por
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u>v12 > W1, U>0V12 > W2, V12 > W1 > *, V12 > W2 > *,

U>wy, U>wz, V12 > *, Us7 > *, V410 > *,
o coeficiente de t2, 7 é determinado por
U>012, U> V57, U> V410, V12 > W1, V12 > W2, W] > *, W > *,

e, [ =no da 7(-1)1tll-I+1 = —7¢ Portanto,

D O ) L e LN iy ()
V> >V *
V],...,01€V
1-t 1
= Tro(Alr) 1) = A BATIZ=TE 23+ 12+ 6L+ 1

iii. o3 =1(239)(476)(5108), assim como o4 = (239)(4106578), fixa apenas u, wi e

x. Desta forma, as tinicas cadeias possiveis sao:
US> Wy >*, U>W], U>* € Wy > *,

: 4 13 44 2 g3 _ 14
que nos fornece, respectivamente, —t*, t°, t* e t=. Observando que I' P, = r P,

possuem apenas vértices, temos:

= > (=)l o3 24 3
V1> DU
vl,...,leVg

1-t 1
= Tre(A(Tp),t) =Tre,(A(T'p,),1t)

TP 243t 2-2t+1

iv. o5 =(12)(3698)(45107) fixa u, viz e *, de forma que I"]TDZ nos apresenta as

seguintes cadeias:
U>V12>*, U>V12, U>* € V12 > *.

Assim,

= Y (=)l o3 42 g
V> >U 2K
Ul,...,UZEVg

1-¢ 1
= Tre(A(Tp,),t) =

Bri2-3t —£2-2t+1

v. 06 =(12653)(498107) fixa apenas u e *. Assim, u > é a Unica cadeia a ser

considerada, nos fornecendo a expressao
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D I G s
V1> >V 2
V1,...,01€V

1-t 1
= Tre(A(T'p),t) =

Aot B3 2—t+1




CAPITULO 5
A Algebra A(T)' e a Propriedade da
Koszulidade

Este capitulo tem como objetivo enunciar a propriedade da Koszulidade
uma vez que em [13] os autores provaram que A(I") é uma algebra Koszul quando
I' é um grafo uniforme com um unico vértice minimal. Iniciaremos construindo a
4lgebra graduada associada gr(A(T')) a fim de definirmos A(T")! e A(I'?), respecti-
vamente, a dlgebra quadréatica dual da dlgebra gr(A(I")) e a subalgebra de gr(A(T"))
determinada pelo subgrafo I'? dos vértices fixados por o. Para mais detalhes veja
[6].

Nao traremos as demonstracoes dos resultados, pois teriamos muitos deta-
lhes a apresentar. Nosso objetivo ¢ apresentar problemas relacionados a koszulidade
a fim de indicar o caminho natural da continuidade de nossa investigacao a respeito

da algebra relacionada ao grafo de Petersen.

5.1 A algebra graduada associada gr(A(I"))

Sejam V' e E o conjunto de vértices e arestas de I" respectivamente e W = KV
(ou W = KFE) conforme constru¢ao apresentada na Segao 2.3. Considere W =@ W;

uma graduacao de W. Temos que
T(W)=T(W),
(2
onde

T(W)[O] =K, T(W)[Z] =WeoWe---W

i fatores

é uma graduacdo de T'(W). Outra graduagao é dada por T(W) =T (W);, onde

120

T(W)i=spanfwywy 7 20,wj e Wy Iy +-+1; =i}
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Essa segunda graduacao induz a seguinte filtracao em T'(W):
T(W)(Z) = span{wlu-wr T2 O,wj € le,ll +---+lr < ’L} = T(W)O-f--f-T(W)Z

Como
TW) @i | TW ) (=) 2 T(W)i,

podemos identificar T'(1W') com sua algebra graduada associada, gr(T(W)), definida

pela filtragao anterior. Defina uma aplicacao
gr:T(W)HN{0} > T(W)\{0} = gr(T(W)),

com

k
gr(w)zgr(;wi) = Wy,

onde w; € T'(W); e wi #0. Note que gr nao é uma aplicagao aditiva.
Em [13] os autores provaram que a algebra graduada associada de A(T),
gr(A(T")), é isomorfa a T'(E)/(gr(R)) onde as relagdes graduadas em gr(R) sao as

seguintes: para caminhos 71 ={e1,...,em} € m2={f1,..., fm},

{er-ep = fifr, 1<k <m},

ou seja, caminhos de mesmo comprimento determinam as igualdades dos coeficientes
lideres dos elementos gerados por eles. Dessa maneira, temos a algebra graduada

associada, gr(A(T"), em termos do conjunto de arestas do grafo I".

Lema 5.1 Sejam W =@; W; um espago vetorial graduado e I um ideal em T'(W).
Entao

gr(TW)[1) =TW)/(gr(1))-

A proposicao a seguir mostra como podemos obter gr(A(I")) como quociente

do conjunto de vértices do grafo I'. Além de caracterizar as componentes homogéneas
AT) -

Proposicao 5.1 Seja I' um grafo em niveis wuniforme. Entao gr(A(T")) =~
T(V*)/gr(Ry), onde gr(Ry) € gerado por

{v(u-w):ve QVZ-, u,we S1(v)}.

Além disso,
AT)i=(T(E)i+R)[R=(T(V")i+Ry)/Ry
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AD) iy = (T(E)@) + R)[R=(T(V") )+ Rv)/ Ry

5.2 As algebras A(I')' e A(I'?)
Ainda nos termos da se¢do anterior, temos:
Defini¢ao 5.2 A dlgebra dual de A(T'), A(T')', é definida por
A(D) =T(E")/(grR)",
isto é, A(T')!:= (grA(I))".

Uma apresentacdo para a algebra dual A(T')! em termos do conjunto de
vértices do grafo é dada pela proposicao a seguir. O resultado foi apresentado em
[5] e sua demonstragao pode ser encontrada em [6]. Logo em seguida apresentamos
uma base para A(I'7), subalgebra de gr(A(T")) determinada pelo subgrafo induzido

pelo conjunto dos vértices fixados por o.

Proposicao 5.3 A dlgebra dual A(T')' tem uma apresentagio com geradores e(v,1)*

e relacgoes

{e(v,1)e(u,1)*:v$utufe(v,1)*- > e(u,1)*}.

v>U

Agora, sejam o € Aut(T"), T'? o subgrafo de T" induzido por {veV :o(v)=0v}

e B, o conjunto
{e(vl,kl)n-e(vl,kl) :1>0,01,...,v € (V+)g,1 <k; < |U¢|, (Ui,ki) # (Ui+17ki+1)}-
Definigao 5.4 A(I'7) = span(B,).

De fato, B, é uma base para A(I'?), pois tal conjunto é um subconjunto
da base B de A(I") dada pelo Teorema 2.26. O resultado a seguir caracteriza A(I'7)

como uma subélgebra de gr(A(T")) e sua demonstracdo pode ser vista em [5].

Teorema 5.5 A(I'9) é uma subdlgebra de gr(A(T)). Além disso, uma apresentagio

para A(I'7) é dada por geradores

G ={e(v,k):veV,,1<k<|}
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e relacoes
R ={e(v,k+1)-e(v,k)e(u,l) :v>ueVy k=v|-|ul}.

5.3 Representagoes de Aut(A(T")) sobre A(T)'

Nos termos da Segdo 4.2, relembramos que o Teorema 4.4 apresenta a
expressao que nos permite calcular as fungoes geradoras do trago graduado da agao
de Aut(A(T")) sobre A(T"), a saber,

1-¢
Tr,(A(T),t) = :
7o (A(T),t) 1+ Z (_1)lt|vl|_|vl|+1
V> >Up 2K
vl,...,UZEVa

Observe que o mesmo nao pode ser utilizado para determinar Tr,(A(T)',t), uma
vez que A(T') e A(T')! possuem estruturas diferentes. Porém as relacdes duais dadas
pela Proposigdo 5.5 mostram que para um grafo orientado em niveis uniforme, com

n niveis, temos

Al = A(P)![O] @A(r)’m ®"'®A(P)![n71]-
Nesse caso,

n—-1
Tro(A() 1) = 5 Tro(AM) e (5-1)

onde TT’U(A(F)![Z.]) é o tracgo de o sobre A(F)![i].

5.4 Algebras Koszul e numericamente Koszul

As definigoes e resultados apresentados de forma sucinta nesta secao podem
ser verificados em [1], [7], [12], [13] e ainda em [15].

Sejam V um espago vetorial, R um conjunto de relagoes na dlgebra tensorial
T(V), para um inteiro positivo k, VF=V @V ®--®V (k copias) e V' o reticulado
de subespacos gerados por V'RVY, isto é, o reticulado gerado por essa colecao de
subespagos. Dizemos que a algebra T'(V')/(R) é uma algebra Koszul se, e somente
se, o reticulado )’ é distributivo.

Essa é apenas uma das caracterizagoes das dlgebras Koszul. Algumas outras
envolvem propriedades homolégicas, o que torna a teoria de representacao dessas
4lgebras particularmente simples. E de grande interesse, portanto, determinar se

uma algebra é ou nao Koszul.
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Sob certas hipéteses, as séries de Hilbert de uma algebra quadratica A e de

sua quadratica dual A' tém uma relacdo importante, apresentada abaixo.

Definicao 5.6 Uma dlgebra quadrdtica A é numericamente Koszul se

H(At)-H(A' -t)=1. (5-2)

Em [8], Frorberg mostra que toda algebra Koszul satisfaz a Defini¢do 5.6,

ou seja:
Teorema 5.7 Toda dlgebra Koszul é numericamente Koszul.

Porém, a reciproca do Teorema 5.7 nao é verdadeira.
O resultado a seguir estabelece condi¢bes para que uma &algebra do tipo
A(T") seja Koszul.

Teorema 5.8 Seja I' um grafo em niveis uniforme com um unico vértice minimal

de nivel 0, x. Entao A(I") é uma dlgebra Koszul.

Um problema interessante seria determinar para quais o € Aut(I") as édlge-
bras A(T") e A(T)' satisfazem a igualdade (5-3) a fim de verificar a seguinte propri-
edade:

Definicao 5.9 Seja I' um grafo orientado em niveis uniforme. Se para cada o €
Aut(T") a igualdade

Tre(A),t) - Tre(AT),—t) =1 (5-3)
for verificada, dizemos que A(I") satisfaz a propriedade da koszulidade.

Observe que as defini¢oes de “dlgebra Koszul”, “numericamente Koszul” e
“satisfazer a propriedade da koszulidade” sao distintas. Dizer que uma algebra é
Koszul implica em ser numericamente Koszul, porém nao implica que essa satisfaz
a propriedade da koszulidade. Em [15], podemos ver casos em que Tr,(A(T"),t)
nao coincide com a série de Hilbert de uma &algebra graduada. O que ocorre é que
se encontram coeficientes negativos para a maioria dos automorfismos que nao sao
a identidade. No mesmo trabalho, encontramos subalgebras associadas a vértices
fixados que satisfazem (5-3), mas ndo necessariamente sao numericamente Koszul.

Os grafos em niveis considerados neste trabalho sdo uniformes e tém
um tunico vértice minimal. Entao os Teoremas 5.8 e 5.7 garantem a validade da

equacao (5-2). O mesmo nao pode ser aplicado diretamente as dlgebras A(I'7), pois
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Trs(A(T)',t) ndo representam as funcdes geradoras da dimensdo graduada, ou seja,

no caso dual as nogoes de trago graduado e dimensao graduada nao coincidem.

Exemplo 5.10 Temos que o grafo I'¢, é uniforme e a dlgebra A(T'y), considerando
a dlgebra quadrdtica dual A(T')", associada a gr(A(T's)), Vasconcelos ([15]) calcu-
lou as multiplicidades das representagoes irredutiveis de Aut(A(T'w)) sobre A(T's)
e A(T)! e verificou que as fungoes geradoras do traco graduado das mesmas satis-

fazem a propriedade da koszulidade, isto €, estao relacionadas pela igualdade
Tro(A(To),t)- Tre(A(Ts)',~t) = 1. (5-4)
O mesmo foi verificado para A(L(2,q)) e A(L(2,q))"

No decorrer de todo o texto apresentamos a teoria relacionada as algebras
associadas a grafos e expomos como exemplos os resultados obtidos nos dois
principais (e recentes) trabalhos que abordam o assunto (Duffy, [5] e Vasconcelos,
[15]) e verificamos os resultados para um caso particular, o grafo de Hasse do
conjunto parcialmente ordenado das k-faces do Grafo de Petersen. Porém, muitos
resultados estao a serem verificados para I'p,, como o caso da dual e a verificacao
da propriedade da koszulidade. O préximo passo na pesquisa seria entdo repetir o
processo apresentado nesse capitulo para o grafo de Petersen, a exemplo do que foi

apresentado nas duas referéncias citadas acima.



Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos as dlgebras A(I") associadas a grafos orientados
em niveis com um tnico vértice minimal. Vimos que, sob essas condigoes, A(I") é
quadratica e admite uma graduacao em subespagos de dimensao finita. Apresenta-
mos entao a expressao que nos permite calcular a série de Hilbert dessas algebras
e, considerando um caso especial, calculamos a série de Hilbert da algebra asso-
ciada ao grafo de Hasse do conjunto parcialmente ordenado das k-faces do grafo
de Petersen, I'p,. Mostramos a relacao entre o grupo dos automorfismos de I' e o
grupo dos automorfismos da algebra a ele associada e, ainda considerando o grafo
I'p,, determinamos os subgrafos induzidos pelo conjunto de vértices fixados por cada
o€ Aut(I'p,) e calculamos as fungoes geradoras do trago graduado.

Introduzimos as algebras A(I')! e A(T")?, respectivamente, a 4lgebra dual
de A(T") e a subélgebra da algebra graduada gr(A(I')) determinada pelos vértices
fixados pelo automorfismo o. E enunciamos a propriedade da koszulidade a fim de
elucidar os proximos passos a serem trilhados no estudo da algebra associada ao

grafo de Petersen.
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