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Resumo

Solórzano Chávez, Newton Mayer. Volumes e Curvaturas Médias na Geo-
metria de Finsler: Superfícies Mínimas. Goiânia, 2011. 65p. Dissertação de
Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Na Geometria de Finsler, temos várias formas volume, consequentemente várias for-
mas curvaturas médias. As duas mais conhecidas são as formas de volumes Busemann-
Hausdorff e Holmes-Thompson. As superfícies mínimas com respeito a estes são cha-
mados superfícies BH-mínimas e HT-mínimas, respectivamente. Seja (R3, F̃b) um es-
paço de Minkowski do tipo Randers com F̃b = α̃ + β̃, onde α̃ é a métrica Euclidiana e
β̃ = bdx3,0 < b < 1. Uma superfície em (R3, F̃b) conexa M é mínima com respeito a am-
bas formas volumes Busemann-Hausdorff e Holmes-Thompson, então a menos de uma
translação paralela de R3, M é parte de um plano ou parte de um helicóide, a qual é gerada
pela rotação de uma reta (perpendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3. Ademais pode-
mos obter explicitamente hipersuperfícies de rotação BH-mínima e HT-mínima geradas
por uma curva plana em torno do eixo na direção de β̃] num espaço (α, β) de Minkowski

(V n+1, F̃b), onde V n+1 é um espaço vetorial de dimensão (n + 1), F̃b = α̃φ

(
β̃

α̃

)
, α̃ é a

métrica Euclidiana, β̃ é uma 1-forma constante com norma b := ‖β̃‖α̃, β̃] é o vetor dual
de β̃ com respeito a α. Como aplicação, se dá uma expressão explícita de superfície de
rotação completa “forward” BH-mínima gerada pela rotação em torno do eixo na direção
de β̃] num espaço de Minkowski do tipo Randers (V 3, α̃+ β̃).

Palavras–chave
Espaços de Minkowski do tipo Randers, Curvatura Média, BH-mínima, HT-mínima.



Abstract

Solórzano Chávez, Newton Mayer. Volumes e Curvaturas Médias na Geome-
tria de Finsler: Superfícies Mínimas. Goiânia, 2011. 65p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In Finsler geometry, we have several volume forms, hence various of mean curvature
forms. The two best known volumes forms are the Busemann-Hausdorff and Holmes-
Thompson volume form. The minimal surface with respect to these volume forms are
called BH-minimal and HT-minimal surface, respectively. Let (R3, F̃b) be a Minkowski
space of Randers type with F̃b = α̃ + β̃, where α̃ is the Euclidean metric and β̃ = bdx3,

0 < b < 1. If a connected surface M in (R3, F̃b) is minimal with respect to both volume
forms Busemann-Hausdorff and Holmes-Thompson, then up to a parallel translation of
R3, M is either a piece of plane or a piece of helicoid which is generated by lines screwing
along the x3-axis. Furthermore it gives an explicit rotation hypersurfaces BH-minimal
and HT-minimal generated by a plane curve around the axis in the direction of β̃] in
Minkowski (α,β)-space (V n+1, F̃b), where V n+1 is an (n + 1)-dimensional real vector

space, F̃b = α̃φ

(
β̃

α̃

)
, α̃ is the Euclidean metric, β̃ is a one form of constant length

b = ‖β̃‖α̃, β̃] is the dual vector of β̃ with respect to α̃. As an application, it give us an
explicit expression of surface of rotation “ forward” BH-minimal generated by the rotation
around the axis in the direction of β̃] in Minkowski space of Randers type (V 3, α̃+ β̃).

Keywords
Minkowski Space of Randers type, Mean Curvature, BH-minimal, HT-minimal.
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Introdução

Geometria de Finsler
Riemann, em sua histórica tese de 1854, introduziu a Geometria Riemmanniana.

Seu caso bidimensional havia sido desenvolvido por Gauss em 1827 e é a parte funda-
mental da geometria diferencial. O assunto foi realçado pela teoria da relatividade geral
de Einstein, em 1915. Einstein demorou sete anos para passar de sua relatividade especial
em 1908 para sua relatividade geral em 1915, devido às dificuldades técnicas e filosóficas
que envolviam o conceito de variedade. Segundo Einstein, “não é tão fácil se livrar da

idéia de que coordenadas não têm um significado métrico imediato” (Einstein, 1949). Em
1913, Weil formalizou o conceito de variedade. Em 1922, Elie Cartan desenvolveu uma
importante ferramenta analítica, o cálculo diferencial exterior, que tornou as variedades
diferenciáveis objetos mais acessíveis.

Tradicionalmente, estruturas diferenciáveis são focadas na métrica Riemanniana,
que é uma forma diferencial quadrática. Segundo Riemann, esta restrição a uma forma
diferencial quadrática constitue apenas um caso especial. Mas, embora Riemann tenha
visto a diferença entre o caso quadrático e o caso geral, deixou o caso geral adormecido
ao observar que “o estudo da métrica que é a raiz quarta de uma forma diferencial

quártica é bastante parecido e não traz nova luz ao problema”. Interesse no caso geral
foi retomado em 1918 na tese de Paul Finsler, escrita sob orientação de Carathéodory.
Por esta razão, iremos nos referir ao caso geral como Geometria de Finsler. Segundo S.
S. Chern, a Geometria de Finsler não é uma generalização da Geometria Riemanniana,
sendo melhor descrevê-la como a Geometria Riemanniana sem a restrição quadrática.

No entanto, o sucesso da Geometria Riemanniana neste último século tem sido
tão espetacular que serviu para obscurecer o sucesso lento mas constante da Geometria
de Finsler. Felizmente, trabalhos recentes indicam que esta lacuna está se estreitando.
Na estrutura apropriada, um grande número de resultados se generalizam facilmente de
espaços Riemannianos para espaços Finslerianos e as evidências mostram que a “ restrição
quadrática” é raramente necessária. A Geometria de Finsler também é frequentemente
uma ferramenta essencial para aplicações em Biologia, Teoria do Controle, Engenharia e
Física. Em particular, P. L. Antonelli tem usado a Geometria de Finsler para modelar a
evolução de organismos coloniais, na Física temos o problema de navegação estudado por
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E. Zermelo, o qual tem o nome de Problema de Navegação de Zermelo. Este problema
consiste em dados dois pontos obter a curva que liga estes dois pontos via um barco
viajando com velocidade constante sujeito a uma brisa dada por um campo de vetores,
minimizando o tempo de viagem. Consequentemente, Bao-Robles-Shen classificaram as
métricas de Randers de curvatura flag constante via o Problema de Navegação em uma
variedade Riemanniana [9]. Assim, Robles determinou as geodésicas de uma métrica de
Randers.

Devido a estas considerações, segundo o ponto de vista de S. S. Chern, já é tempo
da Geometria de Finsler ocupar uma posição mais importante nos currículos da Geometria
Diferencial básica.

Superfícies Mínimas
As superficies mínimas, desde suas origens no século XVIII, representam um

dos campos de pesquisa mais frutíferos dentro da Geometria Diferencial. Seu desenvol-
vimento tem influenciado na Geometria, Analise e Topologia, e o avanço destas, teve
repercussões na teoria das superficies mínimas.

A história das superficies mínimas começou com L. Lagrange (1762), que desen-
volveu um algoritmo para o calculo de variações, o que deu lugar ao que hoje conhecemos
como equação diferencial de Euler-Lagrange. Neste trabalho Lagrange tentou, entre ou-
tros problemas, o de achar uma superfície com contorno prefixado e área mínima, e como
consequência estabeleceu a equação que satisfaz as gráficas mínimas f (x,y) :

(1+ f 2
y ) fxx−2 fx fy fxy +(1+ f 2

x ) fyy = 0.

Esta equação quase-linear elíptica de segunda ordem não foi escrita explicitamente
por Lagrange, que se preocupou também por estudar o mesmo problema anterior para
variações de volume constante. Em 1776, Meusnier deduziu da equação diferencial de
Lagrange que as curvaturas principais tem que ser de módulos iguais e de sinais diferentes,
o que se traduz para uma curvatura média nula. Ele descobriu na mesma ocasião a
helicóide.

A conexão entre superfícies mínimas e películas de sabão motivou o famoso
Problema de Plateau (Plateau foi um físico belga que realizou cuidadosos experimentos
com películas de sabão por volta de 1850). O problema pode ser, a grosso modo, descrito
da seguinte maneira: provar que para cada curva fechada C ⊂ R3 existe uma superfície S

de área mínima tendo C como fronteira. Uma versão do problema de Plateau foi resolvida
simultaneamente por Douglas e Radó em 1930.

Em termos matemáticos, minimizar uma variedade imersa, é achar os pontos
críticos da aplicação volume. Então a idéia de minimizar volume é generalizada para
variedades Riemannianas e consequentemente para variedades Finslerianas. É assim que
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Shen no seu trabalho [16] caracteriza a minimalidade de uma imersão f . E trabalhos
consequentes, [17, 18] se obtêm exemplos não triviais para superfícies mínimas na
geometria de Finsler. Esses trabalhos forem baseados na forma de volume de Buseman-
Hausdorff. Por outro lado, He e Shen no seu trabalho [10] obtêm como um dos seus
resultados que qualquer superfície mínima num espaço de Randers (M,α + β) com
respeito a forma de volume Holmes-Thompson é mínima também em espaço Riemaniano
(M,α); e vice-versa. Cabe mencionar que por ser distintas as definições destas duas
formas de volume, se tenha como resultado que superfícies mínimas em uma, não sejam
em outra.

Nesta dissertação estudamos superfícies mínimas na Geometria de Finsler nos
espaços de Minkowski com (α,β)-norma, tendo como caso particular a métrica de
Randers Especial, para isso faz-se um estudo da curvatura média e de dois tipos de formas
de volume (as mais estudadas): Holmes-Thompson e Busemann-Hausdorff.

No Capítulo 1, apresentamos conceitos e resultados gerais sobre a Geometria de
Finsler, que pode ser acompanhado com [1].

No Capítulo 2, estudamos o que são as formas de volume, suas bases, algumas
definições e resultados.

No Capítulo 3, mostramos um Teorema de rigidez, fazemos comparações e
cálculos, as quais são necessárias para a demonstração do resultado principal.

No Capítulo 4, damos uma caracterização para hipersuperfícies de rotação BH-
mínimas e HT-mínimas.



CAPÍTULO 1
A Geometria de Finsler

1.1 Introdução

Neste Capítulo apresentamos definições sobre os espaços de Finsler e de
Minkowski, damos ademais alguns resultados interessantes para o desenvolvimento
fluente do presente trabalho.

1.2 Preliminares

No decorrer do trabalho, usamos a notação da convenção de Einstein, isto é,
pares de índices repetidos indicam somatório (O símbolo Σ será, portanto, omitido). Por

exemplo, yi ∂

∂xi denotará
n

∑
i=1

yi ∂

∂xi . Usamos também [F ]yi no lugar de
∂F
∂yi , e similarmente

para derivadas parciais de ordem superior.
Em [7] obtemos as seguintes definições e exemplos a respeito de variedades di-

ferenciáveis.

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M 6= /0 e uma

família de aplicações biunívocas, de classe C∞, xa : Ua ⊂ Rn −→M de abertos Ua de Rn

em M, tais que:

1.
⋃
a

xa(Ua) = M;

2. Para todo a, b, com xa(Ua)∩ xb(Ub) = W 6= /0, os conjuntos x−1
a (W ) e x−1

b (W ) são

abertos em Rn e as aplicações x−1
b ◦ xa são de classe C∞;

3. A família {(Ua,xa)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).

O par (Ua,xa) ou (a aplicação xa) com p ∈ xa(Ua) é chamado uma parametrização

(ou sistema de coordenadas) de M em p; xa(Ua) é então chamada uma vizinhança

coordenada em p. Uma família {(Ua,xa)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura

diferenciável em M.
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Definição 1.2 Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável

α : (−ε,ε)−→M é chamada curva (diferenciável) em M. Suponha que α(0) = p ∈M, e

seja ϒ o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à curva α em

t = 0 é a função α′(0) : ϒ−→ R dada por

α
′(0) f =

( f ◦α)
dt
|t =0, f ∈ ϒ.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente de alguma curva α : (−ε,ε) −→ M com
α(0) = p.

Definição 1.3 O espaço vetorial TxM é chamado espaço tangente em x e é definido por

TxM = {v: v é tangente a M em x}.

Exemplo 1.4 Seja Mn uma variedade diferenciável de dimensão n e seja

T M = {(p,v); p ∈M,v ∈ TpM}.

O conjunto T M pode ser munido de uma estrutura diferenciável, sendo então uma varie-

dade diferenciável de dimensão 2n, chamada fibrado tangente de M.

De fato, seja {(Ua, xa)} uma estrutura diferenciável máxima de M. Indicamos por
(xα

1 , . . . , xα
n ) as coordenadas de Uα e por { ∂

∂xα
1
, . . . , ∂

∂xα
n
} a base associada ao espaço

tangente de xa(Ua). Para cada α, defina yα : Uα×Rn→ T M por

yα(xα
1 , . . . , xα

n , µ1, . . . , µn) =

(
xα(xα

1 , . . . ,xα
n ),

n

∑
i=1

µi
∂

∂xα
i

)
,(µ1, . . . ,µn) ∈ Rn.

Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto
(p,v) ∈ T M as coordenadas xα

1 , . . . ,xα
n de p junto com as coordenadas µ1, . . . ,µn de v na

base { ∂

∂xα
1
, . . . , ∂

∂xα
n
}.

Considerando a aplicação dxα : Rn → TpM dada por dxα(v) = β′(0) onde
β = ϕ◦α, ϕ : Uα ⊂Rn→M é uma aplicação diferenciável e para cada q ∈Uα e v ∈ TpM,

α : I ⊂ R→Uα ⊂ Rn é uma curva diferenciável com α(0) = q e α′(0) = v.

Vamos mostrar que {(Uα×Rn, yα)} é uma estrutura diferenciável para T M.

Como
⋃
a

xa(Ua) = M e (dxα)q(Rn) = Txα(q)M,q ∈Uα, segue que,
⋃
a

ya(Uα×Rn) = T M,

o que verifica a primeira condição da definição 1.1. Para cada par de índices α e
β, seja agora (p,v) ∈ yα(Uα×Rn)

⋂
yβ(Uβ×Rn). Então (p,v) = (xα(qα),dxα(vα)) =

(xβ(qβ),dxβ(vβ)) onde qα ∈Uα, qβ ∈Uβ, vα, vβ ∈ Rn. Portanto,

y−1
β
◦ yα(qα,vα) = y−1

β
(xα(qα),dxα(vα)) = ((x−1

β
◦ xα)(qα),d(x−1

β
◦ xα)(vα)).
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Como x−1
β
◦xα é diferenciável, d(x−1

β
◦xα) também é. Decorre daí que y−1

β
◦yα é

diferenciável, o que verifica a condição 2 da Definição 1.1.

Observação 1.5 O fibrado tangente T M pode ser definido como T M =
⋃

x∈M

TxM.

O espaço dual de TxM é o conjunto das aplicações lineares ω : TxM → R, este
espaço será denotado por T ∗x M e chamado o espaço cotangente a M em x. A união
T ∗M =

⋃
x∈M

T ∗x M é chamada o fibrado cotangente de M.

1.3 Estruturas de Finsler

Seja M uma variedade n-dimensional e T M o seu fibrado tangente, a estrutura
(ou métrica, ou função) de Finsler em uma variedade M é uma função

F : T M\{0} −→ [0,∞),

satisfazendo as condições:

1. F(x,y) é C∞ em T M\{0} (Regularidade).
2. F(x,λy) = λF(x,y), λ > 0 (Positiva homogênea de grau 1 em relação a y);
3. O tensor fundamental gi j(x,y) é positivo definido para todo (x,y) ∈ T M\{0}, onde

gi j(x,y) =
1
2
[
F2]

yiy j (x,y),

(Convexidade forte).

Definição 1.6 Dada uma variedade M e uma estrutura de Finsler, o par (M,F) é

chamado espaço (ou variedade) de Finsler.

Usamos as seguintes observações:

1. Denotamos a métrica de Finsler por F = F(x,y).
2. Uma matriz An×n será denotada por (ai j) e sua inversa por ai j = (ai j)−1, isto é,

ai ja jl = δil.

3. Chamamos de “levantamento” e “ rebaixamento” de índices, respectivamente, as
seguintes notaçãoes ai jt j = t i e ai jt j = ti, onde t i = t i(x,y) e t j = t j(x,y).

4. Em algumas situações, a função de Finsler é absolutamente homogênea em y, isto
é, F(x,λy) = |λ|F(x,y), λ ∈ R. Em geral, esta propriedade é muito restritiva, pois
exclui alguns exemplos importantes de espaços de Finsler, como os espaços de
Randers (veja [1]).
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5. A matriz real simétrica (ai j) é positiva definida se cumpre uma e portanto todas, as
seguintes equivalências (veja [12]):

(a) Para todo vetor não nulo ξ ∈ TpM temos que ξT (ai j)ξ > 0 onde ξT é o vetor
transposto de ξ.

(b) Todos os auto-valores λi de (ai j) são positivos.
(c) Todos os menores principais de (ai j) são positivos.

6. Toda matriz (ai j) positiva definida é inversível e sua matriz inversa (ai j)−1 também
é positiva definida (veja [12]).

7. Se F é uma métrica de Finsler, então usando o Teorema de Euler [1] prova-se que
F(x,y) =

√
gi j(x,y)yiy j. De fato

gi jyiy j =
[

1
2

F2
]

yiy j
yiy j

= FFyiy jyiy j +FyiFy jyiy j

= F2.

A seguir apresentamos alguns exemplos simples de métricas de Finsler.

Exemplo 1.7 Métrica Euclidiana:

F(x,y) = F(y) =
√

ci jyiy j,

onde y = yi ∂

∂xi ,

{
∂

∂xi

}
é um base de TxM e ci j =

〈
∂

∂xi ,
∂

∂x j

〉
é constante.

Exemplo 1.8 Métrica de Minkowski:

F(x,y) = F(y) =
√

gi j(y)yiy j,

onde y = yi ∂

∂xi ,

{
∂

∂xi

}
é um base de TxM e gi j(y) =

〈
∂

∂xi ,
∂

∂x j

〉
.

Exemplo 1.9 Métrica Riemanniana:

F(x,y) =
√

ai j(x)yiy j,

onde y = yi ∂

∂xi ,

{
∂

∂xi

}
é um base de TxM e ai j(x) =

〈
∂

∂xi ,
∂

∂x j

〉
.

Exemplo 1.10 Métrica de Randers:

F(x,y) = α(x,y)+β(x,y),
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onde α(x, ·) =
√

ai j(x)dxi⊗dx j(· , ·) é uma métrica Riemanniana e β(x, ·) = bi(x)dxi(·)
é uma 1-forma em M com

b := ||β||α < 1. (1-1)

Como β(x, ·) = bi(x)dxi(·) é uma 1-forma em M então β(x, ·) : TpM −→ R é
dada por β(x,y) = bi(x)dxi(y) = bi(x)yi.

Observe que ||β||α := sup
α(x,y)=1, y∈TxM

β(x,y), isto significa que ||β||α é o supremo

de β(x, ·) quando tomamos um referencial {ei} ∈ TpM ortonormal em relação a métrica
α, ou seja

〈
ei,e j

〉
α

= 0, se i 6= j e 〈ei,ei〉α = 1.

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem (veja [12]), temos que

dim TpM = dim Kerβ(x, ·)+dim Imβ(x, ·),

onde Kerβ(x, ·) := {y ; β(x,y) = 0} é chamado de núcleo de β(x, ·).
Como a dimensão de TpM é n e a dimensão da imagem de β(x, ·) é 1, temos

que a dimensão do núcleo de β(x, ·) será n− 1, assim tomando {ei} ∈ TpM, temos que
β(x,eε) = 0 quando 1≤ ε≤ n−1.

De fato, tomamos um referencial ortonormal em relação a métrica α dada por

eε = (εε)k ∂

∂xk ,1≤ ε≤ n−1

e
en = cbsask ∂

∂xk ,

onde
{

∂

∂xk

}
é uma base para TpM. Temos que 〈eε,en〉α = 0, onde 1≤ ε≤ n−1 segue que

cbsasi(εε)kaik = cδskbs(εε)k = cbk(εε)k = 0,

portanto β(x,eε) = bk(εε)k = 0, onde 1≤ ε≤ n−1.

Do fato 〈en,en〉α = 1 obtemos cbsasicbsas jai j = c2δ jsbsbsas j = c2b jbsas j = 1 e

portanto c =
1√

b jbsas j
. Assim, obtemos como resultado; fazendo b =

√
b jbsas j,

β(x,en) = bkcbsasi =
bkbsask

b
=

b2

b
= b

e portanto temos que b = sup
α(x,y)=1, y∈TxM

β(x,y).

Na Proposição 1.12 (adiante) usamos este resultado para melhorar a expressão
da métrica F = α+β =

√
ai j(x)yiy j +biyi.
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No caso da métrica de Randers temos que gi j = gi j(x,y) é dado por

gi j =
1
2
[
F2]

yiy j

= Fy jFyi +FFyiy j

= (α+β)y j(α+β)yi +F(α+β)yiy j

= (αy j +βy j)(αyi +βyi)+(F)(αyiy j +

=0︷︸︸︷
βyiy j )

= αy jαyi +αy jβyi +αyiβy j +βy jβyi +Fαyiy j

=
yi

α

y j

α
+

y j

α
bi +

yi

α
b j +bib j +

F
α

(ai j−αy jαyi)

=
F
α

(
ai j−

yi

α

y j

α

)
+
(

bi +
yi

α

)(
b j +

y j

α

)
, (1-2)

onde yi := ai jy j e ai j = ai j(x). De [14] e apartir de (1-2) é possível concluir que (gi j) é
positiva definida se, e somente se,

b := ||β||α(x) =
√

ai jbib j < 1.

1.4 Alguns Resultados Matriciais e Consequências

O objetivo nesta seção é apresentar algumas fórmulas para o determinante e a
inversa do tensor fundamental no caso em que F seja do tipo Randers.

Proposição 1.11 Suponha que:

∗ (Qi j) é uma matriz complexa n×n no singular com inversa (Qi j).
∗ C j, com j = 1, . . . ,n, são n números complexos.

Defina Cs := Qs jC j. Então,

• det(Qi j +CiC j) = (1+CsCs)det(Qi j).
• Sempre que 1 +CsCs 6= 0, a matriz (Qi j +CiC j) é invertível. Neste caso, a inversa

é dada por (
Qi j− 1

1+CsCs
CiC j

)
.

A demonstração pode ser encontrada em [1]. Duas aplicações da Proposição
anterior nos mostra a expressão para o det(gi j) e gi j, para F = α+β :

det(gi j) =
(

F
α

)n+1

det(ai j), (1-3)

gi j =
α

F
ai j +

α2

F2
β+α‖β‖2

F
yi

α

y j

α
− α2

F2 (
yi

α
b j +

y j

α
bi), (1-4)
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onde bi = ai jb j.

Proposição 1.12 Seja F = α + β uma métrica de Randers em uma variedade M,

n-dimensional. Seja {ei} um referencial ortonormal na métrica α = α(x,y) tal que o

vetor en tenha direção e sentido do vetor u = ui
∂

∂xi = b ja ji ∂

∂xi . Então F = F(x,y) tem a

seguinte forma normal

F(x,y) =

√
n

∑
i=1

(yi)2 +byn, ∀y = yiei ∈ TxM, (1-5)

onde b =
√

ai jbib j é a norma (1-1) da 1-forma β.

Demonstração. Primeiramente observamos que no referencial { ∂

∂xi} a métrica é dada por

F(x,y) =
√

ai jyiy j +bi(x)yi. ∀y = yk ∂

∂xk ,

pois
〈

∂

∂xi ,
∂

∂x j

〉
α

= ai j e β = biyi. Agora considerando um referencial ortonormal {ei} em
relação a métrica α, obtemos a primeira parcela de (1-5), pois basta usarmos o fato que〈
ei,e j

〉
α

= δi j. Logo neste referencial ai j = δi j.

Para a segunda parcela de (1-5) devemos proceder como anteriormente e consi-
derar um referencial eε = (εε)k ∂

∂xk , 1≤ ε≤ n−1 e en = cbsask ∂

∂xk , onde
{

∂

∂xk

}
é uma base

para TpM. Neste caso,

β(x,eε) = bk(εε)k = 0; 1≤ ε≤ n−1

e
β(x,en) = b = sup

α(x,y)=1, y∈TxM
β(x,y).

Considerando y = yεeε + ynen e usando o fato que β ser linear temos que

β(x,y) = yε
β(x,eε)+ yn

β(x,en) = ynb.

�

1.5 Variedade Finsleriana Completa

No final deste trabalho apresentamos alguns resultados acerca de minimalidade
completa, para isso precisamos das seguintes definições.
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Definição 1.13 Seja (M, F) uma variedade de Finsler, onde F é positivamente homogênea

de grau 1. Seja σ : [a,b] → M uma curva diferenciável por parte com velocidade
dσ

dt = dσ′

dt
∂

∂xi ∈ Tσ(t)M. O comprimento LF(σ) é definido como

LF(σ) =
∫ b

a
F
(

σ(t),
dσ

dt

)
dt. (1-6)

Para x0, x1 ∈M. Seja

Γ(x0,x1) = {γ|γ : [a,b]→M, diferenciável por partes, γ(a) = x0,γ(b) = x1}, (1-7)

o conjunto de todas as curvas regulares por partes que ligam x0, x1. Agora vemos que a
função d, para F absolutamente homogênea, e para todo t ∈ R, é a função distância.

Definição 1.14 Definimos uma aplicação distância d : M×M→ [0,∞) por

d(x0,x1) = inf
σ∈Γ(x0,x1)

LF(σ), (1-8)

onde LF(σ) é dado em (1-6).
A aplicação d satisfaz as duas primeiras condições da definição de uma métrica,

a saber:

1. d(x0,x1)≥ 0. Sendo que a igualdade ocorre se, e somente se, x0 = x1;
2. d(x0,x1)≤ d(x0,x2)+d(x2,x1);
3. d(x0,x1) = d(x1,x0).

Enfatizamos que, em geral, a função d em uma variedade Finsleriana não satisfaz a
propriedade de simetria da condição (3) acima. Devido a função d não ser em geral
simétrica, como é o caso onde se exige apenas que F seja positiva homogênea, o que faz
diferença para as distâncias d(x1,x2), d(x2,x1). Surge então a necessidade de adjetivos
para o conceito de variedades de Finsler completas. Utilizamos os adjetivos “forward” e
“backward”, dependendo do sentido que percorremos o parâmetro na curva que liga dois
pontos.

Definição 1.15 Uma variedade Finsleriana (M,F) é dita geodesicamente completa

“forward” se toda geodésica γ(t), a≤ t < b, parametrizada com velocidade Finsleriana

constante, pode ser estendida a uma geodésica definida em a≤ t < ∞.

Veremos a seguir o Teorema de Hopf-Rinow para variedades de Finsler, que nos
dá caracterizações de uma imersão completa “forward”. Para a prova ver [1].
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Teorema 1.16 [Hopf-Rinow] Seja (M,F) uma variedade de Finsler conexa, onde F é

positivamente (mas talvez não-absolutamente) homogênea de grau 1. Os critérios a seguir

são equivalentes:

1. O espaço “métrico” (M,d) é completo “forward”.

2. A variedade de Finsler (M,F) é geodesicamente completa “forward”.

3. A aplicação exponencial expp é definida em todo TpM, para todo p ∈M.

4. A aplicação exponencial expp é definida em todo TpM, para algum p ∈M.

5. Todo fechado e limitado “forward” de (M,F) é compacto.

Além disso, se ocorre um dos itens acima, então todo par de pontos de M pode ser ligado
por uma geodésica que minimiza distância.

Observação 1.17 Da Topologia Geral temos que o item (5) é equivalente ao seguinte

item

6. Existe uma sucessão de compactos Kn : Kn ⊂M.M =
⋃

n Kn, Kn ⊂ Kn+1, tais que se

qn 6∈ Kn então limn→∞d(p,qn) = ∞.

Temos a seguir o conceito de curva divergente em (M, F).

Definição 1.18 Uma curva divergente em uma variedade Finsleriana é uma aplicação

diferenciável α : [0,∞)→ M, tal que para todo compacto K ⊂M existe t0 ∈ (0,∞) com

α(t) 6∈ K, ∀t > t0, isto é, α(t) sai de qualquer compacto.

Observação 1.19

1. Pode-se mostrar, usando a equivalência dos items (5) e (6), que M é completa

”forward” se, e somente se, o comprimento de qualquer curva divergente é ili-

mitado.

2. Se F é absolutamente homogênea de grau 1, então M é completa “forward”

e “backward” ou não é nenhum dos dois tipos. Este é o caso para métricas

Riemannianas. Entretanto, a recíproca é falsa. A saber, as noções de variedade

de Finsler completa “forward” e “backward” podem ser válidas sem que F seja

absolutamente homogênea. Tal fenômeno é ilustrado pelas funções de Finsler F

de espaços de Minkowski, as quais são em geral, somente positivas homogêneas

de grau 1 e, ainda assim, esses espaços são sempre completos “forward” e

“backward”.
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1.6 Espaços de Minkowski

Definição 1.20 Uma função F = F(y) sobre um espaço vetorial V n de dimensão n é

chamado de Norma de Minkowski se satisfaz as seguintes propriedades:

1. F(y)≥ 0 para y ∈V n, e F(y) = 0 se, e somente se, y = 0;
2. F(λy) = λF(y) para todo y ∈V n e λ > 0;
3. F é C∞ sobre V n\0 tal que para cada y ∈ V n, o funcional bilinear simétrica gy

sobre V n é um produto interno,

gy(u,v) :=
1
2

∂2

∂s∂t

[
F2(y+ su+ tv)

]
s=t=0 .

Observação 1.21 O produto interno gy é chamado de forma fundamental na direção y.

Definição 1.22 Dado um espaço vetorial V n e uma norma de Minkowski F, o par (V n, F)
é chamado espaço de Minkowski.

Observação 1.23 Observe que a terceira condição da estrutura de Minkowski pode ser

substituída pela terceira condição da estrutura de Finsler e vice-versa.

Observação 1.24 Uma outra definição de uma métrica de Finsler é a seguinte: A fun-

ção F : T M → [0,∞) é chamado uma norma de Finsler se este possui as seguintes

propriedades:

(F1) F é C∞ sobre T M\0;

(F2) Para cada x ∈M, Fx := F |TxM é uma Norma de Minkowski sobre TxM.



CAPÍTULO 2
A Forma Volume nos Espaços de Minkowski e
Curvaturas Médias

2.1 Introdução

Existem dois tipos de formas volume mais estudadas sobre espaços de Fins-
ler. Ambos logicamente reduzem-se à forma de volume Riemanniana quando a métrica
de Finsler provém da métrica Riemanniana. No presente capítulo estudamos as princi-
pais formas de volume: Holmes-Thompson e Busemann-Hausdorff nos espaços de Min-
kowski. Ademais, damos origem a Curvatura Média na Geometria de Finsler, para assim
obter alguns resultados que são usados nos Capítulos 3 e 4.

2.2 O Elemento de Volume

Sejam (V n, F) um Espaço de Minkowski, e = {ei}n
i=1 uma base para V n e

θ = {θi}n
i=1 a base dual para (V ∗)n . Denotamos por F e E o conjunto de todas as normas

de Minkowski e as bases orientadas de V n, respectivamente. Seja (Ṽ m, F̃) outro Espaço de
Minkowski de dimensão m com m > n. F é chamado métrica induzida de F̃ se existe uma
base {ẽα}m

α=1 e z ∈ GL(n,m) tal que F(ei) = F̃(zα
i ẽα), onde GL(n,m) denota o conjunto

de matrices n×m de posto = n.

A seguinte definição é uma natural generalização de métrica induzida nos espa-
ços de Finsler.

Definição 2.1 [Métrica de Finsler Induzida] Dada uma imersão f : Mn→ (M̃m, F̃), onde

F̃ é uma métrica de Finsler, temos que a métrica induzida em M é dada por

F(y) := ( f ∗F̃)(y) = F̃( f∗(y)), ∀y ∈ TxM,

onde f∗ e f ∗ denotam a derivada e o pull-back de f , respectivamente.
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Para definir de forma geral o elemento de volume nos espaços de Finsler, é
natural que a correspondente forma de volume esteja bem definida sobre o espaço vetorial
(V n,F), e que esta se reduza naturalmente à forma de volume Euclidiana quando F

provenha do produto interno Euclidiano. Ademais, deve satisfazer certas propriedades
de diferenciabilidade para efeitos de cálculo. Para definirmos elemento de volume,
necessitamos de uma aplicação que satisfaz algumas propriedades. Abaixo definimos tal
aplicação.

Definição 2.2 Seja σ : FxE→ R uma aplicação satisfazendo as seguintes propriedades:

1. σ(F,e) > 0 para quaisquer F ∈ F e e ∈ E;
2. σ(F,Qe) = det(Q)σ(F,e) para quaisquer Q ∈ GL(n,n);
3. Se F provem de um produto interno Euclidiano < >, isto é, F(y) =

√
〈y, y〉 para

y ∈V n, então σ(F,e) =
√

det(〈ei, e j〉);
4. Se F ∈ F é induzido de F̃ sobre Ṽ m, isto é, F(ei) = F̃(zα

i ẽα) para algum z ∈
GL(n,m), então σ(F,e) é diferenciável com respeito ao z = (zα

i ).

Então a n-forma dV σ
F = σ(F,e)θ1∧ . . .∧θn está bem definida sobre V n, chama-

mos ao σ elemento volume de Finsler, e chamamos ao dV σ
F a forma volume de Finsler

sobre (V n, F) determinado por σ.

A forma de volume mais simples sobre Rn é a forma de volume Euclidiana

dV := dx1 . . .dxn.

O volume Euclidiano de um subconjunto aberto e limitado Ω ∈ Rn é dado por

Vol(Ω) =
∫

Ω

dV =
∫

Ω

dx1∧ . . .∧dxn.

Mais geralmente, sobre uma variedade Riemanniana (M, F), onde
F(y) =

√
gi j(x)yiy j, tal métrica F determina a forma de volume canônica

dVg :=
√

det
(
gi j(x)

)
dx1∧ . . .∧dxn.

Chamamos ao dVg a forma de volume Riemanniana de F.
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Figura 2.1: f:Imersão

Figura 2.2: T. de Lagrange

Defina SF = {v ∈V = V n; F(v) = 1}.

Definição 2.3 A Transformação de Lagrange de V para V ∗ é definido sobre SF por

L : SF −→V ∗

v 7−→ L(v) : V −→ R
w 7−→ 0, se w ∈ TvSF ,

1, se w = v.

(2-1)

Isto é equivalente a dizer que L(v) é uma transformação linear satisfazendo
TvSF = kerL(v) e L(v)(v) = 1. Agora, estendemos L para todo V fazendo

L(λv) = λL(v) para λ 6= 0 e v ∈ SF .

Isto mostra que L é homogênea positiva de grau 1.
A definição acima é bem definida se TvSF está bem definida para todo v ∈ SF .

Denotemos por L = 1
2F2. Se F é uma métrica de Finsler,

L(v) = dL(v) = F(v)dF
(

v
F(v)

)
para todo v ∈V.

F define uma Métrica Riemanniana sobre o bordo unitário SF ×V de (V,F) ou,
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Figura 2.3: Vetor Normal

equivalentemente, sobre SF , por

g(v,x) := gv := D2(L)v.

Da homogeneidade de L mostramos que gv tem as seguintes propriedades:

a) gv(v,v) = F(v)2,

b) gv(v,w) = 0 se v ∈ SF e w ∈ TvSF ,

c) gλv = λgv se λ > 0.

2.3 Lema da Divergência

Nesta seção, estabelecemos a fórmula de divergência para campo de vetores
sobre uma variedade de Finsler. Este lema foi usado para determinar a equação de
Euler-Lagrange para subvariedades mínimas via variação de volume. Seja (M, F) uma
variedade orientada n-dimensional de Finsler. Seja {ei}n

i=1 uma base orientada para TxM

e {θi}n
i=1 a base dual para T ∗x M. A forma volume de Finsler dVF = σFθ1∧ . . .∧θn. Seja

Ω um domínio compacto com bordo suave. Seja i : ∂Ω→M a inclusão natural. Existem
dois campos de vetores unitários ao longo de i, as quais são normais ao Tx(∂Ω) para todo
x ∈ ∂Ω. Seja ξ ∈ T ∗x M o co-vetor unitário tal que Tx(∂Ω) = kerξ. Existe um único vetor
v ∈ TxM tal que ξ(v) = 1.

Definamos
ξ(X) = gv(v,X), ∀X ∈ TxM,

v é chamado de vetor normal ao ∂Ω. Escolha ξ tal que o vetor normal v aponte para fora.
Considere uma base orientada local {ei}n

i=1 para T M ao longo de ∂Ω tal que e1|∂Ω = v e
{ei}n

i=2 é uma base local para i∗[T (∂Ω)]. dVF = σFθ1∧ . . .∧θn induz a forma volume
dAF sobre ∂Ω por

dAF := σF i∗(θ2∧ . . .∧θ
n).
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Defina a (n−1)-forma XcdVF sobre M por

XcdVF(X1, . . . ,Xn−1) := dVF(X , X1, . . . , Xn−1).

O divergente de X com respeito ao dVF é definido por

d(XcdVF) := divF(X)dVF .

Podemos verificar que

i∗(XcdVF)(e2, . . .en) = XcdVF(i∗e2, . . . , i∗en)

= dVF(X ,e2, . . . ,en)

= σFθ1∧ . . .∧θn(X ,e2, . . . ,en)

= σFθ1(X).θ2∧ . . .∧θn(e2, . . . ,en)

= ξ(X).σFθ2∧ . . .θn(e2, . . . ,en)

= ξ(X).dAF(e2, . . . ,en)

= gv(v,X).dAF(e2, . . . ,en).

Assim
i∗(XcdVF) = ξ(X)dAF = gv(v,X)dAF .

Seja dVF = σF(x)dx em um sistema de coordenadas locais. O divergente divF(X) de um
campo de vetores X = X i ∂

∂xi é dado por

divF(X) =
1

σF(x)
∂

∂xi [σF(x)X i(x)].

Aplicando o Teorema de Stokes, obtemos o seguinte Lema da Divergência para variedades
de Finsler.

Lema 2.4 Seja (M,F) uma variedade de Finsler orientada. Seja Ω um domínio compacto

com fronteira suave ∂Ω e v denota o vetor normal que aponta para fora. Então para

quaisquer campos de vetores X diferenciáveis sobre M,∫
Ω

divF(X)dVF =
∫

∂Ω

ξ(X)dAF =
∫

∂Ω

gv(v,X)dAF . (2-2)

Para a construção da forma curvatura média precisamos dos seguintes resultados:
Seja F o elemento de volume da imersão f .
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Figura 2.4

Lema 2.5 Para Q = (q j
i ) ∈ GL(n,n), e seja P = (p j

i ) ∈ GL(n,n) a inversa de Q. Então

∂F

∂za
i
(Qz)za

j = F (z)detQpi
j. (2-3)

Demonstração. Fixamos z e consideramos F (Qz) como uma função de Q ∈ GL(n,n).
Temos que

∂detQ

∂q j
i

= detQpi
j.

Fazendo uso da Propriedade 2 da Definição 2.2 e diferenciando com respeito ao q j
i

obtemos (2-3). �

Considerando Q = identidade em (2-3), obtemos o seguinte lema

Lema 2.6
∂F

∂za
i
(z)za

j = F (z)δi
j. (2-4)

Assim,

1
F (z)

∂F

∂za
i
(z)za

i = n. (2-5)

Seja V n um espaço vetorial real n-dimensional. Para um mergulho linear
Z : V n→ (Ṽ , F̃), defina a função linear PZ : Ṽ m→V n por

PZ(X̃) :=
1

F (z)
∂F

∂za
i
(z)X̃aei, ∀X̃ = X̃aẽa ∈ Ṽ m, (2-6)

onde e := {ei} e ẽ := {ẽa} são bases arbitrárias para V n e Ṽ m, respectivamente, e z é dado
por Z(ei) = za

i ẽa.
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Figura 2.5: Pz

Lema 2.7 PZ está bem definida. Ademais,

PZ[Z(X)] = X , ∀X ∈V n. (2-7)

Demonstração. Temos que mostrar que PZ é independente da escolha da base e para V n e
a base ẽ para Ṽ m. Seja ē := {ē j = qi

jei} uma outra base para V n. Para uma imersão linear
Z, escrevemos Z(ei) = za

i ẽa e Z(ēi) = z̄a
i ẽa. Então z̄ = Qz. Obtemos

F (Qz) = F (z)detQ,

daí,
∂F

∂za
j
(Qz)qi

j =
∂F

∂za
i
(z)detQ.

Isto mostra que
1

F (Qz)
∂F

∂za
i
(z)za

jX
jei = δ

i
jX

jei = X .

�

A função PZ : Ṽ m→V n é chamado de projeção (respeito ao Z). Seja I : V n→ Ṽ m

o mergulho natural. Mostramos de 2-7 que

PI(X) = X , ∀X ∈V n.

Com esta projeção, podemos encontrar um subespaço W m−n := kerPI tal que

Ṽ m = V n⊕W m−n.

Quando n = m−1, isto é, V n é um hiperplano em Ṽ m,W m−n = W 1 = R.w, onde w é um
vetor unitário. Em outras palavras, existe um vetor normal w (único, a menos de sinal) ao
V n.

Da definição 2.3 temos que existe um vetor unitário especial v o qual é ortogonal
ao V n com respeito ao g̃v.
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2.4 Curvatura Média

Seja (M̃, F̃) uma variedade de Finsler m-dimensional. Fixamos uma base local
ẽ := {ẽa} para T M̃ sobre um subconjunto aberto Ũ . Para o espaço de Minkowski
(Tx̃M̃, F̃x̃), x̃ ∈ Ũ , defina a função F : GL(n,m) → R como na Definição 2.2. Seja
f : M→ M̃ uma imersão. Seja ft : M→ M̃, t ∈ (−ε,ε), uma variação de f com f0 = f .

Então { ft} induz um campo de vetores X̃ ao longo de f por

X̃x :=
∂ ft
∂t
|t=0(x).

X̃ é chamado o campo variacional de { ft}. Seja F̃ a métrica de Finsler sobre M̃. ft induz
uma família de métricas de Finsler Ft := ( ft)∗F̃ . Considere

V (t) := vol(Ω,Ft).

Usando o Lema 2.4 (Lema da Divergência) é possível obter uma fórmula para V ′(0).
Seja U um subconjunto em M tal que ft(U )⊂ Ũ para um t pequeno. Note que

para cada x ∈U , ft induz um mergulho linear ( ft)∗ : TxM→ Tf (x)M̃. Seja {ei} uma base
arbitrária para TxM, x ∈U e {θi} a base dual para T ∗x M. Escrevendo ( ft)∗ = ( f a

t )iθ
i⊗ ẽa.

Por definição, a forma de volume dVFt de Ft é dada por

dVFt = F ( ft(x),O ft(x))θ
1∧ . . .∧θ

n,

onde,
O ft = (( f a

t )i(x)) .

Defina

Bx(X̃) :=
d
dt

(logσt(x)) |t=0 =
d
dt

[logF ( ft(x),O ft)] |t=0. (2-8)

Agora estamos em condições de definir a curvatura média.

Definição 2.8 Para qualquer campo vetorial X̃ ∈ T M̃ ao longo de f , a forma curvatura

média é definida por

H f (X̃)|x := Bx(X̃)−div[Pf∗(X̃)]|x.

Teorema 2.9 Seja ft : Mn → (M̃m, F̃) uma família de imersões tal que ft = f0 fora do

domínio compacto Ω. Seja f := f0 e F = f ∗F̃ . A função volume V (t) := vol(Ω,( ft)∗F̃)
satisfaz

V ′(0) =
∫

Ω

H f (X̃)dVF ,
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Figura 2.6: Variação de Volume

onde X̃ := ∂ ft
∂t |t=0. Uma imersão f é chamada mínima se H f = 0.

Demonstração. Seja dVFt = σtθ
1∧ . . .∧θn. Por definição,

V (t) :=
∫

Ω

σtθ
1∧ . . .∧θ

n.

Então,

V ′(0) =
∫

Ω

∂σt

∂t
|t=0θ

1∧ . . .∧θ
n

=
∫

Ω

B(X̃)dVF

=
∫

Ω

H f (X̃)dVF +
∫

Ω

divPf∗(X̃)dVF

=
∫

Ω

H f (X̃)dVF .

Onde usamos o Lema da Divergência para X = Pf∗(X̃) na ultima igualdade. �

Lema 2.10 H f (X̃) depende linearmente sobre X̃x em cada ponto x ∈M.

Demonstração. Em coordenadas locais, seja ei = ∂

∂xi e ẽa = ∂

∂x̃a . Escrevamos
dVFt = σt(x)dx1∧ . . .∧dxn. Da definição, temos

σt(x) = F ( ft(x),O ft(x)) , (2-9)

onde,

ft(x) = ( f a
t (x)), O ft(x) :=

(
∂ f a

t
∂xi (x)

)
.

De (2-8) e (2-9), temos

B(X̃) =
1
F

{
∂F

∂x̃a X̃a +
∂F

∂za
i

∂X̃a

∂xi

}
.
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Por (2-6),

div[Pf∗(X̃)] =
1
F

∂

∂xi

(
∂F

∂za
i

X̃a
)

(2-10)

=
1
F

{[
∂2F

∂x̃b∂za
i

∂ f b

∂xi +
∂2F

∂za
i ∂zb

j

∂2 f b

∂xi∂x j

]
X̃a +

∂F

∂za
i

∂X̃a

∂xi

}
.

Obtemos o seguinte resultado

H f (X̃) =
1
F

{
∂F

∂x̃a −
∂2F

∂x̃b∂za
i

∂ f b

∂xi −
∂2F

∂za
i ∂zb

j

∂2 f b

∂xi∂x j

}
X̃a. (2-11)

De (2-11), podemos observar que H f (X̃) depende linearmente só de X̃x para
cada ponto x ∈M. �

Observação 2.11 Observe que se F for do tipo Minkowski, a expressão (2-11) reduz-se

a

H f =− 1
F

∂2F

∂za
i ∂zb

j

∂2 f b

∂xi∂x j X̃a. (2-12)

Exemplo 2.12 (Métrica de Randers Induzida) Seja

F(µ) = ‖µ‖ :=

√
m

∑
µ=1

(uµ)2 +Bµuµ, u = (uµ) ∈ Rm,

com
√

∑
m
µ=1(Bµ)2 < 1. Considere a imersão ϕ = (ϕµ) : M→ (Rm+1,‖.‖), ϕ induz uma

métrica de Finsler sobre M,

F(y) :=
√

∑
µ

zµ
i (x)z

µ
j(x)y

iy j +Bµzµ
i (x)y

i, y = yi ∂

∂xi |x, (2-13)

onde zµ
i =

∂ϕµ

∂xi .

Considerando F = α+β com α :=
√

ai j(x)yiy j e β := bi(x)yi, onde

ai j(x) := zµ
i (x)z

µ
j(x), bi(x) := Bµzµ

i (x).

Então a norma de β com respeito ao α é dado por

‖β‖=
√

ai j(x)bi(x)b j(x)≤
√

m

∑
µ=1

(Bµ)2 < 1.
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De agora em diante usamos por simplicidade a notação F = F(x,y).

Existem duas importantes formas de volume na Geometria de Finsler, elas são:
a forma volume Busemann-Hausdorff e a forma volume Holmes-Thompson.

Definição 2.13 (Forma Volume Busemann-Hausdorff ) Seja (M,F) um espaço de

Finsler n-dimensional. Seja {bi}n
i=1 uma base arbitrária para TxM e {θ}n

i=1 a base dual

para T ∗x M. O conjunto

Bn
x :=

{
(yi) ∈ Rn,F(yibi) < 1

}
, (2-14)

é um subconjunto aberto estritamente convexo e limitado em Rn. Defina

dV BH
F := σ

BH
F (x)θ1∧ . . .∧θ

n,

onde

σ
BH
F (x) :=

Vol(Bn)
Vol(Bn

x)
.

ωn := Vol(Bn(1)) =
1
n

Vol(Sn−1)

=
1
n

Vol(Sn−2)
∫

π

0
sinn−2(t)dt.

Em geral, o volume Euclidiano de Bn
x denotado por Vol(Bn

x) não pode ser
expresso por F de forma explícita.

Exemplo 2.14 Considere a Métrica de Randers F = α + β sobre a variedade M, onde

α =
√

ai j(x)yiy j é métrica Riemanniana e β = bi(x)yi é uma 1-forma satisfazendo

‖β‖x := sup
αx(y)=1

β(y) =
√

ai j(x)bi(x)b j(x) < 1,

onde (ai j) = (ai j(x))−1. Denotamos por dV BH
F e dVα as formas de volume de Busemann-

Hausdorff de F e α, respectivamente. Por um cálculo simples, obtemos

dVα =
√

detai j(x)dx1 . . .dxn.

Pode-se observar que esta é justamente a forma de volume Riemanniana de α. Para

achar dV BH
F , consideramos uma base ortonormal {bi}n

i=1 para (TxM,αx) tal que βx(y) =
‖β‖xy1, onde y = yibi. Então o subconjunto aberto Bn

x em (2-14) é um corpo convexo em
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Rn dado por

(
1−‖β‖2

x
)2
(

y1 +
‖β‖x

1−‖β‖2
x

)2

+
(
1−‖β‖2

x
) n

∑
a=2

(yα)2 < 1.

O volume Euclidiano de Bn
x é dado por

Vol(Bn
x) =

Vol(Bn)

(1−‖β‖2
x)

n+1
2

. (2-15)

Segue-se que

dVF =
(
1−‖β‖2

x
) n+1

2 dVα. (2-16)

Isto implica

VolF ≤Volα.

Assuma que M é fechada. Então

VolF(M) =
∫

M

(
1−‖β‖2

x
) n+1

2 dVα ≤Volα(M).

A igualdade ocorre se, e somente se, β = 0.

Definição 2.15 (Forma Volume Holmes-Thompson) Para uma métrica de Finsler

F = F(x,y) sobre uma variedade M n-dimensional. Num ponto x ∈ M, fixe uma base

{bi}n
i=1 para TxM e a base dual {θi}n

i=1 para T ∗x M. Para um vetor y = yibi ∈ TxM\{0},
escreva

gi j(y) := gy(bi,bj).

Cada gi j(y) é uma função C∞ sobre Rn\{0}. Defina a forma volume de Holmes-

Thompson por

dV HT
F = σ

HT
F (x)θ1∧ . . .∧θ

n,

onde

σ
HT
F (x) =

1
Vol(Sn−1)

∫
SxM

√
det(gi j(x,y))dVSxM.

Sendo dVSxM =
√

detgi j(x,y)dτ, dτ := ∑i(−1)i−1 yi

F
dy1

F ∧ . . . ∧ d̂yi

F ∧ . . . ∧ dyn

F é a

forma volume induzida de SxM := {y ∈ TxM|Fx(y) = 1} da métrica Riemaniana

ĝ = gi j(y)dyi⊕dy j sobre o espaço TxM\0.

Seja (M, F) um espaço de Randers, onde

F = α+β =
√

ai jyiy j +biyi, ‖β‖=
√

ai jbib j = b, (0≤ b < 1).



2.4. Curvatura Média 23

Por (1-3), sabemos que

det(gi j) = a
(

F
α

)n+1

, a = det(ai j).

Daí temos que

dVM = σ(x)dx =
dx

cn−1

∫
SxM

det
(gi j

F

)
dτ,

onde cn−1 é a área da esfera Euclidiana Sn−1 de dimensão n−1,

∫
SxM

det
(gi j

F

)
dτ =

∫
SxM

det(gi j)
Fn dτ = a

∫
SxM

F
αn+1 dτ =

√
a
∫

Sx

(1+biyi)dVSx ,

a última igualdade é obtida fazendo uso da Proposição 1.12 e a mudança de parâmetros
(y1, . . . ,yn) = 1

1+‖β‖yn (y1, . . . ,yn), onde

Sx = {y ∈ Rn|ai jyiy j = 1}, dVSx =
√

adτ.

Sejam {λi} os autovalores da matriz (ai j), para os quais correspondem os
autovetores unitários {vi} com respeito a métrica Euclidiana 〈 ,〉 em Rn. Seja

yi = ∑
k

vi
k

zk√
λk

com |z|2 = 〈z, z〉= 1,

note que y ∈ Sx. Por isso, temos

dVSx =
√

a
n

∑
i=1

(−1)i−1yidyi∧ . . .∧dŷi∧ . . .∧dyn

=
n

∑
i=1

(−1)i−1zidz1∧ . . .∧dẑi∧ . . .∧dzn

= dVSn−1.

Usando o fato que Sn−1 é simétrica com respeito a cada zk e z′ks são funções
ímpares, temos que ∫

Sx

yidVSx = ∑
k

vi
k

1√
λk

∫
Sn−1

zkdVSn−1 = 0,

do qual mostramos que

dVM =
√

adx
cn−1

∫
Sx

(1+biyi)dVSx =
√

adx. (2-17)

Destes resultados obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 2.16 O elemento de volume de um espaço de Randers (M, α+β) é justamente

o elemento de volume da variedade Riemaniana (M, α).

Seja f : (M,F) → (M̃, F̃) uma imersão isométrica num espaço de Randers
(M̃, F̃) com

F̃ = α̃+ β̃ =
√

ãγκ(x̃)ỹγỹκ + b̃γ(x̃)ỹγ, ‖β̃‖=
√

ãγκb̃γb̃κ = b̃ (0≤ b̃ < 1).

claramente, temos que

F = f ∗F̃ = α+β =
√

ai jyiy j +biyi,

onde
ai j = ãγκ f γ

i f κ
j , bi = b̃γ f γ

i .

Isto nos diz que (M,F) é também um n-espaço de Randers. Pelo Teorema 2.16,
o elemento de volume de (M, α + β) é justamente o elemento de volume da variedade
Riemanniana (M, α). É assim que temos a seguinte proposição:

Proposição 2.17 A forma curvatura média H da subvariedade (M,α + β) imersa

isometricamente em um espaço de Randers (M̃, α̃ + β̃) é justamente a forma curvatura

média da subvariedade (M,α) imersa isometricamente em uma variedade Riemaniana

(M̃, α̃).

Pelo Teorema 2.16 e pela Proposição 2.17, temos:

Proposição 2.18 Subvariedades mínimas num espaço de Randers (M̃, α̃ + β̃) são justa-

mente as subvariedades mínimas em uma variedade Riemanniana (M̃, α̃); e vice-versa.

Lembre que um espaço de Randers (M̃, F̃) é chamado especial se M̃ é um espaço
vetorial real Ṽ e α é Euclidiano [17].



CAPÍTULO 3
Um Teorema Local de Rigidez para Superfícies
Mínimas num Espaço de Minkowski do tipo
Randers 3-dimensional

3.1 Introdução

Obtida a forma da Curvatura Média (2-11) é claro que o plano em R3 é mínima
com respeito a qualquer forma de volume Finsleriano. Para subvariedades mínimas com
respeito a forma volume Busemann-Hausdorff (subvariedade BH-mínima), os primeiros
exemplos não triviais de superfície BH-mínima em (R3, F̃b) foram estudadas em [17, 18].
É uma surpresa que os helicóides gerados pela rotação de uma reta ao longo do eixo x3

são superfícies BH-mínima em (R3, F̃b). Agora, considerando que os planos e helicóides
gerados pela rotação de uma reta (perpendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3, são HB-
mínima e HT-mínima, é natural perguntar se elas são as únicas superfícies BH-mimima e
HT-mínima em (R3, F̃b). A resposta é afirmativa.

No presente capítulo damos a demonstração do seguinte resultado:

Teorema 3.1 Seja (R3, F̃b) um espaço de Minkowski do tipo Randers 3-dimensional com

F̃b = α̃+ β̃, onde α̃ é a métrica Euclidiana e β̃ = bdx3,0 < b < 1. Se uma superfície conexa

M em R3 é mínima simultaneamente com respeito as formas volumes de Busemann-

Hausdorff e Holmes-Thompson, então, a menos de uma translação paralela de R3,

M é parte de um plano ou parte de um helicóide gerado pela rotação de uma reta

(perpendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3.

Agora estamos na possibilidade de calcular a curvatura média de um gráfico em
um espaço de Minkowski do tipo Randers (Rn+1, F̃b) com F̃ = α̃+ β̃, onde α̃ é a métrica
Euclidiana e β̃ = bdx̃n+1,0≤ b < 1.

De agora em diante usamos a Observação 2-12.
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3.2 Forma Volume Busemann-Hausdorff

Primeiro consideremos o elemento volume Busemann-Hausdorff σBH . Seja
f : (Mn,F)→ (Rn+1, F̃b) uma imersão isométrica (subvariedade n-dimensional). Em co-
ordenadas locais temos

x̃γ = f γ(x1, . . . ,xn), f∗

(
∂

∂xi

)
= zγ

i (x)
∂

∂x̃γ
, (3-1)

onde
zγ

i (x) =
∂ f γ

∂xi . (3-2)

Desde que f seja uma imersão isométrica, a métrica de Randers induzida
F = α+β =

√
ai j(x)yiy j +bi(x)yi é dada por:

A = ai j(x) = zγ

i z
κ
j δγκ, (3-3)

bi(x) = bzn+1
i , ‖β‖2 = b2ai jzn+1

i zn+1
j . (3-4)

Agora obtemos uma igualdade muito útil:

∂

∂zγ

i
(A−1) = d(A−1)

∂

∂zγ

i
(A)

=−A−1(
∂

∂zγ

i
(A))A−1

=−(asizγ

l a
tl)st− (aslzγ

l a
it)st . (3-5)

Sabemos que a forma de volume dVF com respeito ao elemento de volume σBH

é dado por (ver Equação 2-16)

dVF = F (z)dx1∧ . . .∧dxn,

onde
F (z) =

(
1−‖β‖2)(n+1)/2√

detai j. (3-6)

Daqui em diante omitimos o subíndice de σBH por simplicidade.



3.2. Forma Volume Busemann-Hausdorff 27

Usando (3-3) e (3-4),

∂

∂zγ

i

√
detA =

1
2
√

detA
∂

∂zγ

i
(detA)

=
1

2
√

detA ∑
i j

∂

∂ai j
(detA).

∂

∂zγ

i
(∑

γ

zγ

i z
γ

j)

=
1

2
√

detA ∑
i j

(−1)i+ jA[i j](ai jai j)2zγ

i

=
1√

detA ∑
j

detA.ai jzγ

i

=
√

detAai jzγ

j, (3-7)

onde A[i j] é o determinante da matriz de ordem (n−1)× (n−1), obtida pela omissão da
i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denote zn+1 = (zn+1

1 , . . . ,zn+1
n ), logo

∂

∂zγ

i
‖β‖2 = b2 ∂

∂zγ

i

(
(zn+1)tA−1(zn+1)

)
= 2b2(ai jzn+1

j δ
n+1
γ −ai jaklzα

k zn+1
j zn+1

l ), (3-8)

e consequentemente,

∂

∂zγ

i
F = F

{
ai jzγ

j +
(n+1)b2

1−‖β‖2

(
ai jaklzγ

kzn+1
j zn+1

l −ai jzn+1
j δ

n+1
γ

)}
. (3-9)

Escrevendo Ai = ai jzn+1
j ,B = ai jzn+1

i zn+1
j , então de 3-9 temos

∂

∂zn+1
i

F = FAi
{

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
}

, (3-10)

∂

∂zk
i
F = F

{
ai jzk

j +
(n+1)b2

1−‖β‖2 AiAlzk
l

}
. (3-11)

Usando (3-5), um cálculo direito mostra que
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∂

∂zn+1
i

Ai = ai j(1−B)−AiA j, (3-12)

∂

∂zk
j
Ai =−ai jAlzk

l −Aia jlzk
l , (3-13)

∂

∂zn+1
i

B = 2Ai(1−B). (3-14)

Usando (3-10) - (3-14) temos

∂2F

∂zn+1
i ∂zn+1

j
=

(
∂

∂zn+1
i

F

)
A j
(

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
)

+F

(
∂

∂zn+1
i

A j
{

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
})

+FA j(n+1)b2

(
∂

∂zn+1
i

(
(B−1)

1−‖β‖2

))

= FAiA j
{

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
}2

+F
(
ai j(1−B)−A jAi)(1+

(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
)

+FA j(n+1)b2
{

2Ai(1−B)
1−‖β‖2 −

(B−1)
(1−‖β‖2)2

(
−2b2(Ai−AiB)

)}
,

logo

1
F

∂2F

∂zn+1
i ∂zn+1

j
= AiA j

(
(n+1)2b4(B−1)2

(1−‖β‖2)2 − (n+1)b2(B−1)
1−‖β‖2 − 2(n+1)b4

(1−‖β‖2)2 (B−1)2
)

+ai j(1−B)
(

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
)

=
(

(n2−1)(1−B)2b4

(1−‖β‖2)2 +
(n+1)b2

1−‖β‖2 (1−B)
)

AiA j

+ai j(1−B)
(

1− (n+1)b2

1−‖β‖2 (1−B)
)

, (3-15)
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também obtemos que

∂2

∂zk
i ∂zn+1

j
F =

(
∂

∂zk
i
F

)
A j
{

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
}

+F

(
∂

∂zk
i
A j
){

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
}

+FA j(n+1)b2
{

1
1−‖β‖2

∂

∂zk
i
B+

(B−1)
(1−‖β‖2)2

∂

∂zk
i
‖β‖2

}
,

logo

1
F

∂2

∂zk
i ∂zn+1

j
F =

(
ai jzk

j +
(n+1)b2

1−‖β‖2 (AiAlzk
l )
)

A j
(

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
)

+
(
−ai jAlzk

l −Aia jlzk
l

)(
1− (n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
)

+A j(n+1)b2

{
−

2AiAlzk
l

1−‖β‖2 +
(B−1)

(1−‖β‖2)2 (−2b2AiAlzk
l )

}

=
(

1+
(n+1)b2

1−‖β‖2 (B−1)
)(

ailA j−a jlAi
)

zk
l

−
(

(n2−1)b4

(1−‖β‖2)2 (1−B)+
(n+1)b2

1−‖β‖2

)
AiA jAlzk

l

+ai jAlzk
l

(
(n+1)b2

1−‖β‖2 (1−B)−1
)

. (3-16)

Agora assumamos que f : Ω→ (Rn+1, F̃b) é o gráfico sobre um domínio conexo
no plano x̃n+1 = 0, e dotamos Ω com a métrica de Finsler induzida F = f ∗F̃b. Seja
f : (Ω,F)→ (Rn+1, F̃b) uma imersão isométrica, e

f i(x1, . . . ,xn) = xi, f n+1(x1, . . . ,xn) := u(x1, . . . ,xn). (3-17)

Neste caso, por comodidade denotamos as coordenadas usuais para Rn+1 por
(x1, . . . , xn+1) em vez de (x̃1, . . . , x̃n+1).

Depois de um cálculo simples temos:

ai j = δi j +uiu j, ai j = δi j−
1

W 2 uiu j, (3-18)

1−‖β‖2 =
Tb

W 2 , Ai =
ui

W 2 , B = 1− 1
W 2 , (3-19)

onde
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W 2 = 1+∑
i

u2
i , ui =

∂u
∂xi , Tb = b2 +(1−b2)W 2. (3-20)

Mostramos então de (2-11) e (3-15)-(3-20) que a BH-curvatura média H BH
f =−HBH

k dxk

do gráfico é dada por

HBH
k =

1
F

{
∂2F

∂zk
i ∂zn+1

j

∂2u
∂xi∂x j

}
. (3-21)

Então, continuando com os cálculos,

HBH
n+1 = ∑

i j


(n2−1)b4

(Tb)2

W 4

(
1

W 2

)2

+
(n+1)b2

Tb
W 2

1
W 2

 ui

W 2
u j

W 2

+ai j
(

1
W 2

)(
1− (n+1)b2

Tb
W 2

1
W 2

)}
ui j

= ∑
i j

{(
(n2−1)b4

T 2
b

+
(n+1)b2

Tb

)
ui

W 2
u j

W 2

+
(Tb− (n+1)b2)

Tb

(
δi j−

1
W 2 uiu j

)}
ui j

=
1

W 2T 2
b

∑
i j

{
(n+1)b2(Tb +(n−1)b2)

uiu j

W 2

+ Tb(Tb− (n+1)b2)
(

δi j−
uiu j

W 2

)}
ui j (3-22)
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e

HBH
k =

{(
1+

(n+1)b2

Tb
W 2

−1
W 2

)((
δi j−

ui

W 2
uk

W 2

) u j

W 2 −
(

δi j−
u j

W 2
uk

W 2

) ui

W 2

)

−

(n2−1)b4

T 2
b

W 4

1
W 2 +

(n+1)b2

Tb
W 2

 ui

W 2
u j

W 2
uk

W 2

(
δi j−

uiu j

W 2

) uk

W 2

(
(n+1)b2

Tb
W 2

(
1

W 2

)
−1

)}
ui j

= ∑
i j

{
−
(

(n2−1)b4

T 2
b

+
(n+1)b2

Tb

)
u j

W 2
uk

W 2 ui

+
(

δi j−
uiu j

W 2

) 1
W 2

(
(n+1)b2−Tb

Tb

)}
ui j

=− 1
W 2T 2

b
∑

{(
(n2−1)b4 +(n+1)b2Tb

) uiu j

W 2

+
(

δi j−
uiu j

W 2

)
Tb
(
Tb− (n+1)b2)}ui j

=−HBH
n+1uk. (3-23)

Agora caracterizamos gráficos em (Rn+1, F̃b) sobre um domínio conexo Ω no
plano xn+1 = 0.

Proposição 3.2 Seja f : Ω→ (Rn+1, F̃b) um gráfico sobre um domínio conexo Ω no plano

xn+1 = 0 dado por

f (x1, . . . ,xn) = (x1, . . . ,xn, u(x1, . . . ,xn)). (3-24)

Então a BH-curvatura média H BH
f = HBH

α dxα é dada por (3-22) e (3-23), e f é

BH-mínima, se, e somente se,

∑
i j

{
Tb
(
Tb− (n+1)b2)(

δi j−
uiu j

W 2

)
+(n+1)b2 (Tb +(n−1)b2) uiu j

W 2

}
ui j = 0. (3-25)

3.3 Forma Volume Holmes-Thompson

Consideramos a forma volume Holmes-Thompson, desde que
dV σHT

F =
√

det(ai j)dx1∧ . . .∧dxn, ver (2-17).
Com as mesmas notações usadas até agora, com F =

√
det(ai j), temos:
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∂

∂zγ

i

√
detai j =

√
detai jai jzα

j . (3-26)

Escrevendo Ai = ai jzn+1
j ,B = ai jzn+1

i zn+1
j , temos

∂

∂zn+1
i

Ai = ai j(1−B)−AiA j, (3-27)

∂

∂zk
j
Ai =−ai jAlzk

l −Aia jlzk
l . (3-28)

Então,

1
F

∂2

∂zn+1
i ∂zn+1

j
F =

1
F

((
∂

∂zn+1
i

√
detai j

)
a jlzn+1

l +F
∂

∂zn+1
i

A j +Fai j

)
= ailzn+1

l .a jlzn+1
l −ai jAlzn+1

l −A jailzn+1
l +ai j

= ai j(1−B), (3-29)

logo

1
F

∂2

∂zk
i ∂zn+1

j
F = ailzk

l a jlzn+1
l −ai jAlzk

l −A jailzk
l

= A jailzk
l −ai jAlzk

l −A jailzk
l

= zk
l

(
A jail−ai jAl−A jail

)
=−ai jAlzk

l . (3-30)

Para a imersão isométrica f : Ω→ (Rn+1, F̃b) dado por

f (x1, . . . ,xn) = (x1, . . . ,xn,u(x1, . . . ,xn)), (3-31)

temos

ai j = δi j +uiu j, ai j = δi j−
1

W 2 uiu j, (3-32)

det(ai j) = 1+
n

∑
i=1

u2
i , W 2 = 1+∑

i
u2

i , (3-33)

B = 1− 1
W 2 . (3-34)
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Isto implica

HHT
n+1 =

1
F ∑

i j

{
∂2

∂zn+1
i ∂zn+1

j
F

}
ui j = ai j(1−B)ui j

= ∑
i j

(
δi j−

uiu j

W 2

) 1
W 2 ui j (3-35)

e

HHT
k =

1
F ∑

i j

{
∂2

∂zk
i ∂zn+1

j
F

}
ui j = ∑

i j
−ai jAlzk

l ui j

= ∑
i j
−
(

δi j−
uiu j

W 2

) uk

W 2 ui j

=−HHT
n+1uk, para k = 1, . . . ,n. (3-36)

Portanto

H HT
f =−HHT

k dxk = HHT
n+1

n

∑
i=1

uidxi−HHT
n+1dxn+1 =−HHT

n+1(dxn+1−
n

∑
i=1

uidxi). (3-37)

Proposição 3.3 Seja f : Ω→ (Rn+1, F̃b) um gráfico como em 3.2. Então a HT-curvatura

média é dada por

H HT
f =−HHT

n+1(dxn+1−
n

∑
i=1

uidxi), (3-38)

onde

HHT
n+1 =

1
W 2 ∑

i j

(
δi j−

uiu j

W 2

)
ui j, (3-39)

e f é HT-mínima se, e somente se,

∑
i j

(
δi j−

uiu j

W 2

)
ui j = 0. (3-40)

Como esperado (ver Proposição 2.18), observamos que a condição (3-39) é justamente a
equação de um gráfico mínimo num espaço Euclidiano de dimensão (n+1).

Exemplo 3.4 Devido a proposição anterior temos que:

a) O helicóide φ(u,v) = (ucosv,usinv,v),
b) O catenóide φ(u,v) = (coshucosv,coshusinv,u),
c) A superfície de Enneper, φ(u,v) = (u− u3

3 +uv2,−v+ v3

3 − vu2,u2− v2),
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d) A superfície Costa,

são HT-mínimas.

Exemplo 3.5 Sejam 1√
n+1

< b < 1, e a equação do cone

x1, . . . ,xn,

√
((n+1)b2−1)((x1)2 + . . .+(xn)2)

1−b2

 , (3-41)

onde (x1)2 + . . . + (xn)2 6= 0, podemos verificar que o cone é uma Hipersuperfície

BH-mínima em (Rn+1, F̃b), mas não HT-mínima.

De fato, da Proposição 3.2 com as mesmas notações obtemos,

W 2 = 1+
(n+1)b2−1

1−b2 =
nb2

1−b2 ,

Tb = b2 +(1−b2)
(

1+
(n+1)b2−1

1−b2

)
= (n+1)b2.,

Ademais

ui =

√
(n+1)b2−1

1−b2
xi√

(x1)2 + . . .+(xn)2
,

uiu j =
(n+1)b2−1

1−b2
xix j

(x1)2 + . . .+(xn)2 ,

ui j =

√
(n+1)b2−1

1−b2 (xi)

(
− x j

((x1)2 + . . .+(xn)2)3/2

)
,

uii =

√
(n+1)b2−1

1−b2

(
− xi

((x1)2 + . . .+(xn)2)3/2 +
1√

(x1)2 + . . .+(xn)2

)

=

√
(n+1)b2−1

1−b2

(
(x1)2 + . . .+(xi−1)2 +(xi+1)2 + . . .+(xn)2

((x1)2 + . . .+(xn)2)3/2

)
.

Chamando α =
√

(x1)2 + . . .+(xn)2.

A Equação (3-25) torna-se
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∑
i j

{
(n+1)b2 ((n+1)b2− (n+1)b2)(

δi j−
uiu j

W 2

)
+(n+1)b2 ((n+1)b2 +(n−1)b2) xix j

α2

(
(n+1)b2−1

1−b2
1−b2

nb2

)}
√

(n+1)b2−1
1−b2

(
−x jxi

α3 +
δi j

α

)
.

Observamos que:

∑
i j

xix j

α2

(
δi j

α
− xix j

α3

)
=

1
α5

[
∑
i= j

(xi)2 (
α

2− (xi)2)+ ∑
i6= j

xix j(−xix j)

]
= 0.

Portanto o cone é uma Hipersuperfície BH-mínima.
Agora da Proposição 3.3 obtemos

∑
i j

(
δi j−

uiu j

W 2

)
ui j = ∑

i j

(
δi j−

(n+1)b2−1
1−b2

xix j

α2

)(
δi j

α
− xix j

α3

)
= ∑

i= j

(
1− ((n+1)b2−1)

1−b2
(xi)2

α2

)(
α2− (xi)2

α3

)
+ ∑

i 6= j

(
−(n+1)b2−1

1−b2
xix j

α2

)(
−xix j

α3

)
= ∑

i

(1−b2)α2− ((n+1)b2−1)(xi)2

(1−b2)α2

(
α2− (xi)2

α3

)
+∑

i j

1
α5

(
(n+1)b2−1

1−b2

)
(xi)2(x j)2.

Como o fator 1
(1−b2)α5 6= 0, do somatório anterior (já que estamos tentando provar

que se o cone é HT-mínimo, então a igualdade acima tem que ser nula) obtemos:
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∑
i

(
(1−b2)α2−

(
(n+1)b2−1

)
(xi)2)(

α
2− (xi)2)+∑

i j

(
(n+1)b2−1

)
(xi)2(x j)2

= ∑
i
(1−b2)α2(xi)2

α
2−∑

i
(1−b2)α2(xi)2(xi)2

−∑
i

(
(n+1)b2−1

)
(xi)2 (

α
2− (xi)2)+ ∑

i 6= j

(
(n+1)b2−1

)
(xi)2(x j)2

= ∑
i
(1−b2)α4(xi)2−∑

i
(1−b2)α2(xi)4

= (1−b2)α2
∑

i

(
α

2(xi)2− (xi)4)
= (1−b2)α2

∑
i

(
α

2− (xi)2)(xi)2 = (1−b2)α2
∑
i6= j

(xi)2(x j)2.

A última igualdade é nula, se xk = 0 ∀k ou xk 6= 0 para um único k. O que implica que
o cone dado por a Equação (3-41) não é HT-mínima.

Exemplo 3.6 (Helicóide) Pela caracterização do volume na forma Holmes-Thompson,

sabe-se que o Helicóide em R3 é HT-mínima, já que ela é uma superfície mínima no

sentido usual, mas em geral não é BH-mínima. Agora consideremos o helicóide gerado

pela rotação de uma reta (perpendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3. O gráfico é

definido por x3 = C tan−1(x2/x1), onde C é uma constante diferente de zero. Então pela

Proposição 3.2 obtemos

u1 =
−C(x2)

(x1)2 +(x2)2 ,

u2 =
C(x1)

(x1)2 +(x2)2 ,

u12 = u21 =
u2

1−u2
2

C
=

C(x2)2−C(x1)2

((x1)2 +(x2)2)2 ,

u11 =−u22 =−2u1u2

C
=

2C(x1)(x2)

((x1)2 +(x2)2)2 ,

W 2 = 1+
C2

((x1)2 +(x2)2)
,

Tb = 1− C2(1−b2)
((x1)2 +(x2)2)

.

Da condição de minimalidade da Proposição 3.2 com os dados obtidos acima

temos
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Figura 3.1: F̃ ′b

Tb
(
Tb− (n+1)b2){(1− u1u1

W 2

)
u11 +2

(
−u1u2

W 2

)
u12 +

(
1− u2u2

W 2

)
u22

}
+(n+1)b2 (Tb +(n−1)b2){u1u1

W 2 u11 +
2u1u2

W 2 u12 +
u2u2

W 2 u22

}
= Tb

(
Tb− (n+1)b2){u1u1

2u1u2

W 2C
−2u1u2

u2
1−u2

2
W 2C

−u2u2
2u1u2

W 2C

}
+(n+1)b2 (Tb +(n−1)b2){u1u1

−2u1u2

W 2C
+2u1u2

u2
1−u2

2
W 2C

+u2u2
2u1u2

W 2C

}
= 0.

Então o helicóide x3 = C tan−1(x2/x1) é BH-mínima.

Por uma simples observação podemos deduzir que quando n é par, o gráfico em

(Rn+1, F̃b) definido por

xn+1 = C1 tan−1(x2/x1)+C2 tan−1(x4/x3)+ . . .+Cn/2 tan−1(xn/xn−1)

é BH-mínima.

Para poder mostrar o Teorema 3.1 também precisamos considerar o gráfico em
(Rn+1, F̃b) o qual é definida sobre um domínio conexo no plano xi = 0 para i 6= n+1, sem
perda de generalidade para x1 = 0. Isso é equivalente a estudar o gráfico em (Rn+1, F̃ ′b)
sobre um domínio conexo no plano xn+1 = 0 com F̃ ′b = α̃+ β̃′, β̃′ = bdx1.

A métrica de Randers F ′ = α + β =
√

ai j(x)yiy j + bi(x)yi induzida por
f : (M,F ′)→ (M̃, F̃ ′b) (imersão isométrica) é dada por:

A = ai j(x) = zγ

i z
κ
j δγκ, (3-42)

bi(x) = bz1
i , ‖β‖2 = b2ai jz1

i z1
j , (3-43)
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onde
zγ

i (x) =
∂ f γ

∂xi . (3-44)

Então o elemento volume induzido pela forma volume Busemann-Hausdorff é:

F (z) =
(
1−‖β‖2)(n+1)/2√

detai j. (3-45)

Para simplificar notações, fazemos

Ai = aisz1
s , W 2 = 1+∑

i
(ui)2.

Um cálculo direto mostra que:

∂‖β‖2

∂zn+1
i

= b2

(
∂ai j

∂zn+1
i

)
z1

i z1
j +b2ai j ∂z1

i z1
j

∂zn+1
i

=−2b2 (AiAmzn+1
m
)
, (3-46)

∂
√

detai j

∂zn+1
i

=
√

detai jai jzn+1
j , (3-47)

∂

∂zn+1
i

(
a jlzn+1

l

)
= ai j

(
1−ai jzn+1

i zn+1
j

)
−ailzn+1

l a jkan+1
k , (3-48)

∂

∂zn+1
i

A j =−
(

ai jAmzn+1
m +Aia jlzn+1

l

)
, (3-49)

ai j = δi j +uiu j, ai j = δi j−
uiu j

W 2 .

Para a imersão
f (x1, . . . ,xn) = (x1, . . . ,xn,u(x1, . . . ,xn)),
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obtemos os seguintes resultados

1−‖β‖2 = 1−b2ai jz1
i z1

j = 1−b2
(

1− u1u1

W 2

)
, (3-50)

Ai = ai jz1
j =
(

δi1−
uiu1

W 2

)
, (3-51)

1−ai jzn+1
i zn+1

j = 1−∑(ui)2 +∑
(ui)2(u j)2

W 2 =
1

W 2 , (3-52)

Aizn+1
i = ai1u1ui = ∑

i

(
δi1−

uiu1

W 2

)
ui =

u1

W 2 , (3-53)

ailzn+1
l = ∑

l

(
δil−

uiul

W 2

)
ul =

ui

W 2 . (3-54)

Além disso,

AiA jui j =
(

1−
2u2

1
W 2 +

u4
1

W 4

)
u11 +2 ∑

j=2

(
−

u ju1

W 2 +
u3

1u j

W 4

)
u1 j + ∑

i, j=2

u2
1

W 4 uiu jui j

=
2u3

1
W 4 ∑

j=2
u ju1 j−

2u1

W 2 ∑
j=2

u ju1 j + ∑
i, j=2

u2
1

W 4 uiu jui j +
(

1+
u4

1
W 4 −

2u2
1

W 2

)
u11

= ∑
i j

u2
1

W 4 uiu jui j−
2u1

W 2 ∑
j

u ju1 j +u11. (3-55)

Para chegar em uma expressão da curvatura média dada pela Observação 2-12
temos que

∂F

∂zn+1
j

= Fa jlzn+1
l +

(n+1)b2

1−‖β‖2 A jAmzn+1
m F . (3-56)

Fazendo uso de (3-46) - (3-56), obtemos

1
F

∂2F

∂zn+1
i ∂zn+1

j
ui j =

(1−b2)W 2−nb2u2
1

W 2
(
(1−b2)W 2 +b2u2

1
)∑

i j

(
δi j−

uiu j

W 2

)
ui j

+

(
(n2−1)b4u2

1(
(1−b2)W 2 +b2u2

1
)2 +

(n+1)b2

(1−b2)W 2 +b2u2
1

)

×

(
u11 +

u2
1

W 4 ∑
i j

uiu jui j−
2

W 2 ∑
j

u1u ju1 j

)
. (3-57)

Proposição 3.7 Seja (Rn+1, F̃ ′b) um espaço de Minkowski (n + 1)-dimensional do tipo

Randers especial com F̃ ′b = α̃+ β̃′, β̃′= bdx1, e f : Ω→ (Rn+1, F̃ ′b) um gráfico definido

por

f (x1, . . . ,xn) = (x1, . . . ,xn, u(x1, . . . ,xn)).
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Então a BH-curvatura média é dada por

H BH
f =−HBH

n+1

(
−∑

i
uidxi +dxn+1

)
,

onde HBH
n+1 é dada pela Equação (3-57).

A demonstração desta proposição é feita considerando para k < n+1,

∂‖β‖2

∂zk
i

=−2b2AiAmzk
m +2b2Ai

δk1,

∂F

∂zk
i

= F

{
ailzk

l +
(n+1)b2

1−‖β‖2

(
AiAmzk

m−ailz1
l δk1

)}
.

Exemplo 3.8 Considere o helicóide em (R3, F̃ ′b) gerado pela rotação de uma reta (per-

pendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3. Este é definido por x3 = Cx2 tanx1. Então

se mostra diretamente da Proposição 3.7 que este helicóide é BH-mínima. Note que este

exemplo é o mesmo que no exemplo 3.6.

Agora damos resultados rígidos (localmente) para um gráfico e completamos a
demonstração do Teorema 3.1.

Teorema 3.9 Seja 0 < b < 1, e f : Ω→ (R3, F̃b) um gráfico sobre um domínio conexo Ω

no plano x3 = 0 o qual é dado por

f (x1,x2) = (x1,x2,u(x1,x2)).

Então f é BH-mínima e HT-mínima se, e somente se, u é linear ou

u = c1 tan−1
(

x2 + c2

x1 + c3

)
+ c4, (3-58)

para algumas constantes c1,c2,c3 e c4 com c1 6= 0. Isto quer dizer que, um gráfico local

em (R3, F̃b) definido sobre o plano x3 = 0 é BH-mínima e HT-mínima se, e somente se,

este é parte de um plano, ou parte de um helicóide gerado pela rotação de uma reta

(perpendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3, a menos de translação paralela em R3.

Demonstração. A implicação é dada pelo Exemplo 3.6, então só precisamos provar a
recíproca. Assuma que f é BH-mínima e HT-mínima, então pelas Proposições 3.2 e 3.3,
respectivamente, obtemos sem muita dificuldade para n = 2 as seguintes EDP’s

u11 +u22 = 0 (3-59)
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e

u2
1u11 +u2

2u22 +2u1u2u12 = 0, (3-60)

onde os subíndices representam a derivada parcial respeito a primeira ou segunda coorde-
nada (x1 ou x2). Introduzimos a coordenada complexa z = x1 + ix2 para o plano x3 = 0, e
sejam

∂

∂z
=

1
2

(
∂

∂x1 − i
∂

∂x2

)
,

∂

∂z̄
=

1
2

(
∂

∂x1 + i
∂

∂x2

)
,

então

∂

∂x1 =
∂

∂z
+

∂

∂z̄
,

∂

∂x2 = i
(

∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
,

assim (3-59) e (3-60) podem ser escritos como

uzz̄ = 0 (3-61)

e
uzzu2

z̄ +uz̄z̄u2
z +2uzz̄uzuz̄ = 0, (3-62)

respectivamente, de (3-61) e (3-62) obtemos que 1
uz

é holomorfa, e

(
1
uz

)
z
=−

(
1
uz̄

)
z̄
,

daí (
1
uz

)
zz

=
(

1
uz̄

)
zz̄

= 0

e (
1
uz

)
z
= C, com C =−

(
1
uz

)
z
=
(

1
uz̄

)
z̄
=−C.

Se C = 0 :
1
uz

= a+ f (z̄)

e
1
uz̄

= b+g(z) =
(

1
uz

)
= a+ f (z̄), entao, f (z̄) = mg(z),

com m constante, f e g funções de z̄ e z, respectivamente, do qual f (z̄)z̄ = 0, assim, u é
linear. No caso que C 6= 0, fazendo a mesma análise temos
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uz =
1

C(z+D)

onde D é uma constante complexa. Logo,

Cu = log(z+D)+ f (z̄), (3-63)

e
Cu = log(z+D)+g(z). (3-64)

Ao longo da demonstração estamos usando as hipóteses que u é real, isto é ū = u, o que
mostra

f (z̄) =− log(z+D), (3-65)

daí conclue-se que

u =
1
C

(
log(z+D)− log(z+D)

)
. (3-66)

Assim, pela expressão (3-58), considerando que u é o ângulo do ponto (x,y), o teorema
fica provado. �

Teorema 3.10 Seja 0 < b < 1, e f : Ω→ (R3, F̃ ′b) um gráfico sobre um domínio conexo

Ω no plano x3 = 0 o qual é dado por

f (x1,x2) = (x1,x2,u(x1,x2)).

Então f é BH-mínima e HT-mínima se, e somente se, u é linear ou é da forma

u = (x2 + c1) tan
(
c2x1 + c3

)
+ c4, (3-67)

para algumas constantes c1,c2,c3 e c4 com c2 6= 0. Isto quer dizer que, o gráfico local

em (R3, F̃ ′b) definido sobre o pano x3 = 0 é BH-mínima e HT-mínima se, e somente se,

este é parte de um plano, ou parte de um helicóide gerado pela rotação de uma reta

(perpendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3 a menos de translação paralela de R3.

Demonstração. Pelo Exemplo 3.8 só precisamos provar a recíproca. Assuma que f é BH-
mínima e HT-mínima, então pelas Proposições 3.3 e 3.7 temos para o caso HT-mínima a
Equação (3-40) e para o caso BH-mínima

u11 +
u2

1
W 4 ∑

i j
uiu jui j−

2
W 2 ∑

j
u1u ju1 j = 0. (3-68)
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Figura 3.2: Helicóide

Introduzindo coordenadas complexas z = x1+ ix2 como na prova do Teorema 3.9, obtemos
para HT-mínima

4uzz̄ +8uzuz̄uzz̄−4u2
z uz̄z̄−4u2

z̄ uzz = 0.

Usando esta igualdade na Equação (3-68) obtemos

uzz +uz̄z̄−2uzz̄ = 0,

ou, (
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)2

u = 0, (3-69)

que é o mesmo dizer u22 = 0. Isso nos diz que u é linear em x2, e podemos escrever

u = x2C(x1)+D(x1), (3-70)

para algumas funções C(x1) e D(x2). Substituindo (3-70) em (3-40) obtemos

x2 (C′′(1+C2)−2(C′)2C
)
+
(
D′′(1+C2)−2CC′D′

)
= 0,

do qual

(1+C2)C′′ = 2C(C′)2, (1+C2)D′′ = 2CC′D′. (3-71)

Deduzimos de (3-70) e (3-71) que u é linear ou como a expressão (3-67). �

Agora estamos na possibilidade de mostrar o teorema 3.1.
Demonstração. (Prova do Teorema 3.1) Suponha que M é uma superfície conexa em
(R3, F̃b) a qual é BH-mínima e HT-mínima. É conhecido que localmente M é gráfico de
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uma função sobre certo plano coordenado. Se M é gráfico sobre o plano x3 = 0, então
pelo Teorema 3.9 M é parte de um plano ou parte de um helicóide a qual é gerada pela
rotação de uma reta (perpendicular ao eixo x3) ao longo do eixo x3, a menos de uma
translação paralela de R3; em outro caso, sem perda de generalidade, podemos assumir
que M é gráfico sobre o plano x1 = 0. Isto é equivalente a considerar o gráfico sobre
o plano x3 = 0 em (R3, F̃ ′b), e pelo Teorema 3.10 vemos que a conclusão é a mesma.
Portanto o Teorema está provado. �



CAPÍTULO 4
Hipersuperfícies Mínimas de Rotação em um
espaço de Minkowski (α,β)

4.1 Introdução

Neste capítulo estudamos os espaços (α, β), a curvatura média neste espaço (que
é uma generalização do capítulo anterior) e chegamos a uma condição de minimalidade
para uma hipersuperfície de rotação. Damos uma expressão explícita de hipersuperfícies
de rotação gerado por uma curva plana que são BH-mínimas ou HT-mínimas.

4.2 Espaços de Finsler do Tipo (α,β)

Usando uma norma Euclidiana α(y) =
√

ai jyiy j e a 1-forma β(y) = biyi sobre
um espaço vetorial V , podemos definir de maneira geral normas de Minkowski da forma

F = αφ

(
β

α

)
,

este tipo de norma é chamado (α,β)−norma. A função φ = φ(s) é positiva de classe C∞

sobre um intervalo aberto simétrico I = (−b0,b0) com φ(0) = 1. É fácil verificar que
F = αφ( β

α
) é positiva homogênea de grau um. Temos que encontrar a condição para a

positividade de gi j := 1
2 [F2]yiy j . Assuma que b := ‖β‖α < b0. Assim em [16] obtemos a

matriz (gi j):
gi j = ρai j +ρ0bib j +ρ1(biα j +b jαi)− sρ1αiα j,

onde αi = αyi e

ρ = φ
2− sφφ

′
ρ0 = φφ

′′+φ
′
φ
′,

ρ1 =−s(φφ
′′+φ

′
φ
′)+φφ

′,
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onde as funções são avaliadas em s := β

α
, com |s| ≤ b < r. Pela Proposição 1.11 podemos

encontrar a fórmula para det(gi j). Temos

det(gi j) = φ
n+1(φ− sφ

′)n−2 [(φ− sφ
′)+(b2− s2)φ′′

]
det(ai j).

Observação 4.1 Note que se φ(s) = 1+ s, a métrica de Finsler F é a métrica de Randers

(F = α+β).

Lema 4.2 F = αφ( β

α
) é uma norma de Minkowski para qualquer métrica Riemanniana

α e a 1-forma β com ‖β‖α < b0 se, e somente se, φ = φ(s) satisfaz as seguintes condições:

φ(s) > 0, (φ− sφ
′)+(b2− s2)φ′′ > 0, (4-1)

onde s e b são números arbitrários com |s| ≤ b < b0.

A demonstração deste lema pode-se encontrar em [19].

Para continuar, primeiro precisamos encontrar a fórmula para a forma volume
Busemann-Hausdorff dVBH e Holmes-Thompson dVHT .

Proposição 4.3 Seja F = αφ( β

α
), s = β

α
, uma métrica (α,β) sobre uma variedade M n-

dimensional. Seja

f (b) :=


∫

π

0 senn−2(t)dt∫
π

0
senn−2(t)

φ(bcos(t))n dt
se dV = dVBH

∫
π

0 senn−2(t)H(bcos(t))dt∫
π

0 senn−2(t)dt se dV = dVHT ,

com

H(s) := φ(φ− sφ
′)n−2[(φ− sφ

′)+(b2− s2)φ′′].

Então a forma volume dV sobre M é dada por

dV = f (b)dVα,

onde dVα =
√

det(ai j)dx denota a forma volume Riemanniana de α.

Demonstração. Sabe-se que tomando uma base ortonormal num ponto x com respeito a
α podemos obter

α =
√

∑(yi)2, β = by1,
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onde b = ‖βx‖α. Então a forma volume dVα = σαdx em x é dado por

σα =
√

det(ai j) = 1.

Precisamos achar as integrais

Vol
{
(yi) ∈ Rn|F(x,y) < 1

}
=
∫
{F(x,y)<1}

dy =
∫
{αφ( β

α
)<1}

dy

e ∫
{F(x,y)<1}

det(gi j)dy =
∫
{αφ( β

α
)<1}

det(gi j)dy.

Considerando a transformação de coordenadas, ψ : (s,ua)→ (yi) dada por:

y1 =
s√

b2− s2
ᾱ, ya = ua,

onde s = β

α
e ᾱ =

√
∑

n
a=2(ya)2. Então

F = αφ(
β

α
) =

bφ(s)√
b2− s2

ᾱ,

e o Jacobiano da transformação ψ é dado por b2(b2− s2)−3/2ᾱ. Então

Vol
{
(yi) ∈ Rn|F(x,y) < 1

}
=
∫

bφ(s)√
b2−s2

ᾱ<1

b2

(b2− s2)3/2 ᾱdsdu

=
∫ b

−b

b2

(b2− s2)3/2

[∫
ᾱ<

√
b2−s2
bφ(s)

ᾱdu

]
ds

=
1
n

Vol(Sn−2)
∫ b

−b

b2

(b2− s2)3/2

(√
b2− s2

bφ(s)

)n

ds

=
1
n

Vol(Sn−2)
∫ b

−b

(b2− s2)(n−3)/2

bn−2φ(s)n ds

=
1
n

Vol(Sn−2)
∫

π

0

senn−2(t)
φ(bcos(t))n dt.

Logo,

σBH =
∫

π

0 senn−2(t)dt∫
π

0
senn−2(t)

φ(bcos(t))n dt
σα.

Seja
H(s) := φ(φ− sφ

′)n−2[(φ− sφ
′)+(b2− s2)φ′′], (4-2)
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então
det(gi j) = φ(s)nH(s)det(ai j).

Por um argumento similar, temos

σHT =
1

ωn

∫
{F(x,y)<1}

φ(s)nH(s)dy1 . . .dyn

=
1

nωn
Vol(Sn−2)

∫ b

−b

b2

(b2− s2)3/2

(√
b2− s2

b

)n

H(s)ds

=
∫

π

0 senn−2(t)H(bcos(t))dt∫
π

0 senn−2(t)dt
.

�

Tendo em conta a proposição anterior, definimos

σBH(t) :=
√

πΓ
(n−1

2

)
Γ
(n

2

)
∫ π

0

senn−2θ

φn
(

t
1
2 cosθ

)dθ

−1

(4-3)

e

σHT (t) :=
√

πΓ
(n

2

)
Γ
(n−1

2

) ∫ π

0
H
(

t
1
2 cosθ

)
senn−2

θdθ, (4-4)

onde
H(s) := φ(φ− sφ

′)n−2[φ− sφ
′+(t− s2)φ′′],

e Γ(t) =
∫

∞

0 xt−1e−xdx é a função Gama de Euler.
É assim que para uma (α,β)-métrica F = αφ(s), s = β

α
, a forma volume

Busemann-Hausdorff e a forma volume Holmes-Thompson de F são dadas por
dV BH

F = σBH
(
‖β‖2

α

)
dVα e dV HT

F = σHT
(
‖β‖2

α

)
dVα, respectivamente.

Seja o sistema {
φ(φ− sφ′)n−1 = 1+ p(s)+ s2q(s),
φ(φ− sφ′)n−2φ′′ = q(s),

(4-5)

onde p(s) e q(s) são funções ímpares C∞.

Proposição 4.4 Seja F = αφ(s), s = β

α
, uma (α,β)-métrica. Se φ é dado por

φ(s) = (1+h(s))
−1
n , com h(s) função ímpar C∞ arbitrária, então dV BH

F = dVα. Se φ

satisfaz (4-5), então dV HT
F = dVα.
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Demonstração. Note que
∫

π

0 h(t
1
2 cos(θ))senn−2θdθ = 0 para quaisquer função ímpar h(s)

e ∫
π

0
senn−2

θdθ =
√

πΓ(n−1
2 )

Γ
(n

2

) .

Substituindo φ(s) = (1 + h(s))
−1
n em (4-3) obtemos σBH(t) = 1. Da mesma forma, se φ

satisfaz (4-5), então σHT (t) = 1. �

Considerando uma imersão isométrica f : (Mn,F) → (M̃n+1, F̃), onde

F̃ = α̃φ(s), s = β̃

α̃
com a métrica Riemanniana α̃ =

√
ãi jdx̃idx̃ j e 1-forma β̃ = b̃idx̃i.

Então a métrica induzida F (ver 2.1) é também uma (α,β)-métrica da forma F = αφ( β

α
)

com a métrica Riemanniana α =
√

aαβyαyβ e a 1-forma β = bi(x)yi, onde

ai j(x) = zα
i zβ

j ãαβ, bi(x) = b̃αzα
i , zα

i =
∂ f α

∂xi . (4-6)

Se φ é dado na Proposição 4.4, então a forma volume Busemann-Hausdorff (ou Holmes-
Thompson) de (M,F) é igual a forma volume da variedade Riemanniana (M,α).

Daí, temos imediatamente:

Proposição 4.5 Seja F̃ = α̃φ(s), s = β̃

α̃
, uma (α,β)-métrica, onde φ é dado por φ(s) =

(1 + h(s))
−1
n , com h(s) função ímpar C∞ arbitrária (ou φ satisfazendo (4-5)), então

a BH-forma curvatura média (ou HT-forma curvatura média) H da subvariedade

(M,F) imersa isometricamente em (M̃, F̃) é justamente a forma curvatura média da

subvariedade (M,α) imersa isometricamente na variedade Riemanniana (M̃, α̃)

4.3 Minimalidade de um Gráfico Definido sobre Hiper-
planos em (V n+1, F̃b)

Nesta seção, estudamos gráficos BH-mínimo e HT-mínimo sobre quaisquer
hiperplanos contendo a origem num espaço (α, β) de Minkowski (V n+1, F̃b) com

F̃b = α̃φ( β̃

α̃
), onde α̃ é a métrica Euclidiana e β̃ sendo uma 1-forma cuja norma b (com

respeito ao α̃) é constante b = ‖β̃‖α̃.

Dado um hiperplano P contendo a origem, podemos usar uma α̃ base ortonormal
{e1, e2, . . . , en+1} tal que P = span{e1,e2, . . . ,en}. Note que β̃ é 1-forma constante.

Denotamos por θγ := ∠α̃(β̃],eγ) o ângulo entre β̃] e eγ com respeito a métrica
Euclidiana α̃ e λγ := cosθγ, onde β̃] é o vetor dual de β̃ com respeito a α̃. Então F̃b pode
ser expresso por

F̃b =
√

δγκdx̃γdx̃κφ

(
bλγdx̃γ√
δγκdx̃γdx̃κ

)
.
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Figura 4.1: β̃

Para uma imersão isométrica f : (M,F)→ (V n+1, F̃b) localmente dado por

x̃γ = f γ(x1, . . . ,xn),

a métrica induzida F = f ∗F̃b tem a forma F = αφ( β

α
) com a métrica Riemanniana

α =
√

ai jyiy j e a 1-forma β = biyi, onde

ai j(x) = zγ

i z
κ
j δγκ, bi = bλγz

γ

i , zγ

i =
∂ f γ

∂xi . (4-7)

Note que (V n+1, F̃b) é um espaço de Minkowski, então 2-12 é satisfeita. E assim temos
que

F (z) = σ(‖β‖2)
√

det(ai j). (4-8)

De aqui em diante, F denotará F BH(z) ou F HT (z), σ(t) será dada por (4-3) ou
(4-4) e ‖β‖2 = b2ai jλαλβzα

i zβ

j é o quadrado da norma de β com respeito a α.

Teorema 4.6 Seja f : Ω→ (V n+1, F̃b) uma imersão isométrica dada por

x̃γ = f γ(x1, . . . ,xn).

Então a forma BH-curvatura média (ou a forma HT-curvatura média) H f = Hγdxγ é

dada por

Hγ =
1

σ(‖β‖2)
{

ai j [2b2
λιλκσ

′(‖β‖2)(διη−Bιη)(δκγ−Bκγ)

+σ(‖β‖2)(δγη−Bγη)
]

+2b2
λδλτAiδA jτ [2b2

λιλκσ
′′(‖β‖2)(διη−Bιη)(δκγ−Bκγ)

−σ
′(‖β‖2)(δγη−Bγη)

]} ∂2 f η

∂xi∂x j , (4-9)



4.3. Minimalidade de um Gráfico Definido sobre Hiperplanos em (V n+1, F̃b) 51

onde

Aiγ := ai jzγ

j, Bγκ := ai jzγ

i z
κ
j , ‖β‖2 = b2

λγλκBγκ, λγ = cos∠α̃(β̃],eγ)

e σ(t) é dada por (4-3) ou (4-4).

Agora estamos em condições de estudar gráficos sobre um domínio conexo Ω no
hiperplano P. Neste caso, denotamos as coordenadas de V n+1 por (x1, . . . , xn+1) em vez
de (x̃1, . . . , x̃n+1). Defina a Equação:

ϕb(t) := 2σ
′(t)(b2− t)+σ(t), (4-10)

para
0≤ t ≤ b2,

onde σ(t) é dado por (4-3) ou (4-4). Observe que

φ
′
b(t) = 2σ

′′(t)(b2− t)−σ
′(t). (4-11)

Observação 4.7 Ao longo deste capítulo assumimos que ϕb(t) tem pelo menos um ponto

isolado tal que ϕb(t) seja nula. Note que ϕb(t) = 0 é equivalente a dizer que σ(t) =
√

b2−t
b .

Teorema 4.8 Seja f : Ω → (V n+1, F̃b) um gráfico sobre um domínio conexo Ω num

hiperplano P o qual é dado por

f (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, u(x1, . . . ,xn)). (4-12)

Então a forma BH-curvatura média (ou a forma HT-curvatura média) é dada por

H f = Hn+1

(
−∑

k
ukdxk +dxn+1

)
, (4-13)

onde

Hn+1 =
1

σ(‖β‖2)W 2 ∑
i j

{
ϕb(‖β‖2)

(
δi j−

uiu j

W 2

)
+2b2

φ
′
b(‖β‖2)

(
λi +w

ui

W 2

)(
λ j +w

u j

W 2

)}
ui j, (4-14)
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com w = λn+1−∑k λkuk. Por isso f é BH-mínima (ou HT-mínima) se, e somente se,

∑
i j

{
ϕb(‖β‖2)

(
δi j−

uiu j

W 2

)
+2b2

φ
′
b(‖β‖2)

(
λi +w

ui

W 2

)(
λ j +w

u j

W 2

)}
ui j = 0, (4-15)

onde

ui :=
∂u
∂xi , ui j :=

∂2u
∂xi∂x j , W 2 := 1+∑

i
u2

i ,

w := λn+1−∑
k

λkuk, ‖β‖2 = b2
(

1− ω2

W 2

)
, λα = cos∠α̃(β̃],eα),

ϕb(t) é definido por (4-10).

Se o gráfico fosse definido sobre o hiperplano P o qual é perpendicular ao β̃],

então β̃] está na direção do eixo xn+1. Neste caso, λ1 = λ2 = . . . = λn = 0, λn+1 = 1. O
Teorema 4.8 reduz-se ao

Teorema 4.9 Seja f : Ω→ (V n+1, F̃b) um gráfico sobre um domínio conexo Ω no plano

xn+1 = 0, o qual é dado por

f (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, u(x1, . . . ,xn)).

Então a forma BH-curvatura média (ou a forma HT-curvatura média) é dada por

H f = Hn+1
(
−∑k ukdxk +dxn+1) com

Hn+1 =
1

σ(‖β‖2)W 2 ∑
i j

{
ϕb(‖β‖2)

(
δi j−

uiu j

W 2

)
+2b2

ϕ
′
b(‖β‖2)

uiu j

W 4

}
ui j, (4-16)

onde

ui =
∂u
∂xi ,ui j =

∂2u
∂xi∂x j ,W

2 = 1+∑
i

u2
i ,‖β‖2 = b2

(
1− 1

W 2

)
é a norma ao quadrado de β = f ∗β̃ com respeito a α = f ∗α̃. ϕb(t) é definido por (4-10)
com σ(t) dado por (4-3) ou (4-4).

Usando este Teorema, podemos fazer um estudo da curvatura média de uma hipersuper-
fície gerada pela rotação de uma curva plana ao redor do eixo xn+1 (na direção de β̃]) e
caracterizar as hipersuperfícies BH-mínima e HT-mínima usando uma EDO.

Teorema 4.10 Seja S uma hipersuperfície de rotação em (V n+1, F̃b), a qual é gerada

pela curva plana (t, 0, . . . , 0, f (t)), com t ∈ (0, ∞) ao redor do eixo xn+1 (a direção de
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β̃]). Então a forma BH-curvatura média (ou HT-curvatura média) é dada por

H f = Hn+1

(
− f ′

t ∑
k

xkdxk +dxn+1)

)
, com t =

√
∑

i
(xi)2,

onde

Hn+1 =
1

σ(‖β‖2)(1+ f ′2)

{
ϕb(‖β‖2)

[
f ′′

1+ f ′2
+

n−1
t

f ′
]

+2b2
φ
′
b(‖β‖2)

f ′2 f ′′

(1+ f ′2)2

}
. (4-17)

Por isso, f é BH-mínima ou HT-mínima se, e somente se,

ϕb(‖β‖2)
[

f ′′

1+ f ′2
+

n−1
t

f ′
]
+2b2

φ
′
b(‖β‖2)

f ′2 f ′′

(1+ f ′2)2 = 0, (4-18)

onde ‖β‖2 = b2 f ′2

1+ f ′2 ,ϕb(t) é definida por (4-10), com σ(t) dada por (4-3) ou (4-4).

Demonstração. Uma hipersuperfície de rotação S pode ser expresso por

u(x1, . . . ,xn) = f
(√

(x1)2 + . . .+(xn)2
)

.

Denotemos por t =
√

(x1)2 + . . .+(xn)2, daí, usando a Regra da Cadeia, temos
as seguintes identidades:

ui =
∂

∂xi f (t) =
f ′xi

t
, ui j =

∂

∂x j

(
f ′xi

t

)
=

t f ′′− f ′

t3 xix j +
f ′

t
δ

i j.

Também precisamos dos seguintes resultados

∑
i

uii = ∑
i

(
t f ′′− f ′

t3 (xi)2 +
f ′

t

)
= f ′′+

(n−1) f ′

t
, (4-19)

∑
i j

uiu jui j =
f ′2

t2

(
(t f ′′− f ′)

t3 ∑
i j

(xi)2(x j)2 + f ′∑
i

(xi)2

t

)
= f ′2 f ′′, (4-20)

W 2 = 1+ f ′2. (4-21)

Substituindo as últimas igualdades na equação (4-16) temos o que queríamos. �

Resolvamos a equação diferencial (4-18).
Se f ′ ≡ 0, então S é parte de um plano, o qual não é de nosso interesse. Assim,

podemos supor que f ′ 6= 0 em algum ponto (por conseguinte f ′ 6= 0 numa vizinhança).
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Seja g = f ′2. Multiplicando (4-18) por 2 f ′, conseguimos:

ϕb(‖β‖2)
[

g′

1+g
+

2(n−1)
t

g
]
+2b2

ϕ
′
b(‖β‖2)

gg′

(1+g)2 = 0, (4-22)

onde

‖β‖2 =
b2g

1+g
.

CASO 1 Se ϕb(t) ≡ 0, usando a observação feita em 4.7 temos que existe
t0 tal que ϕb(t0) = 0 e

b2g
1+g

= t0,

a qual implica

g(b2− t0) = t0,

o que nos dá

f ′ =±
√

t0√
b2− t0

, logo f =±
√

t0
b2− t0

t +C′,

com C′ uma constante qualquer.
CASO 2 Se ϕb 6= 0, fazendo

s =
g

1+g
,

s′ =
g′

(1+g)2 ,

obtemos [
s′

s
+

2(n−1)
t

]
+2b2 ϕ′b(b

2s)
ϕb(b2s)

s′ = 0.

Logo,

s′
[
[ϕ2

b(b
2s)s]′

sϕ2
b(b

2s)

]
=−2(n−1)

t
. (4-23)

Denote Πb(s) = [ϕ2
b(b

2s)s]′

sϕ2
b(b

2s)
, assim (4-22) pode ser reescrito como

Πb

(
g

1+g

)
g′

(1+g)2 =−2(n−1)
t

. (4-24)



4.3. Minimalidade de um Gráfico Definido sobre Hiperplanos em (V n+1, F̃b) 55

Integrando (4-24) obtemos

t =C exp
(
− 1

2(n−1)

∫
Πb

(
g

1+g

)
d
(

g
1+g

))
(4-25)

=C
[

ϕ
2
b

(
b2g

1+g

)
g

1+g

]− 1
2(n−1)

, (4-26)

onde C é constante positiva.
Considere ω := g

1+g ∈ (0,1). Então t pode ser parametrizado em função de ω já
que estamos supondo f ′ 6= 0 em alguns pontos, então existe um intervalo aberto I ∈ (0,1)
tal que podemos ter t(ω) injetiva.

Como g = f ′2, obtemos

f (ω) =±
∫ √

ω

1−ω
dt(ω). (4-27)

Usando integração por partes obtemos

f (ω) =±C
√

ω

1−ω

[
ϕb(b2

ω)ω
]− 1

2(n−1)

− ±C
2

∫
(ω)−1/2(1−ω)−3/2 [

ϕ
2
b(b

2
ω)ω

]− 1
2(n−1) dω. (4-28)

Teorema 4.11 Seja S uma hipersuperfície de rotação em (V n+1, F̃b), a qual é gerada

por uma curva plana (t, 0, . . . , 0, f (t)) com t ∈ (0, ∞) ao redor do eixo xn+1 (a direção

de β̃]). Suponha que S não é parte de um hiperplano. Então S é uma hipersuperfície

BH-mínima ou HT-mínima se, e somente se, em uma vizinhança onde f ′ 6= 0, f pode ser

determinado por

(i) a reta

f =±
√

t0
b2− t0

t +C′, (4-29)

para qualquer ponto t0 ∈ (0, b2), tal que ϕb(t0) = 0, onde C′ é uma constante

arbitrária,

(ii) a curva

t(ω) =C
[
ϕ

2
b
(
b2

ω
)

ω
]− 1

2(n−1) , (4-30)

f (ω) =±C
√

ω

1−ω

[
ϕb(b2

ω)ω
]− 1

2(n−1)

− ±C
2

∫
(ω)−1/2(1−ω)−3/2 [

ϕ
2
b(b

2
ω)ω

]− 1
2(n−1) dω, (4-31)
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Figura 4.2: Catenária (b=0, C=0.25)

onde ω∈ I ⊂ (0,1) é o parâmetro, I é um intervalo aberto tal que a parametrização

(4-30) é injetiva, C > 0 é uma constante arbitrária e ϕb(t) é definido por (4-10) com

σ(t) dado por (4-3) ou (4-4).

Observação 4.12 Quando b = 0, e n = 2 temos:

t(ω) = C(ω)−1/2, (4-32)

f (ω) =±C
1√

1−ω
− ±C

2

∫ 1
ω(1−ω)3/2 dω, (4-33)

fazendo s = (ω)−1/2 obtemos a equação da catenária

(Ct, 0, ±C cosh−1(t)).

A superfície mínima gerada pela curva (4-30) e (4-31) é o catenóide num espaço

Euclidiano como se mostra na figura 4.2.

4.4 Superfícies de Rotação Mínimas no Espaço de
Randers

Sabe-se que pela proposição 2.18, superfícies HT-mínimas num espaço de Min-
kowski do tipo Randers são as mesmas superfícies mínimas em um espaço Euclidiano.
Então daqui em diante consideramos a minimalidade com a forma volume de Busemann-
Hausdorff.

Obtemos de (4-10) que

ϕb(t) = (1− t)
1
2
(
1−3b2 +2t

)
.
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Por isso
ϕb(b2

ω) = (1−b2
ω)1/2(1−3b2 +2b2

ω). (4-34)

No caso de superfícies (n = 2), (4-30) e (4-31) tornam-se:

t(ω) =C
∣∣ϕb
(
b2

ω
)∣∣−1

ω
− 1

2 , (4-35)

f (ω) =
±C√
1−ω

∣∣ϕb(b2
ω)
∣∣−1

− ±C
2

∫
(ω)−1(1−ω)−3/2 ∣∣ϕb(b2

ω)
∣∣−1

dω, (4-36)

onde ϕb(b2ω) é dado por (4-34).
Agora precisamos encontrar os intervalos I ∈ (0,1) onde a parametrização t(ω)

seja injetiva.
Defina

ω0(b) :=
2+3b2−

√
12−12b2 +9b4

8b2 , ω1(b) :=
3b2−1

2b2 .

Podemos verificar que ω0(b) < ω1(b), quando 1√
3

< b < 1. De donde segue que a
parametrização (4-35) tem que ser injetiva. Com isso, obtemos o seguinte lema.

Lema 4.13 Pela monotonia da parametrização (4-34), obtemos

Caso (i) se 0 ≤ b ≤ 1√
3
, então ϕb(b2ω) > 0 e t(ω) é estritamente decrescente para

ω ∈ (0,1).
Caso (ii) se 1√

3
< b < 1, temos os seguintes casos:

(a) Se ω ∈ (0,ω0(b)), então ϕb(b2ω) < 0 e t(ω) é estritamente decrescente;

(b) Se ω ∈ (ω0(b),ω1(b)), então ϕb(b2ω) < 0 e t(ω) é estritamente crescente;

(c) Se ω ∈ (ω1(b),1), então ϕb(b2ω) > 0 e t(ω) é estritamente decrescente.

Demonstração. Caso (i) Se 0 ≤ b ≤ 1√
3
, então de (4-34) temos ϕb(b2ω) > 0. Derivando

(4-34) temos:
dϕb(b2ω)

dω
=

3
2
(1−b2

ω)−
1
2 b2(1+b2−2b2

ω). (4-37)

Daí temos que dϕb(b2ω)
dω

> 0. Então da Equação (4-35) temos que t(ω) é estrita-
mente decrescente para ω ∈ (0,1).

Caso (ii)
Se 1√

3
< b < 1, então da Equação (4-34), temos que dϕb(b2ω)

dω
> 0 quando

ω ∈ (ω1(b),1) e ϕb(b2ω) < 0 quando ω ∈ (0,ω1(b)).

Caso (a) e (b)
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Se ω ∈ (0,ω1(b)), então t(ω) = −Cϕb(b2ω)−1ω
−1
2 . Derivando t(ω) e usando

(4-37) temos

dt(ω)
dω

=
C
2

ω
−3/2

ϕ
−2
b (b2

ω)
[

2ω
dϕb(b2ω)

dω
+ϕb(b2

ω)
]

=−C
2

ω
−3/2

ϕ
−2
b (b2

ω)(1−b2
ω)−1/2[8b4

ω
2−2b2(2+3b2)ω+3b2−1].

Depois de um cálculo simples obtemos a seguinte igualdade

8b4
ω

2−2b2(2+3b2)ω+3b2−1

= 8b4

[
2+3b2 +

√
12−12b2 +9b4

8b2 −ω

]
(ω0(b)−ω).

Desde que
2+3b2 +

√
12−12b2 +9b4

8b2 >
2+6b2

8b2 > 1 > ω,

concluímos que dt(ω)
dω

< 0 quando ω ∈ (0,ω0(b)) e dt(ω)
dω

> 0 quando ω ∈ (ω0(b),ω1(b)).

Caso (iic)
Se ω∈ (ω1(b),1), então ϕb(b2ω) > 0, similar ao caso (i), ϕb(b2ω) é estritamente

crescente por (4-37). Por isso t(ω) é estritamente decrescente por (4-35). �

Agora, mostramos explícitamente a Equação (4-36), para isso precisamos calcu-
lar: ∫ dω

ω(1−ω)
3
2 (1−b2ω)

1
2 |1−3b2 +2b2ω|

. (4-38)

Seja

µ :=

√
1−b2ω

1−ω
.

Observe que µ é crescente para ω∈ (0,1), e ademais µ∈ (1,+∞). Então a Equação (4-38)
é

−2
(1−b2)2

∫ (b2−µ2)2

(1−µ2)|3b2−µ2|
dµ. (4-39)

Denotemos

Ib(µ) :=
2

(1−b2)2

∫ (b2−µ2)2

(1−µ2)(3b2−µ2)
dµ. (4-40)
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Observe que se b 6= 1√
3
, então:

(b2−µ2)2

(1−µ2)(3b2−µ2)
=
(

1
2

+
b4 +b2

3b2−1
1

2
√

3b

)(
1

µ−
√

3b
− 1

µ+
√

3b

)
+
(

1
2
− 1

2
b4 +b2

3b2−1

)(
1

µ−1
− 1

µ+1

)
,

e se b = 1√
3
,

(b2−µ2)2

(1−µ2)(3b2−µ2)
=

5
9

(
1

µ−1
− 1

µ+1

)
+

1
9

(
1

(µ−1)2 +
1

(µ+1)2

)
+1.

Daí determos o seguinte Lema:

Lema 4.14

Ib(µ) =


9
2µ− µ

(µ2−1) + 5
2 log

∣∣∣µ−1
µ+1

∣∣∣, se b = 1√
3
,

2
(1−b2)2

[
µ− 1

1−3b2 Qb(µ)
]
, se b 6= 1√

3
,

(4-41)

onde

Qb(µ) :=
2b3
√

3
log

∣∣∣∣∣µ−
√

3b
µ+
√

3b

∣∣∣∣∣− (1−b2)2

2
log
∣∣∣∣µ−1
µ+1

∣∣∣∣.
Podemos usar o Teorema 4.11 para dar uma expressão explícita para uma

superfície de rotação BH-mínima completa “forward” a qual foi obtido em [18].

Teorema 4.15 Seja S uma superfície de rotação completa “forward” em

(V 3, F̃b = α̃+ β̃), a qual é gerada pela curva plana (t, 0, f (t)), com t ∈ (0,∞) ro-

tacionado ao redor do eixo x3 na direção de β̃]. Suponha que S não é um plano, então S

é BH-mínima se, e somente se, f (t) pode ser determinada por

(i) Se 0≤ b≤ 1√
3
, então

t(ω) = C
(
ϕb(b2

ω)
)−1

ω
− 1

2 , (4-42)

f (ω) =

 ±C√
1−ω

(
ϕb(b2ω)

)−1− ±C
2 Ib

(√
1−b2ω

1−ω

)
+C′, se ω ∈ I

C′, se ω = 1
(4-43)

com o parâmetro ω ∈ I = (0,1).
(ii) Se 1√

3
< b < 1, então a curva (t,0, f (t)) é dada por (4-42) e (4-43) com parâ-

metro ω ∈ I =
(

3b2−1
2b2 ,1

)
. Neste caso, a norma do vetor velocidade da curva é∣∣∣d f

dt

∣∣∣=√ ω

1−ω
>
√

3b2−1√
1−b2 .

Nos dois casos, C > 0 e C′ são constantes arbitrárias. ϕb(b2ω) e Ib(µ) são dados

por (4-34) e (4-41), respectivamente. As curvas são simétricas com respeito x3 = C′ e

t ∈ [C(1−b2)−
3
2 ,+∞), f ∈ (−∞,+∞).
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Antes de demonstrarmos o Teorema 4.15, façamos a seguinte observação.

Observação 4.16 No caso (ii) (ω ∈ (ω1(b),1)) em [18] os autores (Keti e Marcelo)

expressam a superfície de rotação como sendo f (t,v) = ( f (t)cosv, f (t)sen v, t), com

t ≥ 0 e v ∈ S1, e concluem que (ver Teorema 1 de [18])∣∣∣∣d f (t)
dt

∣∣∣∣<
√

1−b2
√

3b2−1
.

Neste mesmo trabalho a superfície de rotação pode ser expressa como

f (t,v) = (t cosv, tsen v, f (t)) com t ≥ 0 e v ∈ S1. Do Teorema 4.15 temos que

∣∣∣∣d f
dt

∣∣∣∣=√ ω

1−ω
>

√
ω1(b)

1−ω1(b)
=

√
3b2−1√
1−b2

.

Agora façamos a demonstração do Teorema 4.15.
Demonstração.

Caso (i)
Se 0≤ b≤ 1√

3
, sabe-se pelo Lema 4.13 que ϕb(b2ω) > 0, portanto

t(ω) = C(ϕb(b2
ω))−1

ω
− 1

2

e

f (ω) =
±C√
1−ω2

(
ϕb(b2

ω)
)−1− ±C

2
Ib

√1−b2ω

1−ω

+C′±, (4-44)

com C′± constantes.
Denotemos t0 = C(1−b2)−

3
2 . Então,

lim
ω→1−

t(ω) = lim
ω→1−

C(1−b2
ω)−1/2(1−3b2 +2b2

ω)−1
ω
−1/2 (4-45)

= C(1−b2)−3/2 = t0 (4-46)

e

lim
ω→0+

t(ω) = +∞. (4-47)

O que sugere que t(ω) ∈ (t0,+∞) para ω ∈ (0,1). Ademais podemos verificar que

lim
t→∞

f (t) = lim
ω→0+

f (ω) =±∞
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e de (4-27) temos que
lim

t→t+0
f (t) = lim

ω→1−
f (ω) = C′±,

esta última igualdade é obtida já que o intervalo de integração de (4-27) é
(to, t), com t > to. Para obter uma superfície completa “forward”, supomos que
C′+ = C′− =: C′ e agregamos este ponto quando ω = 1.

Na prova do Teorema 4.11 denotamos ω = g
1+g com g = ( f ′(t))2, então

d f
dt

=±
√

ω

1−ω
=±∞ em ω = 1,

o que nos diz que a curva f (t) é suave em ω = 1. A completude “forward” desta superfície
foi provado no Teorema 11 em [18] que assegura a unicidade a menos de homotetia de
uma superfície de rotação no espaço de Randers (V 3,F b), para 0≤ b≤ 1√

3
. A idéia que

usam os autores em [18] é usar a Observação 1.19.

Caso (i)
Se 1√

3
< b < 1. Defina

N1(b) :=

√
ω1(b)

1−ω1(b)
, N2 :=

√
ω0(b)

1−ω0(b)
.

Temos que

N1(b) :=

√
3b2−1
1−b2 , N2(b) :=

√
2+3b2−

√
12−12b2 +9b4

5b2−2+
√

12−12b2 +9b4
.

Sabe-se que se ω0(b) < ω1(b), temos que N2(b) < N1(b). Pelo Lema 4.13, dividimos o
caso (ii) em três subcasos:

(a) Se ω ∈ (0,ω0(b)), então ∣∣∣∣d f
dt

∣∣∣∣=√ ω

1−ω
∈ (0,N2(b)).

Pela Proposição 13 em [18] esta superfície não é completa “forward”.
(b) Se ω ∈ (ω0(b),ω1(b)), então∣∣∣∣d f

dt

∣∣∣∣=√ ω

1−ω
∈ (N2(b),N1(b)).

Esta superfície não é completa “forward” pela Proposição 13 em [18].
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Figura 4.3: b = 0.2, C = 1, C′ = 0.

(c) Se ω ∈ (ω1(b),1), então temos do Lema 4.13, que ϕb(b2ω) > 0. Por isso temos
t = t(ω) é dado por (4-42). Note que

µ =

√
1−b2ω

1−ω
>

√
1−b2ω1(b)
1−ω1(b)

=
√

3b.

Assim, por (4-36) (4-38) (4-39) e (4-40), podemos expressar a curva como em
(4-42) e (4-44). Também podemos verificar em (4-42) que

lim
ω→1−

t(ω) = t0, e lim
ω→ω1(b)+

t(ω) = +∞. (4-48)

Por isso t(ω) ∈ (t0,+∞) para ω ∈ (ω1(b),1). Ademais, pode-se verificar que

lim
t→+∞

f (t) = lim
ω→ω1(b)+

f (ω) =±∞,

lim
t→t+0

f (t) = lim
ω→1−

f (ω) = C′±.

Para obter uma superfície completa “forward”, supomos que C′+ = C′− =: C′ e
agregamos este ponto quando ω = 1. A completitude “forward” desta superfície
é provado no Teorema 12 em [18].

A simetria com respeito a x3 = C′ é obvia devido à forma de (4-42) e (4-44). Ademais
provamos que t ∈ [(C(1−b2)−

3
2 ,+∞), f ∈ (−∞,+∞). �

Nas figuras 4.3, 4.4 e 4.5 mostramos as curvas geratrizes para alguns valores de
b.
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Figura 4.4: b = 1/
√

3, C = 1, C′ = 0.

Figura 4.5: b = 4/5, C = 1, C′ = 0.
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