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Resumo

Solérzano Chavez, Newton Mayer. Volumes e Curvaturas Médias na Geo-
metria de Finsler: Superficies Minimas. Goiania, 2011. 65p. Disserta¢do de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Na Geometria de Finsler, temos varias formas volume, consequentemente varias for-
mas curvaturas médias. As duas mais conhecidas sdo as formas de volumes Busemann-
Hausdorff e Holmes-Thompson. As superficies minimas com respeito a estes sdo cha-
mados superficies BH-minimas e HT-minimas, respectivamente. Seja (R, I:“;,) um es-
paco de Minkowski do tipo Randers com F, =0 +E, onde o é a métrica Euclidiana e
B = bdx?,0 < b < 1. Uma superficie em (R>, ﬁb) conexa M é minima com respeito a am-
bas formas volumes Busemann-Hausdorff e Holmes-Thompson, entdo a menos de uma
translagiio paralela de R?, M é parte de um plano ou parte de um helicéide, a qual é gerada
pela rotagio de uma reta (perpendicular ao eixo x°) ao longo do eixo x>. Ademais pode-
mos obter explicitamente hipersuperficies de rotacdo BH-minima e HT-minima geradas

por uma curva plana em torno do eixo na direcao de Eﬁ num espaco (o, ) de Minkowski
(V"1 F,), onde V! é um espago vetorial de dimensdo (n+ 1), F, = G0 (%) ,0éa

métrica Euclidiana, B é uma 1-forma constante com norma b := HEHa, B € o vetor dual
de B com respeito a o.. Como aplicagdo, se dd uma expressdo explicita de superficie de
rotacao completa “forward” BH-minima gerada pela rotagdao em torno do eixo na direcao
de Bﬁ num espaco de Minkowski do tipo Randers (V3, &+ E)

Palavras—chave

Espacos de Minkowski do tipo Randers, Curvatura Média, BH-minima, HT-minima.



Abstract

Solérzano Chavez, Newton Mayer. Volumes e Curvaturas Médias na Geome-
tria de Finsler: Superficies Minimas. Goiania, 2011. 65p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In Finsler geometry, we have several volume forms, hence various of mean curvature
forms. The two best known volumes forms are the Busemann-Hausdorff and Holmes-
Thompson volume form. The minimal surface with respect to these volume forms are
called BH-minimal and HT-minimal surface, respectively. Let (R3,I7b) be a Minkowski
space of Randers type with F,=0+ E, where o is the Euclidean metric and E = bdx?,
0 <b < 1. If a connected surface M in (R3,I::b) 1s minimal with respect to both volume
forms Busemann-Hausdorff and Holmes-Thompson, then up to a parallel translation of
R3, M is either a piece of plane or a piece of helicoid which is generated by lines screwing
along the x3-axis. Furthermore it gives an explicit rotation hypersurfaces BH-minimal
and HT-minimal generated by a plane curve around the axis in the direction of Bﬁ in

Minkowski (o, B)-space (V"1 Fp), where V"t! is an (n+ 1)-dimensional real vector
space, F;, = 00 % , a is the Euclidean metric, B is a one form of constant length
b= HEHa, Eﬁ is the dual vector of B with respect to . As an application, it give us an

explicit expression of surface of rotation ““ forward” BH-minimal generated by the rotation

around the axis in the direction of Bﬁ in Minkowski space of Randers type (V3,0 + B)

Keywords

Minkowski Space of Randers type, Mean Curvature, BH-minimal, HT-minimal.
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Introducao

Geometria de Finsler

Riemann, em sua histérica tese de 1854, introduziu a Geometria Riemmanniana.
Seu caso bidimensional havia sido desenvolvido por Gauss em 1827 e € a parte funda-
mental da geometria diferencial. O assunto foi realgado pela teoria da relatividade geral
de Einstein, em 1915. Einstein demorou sete anos para passar de sua relatividade especial
em 1908 para sua relatividade geral em 1915, devido as dificuldades técnicas e filos6ficas
que envolviam o conceito de variedade. Segundo Einstein, “ndo é tdo fdcil se livrar da
idéia de que coordenadas ndo tém um significado métrico imediato” (Einstein, 1949). Em
1913, Weil formalizou o conceito de variedade. Em 1922, Elie Cartan desenvolveu uma
importante ferramenta analitica, o cdlculo diferencial exterior, que tornou as variedades
diferencidveis objetos mais acessiveis.

Tradicionalmente, estruturas diferenciaveis sdo focadas na métrica Riemanniana,
que € uma forma diferencial quadrética. Segundo Riemann, esta restricio a uma forma
diferencial quadratica constitue apenas um caso especial. Mas, embora Riemann tenha
visto a diferencga entre o caso quadratico e o caso geral, deixou o caso geral adormecido
ao observar que “o estudo da métrica que é a raiz quarta de uma forma diferencial
qudrtica é bastante parecido e ndo traz nova luz ao problema”. Interesse no caso geral
foi retomado em 1918 na tese de Paul Finsler, escrita sob orientacdo de Carathéodory.
Por esta razdo, iremos nos referir ao caso geral como Geometria de Finsler. Segundo S.
S. Chern, a Geometria de Finsler ndo é uma generalizacdo da Geometria Riemanniana,
sendo melhor descrevé-la como a Geometria Riemanniana sem a restri¢do quadrética.

No entanto, o sucesso da Geometria Riemanniana neste altimo século tem sido
tao espetacular que serviu para obscurecer o sucesso lento mas constante da Geometria
de Finsler. Felizmente, trabalhos recentes indicam que esta lacuna estd se estreitando.
Na estrutura apropriada, um grande nimero de resultados se generalizam facilmente de
espacos Riemannianos para espacos Finslerianos e as evidéncias mostram que a ““ restri¢ao
quadratica” € raramente necessdria. A Geometria de Finsler também € frequentemente
uma ferramenta essencial para aplicacdes em Biologia, Teoria do Controle, Engenharia e
Fisica. Em particular, P. L. Antonelli tem usado a Geometria de Finsler para modelar a

evolug¢do de organismos coloniais, na Fisica temos o problema de navegagdo estudado por
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E. Zermelo, o qual tem o nome de Problema de Navegacdo de Zermelo. Este problema
consiste em dados dois pontos obter a curva que liga estes dois pontos via um barco
viajando com velocidade constante sujeito a uma brisa dada por um campo de vetores,
minimizando o tempo de viagem. Consequentemente, Bao-Robles-Shen classificaram as
métricas de Randers de curvatura flag constante via o Problema de Navegacdo em uma
variedade Riemanniana [9]. Assim, Robles determinou as geodésicas de uma métrica de
Randers.

Devido a estas consideracdes, segundo o ponto de vistade S. S. Chern, j4 é tempo
da Geometria de Finsler ocupar uma posi¢cao mais importante nos curriculos da Geometria

Diferencial basica.

Superficies Minimas

As superficies minimas, desde suas origens no século XVIII, representam um
dos campos de pesquisa mais frutiferos dentro da Geometria Diferencial. Seu desenvol-
vimento tem influenciado na Geometria, Analise e Topologia, e o avango destas, teve
repercussdes na teoria das superficies minimas.

A histdria das superficies minimas comegou com L. Lagrange (1762), que desen-
volveu um algoritmo para o calculo de variacdes, o que deu lugar ao que hoje conhecemos
como equacao diferencial de Euler-Lagrange. Neste trabalho Lagrange tentou, entre ou-
tros problemas, o de achar uma superficie com contorno prefixado e drea minima, e como

consequéncia estabeleceu a equagdo que satisfaz as graficas minimas f(x,y) :

(L+ f2) foe = 2fcfofiy + (L+ f2) fry = 0.

Esta equagdo quase-linear eliptica de segunda ordem ndo foi escrita explicitamente
por Lagrange, que se preocupou também por estudar o mesmo problema anterior para
variacdes de volume constante. Em 1776, Meusnier deduziu da equacdo diferencial de
Lagrange que as curvaturas principais tem que ser de modulos iguais e de sinais diferentes,
0 que se traduz para uma curvatura média nula. Ele descobriu na mesma ocasido a
helicéide.

A conexdo entre superficies minimas e peliculas de sabdo motivou o famoso
Problema de Plateau (Plateau foi um fisico belga que realizou cuidadosos experimentos
com peliculas de sabdo por volta de 1850). O problema pode ser, a grosso modo, descrito
da seguinte maneira: provar que para cada curva fechada C C R? existe uma superficie S
de 4drea minima tendo C como fronteira. Uma versao do problema de Plateau foi resolvida
simultaneamente por Douglas e Radé em 1930.

Em termos matematicos, minimizar uma variedade imersa, € achar os pontos
criticos da aplicacdo volume. Entdo a idéia de minimizar volume € generalizada para

variedades Riemannianas e consequentemente para variedades Finslerianas. E assim que
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Shen no seu trabalho [16] caracteriza a minimalidade de uma imersao f. E trabalhos
consequentes, [17, 18] se obtém exemplos ndo triviais para superficies minimas na
geometria de Finsler. Esses trabalhos forem baseados na forma de volume de Buseman-
Hausdorff. Por outro lado, He e Shen no seu trabalho [10] obtém como um dos seus
resultados que qualquer superficie minima num espaco de Randers (M,o + ) com
respeito a forma de volume Holmes-Thompson € minima também em espaco Riemaniano
(M,a); e vice-versa. Cabe mencionar que por ser distintas as defini¢des destas duas
formas de volume, se tenha como resultado que superficies minimas em uma, ndo sejam
em outra.

Nesta dissertacdo estudamos superficies minimas na Geometria de Finsler nos
espagos de Minkowski com (a,f)-norma, tendo como caso particular a métrica de
Randers Especial, para isso faz-se um estudo da curvatura média e de dois tipos de formas
de volume (as mais estudadas): Holmes-Thompson e Busemann-Hausdorff.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos e resultados gerais sobre a Geometria de
Finsler, que pode ser acompanhado com [1].

No Capitulo 2, estudamos o que sao as formas de volume, suas bases, algumas
defini¢des e resultados.

No Capitulo 3, mostramos um Teorema de rigidez, fazemos comparagdes e
célculos, as quais sdo necessdrias para a demonstracdo do resultado principal.

No Capitulo 4, damos uma caracterizacao para hipersuperficies de rotacio BH-

minimas € HT-minimas.



CAPITULO 1

A Geometria de Finsler

1.1 Introducao

Neste Capitulo apresentamos defini¢des sobre os espacos de Finsler e de
Minkowski, damos ademais alguns resultados interessantes para o desenvolvimento

fluente do presente trabalho.

1.2 Preliminares

No decorrer do trabalho, usamos a notacdo da convencdo de Einstein, isto &,

pares de indices repetidos indicam somatorio (O simbolo X serd, portanto, omitido). Por

i no lugar de =—, e similarmente

ay'’

) no
exemplo, ylﬁ denotard Y y'=—. Usamos também [F]
x i=1

oxt

para derivadas parciais de ordem superior.

Y

Em [7] obtemos as seguintes defini¢des e exemplos a respeito de variedades di-

ferenciaveis.

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M # 0 e uma
familia de aplicacoes biunivocas, de classe C*, x, : U, C R" — M de abertos U, de R"

em M, tais que:

1 Jxa(Ua) = M;

2. Para todo a, b, com x,(U,) Nxp(Uy) = W # 0, os conjuntos x; ' (W) e x;] (W) sdo
abertos em R" e as aplicacoes x;I ox, sdo de classe C7;

3. A familia {(Ug,x4)} € mdxima relativamente as condigdes (1) e (2).

O par (Ug,x,) ou (a aplicagdo x,) com p € x,(U,) é chamado uma parametrizagdo
(ou sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é entdo chamada uma vizinhanca
coordenada em p. Uma familia { (U,,x,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura

diferencidvel em M.
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Definicao 1.2 Seja M uma variedade diferencidavel. Uma aplicacdo diferencidvel
o: (—€,&€) — M é chamada curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) =p € M, e
seja Y o conjunto das fungoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva o, em

t =0 ¢ a fun¢do o/ (0) : Y — R dada por

(foa)

() f ="

|t:07 f €.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente de alguma curva o : (—€,&€) — M com
o(0) = p.

Definicao 1.3 O espaco vetorial T:M é chamado espaco tangente em x e é definido por

T.M = {v: v é tangente a M em x}.
Exemplo 1.4 Seja M" uma variedade diferencidvel de dimensdo n e seja
TM={(p,v);peM,veT,M}.

O conjunto TM pode ser munido de uma estrutura diferencidvel, sendo entdo uma varie-

dade diferencidvel de dimensdo 2n, chamada fibrado tangente de M.

De fato, seja {(U,, x,)} uma estrutura diferencidvel maxima de M. Indicamos por
(x%,..., xy) as coordenadas de Uy, e por {%,..., %} a base associada ao espaco

tangente de x,(U,). Para cada o, defina yq, : Uy, x R* — TM por

i

"9
Va(XTs oy X 1y ) = (xa(x?,...,x,(f), Z‘uiax_“) s (May ) € R
i=1

Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto

(p,v) € TM as coordenadas x{,...,xJ de p junto com as coordenadas ui,...,u, de v na
d 0
base {m,..., W}

Considerando a aplicagdo dxy : R" — T,M dada por dxq(v) = B'(0) onde
B=¢oa, ¢:Uy CR" — M é uma aplicagio diferencidvel e paracadag € Uy e v € T,M,
o: ] CR— Uy C R" é uma curva diferencidvel com at(0) =g e o/ (0) = v.

Vamos mostrar que {(Uy X R, yo)} é uma estrutura diferencidvel para TM.
Como Uxa(Ua) =M e (dxo)q(R") = Ty, ()M, q € Uy, segue que, Uya(Ua xR")=TM,

a

o que verifica a primeira condi¢do da definicdo 1.1. Para cada par de indices o e
B, seja agora (p,v) € ya(Uo x R")Nyg(Up x R"). Entdo (p,v) = (xa(qa),dxa(va)) =
(xp(gp),dxp(vg)) onde qo € Uy, gp € Up, va, vg € R". Portanto,

ygl o ya(qasVa) :)’gl(xoc(qoc)vdxa(va)) = ((xgl oxa)(qa),d(xgl oxq)(Var))-
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1

Como x5~ 0xq € diferencidvel, d (x[; 1o xo) também é. Decorre daf que s Toyg é

diferencidvel, o que verifica a condi¢do 2 da Definicao 1.1.

Observacao 1.5 O fibrado tangente TM pode ser definido como TM = U M.
xeM

O espaco dual de 7,M € o conjunto das aplicacdes lineares ® : M — R, este

espaco serd denotado por 7,'M e chamado o espaco cotangente a M em x. A unido

T*M = U T M é chamada o fibrado cotangente de M.
xeM

1.3 Estruturas de Finsler

Seja M uma variedade n-dimensional e TM o seu fibrado tangente, a estrutura

(ou métrica, ou fun¢do) de Finsler em uma variedade M € uma fun¢ao
F:TM\{0} — [0,00),

satisfazendo as condi¢des:

1. F(x,y) é C” em TM\{0} (Regularidade).
2. F(x,Ay) = AF(x,y), A > 0 (Positiva homogénea de grau 1 em relagdo a y);
3. O tensor fundamental g;;(x,y) € positivo definido para todo (x,y) € TM\{0}, onde

~(x,y),

1
gij(xy) = 5 [F?]

2
(Convexidade forte).

Defini¢do 1.6 Dada uma variedade M e uma estrutura de Finsler, o par (M,F) é

chamado espaco (ou variedade) de Finsler.
Usamos as seguintes observacoes:

1. Denotamos a métrica de Finsler por F = F(x,y).

2. Uma matriz A,, serd denotada por (a;;) e sua inversa por a'/ = (a;;)~!, isto &,
1
aija] = 5,'1‘

3. Chamamos de “levantamento” e “ rebaixamento” de indices, respectivamente, as
seguintes notagdoes a'/t; =t' e a;jt/ =t;, onde t' =1'(x,y) e t; = t;(x,y).

4. Em algumas situacdes, a funcdo de Finsler é absolutamente homogénea em y, isto
é, F(x,Ay) = |A|F(x,y), A € R. Em geral, esta propriedade é muito restritiva, pois
exclui alguns exemplos importantes de espagos de Finsler, como os espagos de
Randers (veja [1]).
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5. A matriz real simétrica (a;;) é positiva definida se cumpre uma e portanto todas, as

seguintes equivaléncias (veja [12]):

(a) Para todo vetor ndo nulo & € T,M temos que &7 (a;;)§ > 0 onde T € o vetor
transposto de &.
(b) Todos os auto-valores A; de (a;;) sdo positivos.

(c) Todos os menores principais de (a;;) sdo positivos.

6. Toda matriz (g;;) positiva definida € inversivel e sua matriz inversa (a; j)_l também
€ positiva definida (veja [12]).
7. Se F é uma métrica de Finsler, entdo usando o Teorema de Euler [1] prova-se que

F('xuy) = glj(-xvy)ylyj De fato

N o
gipy'y = {EFZ} Y
'yl

= FFyyy'y! + FiFyy'y/
=F2.

A seguir apresentamos alguns exemplos simples de métricas de Finsler.

Exemplo 1.7 Métrica Euclidiana:

F(x,y) = F(y) = \/cijy'y/,

.0 0 . 0 d\ ,
onde y :ylﬁ, {ﬁ} é um base de TM e cjj = <$, $> € constante.

Exemplo 1.8 Métrica de Minkowski:
F(x,y) =F(y) =/8ij(y)y'y/,
.0 0 o d
onde y :ylw, {@} é um base de T,M e g;i(y) = <$, $> .
Exemplo 1.9 Métrica Riemanniana:

F(x,y) = y/aij(x)yiy/,

onde 'y :yi%, {%} é um base de TM e a;j(x) = <%’8%>

Exemplo 1.10 Métrica de Randers:

F(x,y) = a(x,y) +B(x,),
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onde au(x,-) = \/a;j(x)dx' @dxI(-,-) é uma métrica Riemanniana e B(x,-) = b;(x)dx'(-)
é uma 1-forma em M com

bi=Bllo < 1. (1-1)

Como B(x,-) = bi(x)dx'(-) é uma 1-forma em M entdo B(x,-) : T,M — R ¢é
dada por B(x,y) = bi(x)dx' (y) = bi(x)y".

Observe que ||B||q := sup B(x,y), isto significa que ||B||o é 0 supremo
ox,y)=1, yeT:M
de B(x,-) quando tomamos um referencial {e;} € T,M ortonormal em relacdo a métrica

o, ou seja (ej,ej) =0,se i je (ee), =1.

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem (veja [12]), temos que
dim T,M = dim KerB(x, - ) +dim ImB(x,-),

onde KerP(x,-) := {y; B(x,y) = 0} é chamado de niicleo de B(x,-).

Como a dimensdo de T,M ¢ n e a dimensdo da imagem de B(x,-) é 1, temos
que a dimenséo do nicleo de B(x,-) serd n— 1, assim tomando {e;} € T,M, temos que
B(x,ee) =0quando 1 <e<n—1.

De fato, tomamos um referencial ortonormal em relagdo a métrica o0 dada por

d
eg:(gg)k_ 1§8§n—1

oxk’
e
e, = cbya’* %,
onde {%} ¢ uma base para T,M. Temos que (eg,e,), =0, onde 1 <& <n— 1 segue que

CbSCISi(Sg)kaik = Csskbs(gg)k = Cbk(gg)k =0,

portanto B(x,ee) = br(ge)¥ =0, 0onde 1 <e <n—1.

Do fato (e,,en), = 1 obtemos cbsas"cbsasjaij = CZSjsbsbsaSj = czbjbsasj =1le

portanto ¢ = \/ﬁ Assim, obtemos como resultado; fazendo b = /b jbsaSj )
jOsa
. bbgatt b?
Blx.en) = byebsa = Z=" = - = b
e portanto temos que b = sup B(x,y).

(x(x7y):17 yelM

Na Proposi¢do 1.12 (adiante) usamos este resultado para melhorar a expressao

da métrica F = o+ B = +/a;;(x)y'y/ + byy'.
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No caso da métrica de Randers temos que g;; = g;j(x,y) é dado por

o = 5
FyiFyi + FFyiyj
= (a4 PB)y(0+B)y+F(o+p)yy
;O\
= (s By (0 Bye) - (F) (ot + By
= 0Oy + OBy + 04 By + ByiByi + F oLy

ViYL Y F oL

= aoc+ —£b; e b +bibj+— (aij—ocy,ocyl)
F i i j

- —(aij—y—y—f>+(bi+y—) (bj+22), (1-2)
o o o o o

onde y; := a,-jyj e a;j = a;j(x). De [14] e apartir de (1-2) é possivel concluir que (g;;) é
positiva definida se, e somente se,

b= ||B|la(x) = y/a'ibib; < 1.

1.4 Alguns Resultados Matriciais e Consequéncias

O objetivo nesta sec¢do € apresentar algumas férmulas para o determinante e a

inversa do tensor fundamental no caso em que F' seja do tipo Randers.

Proposicao 1.11 Suponha que:

* (Qij) € uma matriz complexa n x n no singular com inversa (QY).

* Cj,com j=1,...,n, sdo n niimeros complexos.
S . (OS] ~
Defina C° := Q°/C;. Entdo,

° det(Q,-j —l—CiCj) = (1 —|—CsCS) det(Q,-j).
e Sempre que 1+ C°Cy # 0, a matriz (Q;j + CiCj) é invertivel. Neste caso, a inversa

y 1 L
(¢ rreeee).

A demonstracdo pode ser encontrada em [1]. Duas aplicagdes da Proposi¢ao

é dada por

anterior nos mostra a expressio para o det (g;;) e g"/, para F = a.+ P :

F n+1
det(gij) = (&> det(a,-j), (1-3)

i Oy CBalByy 2y

(y
F F? F ao F2'o

b b, (1-4)
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onde b’ = ab;.

Proposicao 1.12 Seja F = o+ B uma métrica de Randers em uma variedade M,

n-dimensional. Seja {e;} um referencial ortonormal na métrica o. = ox,y) tal que o
vetor e, tenha dire¢do e sentido do vetor u = u;=— = bjaji— Entdo F = F(x,y) tem a

oxt oxt’

seguinte forma normal

Flxy) = Y0 +by", Vy=ye € TM, (1-5)
i=1

onde b= \/a'lbib; é a norma (1-1) da 1-forma .

Demonstracdo. Primeiramente observamos que no referencial {%} a métrica € dada por

F(x,y) = \/aijy'y! +bi(x)y". Vy:yk@,
Jd 4

pois <W’ W>a =ajjeB= b;y'. Agora considerando um referencial ortonormal {e;} em
relagdo a métrica o, obtemos a primeira parcela de (1-5), pois basta usarmos o fato que
<e,~, ej>Oc = 9;j. Logo neste referencial a;; = 0;;.

Para a segunda parcela de (1-5) devemos proceder como anteriormente e consi-
derar um referencial eg = (gg)k%7 1<e<n—1lee,= cbsaSk%, onde {%} ¢ uma base
para T,M. Neste caso,

B(x,ee) =bp(ee)=0; 1<e<n—1

Blx,en)=b=  sup  Blx,y).
o(x,y)=1, yeTM

Considerando y = y®eg + y"e, e usando o fato que [ ser linear temos que

B(x,y) = y*B(x,ee) +Y"B(x,e,) = y"b.

1.5 Variedade Finsleriana Completa

No final deste trabalho apresentamos alguns resultados acerca de minimalidade

completa, para isso precisamos das seguintes defini¢des.
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Definicao 1.13 Seja (M, F) uma variedade de Finsler, onde F é positivamente homogénea

de grau 1. Seja G : la,b] — M wuma curva diferencidvel por parte com velocidade

do — dd—?/% € Ts(yM. O comprimento Ly (G) é definido como

Le(o) = /abF (G(t), i-f) dt. (1-6)

Para xo, x; € M. Seja
L) = 1YY [a@,b] — M, diferencidvel por partes, Y(a) = xo,Y(b) = x1 }, (1-7)

o conjunto de todas as curvas regulares por partes que ligam xg, x;. Agora vemos que a

funcdo d, para F absolutamente homogénea, e para todo ¢ € R, € a funcdo distancia.

Definicdo 1.14 Definimos uma aplicagdo distincia d : M x M — [0, ) por

d(xp,x1) = inf Lp(0), (1-8)

O€l () x))

onde Lp(0) é dado em (1-6).

A aplicagdo d satisfaz as duas primeiras condi¢oes da definicdo de uma métrica,

a saber:
1. d(xp,x1) > 0. Sendo que a igualdade ocorre se, e somente se, xy = x1;
2. d(X(),Xl) < d(XQ,XQ) +d<X2,X1);

3. d(xp,x1) =d(x1,%0).

Enfatizamos que, em geral, a funcdo d em uma variedade Finsleriana ndo satisfaz a
propriedade de simetria da condi¢do (3) acima. Devido a fung¢do d ndo ser em geral
simétrica, como € o caso onde se exige apenas que F seja positiva homogénea, o que faz
diferenca para as distancias d(x1,x2), d(x2,x1). Surge entdo a necessidade de adjetivos
para o conceito de variedades de Finsler completas. Utilizamos os adjetivos “forward” e
“backward”, dependendo do sentido que percorremos o parametro na curva que liga dois

pontos.

Definicdo 1.15 Uma variedade Finsleriana (M,F) é dita geodesicamente completa
“forward” se toda geodésica Y(t), a <t < b, parametrizada com velocidade Finsleriana

constante, pode ser estendida a uma geodésica definida em a <t < oo.

Veremos a seguir o Teorema de Hopf-Rinow para variedades de Finsler, que nos

d4 caracterizagdes de uma imersao completa “forward”. Para a prova ver [1].
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Teorema 1.16 [Hopf-Rinow] Seja (M, F) uma variedade de Finsler conexa, onde F é
positivamente (mas talvez ndo-absolutamente) homogénea de grau 1. Os critérios a seguir

sdo equivalentes:

1. O espago “métrico” (M,d) é completo “forward”.

2. A variedade de Finsler (M,F) é geodesicamente completa “forward”.

3. A aplicagdo exponencial exp, é definida em todo T,M, para todo p € M.
4. A aplicagdo exponencial exp), é definida em todo T,M, para algum p € M.
5. Todo fechado e limitado “forward” de (M, F) é compacto.

Além disso, se ocorre um dos itens acima, entdo todo par de pontos de M pode ser ligado

por uma geodésica que minimiza distancia.

Observacao 1.17 Da Topologia Geral temos que o item (5) é equivalente ao seguinte

item

6. Existe uma sucessdo de compactos K, : K, CM.M =, Ky, K, C K11, tais que se
qn & Ky, entdo limy—,ed(p,qn) = 0.

Temos a seguir o conceito de curva divergente em (M, F).

Definicao 1.18 Uma curva divergente em uma variedade Finsleriana é uma aplicacdo
diferencidvel a.: [0,00) — M, tal que para todo compacto K C M existe ty € (0,o0) com
o(t) € K, ¥Vt > ty, isto é, a(t) sai de qualquer compacto.

Observacao 1.19

1. Pode-se mostrar, usando a equivaléncia dos items (5) e (6), que M é completa
“forward” se, e somente se, 0 comprimento de qualquer curva divergente é ili-
mitado.

2. Se F é absolutamente homogénea de grau 1, entdo M é completa “forward”
e “backward” ou ndo é nenhum dos dois tipos. Este é o caso para métricas
Riemannianas. Entretanto, a reciproca é falsa. A saber, as no¢des de variedade
de Finsler completa “forward” e “backward” podem ser vdlidas sem que F seja
absolutamente homogénea. Tal fenomeno é ilustrado pelas funcoes de Finsler F
de espacos de Minkowski, as quais sdo em geral, somente positivas homogéneas
de grau 1 e, ainda assim, esses espacos sdo sempre completos “forward” e

“backward” .
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1.6 Espacos de Minkowski

Definicdo 1.20 Uma funcdo F = F(y) sobre um espago vetorial V" de dimensdo n é

chamado de Norma de Minkowski se satisfaz as seguintes propriedades:

1. F(y) >0paray e V" e F(y) =0 se, e somente se, y = 0;
2. F(Ay) =AF(y) paratodoy € V" e L > 0;
3. F é C” sobre V"\O tal que para cada y € V", o funcional bilinear simétrica g,

sobre V" é um produto interno,

1 9?
gy(u,v) := 3353 [Fz(y+su+tv)}s:t:0.

Observacao 1.21 O produto interno gy é chamado de forma fundamental na diregdo y.

Definicao 1.22 Dado um espago vetorial V" e uma norma de Minkowski F, o par (V", F)

é chamado espago de Minkowski.

Observacao 1.23 Observe que a terceira condicdo da estrutura de Minkowski pode ser

substituida pela terceira condicdo da estrutura de Finsler e vice-versa.

Observacao 1.24 Uma outra definicdo de uma métrica de Finsler é a seguinte: A fun-
¢do F : TM — [0,00) é chamado uma norma de Finsler se este possui as seguintes

propriedades:

(FI1) F é C* sobre TM\O0;
(F2) Para cada x € M, Fy := F|r,p é uma Norma de Minkowski sobre T,M.



CAPITULO 2

A Forma Volume nos Espacos de Minkowski e

Curvaturas Médias

2.1 Introducao

Existem dois tipos de formas volume mais estudadas sobre espagos de Fins-
ler. Ambos logicamente reduzem-se a forma de volume Riemanniana quando a métrica
de Finsler provém da métrica Riemanniana. No presente capitulo estudamos as princi-
pais formas de volume: Holmes-Thompson e Busemann-Hausdorff nos espacos de Min-
kowski. Ademais, damos origem a Curvatura Média na Geometria de Finsler, para assim

obter alguns resultados que sdo usados nos Capitulos 3 e 4.

2.2 O Elemento de Volume

Sejam (V", F) um Espago de Minkowski, e = {¢;}}' | uma base para V" e
0 = {0'}"_, a base dual para (V*)". Denotamos por F e E o conjunto de todas as normas
de Minkowski e as bases orientadas de V", respectivamente. Seja (‘7’", F ) outro Espaco de
Minkowski de dimensdo m com m > n. F é chamado métrica induzida de F se existe uma
base {€q}"_, e z € GL(n,m) tal que F(e;) = F(z%¢q), onde GL(n,m) denota o conjunto
de matrices n X m de posto = n.

A seguinte defini¢do € uma natural generalizacdo de métrica induzida nos espa-

cos de Finsler.

Definicao 2.1 [Métrica de Finsler Induzida] Dada uma imersdo f: M" — (1\7’", F ), onde

F é uma métrica de Finsler, temos que a métrica induzida em M é dada por

F(y):=(f"F)y) =F(f.(y)), WyeTM,

onde f, e f* denotam a derivada e o pull-back de f, respectivamente.
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Para definir de forma geral o elemento de volume nos espacos de Finsler, é
natural que a correspondente forma de volume esteja bem definida sobre o espaco vetorial
(V" F), e que esta se reduza naturalmente a forma de volume Euclidiana quando F
provenha do produto interno Euclidiano. Ademais, deve satisfazer certas propriedades
de diferenciabilidade para efeitos de cdlculo. Para definirmos elemento de volume,
necessitamos de uma aplicacdo que satisfaz algumas propriedades. Abaixo definimos tal

aplicacao.
Definicao 2.2 Seja 6 : FXE — R uma aplicagdo satisfazendo as seguintes propriedades:

1. o(F,e) > 0 para quaisquer F € F e ¢ € E;

2. o(F,Qe) = det(Q)o(F,e) para quaisquer Q € GL(n,n);

3. Se F provem de um produto interno Euclidiano < >, isto é, F(y) = +\/(y, ¥) para
y € V", entdo 6(F,e) = \/det({e;, ¢j));

4. Se F € F ¢é induzido de F sobre V", isto é, F(e;) = F(:%éq) para algum z €

GL(n,m), entdo 6(F,e) é diferencidvel com respeito ao z = (z{*).

Entdo a n-forma dVE = 6(F,e)0! A ... A" estd bem definida sobre V", chama-
mos ao G elemento volume de Finsler, e chamamos ao dVﬁ a forma volume de Finsler
sobre (V", F) determinado por G.

A forma de volume mais simples sobre R” é a forma de volume Euclidiana
dv :=dx'...dx".
O volume Euclidiano de um subconjunto aberto e limitado € R" é dado por
Vol(Q) :/ v — / dx' A AdX".
Q Q

Mais geralmente, sobre uma variedade Riemanniana (M, F), onde
F(y) = \/g&ij(x)y'y/, tal métrica F determina a forma de volume candnica

dV, =/ det (g,-j(x))dxl AL Adx".

Chamamos ao dV, a forma de volume Riemanniana de F.
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Figura 2.2: T. de Lagrange

DefinaSp ={veV=V"; F(v) =1}.
Definicao 2.3 A Transformacdo de Lagrange de V para V* é definido sobre Sg por

L: SF — V*
v +—Lv): V. —R

(2-1)
w —0, sewecT,SF,

1, sew=nv.

Isto é equivalente a dizer que L(v) é uma transformagfo linear satisfazendo
T,Sr =ker L(v) e L(v)(v) = 1. Agora, estendemos L para todo V fazendo

L(Av) =AL(v) parad#0ev € Sk.

Isto mostra que £ é homogénea positiva de grau 1.
A defini¢cdo acima é bem definida se 7,,SF estd bem definida para todo v € Sf.

Denotemos por L = %F 2. Se F é uma métrica de Finsler,

L(v) =dL(v) =F(v)dF (%‘})) paratodov e V.

F define uma Métrica Riemanniana sobre o bordo unitério Sr x V de (V,F) ou,
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M

¥

. /
im(T M)=n

dim(T, (6€2)) =n—1

Figura 2.3: Vetor Normal

equivalentemente, sobre Sr, por

8(vx) = 8v = DZ(L)V'
Da homogeneidade de L mostramos que g, tem as seguintes propriedades:

a) gv(v,v) :F(V)za
b) gv(v,w)=0seveSreweT,SF,
c) & =Agyse AL >0.

2.3 Lema da Divergéncia

Nesta secdo, estabelecemos a formula de divergéncia para campo de vetores
sobre uma variedade de Finsler. Este lema foi usado para determinar a equagdo de
Euler-Lagrange para subvariedades minimas via variagdo de volume. Seja (M, F) uma
variedade orientada n-dimensional de Finsler. Seja {¢;}}_; uma base orientada para T,M
e {6}, a base dual para T;M. A forma volume de Finsler dVr = 60! A... A 0". Seja
Q um dominio compacto com bordo suave. Seja i : dQ — M a inclusdo natural. Existem
dois campos de vetores unitdrios ao longo de i, as quais sdo normais ao 7y(dQ) para todo
x € 0Q. Seja & € T M o co-vetor unitdrio tal que 7;,(dQ) = ker&. Existe um dnico vetor
v € TM tal que §(v) = 1.

Definamos

E(X) =gv(n,X), VX eTM,

v é chamado de vetor normal ao dQ. Escolha & tal que o vetor normal v aponte para fora.
Considere uma base orientada local {e;}"_, para TM ao longo de dQ tal que e[ =v e
{ei}"_, é uma base local para i,[T(0Q)]. dVr = 6F6' A...A0" induz a forma volume
dAF sobre 0Q por

dAp = opi* (0> A...NO").
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Defina a (n — 1)-forma X |dVF sobre M por
X|dVr(Xy,.... Xn—1) :=dVr(X, X1,..., Xp—1).
O divergente de X com respeito ao dVf € definido por
d(X |dVF) :=divp(X)dVF.
Podemos verificar que

(X ]dVr)(ez,...en) = X|dVrp(ivea,...,iey)
= dVr(X,er,...,e,)
= OO A...AB(X,e2,...,ep)
= 0r01(X).02A...AO,(e2,...,e4)
= E(X).0p02A...0,(e2,...,ep)
= &(X).dAfr(er,...,en)
= g(X).dAfr(ea,...,en).

Assim
i*<XJdVF) = g(X)dAF = gV(V,X)dAF.

Seja dVr = o (x)dx em um sistema de coordenadas locais. O divergente divg(X) de um

campo de vetores X =X "a% ¢ dado por

o au or X )

diVF (X) =

Aplicando o Teorema de Stokes, obtemos o seguinte Lema da Divergéncia para variedades

de Finsler.

Lema 2.4 Seja (M, F) uma variedade de Finsler orientada. Seja Q um dominio compacto
com fronteira suave 9 e v denota o vetor normal que aponta para fora. Entdo para

quaisquer campos de vetores X diferencidveis sobre M,

/Q dive (X)dVe — /a _E(X)dAr = /a a(nX)dAr. (2-2)

Para a construcao da forma curvatura média precisamos dos seguintes resultados:

Seja .# o elemento de volume da imersdo f.
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o0Q v

Figura 2.4

Lema 2.5 Para Q = (qu) € GL(n,n), e seja P = (pl]) € GL(n,n) a inversa de Q. Entdo

0.7
ozf

(02)74 = F (z) det Qp'. (2-3)

Demonstragdo. Fixamos 7 e consideramos .% (Qz) como uma fungdo de Q € GL(n,n).

Temos que

ddet ,
© .Q = detQp.
dq]

Fazendo uso da Propriedade 2 da Defini¢do 2.2 e diferenciando com respeito ao qu
obtemos (2-3). O

Considerando Q = identidade em (2-3), obtemos o seguinte lema

Lema 2.6 07
a—zq(z)z? =7 (2)8. (2-4)
Assim,
1 07, ,
70 o (2)zf =n. (2-5)

Seja V" um espaco vetorial real n-dimensional. Para um mergulho linear
Z:V" — (V,F), defina a fungdo linear P : V" — V" por

~ 1 07, - S = ~
Pr(X) = —— = ()X%;, VX =X%, V", 2-6
Z( ) cgg(z) aZ? (Z) €; €q ( )

onde e := {e;} e &:= {¢,} sdo bases arbitrrias para V" e V" respectivamente, e z é dado

por Z(e;) = zi'eq.
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V FH"

Lo

n

rE)

Figura 2.5: P,

Lema 2.7 Pz estd bem definida. Ademais,

PZ(X)] =X, VXeV" 2-7)

Demonstracdo. Temos que mostrar que Pz € independente da escolha da base e para V" e
abase e para V™. Seja e := {¢; = q’jei} uma outra base para V". Para uma imersao linear

Z, escrevemos Z(e;) = zfe, e Z(é;) = Z{'e,. Entdo Z = Qz. Obtemos
F(Qz) = F(z)detQ,
dai,

07
az?

)T
(02)q) = 5 (2)det.

1

Isto mostra que

(z)z?Xjei = S;Xjei =X.

O

A funcgdo Pz : V™ — V" é chamado de projecdo (respeito ao Z). Sejal : V" — ym

o mergulho natural. Mostramos de 2-7 que
P(X)=X, VX e V"

Com esta projecdo, podemos encontrar um subespaco W™ ~" := ker P; tal que

Vm — V}’l @ WWI*n
Quando n = m — 1, isto é, V" é um hiperplano em V", W"~" = W! = R.w, onde w é um
vetor unitario. Em outras palavras, existe um vetor normal w (iinico, a menos de sinal) ao
V}’l
Da defini¢do 2.3 temos que existe um vetor unitdrio especial v o qual é ortogonal

ao V" com respeito ao g,.



2.4. Curvatura Média 18

2.4 Curvatura Média

Seja (1\2 F ) uma variedade de Finsler m-dimensional. Fixamos uma base local
e := {e,} para TM sobre um subconjunto aberto U . Para o espaco de Minkowski
(TeM, F),X € U, defina a funcdo .# : GL(n,m) — R como na Defini¢do 2.2. Seja
fM— M uma imersdo. Seja f; M — ]\7[, t € (—€,€), uma variag¢do de f com fy = f.

Entdo { f;} induz um campo de vetores X ao longo de f por

X é chamado o campo variacional de {f,}. Seja F a métrica de Finsler sobre M. f; induz

uma familia de métricas de Finsler F; := (f;)*F. Considere
V() := vol (Q,F,).

Usando o Lema 2.4 (Lema da Divergéncia) é possivel obter uma férmula para V'(0).

Seja % um subconjunto em M tal que f; (%) C 7 para um ¢ pequeno. Note que
para cada x € %, f; induz um mergulho linear (f;). : M — Tf(x)M. Seja {e;} uma base
arbitrdria para T,M, x € % e {6'} a base dual para 7,"M. Escrevendo (f;). = (f{*)i0' ®@e,.
Por defini¢do, a forma de volume dVF, de F; € dada por

dVi, = F (fi(x),Vf;(x)) 8  A...AO",

onde,
V= ((f")ix)).
Defina

BUR) = & (10861(x)) o = & log 7 (i), ¥)] -0 9)

Agora estamos em condicdes de definir a curvatura média.

Definicao 2.8 Para qualquer campo vetorial X €TM ao longo de f, a forma curvatura
média é definida por
A5 (X)|x := Be(X) — div[Py, (X)]|x.

Teorema 2.9 Seja f; : M" — (M™,F) uma familia de imersées tal que f; = fo fora do
dominio compacto Q. Seja f := fo e F = f*F. A fungdo volume V(t) :=vol(Q, (f,)*f)
satisfaz

Vi) = [ A(E)av,
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SN

Figura 2.6: Variacdo de Volume

onde X := at ], 0- Uma imersdo f é chamada minima se 7¢; = 0.

Demonstracdo. Seja dVi, = 6,0 A... A0". Por definigio,

V(t) ::/ RN
Q

Entao,
V() = / aﬁf 00 AL A
- / X)dVr
— / dVF +/ divPy, ( )dVF
— /Q (X dV.
Onde usamos o0 Lema da Divergéncia para X = Py, ()? ) na ultima igualdade. 0

Lema 2.10 %’j()? ) depende linearmente sobre X, em cada ponto x € M.

Demonstracd@o. Em coordenadas locais, seja e; = % € €; = z=. Escrevamos
dVi = 6,(x)dx' A ... Adx". Da definigdo, temos

6:(x) = F (fi(x), Vfi(x)), (2-9)

onde,

=), = (Fw).

De (2-8) e (2-9), temos
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Por (2-6),

div[Ps, (X)] = §8i (a‘f)?“) (2-10)

2F oft  F 2ft |-, 0.F oX“
_ ? X9+ .

dx?9z? ox' azgtazg% oxiox/ dz¢ ox!

Obtemos o seguinte resultado

_ T 2 b 2 20b ) _
;{&/ RF At AT af} 211

e%’?(x) ~z oxe a}bazg oxi az?azl; oxiox/

De (2-11), podemos observar que ,%’}(XV ) depende linearmente s6 de X, para
cada ponto x € M. 0

Observacao 2.11 Observe que se F for do tipo Minkowski, a expressdo (2-11) reduz-se

a
1 PF P
177 92498 oxio

(2-12)

Exemplo 2.12 (Métrica de Randers Induzida) Seja

m
F(p) = |lull = Z )2 + By, u= (") eR",
l_’:

com /Y| (By)? < 1. Considere a imersao @ = (¢*) : M — (R™ 1, ||.|)), ¢ induz uma

métrica de Finsler sobre M,

)
\/ZZ“ (x)y'y + By (x)y, yzy’@lx, (2-13)

onde Z‘L-l = 9P"
oxt

Considerando F = 0.+ B com o := /a;j(x)y'y/ e B := bi(x x)y', onde

ai () = 2 WA, bilx) == B ).

J

Entdo a norma de B com respeito ao o é dado por

1Bl = /i (b0, < | Y. (B < 1

u=1



2.4. Curvatura Média 21

De agora em diante usamos por simplicidade a nota¢do F = F(x,y).

Existem duas importantes formas de volume na Geometria de Finsler, elas sdo:

a forma volume Busemann-Hausdorff e a forma volume Holmes-Thompson.

Definicsio 2.13 (Forma Volume Busemann-Hausdorff ) Seja (M,F) um espaco de
Finsler n-dimensional. Seja {b;}}_, uma base arbitrdria para T.M e {0}, a base dual

para T;M. O conjunto

By :={(y') eR", F(y'b;) < 1}, (2-14)

X

é um subconjunto aberto estritamente convexo e limitado em R". Defina

dVEH = cBH (x)0' A ... A O,

onde Vol (B
BH/ \._ VO
oF ) = VouEn
n 1 n—1
®, = Vol(B"(1))=—-Vol(S$"")
n

n

1 T
— “Vol(s"?) / sin2(¢)dr.
0

Em geral, o volume Euclidiano de B} denotado por Vol(B?) ndo pode ser

expresso por F' de forma explicita.

Exemplo 2.14 Considere a Métrica de Randers F = o.+ B sobre a variedade M, onde
o= +/a;j(x)y'y/ é métrica Riemanniana e 3 = b;(x)y' é uma 1-forma satisfazendo

IBle:= sup B() = \/aii (0)bi(x)h(x) <1,

x(y)zl

onde (a') = (a;j(x)) . Denotamos por dVEH e dVq, as formas de volume de Busemann-

Hausdorff de F e o, respectivamente. Por um cdlculo simples, obtemos
dVg = /deta;j(x)dx" ...dx".

Pode-se observar que esta é justamente a forma de volume Riemanniana de o. Para
achar dVEH , consideramos uma base ortonormal {b;}"_, para (.M, 0,) tal que By (y) =

|IB|lxy", onde y = y'b;. Entéo o subconjunto aberto B! em (2-14) é um corpo convexo em
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R"™ dado por

2 n
(- 1812)° (3 + B )+ (- 1BIE) Y007 <.

a=2

O volume Euclidiano de B’ é dado por

Vol (B"
Vol(B)) = L)i 2-15)
(1—1IBIZ) 2
Segue-se que
ntl
dVe = (1-BI7) * dVe. (2-16)
Isto implica
Volp <Volyg.

Assuma que M é fechada. Entdo
N
Volp (M) = /M (1=IBl[) * dVu < Volg(M).

A igualdade ocorre se, e somente se, 3 = 0.

Definicao 2.15 (Forma Volume Holmes-Thompson) Para wuma métrica de Finsler
F = F(x,y) sobre uma variedade M n-dimensional. Num ponto x € M, fixe uma base
{b;}_, para TM e a base dual {0'}"_, para T;M. Para um vetor y = y'b; € T,M\{0},
escreva

gij(y) == gy (b, by).

Cada gij(y) é uma fungdo C* sobre R"\{0}. Defina a forma volume de Holmes-
Thompson por
dVHT = 6lT (x)0' A ... A0,

onde

Sendo dVsy = y/detg;j(x,y)dt, dt = Y;(—1 )= %% AN ﬂ ALA dFL" é a
forma volume induzida de SM := {y € T\M|F(y) = } da métrica Riemaniana
g=gi;(y)dy' ®dy’ sobre o espago T,M\O.

Seja (M, F) um espaco de Randers, onde

F=o+B=/ayy +by', Bl =1/abibj=b, (0<b<1).
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Por (1-3), sabemos que

det(gij) = a (E

n+1
= det (a;;).
a) , a et(aij)

Dai temos que

d ..
dViy = 6(x)dx = 2 / det(%)dt,

Cn—1JSM

onde ¢, é a area da esfera Euclidiana S"~! de dimensdo n — 1,

gij det(g;;) / F / l.
det <—)d’C: / dt=a dt = +/a 1+ by)dV. ,
/SXM F sm " S.M o+l \/_ Sx( iy ) S

a ultima igualdade ¢ obtida fazendo uso da Proposi¢do 1.12 e a mudanca de parametros

(y17 7y) 1+H[3Hy (y7 7yn)70nde

Sejam {A;} os autovalores da matriz (a;;), para os quais correspondem os

autovetores unitdrios {v;} com respeito a métrica Euclidiana ( ,) em R". Seja

com |z =(z, 2) = 1,

Y=
ko VM

note que y € Sy. Por isso, temos
dVs, = Vay (-1)7ydy' A AdY AL AGY!

= Y. (-1)"'ddd A AdZ N NS
i=1
— dVSn—l.

Usando o fato que S"~! é simétrica com respeito a cada z; e z;.s sdo fungdes

impares, temos que

) 1 L
y'dVs. =) v, / 2dVg-1 =0,
/Sx Zk: k \/ 7\,]( sn—1 S

do qual mostramos que

Vadx

Cn—1

AV = / (14 byy')dVs, = v/adx. (2-17)

Destes resultados obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 2.16 O elemento de volume de um espago de Randers (M, a.+ B) é justamente

o elemento de volume da variedade Riemaniana (M, o.).

Seja f: (M,F) — (M, F) uma imersdo isométrica num espaco de Randers
(M,F) com

F=a+B=1/an®M+b®5,  [Bl=/arbbc=b (0<b<1).
claramente, temos que

F=fF=a+B=/ayy +by,
onde

aij=apfiff,  bi=Dbyf].

Isto nos diz que (M, F') é também um n-espago de Randers. Pelo Teorema 2.16,
o elemento de volume de (M, o+ ) € justamente o elemento de volume da variedade

Riemanniana (M, o). E assim que temos a seguinte proposicao:

Proposicdo 2.17 A forma curvatura média ¢ da subvariedade (M,o+ B) imersa
isometricamente em um espaco de Randers (M , 0.+ B) é justamente a forma curvatura

média da subvariedade (M,Q) imersa isometricamente em uma variedade Riemaniana
(M,).

Pelo Teorema 2.16 e pela Proposi¢do 2.17, temos:

Proposicao 2.18 Subvariedades minimas num espago de Randers (1\71 , 0L+ E) sdo justa-

mente as subvariedades minimas em uma variedade Riemanniana (M,Q); e vice-versa.

Lembre que um espacgo de Randers (M , F ) é chamado especial se M éum espago

vetorial real V e o é Euclidiano [17].



CAPITULO 3

Um Teorema Local de Rigidez para Superficies
Minimas num Espaco de Minkowski do tipo

Randers 3-dimensional

3.1 Introducao

Obtida a forma da Curvatura Média (2-11) € claro que o plano em R? é minima
com respeito a qualquer forma de volume Finsleriano. Para subvariedades minimas com
respeito a forma volume Busemann-Hausdorff (subvariedade BH-minima), os primeiros
exemplos no triviais de superficie BH-minima em (R3, F;) foram estudadas em [17, 18].
E uma surpresa que os helicéides gerados pela rotacio de uma reta ao longo do eixo x°
sao superficies BH-minima em (]RS,I:“},). Agora, considerando que os planos e helicéides
gerados pela rotagiio de uma reta (perpendicular ao eixo x°) ao longo do eixo x>, sdo HB-
minima e HT-minima, € natural perguntar se elas sdo as Unicas superficies BH-mimima e
HT-minima em (R3, F}). A resposta é afirmativa.

No presente capitulo damos a demonstracao do seguinte resultado:

Teorema 3.1 Seja (R, Fb) um espago de Minkowski do tipo Randers 3-dimensional com
F,= OH—B onde . é a métrica Euclidiana e [3 bdx®,0 < b < 1. Se uma superficie conexa
M em R? é minima simultaneamente com respeito as formas volumes de Busemann-
Hausdorff e Holmes-Thompson, entdo, a menos de uma translagcdo paralela de R,
M é parte de um plano ou parte de um helicoide gerado pela rotacdo de uma reta
(perpendicular ao eixo x>) ao longo do eixo x>.

Agora estamos na possibilidade de calcular a curvatura média de um gréifico em
um espaco de Minkowski do tipo Randers (R"*1, IA'“},) com F = 0.+ B, onde o é a métrica
Euclidiana e p = bd3 1,0 < b < 1.

De agora em diante usamos a Observagdo 2-12.
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3.2 Forma Volume Busemann-Hausdorff

Primeiro consideremos o elemento volume Busemann-Hausdorff cpy. Seja
f:(M",F)— (R""!F,) uma imersdo isométrica (subvariedade n-dimensional). Em co-

ordenadas locais temos

0 0
W=, S (@) :Z?(X)gw (3-1)
onde 2
Y — -
Z; (X) = _axl. . (3 2)

Desde que f seja uma imersdo isométrica, a métrica de Randers induzida

F = o+ B = +/a;;(x)yy/ + b;(x)y' é dada por:
A = a;j(x) = 2/258, (3-3)

bi(x) =bzg ™!, ||BI® = bPaVg (3-4)

Agora obtemos uma igualdade muito util:

LI )
A=)
a1 9 ~1
= A7 gy
(aszZ"{atl> (aSlZYalt) (3_5)

Sabemos que a forma de volume dVr com respeito ao elemento de volume Gy

€ dado por (ver Equacgdo 2-16)
dVi = F(2)dx' A... Ndx",

onde
7)) =(1- )" \fdetay;. (3-6)

Daqui em diante omitimos o subindice de Gy por simplicidade.
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Usando (3-3) e (3-4),

d 9
—VdetA = d tA

d
(detA).— (Y z!7!
2\/det Zaa,, ) )azY(;z’Zf)

a;ia’)2z!
zmz A (i) 2z

= detA.a"
\/ detA Z

detAa” zj, (3-7)

onde Aj;;) € o determinante da matriz de ordem (n — 1) X (n — 1), obtida pela omissdo da

n+1l _ (Zr]H—l n+1

i-ésima linha e a j-ésima coluna. Denote z yeeeyzi ), logo

J J n —1/.n
a—ZlyHBH2 = P (@Al @h)

9z;
— 2b2( ljZn-HSn—H tjaklzgzn-i-lz?—i-l), (3—8)
(S consequentemente,
d iy, ()P .
= g _ o ijY ij kl_Y_n+1_n+1 ij_n+1sn+1 _
aZYJ =7 {a it e e ( a5 g —adV T ) : (3-9)
1

n+1 .B= ail n+1_n+1

Escrevendo A! = a'/ Z; i % , entdo de 3-9 temos

o0 (n+1)p*

aZ?HJ—JA {HW(B 1) ¢, (3-10)
J 1)b?
77 = J{a’fzk+("+||l3)||2A’A’z§}. (3-11)

Usando (3-5), um calculo direito mostra que
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0 ) . .

az”HAl = a”(l —B) —A'A/, (3-12)
i
aAi_ ijAlk Ai jlk 313
@ = —a g —Aaa gy, (3-13)

J

J i

az"+1B:2A (I—B). (3-14)

1

Usando (3-10) - (3-14) temos

0>.F 0 , (n+1)b? )
- F)A 1+ 220 (B 1
oy ot (az?“ ) ( i 1—||B||2( )
J (n+1)b? }
+F AJ{1—|— B—1
(az?H TR

iz (2 (B
+ FA 4 )b (azgm (1—HBH2)>

_ J‘AiAj{l+ (n+1)b2(3—1)}2

I
n 2

+ ¥ (aV(1—B)—A’A") (1+%(3— 1))

+ W R {  — ppe (22 A
logo
17 (D) B-1)? (n+DPA(B-1) 2m+1)b*
ﬁ_az?“a_z;f“_AAj< (T- B B e )

.. n 2
L dli(1—B) <1 + (1—+||13)|[|92 (B— 1)>

B ((nz—l)(l —B)2b4+ (n+1)b?
a (1—IBII*)? 1—[B||?

n 2
+dli(1—B) <1— (1_+Hlﬁ)|l|’2 (1—3)), (3-15)

(1 —B)) A'A
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também obtemos que

0? 0 : (n+1)b? }
% g (2 A1+ g
ooz (557 ) {1+ g

1

+9<%A1> {1+%(3—1)}

| 19 B-1) 3
+FA +1b2{——B+—— 2},
(P TR ot T =i e P

logo
1 ¢ 5 (aij k.+—(”+1)b2 (A'A! k)) Al <1+—("+1)b2 (B— 1)>
F oot T\ TR = [BI?
Al k  ai jlk (n+1)b?
+ <—(ZJA Zl —A aJ Zl) <I—W(B—l>>
. DAIAl (B—1) :
+ A+ 12— Loy —2b*ATAlK
) { T8l - B Z’)}
+1)b? o oo
= (1+%(3— 1)) <a’lA/—a/lA’> z
(n* — 1)b* (”+1)b2) Al k
—(——— _(1-B)+——— | AlA/A
((I—IIBIIZ)Q( R 4
2
+aAlZf (%(1 —B)— 1) . (3-16)

Agora assumamos que f : Q — (R"*!, F}) é o grifico sobre um dominio conexo
no plano X"*! = 0, e dotamos Q com a métrica de Finsler induzida F = f*F,. Seja

f:(Q,F)— (R”“,fl,) uma imersao isométrica, e
et o) =X, ) =), (3-17)

Neste caso, por comodidade denotamos as coordenadas usuais para R"*! por
(x',..., ") emvezde (x',..., ¥T1).

Depois de um célculo simples temos:

al] = 81]+u1u], al] —= 81] — muiuj, (3'18)
T; . U; 1
2 b
1—Bll = w2 AZZW—ZZ, BZl_W’ (3-19)

onde
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ou

= Ty = b* + (1 - b*)W?2, (3-20)

W2:1—|—Zu,2, u;
i

Mostramos entdo de (2-11) e (3-15)-(3-20) que a BH-curvatura média %’;@BH =—H EH dx*

do gréfico é dada por

1 2F  u ]
U= 7\ odor v | G20

Entao, continuando com os calculos,

. WR2—=1b* [ 1\ (+D? 1\ w u;
mt =2\ () R s
W2

(1 (n+1)b* 1
+alj (m) 1— Tm uij
W2
:Z (712—1)1944_(n—|—1)b2 Ui uj
T? T, W2 w?

(T — (n 1)) (6,-_,~— RS uiuj>}uij

1p

u,'l/tj

= WZIsz Z{(n+ l)bz(Tb + (l’l _ 1)b2)W
ij

+ Ty (T, — (n+1)b?) (Sij—%>}uij (3-22)
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BH (n+1)b* -1 Ui U\ Uj Wj up\ U
(e (R AR A ES
W2

(R =1b* 1 (n+1)P*\ wi uj

1?2 w2 + T, W2 W2 w2
wi w

5. My w (DB 1N
1 w2 ) w2 T w2 1
w2
y (nz—l)b4+(n+1)b2 uj
T2 T w2w2™

ij

Uil j 1 (n+ l)bz—Tb
+ (8- 57 ) 2 (T i

1 TR
=~ ) { (("* = 1)b* + (n+1)b°T,) b;’;lzf
+ <8ij — %) 1, (Tb — (n+ l)bz) } Uij
P, (3-23)

Agora caracterizamos graficos em (R"*! F},) sobre um dominio conexo  no

plano x**! = 0.

Proposicio 3.2 Seja f: Q — (R*H1, I::b) um grdfico sobre um dominio conexo €2 no plano
X1 =0 dado por

f(x],...,x”):(xl,...,x”, u(x],...,x")). (3-24)

Entdo a BH-curvaura média AP = H{dx* é dada por (3-22) e (3-23), e [ ¢

BH-minima, se, e somente se,

Z{Tb (Tp — (n+1)b?) (517— %)

ij

+(n+ D)D2 (Ty + (n— 1)b?) Lx‘;}uﬁzo. (3-25)

3.3 Forma Volume Holmes-Thompson

Consideramos a forma volume  Holmes-Thompson, desde que

dVRHT = /det(a;;)dx! A... Adx", ver (2-17).
Com as mesmas notacdes usadas até agora, com .# = ,/det(a;;), temos:
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O Jdeta = \/d g% 3-26
a—zy\/ etaij—\/ eta;ja Zj- (3-26)
Escrevendo A’ = '/ "“ ,B=aliz"! ’]’H temos
A =d’(1-B)—A'A/, (3-27)
0z
iAl = —a AN — Ala' (3-28)
az K -
Entao,
1 0 1 0 — 0 . .
ﬁwf:§<<my/detaij> Clj n ‘f—ya ,.H_IAJ‘FQ\GU
i Jj i
zailz’l1+1.ajlz?+l —aijAlZ?+1 _Aj il n+l _|_al]
—d"(1-B), (3-29)
logo
1 9 g il ko jlon+l  ijal k  aj il k
?Wj =a z;a Zl —da AZl—A(ZZl
P70
_Aj il k ijAlZf—AjallZ5<
=z <A/a’l —diAl —AJa’l>
= —aVAlZ. (3-30)
Para a imersdo isométrica f : Q — (R**! ,E,) dado por
f(xlv ’xn) = (Xl, 7-xn7u(x17 7xn))7 (3'31)
temos
ij 1
aij:5,~j+u,~uj, a :Sij quluj, (3-32)
n
det(a;;) =1+Y uf, W2=1+)u;, (3-33)
i=1 i
1
B=1—-— (3-34)

W2
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Isto implica

02 .
n—H_?ZJ{ ,,H_lazn_i_ldé}uij:al/(l—B)uij
uiui\ 1
-5 (b0 50)
1
c
gHT — 1 o? Y —aT Al
]
_Z ( ) w2
HH Ty, parak=1,...,n. (3-36)
Portanto
AT = —HT dxk = 7T Zu,a’x M1 dx" T = —HIT (! Zu,a’x (3-37)

Proposicio 3.3 Seja f: Q — (R*! ,fb) um grdfico como em 3.2. Entdo a HT-curvatura

média é dada por
AT = —HJT (dx! Z uidx') (3-38)
onde
Hl = %Z (Sij —~ %) wij, (3-39)
e f é HI-minima se, e somente se,

uiu
(85— 757 ) uiy = 0. (3-40)
Como esperado (ver Proposicao 2.18), observamos que a condi¢do (3-39) € justamente a

equagdo de um grafico minimo num espago Euclidiano de dimensio (n+ 1).

Exemplo 3.4 Devido a proposicdo anterior temos que:

a) O helicide §(u,v) = (ucosv,usinv,v),

b) O catendide ¢(u,v) = (coshucosv,coshusinv, u),

c) A superficie de Enneper, ¢(u,v) = (u— ’gj +uv?, —v+ g —vu?, u? —v?),
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d) A superficie Costa,

sdo HT-minimas.

Exemplo 3.5 Sejam \/n;? < b <1, eaequacdo do cone

xl,...,xn,\/<<n+1>b2—1>1<gc;>22+...+<xn>2> | (3-41)

onde (x')? +...4 (x")? # 0, podemos verificar que o cone é uma Hipersuperficie

BH-minima em (R"*! ), mas ndo HT-minima.
De fato, da Proposi¢do 3.2 com as mesmas notagdes obtemos,

(n+1)b*—1  nb?

W2 =1 =
+ 1 — b2 1—b%
)b —1
T, = b* + (1—b%) (1+%) = (n+1)b%,
Ademais
(n+1)b2 -1 X
U = )
1=02 /()2 4.+ (x)2
s — (n+1)b>—1 xix/
1= ()24 ()Y
(n+1)b>—1, ; x/
wj = ) (- ,
Y 1—b2 ((x1)2+‘__+(xn)2)3/2
(n+1)b2—1 X! N 1
U = _
’ 1—b2 (N2 4.+ @22 VE2 T+ ()2

)R —1 ()P 2 T2 ()2
B 1-b? ()2 ...+ (x1)2)>/ '

Chamando o = \/(x1)2 4 ...+ (x")2.
A Equagdo (3-25) torna-se
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Y {4 1052 (0 107 = (n+1)82) (8- 55 )
(4 DB (n+ 162+ (n— 1)p?) 2 <(n+ Dy —1 1—b2)}

o 1—02 nb?
(n+1)b%2—1 [ —x/x' &
11— +—.

ol o

Observamos que:

Z’()c")2 (0(2 — (xi)z) + inxj(—xixj)] =0.

= iZ]

Portanto o cone é uma Hipersuperficie BH-minima.
Agora da Proposicdo 3.3 obtemos

izj(sij— o )iy = ZJ (&,- B (n+11_)z;22— 1x;);j) (% ) %,)
() ()

(n+1)b> — 1 xix/\ [ —xix/
T Z (_ 1—H2 o2 o3

y
B (1-02)? — ((n+1)b*> —1)(x)? [o? — (x)?
e (e )
1 ((n+ 1) =1\ 5, 2
+) < —— | (x)(x)".
Yo (") R

Como o fator = # 0, do somatdrio anterior (ja que estamos tentando provar

1
(1-p?)a
que se o cone € HT-minimo, entdo a igualdade acima tem que ser nula) obtemos:
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Y ( —bH)o? — ((n+1)b? — 1) (¥)?) (0 — (x')?) +3 ((n+ b? —1) (x)*(x/)?
| =Y (1070 (x') 0 = Y (1= b?)ol () (x')? l]
—Z (n+1)p* = 1) (&) (07 = (&')?) + Y (n+ 1> — 1) (x')*(x/)?
_ Z(ll — et () = Y (1 - p)ed(x)
(- (P - ()
=( —bz)azi (02 = ()?) () = (1 = %)a ) () (x/)?

i#]

A tltima igualdade é nula, se x* =0 Vk ou x* # 0 para um tinico k. O que implica que

o cone dado por a Equacgdo (3-41) ndo € HT-minima.

Exemplo 3.6 (Helicoide) Pela caracteriza¢do do volume na forma Holmes-Thompson,
sabe-se que o Helicdide em R> é HT-minima, jd que ela é uma superficie minima no
sentido usual, mas em geral ndo é BH-minima. Agora consideremos o helicoide gerado
pela rotagdo de uma reta (perpendicular ao eixo x>) ao longo do eixo x>. O grdfico é
definido por x> = Ctan~!(x? /x), onde C é uma constante diferente de zero. Entdo pela

Proposicdo 3.2 obtemos

— —C(xz)
1 (x1)2+(x2)2’
e
NP ERNTEIER
ulzzuzlzu%_ugzc( ) (XI)z,
C (& > +(x2)2)?
Lt11=—u22=—2mu2 206)(x)
C ()2 +(x2)2)%
2 Cz
v ‘”<<x12>2+<x§>2>’
C2(1—b?)
=@y

Da condigdo de minimalidade da Proposig¢do 3.2 com os dados obtidos acima

temos
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U

Figura 3.1: F}

uu —uu uout
T, (Tb—(n—l—l)bz){(l— ‘;/21>u11+2( Wl22> u12+<1— V2V22>u22}

uLu 2uiu Uru
+(”+1)b2(Tb+(”—1)bz){ U 2uzz}

w2 w2

2uiu ur —u? 2uiu
B ) ) 1 1U2
=T (Tb— (n—|— l)b ) {ulul WoC —2uiun wac Urup %ele }
—2uu ur —u? 2uiu
2 2 142 1 2 I
+(n+1)b (Tb+(n—1)b ) {ulul Wic +2uqun Wic +M2M2W} =0.

Entdo o helicdide x* = Ctan~! (x? /x') é BH-minima.
Por uma simples observacdo podemos deduzir que quando n é par, o grdfico em
(R**1.F,) definido por

K =Crtan (22 /x!) + Cotan ' (x* /%) + ... +Co)2 tan ' (X" /x" 1)

¢é BH-minima.

Para poder mostrar o Teorema 3.1 também precisamos considerar o grafico em
(R**! F,) o qual ¢ definida sobre um dominio conexo no plano x' = 0 para i # n+ 1, sem
perda de generalidade para x! = 0. Isso é equivalente a estudar o grifico em (]R"“,I::b’)
sobre um domfnio conexo no plano ¥"*! = 0 com F/ = &+ B, B =bdx.

A métrica de Randers F' = o+ B = /a;j(x)y"y/ + b;(x)y’ induzida por
f:(M,F)— M 71::17/) (imersao isométrica) é dada por:

A = a;j(x) = 225y, (3-42)

bi(x) =bz},  ||B|* =b%az}z}, (3-43)
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onde
ofY
oxt

i (x) =

(3-44)

Entdo o elemento volume induzido pela forma volume Busemann-Hausdorff é:

F(2)=(1-|BI2) """ fdetas,.

Para simplificar notagdes, fazemos
Al = a7}, w2=1 +Z(”i)2
i

Um célculo direto mostra que:

9 2 dal’ azlzl
wn:#< a)a%+ﬂu

aZ;H-l aZ;H-l a n+l

— —2b2 (AiAmZﬂm+l) 7

dy/deta;; \/Taua ey

il n+1Y\ __ ij ijn+1_n+l1 il _n+1 ]k n+1
—— (a7 =ad’(1-a’"" 717 ) —d"Z " a
aZ}?+1 I 1 ] 1
i
J Jj_ lj m n+1 i jl n—H
Al = ATz, +Aad’z
aZr;—H ’
i
— j __ J
aij—Sij-i-u,-uj, af—8,-j——2

Para a imersao

(3-45)

(3-46)

(3-47)

(3-48)

(3-49)
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obtemos os seguintes resultados

i ujug
e e B (= (3-50)
Al=az} = (5i1 - %) ; (3-3D)

20, \2

. u;i)(u; 1

L—aZ M = 1Y () + Z(Z)W# = w2 (3-52)
. | 1 Uil up
A’z;“' =a" " uu; = Ei (51'1 — ﬁ) up = w2 (3-53)
u;u u;

allZ;H-] _ Z <5i1 _ V;/21> U = _le' (3-54)

[
Além disso,

o 2u u u1 u3u 2
A’Afuij:(l——l—i——)uu—i—ZZ( = j>u1j+ Z — U U
w2 W4 i 2W4

! 2

2u;

2y Zu,ul, el L T 4 i + (1+—W4 ——WZ) "
i,j

:izj’muiujuij—mgujuu%—un. (3-55)

Para chegar em uma expressao da curvatura média dada pela Observagao 2-12

temos que

(n+1)b?
L—IB]1?
Fazendo uso de (3-46) - (3-56), obtemos

AIAMITL T (3-56)

1 0*7 (1—b*)W? —nbu? Z ( u,uj>
2 Ui — = —= ) uij
F azf'ﬂaz’}“ YW (1 -p)W2 - b2) ij ow)

N (n* — 1)b*u? (n+1)b?
(—w2rpnd) (=W 5
u? 2
X un—l—WZuiujuij—WZulujuu . (3-57)
ij J
Proposicao 3.7 Seja (R”H,ﬁé) um espago de Minkowski (n+ 1)-dimensional do tipo

Randers especial com F| = &—i—B’, B’ =bdx', e f: Q— (R™1, ﬁb/) um grdfico definido

por
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Entdo a BH-curvatura média é dada por

PP = —HPH, < — Y widx'+ dx"“> ,
i

onde Hffl é dada pela Equagdo (3-57).

A demonstracdo desta proposi¢do € feita considerando para k < n+1,

aHBH2 _ _2b2AlAm k +2b2A16
aZ].c - Zm kl?
O.F S (DB .
= —z il _k (AlAmk_l118> )
a7k { C I RN

Exemplo 3.8 Considere o helicoide em (R3,fé) gerado pela rota¢do de uma reta (per-
pendicular ao eixo x°) ao longo do eixo x°. Este é definido por x> = Cx*tanx!. Entdo
se mostra diretamente da Proposicdo 3.7 que este helicéide é BH-minima. Note que este

exemplo é o mesmo que no exemplo 3.6.

Agora damos resultados rigidos (localmente) para um grafico e completamos a

demonstracdo do Teorema 3.1.

Teorema 3.9 Seja0<b<l,ef:Q— (R3,fb) um grdfico sobre um dominio conexo €

no plano x*> = 0 o qual é dado por
£ ) = (2 u(x ).

Entdo f é BH-minima e HT-minima se, e somente se, u é linear ou

2
1 (Xt
u=cptan”' | = + ¢4, (3-58)
X' +c3

para algumas constantes c1,ca,c3 e c4 com c1 # 0. Isto quer dizer que, um grdfico local
em (R3,ﬁb) definido sobre o plano x3 = 0 é BH-minima e HT-minima se, e somente se,
este é parte de um plano, ou parte de um helicéide gerado pela rotacdo de uma reta

3

(perpendicular ao eixo x>) ao longo do eixo x>, a menos de translacdo paralela em R>.

Demonstracdo. A implicacdo é dada pelo Exemplo 3.6, entdo s6 precisamos provar a
reciproca. Assuma que f é BH-minima e HT-minima, entdo pelas Proposi¢des 3.2 e 3.3,

respectivamente, obtemos sem muita dificuldade para n = 2 as seguintes EDP’s

Uy +uxp =0 (3-59)
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uduyy + udug 4 2ugupuyy =0, (3-60)

onde os subindices representam a derivada parcial respeito a primeira ou segunda coorde-

nada (x' ou x?). Introduzimos a coordenada complexa z = x' 4 ix? para o plano x> = 0, e

9 _1(9d .0 9_1(0 9
2z 2\ox ‘a2 )’ oz 2\ox a2 )

sejam

entao

ER] 9 (2 2
a9z oz a2~ \oz az)
assim (3-59) e (3-60) podem ser escritos como

z=0 (3-61)

uzzu% + l/tzzl/tg + 2uzzu uz =0, (3-62)

respectivamente, de (3-61) e (3-62) obtemos que ui ¢é holomorfa, e

().~ (&),

dai
).
Uz /) 22 Uz/) z
e S —
().~ eme==(3) - (&)
— ) =C,comC=—{({—| =|(—| =-C
Uz/ 2 Uz / - Uz ) z
SeC=0:
u_Z:(H_f(Z)
e —_—
=t = () =+ 7. enao, ) = me(a).

com m constante, f e g funcdes de Z e z, respectivamente, do qual f(Z). = 0, assim, u é

linear. No caso que C # 0, fazendo a mesma andlise temos
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1
“TCE+D)
onde D € uma constante complexa. Logo,
Cu=log(z+D)+ f(2), (3-63)
e
Cu =log(z+D) +g(z). (3-64)

Ao longo da demonstracio estamos usando as hipéteses que u € real, isto € it = u, 0 que
mostra
f(z) = —log(z+ D), (3-65)

dai conclue-se que

u= é (log(z+ D) —log(z+D)). (3-66)

Assim, pela expressdo (3-58), considerando que u é o angulo do ponto (x,y), o teorema

fica provado. u

Teorema 3.10 Seja 0 <b<l,e f:Q— (]R3,I::b’) um grdfico sobre um dominio conexo
Q no plano x> = 0 o qual é dado por

1.2 1.2 1.2
Fxhx%) = (0, x7u(x,x7%)).
Entdo f é BH-minima e HI-minima se, e somente se, u é linear ou é da forma
u= (x2 +cp)tan (cle + 03) + ¢4, (3-67)

para algumas constantes c1,c2,c3 e c4 com ¢z 7 0. Isto quer dizer que, o grdfico local
em (]R3,Fb') definido sobre o pano x* = 0 é BH-minima e HT-minima se, e somente se,
este é parte de um plano, ou parte de um helicéide gerado pela rotacdo de uma reta

3

(perpendicular ao eixo x>) ao longo do eixo x> a menos de translacdo paralela de R>.

Demonstracdo. Pelo Exemplo 3.8 s6 precisamos provar a reciproca. Assuma que f ¢ BH-
minima e HT-minima, entdo pelas Proposi¢des 3.3 e 3.7 temos para o caso HT-minima a

Equacao (3-40) e para o caso BH-minima

2
uj 2
i+ —5 ) uwiktjuij— — ) ujujuyj =0. (3-68)
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Figura 3.2: Helicoide

Introduzindo coordenadas complexas z = x! +ix?> como na prova do Teorema 3.9, obtemos

para HT-minima
4uzz + Su uzuzz — 4u§uzz — 4u§uZZ =0.
Usando esta igualdade na Equacao (3-68) obtemos
Uz +uz —2u;z =0,
ou,

0 9\°
(a_z _ a_z) u=0, (3-69)

que é o mesmo dizer uy = 0. Isso nos diz que u é linear em x?, e podemos escrever
u=x*C(x") +D(x"), (3-70)
para algumas fungdes C(x') e D(x?). Substituindo (3-70) em (3-40) obtemos
X (C"(1+C*) —2(C)*C) + (D"(1+C*) —2cC'D') =0,
do qual
(1+C3) " =20(C)?, (1+C*D" =2cC'D. (3-71)
Deduzimos de (3-70) e (3-71) que u é linear ou como a expressao (3-67). O

Agora estamos na possibilidade de mostrar o teorema 3.1.
Demonstracdo. (Prova do Teorema 3.1) Suponha que M € uma superficie conexa em

(R3,I::b) a qual é BH-minima e HT-minima. E conhecido que localmente M é gréfico de
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uma fungio sobre certo plano coordenado. Se M é grifico sobre o plano x> = 0, entdo
pelo Teorema 3.9 M € parte de um plano ou parte de um helicéide a qual é gerada pela

rotacio de uma reta (perpendicular ao eixo x°) ao longo do eixo x°

, a menos de uma
translagdio paralela de R?; em outro caso, sem perda de generalidade, podemos assumir
que M é grafico sobre o plano x! = 0. Isto é equivalente a considerar o gréfico sobre
o plano x> = 0 em (R3,I::b’), e pelo Teorema 3.10 vemos que a conclusido é a mesma.

Portanto o Teorema esté provado. 0



CAPiTULO 4

Hipersuperficies Minimas de Rotacao em um
espaco de Minkowski (o, )

4.1 Introducao

Neste capitulo estudamos os espacos (o, ), a curvatura média neste espago (que
€ uma generalizacdo do capitulo anterior) e chegamos a uma condi¢do de minimalidade
para uma hipersuperficie de rotagdo. Damos uma expressao explicita de hipersuperficies

de rotag¢do gerado por uma curva plana que sio BH-minimas ou HT-minimas.

4.2 Espacos de Finsler do Tipo (o, )

Usando uma norma Euclidiana o(y) = \/a;;y'y/ e a 1-forma B(y) = b;y' sobre
um espago vetorial V, podemos definir de maneira geral normas de Minkowski da forma

o)

este tipo de norma é chamado (o, B)—norma. A fungdo ¢ = ¢(s) é positiva de classe C*
sobre um intervalo aberto simétrico I = (—bg,bg) com ¢(0) = 1. E facil verificar que
F = ocq)(g) € positiva homogénea de grau um. Temos que encontrar a condi¢io para a
positividade de g;; := %[Fz]yiyj. Assuma que b := ||B||a < bo. Assim em [16] obtemos a
matriz (g;;):

8ij = Paij+Pobibj+ p1 (it + b;o) — sp10L;,

onde o; = Ol ©

p =0 — 500’ po = 00" +¢'¢/,

p1r=—s(¢0" +0'0") +6¢’,
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onde as funcdes sdo avaliadas em s := g, com |s| < b < r. Pela Proposi¢do 1.11 podemos

encontrar a férmula para det (g;;). Temos

det (gi;) = 0" (0 —s0) 2 [(0 — s¢') + (b — 57)0"] det(ay).

Observacdo 4.1 Note que se 0(s) = 1+ s, a métrica de Finsler F é a métrica de Randers
(F =o+B).

Lema4.2 F = oup(o%) é uma norma de Minkowski para qualquer métrica Riemanniana

o e a I-forma B com ||Bllo < bo se, e somente se, § = O(s) satisfaz as seguintes condigoes:
0(s) >0, (0—50)+ (b* =57)¢" >0, (@)
onde s e b sdo niimeros arbitrdrios com |s| < b < by.
A demonstragdo deste lema pode-se encontrar em [19].

Para continuar, primeiro precisamos encontrar a férmula para a forma volume

Busemann-Hausdorff dVpy € Holmes-Thompson dVgr.

Proposicao 4.3 Seja F = 06(1)(%) = g, uma métrica (o, ) sobre uma variedade M n-
dimensional. Seja

g sen 2 (0}t YZ:, ((:)) se dV = dVgy

f(;t O(beos(r)) dt

f(b) =
J§ sen"2(t)H (bcos(t))dt
S sen=2(1)dt

sedV = dVHT,

H(s) := 0(0—50")" 2[(0 — s0") + (b* — 57)¢""].

Entdo a forma volume dV sobre M é dada por
dV = f(b)dVy,
onde dVy, = +/det(a;j)dx denota a forma volume Riemanniana de .

Demonstracdo. Sabe-se que tomando uma base ortonormal num ponto x com respeito a

oL podemos obter

o= Z(yi)27 B:byla
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onde b = ||Byx||o- Entdo a forma volume dVy, = Godx em x é dado por
Cq = 4/ det (a,'j) =1.

Precisamos achar as integrais

Vol {(y/) e R"F(x,y) < 1 :/ dyz/ dy
) SR () < 1) {F(xy)<1} {on(§)<1)

Considerando a transformagio de coordenadas,  : (s,u®) — (y') dada por:

det(gij)dy = / det(g;;)dy.
/{F(x,y><1} (&) foo(8)<1} (&)
(

1 _ S = a__ ..a
y - bz—sza’ y =u,
onde s = 0% ed=+/Y"_,(y*)?. Entdo
p bo(s)
F=0)(%) = ——=—=a
e

e 0 Jacobiano da transformacéo  é dado por b?(b* — sz)’3/ 2@.. Entdo

bZ
VOZ{ E RH‘F(.X y < 1} /b¢ a<1 madé‘du

_/ 823/2[/a<m6cdu]ds

50
b 2 Jz—2\"
= lVol(S"_z)/ b b” s ds
n b (b —52)3/2 bo(s)

— lVol(S"_z)/b( )0 )/2ds

n b 20(s)"
_l 0 n—2 T sen” ( )
= nV 1(S"9) o d(bcost ))ndt.

Logo,

n—2 ¢
GBH—fo sen 5)
)

sen"2(t)
ﬂ o(bcos(t )”dt

Seja
H(s) := 00— 5¢")"*[(0— s¢') + (b* — 57)0"], (4-2)
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entao
det(gij) = ¢(s)"H (s) det(aij).
Por um argumento similar, temos

OHT = L ¢(S)HH(S)dyl . dy”

Wy J{F(x,y)<1}

b 2 N —)
L vor(sn2) / b b s

no, —b (b2 —s2)3/2

y sen"2(t)H (bcos(t))dt

B Jo sen"=2(t)dt

0
Tendo em conta a proposi¢do anterior, definimos
1 2 -1
nl (55— T n—29
Osn (1) = Lz) / — < d8 (4-3)
r'(%) 0 ¢ (ﬁ cos6>
e
(2 T
Onr(t) == \/_—(12)/ H (t% cos 9> sen"20d®, (4-4)
L(%) Jo

onde
H(s) := 0(0—s0")" %[0 — 50/ + (£ — 57)9"],

e [(t) = [;°x'~le™dx é a fungdo Gama de Euler.

E assim que para uma (o,B)-métrica F = ad(s), s = g,

a forma volume
Busemann-Hausdorff e a forma volume Holmes-Thompson de F sao dadas por

dVEH = oy (||Bl12) dVe € dVET = opr (||Bl|Z) dVa, respectivamente.

Seja o sistema

{ 00 —s¢)""" = 1+ p(s) +5°g(s), “s)

0(0 —s5¢')" 29" = g(s),
onde p(s) e g(s) sdo fun¢des impares C=.

Proposicio 4.4 Seja F = ad(s), s = g, uma (,B)-métrica. Se ¢ é dado por

o(s) = (1 —I—h(s))_Tl, com h(s) fun¢do impar C* arbitrdria, entdo dVEH = dVy. Se ¢
satisfaz (4-5), entdo dVﬁ T = aqvy.
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Demonstragdo. Note que [ h(t% cos(8))sen20d0 = 0 para quaisquer fungio fmpar /(s)

T nlC n—1
/ sen"20d0 = —\/_ (5 )
0 r'(3)
Substituindo ¢(s) = (1 + h(s))%1 em (4-3) obtemos 6y (t) = 1. Da mesma forma, se ¢
satisfaz (4-5), entdo o7 (t) = 1. O

€

NS

Considerando uma imersdo isométrica f : (M",F) — (M™' F), onde
F=0d(s), s = % com a métrica Riemanniana & = \/a;;dx'dx/ e 1-forma B = bidx'.
Entdo a métrica induzida F (ver 2.1) é também uma (o, §)-métrica da forma F = Ocq)(g)
com a métrica Riemanniana o0 =  /aqpy*yP e a 1-forma B = bi(x)y', onde

o_ 9f°

aij(x) = 22y, bi(x) = boz?, == (4-6)

Se ¢ é dado na Proposicdo 4.4, entdo a forma volume Busemann-Hausdorff (ou Holmes-
Thompson) de (M, F) é igual a forma volume da variedade Riemanniana (M, a.).

Dai, temos imediatamente:
Proposiciio 4.5 Seja F = 00(s), s = %, uma (o, B)-métrica, onde ¢ é dado por ¢(s) =
(1 +h(s))%, com h(s) fungdo impar C* arbitrdria (ou ¢ satisfazendo (4-5)), entdo
a BH-forma curvatura média (ou HT-forma curvatura média) 7¢ da subvariedade
(M,F) imersa isometricamente em (M,F) ¢é justamente a forma curvatura média da

subvariedade (M ,Q) imersa isometricamente na variedade Riemanniana (M, Q)

4.3 Minimalidade de um Grafico Definido sobre Hiper-

planos em (V"™ F})

Nesta secdo, estudamos graficos BH-minimo e HT-minimo sobre quaisquer
hiperplanos contendo a origem num espago (o, {3) de Minkowski (V1 F,) com
F,= &q)(%), onde o é a métrica Euclidiana e B sendo uma 1-forma cuja norma b (com
respeito ao @) € constante b = ||B||5-

Dado um hiperplano P contendo a origem, podemos usar uma o base ortonormal
{e1, e2,..., ent1} tal que P = span{ey, ey, ... e, }. Note que B ¢ 1-forma constante.

Denotamos por 6y := La(gﬁ,ey) o angulo entre Bﬁ € ey com respeito a métrica

Euclidiana o e Ay := cos 6y, onde Bﬁ é o vetor dual de B com respeito a o. Entdo F, pode

- XV
Fy = \/8cd¥d50 <M> .

/S pedRtdx™

S€r EXpresso por
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n+l

o

6, :
k_y >
€, P
Figura 4.1: E

Para uma imersdo isométrica f : (M,F) — (V"1 F},) localmente dado por

QI

a métrica induzida F = f*F, tem a forma F = af(5) com a métrica Riemanniana

o= \/a;;y'y’/ e a 1-forma p = b;y’, onde

d
aij( ) =Z; ZJ S'YK, b; = b}VYZ;Y, Z;-Y — a];ly 4-7)

Note que (V”H,I}},) ¢ um espaco de Minkowski, entdo 2-12 € satisfeita. E assim temos

que

7 (z) = o(|IBlI*)y/det (ai)). (4-8)

De aqui em diante, J denotara .7 BH (z) ou .11 (7), 6(t) serd dada por (4-3) ou

(4-4) e ||B||*> = b*d’ kakﬁz - € 0 quadrado da norma de 3 com respeito a .

Teorema 4.6 Seja f: Q — (V"1 F,) uma imersdo isométrica dada por
X=X,

Entdo a forma BH-curvatura média (ou a forma HT-curvatura média) 7#; = Hydx! é

dada por

Hy= {a" [26° o’ (|IB]I) (81 — B™M) (8 — BY)

(||B||
+o(||B]I*)(8™M — B™M)]

26 heAB AT 262 M ([B2) (B — B (8 — B)

2
R RICAL A @9)
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onde
ATi=alZl, BT i=dlZ,|BIP = P MMBT, hy = cos Za(Bey)
o(t) é dada por (4-3) ou (4-4).

Agora estamos em condicdes de estudar gréaficos sobre um dominio conexo £ no

hiperplano P. Neste caso, denotamos as coordenadas de V"+! por (xl, ceey x"“) em vez
de (x!,..., ¥"*1). Defina a Equacio:
¢y (1) := 20 (1) (b — 1) + o(1), (4-10)
para
0<r<b

onde 6(¢) é dado por (4-3) ou (4-4). Observe que
o, (1) = 26" (1) (b* —1) — & (1). (4-11)

Observacdo 4.7 Ao longo deste capitulo assumimos que Qp(t) tem pelo menos um ponto

isolado tal que @y (t) seja nula. Note que @p(t) = 0 é equivalente a dizer que 6(t) = #.

Teorema 4.8 Seja f: Q — (V' I::b) um grdfico sobre um dominio conexo € num

hiperplano P o qual é dado por
FOt ) =X u(xt X)), (4-12)

Entdo a forma BH-curvatura média (ou a forma HT-curvatura média) é dada por

Hy = Hpyy <—Zukdxk+dx"“> , (4-13)
k

onde

Uil j

Hyt = ||B||2WZZ{ (IBIP) (8- 574 )

26204 (IBI) (Mi+ws ) (A +wirh ) fus (4-14)
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comw = A1 — Y Muty. Porisso f é BH-minima (ou HT-minima) se, e somente se,
2 Uil j

Y {on(IBIP) (35— %)

ij 4

2620, (1IBI1?) (x +wW )(x +wW )}uij:o, (4-15)

onde
al/l azu 2 2
u; == E, Ujj := W’ w ::1+;Ml~,
2 2 ®’ Y
wisho-Than, (BP0 (1-32), RamcosZaFea)
k

¢y (1) € definido por (4-10).

Se o grafico fosse definido sobre o hiperplano P o qual € perpendicular ao Eﬁ,
entao Bﬁ estd na direcdo do eixo x"*!. Neste caso, \f =\ =... =X, =0, Ay = 1. 0

Teorema 4.8 reduz-se ao

Teorema 4.9 Seja f: Q — (V"1 ﬁb) um grdfico sobre um dominio conexo € no plano

+1'=0, 0 qual é dado por

Entdo a forma BH-curvatura média (ou a forma HT-curvatura média) é dada por
It = Hpi ( Y ukdxk+dx"+]) com

Hut = S5 sz{cpb IB1) (35— 52 ) + 2604 (IBI T buipe  (4-16)

onde

Ju 0’u o 1
RS WAL (R

é a norma ao quadrado de [ = f*B com respeito a 0. = f*O. @y (t) € definido por (4-10)
com o(t) dado por (4-3) ou (4-4).

u; =

Usando este Teorema, podemos fazer um estudo da curvatura média de uma hipersuper-
ficie gerada pela rotacdo de uma curva plana ao redor do eixo x"! (na direcdo de Bﬁ) e

caracterizar as hipersuperficies BH-minima e HT-minima usando uma EDO.

Teorema 4.10 Seja S uma hipersuperficie de rotacdo em (V"*1, IA'“},), a qual é gerada
pela curva plana (t, 0,..., 0, f(t)), comt € (0, ) ao redor do eixo X" (a direcdo de



4.3. Minimalidade de um Gréfico Definido sobre Hiperplanos em (V"*! ,f;,) 53

Eﬁ ). Entdo a forma BH-curvatura média (ou HT-curvatura média) é dada por

o
At = Hysi <Tf zk:xkdxk+dx"+l)> , com t= ) (x)2,

i

onde

_ 1 2 /" n_1,
Hy _G(||B||2)(1+f/2) {(pb(HBH ) [1+f/2 + t f:|

VPRI i i
2205 1BIP) L e |- @17)
Por isso, f é BH-minima ou HT-minima se, e somente se,
NI L U B 2" _
OnIBI) | L+ |+ B e =0, 1)

onde ||B||* = 1Jrf,z,(p;,( ) € definida por (4-10), com 6(t) dada por (4-3) ou (4-4).

Demonstracdo. Uma hipersuperficie de rotagdo S pode ser expresso por

u(x,. . 2 :f(\/(x1)2+...+(x”)2>.

Denotemos por ¢ = 1/ (x1)2+... 4 (x")2, dai, usando a Regra da Cadeia, temos

as seguintes identidades:

o a _f/xi ) f/ _tfll_f/ i f i
w gt =S5 g (5) b L

Também precisamos dos seguintes resultados

Zuiizz<tf”t3_fl(xi)2+£) — "y (”_Df/’ (4-19)

t t

1/ xi 2
Zuzuﬂ/lu f ((tf i f)z( ) (xj)z‘f'f,Z( ) )ZfIZ //’ (4-20)

1 o ~ 1

w? = 1+f’2. (4-21)
Substituindo as tltimas igualdades na equacao (4-16) temos o que queriamos. 0

Resolvamos a equacao diferencial (4-18).
Se f' =0, entdo S é parte de um plano, o qual ndo é de nosso interesse. Assim,

podemos supor que f* # 0 em algum ponto (por conseguinte f* # 0 numa vizinhanga).
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Seja g = f'>. Multiplicando (4-18) por 2f’, conseguimos:

207 o a2 (1BIP) 55

o ([IBI1%) . (1+g)

=0, (4-22)

onde
b
2 —_—
IBI? = =

CASO 1 Se @(t) =0, usando a observagﬁo feita em 4.7 temos que existe
fo tal que @p(t9) =0e

a qual implica

0 que nos da

com C’ uma constante qualquer.
CASO 2 Se ¢, # 0, fazendo

s = _&
1+g’
J — g/
(1+g)%
obtemos s’+2(n—1) +2b2%(b2s> o
s op(b%s)"
Logo,
[(pi(bzs)s]' 2(n—1)
S/ |:2—b2 = — : . (4-23)
S(Pb< 5)

Denote I, (s) = M , assim (4-22) pode ser reescrito como

Q7 (b%s)
g g 2(n—1)
I —_ . 4-24

b(1+g> (1+¢)? t (24
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Integrando (4-24) obtemos

el () e
8

1
b2 g 1 @D
=C |7 [ —= ) —=— 4-26

{(pb<1+g>1+g] ’ (420

onde C € constante positiva.

Considere ® := ffg € (0,1). Entdo r pode ser parametrizado em fun¢io de m ja
que estamos supondo f’ # 0 em alguns pontos, entdo existe um intervalo aberto I € (0, 1)
tal que podemos ter #(®) injetiva.

Como g = f2, obtemos

Flo) =+ / 1 /%dt(m). (4-27)

Usando integragdo por partes obtemos

flo) =0,/ 2 [oPo)o] T

+=C .
- (0)2(1 - )32 [ (P*e)0] T do. (4-28)
Teorema 4.11 Seja S uma hipersuperficie de rotacdo em (V"*1, ﬁb), a qual é gerada
por uma curva plana (t, 0,..., 0, f(t)) comt € (0, %) ao redor do eixo x"*! (a direcdo
de Bﬁ ). Suponha que S ndo é parte de um hiperplano. Entdo S é uma hipersuperficie
BH-minima ou HT-minima se, e somente se, em uma vizinhanga onde ' # 0, f pode ser

determinado por

(i) areta

) !
=+ t+C 4-2
f=ty ot +C (4-29)

para qualquer ponto ty € (0, b?), tal que @y(ty) = 0, onde C' é uma constante
arbitrdria,

(ii) a curva

t(w) =C [(plz7 (b*o) w| 21 (4-30)

— iC/(co)l/z(l—co)3/2 [cpg(bzm)m}‘ﬁ do, 4-31)
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14r
1.2}

1}
0.8}
06}
04t
0.2}
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Pl I
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06 |
0.8 |
o
1.2}

A4 i - A}
0 5 10 15

Figura 4.2: Catendria (b=0, C=0.25

onde ® €1 C (0,1) é o pardametro, I é um intervalo aberto tal que a parametrizacdo
(4-30) é injetiva, C > 0 é uma constante arbitrdria e Qp(t) é definido por (4-10) com
6(t) dado por (4-3) ou (4-4).

Observacao 4.12 Quando b =0, e n = 2 temos:

(o) = C(w)~/2, (4-32)
1 +C 1

flo)==£C -0 2 u)(l—oa)3/2d

, (4-33)

~1/2

fazendo s = (®) obtemos a equagdo da catendria

(Ct, 0, £Ccosh™1(r)).

2z

A superficie minima gerada pela curva (4-30) e (4-31) é o catenoide num espago

Euclidiano como se mostra na figura 4.2.

4.4 Superficies de Rotacdo Minimas no Espaco de

Randers

Sabe-se que pela proposi¢ao 2.18, superficies HT-minimas num espaco de Min-
kowski do tipo Randers sdo as mesmas superficies minimas em um espago Euclidiano.
Entdo daqui em diante consideramos a minimalidade com a forma volume de Busemann-
Hausdorft.

Obtemos de (4-10) que

1

op(1) = (1—1)2 (1-3b>+21).
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Por isso
0p(b?0) = (1 —b*®)'/?(1 —3b% +-2b°w). (4-34)

No caso de superficies (n = 2), (4-30) e (4-31) tornam-se:

H(®) =C oy (P0)| o2, (4-35)
+C _
1) == es(b*0) 1
—%C (m)—1(1—m)—3/2\cpb(bzm)\‘ldm, (4-36)

onde @, (h>®) é dado por (4-34).

Agora precisamos encontrar os intervalos I € (0, 1) onde a parametrizagao 7(®)
seja injetiva.

Defina

24302 — V12— 122+ 9b* 3 -1

oo (D) : 2 :

Podemos verificar que ®o(b) < ®1(b), quando \% < b < 1. De donde segue que a
parametrizacdo (4-35) tem que ser injetiva. Com isso, obtemos o seguinte lema.

Lema 4.13 Pela monotonia da parametrizacdo (4-34), obtemos

Caso (i) se 0 < b < %, entdo @p(b*®) > 0 e t(w) é estritamente decrescente para
oe (0,1).

Caso (ii) se \% < b < 1, temos os seguintes casos:

(a) Se ® € (0,00(b)), entdo @p(b*®) < 0 e t(w) € estritamente decrescente;
(b) Se w € (wo(b), (b)), entdo @p(b>®) < 0 e t(®) é estritamente crescente;
(c) Se ® € (w(b),1), entdo ¢p(b*®) > 0 e t(®) é estritamente decrescente.

Demonstragdo. Caso (i) Se 0 < b < %, entio de (4-34) temos @p(h*’®) > 0. Derivando

(4-34) temos:

dop(b?
—(P”;m ®) _ %(1 — b)) 6 (1 4 12— 2b%). (4-37)

2
Dai temos que % > 0. Entdo da Equacdo (4-35) temos que 7(®) é estrita-

mente decrescente para ® € (0, 1).

Caso (i)
2
Se \% < b < 1, entdo da Equacdo (4-34), temos que W > 0 quando
o € (01(b),1) e ¢p(h*®) < 0 quando ® € (0,0 (b)).

Caso (a) e (b)
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Se ® € (0,0;(D)), entdo t(®) = —C(pb(bz(;))*l(n%l. Derivando #(®) e usando
(4-37) temos

doy(b*o)
do

dt(m) :gco‘3/2(pljz(b2(o) 2

2
do 2 +op(b70)

—— gm3/2<p,;2(b2co)(1 — b*o) " ?[8b*@? — 207 (24 3b*) 0 + 367 — 1].

Depois de um cdlculo simples obtemos a seguinte igualdade

8b*w? —2b%(2+3b*) 0+ 3% — 1

24 3b%+12 —12b% + 9%

= 8p* 7 — 0)] (wo(b) — ).

Desde que

2+3b%+12 — 1262 +9p4 - 2+ 6b>
8h2 8h2

concluimos que % < 0 quando € (0,m0(d)) e % > 0 quando ® € (wo(b),;(D)).

> 1> o,

Caso (iic)
Se ® € (w;(b), 1), entdo @p(b*®) > 0, similar ao caso (i), @p(b*®) é estritamente
crescente por (4-37). Por isso #(®) é estritamente decrescente por (4-35). ]

Agora, mostramos explicitamente a Equacao (4-36), para isso precisamos calcu-

lar:
do

/w(l—m)%(l—bzm)iyl—3b2+2b2my'

_[1-Po
=\ 1 e

Observe que u é crescente para ® € (0, 1), e ademais u € (1,+o0). Entdo a Equagéo (4-38)

z

(4-38)

Seja

c
) (bz _‘u2)2
T At 39
Denotemos
o 2 (bZ _‘u2>2
W)= = | G 40
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Observe que se b # %, entdo:

(b — %) AL 1
(1—-p2)(30% =) (2+3b2—12\/§b) <u—\/§b p+ \/§b)

N 1_1b4+b2 11
2 2302—1)\u—1 u+1)’

1

eseb:%,
(b? — 1?)? _5( 1 )+1( 1 N 1 )+1
(1=p2)B0?—p?) 9\pu—1 p+1) 9\ (u—12 (u+1)?2)
Dai determos o seguinte Lema:
Lema 4.14
9 1
SU— +3 log) , seb=—x,
b= D - v (4-41)
(17172)2 |:,U— 173b2Qb( ) ) seb% 77
onde
203 |\u—+/3b| (1-0%)? ,u—l‘
=——=1Io — lo .

Podemos usar o Teorema 4.11 para dar uma expressdao explicita para uma

superficie de rotacdo BH-minima completa “forward” a qual foi obtido em [18].

Teorema 4.15 Seja S wuma superficie de rotacdo completa “forward” em
(V3, F,=0+P), a qual é gerada pela curva plana (t, 0, f(t)), com t € (0,00) ro-
tacionado ao redor do eixo x> na direcdo de Bﬁ. Suponha que S ndo é um plano, entdo S

é BH-minima se, e somente se, f(t) pode ser determinada por

(i) Se0<b < \[,entdo
t(0) = C (op(b*)) &7, (4-42)
+C »2 —1_£I ( 1—b2m) bod ]
Flo)={ Vo (Qp(bP@) =5l | /775" | +C sewe (4-43)
C, se®=1

com o pardmetro ® € I = (0,1).
(ii) Se % < b < 1, entdo a curva (1,0, f(t)) é dada por (4-42) e (4-43) com pard-

metro ® € I = 3bb§1,1

/ V32 —1
>3b

Nos dois casos, C > 0 e C' sdo constantes arbitrdrias. ¢,(b*®) e I,(u) sdo dados

) . Neste caso, a norma do vetor velocidade da curva é

por (4-34) e (4-41), respectivamente. As curvas sdo simétricas com respeito x> = C' e
€ [C(1—b) 73, o), f € (—o0,+0).
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Antes de demonstrarmos o Teorema 4.15, facamos a seguinte observacao.

Observacdo 4.16 No caso (ii) (0 € (®1(b),1)) em [18] os autores (Keti e Marcelo)
expressam a superficie de rotacdo como sendo f(t,v) = (f(t)cosv, f(t)sen v, t), com

t>0eve Sl, e concluem que (ver Teorema I de [18])

‘df(f)
dt

- V1—b2
V32 -1

Neste mesmo trabalho a superficie de rotacdo pode ser expressa como
f(t,v) = (tcosv, tsen v, f(t)) comt>0evcS'. Do Teorema 4.15 temos que

B ® o (b)  V3bh?—1
“Vico \V1T—e®) viep

Agora facamos a demonstracdo do Teorema 4.15.

af
dt

Demonstracao.
Caso (i)
Se0<h< %, sabe-se pelo Lema 4.13 que (pb(bzco) > 0, portanto

1) = C(gp(b*0)) o2

€

o) = =S o) - (|2 ) el e
com C’_ constantes.
Denotemos #op = C(1 — bz)_%. Entdo,

Jim 1(0) = lim C(1- b w)~2(1-3b* +20%w) o !/? (4-45)
=C(1-b%)3? =y (4-46)

€
lim #(®) = +oo. (4-47)

w—0t

O que sugere que 7(®) € (fy, +oo) para ® € (0,1). Ademais podemos verificar que

tlLTof(t) = lim f(®)=+oo

0—0t
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e de (4-27) temos que
lim £(t) = lim f(w)=Cl,

t—>t0+ 0—1-

esta ultima igualdade € obtida j4 que o intervalo de integracdo de (4-27) ¢é
(ty,t), comt >1t,. Para obter uma superficie completa “forward”, supomos que
C!, =" =: (' e agregamos este ponto quando ® = 1.

Na prova do Teorema 4.11 denotamos ® = é;g com g = (f'(t))?, entdo

df ()]

— =44/ ——=Fccemw=1

dt l-® ’
o que nos diz que a curva f(z) é suave em ® = 1. A completude “forward” desta superficie
foi provado no Teorema 11 em [18] que assegura a unicidade a menos de homotetia de
uma superficie de rotagio no espaco de Randers (V3,F ), para0 < b < \% A 1déia que
usam os autores em [18] € usar a Observagao 1.19.

Caso (i)
1
Se 7 < b < 1. Defina
0 (b) o (D)
Ni(b —_— Ny = ————.
1(P) 1—o(b)’ 2 1— (D)
Temos que
3p2—1 24362 /12— 12b2 +9b*
N1 (b) = VR Nz(b) = .
1-b 562 —2++/12 —12b% +9b*

Sabe-se que se 0y (b) < ®;(b), temos que N2(b) < Ni(b). Pelo Lema 4.13, dividimos o

caso (ii) em trés subcasos:
(a) Se ® € (0,m0(b)), entdo

— -2 c(0,M(b)).

1—-o

af
dt

Pela Proposicao 13 em [18] esta superficie ndo é completa “forward”.
(b) Se € (mwp(b), (b)), entdo

af
dt

= %) € (N2(b),Ny(b)).

Esta superficie nao é completa “forward” pela Proposi¢cdo 13 em [18].



4.4. Superficies de Rotagdo Minimas no Espaco de Randers 62

Figura4.3:»=02,C=1,C =0.

(c) Se @ € (w;(b), 1), entdo temos do Lema 4.13, que @p(b*®) > 0. Por isso temos
t =t(w) é dado por (4-42). Note que

1-h%o 1 —b2m,(b)
VTS0 T\ Tm o) va

Assim, por (4-36) (4-38) (4-39) e (4-40), podemos expressar a curva como em
(4-42) e (4-44). Também podemos verificar em (4-42) que

lim (@) = 19, e lim #(®) = oo, (4-48)

o—1- o—o;(b)T

Por isso 1(®) € (fp,+oo) para ® € (0;(b),1). Ademais, pode-se verificar que

lim f(t)= lim _f()= oo,

f—toeo o—o;(b)
lim f(t) = lim f(®)=C,.
tﬂta' 0—1-
Para obter uma superficie completa “forward”, supomos que C, = C_ =:C' e

agregamos este ponto quando ® = 1. A completitude “forward” desta superficie

€ provado no Teorema 12 em [18].

A simetria com respeito a x> =’ é obvia devido a forma de (4-42) e (4-44). Ademais
provamos que ¢ € [(C(1 —bz)_%,+oo), f € (—o0,+00). O

Nas figuras 4.3, 4.4 e 4.5 mostramos as curvas geratrizes para alguns valores de
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Figurad4: b=1/\/3,C=1,C" =0.

Figurad4.5: b=4/5C=1,C" =0.
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