..! Universidade Federal de Goias AAA
"9

) L . . A A
Instituto de Matematica e Estatistica y ¥V N

Programa de Mestrado Profissional em
UFG PROFMAT

Matematica em Rede Nacional

Solidos Arquimedianos:
Uma abordagem construtiva e investigativa em
oficina presencial e uma exploracao de classes
de sélidos via software Poly em oficina remota
com uma proposta de uso no Ensino Médio

Patricia Barcelos de Oliveira Freitas

Goiania
2020



12/02/2021 SEI/UFG - 1871857 - Termo de Ciéncia e de Autorizagao (TECA)

'Y |
‘..‘
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZAGAO (TECA) PARA DISPONIBILIZAR VERSOES ELETRONICAS DE
TESES

E DISSERTACOES NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goias (UFG) a
disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Dissertagdes (BDTD/UFG),
regulamentada pela Resolugdo CEPEC n2 832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com
a Lei 9.610/98, o documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impressio e/ou
download, a titulo de divulgagdo da produgdo cientifica brasileira, a partir desta data.

O conteldo das Teses e Dissertagdes disponibilizado na BDTD/UFG é de responsabilidade
exclusiva do autor. Ao encaminhar o produto final, o autor(a) e o(a) orientador(a) firmam o compromisso de
que o trabalho ndo contém nenhuma violagdo de quaisquer direitos autorais ou outro direito de terceiros.

1. Identificagdo do material bibliografico

[x] Dissertagdo [ ]1Tese

2. Nome completo do autor
Patricia Barcelos de Oliveira Freitas
3. Titulo do trabalho

Sélidos Arquimedianos: Uma abordagem construtiva e investigativa em oficina presencial e uma exploragdo
de classes de sdlidos via software Poly em oficina remota com uma proposta de uso no Ensino Médio.

4. Informagdes de acesso ao documento (este campo deve ser preenchido pelo orientador)
Concorda com a liberagdo total do documento [ X ] SIM [ 1NAO'

[1] Neste caso o documento serd embargado por até um ano a partir da data de defesa. Apds esse periodo, a
possivel disponibilizagdo ocorrera apenas mediante:
a) consulta ao(a) autor(a) e ao(a) orientador(a);
b) novo Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA) assinado e inserido no arquivo da tese ou dissertagdo.
O documento ndo sera disponibilizado durante o periodo de embargo.
Casos de embargo:
- Solicitagdo de registro de patente;
- Submissdo de artigo em revista cientifica;
- Publicagdo como capitulo de livro;
- Publicagdo da dissertagdo/tese em livro.
Obs. Este termo devera ser assinado no SEl pelo orientador e pelo autor.

eil Documento assinado eletronicamente por Marcelo Almeida De Souza, Professor do Magistério
:zim.-u.'a E Superior, em 11/02/2021, as 09:02, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, §
eletrnica 19, do Decreto n2 8.539, de 8 de outubro de 2015.

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=2022583&infra_sistema=1000... ~ 1/2

12/02/2021 SEINUFG - 1671857 - Termo de Ciéncia e de Autorizacdo (TECA)

Documento assinado eletronicamente por PATRICIA BARCELOS DE OLIVEIRA FREITAS, Discente, em
12/02/2021, as 14:16, conforme horéario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto
n2 8.539, de 8 de outubro de 2015,

il
SEE ¢
(]
assinatura
eletrénica

A autenticidade deste documento pode ser conferida no site
n https://sei.ufg.br/sei/controlador externo.php?acao=documento conferir&id orgao acesso externo=0
¥ informando o codigo verificador 1871857 e o cadigo CRC 558BC766.

Referéncia: Processo n2 23070.057312/2020-19 SEl ne 1871857



) L . . A A
Instituto de Matematica e Estatistica y ¥V N

PROFMAT

..! Universidade Federal de Goias AAA
"9

U F G Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional

Patricia Barcelos de Oliveira Freitas

Solidos Arquimedianos:
Uma abordagem construtiva e investigativa em
oficina presencial e uma exploracao de classes
de so6lidos via software Poly em oficina remota
com uma proposta de uso no Ensino Médio

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao Ins-
tituto de Mateméatica e Estatistica da Universidade
Federal de Goias, como parte dos requisitos para
obtencao do grau de Mestre em Matemaética.

Area de Concentracio: Matematica do Ensino Bésico
Orientador: Prof. Dr. Marcelo Almeida de Souza

Goiania,
2020



Ficha de identificac&o da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracédo Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Barcelos de Oliviera Freitas, Patricia

Solidos Arquimedianos: Uma abordagem construtiva e investigativa
em oficina presencial e uma exploragdo de classes de solidos via
software Poly em oficina remota com uma proposta de uso no Ensino
Meédio. [manuscrito] : Solidos Arquimedianos / Patricia Barcelos de
Oliviera Freitas. - 2020.

iv, B9 f.o il

COrientador: Prof. Dr. Marcelo Almeida de Souza.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto
de Matematica e Estatistica (IME), PROFMAT - Programa de Pas
graduacdo em Matematica em Rede Nacional - Sociedade Brasileira
de Matematica (RG), Goidnia, 2020.

Bibliografia.

Inclui lista de figuras, lista de tabelas.

1. Geometria Espacial. 2. Platdnicos. 3. Arquimedianos. 4. Software
Poly_ 1. Almeida de Souza, Marcelo , orient. Il Titulo.

CDU 51




12/02/2021 SEI/UFG - 1751939 - Ata de Defesa de Dissertagdo

UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
ATA DE DEFESA DE DISSERTACAO

Ata n°® 19 da sess@o de Defesa de Dissertagdo de Patricia Barcelos de Oliveira Freitas, que confere o titulo de
Mestra em Matematica, na area de concentra¢do em Ensino de Matematica.

Aos vinte e trés dia do més de dezembro de dois mil e vinte, a partir das 15 horas, por meio de videoconferéncia
devido a pandemia covid-19, realizou-se a sessdo publica de Defesa de Dissertagdo intitulada *“Sélidos
Arquimedianos: Uma abordagem construtiva e investigativa em oficina presencial e uma exploracdo de
classes de sélidos via software Poly em oficina remota com uma proposta de uso no Ensino Médio ”. Os
trabalhos foram instalados pelo Orientador, Professor Doutor Marcelo Almeida de Souza — (IME/UFG) com a
participacdo dos demais membros da Banca Examinadora: Professor Doutor Romildo da Silva Pina —
(IME/UFG) e o membro titular externo o Professor Doutor Marcio Lemes de Sousa(CUA-UFMT). Durante a
arguicdo os membros da banca néo fizeram sugestdo de alteracdo do titulo do trabalho. A Banca Examinadora
reuniu-se em sessdo secreta a fim de concluir o julgamento da Dissertagdo, tendo
sida a candidata aprovada pelos seus membros. Proclamados os resultados pelo Professor Doutor Marcelo
Almeida de Souza, Presidente da Banca Examinadora, foram encerrados os trabalhos e, para constar, lavrou-se a
presente ata que € assinada pelos Membros da Banca Examinadora, aos vinte e trés dia do més de dezembro de
dois mil e vinte.

TITULO SUGERIDO PELA BANCA

—y
eil Documento assinado eletronicamente por Marcelo Almeida De Souza, Professor do Magistério
;?s'imm:a f?_l’ Superior, em 09/01/2021, as 10:52, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, §
| eletrénica 19, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

—y
eil Documento assinado eletronicamente por Romildo Da Silva Pina, Professor do Magistério Superior, em
;?s'imm:a f?_l’ 09/01/2021, as 11:24, conforme horério oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto

| eletronica n2 8.539, de 8 de outubro de 2015.

-
Documento assinado eletronicamente por Marcio Lemes de Sousa, Usuario Externo, em 11/02/2021, as

pr
seil eoncamente b
. f?_l’ 16:42, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8

assinatura

| eletrénica de outubro de 2015.

A autenticidade deste documento pode ser conferida no site
am https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_web&acao_origem=arvore_visualizar&id_documento=1892319&infra_sistema=1000...  1/2



Dedico este trabalho ao meu esposo Néliton Carlos, ao
meu filho Lucas e a todos meus familiares, principal-
mente aos meus pais e meus sogros pelo incentivo, apoio,
amor e paciéncia que tiveram comigo.



Agradecimentos

Em primeiro lugar, agradeco a Deus, pela minha vida, e por me permitir ultrapassar
todos os obstaculos encontrados ao longo da realizacao deste trabalho.

Ao meu esposo Néliton e meu filho Lucas, que me incentivaram nos momentos dificeis
e compreenderam a minha auséncia enquanto eu me dedicava a realizacao deste trabalho.

Aos pais Sebastiao e Luisa, aos meus sogros Valdir Carlos e Divina, que sempre esti-
veram ao meu lado, pelo amor incondicional e pelo apoio demonstrado ao longo de todo
o periodo de tempo em que me dediquei a este trabalho.

Ao meu orientador, professor Dr. Marcelo Almeida de Souza, por todos os conselhos,
pela ajuda e paciéncia com a qual guiaram o meu aprendizado.

Aos meus colegas de curso, em especial as minhas amigas Suzany e Gabriella com
quem convivi intensamente durante os ultimos anos, pelo companheirismo e pela troca de
experiéncias que me permitiram crescer nao s6 como pessoa, mas também como formando.

Aos professores, pelas correcoes e ensinamentos que me permitiram apresentar um
melhor desempenho no meu processo de formacao profissional ao longo do curso.

A coordenacio e equipe do Programa de Mestrado Profissional em Mateméatica em
Rede Nacional da UFG, pela ajuda e assisténcia.

Enfim, a todos que participaram, direta ou indiretamente do desenvolvimento deste
trabalho de pesquisa, enriquecendo o meu processo de aprendizado.



"Mesmo que nao sejas gedmetra lhe convido a apreciar
a arte e a beleza da Geometria”

Patricia Freitas



Resumo

Esta dissertacao se baseia no estudo de ensino da Geometria Espacial na qual re-
presenta variadas situacoes do nosso mundo tridimensional. Muitas pessoas apresentam
dificuldades em lidar com a figura plana desenhada em um livro plano e por isso a difi-
culdade em compreendé-la e relaciona-la ao objeto tridimensional concreto.

Pensando nesse contexto, apresentamos neste trabalho um estudo sobre os soélidos
platonicos (regulares e convexos) e arquimedianos (semiregulares) obtidos por truncatu-
ras, snubificacao e expansao. Com isso, relembramos os conceitos do ntimero de arestas,
faces e vértices, e a relacdo de Euler entre o ntimero de seus elementos V — A + F' = 2.

Complementando o estudo, mostramos um breve tutorial sobre o software Poly, um
auxiliar em aula online e relatamos experiéncias de uma turma do 2 © ano do ensino médio
na construcgao desses soélidos. Tivemos depoimentos de alunos que através da manipulacao
concreta dos solidos e o uso do Poly, passaram a achéa-los belos, coloridos e que facilitou
a aprendizagem deles.

Assim concluiu-se que os solidos arquimedianos podem ser resgatados e utilizados
como objeto facilitador do ensino e aprendizagem da Geometria.

Palavras-chave: Geometria Espacial, Solidos platonicos, Sélidos arquimedianos, Soft-
ware Poly.



Abstract

This dissertation is based on the study of teaching spatial geometry in which it repre-
sents various situations in our three-dimensional world. Many people have difficulties in
dealing with the flat figure drawn on a flat book and therefore the difficulty in unders-
tanding it and relating it to the concrete three-dimensional object.

Thinking in this context, we present in this work a study on the Platonic (regular and
convex) and Archimedean (semi-regular) solids obtained by truncation, snubification and
expansion. With that, we recall the concepts of the number of edges, faces and vertices,
and the relationship of Euler between the number of its elements V' — A + F = 2.

Complementing the study, we show a brief tutorial on the Poly software, an assistant
in online class and report the experiences of a class of the 2nd year of high school in the
construction of these solids. We had testimonials from students who, through the concrete
handling of solids and the use of Poly, started to find them beautiful, colorful and which
facilitated their learning.

Thus it was concluded that the Archimedean solids can be recovered and used as an
object that facilitates the teaching and learning of Geometry.

Key words: Spatial geometry, Platonic solids, Archimedean solids, Poly Software .
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Introducao

A geometria, ao longo da jornada escolar quando trabalhada é de forma gradativa
passando da plana para a espacial, e especialmente em turmas do 2° ano do Ensino Médio
h& uma presenca significativa da geometria espacial. Muitas pessoas apresentam dificul-
dades em lidar com a figura plana desenhada em um livro plano e por isso a dificuldade

em compreendé-la e relaciona-la ao objeto tridimensional concreto.

Embora o mais comum seja ensinar a estes alunos somente os Soélidos Platonicos por
serem poliedros regulares convexos com mais facilidade para sua compreensao, ha outros
tipos de solidos que utilizamos e nao sabemos sua origem e nem mesmo seu nome, por
exemplo a bola de futebol, é composta de dois tipos de poligonos regulares, o pentagonos
e hexagonos, esta formacao nao se encaixa na definicao dos Soélidos Platonicos, ficando ai
uma duavida, que tipo de sélido a bola de futebol se assemelha? E um ponto negativo é
que algumas respostas aos alunos na maioria das vezes sao vazias, devido a formagao ou

a inseguranca de alguns professores.

Observando a grande dificuldade dos alunos de uma turma do 2° ano do Ensino Médio
com a geometria espacial, e para responder a questoes sobre outros tipos de sélidos, foi
sugerido pelos proprios alunos aulas dindmicas para a construgao dos solidos geométricos,
utilizando papeis coloridos, palitos de churrasco, cola quente e tintas de diversas cores
para um visual alegre e chamativo. Aproveitando a oportunidade, desenvolvemos um es-
tudo prévio sobre a histéria dos Solidos de Platao e Solidos de Arquimedes. Além disso
estudamos o software Poly, para aulas interativas e incentivando da exploracao de certos
conceitos mateméticos, com isso a visualizacao de entes da geometria podem tornar-se

muito mais simples.

No Capitulo 1, apresentamos os Solidos Platonicos, um pouco da historia de Platao, a
definicao de poliedro e as classificagoes de acordo com propriedades exigidas. Provamos
a existéncia de cinco e apenas cinco Solidos Platonicos. Estudamos a Caracteristica de
Euler-Poincaré para superficies e com a utilizacao do Teorema de Gauss-Bonnet analisa-

mos a soma dos angulos internos de um triangulo.

No Capitulo 2, estudamos um pouco da historia de Arquimedes e seus solidos, apre-
sentamos sua construcao através de truncatura, snubificacdo e expansao, provamos a

existéncia de apenas treze desses solidos.

No Capitulo 3, exploramos classes de solidos com o auxilio do Software Poly através de

um breve tutorial. Para que os professores possam conhecé-lo, tendo um primeiro contato



no qual o software traz um catalogo de superficies com propriedades interessantes e de

facil manuseio.

Finalmente no Capitulo 4, mostramos as aplicacoes em sala de aula onde construimos
com papel cartao os Solidos de Platao e Arquimedes e apresentamos aos alunos o software
Poly.



1 Soélidos Platénicos

Neste capitulo apresentamos os Solidos Platonicos, um pouco da histéria de Platao, a
definicao de poliedro e as classificagoes de acordo com propriedades exigidas. Provamos
a existéncia de cinco e apenas cinco Solidos Platonicos. Estudamos a Caracteristica de
Euler-Poincaré para superficies e com a utilizacao do Teorema de Gauss-Bonnet analisa-

mos a soma dos angulos internos de um triangulo.

1.1 Um pouco da histéria de Platao

Nesta secao veremos um pouco da historia de Platao, sua vida, suas descobertas e
influéncia na mateméatica. Segundo EVES [6], Platdao, nasceu em Atenas por volta de
427 —428a.C'. e morreu em 348a.C., que tinha como nome verdadeiro Aristocles, chamado
de Platao devido ao seu porte fisico, com ombros largos, gostando deste apelido, apresen-
tava—se somente por Platao, foi discipulo de Socrates, estudou filosofia, onde agucou seu

interesse em aprender, saindo em busca de novas aventura.

Platao opds-se a democracia ateniense e abandonou sua terra. Viajou para Megara,
onde estudou geometria, foi ao Egito, onde dedicou-se & Astronomia, em Cyrene (Norte da
Africa) dedicou-se & matematica, em Crotona (Sul da Italia) reuniu-se com os discipulos

de Pitagoras.

Fundou por volta de 387 a.C. a Academia, onde seus membros nao eram estudantes no
sentido moderno da palavra, pois aos jovens juntavam-se também ancioes, provavelmente
todos deviam contribuir para o financiamento das despesas; ademais, o objetivo tultimo
da Academia era o saber pelo seu valor ético-politico. Grandes filésofos e matematicos
dedicaram a vida ao estudo da geometria. Enquanto a escola pitagorica, por exemplo,
tinha como lema "Tudo sdo nimeros" a escola de Platdo (a Academia) tinha escrito

sobre a porta: "Nao entre aqui ninguém que nao seja geémetra’.

Durante duas décadas, Platdao assumiu suas funcoes na Academia e escreveu, nesse
) ?
periodo, os didlogos chamados "Da Maturidade": Fédon, Fedro, Banquete, Menexéno,

Eutidemo, Crdtilo; comecou também a redacao de A Republica.



Figura 1: Estatua de Platdo, em Atenas, Grécia. Foto: markara / Shutterstock.com

A historia dos poliedros regulares é confusa, nao se sabe exatamente, a partir de que

ano, os cincos poliedros regulares ficaram conhecidos.

Muitos associam a Platao, mas o que se sabe é que Platao apenas mostra como

construi-los reunindo, tridngulos, quadrados e pentagonos para firmar suas faces.

dos Solidos Platoni

Figura 2: S6lidos moldados em pedra
Fonte: Eves [4]

Também ha relatos que em seu livro Timeu, Platao faz citacoes sobre esses poliedros
e, por este motivo, receberam esse nome de Poliedros Platénicos. Embora seja atribuido
a periodos anteriores a Escola de Pitagoras, mesmo sabendo que o objetivo mais antigo

com a forma de dodecaedro é atribuido a periodos antes de Pitagoras.

No espago s6 existem cinco poliedros regulares, segundo EVES [6]: o tetraedro, o oc-
taedro, o icosaedro e o cubo, comparando-os com fogo, ar, dgua e terra. Contornava-se a
dificuldade em explicar o quinto s6lido, o dodecaedro, associando-o ao Universo que nos

cerca.

Estes nao sao apenas os poliedros regulares, mas sim aqueles que sao convexos, tém o
mesmo nimero de lados em todas as faces, em todos os vértices chegam o mesmo nimero

de arestas e satisfaz a relacao de Euler.



Johann Kepler (1571-1630), mestre da astronomia, matematico e numerologista, deu
uma explicacao engenhosa para as associacoes de Timeu. Intuitivamente ele assumiu que,
desses solidos, o tetraedro abarca o menor volume para sua superficie fechada, sendo o

icosaedro o que tem o maior volume.

Agora, essas relacoes volume-superficie sao qualidades de secura e umidade, respecti-
vamente, e como o fogo é o mais seco dos quatro elementos e a 4gua o mais imido, assim
o tetraedro deve representar o fogo e o icosaedro a agua. Associa-se o cubo com a terra,

devido & sua estabilidade.

O octaedro, pode rodopiar facilmente quando segurando dois de seus vértices opostos
com apenas dois dedos (o indicador e o polegar), tendo assim a estabilidade do ar. Enfim,
o dodecaedro foi associado com o Universo, devido o dodecaedro ter doze faces e serem

doze os signos do zodiaco.

i, g o ¥
W .

Figura 3: Cubo / hexaedro: Elemento terra.

Figura 4: Tetraedro: Elemento fogo



Figura 5: Octaedro: Elemento ar

Figura 7: Dodecaedro: Universo



1.2 Poliedros

Veremos neste capitulo defini¢oes de poliedros, estudos dos seus elementos, classifica-

¢oes em poliedros convexos e nao convexos onde poderemos nomeé-los.

1.2.1 Defini¢ao de poliedro

Apresentaremos nesta secao a definicao de poliedros. Em geometria elementar, o
poliedro (poliedro ou poliedros plurais) é um so6lido em trés dimensoées, tem largura, com-
primento e altura, e na geometria de coordenadas, num sistema cartesiano as trés arestas

que partem de um mesmo vértice podem ser relacionadas com os eixos dos "X", "Y" "Z".

Figura 8: Poliedro (hexaedro) em trés dimensoes

A palavra poliedro vem do grego classico, o poly- ("muitas") + -hedra ("faces").
Falando em poligonos, o que vem a ser poligono, e poligono convexo?

Definicao 1.1: Poligonos sao figuras geométricas planas compostas apenas por uma li-

nha fechada, que, por sua vez, é formada apenas por segmentos de reta.

Definicao 1.2: Um conjunto convero é um conjunto com a seguinte propriedade: se dois
quaisquer pontos estao no conjunto, entao o segmento que os une também esta contido

nesse conjunto.

Observe a Figura 9, ela apresenta um conjunto convexo pois contém todos os segmen-

tos que unem quaisquer dois pontos desse conjunto.
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Figura 9: Conjunto convexo

A Figura 10 nos mostra que a regiao delimitada por uma estrela, nao ¢ um conjunto
convexo pois nele existem pelo menos dois pontos (por exemplo, os pontos A e B) tais
que o segmento que os une nao esta totalmente contido no conjunto, assim o conjunto é

nao-convexo.

Figura 10: Conjunto nao-convexo

Poligonos sao ditos converos quando qualquer segmento de reta que possui extremi-

dades em seu interior esta totalmente contido na regiao delimitada pelo poligono.

Agora apresentaremos a definicao de um tipo de poliedro, a piramide, segundo o autor

I5].

Definicao 1.3: Pirdmide ¢ um solido geométrico formado pela reuniao dos segmentos de
reta com uma extremidade em um ponto fixo V', vértice, e outra num poligono dado sobre

um plano fixo «, base, que nao contém V.

Como exemplos das pirdmides da geometria espacial temos as piramides do Egito,

uma das sete maravilhas do mundo antigo.



Cubos e piramides sao exemplos de poliedros.

(‘i.ltgtllﬁl(
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Figura 11: Cubo e uma Piramide de base triangular (tetraedro)

Uma outra defini¢ao de poliedro, citada por LIMA em [12], que apresentaremos a se-
guir é:

Definicao 1.4: Sdlido é um conjunto de pontos do espago delimitado por poligonos pla-
nos, de modo que:

e dois poligonos adjacentes nao estao em um mesmo plano;

e cada lado de um poligono é comum a dois e somente dois poligonos.

E ainda, segundo WAGNER [18], Poliedro é um objeto da Matemética que pode ser

definido com diversos niveis de generalidade. Adotemos a seguinte:

Definicao 1.5: Poliedro é uma reuniao de um ntmero finito de poligonos planos, cha-
mados faces, onde:

i. cada lado de um desses poligonos ¢ também lado de um, e apenas um, outro poligono.
Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado uma aresta
do poliedro e, cada vértice de uma face é um vértice do poliedro.

ii. a intersecao de suas faces quaisquer ou é lado comum, ou é um vértice ou ¢ vazia.
iii. é sempre possivel, caminhando sobre as faces, ir de um ponto a um ponto qualquer

de outra sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas).

1.2.2 Elementos de um poliedro

Vejamos algumas caracteristicas comuns a todo poliedro.

Definicao 1.6:

e Os poligonos que formam o poliedro sao chamados de faces do poliedro.



e Os lados dos poligonos, que delimitam as faces, sao chamados de arestas do poliedro.

e Os vértices dos poligonos sao chamados vértices do poliedro.

Assim o poliedro é uma figura de muitas faces em trés dimensoes, com no minimo

3+ 1 faces.

Note que os vértices sao os pontos de encontro das arestas do poliedro. O nimero

minimo de arestas que chegam a um vértice ¢ igual a trés.

Observacao 1.1:

e Para delimitar segmento de reta (unidimensional), precisamos 1 + 1 pontos nesta reta,
dim(Ponto) =1 —1 = 0.

e Para delimitar area (bidimensional), precisamos no minimo 2 + 1 segmentos no plano,
dim(AB) = 2 —1 =1, onde AB ¢é o segmento de extremidades A e B, delimitando seg-
mento AB de reta.

e Para delimitar volume (tridimensional), precisamos de 3 + 1 faces, dim(face) = 2. E

assim sucessivamente.

O nimero m de arestas que chegam a um vértice nos permite classificar todos os

poliedros com o mesmo ntmero.

FACE

. ~ ARESTA
VERTICE

™

Figura 12: Elementos de um poliedro

Assim como os poligonos sdo nomeados pelo seu ntimero de lados, os poliedros sao
nomeados pelo seu niimero de faces. Observe a tabela com os nomes de alguns poliedros

especiais.
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Tabela 1: Nome de alguns poliedros

Niumeros de faces | Nome do Poliedro Prefixo
4 tetraedro tetra — 4
5 pentaedro penta — 5
6 hexaedro hexa = 6
7 heptaedro hepta = 7
8 octaedro octa = 8
12 dodecaedro dodeca = 12
20 icosaedro icosa = 20

Os outros poliedros sao identificados apenas dizendo o ntimero de faces: poliedro de

15 faces, poliedro de 34 faces, e assim por diante.

1.2.3 Classificacao dos Poliedros

Aqui veremos a classificacao dos poliedros quanto a ser um conjunto convexo ou nao
convexo, naturalmente surgem os conceitos de poliedros convexos e poliedros nao conve-

XOS.

De acordo com a Defini¢ao 1.2, um poliedro é convero se sua superficie (compreen-
dendo suas faces, arestas e vértices) nao se intercepta e o segmento de linha que une

quaisquer dois pontos do poliedro esta contido no interior ou na superficie.

Observe a seguir alguns exemplos de figuras que representam poliedros convexos e nao

convexos.

Poliedros convexos Poliedros nioc convexos
i Fa
r A
— A .
r N 5 m—— Lo
LT

Figura 13: Poliedros convexos e nao convexos
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1.3 Curvatura de Gauss

Nesta secao veremos o conceito de superficie regular e como medir curvatura usando

o calculo diferencial.
Para o conceito de superficies regulares em R? (ver maiores detalhes em [4]).

Definicao 1.7: Seja S C R3. Diz-se que S é uma superficie reqular se as trés condicoes

a seguir sao satisfeitas:

i. Se para todo P € S, existe V C R?, vizinhanca de P e uma aplicacio X : U -V NS

diferencidvel, onde U C R? é um aberto;

ii. A aplicacao X do item i ¢ um homeomorfismo entre U e V' N S, ou seja, X possui uma
inversa X! : VNS — U que é continua, isto ¢, existe um aberto W C R3 contendo

V' NS e uma funcao continua f: W — R?, cuja restricao é X 1;
iii. Para todo ¢ = (u,v) pertencente a U, a diferencial dX,: R? — R? é injetiva.

Observacao 1.2: Note que o item i. equivale a dizer que se X (u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u, v)),
entao as func¢oes componentes x(u, v), y(u, v), z(u, v) possuem derivadas parciais continuas

de todas as ordens em U. A aplicagao X é chamada de superficie parametrizada, e sua
imagem X (U) = S é chamada de trago de X.

Para o item iii., temos trés maneiras de verificar que a transformacao linear dX, é
injetiva.
e A primeira é verificar que a matriz 3 x 2 da transformagao linear d.X, tem posto maximo,
que neste caso é 2.
e A segunda ¢é verificar que os vetores coluna X, X, sdo linearmente independentes (LI).

e A terceira é verificar que o vetor X, x X, nao se anula.
Exemplo 1.1: Dada X (u,v) = (u,v, f(u,v)), onde f(u,v) é uma fun¢io diferenciavel, o
traco X (U) = S é uma superficie regular. Nesse caso, S é o grafico de equagao cartesiana

z = f(x,y). O item i. é satisfeito pois as trés componentes sao fungoes diferenciaveis.

De fato, podemos utilizar o primeiro modo para checar o item iii.

[ 1 0
dXg= |y v | =10 1
Z’LL Z’U fu f'U
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Como a matriz estando escalonada, da algebra linear, a terceira linha serd nula, mas

as duas primeiras serao nao nulas, com isso temos que o posto é méaximo, igual a 2.

Um importante conceito em geometria é a Curvatura de Gauss K (P), de uma super-

ficie S, num ponto P de S, introduzido por Gauss, em 1827.

Para apresentar este conceito, iniciamos com o conceito de curvatura k(P) de uma
curva, medindo o quanto ela deixa de ser uma reta, que entendemos ter curvatura zero

em todos os pontos.

Seja C' uma curva regular em S, com parametrizacio a(s), onde s denotara o para-

metro comprimento de arco (pca), isto é, o vetor tangente o’ é unitério.

Definicao 1.9:

e A curvatura k da curva a(s), em P = a(0), é dada pelo comprimento do vetor aceleracao,
ou seja, k(P) = [|a” (0)]];

e 0 niimero k,, = k.cos é chamado de curvatura normal de C' C S em P, onde 6 € [0, 7]
¢ o angulo entre o vetor aceleracao a”(0) e o vetor normal N da superficie;

e 0 ntimero k, que satisfaz k* = k,* + k2, é chamada curvatura geodésica da curva em P.

Figura 14: Curvatura normal

Observacao 1.3: Se tomarmos a seccao normal C' = C,,, entao controlamos o valor de
0, este terd medida 0 ou m. E a k, é a k vezes 1 ou —1. Observamos ainda que se a
curvatura geodésica for zero, diremos que a curva é uma geodésica no ponto. Veremos

adiante uma outra definicao equivalente.

Dessas seccoes normais, hd uma de curvatura maxima k; e uma de curvatura minima
ko, em P. Essas duas seccoes, a menos da esfera e do plano, sao perpendiculares entre si

e suas curvaturas em P se chamam curvaturas principais.
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Definigao 1.10:

e O produto K = kiky é chamado Curvatura de Gauss da superficie S em P.

ki +k . .
L 2 & chamada curvatura média da superficie S em P.

e A média aritmética H =

Os pontos de uma superficie podem ser classificados de acordo com o valor e o sinal

destas curvaturas.
Definicao 1.11: Fixado o ponto P:

e se as duas curvaturas principais tém mesmo sinais, entao K é positivo, e o ponto P é
dito ponto eliptico;

e se as duas curvaturas principais tém sinais opostos, entao K é negativo, e o ponto P é
dito ponto hiperbolico;

e se K(P) é zero, entao o ponto P seré dito ponto planar quando H = 0 e sera dito ponto

parabolico quando H # 0.

qu‘va - 31;

A Curvatura Gaussiana para graficos z = f(u,v) é dada por K(u,v) = T

(ver do CARMO ([4]))
Exemplo 1.2: A Curvatura Gaussiana do Paraboldide Eliptico

Uma parametrizacio para esta superficie pode ser X : U C R? — R? definida por

u2 112
X(U,U) - (uvvvﬁ + b_2) )

onde (u,v) € U.

Calculando as derivadas parciais, obtemos

Claramente todos os pontos sao elipticos.

Se a superficie for um plano, todas as intersecoes de planos que passam por P serao

retas, logo, terao curvatura nula. Portanto, o plano tem curvatura de Gauss nula.

A curvatura de Gauss pode ser positiva, negativa ou nula. Sera positiva se as curvas

de maxima e minima curvatura forem encurvadas para o mesmo lado. Nesse caso, os dois
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circulos osculantes ! ficam no mesmo lado da superficie, em relacido ao plano tangente
TpS. Esse é o caso da superficie (A) vista abaixo. Serd negativa se uma curva for en-
curvada para um lado e a outra, para o outro. Isto é, se os circulos osculantes ficam em
lados opostos. E o caso da superficie (B), que parece uma sela. E é nula se pelo me-

nos uma das curvas for reta, isto é, tiver curvatura zero. E o caso do cilindro (C'), na figura.

Figura 15: Sinal da curvatura de Gauss

1.4 Relacao de Euler

Nesta secao veremos um pouco do invariante topologico relacionado com a Relagao de
Euler.

Leonhard Euler nasceu na Suica, Basiléia em 1707. Depois de ensaiar uma carreira
no campo da teologia, Euler encontrou sua verdadeira vocacao na matematica, sendo
um dos primeiros matematicos a desenvolver a teoria das funcoes continuas. Contribuiu
notavelmente para os campos da Geometria Diferencial (geometria com célculo), calculo
de diferencas finitas e calculo de variagoes, além de enriquecer a teoria dos nimeros.

Relatando em um de seus artigos a relacao

V-A+F=2 (1)

relacionando os nimeros V de vértices, A de arestas e F' de faces de um poliedro convexo
qualquer. Anos depois Henri Poincaré percebeu que essa formula era um dos pilares cen-

trais da topologia?.

Poincaré mostrou que se o poliedro P com Vp vértices, Ap arestas e Fp faces é home-

omorfo ? a um poliedro S com Vs vértices, Ag arestas e Fis faces entao

Fp+Vp— Ap = Fs + Vs — Ag,

1Um circulo é dito osculante & curva a(s), em a(0) = P, se tiver mesmo vetor tangete, e mesmo vetor
normal que «, em s = 0, e o raio for o reciproco da curvatura, se ||a” (0)|| > 0.

2Topologia (do grego topos, "lugar", e logos, "estudo") é o ramo da matemética que estuda os espacos
topoldgicos, sendo considerado como uma extensao da geometria.

3Um conjunto ¢ homeomorfo a outro conjunto quando existe uma funcdo continua com inversa também
continua entre eles.
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ou seja, ele percebeu que F'+V — A é um invariante topologico.

Para melhor entender, suponha um poliedro cuja faces e arestas sao flexiveis, elasticas,
imagine que seja possivel infla-lo (e desinfla-lo) continuamente, como se fosse um balao,
até que se torne uma esfera. Se isso acontecer dizemos que o poliedro é homeomorfo a
esfera.

E comum escrever

X(P)=F+V - A, 2)

onde X (P) é conhecido como caracteristica de Euler-Poincaré do poliedro P.

Sabemos que X' (P) = 2, quando P for um poliedro, de fato, o hexaedro tem X (P) = 2,
pois V=8 F =6e A=12. Como a esfera S é homeomorfa ao hexaedro, entao ela tem
X (S) = 2. Logo, toda superficie compacta homeomorfa a uma esfera tem caracteristica

de Euler-Poincaré igual a 2.

Concretamente, imaginemos uma crian¢a com uma massinha de modelar com formato
esférico podera achatando continuamente, sem fazer corte e nem furos até obter um hexa-
edro, forma de um dado, e pode inversamente sair de um poliedro achatando os vértices,
tirando as quinas (arestas) até obter uma esfera novamente. Com isso, fica facil perceber
que todo poliedro convexo P tem caracteristica igual a 2, pois se projetarmos cada ponto
do poliedro P sobre a superficie de uma esfera localizada convenientemente, teremos um

homeomorfismo f: P — S.

Na versao global (superficie inteira) desse teorema temos algumas proposigoes impor-
tantes, principalmente que a caracteristica de Kuler-Poincaré ¢ um invariante topolégico
de uma regiao regular R de uma superficie, o qual possibilita uma classificacao topolédgica
das superficies compactas em R3.

Outro resultado importante estd no fato de que toda superficie compacta e conexa
S subconjunto de R? é homeomorfa a uma esfera com um ntimero g de alcas dado por

22— X(S)
9=

(3)

onde g é chamado o género de S.
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Figura 16: Esfera, Toro (uma alga) e Bitoro (duas algas)

Utilizando a Equagao (3), podemos verificar que para a esfera X(S) = 2, para o toro
X(S) =0 e para o bitoro X(5) = —2.

De acordo com a Figura 16 acima, uma superficie S C R? compacta e conexa, pode
assumir os valores 2,0, ..., —2, —2n, ... da caracteristica de Euler-Poincaré S. Como a esfera
possui X (S) = 2, conclui-se que toda superficie compacta e conexa S C R3 é homeomorfa
a uma esfera com um ntmero g de algas e que apenas a esfera possui a caracteristica de

Euler-Poincaré X (S) positiva.

1.4.1 Teorema de Gauss-Bonnet

Nesta secao iremos apresentar um teorema muito interessante, o Teorema de Gauss-
Bonnet, tendo duas versoes, uma global e uma local. Como global queremos dizer a
superficie como um todo, neste caso relacionando por um lado a geometria e do outro
lado a topologia. Na versao local, queremos dizer um pedago da superficie, por exemplo,
uma so6 face de um poliedro ou um s6 tridngulo 7', onde X (1) =V —-A+F =3-3+1 = 1.

Neste ultimo caso, teremos uma aplicagao interessante como a soma dos angulos in-

4

ternos de um triangulo geodésico * ser igual a 7, ser maior ou menor que 7 dependendo

da curvatura de Gauss ser K =0, K > 0 ou K < 0.

Teorema 1.1|Gauss-Bonnet| Sejam X(U) = S C R® uma superficie compacta, e

K: S — R a sua curvatura Gaussiana.
/ Kdo =2nX(S),
s

onde X (S) € a caracteristica de Euler-Poincaré.

4Uma curva (pca) a(s) é chamada de geodésica da superficie S se o vetor aceleragio o (s) for paralelo
ao vetor normal N(a(s)) da superficie, para cada s.
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Essa igualdade determina uma relacao entre geometria, a curvatura Gaussiana K, e a
topologia, a caracteristica de Euler-Poincaré. E a partir desse teorema, podemos deduzir
o seguinte resultado: Uma superficie compacta com curvatura positiva é homeomorfa a

uma esfera.

Deixaremos a bibliografia, do CARMO [4], para que o leitor possa ver a demonstragao

desse teorema.

A integral de superficie da curvatura Gaussiana sobre alguma regiao de uma superficie

é chamada curvatura total.
Vejamos uma aplicacdo do Teorema de Gauss-Bonnet (local), por do CARMO [4].

Teorema 1.2: Seja X : U — S uma parametrizacao ortogonal, de uma superficie orien-
tada S, onde U C R? é homeomorfo a um disco aberto e X é compativel com a orientacdo
de S. Seja R C X(U) uma regigo simples de S e seja a : I — S tal que OR = «(I).
Suponha que o € orientada positivamente, parametrizada pelo comprimento de arco s, e
sejam a(Sp), ..., (sy) € o, ..., 0,, Tespectivamente, os vértices e os dngulos externos de a.
Entao

n Siq1 n
Z/ ky(s)ds + / kdo + Z@i =21X(R),
i=0 7 5 R i=0

onde ky(s) é a curvatura geodésica dos arcos regulares de o e K é a Curvatura Gaussiana
de S.

Ao relacionar a curvatura gaussiana com soma dos angulos internos de um triangulo
geodésico, ou seja, um triangulo cujos lados sao geodésicas de uma superficie S, Gauss
generalizou este resultado. Mais precisamente, ele mostrou que se os angulos internos de

um triangulo geodésico T', sao dados por 1, ps, 3, entao

/Kd02901+902+903—7ﬂ
T

onde o é a area do triangulo 7'
Se a curvatura gaussiana for constante, K = ¢, entao

Y1 + Y9 + Y3 — T = co, c é€ uma constante

e assim a soma dos angulos internos serd maior que 7 radianos (¢ > 0) se a superficie for
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uma esfera unitaria, menor que 7w radianos (¢ < 0) se a superficie for a pseudo-esfera ou

igual a 7 radianos (¢ = 0) se a superficie for um plano.

Figura 17: Triangulo em um plano, Triangulo em uma esfera e Triangulo em uma pseudo-
esfera

1.5 Soma dos angulos internos das faces de um poliedro (5;)

Sabemos que a soma dos angulos internos de um poligono de n lados é dada pela
formula S,, = 180°(n — 2). Para calcularmos a soma S; dos angulos internos de todas as
faces de um poliedro qualquer, precisamos inicialmente saber a quantidade de faces de

cada tipo (F},) que o poliedro possui.

Denotemos F3 o ntimero de faces do tipo triangular, F; o ntimero de faces do tipo
quadrangular, F5 o numero de faces do tipo pentagonal e assim por diante. Assim, a
soma dos angulos internos das faces triangulares é 180°, a soma dos angulos internos das
faces quadrangulares é 2.180°, a soma dos angulos internos das faces pentagonais é 3.180°

e assim por diante.
Representaremos

S; = 180°.Fy + 2.180°F; + 3.180°Fs + ... + (i — 2).180°F,

com 7 pertencente ao conjunto dos Numeros Naturais, colocando 180° em evidéncia

S; = 180°.(F5 + 2.Fy + 3F5 + ... + (i — 2).F}),

e por outro lado o nimero de arestas (A) de um poliedro é a soma dos lados de cada

poligono dividido por 2.

numero de lados

A= ,
2

logo

2.A = numero de lados,
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dai

2A=3F+4.F +5.F+ ...+ (i —2).F,. (4)

E ainda o namero de faces (F) de um poliedro é a soma das faces triangulares, com as

faces quadrangulares, com as faces pentagonais e assim por diante.

Substituindo o nimero de Arestas e o nimero de Faces na Relacao de Euler temos

33+ 4.Fy+5.F5+---+i.kF;

V-2 = 5 —(Fs+ Fy+ Fs+ -+ F)
B+ F+F+ -+ F
V-2 = )
2
Como
! [+ 2.F, +3F+ ... +i.F
130° 3+ 4+ 35+ ... + 1Ly,
dai
2.(V-2)=Fs+F,+F5+---+F,.
Logo,
S.
. —2(V -2
1809° ( )
Portanto

S; = 360°.(V —2) ou S; = 360°.(A — F), onde usamos (1)

1.6 Poliedros Regulares

Nesta secao veremos a definicao de poliedros regulares podendo ser convexos e nao-
convexos, demonstraremos a existéncia dos cinco solidos regulares os solidos platonicos

de duas formas diferentes para uma melhor compreensao.

Um poliedro se diz reqular se suas faces sao poligonos regulares congruentes e se seus
angulos poliédricos sao todos congruentes. Embora existam poligonos regulares de todas
as ordens, existem somente cinco poliedros regulares convexos diferentes a menos de ta-

manho.
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Além desses, ha também quatro soélidos regulares nao convexos, conhecidos por sélidos
de Kepler-Poinsot (Pequeno dodecaedro estrelado, Grande dodecaedro estrelado, Grande

dodecaedro e Icosaedro estrelado). Observe suas respectivas representacoes na Figura 18

e 2 d

Figura 18: Solidos regulares Kepler-Poinsot

Como o foco de nosso trabalho é estudar os poliedros regulares convexos, Solidos de
Platao, iremos analisar o seguinte fato:
Teorema 1.2: Existem cinco, e somente cinco poliedros requlares convexos.

Demonstracao. Seja n o niimero de arestas que compoem cada face, cujas faces tendo a

mesma, quantidade de arestas. Pelo Teorema de Euler, denotamos A ntimero de arestas,

I namero de faces e V o nimero de vértices.

Duas a duas, as faces dividem a mesma aresta para liga—las.

aresta comum

Face 2

Figura 19: Duas faces compartilham de uma mesma aresta

n.F
A= 5 (5)

De modo andalogo, denotamos por p o nimeros de arestas que partem de cada vértice,

como uma aresta tem 2 vértices
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Figura 20: Uma aresta tem dois vértices

p.V
A=— 6
2 ) ( )
Substituindo (5) em (6), temos:
pV _ nkF

2 2

Isolando o valor de V'
n.F
V=— 7
; (7
Utilizando a Relacdo de Euler (1)
F F
L )
D 2
dai
2nF — npF + 2nF
= 4p,
2p
F.(2n —np + 2p) = 4p,
assim
F=r 2
2n —np+2p

Como o numero de faces de um poligono é positivo,

4p
— >0,
2n —np+2p

com isso
2n —np+2p > 0,

2n —p(n —2) >0,
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2n > p(n — 2),

concluimos que

Notemos que p > 3, ou seja,

2n > 3(n — 2) isto implica que n < 6.

Portanto, as tinicas possibilidades sao n =3,n =4 e n = 5.

a) Paran =3

_
2n —np+2p
4
2.3—32.9p+2p >0
4p
6—p
p < 6 isto implica que 3 < p < 6.

F= >0

>0

Assim
p=3 = F=4 (Tetraedro)( Figura 22 a )
p=4 = F=8 (Octaedro)( Figura 22 ¢ )
p=5 = F =20 (Icosaedro)( Figura 22 ¢ )
b) Para n =4
4
F = —p >0
2n —np+2p
4
—p >0
24—4p+2p
4p
>0
8—2p
p < 4 isto implica que p = 3
Assim:

p=3 = F=06 (Hexaedro)( Figura22b ).
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c) Paran=5

4p
= >
2n —np+ 2p
4
—p>
25—-5p+2p
4
b >
10— 3p

10
p < 3= 3,33333...

F

0

Desta forma,

43
- 10—-3.3
F=12

p=3 = F=12 (Dodecaedro)( Figura 22 d)

E com isso encerramos todos os casos e mostramos que existem apenas cinco Solidos

regulares, ou Sélidos de Platao.

Figura 21: Os cinco sélidos platonicos

]

Uma outra forma para a demonstracao deste fato de que s6 temos cinco solidos plato-
nicos ¢ obtida através do processo de construgao, como estd incluida no didlogo de Platao

e Timeu:
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Para a construcao dos solidos platonicos, por definicao, apenas podemos utilizar po-
ligonos regulares congruentes. Comecemos por considerar o tridngulo equilatero, que é o
poligono regular com menos lados. Quantos poliedros cujas faces sao apenas este poligono
conseguimos construir? Para responder a esta pergunta, centremos a nossa atencao nos
vértices dos possiveis poliedros (basta considerar apenas um, pois os restantes sao idénti-

Co8).

Com dois triangulos equilateros, nao se consegue constituir um vértice de um poliedro,
pois um angulo s6lido tem que ser constituido pelo menos por trés planos. Com trés tri-
angulos equilateros ¢ possivel constituir um vértice para o poliedro, que é concretamente

o tetraedro.

Esta possibilidade prende-se com fato de a soma dos angulos internos dos diversos
triangulos adjacentes, no vértice, ser inferior a 360°, exatamente 180°. Se considerarmos
quatro triangulos equilateros, cuja soma das amplitudes dos angulos internos adjacentes

no vértice é de 240°, obtemos o octaedro.

Considerando cinco desses triangulos num vértice, essa soma ¢ de 3002, ainda inferior
a 360°, e obtemos o icosaedro. Passando para seis triangulos equilateros, chegamos a
uma impossibilidade. A soma das amplitudes dos angulos internos adjacentes no vértice
é, neste caso, 360°, o que nao permite "fechar"o vértice, isto ¢, formar um angulo sélido,
pois os triangulos ficam todos sobre o mesmo plano (formando uma pavimentagao do

plano em torno do suposto vértice).

A consideracao de um nimero maior de triangulos equilateros em torno de um vértice,

obviamente ja nao possibilita a construcao de um poliedro.

Figura 22: Juncao de triangulos equilateros

Para a construcao de um poliedro utilizaremos o fato que a soma dos angulos internos
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dos poligonos adjacentes no vértice se for inferior a 360°.

Considerando o quadrado, enunciado anteriormente, chegamos a conclusao de que
apenas conseguimos construir o cubo. Com pentagonos, apenas conseguimos construir o

dodecaedro.

Figura 23: Rotacao de quadrados e pentagonos regulares

Com hexagonos nao se consegue construir nenhum solido platonico. Basta verificar
que trés hexagonos adjacente em torno de um ponto (supostamente um vértice) pavi-
mentam o plano, pois a soma das amplitudes dos angulos internos desses hexagonos é

precisamente 360°, o que nao permite formar um angulo sélido.
Um niimero maior de hexagonos, obviamente, que também nao permite a construgao

de um soélido platénico. Analogamente, com poligonos com um nimero maior de lados

isso também nao é possivel.

Figura 24: Uniao de trés Hexégonos a partir de um ponto.

Enumeremos entao os s6lidos que acabamos de construir: tetraedro, octaedro, icosae-

dro, cubo e dodecaedro. Sao precisamente cinco, como se queria demonstrar.
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2 Soélidos Arquimedianos

Neste capitulo estudamos um pouco da histéria de Arquimedes e seus sblidos, apre-
sentamos sua construcao através de truncatura, snubificacao e expansao, provamos a

existéncia apenas treze desses solidos.

2.1 Um pouco da histéria de Arquimedes

Nesta sessao estudaremos um pouco da historia de Arquimedes, e tendo como foco
os solidos semirregulares, chamados Solidos Arquimedianos, sua definicao e unicidade de

apenas 13 destes solidos.

Arquimedes nasceu em Siracusa por volta de 287 a.C, filho de Fidias, astrénomo grego,
que costumava reunir-se com outros filosofos em sua casa, o que ressaltou a curiosidade
de Arquimedes para invencoes. Estudou na escola de matematica em Alexandria, onde

teve contato com o que havia de mais avancado na ciéncia de sua época.

.ii:

d'll..

Figura 25: Arquimedes de Siracusa

Arquimedes envolvia—se tanto com a mundo da matematica que muitas vezes esquecia
até de tomar banho e sempre era levado a forca por seus criados até os banheiros ptublicos,
os quais eram utilizados naquela época, mesmo quando estava no banho, ele continuava

a fazer seus desenhos geométricos no chao e no seu préprio corpo.
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Foram muitas as descobertas e invencoes de Arquimedes, no campo da matemética
por exemplo, foi dele o método para calcular o nimero pi, a razao entre o comprimento
e o diametro de um circulo, descobrindo calculo da area e comprimento do circulo, além

disso o célculo da area da elipse.

No campo da fisica, por exemplo, ele descobriu a alavanca, cuja citacao é: "Dé me
uma alavanca e um ponto de apoio que moverei o mundo”. Foi entao desafiado pelo rei
de Siracusa onde conseguiu mover um navio carregado com pessoas apenas girando uma

alavanca. Escrevendo assim sobre o equilibrio dos corpos, com sistemas de polias.

No livro O contador de areia, relata que Arquimedes calculou a quantidade de graos
de areia que sao necessarios para preencher uma esfera que tenha o Sol no centro e a Terra

em outra ponta chegando assim em um némero proximo a 109,

Ainda no campo da geometria Arquimedes descobriu a area e o volume da esfera, que

estao relatados no livro Sobre a esfera e o cilindro.

No Século IIT a.C, o rei de Siracusa encomendou a um ourives que fabricasse uma
coroa de puro ouro, desconfiado que havia sido enganado, o rei pediu a Arquimedes que
verificasse se a coroa era de ouro ou havia prata em seu interior. Mais uma vez Arqui-
medes perdeu o sono para desvendar esse mistério, pois nao poderia danificar a coroa, e
a solucao surgiu enquanto ele tomava banho, entrou em sua banheira, e percebeu que o
volume de dgua que transbordava correspondia ao volume de seu préprio corpo, perce-
bendo que a coroa devia ter o volume do ouro que o rei havia fornecido, saiu correndo
gritando “Eureca” (achei), e nem percebeu que estava nu. Com isso jogou a coroa na agua
e comparou seu peso, e confirmou que o rei havia sido enganado. Assim ele escreveu Sobre

0s corpos flutuantes.

Também foi atribuido a Arquimedes, treze poliedros semirregulares mas, infelizmente,
a descricao original se perdeu, e foram gradualmente sendo redescobertos durante o Re-
nascimento, por varios artistas. Em 1619, na obra “Harmonices Mundi”, Johannes Kepler

(1571-1630) apresentou um estudo sistematizado sobre os solidos Arquimedianos.

Reza a lenda que a obsessao de Arquimedes por suas invencgoes e calculos era tamanha
que possivelmente o levou a morte (212 a.C), pois durante um de seus raciocinios, nao
prestou atencao na voz de rendicao de um soldado romano, e o mesmo o feriu com um
golpe de espada.

Marcelo, o general romano, tendo um grande prestigio por Arquimedes, solicitou que
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ninguém o ferisse, embora um soldado tenha desobedecido suas ordens e o assassinou.

O general em homenagem as descobertas de Arquimedes, construiu em seu timulo o
desenho de uma esfera inscrita em um cilindro na proporc¢ao de raio de 2:3, atendendo

pedido de Arquimedes.

Figura 26: Escultura do timulo de Arquimedes

Sendo uma grande ironia, pois Arquimedes contribuiu com invencoes de poderosas

armas de guerra, como mecanismos com garras que levantavam e afundavam navios.

2.2 Estudo dos Sélidos Arquimedianos

Nesta parte do trabalho vamos definir os sélidos arquimedianos, estudar as operagoes
que podem ocorrer em um poliedro para o surgimento de um novo grupo de soélidos e
observar a estrutura de cada solido arquimediano. Devido & grande dificuldade em en-
contrar materiais sobre os Solidos Arquimedianos, pode ser uma possivel causa para que

muitos nao conhecam sua existéncia.

Esses solidos foram estudados por Arquimedes, no entanto, os escritos originais deste
autor estao perdidos. O quinto livro de Colecdo de Matemaética, do matemético grego
Pappus de Alexandria (cerca de 290 a 350 d.C.), faz referéncia aos estudos de Arquimedes
sobre esses solidos, embora nao traga qualquer ilustracao ou nomeacao correspondente
aos arquimedianos citados. Deve-se ao matematico alemao Johann Kepler a nomeacao e

também a prova da existéncia dos tnicos 13 Sélidos Arquimedianos.
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2.2.1 Construcgao dos Sélidos Arquimedianos

Os Solidos Arquimedianos podem ser obtidos através de operacoes feitas a partir dos
Solidos Platonicos, que iremos considerar para tal demonstracao como um poliedro pri-
mitivo. Assim os definimos como sdlidos convexos requlares, cuja faces sao poligonos
requlares de mais de um tipo e cujo vértices sao todos congruentes, ou seja, exriste o

mesmo arranjo (nimero e ordem) de poligonos em torno de cada vértice.
Essas operacoes podem ser:

Definigao 2.1 Truncamentos (cortes), que podem ser de dois tipos, o primeiro tipo
truncamento o corte é feito pelos pontos médios das arestas que concorrem no mesmo
vértice e no segundo tipo de truncamento o corte é feito de tal forma que a face do novo
poliedro seja um poligono regular que tenha o dobro do nimero de lados que a face do

polie

Cuboctaedro(corte tipo-1) Cubo Truncado(corte tipo-2)

Figura 27: Tipos de Truncatura
Fonte: José Ribamar

Independente do tipo de truncamento, cada vértice se torna em uma nova face. E as

partes que serao retiradas serao sempre piramides regulares.

Definicao 2.2 Snubificacio que consiste em afastar todas as faces do poliedro, rotaciona-
las ou nao, e preencher o espago vazio entre as novas faces com poligonos regulares. No caso
que haja rotacao, onde normalmente é de 45°, essa operacao ¢ chamada de simplesmente
de snubificacao. Quando nao houver rotagao, a snubificagao torna-se uma expansao. E
quando os poliedros sao obtidos através da expansao sao chamados de rombis, e os obtidos

através da snubficacao sao chamados de snub.

Agora iremos estudar a construgao de cada um dos treze solidos arquimedianos:
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01. Cuboctaedro

Obtemos o Cuboctaedro fazendo o truncamento tipo 1 no cubo ou no octaedro

regular, observando a Figura 28(a) a seguir, o octaedro possui 8 faces triangulares regu-

lares, 12 arestas, 6 vértices, e de cada vértice parte 4 arestas, assim apoés o truncamento

vamos obter 8 faces triangulares regulares (como o octaedro) e 6 faces quadradas, que foi

formada a partir dos 6 vértices do octaedro.

Com isso o0 Cuboctaedro tem um total de 14 faces.
Dai, com o auxilio da Equacdo (4)
2A =8F;+6F; = (3x 8)+ (4 x 6) =48, isso implica que A = 24.

Pela Relagao de Euler (1)

V=24-14+2=12.

(a) Truncando o Octaedro (b) Cuboctaedro

Figura 28: Comparando o Octaedro e o Cuboctaedro
Fonte: José Ribamar

02. Icosidodecaedro

Obtemos o Icosidodecaedro fazendo o truncamento tipo 1 no dodecaedro regular

ou no icosaedro regular, observando a Figura 29 a seguir, o dodecaedro regular possui 12

faces pentagonais regulares, 30 arestas, 20 vértices, e de cada vértice parte 3 arestas, assim

ap6s o truncamento vamos obter 12 faces pentagonais regulares (como o dodecaedro) e

20 faces triangulares regulares, que foi formada a partir dos 20 vértices do dodecaedro.

Com isso o Icosidodecaedro tem um total de 32 faces.
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Dai, com o auxilio da Equacdo (4)

2A =20F3 + 12F5 = (3 x 20) + (5 x 12) = 120, isso implica que A = 60.

Pela Relagao de Euler (1)

V =60—-32+2=30.

Truncando o dodecaedro Ieosidodecaedro

Figura 29: Comparando o Dodecaedro e o Icosidodecaedro
Fonte: José Ribamar

03. Tetraedro Truncado

Obtemos o Tetraedro Truncado fazendo o truncamento tipo 2 no tetraedro re-
gular, observando a Figura 30 a seguir, o tetraedro regular possui 4 faces triangulares
regulares, 6 arestas, 4 vértices, e de cada vértice parte 3 arestas, assim apds o trunca-
mento vamos obter 4 faces hexagonais regulares (como o tetraedro) e 4 faces triangulares
regulares, que foi formada a partir dos 4 vértices do tetraedro.

Com isso o Tetraedro Truncado tem um total de 8 faces.

Dai, com o auxilio da Equacdo (4)

2A=4F;+4F; = (6 x 4) + (3 x 4) = 36, isso implica que A = 18.

Pela Relagao de Euler (1)

V=18-8+2=12.
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Truncado o tetraedro
Tetraedro Truncado

Figura 30: Truncando o Tetraedro
Fonte: José Ribamar

04. Cubo Truncado

Obtemos o0 Cubo Truncado fazendo o truncamento tipo 2 no cubo, observando
a Figura 31 a seguir, o cubo possui 6 faces quadradas, 12 arestas, 8 vértices, e de cada
vértice parte 3 arestas, assim apos o truncamento vamos obter 6 faces octogonais regula-
res (a mesma quantidades das faces de um cubo) e 8 faces triangulares regulares, que foi

formada a partir dos 8 vértices do cubo.
Com isso o Cubo Truncado tem um total de 14 faces.
Dai, com o auxilio da Equacao (4)

2A=8F;+6Fs = (3x8)+ (8 x 6) =72, isso implica que A = 36.

Pela Relagao de Euler (1)

V=36—-14+2=24.

Truncado o eubo Cubo Truncado

Figura 31: Truncando o Cubo

Fonte: José Ribamar
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05. Octaedro Truncado

Obtemos o Octaedro Truncado fazendo o truncamento tipo 2 no Octaedro re-
gular, observando a Figura 32 a seguir, o octaedro regular possui 8 faces triangulares, 12
arestas, 6 vértices, e de cada vértice parte 4 arestas, assim apds o truncamento vamos
obter 8 faces hexagonais regulares (a mesma quantidades das faces de um Octaedro) e 6

faces quadradas, que foi formada a partir dos 6 vértices do Octaedro.
Com isso 0 Octaedro Truncado tem um total de 14 faces.
Dai, com o auxilio da Equacdo (4)

2A=6F, +8F; = (4x6)+ (8 x 6) = 72, isso implica que A = 36.

Pela Relagao de Euler (1)

V=36—-14+2=24.

Truncado o octaedro
Octaedro Truncado

Figura 32: Truncando o Octaedro Regular
Fonte: José Ribamar

06. Dodecaedro Truncado

Obtemos o Dodecaedro Truncado fazendo o truncamento tipo 2 no Dodecaedro
regular, observando a Figura 33 a seguir, o Dodecaedro regular possui 12 faces pentago-
nais, 30 arestas, 20 vértices, e de cada vértice parte 3 arestas, assim apds o truncamento
vamos obter 12 faces decagonais regulares (a mesma quantidades das faces de um Do-
decaedro) e 20 faces triangulares regulares, que foi formada a partir dos 20 vértices do

Dodecaedro.

Com isso 0 Dodecaedro Truncado tem um total de 32 faces.
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Dai, com o auxilio da Equacdo [4]

2A =20F; + 12Fp = (3 x 20) + (10 x 12) = 180, isso implica que A = 90.
Pela Relagao de Euler (1)

V =90-32+2=60.

Truncado o dodecaedro Dodecaedro Truncado

Figura 33: Truncando o Dodecaedro
Fonte: José Ribamar

07. Icosaedro Truncado

Obtemos o Icosaedro Truncado fazendo o truncamento tipo 2 no Icosaedro re-
gular, observando a Figura 34 a seguir, o Icosaedro regular possui 20 faces triangulares
regulares, 30 arestas, 12 vértices, e de cada vértice parte 5 arestas, assim apos o trunca-
mento vamos obter 20 faces hexagonais regulares (a mesma quantidades das faces de um
Icosaedro) e 12 faces pentagonais regulares, que foi formada a partir dos 12 vértices do

Icosaedro.
Com isso o Icosaedro Truncado tem um total de 32 faces.
Dai, com o auxilio da Equacdo (4)

2A = 20F; + 12F = (20 x 6) + (12 x 5) = 180, isso implica que A = 90.

Pela Relagao de Euler (1)

V=90-32+2=60.
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Truncado o icosaedro leosaedro Truncado

Figura 34: Truncando o Icosaedro
Fonte: José Ribamar

08. Cuboctaedro Truncado

Obtemos o Cuboctaedro Truncado fazendo o truncamento tipo 2 no Cuboctae-
dro, observando a Figura 28, o Cuboctaedro possui 6 faces quadradas 8 faces triangulares
regulares, 24 arestas, 12 vértices, e de cada vértice parte 3 arestas, assim apos o trunca-
mento vamos obter 6 faces octogonais regulares, 8 faces hexagonais regulares e 12 faces
retangulares (por nao ser regular devemos fazer ajustes nos retangulos para tornéa-los qua-

drados), que foi formada a partir dos 12 vértices do Cuboctaedro.
Com isso o Cuboctaedro Truncado tem um total de 26 faces.

Dai, com o auxilio da Equacao (4)

2A =6Fs +8Fs +12F, = (6 x 8) + (8 x 6) + (12 x 4) = 144, isso implica que A = 72.
Pela Relagao de Euler (1)

V=72-206+2=148.

Figura 35: Cuboctaedro Truncado

Fonte: José Ribamar
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09. Icosidodecaedro Truncado

Obtemos o Icosidodecaedro Truncado fazendo o truncamento tipo 2 no Icosi-
dodecaedro na qual possui 20 faces triangulares regular, 12 faces pentagonais regulares,
60 arestas, 30 vértices, e de cada vértice parte 4 arestas, assim ap6s o truncamento vamos
obter 20 faces hexagonais regulares, 12 faces decagonais regulares e 30 faces retangulares
(por nao ser regular devemos fazer ajustes nos retangulos para torné-los quadrados), que

foi formada a partir dos 12 vértices do Icosidodecaedro.
Com isso o Icosidodecaedro Truncado tem um total de 62 faces.

Dai, com o auxilio da Equacao (4)

2A = 30F,+20F+12F,0 = (30 x 4)4(20 x 6)4(12 x 10) = 360, isso implica que A = 180.
Pela Relagao de Euler (1)

V =180 — 62 + 2 = 120.

Figura 36: Icosidodecaedro Truncado
Fonte: José Ribamar

10. Rombicuboctaedro

Obtemos o Rombicuboctaedro fazendo a expansao do Cubo ou do Octaedro re-
gular, iremos apresentar essa expansao para no Cubo, qual possui 6 faces quadradas, 12
arestas, 8 vértices, e de cada vértice parte 3 arestas, assim apos a expansao das faces do
Cubo, as 12 arestas formarao mais 12 quadrados, assim com as 6 faces existentes mais
essas 12 faces que surgiram, teremos um total de 18 faces, e ainda 8 faces triangulares

regulares que foi formada a partir dos 8 vértices do Cubo observe esse fato na Figura 37.

Com isso o Rombicuboctaedro tem um total de 26 faces.
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Dai, com o auxilio da Equacdo (4)

2A = 18F,; +8F; = (18 x 4) + (8 x 3) = 96, isso implica que A = 48.

Pela Relagao de Euler (1)

V=48 -26+2=24.

Expansio das faces do cubo Rombicuboctaedro

Figura 37: Construgao do Rombicuboctaedro a partir da expansao das faces do Cubo
Fonte: José Ribamar

11. Rombicosidodecaedro

Obtemos o Rombicosidodecaedro fazendo a expansao do Dodecaedro regular ou
do Icosaedro regular, iremos apresentar essa expansao para no Dodecaedro Regular, qual
possui 12 faces pentagonais regulares, 30 arestas, 20 vértices, e de cada vértice parte 3
arestas, assim apoés a expansao das faces do Dodecaedro regular, as 30 arestas formarao
mais 30 quadrados e os 20 vértices formarao mais 20 triangulos equiléteros. Assim ter-
mos entao 12 faces pentagonais regulares, mais 30 faces quadradas e mais 20 triangulos
equilateros. Observe a Figura 38

Com isso o Rombicosidodecaedro tem um total de 62 faces.

Dai, com o auxilio da Equacao (4)

2A = 20F5+30F,+12F5 = (20 x 3)+(30 x 4)+(12 x 5) = 240, isso implica que A = 120.
Pela Relagao de Euler (1)

V =120 — 62 + 2 = 60.
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Figura 38: Rombicosidodecaedro
Fonte: José Ribamar

12. Cubo Snub

Obtemos o Cubo Snub fazendo a snubificagao do Cubo ou do Octaedro regular,
iremos apresentar essa expansao para no Cubo, qual possui 6 faces quadradas, 12 arestas,
8 vértices, e de cada vértice parte 3 arestas, assim apos a snubificacao das faces do Cubo,
teremos 24 triangulos equilateros que irao preencher os espagos vazios entre as arestas
afastadas do cubo e ainda teremos mais 8 tridngulos equilateros a partir de cada vértice,
além dos 4 quadrados existentes. Observe a Figura 39.

Com isso o Cubo Snub tem um total de 38 faces.
Dai, com o auxilio da Equacao (4)

2A =32F; 4+ 6F, = (32 x 3) + (60 x 4) = 120, isso implica que A = 60.
Pela Relagao de Euler (1)

V=60—-38+2=24.

Figura 39: Cubo Snub

Fonte: José Ribamar

13. Dodecaedro Snub (ou Icosidodecaedro Snub)
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Obtemos o Dodecaedro Snub (ou Icosidodecaedro Snub) fazendo a snubifica-
¢ao do Dodecaedro regular ou do Icosaedro regular, iremos apresentar essa expansao para
no Dodecaedro regular, na qual possui 12 faces pentagonais regulares, 30 arestas, 20 vér-
tices, e de cada vértice parte 3 arestas, assim apods a snubificagao das faces do Dodecaedro
regular, teremos 60 triangulos equilateros que irao preencher os espacgos vazios entre as
arestas afastadas do Dodecaedro regular e ainda teremos mais 20 tridngulos equilateros a
partir de cada vértice, além dos 12 pentagonos regulares existentes. Observe a Figura 40.

Com isso 0 Cubo Snub tem um total de 92 faces.

Dai, com o auxilio da Equacdo (4)

2A =80F3 + 12F5 = (80 x 3) 4+ (12 x 5) = 300, isso implica que A = 150.

Pela Relagao de Euler (1)

V =150 — 92 + 2 = 60.

Figura 40: Dodecaedro Snub (ou Icosidodecaedro Snub)

Fonte: José Ribamar

Observacao 2.1: Observando a Figura 41, note que fazendo o Truncamento Tipo
- 1 no Tetraedro regular, obtemos o Octaedro regular, e fazendo a Snubificacao no
Tetraedro regular, obtemos o Icosaedro regular e ainda fazendo a Expansao no Tetraedro

regular obtemos o Cuboctaedro.
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A demonstracao que faremos terd a mesma ideia usada por SOLER [16], embora ten-

taremos ser mais acessivel para alunos do ensino médio.

Teorema 2.1: Existem treze poliedros arquimedianos convexos

Demostracao. Como dito anteriormente, os sélidos arquimedianos sao poliedros convexos
cuja faces sao poligonos regulares de mais de um tipo, e todos os seus vértices sao con-
gruentes, ou seja, existe o mesmo arranjo de poligonos em torno de cada vértice. E, além
disso, todos os vértices possuem o mesmo nimero de arestas que concorrem num mesmo

vértice, e chamaremos de m o nimero de faces do em torno de um vértice.

Se P é um poliedro arquimediano e suponha que em torno de cada vértice de P um
poligono regular X qualquer, de n lados, aparega uma tnica vez. Entao, cada vértice de
P corresponde a um e somente um vértice de X, ou seja, V = nkF,,, sendo F,, o nimero

de faces do tipo n.

Como os solidos sao convexos, a soma dos angulos em um vértice deve ser menor que
27, e a soma dos angulos internos de um poligono regular é (n — 2)m, por consequéncia o
. ) ,(n—2 -
angulo interno (a;) de um poligono regular é gﬂ' . Logo em um vértice V(ay, as, ...an,)
n

temos:

Veja que 3 < m < 5, pois como cada poligono regular ¢ pelo menos um triangulo,

e se tivesse m > 6, a soma dos angulos em torno de um vértice seria maior ou igual a 360°.

2.2.2 Poliedros arquimedianos com m = 3

Nesta secao vamos considerar o caso em que trés faces se encontram em cada vértice.
Veremos que neste caso teremos apenas trés solidos que sao platonicos, infinitos prismas
e anti-prismas e sete sélidos arquimedianos. Denotaremos a configuracao deste caso pela
terna (a,b,c), onde a é a quantidade de arestas da primeira face, b da segunda face e ¢
da terceira face, podendo essas faces serem do mesmo tipo ou nao. Substituindo em (8),
temos:

2

+2+2>1:>2 1+1+1 >1:>1+1+1>1 (9)
a b ¢ ‘\a b ¢ a b ¢ 2

Analisemos os possiveis valores que (a, b, c) podem assumir

42



i Se a =b = ¢, entao teremos — > 5 = a < 6, ou seja os possiveis valores de a sao 3,4
a
ou 5 e isso corresponde aos seguintes trés solidos platonicos:

C

(3,3,3) - Tetraedro Regular
(4,4.4) - Hedraedro (5,5,5) - Dodecaedro

Figura 42: Solidos platonicos

ii Se a = b # ¢, observando a demostragao feita por NEVES [11] precisamos atentarmos
com algumas restri¢oes. NEVES [11], considera um poligono a de n lados, sendo n

um numero impar.

Como a configuracao desse poliedro (a, a, ¢), é preciso que cada lado do poligono a
(poligono central), tenhamos, alternadamente, um poligono a e um outro poligono
c. Lembrando que, as configuracoes (a,a,c), (a,c,a) e (c,a,a) sdo iguais, por per-

mutacao circular.

Se o lado (1) receber o poligono a entdo todos os lados impares receberao o poligono
a e todos os lados pares o poligono ¢. Como n é impar, o vértice V' (vértice for-
mado pelos lados 1 e n) sera da forma (a, a, a), contrariando a defini¢ao e poliedro
arquimediano. O raciocinio seria 0o mesmo se o lado (1) iniciasse com o poligono c.
Neste caso o vértice formado pelo lado (1) e pelo lado (n) sera da forma (a,c, c).
Para melhor esclarecimento observe a Figura 43. Assim esta restricao associada a
desigualdade (9), nos limita as possibilidades para (a, b, ¢), onde a = b sdo poligonos

com o niumero de lados n par.

Figura 43: Arranjo com poligonos (a, b, ¢)
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Observacao 2.2:

A. Um prisma regular ¢ um poliedro que possui duas faces paralelas e congruentes,
podendo ser qualquer poligono regula, consideradas bases e cujas faces laterais sao qua-
drados.

B. Um anti-prisma regular é um poliedro com duas faces paralelas e congruentes, suas
bases, e cujas faces laterais sao triangulos equilateros.

Pela definicao de solidos arquimedianos tanto um prisma regular como o anti-prisma re-
gular sao solidos arquimedianos com construgao (4,4, c¢) ou (3,3,¢'), com ¢ e ¢ poligonos

regulares quaisquer.

Figura 44: (4,4,6) - Prisma Hexagonal Regular e (3,3,8) - Anti-Prisma Octagonal Regular

e Se aplicarmos o valor de a = b = 6, temos:

1+1+1>1:>1+1+1>1:> < 6,1 =3,c=4 =5
PR p 5 676 p 5 c , logo c=o,c=4o0uc=o.

Temos assim as seguintes configuracoes (6,6, 3), (6,6,4) e (6,6,5).

Vamos agora calcular o ntimero de faces (F'), de vértice (V') e arestas (A) destes ar-

ranjos.
- Caso (6,6, 3)

Suponhamos que o poliedro seja formado por x faces triangulares e y faces hexagonais.

Vimos anteriormente que V = nkF;,, sendo F, o namero de faces do tipo n, logo V' = 3z.

Sendo m = 3 entao, A = g = 9_:5
2 2
3r+6
Por outro lado, temos que A = %
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3r+6y 9x
= — se, e somente se T = Y.

A
ssim 5

Pelo Teorema de Euler

9
F+V—A:2istoimplicaquex+y+3x:7x+2.

Como z =y, temos
9x , .
r4+x+3r = 7+2queeequ1valente ar=4=y.

Logo: A=18, F =8¢V =12.

Figura 45: (6,6,3) - Tetraedro Truncado

- Caso (6,6,4)

Suponhamos que o poliedro seja formado por = faces quadradas e y faces hexagonais.

Vimos anteriormente que V' = nF,,, sendo F,, o nimero de faces do tipo n, logo V = 4x.

12
Sendo m = 3 entao, A = i 2 6x.
2 2
4z 4 6y

Por outro lado , temos que A = =2z + Jy.

Assim 2x + 3y = 6z se, e somente se 4x = 3y.

Pelo Teorema de Euler
F+V — A=2isto implica que z + y + 4z = 6z + 2

Como 4z = 3y, temos
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4
x+?x+4x:6x+2queéequivalenteaszey:&

Logo: A=36,F =14eV = 24.

Figura 46: (6,6,4) - Octaedro Truncado

- Caso (6,6,5).

Suponhamos que o poliedro seja formado por x faces pentagonais e y faces hexagonais.

Vimos anteriormente que V = nF},, sendo F,, o numero de faces do tipo n, logo V = 5z.

Vo1
Sendo m = 3 entao, A = 3V = E

2 2

5 6
Por outro lado , temos que A = x;L v
5r + 6 15
Assim a:;— Y 296 se, e somente se 5r = 3y.
Pelo Teorema de Euler e
F+V — A=2isto implica que x + y + bx = Tx+2
Como 5z = 3y, temos
5 15

x+§—|—4x: Tx+2queéequivalenteax: 12 e y = 20.

Logo: A=90,F =32e¢V =60.
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Figura 47: (6,6,5) - Icosaedro Truncado

e Se aplicarmos o valor de a = b = 8, temos:

! 1+1>1:>1+1+1>1:> <4, 1 =3
c 2778 g T e RO =Y

b

Temos assim as seguintes configuragoes (8,8, 3).

Suponhamos que o poliedro seja formado por x faces triangulares e y faces octogonais.

Vimos anteriormente que V = nF},, sendo F,, o numero de faces do tipo n, logo V' = 3x.

3V 9
Sendo m = 3 entao, A = — = .
2 2
3z + 8y

Por outro lado , temos que A = 5

3r+8y 9z

Assim - 56 e somente se 3xr = 4y.

Pelo Teorema de Euler 9
F+V — A=2isto implica que x + y + 3z = ;—1—2

Como 3z = 4y, temos

3 9
x+zx—|—3x:§+2queéequivalenteax:8ey:6.

Logo: A=36,F=14eV = 24.
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Figura 48: (8,8,3) - Cubo Truncado

e Se aplicarmos o valor de a = b = 10, temos:

1 1 1 1 1 10
>§:>—+—+—>—:>c<§,logoc:3.

PR 10 10 ¢~ 2

1 1 1
a b ¢
Temos assim as seguintes configuracoes (10, 10, 3).

Suponhamos que o poliedro seja formado por x faces triangulares e y faces octogonais.

Vimos anteriormente que V = nF,,, sendo F,, o nimero de faces do tipo n, logo V = 3.

Sendo m = 3 entao, A = ﬂ = 9—33
2 2
3 10
Por outro lado , temos que A = %
3 10 9
Assim % = ; se, e somente se 3r = 5y.

Pelo Teorema de Euler 0
F+V—A:2:>x+y+3x:§+2
Como 3z = by, temos

3 9
T+ Ex + 3z = g + 2isto implica quexr = 20 e y = 12.

Logo: A=90,F =32¢V =60.
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Figura 49: (10,10,3) - Dodecadero Truncado

e Se aplicarmos o valor de a = b = 12, temos:

1 1 1 1 1 . )
>5@——}———1——>—:>c<3,0queelmposs1ve1.

Tyt 12712 "¢ 2

1 1 1
a b ¢

iii. Se a # b # ¢, devemos observar o arranjo de modo que Sy < 360°. Entao o
namero de lados de a, b, ¢ é par. Com isso podemos ter as seguintes configuragoes (4, 6, 8)
e (4,6,10).

No caso (4,6,8), a Sy = 90° + 120° 4 135° = 345° < 360°.

Suponhamos que o poliedro é formado por z quadrados, y hexigonos e z octégo-
nos. Vimos anteriormente que V' = nkF),, sendo F,, o nimero de faces do tipo n, logo
V =4x = 6y = 8z.

3V 122 18y 24z
Entdao A = —— = — = — = 122.
ntao 5 5 6, 5 9y, 5 z

4o + 6y + 8z

5 = 6x

Por outro lado, temos que A =
Assim 2x + 3y + 42z = 6x
Pelo Teorema de Euler

F+V-A=2=x+y+z+40=06x+2

Como 2x = 3y e x = 2z, temos
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2
x+§+g+4x:6x+2®m:12,y:8ez:6.

Logo: A=T72,F =26eV =48.

Figura 50: (4,6,8) - Cuboctaedro Truncado

No caso (4,6,10), a Sy = 90° 4+ 120° + 144° = 354° < 360°.

Suponhamos que o poliedro é formado por x quadrados, y hexagonos e z decago-
nos. Vimos anteriormente que V' = nkF),, sendo F,, o nimero de faces do tipo n, logo
V =4x = 6y = 10z.

Entao A = %127:6 :Gx,lz—y :9y,£22 = 15z.

Por outro lado, temos que A = 4$+6++102 = 6x
Assim 2x + 3y + 5z = 6z

Pelo Teorema de Euler
F+V-A=2=2+y+z+40=>06x+2

Como 2x = 3y e 2z = 5z, temos
x+2§+2§+4x:6x+2<:>x:30,y:206z:12.
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Logo: A=180,F =62e V = 120.

Figura 51: (4,6,10) - Icosadodecaedro Truncado

Agora para facilitar a compreensao das informacoes anteriores vista nesta subsecao,

observe a tabela a seguir:

Tabela 2: Nome de alguns poliedros arquimedianos com arranjo (a, b, ¢)

n? | Arranjo dos vértices | Poligono Arquimediano | A | F | V
1 (6,6,3) Tetraedro Truncado 18 | 8 | 12
2 (6,6,4) Octaedro Truncado 36 | 14 | 24
3 (6,6,5) Icosaedro Truncado 90 | 32| 60
4 (8,8,3) Cubo Truncado 36 |14 | 24
5 (10,10,3) Dodecaedro Truncado 90 |32 60
6 (4,6,8) Cuboctaedro Truncado 72 |26 | 48
7 (4,6,10) Icosadodecaedro Truncado | 180 | 62 | 120

2.2.3 Poliedros arquimedianos com m = 4

Neste caso, cada vértice tem 4 faces, chamaremos de (a,b, ¢, d), iguais ou nao. Subs-

tituindo na desigualdade (8), temos:

2+2+2+2>2:>2(1+1+1+1)>2:>1+1+1+1>1 (10)
a b ¢ d “a b ¢ d a b ¢ d

Analisemos os possiveis valores que (a, b, ¢, d) podem assumir, levando em conta que

Sy < 360°.

i. Se a =b = c = d teremos o arranjo (3,3,3,3) que correspondera a um solido

platénico.
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Figura 52: (3,3,3,3) - Octaedro Regular

11. Se a = b = ¢ = 3 teremos

1 1 1 3 .
-+ -+4+-+->1= -+ - > 1, logo c pode assumir qualquer valor.
3 3 ¢ 3 c 3

O arranjo do tipo (3, 3,3,n) é chamado de n-anti-prisma, com ¢ > 3.

111. Se fixarmos a =3 eb=d =14

1+1+1+ >1:>1+1>1:> <6
3 4 ¢ 4 c 6 ¢
e Caso (3,4,4,4)
1+1+1+1>1:>1+3>1:> <4
1 T1T1Ty ¢ e

Contudo devemos notar que Sy < 360°.

Dai, 3.90° + a4 < 360° = a4 < 90°.

Suponhamos que o poliedro seja formado por x faces triangulares e y faces quadradas.

Vimos anteriormente que V = nF;,, sendo F,, o ntimero de faces do tipo n, logo V = 3x.

Sendo m = 4 entao, A = % = me = 6x.
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3r+4
Por outro lado , temos que A = 'I;_ Y

3r + 4y

Assim = 6xr & 9z = 4y.

Pelo Teorema de Euler
F+V -A=2=zc+y+3x=>06x+2.

Como 9z = 4y, temos
9z
x—l—z+3x:6x+2(:):v:8ey:18.

Logo: A=48, F =26eV = 24.

Figura 53: (3,4,4,4) - Rombicuboctaedro

e Caso (3,4,3,4)

Suponhamos que o poliedro seja formado por x faces triangulares e y faces quadradas,
se encontrando duas vezes. Vimos anteriormente que V' = nF,,, sendo F, o nimero de

3 4
faces do tipo n, logo V = ; = gy = 3z = 4y.

4V
Sendo m = 4 entao, A = 5 = 2V =3x = 4y.

Pelo Teorema de Euler 5
F+V—A:2:>x+y+7x:3x+2.
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Como 3z = 4y, temos

3 3
x+zx+7x:3x+2<:>x:8ey:6.

Logo: A=24F=14eV =12.

Figura 54: (3,4,3,4) - Cuboctaedro

e Caso (3,5,3,5)

Suponhamos que o poliedro seja formado por = faces triangulares e y faces pentago-

nais, se encontrando duas vezes. Vimos anteriormente que V' = nF),, sendo F}, o nimero

3 4
de faces do tipo n, logo V = ; = ?y = 3x = Hy.
4V
Sendo m = 4 entao, A = 5 = 2V = 3x = 4y.

Pelo Teorema de Euler 5
F+V—A:2:»x+y+7x:3x+2.
Como 3z = by, temos

3 3
x+%+§:3x+2®$:20ey:12.

Logo: A=60,F =32e¢V = 30.
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Figura 55: (3,5,3,5) - Icosidodecaedro

e Caso (3,4,5,4)

Suponhamos que o poliedro seja formado por = faces triangulares e y faces quadradas

e z faces pentagonais. Vimos anteriormente que V = nF),, sendo F;,, o nimero de faces

4
do tipo n, logo V = 3z = ?y =2y = bHz.

4
Sendom:4entéo,A:7V22V:3a::2y:5z.

Pelo Teorema de Euler

F+V-A=2=ux+4+y+2+3r=06xr+2

C T 3 ¢
omoy=—ez=—, tem

y= ez=, temos

3z 3
:E—I—g—l—%:3x+2(:):£:20,y:30ez:12.

Logo: A =120,F =62e V = 60.
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Figura 56: (3,4,5,4) - Rombicosidodecaedro

Tabela 3: Nome de alguns poliedros arquimedianos com arranjo (a, b, ¢, d)

n? | Arranjo dos vértices | Poligono Arquimediano | A | F | V
8 (3,4,4,4) Rombicuboctaedro 48 | 26 | 24
9 (3,4,3,4) Cuboctaedro 24 | 14 | 12
10 (3,5,3,5) Icosidodecaedro 60 | 32 | 30
11 (3,4,5,4) Rombicosidodecaedro 120 | 62 | 60

2.2.4 Poliedros arquimedianos com m = 5

Neste caso, cada vértice tem 5 faces, chamaremos de (a, b, ¢, d, ), iguais ou nao. Subs-

tituindo na desigualdade (8), temos:

2+2+2+2+2>3:>2(1+1+1+1+1)>3=>1+1+1+1+1>3 (11)
a b ¢ d d “a b ¢ d e a b ¢ d e 2
Analisemos os possiveis valores que (a, b, ¢, d, ) podem assumir, levando em conta que

Sy < 360°.

i. Se a =b = c=d = e teremos o arranjo (3,3, 3,3,3) que correspondera a um solido

platoénico.
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Figura 57: (3,3,3,3,3) - Icosaedro Regular

1. Se a = b = c = d = 3, analisaremos os possiveis valores de e.

11 1 1 1 3 1 4 3 . .
+-+-+-+->-=—-4+->—- = e <6 podendo assumir os seguintes valores
3 3 3 e 2 e 3 2

3

e=4oue=>.
Logo podemos obter os seguintes arranjos.
e Caso (3,3,3,3,4)

Suponhamos que o poliedro seja formado por x faces triangulares e y faces quadradas.
Vimos anteriormente que V = nF),, sendo F,, o numero de faces do tipo n, logo V' = 4y.

V2
WMy,

Sendo m = 5 entao, A =
Pelo Teorema de Euler
F+V -A=2=uac+4+y+4y=10y+2 < x=>5y+2.

3r + 4y

Como A = 5

= 10y & 3z = 16y, com isso temos z = 32 e y = 6.

Logo: A=60,F =38e V = 24.
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Figura 58: (3,3,3,3,4) - Cubo Snub

e Caso (3,3,3,3,5)

Suponhamos que o poliedro seja formado por = faces triangulares e y faces pentago-

nais. Vimos anteriormente que V' = nF),, sendo F),, o numero de faces do tipo n, logo
V = by.

2
Sendo m = 5 entao, A = % = ﬂ

Pelo Teorema de Euler

25
F+V—A:2:>:c+y+5y:Ty+2©2x:13y+4.
3x+5 25
Como A = I; J_ 2y<:>3x:20y7Comissotemosx:SOey:IZ.

Logo: A=150,F =92 ¢ V = 60.
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Figura 59: (3,3,3,3,5) - Dodecaedro Snub

Se mais de uma delas ¢é diferente de 3, nao satisfara a desigualdade.

Tabela 4: Nome de alguns poliedros arquimedianos com arranjo (a, b, c,d, €)

n? | Arranjo dos vértices | Poligono Arquimediano | A | F |V
12 (3,3,3,3,4) Cubo Snub 60 |38 |24
13 (3,3,3,3,5) Dodecaedro Snub 150 | 92 | 60

Com base nos calculos anteriores, mostramos que existem 13 poliedros arquimedianos.

]
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3 Explorando classes de sb6lidos com o Software Poly:

Um tutorial

Neste capitulo apresentaremos um tutorial sobre o Software Poly e através dele, os
alunos e professores poderao explorar algumas classes de solidos e suas planificagoes, pois
h& uma grande procura de materiais digitais para facilitar a compreensao e o interesse,
por parte dos alunos. Acreditamos que isso possa despertar o gosto a geometria e indo de

encontro com o objetivo.

Poly é um programa shareware’, para explorar e construir poliedros. A empresa Peda-
goguery Software, disponibiliza em www.peda.com/poly/ uma versao avaliativa completa

do software.

This Is an unregistered copy of Poly Pro, and is for demonstration / evaluation purposes only.
Please consider registering, as it encourages us to continue impraving the prograrm. This
message will come up every 10 minutes while you are using an unregistered version; after
registration, it will not appear. Qur emall address is"peda@peda.com”; please send us any
comments, questions, and suggestions you may have.

Continue Info. Register.

Yersion 1.11

Figura 60: Poly

Clique em Continue para entrar no programa. Note que abrirdo duas janelas.

2 Paly Pro 111
File Edit ‘“iew Help

% Tetrahedran EI@
[ Platonic Solids M|
Tetrahedron 'I
|
(p

Figura 61: Janela inicial do Poly

% shareware ¢ um programa de computador disponibilizado gratuitamente, porém com algum tipo de
limitacao.
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Observe a Figura 61, temos a primeira janela (lado esquerdo), o solido é exibido, esta
pode ser maximizada, na segunda janela (lado direito) temos em amarelo os comandos
que podem ser alterados seguindo os seguintes passos: File, Preferences, Available View
Modes. Sendo de simples acesso, um dos importantes recursos do Software Poly sao os

modos de visualizacao.

B polypro it - o x

File Edit View Help

e

@vallable Polyhedron Categories
BAvailable View Mades

"\ [ Three-dimensional shaded polyhedra without edges

/N W Treeimensional shaed pobhea

/N ¥ Three-timensional unshated pobedra

/[ ¥ Three-timensional edges ireframe)
/N ¥ Three-gimensionalvisible edges
Ny 7 hrse-amensional oo potresra
© - [ Thrse-dmensionalvertces
" ¥ Toree-dimensionalviiol vertes
Y Two-dmensional net
B 7 Twodmensions Geotenet
/A 7 Two-dimensional Schiegel diagram

BExport
BPreferences
BLanguage

Figura 62: Preferences

No comando File, Print Preview nos permite uma visualizacao bidimensional, e ainda

nos informa o nome do sélido.

D Poly Pro 1.1 - o X
File | Edit View Help
New culan

e MAaN LD A

Export.. Ctrl+E

B i LYY A

Page Setup.
Print Ctrlep. Archimedean Soligs v]

Truncated Tetrahedron v
Preferences.

Regiter L)

Quit culvQ

Truncated Tetrahedron

Figura 63: Modo de exibicao Print Preview

Logo abaixo temos dois retangulos, nos primeio nos permite selecionar as categorias de
poliedros que sdo: Platonic Solids (Solidos Platénicos), Archimedean Solids (Solidos Ar-
quimedianos), Prisms and Anti-Prisms (Prismas e Anti-primas), Johnson Solids (Solidos
de Johnson), Deltahedra (deltaedros), Catalan Solids (Sélidos de Catalan), Dipyramids
and Deltahedra (Dipiramides e Destoedros) e Geodesic Spheres and Domes (Esferas e

Domos geodésicos).
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2% Paky Pro 1.1
File Edit Wiew Help

% Tetrahedron E@

MADLS LD N
VA

v Platonic Solids
Archimedean Salids
Prisms and Anti-Prisms
Johnson Solids
Deltahedra 0
Catalan Solids
Dipyramids and Deltoheadra
Geodesic Spheres and Domes

Figura 64: Classificacao dos Solidos

J& no segundo retangulo informa os tipos de s6lidos em cada categoria. Por exemplo

a categoria Solidos Platonicos, teremos os cinco tipos:

S Poly Pro 1.11
File  Edit “Wiew Help

2% Tetrahedron E\@

MAA L AN
VYA

Platanic Solids |

Cuhe
Cetahedran

Dodecahedran :O}

lcosahedron

Figura 65: Exemplo de solidos da categoria Platonicos

Em seguida teremos um ou mais quadrados que nos permite escolher a(s) cor(es)
do solido e por tdltimo um comando que permite abrir (planificar) ou fechar (forma
tridimensional) o poliedro selecionado. Com uma leve pressao sobre o cursor (a bolinha),

o movimento de abrir e fechar seréd feito automaticamente.
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[_Truncated Tatranedron

1]
.

| i
Nassna
AL

Brchimecesn Solids )
Trers:atad Talrsbedmon L

om
[ —1

Figura 66: Botao que permite abrir e fechar um soélido

Também é possivel, utilizar o comando File, Preferences, Language, selecionando-o,

nos apresentard o idioma preferido para se trabalhar com o Poly.

Podemos notar que com o uso do software, o conceito de poliedro foi facilmente ex-
plorado. Claro que temos outros tipos de softwares que nos auxiliarao no aprendizado,
como é o caso do GeoGebra, do Sagemath, embora estes em questao h& necessidade que

o aluno tenha conhecimento de algumas equacoes.
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4 Projeto: Aplicacoes em sala de aula

Neste capitulo mostraremos duas oficinas, realizada com alguns alunos do 2° ano do
Ensino Médio de uma escola. A primeira oficina foi realizada em Fevereiro de 2020 de
forma presencial. E posteriormente na segunda oficina trabalhamos com o software Poly
de forma remota, para que possa auxiliar na construcao de representacoes geométricas e

na exploracao dos conceitos, que ajudaram a ter uma melhor visao dos so6lidos trabalhados.

A primeira oficina teve duracao de trés horas, divididas em duas partes, a primeira
parte de forma breve, mostramos as caracteristicas de um poliedro, a Relacao de Euler
para poliedros convexos e apresentamos os cinco poliedros regulares, os Solidos Platoni-

cos: Tetraedro, Hexaedro (Cubo), Octaedro, Dodecaedro e o Icosaedro.

Apresentamos também os treze Solidos Arquimedianos, sua estrutura, planificacdo e
relacionando-os com as estruturas utilizadas no dia-a-dia, assim respondendo a pergunta

que tipo de sélido é a bola de futebol.

Em seguida dividimos os alunos em dois grupos para confeccionarem os Solidos, um
dos grupos utilizou de moldes em papel para a construgao, enquanto outro grupo pode
trabalhar com palitos de churrasco, cola quente, barbante e tinta. Oferecendo a todos que

escolhessem os tipos de sélidos que quisessem confeccionar.

Figura 67: Fotos dos Solidos Platonicos na oficina
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Figura 69: Trabalhos de alguns alunos

Nossa segunda oficina ocorreu de forma remota, pois as aulas eram online, mas mesmo

assim foi muito produtiva, pois exploramos o software Poly, e com o conhecimento prévio
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da primeira oficina, os alunos conseguiram manipular os sélidos, planifici-los e voltar a
Ao final

deixamos um questionario para avaliacao, verificando que a proposta inicial foi atendida

posicao inicial, sentiram como uma continuidade e fechamento do contetdo.

com sucesso.

4.1 Atividade de Fixacao

Apresentamos a seguir um roteiro com atividades desenvolvidas na classe de Ensino

Médio que participou da oficina:

1. Inicie o programa e maximize a janela a esquerda onde aparece o poliedro. Com
0 mouse posicione a seta sobre o poliedro e, clicando com o botao esquerdo acionado,

movimente a figura. Ao fazer isso, podemos visualizar as varias faces do poliedro.
2. Explore livremente o software.

3. Selecione Sdlidos de Platao (de acordo com as instrugoes anteriormente apresen-
tadas no tutorial) e, para cada um dos poliedros, identifique as regides poligonais que
aparecem como faces:

a) Tetraedro:
b) Hexaedro:
¢) Octaedro:
d) Dodecaedro:

e) Icosaedro:
4. Selecione Sdlidos de Arquimedes, relacione os solidos gerados através do cubo.

5. Complete a tabela abaixo com o ntimero de vértices de cada sélido arquimediano,

para verificar sua resposta utilize a Relacao de Euler.

Tabela 5: Nome de alguns poliedros arquimedianos com arranjo (a, b, ¢)

n? | Arranjo dos vértices | Poligono Arquimediano | A | F |V
1 (6,6,3) Tetraedro Truncado 18 | 8
2 (6,6,4) Octaedro Truncado 36 |14
3 (6,6,5) Icosaedro Truncado 90 | 32
4 (8,8,3) Cubo Truncado 36 | 14
5 (10,10,3) Dodecaedro Truncado 90 | 32
6 (4,6,8) Cuboctaedro Truncado 72 | 26
7 (4,6,10) Icosadodecaedro Truncado | 180 | 62
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Conclusao

Apos o término das oficinas de geometria espacial de acordo como projetamos, obser-
vamos que inicialmente encontramos algumas dificuldades, porém acreditamos que sempre
que saimos da zona de conforto passamos por algum incomodo e que os problemas ini-

ciais podem ser superados com um pouco de boa vontade e bom senso na hora de trata-los.

Podemos destacar que o uso de software Poly com seus recursos de geometria dinamica
trazendo o contetido estruturado de forma organizada e muito bem ilustrado, contribui

de forma direta na ampliacao da visao espacial.

Outro ponto que ficou claro na avaliacao é que a postura e o compromisso dos alunos
para com as oficinas se mostraram mais adequados, pois eles tiveram uma participacao
mais efetiva e fizeram maior nimero de atividades e ainda apresentaram cada solido cons-
truido de forma mais responsavel e dinamica, dessa forma, podemos afirmar que aulas com
materiais manipulaveis influenciaram de forma direta na obtencao de melhores resultados,

o que mostra sem sombra de duvidas que este método de trabalho traz resultados positivos.

Assim, podemos concluir que os resultados do projeto foram positivos, e que essa é
uma técnica viavel, porém, requer um planejamento e flexibilidade dos horérios em sala
de aula, assim como a escolha de um software adequado, além de um pouco de disponibili-
dade para sanar as suas dividas ou até mesmo para mediar os conflitos que possam surgir
nos grupos. Deixamos aqui a sugestao deste projeto para que os professores interessados
em utilizar novas técnicas de ensino, na busca de tornar a aprendizagem de matematica
mais prazerosa e significativa. Queremos também encoraja-los e adaptar algumas ideias
e escolhidos os softwares adequados aos seus objetivos. Espero que este trabalho sirva

como fonte de inspiracao para o estudo da geometria.

Finalmente concluimos que o desenvolvimento dessa dissertacao além de enriquecer
nosso conhecimento de matematica, recordando contetidos de célculo diferencial e inte-
gral, aprendemos um pouco de geometria diferencial, a linguagem em LaTex para textos
matematicos, fazer apresentacoes usando slides no Beamer, acreditamos que estamos mais

qualificados para atuar como docentes do ensino médio.
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