UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

ANGELA CAROLINA TUNUBALA SANCHEZ

Equivaléncia entre o Método de
Melnikov e o Método de Averaging
para Campos de Vetores Suaves por

Partes Quase-Integraveis

Goiania
2022



SEI/UFG - 2927303 - Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA) https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir wet

UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

TERMO DE CIENCIA E DE AUTORIZAGAO (TECA) PARA DISPONIBILIZAR VERSOES ELETRONICAS DE
TESES

E DISSERTACOES NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

Na qualidade de titular dos direitos de autor, autorizo a Universidade Federal de Goias
(UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Disserta¢des (BDTD/UFG),
regulamentada pela Resolugdo CEPEC n? 832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo
com a Lei 9.610/98, o documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impressdo
e/ou download, a titulo de divulgagdo da producdo cientifica brasileira, a partir desta data.

O conteldo das Teses e Dissertacdes disponibilizado na BDTD/UFG é de responsabilidade
exclusiva do autor. Ao encaminhar o produto final, o autor(a) e o(a) orientador(a) firmam o compromisso
de que o trabalho ndo contém nenhuma violacdo de quaisquer direitos autorais ou outro direito de
terceiros.

1. Identificacdo do material bibliografico
[ X] Dissertacao [ ] Tese

2. Nome completo do autor

Angela Carolina Tunubala Sanchez

3. Titulo do trabalho

Equivaléncia entre o Método de Melnikov e o Método de Averaging para Campos de Vetores Suaves por
Partes Quase-Integraveis

4. Informagodes de acesso ao documento (este campo deve ser preenchido pelo orientador)
Concorda com a liberagao total do documento [ X ] SIM [ ]NAO

[1] Neste caso o documento sera embargado por até um ano a partir da data de defesa. Apds esse periodo,
a possivel disponibilizacdo ocorrerd apenas mediante:

a) consulta ao(a) autor(a) e ao(a) orientador(a);

b) novo Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA) assinado e inserido no arquivo da tese ou dissertagao.

O documento ndo sera disponibilizado durante o periodo de embargo.

Casos de embargo:

- Solicitacao de registro de patente;

- Submissdo de artigo em revista cientifica;

- Publicagdo como capitulo de livro;

- Publicacdo da dissertacdo/tese em livro.

Obs. Este termo devera ser assinado no SEI pelo orientador e pelo autor.

1of2 25/05/2022 1.


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9610.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l9610.htm

SEI/UFG - 2927303 - Termo de Ciéncia e de Autorizagdo (TECA) https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_wel

SE°I 2

Documento assinado eletronicamente por ANGELA CAROLINA TUNUBALA SANCHEZ, Discente, em
23/05/2022, as 16:40, conforme hordario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do
Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

°
assinatura
eletrdnica

=

SE°! B

assinatura
eletrdnica

Documento assinado eletronicamente por Durval José Tonon, Professor do Magistério Superior, em
23/05/2022, as 17:52, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do
Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

' @/controlador externo.php?acao=documento_conferir&id orgao acesso externo:O, informando o
B cédigo verificador 2927303 e o cddigo CRC 130672DE.

Referéncia: Processo n2 23070.021997/2022-27

2 of 2

SEI' n2 2927303

25/05/2022 1.


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

ANGELA CAROLINA TUNUBALA SANCHEZ

Equivaléncia entre o Método de
Melnikov e o Método de Averaging
para Campos de Vetores Suaves por

Partes Quase-Integraveis

Dissertagao apresentada ao Programa de Pos—
Graduacgao do Instituto de Matemaética e Estatistica da
Universidade Federal de Goias, como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Area de concentracao: Sistemas Dinamicos.

Orientador: Prof. Durval José Tonon

Goilania
2022



Ficha de identificacéo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracdo Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Sanchez, Angela Carolina Tunubala

Equivaléncia entre o Método de Melnikov e o Método de
Averaging para Campos de Vetores Suaves por Partes Quase
Integraveis [manuscrito] / Angela Carolina Tunubala Sanchez. -
2022.

117 f.

Orientador: Prof. Dr. Durval José Tonon.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto
de Matematica e Estatistica (IME), Programa de P6s-Graduagéo em
Matematica, Goiania, 2022.

Bibliografia.

Inclui gréfico.

1. Método de Averaging. 2. Método de Melnikov. 3. Solu¢Bes

periddicas. 4. Ciclos limite. 5. Campos de vetores suaves por partes. I.
Tonon, Durval José, orient. |l. Titulo.

CDhu 51




SEI/UFG - 2860437 - Ata de Defesa de Dissertagdo https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_wet

‘
UFG

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
ATA DE DEFESA DE DISSERTACAO

Ata n2 01 da sessdao de Defesa de Dissertacdao de Angela Carolina Tunubala Sanchez, que
confere o titulo de Mestra em Matematica, na area de Sistemas Dinamicos.

Ao vigésimo terceiro dia do més de maio do ano de dois mil e vinte e dois, a partir das
guatorze horas, através de Web Videoconferéncia, realizou-se a sessdo publica de Defesa de Dissertacao
intitulada “Equivaléncia entre o Método de Melnikov e o Método de Averaging para Campos de Vetores
Suaves por Partes Quase-Integraveis”. Os trabalhos foram instalados pelo presidente da banca, Professor

Doutor Durval José Tonon - IME/UFG com a participacdo dos demais membros da Banca
Examinadora: Professor Doutor Rony Cristiano - IME/UFG membro titular interno e o Professor Doutor
Claudio Gomes Pessoa - DMAT/UNESP membro titular externo. Durante a arguicdo os membros da banca
nao fizeram sugestdo de alteracdo do titulo do trabalho. A Banca Examinadora reuniu-se em sessao
secreta a fim de concluir o julgamento da Dissertacdo, tendo sido a candidata aprovada pelos seus
membros. Proclamados os resultados pelo Professor Doutor Durval José Tonon - IME/UFG, Presidente da
Banca Examinadora, foram encerrados os trabalhos e, para constar, lavrou-se a presente ata que é
assinada pelos Membros da Banca Examinadora, ao vigésimo terceiro dia do més de maio do ano de dois
mil e vinte e dois.

TITULO SUGERIDO PELA BANCA

Equivaléncia entre o Método de Melnikov e o Método de Averaging para Campos de Vetores Suaves por
Partes Quase-Integraveis

ell Documento assinado eletronicamente por Durval José Tonon, Professor do Magistério Superior, em
;?mmm d 23/05/2022, as 15:13, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do
| eletrdnica Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

el' Documento assinado eletronicamente por Claudio Gomes Pessoa, Usuario Externo, em 23/05/2022,
a-?smwm [j as 15:14, conforme hordrio oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do Decreto n?
| eletronica 10.543, de 13 de novembro de 2020.

eil Documento assinado eletronicamente por Rony Cristiano, Professor do Magistério Superior, em
;?SNW'J @ 23/05/2022, as 15:14, conforme horario oficial de Brasilia, com fundamento no § 32 do art. 42 do
| eletrdnica Decreto n? 10.543, de 13 de novembro de 2020.

. /se|/controlador_externo.mp?acaO—documento_conferlr&ld_grg@_acesso_externo=0, informando o
' cédigo verificador 2860437 e o cddigo CRC ECAOA897.

1of2 25/05/2022 1.


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2019-2022/2020/Decreto/D10543.htm
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0
https://sei.ufg.br/sei/controlador_externo.php?acao=documento_conferir&id_orgao_acesso_externo=0

SEI/UFG - 2860437 - Ata de Defesa de Dissertagao

https://sei.ufg.br/sei/controlador.php?acao=documento_imprimir_wel

Referéncia: Processo n° 23070.021997/2022-27

2 of 2

SEI n°® 2860437

25/05/2022 1.



Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéo total ou parcial do
trabalho sem autorizacao da universidade, do autor e do orientador(a).

Angela Carolina Tunubala Sanchez

Bacharela em Matematica pela Universidad del Cauca Colémbia-

UNICAUCA.



A Deus e & minha familia.



Agradecimentos

Agradecgo a Deus, minha ajuda e fortaleca o tempo todo. Obrigada Senhor,
pelo seu amor jperfeito amor que me sustenta! Porque todos os dias posso ver
sua mao guiando minha caminhada e tornando meus sonhos realidade. Obrigada
pela rica oportunidade de estudar neste pais, por me permitir conhecer pessoas
maravilhosas durante este tempo e por fazer muito mais do que eu poderia imaginar.

A Deus toda gloria e honra, pois sem ele eu nada poderia fazer.

Aos meus pais Adelaida e Gerardo, também as minhas irmas. Agradeco
pelo amor incondicional, apoio e incentivo em cada momento da minha vida. Espe-
cialmente, agradeco a minha mae por suas oragoes em meu favor e por acreditar em
mim, mesmo quando eu nao acreditava em mim. Sem vocés isso nao seria possivel,

muito obrigada por estarem comigo a pesar da distancia.

Agradego também ao meu orientador, o Professor Dr. Durval José Tonon,
por me aceitar como orientanda, por compartilhar seu conhecimento comigo o que
me permitiu ampliar o meu. Pela paciéncia e pelo excelente trabalho de orientacao
que fez possivel terminar a dissertacao. Aos membros da banca, o Professor Dr.
Rony Cristiano e o Professor Dr. Claudio Gomes Pessoa, pelas valiosas contribuicoes

para o aprimoramento do trabalho.

Agradego a minha amiga Sra. Alexandra Nogueira da Silva e seu esposo
Israel, por me receberem em sua casa e me fazer sentir mais um membro de sua fa-
milia. Pelo carinho e conversas agradaveis, principalmente nas tardes de sexta-feira,

quando nos reunimos para ler a Biblia e orar a Deus.
Aos meus amigos e colegas, a Marly e o Gerardo. Pela valiosa amizade e
companhia, pelas conversas e risadas, pelo apoio e incentivo durante o mestrado

que fizeram minha vida aqui muito agradavel. Obrigada por se tornar minha familia.

Finalmente, agradeco & CAPES pelo apoio financeiro.



Tempo para tudo

Para tudo h& uma ocasiao certa;

H& um tempo certo para cada propoésito
Debaixo do céu:

Tempo de nascer e tempo de morrer,
Tempo de plantar

E tempo de arrancar o que se plantou,
Tempo de matar e tempo de curar,
Tempo de derrubar e tempo de construir,
Tempo de chorar e tempo de rir,

Tempo de prantear e tempo de dancar,
Tempo de espalhar pedras

E tempo de ajunta-las,

Tempo de abracar e tempo de se conter,
Tempo de procurar e tempo de desistir,
Tempo de guardar

E tempo de jogar fora,

Tempo de rasgar e tempo de costurar,
Tempo de calar e tempo de falar,

Tempo de amar e tempo de odiar,
Tempo de lutar e tempo de viver em paz.

Salomao,
Ec. 3:1-8 Nowva Versao Internacional.



Resumo

Tunubald Sanchez, Angela Carolina. Equivaléncia entre o Método de
Melnikov e o Método de Averaging para Campos de Vetores Sua-
ves por Partes Quase-Integraveis. Goiania, 2022. 117p. Dissertacao
de Mestrado. Programa de Pos-Graduagao em Matematica, Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho serd estudada a equivaléncia entre o método de Melnikov e o
método de Averaging no contexto dos campos de vetores suaves por partes quase-
integraveis em espagos de dimensao n (n > 2). Apresentamos uma introducao de
ambos métodos, depois, direcionamos o estudo desses métodos aos sistemas quase-
integraveis suaves por partes e mostramos a equivaléncia entre eles. Uma etapa
fundamental para resolver esse problema é construir uma mudanca apropriada de
coordenadas, que transforma o sistema suave por partes perturbado em um sistema
periddico. Apresentamos também, a férmula da funcao de Melnikov de segunda
ordem para sistemas planares suaves por partes quase-Hamiltonianos e finalizaremos
o trabalho com algumas aplicacoes dos resultados apresentados em uma classe de

sistemas autonomos tridimensionais.

Palavras—chave
Método de Averaging, método de Melnikov, solugoes periddicas, ciclos

limite, campos de vetores suaves por partes.



Abstract

Tunubald Sanchez, Angela Carolina. Equivalence between the Mel-
nikov Method and the Averaging Method for Piecewise Near-
integrable Vector Fields. Goiania, 2022. 117p. MSc. Dissertation. Pro-
grama de Pos-Graduagao em Matematica, Instituto de Matematica e Esta-
tistica, Universidade Federal de Goiés.

In this work the equivalence between the Melnikov method and the Averaging
method will be studied for a piecewise smooth near-integrable systems in n-
dimensional spaces (n > 2). We present an introduction of both methods, then
we direct the study of these methods to piecewise smooth near-integrable systems
and we show the equivalence between them, where a key step of solving this problem
is to construct an appropriate change of coordinates, which transforms the perturbed
piecewise smooth system into a periodic system. We also present the formula of the
second order Melnikov function for planar piecewise near-Hamiltonian systems and
we will finish the work with some applications of the results presented in a class of

three-dimensional autonomous systems.

Keywords
Averaging method, Melnikov method, periodic solutions, limit cycles,

piecewise smooth vector fields.
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Introducao

De acordo com [17], a teoria de bifurcacao de ciclos limite de sistemas
diferenciais continuos ou descontinuos de dimensao n > 2, tem sido extensivamente
estudada por muitos autores. Um desafio no estudo de tais sistemas é obter o
nimero maximo de solucoes periddicas ou uma cota superior, o qual esté relacionado
ao décimo sexto problema de Hilbert, problema que dentro da teoria de sistemas
dindmicos tem ocupado a muitos mateméaticos desde 1900, mais precisamente, a
segunda metade que trata do ntumero e da localizacao dos ciclos limite em campos
de vetores polinomiais planares.

O estudo dos ciclos limite desempenha um papel fundamental na teoria qualitativa
dos sistemas dinamicos, pois eles determinam o comportamento qualitativo do
sistema. Mas, encontrar ciclos limite nao é uma tarefa facil na maioria dos casos.
Porém, na busca desses ciclos limite tem-se desenvolvido diversos métodos para
encontré-los, entre eles o método de Averaging, que consiste em transformar o
problema de encontrar e quantificar os ciclos limite de um campo de vetores em
um problema de encontrar zeros positivos de uma determinada funcdo |7]|. Existem
muitos trabalhos sobre o método de Averaging. Em [14], por exemplo, utilizando a
funcao de Averaging de primeira, segunda ou de ordem superior se estuda as solucoes
periodicas de um sistema suave por partes. Em [15], os autores usaram a teoria
de Averaging de ordem superior para estudar uma classe de sistemas diferenciais
polinomiais quadraticos.

Outro método importante, ¢ o método de Melnikov, o qual é uma ferramenta muito
util no estudo de existéncia e cotas para o numero de ciclos limite. Em [18] os
autores estabelecem a férmula para a funcao de Melnikov de primeira ordem para
sistemas suaves por partes planares. Em [27|, por sua vez, se estabelece a teoria de
Melnikov para sistemas quase-integraveis suaves por partes em qualquer dimensao
(n > 2) e obtem-se a fun¢ao de Melnikov de primeira ordem. Deve-se notar que o
método de Melnikov é mais geral do que o método de Averaging, dado que o método
de Melnikov pode ser aplicado para buscar é6rbitas periodicas que bifurcam perto
de conexoes heteroclinicas ou homoclinicas, em quanto uma condicao necesséria

para aplicar o método de Averaging ¢ que a parte linear do sistema estudado
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seja do tipo centro. Além disso, de acordo como [4], o método de Averging tem
duas limitacoes, a primeira, as vezes é muito dificil encontrar uma mudanca de
coordenadas apropriada que coloque o sistema estudado na forma padrao, a segunda,
depois de encontrar uma mudanca conveniente, o sistema resultante pode ter uma
expressao muito complicada o que aumenta a dificultade de encontrar os zeros das
funcoes promediadas, consequentemente os ciclos limite.

No entanto, tem-se mostrado em [12] que o método de Melnikov é equivalente ao
método de Averaging para estudar o nimero de ciclos limite de sistemas diferenciais
analiticos planares ou C* quase-Hamiltonianos. Nesta dissertacao, baseados no
artigo [17], estabelecemos o objetivo principal do trabalho, mostrar a equivaléncia
entre esses dois métodos no contexto dos sistemas diferenciais quase-integraveis
suaves por partes C*, em espagos de qualquer dimensao (n >2). Em, outras palavras,
mostramos que ambas metodologias produzem ou encontram o mesmo ntmero de
ciclos limite, onde uma etapa chave para conseguir este resultado serd fazer uma
mudanca apropiada de coordenadas que transformara nosso sistema suave por partes
perturbado em um sistema periédico.

Assim, este trabalho estd dividido em oito capitulos, o primeiro capitulo contém
algumas definicoes e teoremas importantes para a compreensao e desenvolvimento
do trabalho.

No segundo capitulo, faremos uma breve introdugao sobre o método de Averaging
para campos de vetores suaves e suaves por partes, apresentando a teoria que
julgamos importante que o leitor conheca, o teorema de Averaging classico e sua
generalizacao por meio da teoria do grau de Brouwer, e o teorema de Averaging
para campos de vetores suaves por partes, bem como alguns exemplos que ilustram
o potencial do método na busca de ciclos limite. Similarmente, o terceiro capitulo
contém a introdugao ao método de Melnikov, o qual ¢ uma ferramenta muito util no
estudo de existéncia e cotas para o nimero de ciclos limite, bem como uma aplicacao
do mesmo.

Por sua vez, no Capitulo quatro desenvolvemos ambos métodos para os sistemas
quase-integraveis, em qualquer dimensao, n > 2. Em particular, estabelecemos,
como foi dito anteriormente, a mudanca de coordenadas adequada que transforma o
sistema estudado em um sistema perioédico, de tal forma que a teoria de Averaging
possa ser aplicada. Além disso, damos as expressoes das fungoes de Averaging de
ordem um e dois.

O principal resultado de nosso trabalho, a equivaléncia entre os dois métodos é
apresentada no Capitulo cinco, onde mostramos também, a equivaléncia entre a
aplicagao de Poincaré P e a funcao de bifurcacao F. Usando essa equivaléncia,

obtemos a formula da funcao de Melnikov de segunda ordem para um sistema planar
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quase-Hamiltoniano suave por partes. Tal resultado serd apresentado no Capitulo
seis.

Uma vez obtidas as func¢oes de Melnikov ou as fungoes promediadas (via teoria de
Averaging), as quais, como visto no Capitulo cinco, fornecerdao a mesma quantidade
de ciclos limite, surge agora o problema de como estudar ou obter os zeros dessas
fungoes. Baseados nos artigos [14, 17| aplicaremos os resultados apresentados nos
capitulos anteriores, no estudo dos ciclos limite de um sistema auténomo suave por
partes tridimensional. Finalmente, no dltimo Capitulo, apresentamos as conclusoes
do trabalho.



CAPITULO 1

Teoria Basica

Este capitulo ¢ dedicado a apresentacao de defini¢oes, conceitos e ferramen-

tas importantes para o desenvolvimento de nosso trabalho.

1.1 Conceitos preliminares de Analise

Seguindo [16], comegamos entdao com o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema do Valor Médio). Seja f: U — R definida no aberto U C

R™. Suponhamos que o segmento de reta [a, a+v] esteja contido em U, que a restri¢ao

fla,a+v] S€J@ continua e que erista a derivada direcional a—(:c), sequndo v, em todo
v

ponto x € (a,a+v). Entao existe 6 € (0,1) tal que f(a+v) — f(a) = %(a + 6v).

Teorema 1.2 (Teorema da Func¢ao Implicita). Seja f : U — R wuma fun¢io de
classe C* (k > 1), definida em um aberto U C R"*t. Se um ponto p = (xo,y0) € U €

tal que f(p) =ce g—f(p) # 0, entao existem uma bola B(xg,d) C R™ é um intervalo
Y

J = (Yo — €,y + €) tais que f~H(c)N (B x J) € o grifico de uma funcio & : B — J,
de classe C*. Para todo x € B tem-se

o, _of of |
5 (1) = ~ g @)/ G €)= 1)

A funcio y = £(x) diz-se definida implicitamente pela equacio f(x,y) = c. A
afirmagao de que f~(c) N (B x J) € o grifico de uma fungao significa que, para
cada © € B existe um tnico y = £(x) € J tal que f(x,y) = c. Evidentemente,
(o) = yo-

Teorema 1.3 (Teorema de Taylor). Seja U C R™ aberto. Se f é s vezes diferencidvel

em U e, num ponto a € U, existe f*T'(a), entdo

fla+h)= f(a)+ f'(a)h + %f”(a) hP 4+ S a) - B+ r(h), (1-1)

(s+ 1)!
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onde
r(h)

b0 [h[s+1

=0.

Teorema 1.4 (Generaliza¢ao do Teorema Fundamental do Célculo). Dada a funcao

h(x)
F(x) = ft,x)dt
)

g(x

sua derivada € calculada utilizando o sequinte formula:

(1-2)

1.2 Conceitos preliminares de Algebra

Nesta secao apresentamos alguns conceitos de algebra, os quais ajudarao a
resolver o problema de achar zeros das fungoes do método de Melnikov e do método
de Averaging. As definicoes e todos os lemas e teoremas a seguir, bem como suas

provas, podem ser encontradas em [14].

Consideremos C" com a norma ||z|| := max{|z;]| : ¢ = 1,...,n} onde z =
(21, ..., 2n) € C™ (embora todas as consideragbes na sequéncia sejam independentes
de uma escolha da norma); E representa um subconjunto limitado aberto de C",
E denota seu fecho e OF := E\E. A seguir enunciaremos alguns conceitos e fatos

importantes que serao usados no que segue.
Definicao 1.5. Uma funcdo
g: EFE—C

¢ chamada de holomorfa se for complexa diferencidvel em qualquer ponto z € E (em
particular, pode ser representado por sua série de Taylor em uma pequena vizinhanca

ao redor de z).

Definicao 1.6. Uma aplica¢ao
F=(F,...F,) :E—=C"

¢ chamada de holomorfa, se F; € holomorfa para qualquer t =1,... n.
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Denotemos por H,,(E) o conjunto de todas as aplicacoes desde E a C" as

quais sao holomorfos sobre E.

Definicao 1.7. Se U C R™ € um conjunto aberto, entao

f=0U1, fa): U—=R" (1-3)

€ chamada analitica se é de classe C™® em qualquer ponto x € U e pode ser

representada em alguma vizinhanca de x por sua série de Taylor.

Definicao 1.8. Seja K = R ou C, V C K", um disco pequeno, centrado em a,
PV — K" uma aplicacdo continua definida em uma vizinhanga de V. Se P(a) = 0,
entao a € chamado de zero de P. Um zero a é chamado isolado se existe uma
vizinhanca V CV dea tal que P(b) = 0 implica b = a para todo b € ‘7, neste caso

V ¢ chamado de vizinhanca isolada de a.

Note que se F' € H,(E) e F(z) # 0 para todo z € JF, entdo o conjunto de

zeros de F' é finito, em particular, cada zero é isolado.

Defini¢do 1.9. Dado F € H,(E) com F(a) = 0 e uma vizinhanga isolada N,
definimos a multiplicidade de a com relagio de F (denotada como uplal) como o

numero de solucoes da equacao
F(z)=w, zeN,

onde w € um wvalor regular suficientemente proximo de zero para F (lembre-se,

w é chamado um wvalor regular de F em N se F'(z) é nao singular para todo

ze F Y w)UN.)

Observacao 1.10. Seja
f:UCR"—-R"

uma aplica¢ao analitica real com f(a) = 0. Usando a expansdo em série de Taylor
de f ao redor de a, pode-se associar canonicamente com f uma aplicagcao compleza
holomorfa

fouccCh—=C"

estendendo f a uma vizinhanca pequena U ao redor de a (basta pegar uma série
complexa em torno de a com os mesmos coeficientes reais). Claramente, se a é
isolado para [, entao a € isolado para f de modo que pyelal estd corretamente
definida. Além disso, podemos ver que pise[a] € o nimero de solugoes complexas para
equacao f(x) =1y, ondey € um valor reqular suficientemente prozimo do zero de f.

No que segue, pela multiplicidade de a em relag¢do a f queremos dizer jige|a).
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A seguir enunciaremos a generalizagao multidimensional do teorema classico

de Rouché.

Teorema 1.11. Suponha que f, g € H,(E) satisfazem

gl < |lf () (= € IE).

Entao, f e f + g tém os mesmos zeros em E (contados de acordo com suas

multiplicidades).

Agora, para as aplicacoes polinomiais complexas, obsevemos que pode-
se obter uma estimativa superior para a soma das multiplicidades de seus zeros.

Enunciamos assim, o seguinte teorema:

Teorema 1.12 (Teorema de Bézout). Seja Fi,..., F, € Clz,...,2,] polinomios
complexos e suponhamos que a aplicacio F = (Fy,..., F,) : C" — C" admite um
numero finito de zeros. Entao, o numero de zeros de f € no mdzrimo degF-. . .-degF,.

O seguinte teorema ¢ uma consequéncia imediata do teorema anterior e da
Observagao 1.10.

Teorema 1.13. Sejam fi,..., fn € Rlxy,...,x,] polindmios reais e assuma que a
aplicagao f = (f1,..., fn) : R* — R™ admite um nimero finito de zeros. Entao, o
nimero de zeros de f € no mdrimo degfi-...-degf,.

Teorema 1.14. Sejam D C R"™ e U C R™ ambos subconjuntos abertos com U

contendo a origem. Suponha que d : D x U — R™ satisfaz as sequintes condicoes:

(i) d(z,€) = fo(x) + fu(z,€), z€D,ecU;

(ii) fo € analitica;
(111) fo tém no mdzimo N zeros em D contados de acordo com suas multiplicidades;
(iv) f« € continua em ambas varidveis e andlitica em x;

(v) fi(x,0) =0 para todo x € D.

Entao, para qualquer conjunto compacto dado V C D, existe uma wvizinhanca
B(0,6) C U de raio ¢ centrada na origem tal que para cada ¢ € B(0,0), a aplicagao
d tem no mdzimo N zeros com relacdo a x em V contados de acordo a suas

multiplicidades.

Agora, combinando o Teorema 1.14 com o Teorema 1.13 temos o seguinte

resultado.
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Corolario 1.15. De acordo com as notacoes do Teorema 1.1/, suponha que as

condigoes (i), (i1), (iv) e (v) sejam satisfeitas juntamente com a seguinte:
(111)" fo = (f1,..., fn) € uma aplicacdo polinomial com um nimero finito de zeros.

Entao, a conclusao do Teorema 1.14 se satisfaz substituindo N por degf,-...-degf,.

1.3 Conceitos preliminares de Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias

[remos apresentar nesta secao alguns dos conceitos, definicoes e teoremas
sobre a teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias. Nossa abordagem seré
baseada nos livros |9, 22, 23, 25, 29|, nos trabalhos [21, 28] e nos artigos |14, 17].

1.3.1 Campo de vetores, Orbitas Periédicas e Ciclos Limite

Definicao 1.16. Um campo de vetores em um aberto U € R™ é uma aplicagcao
X : U = R"™. Logo, um campo de vetores é de classe C*, k > 1, quando X : U — R"

¢ de classe C* . Ao campo vetorial X associamos a equacdo diferencial

P = X(). (1-4)

Defini¢ao 1.17 (Curva Integral). Uma curva integral de X, por um ponto p € U,
¢ uma aplicacao diferencidvel o : I — U, I um intervalo aberto contendo 0, tal
que a(0) = p e &/(t) = X(a(t)) para todo t € 1. Dizemos que o é uma solugdo da

equacdo diferencial (1-4), com condi¢do inicial x(0) = p.

Teorema 1.18 (Existéncia e Unicidade). Seja X um campo de classe C*, k > 1,
em um aberto U C R", e p € U. Eniste uma curva integral de X, o : I — U, com
a(0) =p. Se B :J = U é outra curva integral de X com B(0) = p, entao a(t) = 5(t)
para todo t € I N J.

Defini¢ao 1.19 (Fluxo Local). Um fluzo local de X em p € U é uma aplicag¢io ¢ :
(—e,e)xV, = U, V,, uma vizinhanga de p em U, tal que, para cada q € V), a aplicagdo
¢q: (—€,€) = U, definida por ¢,(t) = ¢(t,q), € uma curva integral passando por g,
isto €, 9(0,q) =q e %qb(t,q) = X(¢(t,q)) para todo (t,q) € (—€,€) X V.
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Defini¢ao 1.20 (Sistema Dinamico). Um sistema dindmico sobre E é uma aplicacdo
de classe C!

p:Rx F— FE,
onde E é um subconjunto aberto de R™, e se ¢,(x) = ¢(t,x), entao ¢, satisfaz

(a) ¢o(x) = x para todo x € E e
(b) &0 ds(x) = Pyis(x) para todo s, t e R ex € E.

Considere agora, o sistema dinamico ¢(¢, x) definido por

T = f(x). (1-5)

Definicdo 1.21 (Orbita Periddica). Um ciclo ou drbita periddica T de (1-5) é
qualquer curva solu¢io de (1-5) fechada, a qual ndo tem um ponto de equilibrio
de (1-5).

Os ciclos do sistema (1-5) correspondem a solugoes periddicas de (1-5) uma vez que
&(+, o) define uma curva solugao fechada de (1-5) se, e somente se, para todo t € R,
ot +T,20) = ¢(t, z9) para algum T > 0. O minimo T para o qual essa igualdade é

satisfeita é chamado de periodo da drbita periddica ¢(-,xg).

Definicao 1.22 (Ciclo limite). Um ciclo limite de (1-5) é uma curva fechada T’
de (1-5), que nao possui ponto critico e existe uma vizinhanga V, de I tal que nao
existem outras curvas fechadas de (1-5) contidas em V.. O ciclo limite T' é chamado
de estdvel se para todo € > 0 existe uma vizinhanca V de T tal que para todo
x €V, dT[,T) < € ou seja, para todo x € V et > 0, d(¢(t,z),T) < €, onde
I't ={zeU;z=9¢(tx)t>0}.

Defini¢ao 1.23 (Ciclo separatriz). [5/ Um ciclo separatriz é uma curva fechada
composta por pontos singulares e arcos de solu¢do que os unem, orientados consis-

tentemente pelo fluzo do campo vetorial (1-5).

Defini¢do 1.24. Seja f : R? — R? um difeomorfismo de classe C"(r > 1),

satisfazendo as sequintes hipdteses.

1. Hipdtese: f tem um ponto hiperbilico periddico, p.

2. Hipdtese: W*(p) e W"(p) se interceptam transversalmente.

Sem perda de generalidade podemos assumir que o ponto p, é um ponto fixo, pois
se p tem periodo k, entdo f*(p) = p e o0s sequintes argumentos podem ser aplicados
a f*. Um ponto que pertence a W*(p) N W(p) se diz homoclinico a p. Se W*(p)
intercepta W*(p) transversalmente em um ponto, entio o ponto é chamado de ponto

homoclinico transversal.
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1.3.2 A aplicagao de Poincaré e Forma Canénica de Jordan

De acordo com [23|, a aplicagdo de Poincaré definida por Henri Poincaré
em 1881, é uma ferramenta para o estudo da estabilidade e bifurcacoes de orbitas
periddicas. A idea da aplicacao de Poincaré e a seguinte:

Se I' & uma orbita periodica de (1-5) através do ponto xy e ¥ é um hiperplano
perpendicular a I' em z,, entao para qualquer ponto x € ¥ suficientemente perto
de zg, a solugdo de (1-5) através de x em t = 0, ¢(t, z) cruzara de novo ¥ no ponto
P(z). A aplicagdo x — P(z) é chamada aplicacdo de Poincaré.

A aplicacao de Poincaré pode também ser definida quando Y é uma superficie suave
através do ponto zy € I', a qual nao ¢ tangente a I' em x(. Neste caso, diz-se que a

superficie ¥ intercepta a curva I' transversalmente em x.

Teorema 1.25. Seja U um subconjunto aberto de R™ e seja f € CH(U). Assuma

que ¢(t,zo) € uma solugdio periodica de (1-5) de periodo T' e que o ciclo
I'={z eR"z=09¢(t,xy), 0<t<T}
estd contido em U. Seja ¥ o hiperplano ortogonal a I' em xg, isto €,
Y ={z e R"(x — x0).f(xo) = 0}.

Entao existem, um 0 > 0 e uma unica funcio 7(x) definida e continuamente

diferencidvel para x € Ns(xg), tal que T(xo) =T e

¢(r(z),z) € X
para todo x € Ng(zo).

Definigao 1.26. Sejam I', 3, § e 7(x) definidos como no Teorema 1.25. Entdo para
x € Ns(xo) NXE, a funcdo

€ chamada de aplicacao de Poincaré para I' em x.

Seguindo [22| apresentamos dois resultados importantes que nos auxiliara

nas aplicacoes do método de Averaging classico.

Teorema 1.27 (Forma canoénica de Jordan Real). Se L € L(R"), existe uma base
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de R" na qual a matriz L tem a forma

Ay
O
A,
By
O
Bg
onde
Ai
1 N O
A = 1N\ i=1,...r, \ER,
O
1N
Cj
I 0
Bj = I G ) Cjz(aj 6j>,
o .. . =B
I ¢

10
I:(O 1), Oéj,ﬂjER.

As submatrizes Ay, ..., A, e By,..., By sdo univocamente determinadas a menos da

ordem e L(R™) € o espago vetorial das aplicagies lineares de R™ em R™ munido da
norma usual || L|| = sup{||Lv||; ||v]] = 1}.

Corolario 1.28. Seja L € L(R"™). Dado € > 0, ezxiste uma base de R™ na qual a
matriz L tem a forma

A

By
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com
Ai
€ N\ O
A = € N
O
€ N\
a B
Bi O
€ 0
Bj = 0 €
O e 0 o pB

0 € —5]‘ Qi

1.3.3 Sistemas Conservativos

Segundo [9], suponha que f : R"™ — R" é continua e, para qualquer xy em
R"™, que o sistema

&= f(z) (1-6)

tem uma tunica solucdo z(t) = x(t, xg) = xo.

Definig¢ao 1.29. Uma func¢io H : D C R" — R € uma tntegral primeira de (1-6)

sobre uma regiao D C R™ se

1. H ¢ continua junto com suas primeiras derivadas parciais,
2. H ¢ nao constante sobre qualquer conjunto aberto em D, e

3. H(xz(t)) € constante ao longo das solugdes de (1-6).

Como H possui primeiras derivadas continuas, a ultima propriedade é
: OH (z(t)) _
equivalente a [T f(z(t)) = 0.
Dizemos que o sistema (1-6) é conservativo se tem uma integral primeira H sobre
R™. As orbitas em R™ do sistema conservativo encontram-se nas curvas de nivel da

integral H.

Suponha z = (x1, z, ..., ), H é uma integral primeira de (1-6) sobre D e

xo € tal que %:O) # 0. Seja H(xg) = h. Pelo Teorema da Fun¢do Implicita segue

que a equagdo H(x) = h pode ser resolvida para z, como uma funcdo z} de zy,
k < n, xg e x em uma vizinhanca U suficientemente pequena de xy. Dado que

H ¢ suposta uma integral primeira , H(z(t)) = h se x(t) é solucao de (1-6) com
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x(0) = xo. Substituindo 2z} em (1-6) resulta em um sistema de (n— 1) equagoes para
a determinacao da solugdo de (1-6) através de xy. Portanto, a dimensao de (1-6) é,
diminuida em 1 em U. Um caso particular de integral primeira aparece em sistemas

Hamiltonianos.

1.3.4 Sistemas Hamiltonianos

Entre as equacoes diferenciais mais importantes estao os Sistemas Hamilto-
nianos. Em mecanica classica sao estudados exemplos de sistemas dinamicos Hamil-
tonianos como a equacao do péndulo e sua aproximacao linear, o oscilador harmo-
nico, o problema dos n corpos e suas multiplas variantes, etc, onde a conservacao da
energia é uma caracteristica compartilhada por todos esses exemplos|6]. De acordo

com [23] temos

Defini¢do 1.30. Seja D um subconjunto aberto de R*" e seja H € C*(D) onde
H = H(z,y) com x,y € R". Um sistema da forma

. OH . OH
= VT Tm (-1)
onde
on _(on om\" om_(om om\"
or  \ oz " Oz, c oy  \oy 7 Oy, i

€ chamado um sitstema Hamaltoniano com n graus de liberdade sobre D.

Todos os sistemas Hamiltonianos sao conservativos no sentido que a funcao
Hamiltoniana ou a energia total H(z,y) permanece constante ao longo das trajeto-

rias do sistema.

Teorema 1.31 (Conservacao da Energia). A energia total H(z,y) do sistema

Hamiltoniano (1-7) permanece constante ao longo das trajetorias de (1-7).

Demonstrag¢do. A derivada total da fun¢ao Hamiltoniana H (z, y) ao longo de uma
trajetoria x(t),y(t) de (1-7) é dada por

dH OH . OH

n OH OH OH O0H _
dt Oz o oy

j=— — — — . — =0. (1-9)
Assim, H(z,y) é constante ao longo de qualquer solugao de (1-7) e as trajetorias de
(1-7) encontram-se nas superficies H(z,y) = constante. O

Observe que os pontos de equilibrio do sistema hamiltoniano, coincidem

com os pontos criticos da funcao hamiltoniana H(z,y). De fato:
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o sistema hamiltoniano é definido como em (1-7), ou como

- OH OH
X =F(X de, F( X)=| —,——— ] .
X), onde, £(x) = (515
Logo temos um ponto critico do sistema quando F(X) = (%—Z, —%—I;) = (0,0), ou
seja, quando %—IZ = %—Z = 0, o que é equivalente a dizer que grad(H) = 0. Portanto,

concluimos que pontos criticos do sistema, coinciden com pontos criticos da fungao
Hamiltoniana.
A seguir enunciaremos um teorema sobre a estabilidade dos pontos criticos de um

sistema planar Hamiltoniano.

Definicao 1.32. Um ponto critico xy do sistema

&= f(z)

no qual D f(xg) nao tem autovalores nulos, é dito um ponto critico nao degenerado

e, caso contrdrio, xy € dito um ponto critico degenerado do sistema.

Teorema 1.33. Qualquer ponto critico nao degenerado de um sistema hamiltoniano
analitico ou é uma sela (topoldgica) ou é um centro. Além disso, (xo,yo) € uma
sela (topoldgica) do sistema, se, e somente se, é uma sela da fungao hamiltoniana
H(z,y). E, (x0,y0) serd um centro do sistema se for um mdzimo (ou minimo) local

e estrito da fungio H(x,vy).

1.3.5 Funcao Distancia

Seguindo [14], considere a equacdo diferencial

Ccll_j =ef(t,z,€), (1-10)

onde f:R x D x Us — R™ ¢ uma aplicacao analitica satisfazendo

f(t+2m,x,€) = f(t,x,e) paratodot € R, (1-11)

D C R™ é aberto de R™ (n > 1) e Us = (—6,0) para alguma constante 0 > 0. Denote
por (t,xg,¢€) a solu¢ao de (1-10)-(1-11) com condi¢ao inicial zy. Entdo, ao integrar
ambos lados de (1-10), temos

t
l’(t,l’o,é) =Ty + 6/ f(8,$<87x0,6>,€)d8,
0
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o qual implica
t
x(t, xg, €) = zo + / f(s,20,0)ds + O(€?).
0

Seja
P(zg,€) := x(2m, x0,€) = xo + €d(xo, €),

a aplicacao de Poincaré, onde

27

d(l’g, 0) = f(t,ZIJo, O)dt = fl(I()), To € D, (1—12)

0
(d(xo,€) é chamada uma fun¢ao de bifurcagao). Entao, x(t, zo, €) é uma solugdo 27
periodica de (1-10)-(1-11) se, e somente se, seu valor inicial zo satisfaz P(xo,€) = ¢

ou (equivalentemente) d(xg,€) = 0.

O seguinte teorema ¢ uma aplicacao do Teorema 1.14, é importante para estimar o
nimero maximo de solugoes periddicas, sua demonstracao pode ser encontrada em
|14].

Teorema 1.34. Dado o problema (1-10)-(1-11), assuma que a funcao fi definida
por (1-12) tem no mdzimo k zeros contados de acordo a sua multiplicidade. Entdao,
para qualquer conjunto compacto V- C D, existe uma constante €y > 0 tal que para

todo 0 < |e| < €, o problema (1-10)-(1-11) tem no mdzimo k solugdes periddicas em

V.

Considere agora, a equacao diferencial nao autonoma suave perturbada dada

na seguinte forma padrdo, (para maiores detalhes, veja [21])

&= cF(t,z,e) =Y €F(t )+ Rtz ¢) (1-13)

i=1
(t,xz,e) € R x D X (—€p,€), onde D é um conjunto aberto e limitado de R™, ¢y > 0
pequeno, e as funcdes F; : R x D — R™, parai=1,...,k, e R: R x D x [0, ¢] — R

sao T-periddicas na variavel t.

Teorema 1.35 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Eziste €, 0 < € < €, tal
que para cada z € D e € € [—€,€|, a equagao diferencial (1-13) admite uma tnica
solu¢@o mazimal x(-,z,€) = I(z,€) — D satisfazendo z(0,z,¢) = z. Além disso,
0,T] C I(z,€) € o intervalo mdzimo de defini¢io da solugdo, o qual € um intervalo
aberto.

Teorema 1.36 (Solugbes Periodicas). Dado (z,¢) € D X [—€ €, a solugio
x(t,z,€) da equagao diferencial (1-13) é T-periddica na varidvel t se, e somente

se, x(T,z,€) = z.
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Definicao 1.37 (Fungao Distancia). A : D x [—€, €] — R" € definida como
Az, e) :=x(T, z,¢€) — z. (1-14)

Teorema 1.38. Dado (z*,€*) € D X [—¢€, €], a equacao diferencial (1-13) para € = €

admite uma solucao T-periodica comecando em z = z* se, e somente se,

A(z,€) = 0. (1-15)

1.4 Conceitos Preliminares de Sistemas Suaves por

Partes

Nesta ultma secdo, segundo [28| apresentamos uma breve introducdo sobre

os sistemas suaves por partes.

1.4.1 A Convencao de Filippov

Seja D C R™ um subconjunto aberto e conexo de R" contendo a origem.
Sejam X e X~ € X", onde X" denota o espaco dos campos de vetores de classe
C", r > 1 definidos em D. Consideremos uma func¢ao h : D — R, h € C¥(D,R) com
k > 1 que possui 0 como valor regular. Definimos a regiao de discontinuidade ¥,

como sendo o conjunto
Y =h"10)={r €R"| h(z)=0}.

Assim Y, é uma subvariedade de codimensao 1 em D que divide o aberto D em dois

conjuntos abertos:
St={rxeD;h(z) >0} e X ={xeD;h(z)<0}.

Um campo de vetores suaves por partes é definido da seguinte forma

) XT se h(x) >0
Z@) = { X~ se h(z)<0 (1-16)

o qual denotamos por (X, X 7). Denotamos também por Q" o espaco dos campos

vetoriais suaves por partes munido com a topologia produto.
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1.4.2 Dinamica do Campo Suave por Partes

Para estabelecer a dinamica dada por Z = (X1, X7) em D, é necessario

que se defina a trajetoria local por um ponto p € D, ou seja, devemos definir o fluxo

©.(t,p) de (1-16). Temos os seguintes casos:

a. Se p € ¥F, entdo a trajetoria local por p é dada pelos campos X+ ou X~ de

b.

maneira usual.
Se p € Y, dividiremos ¥ no fecho de trés regioes disjuntas dependendo para

onde os campos de vetores Xt ou X~ apontam:

Regiao de Costura, >° Conjunto dos pontos de ¥ tais que os campos

vetoriais X e X~ apontam na mesma direcdo, isto ¢é,
= {pe ;X h(p)- X h(p) >0},

onde Xth(p) = (XT(p), Vh(p)) ¢ a derivada de Lie.

Regiao de Deslize, >°: Conjunto dos pontos de X tais que 0s campos

vetoriais X e X~ apontam em direcoes opostas, se aproximando a X, isto é,
¥ ={pe ;X h(p) <0,X h(p) >0} .

Regiao de Escape, >.°: Conjunto dos pontos de X tais que os campos vetoriais

X1 e X~ apontam em dire¢oes opostas, se afastando de Y, isto é,
¥ ={pe ;X h(p) >0,X h(p) <0}

Além disso, observe que, nas definicoes acima, estamos excluindo os pontos de
tangéncia, isto é, os pontos p € 3 tais que X Th(p) = 0 ou X h(p) = 0. Esses
pontos estao nas fronteiras das regioes ¢, 3¢ e X°. Também foram excluidos
destas regioes os pontos singulares dos campos X+ e X ™.

Se p € X¢, entao os campos apontam na mesma direcao e portanto basta
conectarmos as trajetorias de X e X~ que passam por p.

Se p € ¥° U X°, entao a trajetoria local é dada pela convencao de Filippov.
Assim, definimos o campo vetorial deslizante ou Campo de Filippov Z° da
seguinte forma: Para cada ponto p € X°UX°, Z%(p) é dado por uma combinagao

linear convexa de X (p) e X (p) de modo que Z° seja tangente a 3. Assim,
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/% é dado por

X"h(p)X*(p) = XTh(p)X~(p)

Z =T N ) - X h)

Com as informacoes acima, estamos prontos para definir a trajetoria por p do campo
Z.

Definicao 1.39. A trajetdria local de um campo de vetores suave por partes da forma

(1-16) por um ponto € definida como a concatenagao das trajetdrias dos campos X,
X~ e 2.

Definigao 1.40. A drbita local de um pontop € D é o conjunto v(p) = {¢.(t,p);t €

I}.

Finalmente temos o seguinte teorema que fornece condi¢oes para a unicidade

de solugoes (no sentido de Filippov) para campos de vetores suaves por partes

Teorema 1.41. Consideremos para o campo (1-16), a regiao da variedade 3
onde (XTh)(X~h) > 0. Se em p € ¥ temos XTh(p) > 0 e X h(p) > 0 (ou
X*h(p) <0 e X~ h(p) <0), entao existe uma solu¢dao passando por p. Mais ainda,
a solucao costura a variedade ¥ em p, passando da regiao X~ para a regidgo N

(respectivamente, da regiao X7 para a regigo X~ ), e a unicidade nao € violada.



CAPITULO 2

Método de Averaging

O conhecimento da existéncia ou da nao existéncia de solucoes periodicas
de um campo de vetores dado é muito importante na compreensao qualitativa de sua
dindmica. Uma das técnicas mais utilizadas para o estudo de resultados qualitativos
é o método de Averaging, que é uma ferramenta muito importante para o estudo
de bifurcacoes de ciclos limite. A ideia central do método consiste em transformar o
problema de encontrar solucoes periddicas de um campo de vetores, em um problema
de encontrar zeros positivos de uma determinada funcao, para maiores detalhes veja
[28].

O método de Averaging ou média, de acordo com Llibre (em [19]), tem uma
longa historia que comeca com os trabalhos classicos de Lagrange e Laplace, que
forneceram uma justificativa intuitiva do método. A primeira formalizacao desta
teoria foi feita em 1928 por Fatou e importantes contribuicoes praticas e tedricas
para a teoria da média foram feitas na década de 1930 por Bogoliubov e Krylov, e
em 1945 por Bogoliubov.

Em 2004, Llibre e Buica estenderam a teoria do Averaging para estudar orbitas
periodicas para sistemas diferenciais continuos usando principalmente a teoria do
grau de Brower, veja [1]. Além disso uma versao da teoria de Averaging para estudar
orbitas periddicas de sistemas diferenciais descontinuos foi fornecida por Llibre,
Novaes e Teixeira em [20], via regularizac¢do |26] de campos de vetores suaves por
partes. A seguir apresentamos alguns teoremas importantes para o entendimento

deste método.

2.1 O Método do Averaging Classico

Nesta secao apresentamos o método classico de Averaging para os campos de
vetores suaves no minimo de classe C?. Este resultado fornece condi¢oes necessarias

para a existéncia e localizagao de ciclos limite.

Teorema 2.1 (Método do Averaging de primeira ordem cldssico). Conside-
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Temos a equacao
&= eF(t, ) + ER(t, x,¢) (2-1)

comx € D, sendo D C R™ um aberto de R", t >0 e € € [0, €), para algum ¢y > 0.
Suponha que:

~ 2 ~ . . . .
1. as funcoes F, R, ‘3—5, ‘?975, % sao definidas, continuas e limitadas por uma

constante M independente de € em [0,00) X D e € € [0,¢€);
2. as funcgoes F' e R sao T-periddicas em t (T independente de €).

Entao sao vdlidas a sequintes afirmacoes:

(a) Se p € um zero simples da funcao promediada

T
Flz) = 2 / F(s, 2)ds (2-2)
T Jo
tal que
OF!
det (W) — 7£ 0

entao existe uma solugao T-periddica x(t,€) do sistema (2-1) tal que (0, €) —
p quando € — 0.

(b) Se o ponto singular z = p do sistema promediado possui todos o0s seus auto-
valores com parte real negativa entdo, para | € |> 0 suficientemente pequeno,
a solugao periddica x(t,€) correspondente do sistema (2-1) € assintoticamente

estavel, e se um de seus autovalores possui parte real positiva, x(t, €) € instdvel.

Demonstragao. Definimos a funcao T-periodica

ult,y) = / (F(s,y) — F'(y))ds.

Assim, podemos estabelecer a relacao de transformacao de x para z, através de:

x(t) = 2(t) + ep(t, 2(t)). (2-3)

Observagao 2.2. A equagao (2-3) é uma transformacgao prozima da identidade. O
objetivo é escolher p de modo que (2-3) leve a equacgao original (2-1) para a equagao
promediada

i =elF'(2) +25(t, 2,6),

para algum S, induzida pela transformacdo, também periddica em t.



2.1 O Método do Averaging Classico 30

Afirmacao 1. Afirmamos que ||u(t,y)|| < 2MT, onde M e T sao dados no
Teorema 2.1, t > 0 e y € D. De fato, para 0 <t < T temos:

nmmmztéw@w—mew

_ /OtF(s,y)ds—/OtFl(y)dS

< /O ' Fs,y)ds /0 P y)ds

SAHHMM@+AHP@WB

t t
g/Mﬁ+/nﬂ@mw
0 0

_|_

Contudo,

I I I MT
Fly —H—/Fs,yds S—/ F(s,y dsg—/ Mds = — = M.
1P =| 7 | Pl <5 [ 1Peales <5 | d

t t
lutt, o)l §2/ Mds:2M/ ds < 2MT.
0 0

Set > T, temos que, existe m € N tal que 0 <t —mT < T. Logo,

Mthzf(ﬂ&w—Fﬁm%+/;U@w%waM&

e como F'!' & T—periodica, temos que:

tKHWQw—F%mwzmA<maw—F%mw

([ Fomis =1 [ Fsas)

Logo,

(F(s,y) — F'(y))ds,

o que se reduz ao caso anterior e prova a afirmacao.
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Agora, vamos escrever a equacao diferencial para z. Com esse intuito, diferencie a

equagao (2-3) com respeito ao tempo e utilize a equagao em z para obter a equagao:

%
0z

op

Z+ eg(t, 2) +e=(t,2) =i = eF(t,x) + €R(t, 1, ¢€),

que pode ser reescrita como:

op . 2 _ a_ﬂ
{]n + €5 (, z)} Z=eF(t,x)+ e R(t,x,€) — ¢ T (t,z), (2-4)
onde p
a—’Z(t, )= F(t,z) — F\(2). (2-5)
Defina agora:
S =eF(t,z+eu(t,z)) — eF(t,2) + ER(t, 2 + eu(t, 2), €) (2-6)

e note que S é T-periddica em t pois u, F' e R o sao. Assim, podemos reescrever
(2-4) como:

[In + eg—g(t, 2)} t=eF'(2)+ 8. (2-7)

Além disso, como % é uniformemente limitada, assim como pu, podemos inverter a

matriz do lado direito de (2-7) e obter a seguinte expressao:

O 7 O 2
{In + eg(t, z)} =1, €5 (t,2) 4+ O(€”),

paratodot>0e z € D.
Observe também, que O(e?) ¢ uma fun¢ao T-periddica, ji que é obtida através de

derivadas de u que sdo T-periodicas. Considere S definida em (2-6).

Afirmagao 2. S = O(¢?).

De fato, como F' satisfaz a condicao de Lipschitz, temos que

IS|| <||eF(t, z + eult, 2)) — eF(t, 2) + € R(t, z + eult, 2), €) ||
<eLp|lz+eu(t,z) — 2| + €[ R(t, 2 + ep(t, 2), )|
<Lpllu(t, 2)| + EIR(E = + ep(t, 2), €|
<ELp2MT + &M
<€’K,
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Onde K = 2MT + M. Com isso, temos a seguinte expressao para z:

0 ‘
z:dﬂ@y+5—8gﬂaapwa+okﬂ. (2-8)
z

Na equagdo acima, o erro O(e?) também é T-periodico pois foi obtido da multipli-
cagao de fungoes T-periddicas com O(e?). Utilizando aproximagao de Taylor, temos

que
OF 9
F<t7 z+ elu(ta Z)) - F(ta Z) :ea_(ta Z) + O(E )
; (2-9)

:ea—]:(t, 2)u(t, z) + O(e?),

para € pequeno, porém basta diminuir €y, se necessario, para obter a validade da
aproximagao em nosso problema. Novamente, o simbolo O(e?) em (2-9) ¢ T-periodico
pois é o resto de Lagrange de uma funcao T-periddica.

Além disso, utilizando a expansao de Taylor de primeira ordem, temos que:
Rtz + en(t,2),€) = R(t,,0) + O(e), (2-10)

onde O(¢) é T-periodico pois R é T-periddico.
Agora, defina S(z,t,¢€) por

S(z,t,€) = eaa—z,u(t, 2) — eg—/:(t, 2)F*(2) + R(t, 2,0) + O(e), (2-11)

onde O(e) é T-periodico pois provém de fungoes T-periddicas. Combinando (2-9),

(2-10) e (2-6) podemos escrever (2-8) como:
=elF'(2) +5(t, 2,¢). (2-12)

Observe que O(e?) = €2O(e) e, portanto, tal simbolo estd incorporado no termo
€2S(t, 2, €).

Como p, F, R e o erro O(e) sdo T-periddicos, assim como suas derivadas, temos
que S(t,z,¢€) é T-periodica e além disso, é de classe C' com respeito a z, devido as
condicoes de regularidade nas hipoteses.

De acordo com a escolha de p, temos que uma solucao T-periodica z(t) de (2-12)
corresponde a uma solu¢ao T-periddica x(t) de (2-1). De fato, suponhamos que
2(tg) = 2(tg + T'), entdo

(o) — eplto, 2(t0)) = a(to + T) — ep(to + T, 2(to + T)). (2-13)
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Porém

to+T

/L(to + T, Z(to + T)) = [F(S, Z(to + T)) — F1<Z(t0 + T))]ds

to

[ (s, 2(t0)) — F'(2(to))]ds

to+T

_l_

Il
— S

t [F(s, 2(to)) — F (2(t0))]ds

[F(s, 2(t0)) — F' (2(to))]ds

[F(s,2(t0)) — F' (2(to))]ds

S— —

+

to

= [ 1B (s 0) ~ Fatto))lis

[e=]

=p(to, z(to)),

assim, x(tg) = z(to+71), e portanto z(t) é periodica. Reescrevendo a equacao (2-12)

na sua forma integral

z(t) = z(0) + 6/0 F'(z(s))ds + 62/0 S(s, 2(s), €)ds.

Assim, a solucao z(t) é T-periodica se, e somente se, z(t + T) = z(t) para cada
t >0, o que é equivalente a ter z(0) = z(7'). Portanto, podemos associar tal solucao

a seguinte equacao:

h(z(0),€) = /0 F'(2(s))ds + 6/0 S(s,z(s),€)ds = 0. (2-14)

Observe que a equagao anterior nao depende explicitamente de z(0), porém como
F' e S sdao de classe C*, as solugdes da equacdo diferencial (2-12) dependem
continuamente das suas condigbes iniciais, e portanto a dependéncia em z(0) é
implicita, podendo ser identificada através da relacao que leva z(0) a um ponto
z(to) da curva. Além disso, como F'(p) = 0, temos que h(p,0) = 0. Finalmente
temos a seguinte afirmacao.

Afirmacao 3. Numa vizinhanca de € = 0, a equacao (2-14) possui uma tnica solugao

2(0), e se € — 0, entao z(0) — p.
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De fato,
oh o (T
G0 =5 [ el 2))ds
0z 0z J, (0)=p
ToF!
- [ G| s
0 o z(0)=p
T aFl
= . E(p)ds
OF!
—TE(I?)-

Desta forma, pelas hipoteses do teorema, temos que det (g—’z‘(p, O)) # 0, h(p,0) =0
com h de classe C*™. Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe um aberto
V C D, tal que V x [0,¢) contém o ponto (p,0) e, para cada € € [0,¢), existe um
tinico z(e) € V tal que

h(z(e),€) = 0.

Ainda pelo Teorema da Funcao Implicita, temos que z(e) é uma funcao diferenciavel
com relagao ao parametro €, em particular, da sua continuidade, podemos inferir
que z(€) — p se € — 0. Sendo assim, pelo que vimos, cada solucdo z(t,€) de (2-12)
que passa por z(e) é periodica e corresponde a uma solu¢ao periddica x(t,¢) da

equagao (2-1), concluindo a demonstracao do item (a).

Antes de fazer a prova do item (b), devemos enunciar um teorema e duas pro-

posicoes. Consideremos a equacao diferencial linear
T = A(t)x, (2-15)

onde A(t) é uma matriz continua T-periodica para todo t € R.

Teorema 2.3. Considere a equacao diferencial linear (2-15) com A(t) uma matriz
nxn continua e T-periddica. Entio cada matriz fundamental ®(t) da equacdo (2-15)

pode ser escrita como o produto de duas matrizes n X n

onde P(t) é T-periddica e B é uma matriz constante.
Demonstra¢do. Como ®(t) ¢ uma matriz fundamental de (2-15), ®(t + T) ¢

também uma matriz fundamental. De fato, defina 7 =t + T, entao

dx
= A(tr —=T)x = A(7)x.
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Portanto, ®(¢) é também uma matriz fundamental. As matrizes ®(¢t) e ®(t + T)
sao linearmente dependentes, isto é, existe uma matriz nao-singular C tal que
O(T +t) = ®(t)C. Seja C = ePT, onde B ¢ uma matriz constante. Dessa forma,
temos que ®(t)e B! & T-periddica. Com efeito, seja ®(t)e B! = P(t). Entao

Pt +T)=(t+T)e BHD = o(1)Ce BTe Bt = d(t)e Bt = P(t).

Assim, a prova esta completa. O

Observacao 2.4. A matriz C introduzida na prova do Teorema 2.3 é chamada de
matriz monodromia da equagao (2-15). Os autovalores py, da matriz C' sao chamados

AT ¢ chamado

de miltiplos caracteristicos. Cada niumero complexo X\, tal que pr = e
de expoente caracteristico. Os maltiplos caracteristicos sao unicamente determinados
e podemos escolher os expoentes A\, tal que eles coincidam com os autovalores da

matriz B.

Proposicao 2.5. Considere a equacao diferencial
i = Al + f(t,x), (2-16)

em R"™ com A(t) uma matriz continua T-periddica, f(t,x) continua emt € R e em

x em uma vizinhanca de v = 0. Assuma que

f(t,x)

llell—0 || z|]

=0

uniformemente em t. Se a parte real dos expoentes caracteristicos da equagao

diferencial periodica linear
y = A(t)y,
¢ negativa, a solu¢io x =0 do sistema (2-16) é assintoticamente estdvel.

Proposicao 2.6. Considere a equacao diferencial
t=Ax+ Bt)x+ f(t,x) com t>ty, (2-17)

em R", onde A € uma matriz constante n X n que possui pelo menos um autovalor
com parte real positiva, B(t) é uma matriz continua n X n tal que tlim [|1B(t)|] = 0.
—00

A funcao f(t,z) é continua em t e em x, e Lipschitz em x em uma vizinhan¢a de

r=0. Se
f(t, @)

m
o]0 |[z]]

=0 uniformemente em t,

entdo a solugio x = 0 do sistema (2-17) € instdvel.
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Agora para demonstrar o item (b), linearizamos a equagdo (2-1) em uma
vizinhanca da soluc¢ao periddica z(t, €). Depois fazendo a translacao = = z + x(t, €),
expandindo com respeito a z, omitindo os termos nao-lineares e reescrevendo a
variavel dependente como x, obtemos a equacao diferencial linear com coeficientes
T-periodicos

T =€A(t, €)x, (2-18)

onde

0
%[F(tv I‘) + €R<t7 xz, 6)}x:x(t,e)~

Definimos a matriz T-periédica

Alt,e) =

OF

B(t) = 5

(t,p),
e por (a) temos que lim._,o A(t, €) = B(t). Definimos também as matrizes

Boz%/o B(t)dt e C’(t):/o [B(s) — B"]ds.

Agora observemos que BY ¢ a matriz promediada do sistema linearizado. A matriz
C(t) é T-periodica e a sua média é zero. Tomando a transformacao x — y definida

por y = (I — eC(t))x obtemos

y=—eCt)r+ (I—eC(t)
=eB(t)xr + eB (I (—:C’(t))eA(t €)x
=[eB" + €(A(t,e) — B(t)) — C(H)A(t e)](I — C (1)) 'y
=eB% + €(A(t,€) — B(t))y + eQS(t €)y.

(2-19)

A funcao S(t,e) ¢ T-periddica e limitada. Notemos que A(t,e) — B(t) — 0 quando
e — 0, e além disso o expoente caracteristico do sistema diferencial (2-19) depende
continuamente do pequeno parametro €. Portanto, para e suficientemente pequeno,
o sinal da parte real dos expoentes caracteristicos ¢ igual ao sinal da parte real dos
autovalores da matriz BY. Obtemos a mesma conclusdo, usando a transformacio
y = (I — eC(t))x, para os expoentes caracteristicos do sistema diferencial (2-18).

Finalmente, aplicando a Proposicao 2.5, obtemos a estabilidade da solucao periddica
no caso em que todos os autovalores possuem parte real negativa. Se um autovalor
possuir parte real positiva, o Teorema 2.3 e a aplicacao da Proposicao 2.6 fornecem

a instabilidade da solucao periodica. O

Agora, seguiremos para o proxima secao onde trataremos de uma aplicacao

desde método.
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2.1.1 Aplicagao para um Campo de Vetores Polinomial Qua-

dratico em R?

Nesta subsecao, apresentamos uma maneira de aplicar o método do Avera-

ging para um campo polinomial quadratico em R? estudado em [3] e [28].
Exemplo 2.7. Considere o sistema:

T=1

y=-z+=z (2-20)

4
z':—gx2+z2+a

e assuma que a = €2b > 0. Entdo o sistema (2-20) tem pelos menos uma solug¢io

periodica da forma:

x(t,€) = 6\/?00515 +0(2), ylt,e) = —e@sint +O(%),  z(t,e) = O(e?)

onde |e| # 0 é um pardmetro pequeno.

Demonstragao. Para aplicar o Teorema 2.1 devemos colocar o campo dado na
forma padrao (2-1), caso contrario o método nao podera ser aplicado. Sendo assim,
devemos realizar uma mudanca de varidveis a fim de escrever a parte linear do
sistema (2-20) com € = 0 em sua forma normal de Jordan real, e outra mudanca
para estar nas hipoteses de aplicacao da teoria do Averaging. Logo, consideremos

como no enunciado a = €2b e reescalonemos as variaveis assim:

(x,y,2) = (ex, €y, €2).

Logo (2-20) se torna
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e calculando a Forma Canénica de Jordan de M obtemos:

0
M=/|-10
0
Fazendo a mudanca de coordenadas
u 1 0 -1 T
=10 1 O U
w 0 0 z

reescrevemos M na sua forma de Jordan e temos o sistema

4 8 1
u:v—e<—gu2—guw—l—gw2+b)

b= —u (2-22)

4 8 1
w:e<—gu2—guw+gw2+b).

Aplicando a mudanca de coordenadas u = rcosf, v = rsinf e w = w temos:

4 1
P =—ecosf [ —=r?cos’f — §mucos@ + -w?+b
5 5 5
) 4 1
0=—-1— ;sin9 (—57“2 cos” 0 — grw cos 0 + ng + b) (2-23)

4 8 1
W =c¢ (—gr2 cos? 6 — grwcose + ng + b) .

Agora tomando 6 como a nova variavel independente temos que:
—ecosf (—2r?cos? 0 — Erwcosf + tw? +b)

-1 - < sin (—%7’2 cos? 0 — %Tw cos 0 + %wz + b)
r

T =

—ecosf (—;—17“2 cos?f — %rw cosf + éw2 + b)
1

—1—€ (—57“(:05951119 - %wcos@sin6+ %w%in@%— %Siﬂ@)

= g<€7 T? 07 w)
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€ (—%7’2 cos?f — %rw cosf + %wQ + b)
—1—c¢€ (—%rcos@sin@ — %wcos@sin@ + %uﬂsin@ + f—fsin@)

= h(e, 7,0, w).

w' =

Expandindo g e h em série de Taylor em ¢, o sistema (2-23) se torna:
/ 49 3,8 2 Lo o 2
r=e | g1 cos 9+grwcos H—Ew cos“§ —bcosb | +O(e)

—eFy (0,7, w) + O(€?) (2-24)

4 8 1
w =—e|—=r?cos’d — —rwcosf + —w? +b ) + O(e)
5 5 5
=l (0,7, w) + O(e?).
Notemos que o sistema acima estd escrito na forma padrao (2.1) para aplicar o

método de Averaging. Além disso, o campo de vetores associado é 2m-periddico.

Assim, consideremos a equacao promediada
Fl(r,w L[> 0,r,w)dd rw
Fl(raw):< 11( )> B (217T o 1 ) ~ |22 ° 2 '
F}(r,w) 5= Jo Fo(0,7r,w)do e+ Fw —b
Segundo o Teorema 2.1 para estimar as solu¢oes periodicas do campo (2-24),
devemos, estimar os zeros de F''. Sendo assim, temos que F'(r,w) tem um tnico
zero positivo, p = (w/%b,0> comr > 0,b > 0 e det(Dpi(p)) = =2 # 0. Pelo

item (a) do Teorema 2.1, para € # 0 suficientemente pequeno, esse zero fornece uma

oOrbita periodica de (2-24) dada por:

r(0,¢e) = \/%%— O(e) e w(f,¢e) =0O(e). (2-25)

Os autovalores de DF (@,O) sa0 A\ = \/% e Ay = —\/%b, sendo b > 0. Portanto
a orbita em (2-25) ¢ instavel se b > 0. Desta forma a solugao (2-25) em (2-23) se

torna:

r(0,€) = \/%—’— O(e), O(t,e)=—t+0(e) e w(B,e)=O0(e).

Agora voltamos as mudancgas das varidveis para estimar nas varidveis originais

(x,y,2) como é a oOrbita peridédica que obtivemos se b > 0. Consequentemente a
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solugao periodica em (u,v,w) para (2-22) se torna

u =rcost
u= \/%COS@) cos(O(e)) + \/?sin(t) sin(O(e)) + O(e),
v =rsinf

v = —\/?sin(t) cos(O(¢€)) + \/?cos(t) sin(O(e€)) 4+ O(e).

E tomando a expansao em Taylor de cos(O(e)) e sin(O(e)),

u(t,€) = \/?cos(t) +0(e), v= —\/?sin(t) + O(e), w(t,e) =O0(e).

Em coordenadas (z,7, z) de (2-21) a solugdo periodica é

T(t,e) = \/?Cos(t) +0(e), y= —\/%sin(t) +O0(e), Z(t,e) = O(e).

Finalmete a solugao do sistema original torna-se em

z(t,€) = e\/?cos(t) +0(?), y= —e\/?sin(t) +0(?),  z(t,e) = O(e?).
[

Na préxima secao veremos o Método do Averaging generalizado via grau de

Brouwer para campos apenas continuos.

2.2 Meétodo do Averaging Via Grau de Brouwer

Essa secao ¢ destinada a apresentar a generalizagao do método cléssico,
feita por Llibre e Buica em |[2|, para campos de vetores continuos. Uma descri¢ao
bem mais detalhada sobre o teorema a seguir, assim como sua demonstracao, podem
ser encontradas em [7] e [28]. Comecamos com uma breve introdugao sobre o grau
de Brouwer. Para maiores informacoes sobre este resultado, o leitor pode consultar

as referéncias antes mencionadas e [1].

Seja V' C R™ um subconjunto aberto e limitado. Considere uma aplicacao
continua f : V — R”, e um ponto y em R™ tal que yo ¢ f(0V). Entdo cada tripla

(f,V,yo) corresponde a um inteiro dg(f,V,yo) com as seguintes trés propriedades:
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(a) Se dB(f> V> yO) 7£ 07 entao Yo € f(V), e dB(Id’V7 V> yO) =L
(b) Se Vi e V, sdo subconjuntos abertos e disjuntos de V' tal que yo ¢ f(V\ (VU
V3)), entao

dB(fa‘/ayO) - dB(fa‘/layO) +dB(f7‘/27yO)'

(¢) (Invariancia sob homotopia) Seja {f; : 0 < ¢ < 1} uma homotopia continua de
aplicagoes de V a R™. Seja {y; : 0 <t < 1} uma curva continua em R™ tal que
yr ¢ f:(0V) para qualquer ¢ € [0, 1]. Entao dg(f;, V,y:) é constante en [0, 1].
Além disso, o grau da funcao dg(f,V,yo) esta unicamente determinado pelas

trés condigoes acima.

Quando f : V C R" — R" ¢ uma func¢io C' e det(D f(x)) # 0 para cada x € f~(yo),

o grau de Brouwer pode ser calculado como segue:

de(f.Vig)= 3 sign(det(Df(x))). (2-26)

z€f~1(yo)

Observacao 2.8. A formula acima implica que se z* € um ponto de R™ tal que
f(z*) =0 edet(Df(z*)) # 0, entao existe uma vizinhanga V- C R"™ de z* tal que
f(2) # 0 para cada z € V\{z*} e dg(f,V,0) # 0.

Enunciamos agora a generalizagdo do método do Averaging de primeira

ordem dado em |[2].

Teorema 2.9 (Método do Averaging via grau de Brouwer). Considere a
sequinte equacao
&= el (t,x) + ER(t, x,¢) (2-27)

onde F1 :Rx D — R", R:R x D x (—¢€,€) sao funcées continuas, T-periddicas

na primeira varidvel e D € um aberto de R™. Defina

fi(z) = %/o Fi(s,z)ds (2-28)

€ assuma que:

1. F e R sao localmente Lipschitzianas com respeito a x;
2. para a € D com fi(a) = 0 existe uma vizinhanca V' de a tal que fi(z) # 0
para todo z € V\{a} e dp(f1,V,0) # 0.

Entao, para |e| > 0, suficientemente pequeno, existe uma solucao T-periddica @ (-, €)

do sistema (2-27) tal que ®(-,€) — a quando € — 0.

Observe primeiramente que a condi¢ao (1) do método classico é substituida

apenas pela condicao de que F; e R sejam localmente Lipschitz com respeito a x.
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Além disso, a condi¢ao (2) do método acima substitui a hipotese de que a (ou p no
enunciado do método classico) seja um zero simples da funcao promediada.

Suponha agora, que f; seja diferenciavel e, que fi(a) = 0 e det (%) # 0. Entao
pelo Teorema da Fungdo Inversa, existe uma vizinhanca V' de a tal que fi(z) # 0
para todo z € V\{a} e mais ainda dp(fi,V,0) = sgn (det <af1 )) # 0. Portanto,
se um sistema satisfaz as hipoteses do método classico entao satisfaz as hipoteses

do método via grau de Brouwer.

A seguir, enunciamos uma série de lemas que que serao utilizados no desenvol-

vimento da prova do Teorema 2.9

Lema 2.10. Consideremos o campo de vetores suave
&= F(x,te€), (2-29)

onde F': D x R X (—¢p,€) = R é uma funcao continua, T-periddica na varidvel t
e localmente Lipschitz com respeito a varidvel x. Para cada z € D, denotemos por
x(+, 2,€) a solugao de (2-29) tal que x(0,z,€) = z. Assumamos que x(-, z,€) esteja
definida em [0, T], para cada z € D e € € (—€g, €0). Definamos f : DxRx (—eg, ) —

R"™ como: .
f(z,€) :/ F(s,x(s,z,¢€),€)ds. (2-30)
0

Entao temos que (x,z.,€) € uma solugao T-periddica de (2-29), se, e somente se,

f(ze,e) = 0.

Lema 2.11. Seja V C D aberto e limitado. Entao, existe eg > 0 tal que, para todo
€ € [—¢o, €0], para todo z € V, a solugio x(-, z,€) de (2-29) estd definida em [0, T).

Lema 2.12. Consideremos as fun¢oes continuas f; - V. — R™® com i =0,1,....k e

f, g, 7V x [eo, 0] — R™ dadas por

k
g(-,e) = ngl()’ f(~,€) :g<'7€)+€k+1r('76)'
i=0
Assumamos que g(z,€) # 0, para todo z € OV e € € [—ep, €|\{0}. Entdo para |e| >0
suficientemente pequeno, dg(g,V,0) estd bem definido e dg(f,V,0) = dg(g,V,0).

Corolario 2.13. Suponhamos que as hipdteses do Lema 2.12 sao satisfeitas para
k=0 epara a € D com fo(a) =0, exista uma vizinhanca V de a tal que fo(z) #0
para todo z € V\{a} e que dg(fy,V,0) # 0. Entdo, existe pelo menos um ramo de

zeros de f que bifurcam de a.
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Demonstragdo. O sistema (2-27) satisfaz a hipotese do Lema 2.11. Assim, as
solugdes x(-, z,¢€) com z € V e € € [—ep, ] estdo definidas em [0, 7). Entdo a funcio
f definida em (2-30) é dada por

f(z,€) = 6/0 Fi(s,x(s,2,€))ds + 62/0 R(s,x(s,z,¢€),€)ds, (2-31)

ja que as hipoteses do Lema 2.10 sao também satisfeitas. Além disso, utilizando a

forma integral da equagao diferencial (2-27), obtemos a seguinte relacao

¢ T
x(t,z,€) =z + e/ Fi(s,x(s, z,€))ds + 62/ R(s,x(s, z,¢€),€)ds, (2-32)
0 0

para todo t € [0,7], z € V e € € [—e, €).

Afirmagdo: Se z € V e € € [—e, €] entdo

f(z,€) = efi(2) + €0(1), (2-33)

onde f; ¢ a funcao promediada definida em (2-28).
Com efeito, existe um subconjunto compacto K C D, tal que z(t,z,¢) € K para
todo t € [0,T], 2 € V e € € [—¢, €o]. Entdo, pela continuidade de R no conjunto

compacto K x [0,T] x [—¢o, €0, temos que existe uma constante My > 0 tal que
R(s,x(s,z,€),€) < Mk,

para todo s € [0,7], z € V e € € [—eg, €.

Logo, temos que:

/Rsxsze /MKdS—TMk,

logo

Por outro lado,

T T T
e/ Fi(s,x(s, z,€))ds —e/ (Fi(s,z(s, z,¢€)) —Fl(s,z))ds—l—e/ Fi(s,z)ds
0 0 0

/T Fi(s, (s, 2, ¢)) —Fl(s,z))ds+e/0Tf1(z).
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Agora substituindo a equa¢do anterior em (2-31) obtemos que

f(z,e) —efi(z) = 6/0 (Fi(s,2(s,2,€)) — Fi(s,2))ds + €0O(1).

Logo, da hipotese de que F; é Lipschitz com respeito a variavel x em K x [0,7],

juntamente com a equacao (2-32), implica que
[F1(s,2(s, 2,€)) — Fi(s, 2)|| < |2(s, z,€) — z[| = €O(1).

Portanto, temos que a igualdade (2-33) é satisfeita. Aplicando o Corolario 2.13 para
f, temos que a hipotese (2) do Teorema 2.9 assegura a existéncia de um ramo de
solugbes z. da equacdo f(z,€) = 0. Além disso, zc — a quando € — 0.
Finalmente, utilizando o Lema 2.10, concluimos que ¢(-, €) = (-, z., €) ¢ uma solugao
T-periddica de 2-27 tal que ¢(0,€) = z. — a quando € — 0.

m

2.3 Meétodo do Averaging para Campos Suaves por

Partes

A seguir apresentamos o Teorema de Averaging para campos suaves por

partes, cuja demonstracao pode ser encontrada em [28|.

Teorema 2.14 (Método do Averaging para campos suaves por partes).

Considere o campo de vetores suaves por partes
i =eF(t,x) + €R(t, z,€) (2-34)

com

F(t,z) = Fi(t,x) + sgn(h(t,x)) F5(t, z)

R(t,z,€) = Ri(t,z,€) + sgn(h(t, z))Rao(t, x, €)

onde Fy, F5R x D — R", Ry, Ro:R X D X (—€g,¢) = R" e h: R x D sao fungoes
continuas, F\, Fy, Ry e Ry sao T-periodicas na varidvel t e D é um subconjunto
aberto de R™. Suponhamos também que h € C*(R x D,R) possui 0 como um valor

reqular. Definimos a funcao promediada f : D — R"

Flz) = /0 F(t, 2)dt
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Suponhamos que:

1. Fi, F5, Ry, Ry e h sao localmente L-Lipschitz com respeito a x.

2. Existe um subconjunto aberto e limitado C' C D tal que, para |e| suficiente-
mente pequeno, toda drbita comecando en C atinja o conjunto de descontinui-
dade somente em regioes de costura,

3. para a € C com f(a) =0, eziste uma vizinhanca V de a tal que f(z) # 0 para
todo z € V —{a} e dp(f,V,0) # 0.

Entao, para |€| > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugao T-periddica x(t,¢€)

do sistema (2-34) tal que x(0,€) — a quando € — 0.

2.3.1 Aplicacao na equacao que modela o oscilador harmo-

nico descontinuo perturbado

Considere o sistema dado em [21]:
T+ ax+bd =gz, ), (2-35)
onde b, = eby +O(€?) > 0 e g.(z,y) = eg1(x,y) + O(€?), 0 qual pode ser escrito como

o campo de vetores suaves por partes

T=1y
{ y =—T—= <€bl + 0(62))y + EB+7 (T 07
(2-36)

T=1y
{ y=—x—(eby +O())y+eB~, y<O0.
Fazendo a mudanca de variaveis x = rcosf e y = rsin 6, para ambos campos temos

7 =esinf(BT —r(by + O(e?)) sin ),

6 € (0,7, (2-37)
j_ Ttecos (=BT +r(by + O(e?)) sin0)
- - ’
7 =esinf(B~ —r(b; + O(e?)) sin0),
0 € [m,27]. (2-38)

g _rtecos O(—B~ + r(by + O(e?)) sin b)
r )
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Tomando 6 como a nova variavel independente, os campos (2-37) e (2-38) tornam-se

sin@(byrsinf — BT) + O(e), 6 € [0, 7],
¢ (2-39)
sin@(byrsinf — B~) + O(e), 6 € [m, 2n].

dr_
dg

Assim, colocamos o sistema (2-35) na forma padrao requerida no Teorema 2.14, logo

a funcdo de Averaging de primeira ordem e dada por

T 27
fi(r) :b17T7‘—/ B*sin@d@—/ B~ sin 6do

0
= — 2(B+ — Bi) + blﬂ'?“.

(2-40)

Assumindo (BT — B7) > 0, a equacao fi(r) = 0 tem uma tnica solugao positiva

r* = W. Portanto, o método de Averaging de primeira ordem, Teorema 2.14,

fornece a existéncia de uma solu¢do 27-periddica para o sistema (2-35).



CAPITULO 3

Método de Melnikov

Neste capitulo, apresentaremos o método de Melnikov que é uma ferramenta
analitica para estabelecer a existéncia de pontos homoclinicos transversais da
aplicacao de Poincaré para uma orbita peridédica de um sistema dinamico perturbado

da forma
i = f(x) + eg(a) (3-1)

com x € R" e n > 2. Este método também ¢é utilizado para estabelecer a existéncia
de orbitas periodicas subharmonicas de sistemas perturbados da forma (3-1). As
orbitas periddicas subharménicas, sao aquelas cujo periodo é miiltiplo do periodo
da perturbacao. Além disso, pode ser usado para mostrar a existéncia de ciclos limite
e ciclos separatrizes de sistemas planares perturbados (3-1) com z € R?. A nossa
abordagem serd baseada nos livros [8, 23]. Comegamos entao, com um resultado

para sistemas planares perturbados periodicamente da forma

&= f(x)+eg(z,t), (3-2)

onde, x € R? e g é periddico de periodo T em t. Este sistema pode ser escrito
como um sistema autonomo em R? ao definir ¢ = z3. Assumimos que f € C!'(R?) e

g € C1(R? x R). Agora, fazemos as seguintes hipoteses:

H1. Para e = 0 o sistema (3-2) tem uma 6rbita homoclinica
Fo:xz=(t), —oo<t<oo,

em um ponto de sela hiperbélico z( e

H2. Para ¢ = 0 o sistema (3-2) tem uma familia de orbitas periédicas a um
parametro 7,(t) de periodo T, no interior de I'y com %(0) # 0.

Segundo [23], a fungao de Melnikov, M(ty), esta entao definida como

Aﬂmw—/me%vﬂmw“ﬂ%@»Agwamt+th (3-3)
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onde o produto exterior de dois vetores u e v € R? ¢ definida como uAv = uvs—v;1Us.
Note também que a func¢ao de Melnikov M () é proporcional a derivada da aplicagao
de Poincaré em relagao ao parametro € no interior de uma vizinhanca do ciclo
separatriz I'g. A seguir apresentamos um lema que estabelece a existéncia de uma
orbita periddica . (t) de (3-2), e portanto a existéncia da aplicagao de Poincaré P,

para um e suficientemente pequeno.

Figura 3.1: O retrato de fase do sistema (3-2) sob as hipdte-
ses H1 e H2. Figura extraida de [235].

Observacao 3.1. De acordo com [8], definimos a aplicacdo de Poincaré P, - ¥ — ¥,
onde X = {(z,t)|t =to € [0,T]} CR? x S! € a secdo transversal global no tempo t,

para o fluzo auténomo suspenso de (3-2), dado por

&= f(z)+eg(z,0)
6=1,

com (z,0) € R? x S'.

Lema 3.2. Sob as hipdteses (H1) e (H2), para € suficientemente pequeno, (3-2)
tem uma unica orbita periddica hiperbolica y(t) = xy + O(€) de periodo T. Corres-
pondentemente, a aplicacao de Poincaré P, tem um inico ponto fizo hiperbolico tipo
sela x. = xo + O(e)

Demonstragdo. Ver [§]. O

Observagao 3.3. Se para e =0, (3-2) € um sistema Hamiltoniano, isto é, se

L (on _ony'
S \oy’ ox )’

entao V - f =0 e a funcao de Melnikov tem uma forma mais simples

M(t0) = [ F0) A glault)st + to)ie (3-4)
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Por outra parte, considere o sistema perturbado da forma

f(z) +eg(z, p) (3-5)
com f € C}(R?) e g € C'(R*xR™). Assumimos que f é campo vetorial Hamiltoniano.

Teorema 3.4. Sob a hipétese H2, se existe um ponto (pg,g) € R™ tal que a

funcao
Ta

M(p, o) = i F(ra(®)) A g(va(t), p)dt

satisfaz
M (po, a0) =0 e My(po, o) # 0,

entdo para todo € # 0, suficientemente pequeno, o sistema (3-5) com p = py tem

um unico ciclo limite hiperbdlico em uma O(€)-vizinhanga do ciclo Yag-

Demonstragdo. Ver [23]. O

3.1 Aplicacao do método de Melnikov

Seguindo [23, 24| consideremos a equacao de Duffing periodicamente per-
turbada:
T=1

. (3-6)
=z — 2%+ e(pcost — 2.5y).

Onde parametro p é conhecido como forca de amplitude. Este sistema na forma

vetorial é dado por

+e€

0
pcos(t) — 2.5y
—— ~ -~
f(zy) 9(z,y,t)

assim, temos que

flay) = (x—a) e glx,y,t) = (0, pcos(t) — 2.5y).

Observe que f e g sao aplicacoes de classe C? e que g é periodica na varidvel t.
Segundo [24], para que este sistema atenda as condigoes necessarias para a aplica¢ao
do método de Melnikov, temos que encontrar para o sistema nao perturbado, ou

seja para € = 0, um ponto de sela hiperbolico com uma 6rbita homoclinica associada.
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Para e = 0, o sistema ¢ Hamiltoniano, com funcao Hamiltoniana

2 2
Y x x
H(z,y) == — —+ —
( 7y) 2 2 4 )
e existem trés pontos de equilibrio nas seguintes coordenadas com os seguintes tipos

de estabilidade
(x,y) = (£1,0), centros

(z,y) = (0,0), sela.

2 1 o 1

Figura 3.2: O retrato de fase da funcao Hamiltoniana do
sistema (3-6).

Vimos, no capitulo anterior, que as solucoes do sistema hamiltoniano estao
contidas nas curvas de nivel da fun¢ao hamiltoniana. Além disso, a curva de nivel

dada por H(x,y) = 0, define duas solugées homoclinicas do sistema hamiltoniano:
T'E () = £(v/2sech(t), —v/2sech(t) tan(t))”. (3-7)

Assim, o sistema j& satisfaz as hipoteses, logo, podemos aplicar o método de

Melnikov. Calculamos a fungao de Melnikov para ~4 (t); o calculo para 7, (t) é
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similar. Desde (3-4) temos

M(ty) = /_ " (= /2sech(t) tanh(t), v3sech(t) — 2v/3sech®(t)) A

o0

<O, peos(t +to) + 5—\2/§sech(t) tanh(t)) dt

= /oo (—+/2sech(t) tanh(t)) (,u cos(t + to) + %ﬁsech(t) tanh(t)) dt

2
g P2

= —V2u /OO sech(t) tanh(t) cos(t + to) 5

/ sech?(t) tanh®(t)dL.
A primeira integral pode ser resolvida pelo método de residuos. Dessa forma obtemos

M (to) =V/2msech (g) {Sin(to) _ %}

onde ko = 10cosh(7/2)/(3v/27) = 1.88. Note que, se u > ko > 0, M(to) tem um

zero dado por
. (1.88)
t; = arcsin [ —
1

dM(t .
det (—< 1>) = 1.25204/2 — 7.0688 40,
dt 12

esse zero € um zero simples. Pelo Lema 3.2, para e suficientemente pequeno o

€ co1mo

sistema (3-6) tem uma tnica 6rbita periddica hiperbolica.

Considere agora, a equagao de Lienard, veja [23]:

i =y — e[ + ppa? + p3a’]

y:_l‘7

(3-8)

com p = (py, po, ,ug)T. O sistema nao perturbado tem um centro na origem, com uma
familia de 6rbitas periodicas de um parametro dada por v,(t) = (a cos(t), asin(t))”

de periodo T, = 2m. Logo

M(p,0) = / " (Falt)) A g(rat), 1))t

2m
:/ (11102 cos?(t) + paa® cos® (t) + psa cos* (t)]dt
0

3
= — 21a? {% + §M3&2:| .
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Assim, M(p, ) = 0 tem uma solucdo se, e somente se, g < 0. Pelo Teorema
3.4, se uypug < 0, entdo para e # 0 suficientemente pequeno, o sistema (3-8) tem um

unico ciclo limite, o qual é aproximadamente um circulo de raio

_ 4w . i
a= 3//m + O(e). (3-9)

Para maiores informagoes sobre este método, o leitor pode consultar [8, 29].




CAPITULO 4
Método de Melnikov e o Método de

Averaging para Sistemas Quase Integraveis

Suaves por Partes

Nos capitulos anteriores fizemos uma breve introducao aos métodos de
Melnikov e o Averaging. Agora, neste capitulo de acordo com [17|, vamos direcionar o
estudo desses métodos para os sistemas quase-integraveis suaves por partes. Assim,
apresentamos os resultados principais da teoria do Averaging para essa classe de
sistemas a qual é utilizada no estudo das solugoes periddicas de sistemas dindmicos,
assim como o método de Melnikov, que também é uma ferramenta muito 1util no

estudo da existéncia de ciclos limite.

4.1 Método de Melnikov

Primeramente damos a definicao do método e apresentamos alguns resul-
tados relacionados. Estabelecemos o método para sistemas quase-integraveis suaves
por partes em dimensao maior ou igual que 2.

Sendo assim, considere um sistema quase-integravel suave por partes n-

dimensional

o { fH(x) +egt(x), x1 > 0, (4.1a) (1)

f(x) + €9~ (x), x1 <0, (4.10)

onde x = (x1,To,...,7,)7, f* e gF sdo fungdes vetoriais C* definidas sobre um
conjunto aberto U C R" com UN{z; =0} #0,0 <e< 1.

De acordo com [27]| fazemos as seguintes suposi¢oes basicas para o sistema nao
pertubado (4.1a)|co:

(H1) O subsistema (4-1a)|c—o ((4-1b)|c=o, resp.) tem n — 1 integrais primeiras C*>
diferentes H;' (x) (H; (x), resp.), i = 1,2,...,n — 1, tal que para cada x € U™
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(H2)

(H3)

(x € U™, resp.), os gradientes
DH},DH,,..,DH , (DH;,DH,,...DH_ | resp.)
sao linearmente independentes, onde
Ut ={xeUlz; >0} (U ={xe€Ulx; <0}, resp.)
Isto é, quando € = 0 estamos assumindo que o campo (4-1) é integravel.

Seja H*(x) = (Hif(x), Hf (x),..., H ,(x))T. Existe um subconjunto aberto
V C R"! tal que para cada h = (hy, ha, ..., h,_1)T € V, onde h é o vetor dos

niveis de energia da integral H" (x), as hipersuperficies
Lif={xeU"H*(x)=h} e L, ={xeU |H (x)=H (A(h))}

nao contém pontos criticos de (4-1)|.—¢. Além disso, estas hipersuperficies tém

dois pontos finais diferentes A(h) e B(h) em comum, satisfazendo
A(h) = (0,a2(h), ..., an(h))" € U, B(h) = (0,ba(h), ..., bu(h))" € U,

pois estamos parametrizando as curvas Lf em funcao do nivel de energia h. A
orbita L comega em A(h) e termina em B(h), e L, comeca a partir de B(h)
e finaliza em A(h). Assim, L, = L U L; é uma Orbita fechada de (4-1)|.—o
para h € V.

As hipersuperficies Lf, h € V, nao sao tangentes ao plano de descontinuidade
x1 = 0 nos pontos A(h) e B(h), ou seja, geometricamente, as hipersuperficies
Lf atravesam a descontinuidade, isto ¢, sao trajetorias de costura. Em outras

palavras, para cada h € V

a(Hi‘:7 H§t7 ceey H’I:lt*l)

O(xa, T3, ..., Tp)

JE (21, 29, ..., 1) = det

nao é igual a zero em cada um dos pontos A(h) e B(h).

Lema 4.1. Se (H1) — (H3) sdo vdlidas. Entao A(h), B(h) € C>*(V)

Demonstragdo. Seja hy € V. Por (H2) temos que H*(A(hg)) = ho e por (H3)
JT(A(hg)) # 0. Assim, de acordo com o Teorema da Fungdo Implicita (1.2), a

equacao

H™(0,29,....,2,) = h
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tem uma tnica solucao
(Il,ZEQ, ...,$n> = (Fm(h), F13<h)7 ey F1n<h>) = F(h) e C™.

para h perto de hg tal que H*(0,F(h)) = h e (0,F(hy))” = A(hg). Portanto
A(h) € C>*(V). Similarmente, B(h) € C*(V). Isto completa a prova. O

Segundo [27| pelas suposi¢oes (H1) — (H3), {L;, : h € V'} & uma familia de 6rbitas

periodicas do sistema (4-1)|.—¢ e cada Lj é suave por partes como mostra a Figura

4.1.
1'1:0
£1<0 /

-
1 >0

B(h)

Figura 4.1: Orbita periddica do sistema (4-1)|c—o-

A seguir, faremos a anéalise para € # 0, ou seja, vamos perturbar o sistema
(4-1)|c=o. Sendo assim, damos uma definicdo da fungao de bifurcacdo do sistema
(4-1).

Considere a orbita do subsistema (4-la) comegando em A(h). Para e >
0 suficientemente pequeno, denotamos seu primeiro ponto de intersecao com o
hiperplano x; = 0 por B.(h). Para a orbita do subsistema (4-1b) comecando em
B¢(h) denotamos seu primeiro ponto de intersecdo com o hiperplano z; = 0 por
Ac(h). Veja Figura 4.2, onde

A(R) = (0,ds (R, €), o, d(hy )T, Bo(h) = (0, a(h, €), ooy cn(hy €))7

Note que, a primeira coordenada de B.(h) e A.(h) é nula, pois ambos pontos partem
da regido de descontinuidade, e sdo suaves em € com A (h)|.—o = A(h). Entao

podemos escrever

H* (A () — HY(A(h)) = eF(h, €). (4-2)
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.’I?]:O

x1 <0 21 >0

A(h)

Figura 4.2: A aplicagdo de Poincaré do sistema (4-1).

Onde, F(h,€) é uma funcao (n — 1)-dimensional, chamada func¢do de bifurcacao
do sistema (4-1).

Observagao 4.2. Note que com a equacao (4-2) estamos dando condigoes para que o
sistema (4-1) possua ciclos limite. Estamos calculando a distancia desde H (A.(h))
a HT(A(R)), e se H (A(h)) — HY(A(h)) for zero quer dizer que voltamos sobre o
mesmo ponto, dessa forma podemos escrever essa diferenc¢a como (4-2). Assim, o

que nos interessa € ter uma expressao para o funcao de bifurca¢ao €F(h,e€).

A seguir vamos enunciar um lema que trata de algumas propriedades
importantes da funcdo de bifurcacao F'(h, €), cuja demonstracao pode ser encontrada
em [27].

Lema 4.3. Para cada hy € V, existe €g(hg) > 0 tal que F' € C> para |¢| < e,
h € V com |h — ho| < €9. Em particular, F(h,0) € C* para h € V. Além disso,
para hg € V, o sistema (4-1) tem uma drbita periddica perto de Ly, se, e somente

se, F'(h,€) tem um zero em h perto de hy para um € > 0 suficientemente pequeno.

Portanto, tomando a expansao em série de Taylor em ¢, para € > 0 pequeno
temos
eF(h,€) =Mye + Mye® + ... + Mye® + ...,

para qualquer inteiro £ > 0. Mas, como cada M, M, ..., M, depende do nivel de

energia h entao temos

e (h,€) =My (h)e + My(h)e® + ... + My (h)e* + ...
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logo
k
eF(h,e) =Y eM(h) + O(e) (4-3)
i=1
onde M;(h) é chamada de fun¢do vetorial de Melnikov de ordem i. Para obter a

expressao da funcao de bifurcagao F', devemos obter a expressao para as funcgoes

M;(h). Agora, introduzimos algumas defini¢oes e teoremas dados em [27].

Definigao 4.4. Seja s = (s1, 82, ..., 8,)7 um vetor n x 1 (n > 2). Definimos 5 como

o vetor (n — 1) x 1 dado por 5 = (sa, ..., s,)" satisfazendo
S1
S =
S

Definigao 4.5. Seja S uma matriz (n—1) xn (n > 2). Definimos S como a matriz
(n —1) x (n — 1) satisfazendo S = (3, S) onde B € R™ € a primeira coluna de S.

Agora, suponha que

a1 Q12 Q1n
21 22 A2n,
DH?* = . ;
Ap-1)1 OGn-12 - An-1)n

+
ondeaijzaalii (x)com1<i<n-—1lel<j<n.Mascomo z; =0 temos
J

* a2 A1p
DHi _ * 929 QAon,
* Qn-1)2 -+ An—1)n

Desta forma, pela definicao 4.5 podemos escrever

DHiZQkDH#@>, (4-4)
onde
a19 Q1n
JE— 929 Qon

DH*(x) = : : : ’

A(pn-1)2 - Qn-1)n
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ou seja

—  O(H: HF, ... HF
DHi(X): ( 1955200 nfl)‘

(4-5)

O(x1, T2y .oy Tyy)
Seja M (h) a funcao vetorial de Melnikov de primeira ordem do sistema (4-1). Se
existe hy € V, tal que Mi(hg) = 0 e det(DM;(hy)) # 0, entdo pelo Teorema
da Fungao Implicita, podemos obter um zero de F'(h,e) em h perto de hg para
e > 0. De acordo com [27], M;(h) desempenha um papel importante no estudo
de bifurcagoes de oérbitas periddicas. No teorema a seguir, damos uma férmula da

fungao de Melnikov de primeira ordem, M;(h), para o sistema (4-1).

Teorema 4.6. Suponha que o sistema (4-1) satisfaz (H1)-(H3). Entdo a funcao

vetorial de Melnikov de primeira ordem tem uma expressao da forma

-1
M(h) = | DH*g*dt+ DH(A) [DH*(A)} | DH g dt. (4-6)
AB BA

Além disso, se My(ho) = 0 e det(DMi(hy)) # 0, para algum hy € V', entdo para

€ > 0 existe uma unica drbita periddica do sistema (4-1) perto de Lyg.

Demonstrag¢do. Note que HT(A.) — HT(A) pode ser escrita da seguinte maneira

H'(A) —H"(4) =[H"(A) —H ™ (A)] + [H™ (A) — H™(B.)]
+[H™(B) - H'(BJ)] + [H"(B.) — H" (A)] (4-7)
=Ly + Ly + Ly + Ly.

Agora, derivando (4-2) com respeito a € temos
D [H"(A(h)) — H'(A(h))] = De[eF'(h, €)] = F(h, €) + eD[F(h,¢)]
e avaliando em (h, 0)
D [HT(Ac(h)) = H"(A(h))]|e=0 = F(h,0) = My(h). (4-8)
Portanto, de (4-7) e (4-8) temos que

My (h) =DH"(Ac(h)) — H'(A(h))]le=o

(4-9)
:D€L1|€:O + D€L2|e=0 + DEL4|E:0 + DEL4|6:07
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logo, por (4-7) temos

DcLi|e—o =D [H"(Ac) — H (Ac)]]e=0
=(DH" (A) DeAd)|e=0 — (DH™ (Ac) DeAl) =0
=DH" (Ag)DcAcle—o — DH™ (Ag) DeAc|e—o
_[DH*(A) — DH™(A)]D.A.|.o,

D€L2’€:0 :DE[H_(AE) - H_(Be>]|e:O
=DH"™ (A)D€A€|6:0 — DH™ (B)DeBe|e:07 (4_10)

D6L3|€=0 :DS[H_(BG) - H+(BE)]|6:0
=[DH™(B) — DH"(B)]|DeBe|e—o,

D€L4’€:0 :DE[H+(B€> - H+(A)]|E:0
=DH*(B) D Be|—o.
Como a primeira coordenada de A, e B, é igual a zero, entao a primeira componente

de ambos, D A, e D B, éigual a zero. Assim pela defini¢ao (4.4) e as equagoes (4-4)
e (4-5) obtemos

(4-11)

DH*(A)D.A. =DH*(A)D_A,,
DH*(B)D.B. =DH=*(B)D_B..

Agora por (H3) as matrizes quadradas DH*(A) e DH*(B) sao invertiveis. Denote
suas matrizes inversas por [DHi(A)] e [DHi(B)] respectivamente. Desde
(H1) temos que

DH*(x)x = DH*(x) f*(x) = 0, (4-12)

para cada x € UT. Portanto, utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, temos

Ly=H (A)-H (B) = / dH~

—

- DH™ (x)(f™(x) +eg™ (x))dt
— | DH (x)f (x)dt+e¢ | DH (x)g~(x)dt. (4-13)

Agora por (4-12) temos:

Ly = [ | DH(x)g™(x)d + 0(6)} .
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Segue diretamente que
D.Ly|c—o = DH™ g dt. (4-14)
BA

Similarmente, temos

AB.

L, =H"(B,) — H(4) = / dH" = ¢ [ | DH*g*dt + O(e)

AB

D€L4’€:0 = DH+g+dt (4—15)
AB

Assim, ao substituir a segunda equagao de (4-11) e (4-15) na tltima formula em
(4-10) tem-se

A ) |
DBdloeo = [DH+(B)] / DH"g*dt. (4-16)
AB

Substituindo (4-11), (4-14) e (4-16) na segunda formula em (4-10) obtemos

DAeso = [DT(A)} - ( | DH g dt + DH (B) [DHJF(B)} e DH+g+dt>

BA AB

(4-17)
e combinando (4-10), (4-11), (4-16) e(4-17) obtemos
~1
Del|eey = (DH+(A) [DH—(A)] - n_l) ( | DH g dt
BA
1 (4_]‘8)
+ DH-(B) [DH+(B)} B DH+g+dt)
AB
€
D.Ls|.—o = DH-(B) [DH+(B)}_ | DHYg'dt— [ DHtgtdt.  (4-19)
AB AB
Além disso, substituindo (4-14), (4-15), (4-18) e (4-19) em (4-9) segue que:
-1 _
M, (h) =DH*(A) [DH*(A)} {DH(B) [DH+(B)] | DH'g"dt
AB (4-20)

+ DHgdt} :
AB

De outro lado, por (H2), temos

HY(A(h)) =H"(B(h)) =h,  H (A(h)) = H (B(h)).
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Diferenciando ambos lados das duas igualdades acima com respeito a h obtemos

DE" (4) [[DA(h)]T]T _ DH(B) [[DB(h)]T]T "y (4-21)
DH (4) [[DA(h)]T}T - DH (B DB " (4-22)
De (4-21) obtemos

(DB = [PEE)

Portanto, por (4-22), segue-se que

[Am| = [DE-(A)] DE-(@) [DBHT|

B B (4-23)
:[DH—(A)} DH-(B) [DH+(B)} .
Substituindo (4-23) em (4-21), obtemos

DH(A) [DH(A)]_I DH-(B) [DH+(B)}_1 ~ 1. (4-24)

Finalmente, substituindo (4-24) em (4-20) temos

My(h) = | DH*g*dt+ DH"(A) [DH—(A)] B /A DH g~ dt.
AB BA

O

Para o caso n = 2 o sistema (4-1) pode ser escrito como

Pz y) +effzy)) o
o\ _ ) \a" (@) tegtley))
<y> p(z,y) +ef (z,y) 2 <0
¢ (v.9)+eg (z,9) )

Suponha que o sistema nao perturbado tem fatores de integracao j; e u9 € integrais

primeiras H* e H™ respectivamente para x > 0 e x < 0, satisfazendo

,Lt1]0+ =H Mlq+ = —ng

pep- =H,, jp2q =—H,
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Assim, de acordo com [13] e [18] a formula (4-6) torna-se

My(h) = /L+ pa(z,y) (9" (z, y)de — f(x,y)dy)

(A
+ZzEA; /L; pa (2, y) (g~ (2, y)de — (2, y)dy).

Na seguinte secao, estabelecemos o método do Averaging relacionado ao sistema
(4-1).

4.2 Método do Averaging de Ordem Superior

Agora, estabelecemos o método do Averaging relacionado ao sistema (4-1),
que como ja vimos anteriormente é uma ferramenta importante para estudar a
bifurcacao de ciclos limite. Para isso, primeiro introduzimos uma transformacao

de variaveis para o sistema (4-1). Seja

L :x=q"(t,h), 0<t<Ti(h),

L, :x=q (t,h), Ti(h) <t <T(h),
satisfazendo

(@) ¢7(0,h) = A(n),
(b) ¢"(T1(h),h) = q~(T1(h), h) = B(h),
(¢) ¢~ (T(h),h) = A(h),

onde Ty(h) denota o tempo desde A(h) a B(h) ao longo de L) e T'(h) denota o
periodo minimo positivo da orbita periodica Lj,. Sabemos pelo lema (4.1) que A(h)
e B(h) sao C*(V) do mesmo modo que T1(h) em h € V. Seja,

Tt h), 0<t<Ti(h
q (t,h), Ty <t<T(h).
Tomando T(h)
na equagao (4-25) obtemos uma funcao
T
G(0,h) =q (ﬁ@, h) . 0€l0,2n]. (4-27)
T
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Note que, pela definicao de g™ e ¢, ¢ ¢ uma funcao definida por partes de classe
C* em cada umas das partes, consequentemente G (6, h) é definida da mesma forma.
Além disso, de (4-26) obtemos

t
O(h) = ——2 4-28
() = 72 (428)
e substituindo ¢t por T} (h) e por T'(h) na equacdo acima conseguimos os intervalos

onde 6 vai estar definido. Desse modo, G(h,#) pode ser escrita como

GH(0,h), 0<6<86,(h)

) (4-29)
G~(0,h), 6.(h) <0< 2,

G(0,h) = {

onde 6;(h) = ?((:))QW €(0,2r) éC®em heVe
G*(0,h) =q* <%:)9,h> , G7(0,h)=q (%p@,h) :

Finalmente, observe que a mudanga (4-28) é simplesmente um reescalonamento do

tempo para que o tempo de retorno da érbita Lj seja 27 a medida que h varia.

O seguinte resultado é uma generalizagao do Lemma 1.1 em [11] de sistemas

suaves para sistemas nao suaves.

Lema 4.7. Existe um tnico vetor, de dimensao 1 X n, 2w peridodico definido em duas

partes e de classe C* em cada uma delas, dado por

a(@,h):{ oat(0,h), 0<0<6i(h),

a=(0,h), 6.(h) <6 < 2n,

tal que
a(0,h)Dy,G(0,h) =0, «(f,h)DyG(0,h) =1,

onde Dp,G(0,h) e DyG(6,h) siao dados por

DhG+(9ah)7 0§9<91(h>a

DuG(0, h) = { DhG=(0,h),  0,(h) <0 <2

DyG*H(0,h),  0<0<0,(h),

DyG(0,h) =
oG8, ) {DQG(Q,h), 0.(h) < 0 < 2r,

Demonstragao. Primeiro provamos que os n — 1 vetores verticais da matriz D, G

de tamanho n x (n — 1) s@o linearmente independentes um do outro. Note que, de
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acordo a (4-26), se

o 0 =0 entiio t = 0, assim
G7(0,h) =¢"(0,h) = A(h)
logo, por (H2)
H™(G"(0,h)) =H"(¢"(0,h)) = H"(A(h)) = I;
o 0= 0,(h) entdo t = Ty (h), logo
GT(01(h), h) = ¢"(T1(h),h) = B(h)
e de novo por (H2)
H™ (G (01(h), h) = H'(¢"(Ta(h), h)) = H*(B(h)) = H" (A(h)) = h.

Portanto
H"(G"(0,h)) =H"(A(h)) =h, para 0<0<6,(h).

Do exposto acima obtemos

DH*(G1)DyG* =0,

4-30
DHY(GT)D,GT =DH"(A)D,A =1, 0

onde I denota a matriz identidade (n — 1) x (n — 1), 0 a matriz zero (n — 1) x 1.

Isto implica que
Rank(DH'(G")) = Rank(D,G*') = Rank(l) =n — 1.

De outro lado temos que, se

e 0=0,(h),entdot =Ti(h) e

G (01(h), h) = g~ (Ti(h), h) = B(h),
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e 0 =2m,t="T(h) logo,

e assim,

Dai que
H" (G (0,h)) =H (A(h)), para 6i(h) <0< 2m.

Como A(h) = (0,as(h), ...,a,(h)), segue que

DH™(G7)DyG~ =0,
(4-31)

DH(G")DyG~ —=DH (A)D,(A) — DE(A) [[DhA]T]T.

A partir de (H3) temos que DH~(A) é invertivel e além disso, pela segunda equagao
em (4-30), temos

DH*(A)D,yA = DH*(A) [[DhA]T} s (4-32)

SN
Portanto [[DhA]T} é invertivel. Entao por (4-31) DH™(G™)D,G~ é invertivel, o
qual implica
Rank(DH™(G™)) = Rank(D,G™) =n — 1.

Da definicao de DG, vemos que Rank(DyG) = n — 1, isto significa que os (n — 1)
vetores verticais da matriz D, G n x (n—1) sao linearmente independentes. A seguir
provamos que os n — 1 vetores verticais da matriz DG de tamanho n x (n — 1) e

o vetor DyG juntos sao linearmente independentes para cada (0, h) € [0, 27] x V fixo.

Procedendo por absurdo, suponha que o vetor DyGG é combinacao linear das

n—1 colunas de D), G para algum (6y, ho). Isto é, existe um vetor vertical (n—1) x 1
[ tal que

DyG(0y, ho) = DypG(6o, ho) - B. (4-33)

Temos dois casos para considerar:

1. 0 < 6y < 61(ho). Pela definicdo de G e do fato que ¢ é solugdo de (4-1).—

temos que

DyG(0,h) = Dyg* <T2(:)9, h) L) T vy, (a3a)

2T 2T
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Multiplicando por DH*(G™") a ambos lados de (4-33) & esquerda temos
DH*(GH)DyG(6o, ho) = DH* (GT)Dp DG (65, ho) - B (4-35)
e por (4-30), 5 = 0. Assim, por (4-33) e (4-34)
FH(G (00, ho)) =0 (4-36)

ou seja, o ponto (fy,hg) é um ponto critico do sistema (4-1).—g, mas isto

contradiz a hipotese (H2).

2. 61(ho) < 6y < 2m. Como antes, multiplicamos por DH™(G~) a ambos os
lados de (4-33) a esquerda e usando (4-31) temos 8 = 0. Também, para
01 (ho) < By < 2, segue que

Th) ,_,
DyG = ——=f(G). 4-37
0 5 (G7) (4-37)
Portanto de (4-33) e (4-37) obtemos f~ (G~ (6o, hy)) = 0, que também ¢é uma

contradi¢do com (H2).
Finalmente, provamos a existéncia e unicidade de «(6, h).

a. Para 6 € [0,6;(h)], denote por S; o hiperplano gerado pelos n — 1 vetores
horizontais da matriz DH" (n — 1) x n e por Sy o hiperplano gerado pelos
n — 1 vetores verticais da matriz D,G™ n x (n — 1). Desde (4-30) vemos que
o vetor DpGT é normal a S;. Além disso, temos que DyG™ nao é paralelo
a S5. Com efeito, suponha S; paralelo a Ss, logo pela primeira equacao em
(4-30), DH*D,G* = 0, contradizendo a tltima equagao de (4-30). Por tanto

o angulo ¢ entre S; e Sy pode ser tomado para satisfazer 0 < ¢ < 7.

Agora, se ¢ = 0, S; é paralelo a 9. Isto é, cada um dos n — 1 vetores verticais
de D,G" pode ser escrito como combinacao linear dos vetores horizontais de

DH™. Entao o vetor at é dado por

DyG+T

+ _ v
| DgGH|?’

de onde
oﬁ(@, h)D9G+(0, h)=1.
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Além disso,

DoG*T (0, h) D, G* (6, h)
|DeGH(0,h)]>

at(0,h)DyG*(0,h) =
e por (4-30) temos
DyGTTDH'T =0,

dai que
DG DG = 0.

Portanto, a™ (0, h)D,G*(0,h) = 0.

Seja 0 < ¢ < 5 e L =5, N Sy. Agora, giramos S; em torno da linha reta L
com o angulo ¢ tal que a nova posicao de S; depois da rotacao é a mesma
como a posi¢ao original de Sy. Denotemos por v a nova posicao de DyG™T apos

a rotacao, onde
v = DyG™ cos ¢.

Entao o vetor v satisfaz
v - DG = |DyGT|? cos ¢ > 0.

Definimos at como

ot = — 1
| DgG*|? cos ¢
e consequentemente
DoGT
OéJngG'Jr = v o

e
| DgG*|? cos ¢

Além disso, pela definicao de v vemos que o vetor v é normal a S5. Assim
temos
a+DhG+ =0.

b. Procedendo analogamente como no exposto acima, para 6 € (61(h), 2x], denote
por Si o hiperplano gerado pelos n — 1 vetores horizontais da matriz DH ™,
(n—1) xn, e por Sé o hiperplano gerado pelos n—1 vetores verticais da matriz

D, G~. Assumimos que o angulo ¢ entre S| e S, satisfaz 0 < ¢ < 5. Entao

DeG—T ¢/ —O

=12 -
at = 1 DG ' )
0<o <7,

escolhemos

S
| DG~ |2 cos ¢’

onde 7" denota a nova posicao de DyG~ apés a rotacio, isto é, 7' = DyG~ cos ¢
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e satisfaz
v - DyG™ = |DyG™ |2 cos ¢ > 0.

Tome L' = S;N S, e gire S; ao redor da linha reta L' com o angulo ¢ tal que
a nova posicio de S; ap6s a rotacio ¢ a mesma que a posicdo original de S,.

Entao de maneira similar a prova para o caso 6 € [0, 6;(h)] temos

O./_DhG_ = 0, Oé_DgG_ = 1.

. D;;G"'

Figura 4.3: A rotacdo de S1, So e DyG™. Figura extraida de

[17]

Usando o Lema 4.7, obtemos o proximo lema que ¢ ttil para estabelecer um

sistema periodico suave por partes a partir do sistema (4-1).

Lema 4.8. A mudanca periodica de varidveis da forma

x=G(0,h), 0<0<2r, heV (4-38)

leva o sistema (4-1) em

27 + (Gt
g _ { 25t eat(0,h)gT(GY), 0<0<6:(h) (439

eDH* (G )g* (GH), 0<0<0,(h)
o (4-40)
¢ DH*(A) [DH*(A)] DH~ (G )g~(G7), 6i(h) <0< 2r
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onde a linha denota a derivada em relagao ao tempo t e at (6, h) € definido como

no Lema 4.7.

Demonstrag¢do. Derivando com relacao ao tempo, a ambos os lados de (4-38) e

pelas equagoes (4-1) e (4-29), obtemos

{ DyGH0 + DGHR = fH(GF) + egt(GF), 0<0 (1)
)

DyG=0 + DpG~h = f~(G ) 4+eg (G7), 6i(h

Aplicando o produto interno a ambos os lados de (4-41) a esquerda por «(6,h), o

qual esta definida no Lema 4.7, temos

atDgGH0 + ot DGR = ot fT(GT) + ategt(GY), 0<0<0,(h),
a"DgG 0 +a DG h =a f(G7)+aeg (G7), 6i(h) <0<2m.

E de acordo com o Lema 4.7

0 = at fH(GF) +eatg™(GT), 0<0<6:(h),
0 =a f(G7)+ea g (G7), 6i(h) <0< 2.
Desde as equagdes (4-34) e (4-37) temos
FHGT) = s DIG". f(G7) = s DI (1-42)

E substituindo a equacdo acima em 6 e de novo pelo Lema 4.7 obtemos

g - % +eat (0, h)gT(GT), 0<40
Ty +ea (0,h)g™(G), 6i(h)

IAINA

n(h)
0 < 2m. (4-43)

Similarmente, tomando o produto interno a ambos lados da primeira formula de
(4-41) a esquerda por DHT(G™), temos

DH*(GT)DyG* 0 + DH*(GT)D,GTh = DHY(GH) fH(GF) + eDHT (G1) g (GT)
e por (4-30) a equacgao acima torna-se

K = DHY(GY)fH(GF) + eDHT (G g (GY) 0<60<0y(h).
Substituindo a primeira equagao de (4-42) na equagao anterior e por (4-30), obtemos

K = eDHY(G)g (GY) 0<60<6y(h). (4-44)

SR (R g
A equagdo (4-32) implica [[DhA]T} = [DH*(A)] , substituindo isto em (4-31)



4.2 Método do Averaging de Ordem Superior 70

obtem-se

-1

T

DH™(G™)DyG~ = DH(A)D, A = DH-(A) [[DhA]T] — DH-(A) [DH+ A)]

(4-45)

Agora, tomando o produto interno a ambos os lados da segunda féormula de (4-41)
a esquerda por DH™(G™) se obtem

DH™(G™)DyG 6 + DH (G")DyG~h' = DH(G™)f(G™) + eDH (G )g™(G")

e substituindo as equagoes (4-42) e (4-45) na equagdo anterior, conseguimos

DH~(A)D,Ah' = eDH™(G7)g~ (G™). Logo

h' = [DH (A)D,A] ™ DH™ (G )g™(G7)

-1 (4-46)
— ¢DH'(A) [DH—(A)] DH™(G™)g~ (G™)
para 01(h) < 6 < 27. Portanto, segue desde (4-44) e (4-46) que
" eDH™(GT)g™(GT), 0<0<0:(h)
pumy _1
¢DH"(A) [DH—(A)} DH- (G )g~(G™), 6i(h) <0 < 2.
Assim a prova esta completa. O

Observe que as funcoes no lado direito de (4-39) e (4-40) sao 2r—periddicas
em 6. Entao, tomando 6 como a nova variavel independente podemos obter uma

equacao diferencial 27 periddica, definida em duas partes e de classe C* em cada

parte
Z—Z =eR(0,h,e€), (4-47)
onde
( DHT (G aT(GT
R* 0.0 = 5 )+<€a+)(99 ;L )g+)(G+), 0<0<6(h)
R(6,h,¢e) = .
DH*(4) [DH—(A)} DH(G—g~(G™))
u R=(0,h,e) = 27 /T(h) + cat (6. g™ (G) , 0i1(h) <6 <2m.

(4-48)
Agora, expandindo Rt e R~ em série de Taylor de ordem k£ > 1, em termos de e,

temos

N

eRE(0, h,¢) Zez + "R (0, hye). (4-49)

=1
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Onde,
Rf(0,n), 0<6<0,(h)

RZ(97}L): R:(@,h), Ql(h) <9<27T Z:L,k’,

R, (0,h,€), 0<6<6(h)

Ry1(0,h,€) = Ry (0, h,e), 6(h) <6 <2m

Note que para 1 =1

w0 = T prt @),
(4-50)
Ry (6,h) = %DHJF(A) DH-(4)] 7 DH- (G g (GP).

4.2.1 Funcoes de Averaging de primeira e segunda ordem

Para hy € V e 6 € [0, 27|, vamos denotar por h(6, hg, €) a solugao da equagao
(4-47) satistazendo h(0, ho, €) = hg. Logo, a aplicagdo de Poincaré de (4-47) tem a
forma

P(ho,€) = h(2m, hg,€) = hg + €d(hg, €), (4-51)

onde d(hg,€) é chamada uma fungao de bifurcagao. Adicionalmente, para € > 0
suficientemente pequeno e para hg € V, a orbita do sistema (4-1) comec¢ando em
A(hg) é periodica se, e somente se, a solugdo h(0, ho,€) da equagdo (4-47) é 27
periodica.

Apresentamos a seguir uma propriedade sobre a funcao de bifurcacao similar ao
Lema 2.1 em [10].

Lema 4.9. Para qualquer conjunto compacto I C'V, existe € > 0 tal que a funcao
de bifurca¢ao d(ho,€) da equagao periddica, definida em duas partes, de classe C*®
(C¥ resp.) em cada uma dessas partes, (4-47) estd bem definida e é de classe C*®

(C¥,resp.) em (hg,€) para todo hy € I, |e| < €.

Uma funcao é de classe C¥ ou analitica, se for de classe C*™ e sua série de
Taylor em torno de qualquer ponto de seu dominio converge a fungdao em alguma

vizinhanca do ponto. Portanto, C¥ esti estritamente contida em C*.

Do lema anterior, dado que d(hg,€) é de classe C*°, para qualquer inteiro k > 1,

temos a expansao de Taylor

k
d(ho,€) = € filho) + O(€"), 0< el <1, (4-52)

=1
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onde f; é conhecida como a fun¢ao de Averaging de ordem 7. Em particular,

fi(h) = /0 " R.(0, h)do. (4-53)

como mostraremos depois.

Lema 4.10. A funcdo de Averaging de sequnda ordem fo(h) tem a forma

fo(h) = /0 K (32(9, h) + D R. (0, h) /O 9 By (T, h>dT) do (454

Gl(h)
(R (0, (h), h) — By (61(h), ) Dy (h) / R} (6, h)do,

onde
DLRF(0,h), 0<60<6,(h),

DyuR.(0,h) =
" 1( ) { DhR;<97h)7 91<h) <07< 2.

Demonstrag¢do. Primeramente deduzimos a solucao h(#, ho,€) da equagao (4-47)
com a condi¢ao inicial h(0, hg,€) = hg para hy € V. Assim, consideremos a solugao
da equacao
% =eRT(0,h,¢),
satisfazendo h(0, hg,e) = hg, denotada por h* (6, ho,€). Esta solucao estd bem
definida em @ em um intervalo aberto contendo [0,6;(h)]. Entao, consideremos as
equacoes

h*(0, hg,€) = h,

{ 01(h) =6,

e sua solugao (0, h). Pelo Teorema da Fungao Implicita o sistema acima tem uma
tnica solucao C*

(67 h) = (5(%, 6)? B(hOa 6)) (4'55)

De fato, queremos encontrar sua solu¢ao (6,h) associada a hg. Isto é, queremos
escrever § em fungao de hy. Para isso, dado que h*(0, ho, €) = hg, a derivada de h*
com relagao a 0 avaliada no ponto (0, hg) deve ser diferente de zero como mostraremos

a seguir. Desse modo, usando o teorema da funcao implicita obteremos o resultado.
Jr

dh
Como = eR* (0, h,€) por (4-49)

k
eRY(0,h,¢) =Y € RFO,h)+ TRE (6, Ry 6),

=1
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onde essa soma ¢ determinada pelo termo de menor grau em ¢, ou seja, por Ry (6, h).
Assim, devemos mostrar que R (0,hg) # 0. Pela definicdio de R, G* e pela

propriedade (a) de ¢*, temos

RE0,h0) = T DE (G0, h))g* (G0, )
= TU9) (g (0, o)) (a7 (0.1)
= TV pr (a(n)g* (A # 0.

A propiedade (H2) garante que DH'(A(hgy)) # 0 e, além disso, que a transfor-

magao linear DH(A(hg)) avaliada em g™ (A(hg)) seja diferente de zero, pois caso

contrario, g™ (A(hg)) seria um ponto critico de H, contradizendo a propriedade
dht

(H2). Portanto %~ # 0, e pelo Teorema da Funcdo Implicita existe uma tnica

funcio C=, O(ho, €), tal que O(ho,€) = 0 e h*(0(ho,€), ho,€) = h(hg, €) = h.

Para continuar a defini¢do de h(#, hg, €), considere a solugio, denotada por

h= (0, ho, €), da equagao
dh

% pu—
satisfazendo h(A(hg,€), ho,€) = hT(0(ho,€), ho,€) = h(hg,¢€). Portanto, a solucio
h(6, ho, €) de (4-47) satisfazendo h(0, ho, €) = hy pode ser escrita como

eR™(0, h,e)

h+<eah076)’ 0<6< (h0>€)7

h(6, ho, €) 0
5 ,€) = _
° h=(0, ho,¢), O(ho,€) < 0 < 2,

onde h (0, hg,€) e h™ (0, hg, €) satisfazem respectivamente

dht <~
= > ERF(O,0T) + TR, (0,07 ¢), hT(0,ho,€) = ho,
=1
dh_ F 3 _ _ k_;’_l — _ — N 7
W:Ze}@. (0,h7) + ™R (0. h7€),  h™(O(ho,€), ho, €) = h(hg,e).

=1

Tomando k = 2 e integrando, temos

0
h* (0, ho, €) =ho + / (eRf (7, (7, ho, €)) + € Ry (7, h (7, ho, €)))dT + O(€®),
0

h= (0, ho, €) =h(hg, €) + /0 Ry (7,h (7, ho, €)) + € Ry (1, kT (7, ho, €)))dr 4+ O(%).

0(ho,e)
(4-56)
Agora, avaliando h* em 0(hg, €) e substituindo em h~, dado que h*(8(hg, €), ho, €) =
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h(hg, €), obtemos

0(ho,e€)
h=(0, hg,€) =hgo + / (eRT (1, hY (7, ho, €)) + RS (1, kT (7, ho, €)))dr + O(€%)
0

0
+/ Ry (7,h™ (7, ho, €)) + € Ry (1, hT (7, ho, €)))dr + O(?).

@(h075)
(4-57)

Desta forma, a aplicacdo de Poincaré de (4-47) ¢

P(hg,€) = h(2m, hg, €)

é(ho,e) 2 '
= ho +/ E e R (1, ht (7, hg,€)) | dT
0

i=1
2

—|—/§ 7T (Z ¢R; (1,h™ (T, ho,e))> dr + O(€?).

(hose) \ i=1
Desde as equagoes (4-51), (4-52) e a equagdo acima podemos obter a fun¢ao de
Averaging de primeira ordem. Com efeito, substituindo (4-52) em (4-51), para k = 2
tem-se )
P(ho,€) = ho + > _ € fi(ho) + O(€?).
i=1

Logo, igualando esta equagao com a equacao anterior, temos

2 2

' 0(hoe) _
> € filhe) = /0 (Z ¢ R (7, h™ (7, ho, e))) dr

=1 =1

+/§ ' <26’R;(T, h™(r, ho,e))> dr,

(ho,e) \ i=1
ou seja,

O(ho,€) 2
efi(ho) + € fa(ho) = / eR{ (1, h* (7, h, €))dT + / eRy (1, h™ (7, ho, €))dT
0 é(ho,e)

2m

0(ho,e)
+/ Ry (1, b (T, hg,e))d7+/ Ry (1,h™ (7, ho, €))dr.
0 é(ho,e)

Entao

27

é(ho,s)
efi(ho) :/ eR{ (1, h* (T, ho,e))dT—I—/ eR (1, h™ (7, ho, €))dr,
0 é(ho,e)
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de onde obtemos:
2

é(ho,e)
tﬁUm):t/ Rf@yh*@yhme»d7+l/ R (r, h=(r, ho, €))dr-
0

0(ho,e)

Note que h* (0, hg,0) = hg, e por tanto h*(6,h,0) = h. Assim, avaliando em h e

€ = 0 obtemos

0(h,0) 2w 2m
ﬁ@:/ <m@mw+/ awmmz/ Ru(6, h)d.
0 0 0

0(h.0)

Agora, derivando P(hg,€) duas vezes com relacdo a e obtemos fo(h). Com efeito,

escrevendo P(hg, €) como

P(hg, €) = ho + Fi(€) + Fye) + O(e?)

onde
é(ho,e) 2 '
Fi(e) :/ <Z e RS (r,h"(r, ho,e))> dr,
0 =1
o 2
Fy(e / Z n (1, ho,€)) | dr,
O(ho.e) \ =1
temos ) ) ) ) 5
0P (hg, €) :d Fi(e) N d*Fy(e) N d*O(e ) (4-58)
Oe? de? de? de?
Dai, usando o Teorema 1.4, obtem-se
dF(e) o9 9 (¢ it +
T :/0 5 ;eRi (1, K™ (7, ho,€)) | dT
9 _
- 00(hg, €
(ZEZ h’O? (Q(ho,f),ho,é))) %7
=1 €
onde
0hoe) g [ 2. Ohoe) [ 2.
/0 Ey izlezR;"(T, h* (7, ho,€)) | dr :/0 Z»ZliEZ_lR;r(ﬂ h* (7, ho,€))

+
+ €Dy R (1, h* (T, ho;ﬁ))—ah %—’ hO’G)) dr.
€
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Logo,

2

dF e_(ho,ﬁ) . .
1(¢) :/ ZiezflR;r(T, R (1, ho,€)) + € Dy RS (1, k™ (7, ho, €))
0 i=1

de

OhF (7, ho, €) 2 _ 90(ho, €)
% T) dr + (26 R (0(ho,€), h*(0(ho,€), ho, €)) T 0e

e usando de novo o Teorema 1.4, temos

2

9 ¢ 0(ho,e€) .
d*F(e) :/O (Z@(@ — 1)6"2R;‘(T, h* (7, ho,€))

de?
=1

| Wt (r, b
i DR (r, B (7, By, €)) 202 ) g’ 0:€)
€
Oh* (7, ho, €)

+ <i€i1DhR;r(T, h* (7, ho,€)) + eii(DhRj(T, h* (7, ho, e)))) e

dh

A 2pt
+ EDLRE(r (7, ho, ) TS g;’“” 6)> dr
€

=1

; (Z LR @k, €), (B0, €), o, €)

ah+ (H(h()a 6)7 h07 6) ae_(hm 6)
Oe Oe

+ €' DRI (O(ho, €), hT (8(ho, €), ho, €))

2
| | L
: (; i€ R (1. W (7. h. €)) + € DyRE (v, h* (7. b d)%)

60_ h07€ 2 ip+/n +/n 820_ h0,€
x % + <Z€ R (0(ho, ), h (H(ho,e),ho,e))> %.

(4-59)
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Assim, analogamente ao processo anterior, obtemos

: 532(€> :/ ﬂ (ZZ(Z — 1) Ry (1, h (7, ho, €))

0(ho,€)

Oh™ (7, ho, €)

e 'DLR; (1,h™ (7, h
+1e hil; (T7 (7—7 076)) ae

+ (iéi_thR;(T, h™ (T, ho,€)) + € %(DhR (1, h™ (7, ho, 6))))

8h*(7', ho, 6) i _ _ thi (7—7 hOa 6)
) DD DR (7 (7R, ) ) dr

_ (ZigilRi(é(ho,e),h (0(ho,€), ho,€))

i=1

T EDLR; (B(ho,€), b (B(ho, ), ho,e>>ah_<9(h0’€>’hw>) 06 (hy,

Oe Oe

2 —
- (Z i€ 'Ry (7, h™ (7, ho, €)) + € Dy Ry (7, h™ (7, ho, e))—ah (g’ o, 6))
=1 ¢

— 82§(h0,6)
(ZER 0(ho, ) (e(ho,e),ho,e))> g
(4-60)

Desta forma, avaliando (4-58) em (h,0), pelas equagdes (4-59) e (4-60) temos

2 (h,0) +
a_Pa (;L 0 _ / <2DhRT(9, (o, h, 0))% +2R; (0, h* (60, h, 0>)) d
0

90(h,0)

+2R7 (0(h, 0), A (8(h, 0), h, 0))—5-

27 _
4 / (2DhR1‘(9, h (0, h, 0))W +2R; (6,h (6, h, 0))) d
€

0(h,0)
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00(h,0)
Oe '

—2R; (0(h,0),h~(0(h,0), h,0))

e como h™(0,h,0) = h, entdo

2 4(h,0) +
TPM0) _, / (Dth(e, h)w + RIO, h)) a0
0

Oe? €

90(h,0)
Oe

+2R(0(h,0), k" (0(h,0), h,0))

2 h=(0,h
+2/ (Dth(e, h)M + R; (0, h)) df
6(h,0) e

08(h, 0)
Oe

—2R; (0(h,0),h™(0(h,0),h,0))

Dai que

2 9(h,0) n
TP(00) L _ / (R;(e,h) + Dt (0, ) 201 0) (9711,0)) d
0

Oe?

DN | —

% Oe

90(h,0)
Oe

+R}(0(h,0), k" (8(h,0),R,0))

21T
+ / <R;(9, h)+ DyRy (6, h)
4(h,0)

o) 4

€

d90(h,0)
Oe

— Ry (0(h,0),h=(6(h,0), h,0))

Portanto,

6(h,0)
pw= [ (rsm+ oo 2 0R0Y gg

Oe

d96(h,0)
Oe

2n (0, h
+ / (R;(e, h) + DuR; (6, h)M> i
6(h,0) e

+R{(6(h,0),h(6(h,0), h,0)) (4-61)
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d96(h,0)
Oe

— Ry (8(h,0), h=(6(h,0), h,0))

Observe que
0= é(hg, 6) = el(ﬁ(ho, 6)) = 01(h+((§(h0, E), ho, 6)),
com ht(6, hg,0) = hg, entao,

A(h,0) = 01(h(h,0)) = 6;(h* ((h, 0), h, 0)) = 6, (h).

Logo
aé(ahe’ %) _poi(h) (%(9@, 0).1.0) (b, 0) + %(9@, 0), h, 0))
—=Dy0;(h) <%(01(h)7 h, 0)%@ %L:(el(h), h, 0)) (4-62)
:Dhel(h)%(el(h), h,0).

Derivando com relacao a € as equagds em (4-56) temos

on* ’ + + + + oh*
0 hav) = [ (BT (7 ) 4 DURE (1 (7ol ) G (T
+ + 2 + + oh*
+ 2eR; (1, h" (7, ho, €)) + €Dy Ry (1, h™ (7, ho, 6))E(T, ho,€) | dr
d 3
+£O(6 )7
Oh~ Oh™

é(ho,e)
W(& ho, €) :/0 (RT(T, h* (7, ho,€)) + eDy R (7, h* (7, ho, e))?(ﬂ ho, €)

Bt
+ 2eR (1,h* (7, ho, €)) + €DpRy (1, h* (7, ho, 6))88—(7', hy, e)) dr
€

+/ (Rl_ (1,h™ (7, ho,€)) + €Dy Ry (1, h™ (7, ho, €)) —— (T, ho, €)
6(hoe) e
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-
+ 2R, (1, h™ (7, ho, €)) + €Dy Ry (7, h™ (7, ho, 6))88—6(7', hy, e)) dr

—O(e%).

Agora, avaliando em h e € = 0 como 6(h,0) = 0;(h), obtemos

on* ? + + ’ +
W(Q,h,O):/O Ry (1, h (T,h,O))dT:/O R (7, h)dr

0

01(h)
(6,h,0) = / RY (m, (7, 1, 0))dr + / Ry (r b~ (7, h,0))dr  (4.63)
0 61(h)

on-
Oe

61(h) 0
:/ R (r, h)d7'+/ Ry (7, h)dr.

0 61(h)
Dado que h satisfaz h(0(ho,€), ho,€) = hT(8(hg, ¢€), ho,€) quando h = h~, isto &,
h=(0(ho,€), ho, €) = h*(0(ho,€), ho, €) e 81(h) = O(h,0), mais ainda, de acordo com
(4-55), 0 = 61(h) e, lembrando que h*(6,h,0) = h, temos que h=(01(h), h,0) =
h*(61(h), h,0) = h.
Com a informagao acima e substituindo (4-62) e (4-63) em (4-61), obtemos a fun¢ao

de Averaging de segunda ordem como segue:

2

fa(h) = /0 e (R;(e, h) + Dy Ry (6, h) /0 9 Ry (T, h)dT) df + /9 (Ry (6,h)

1(h)

01(h) 0
+ DuRT(0, 1) ( / Ri(rhdr+ | Ri(m, h)dr)) i
0 )

01(h

01(h)
F(RE (60(R), h) — Ry (6:(h), b)) Dybr () / R} (r, h)dr,

logo,
61(h) 0
p = [ (Rs000 + Duri o) [ R (rmar) a
0 0

+ /9 2;) (R;(e, h) + Dy Ry (6, h) ( /0 9 Ri(r, h)dT)) df
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01(h)
(R0, (h), h) — By (6:(h), 1)) Dby (h) / R} (r, h)dr,

finalmente

r = [ (Rt + Duion) | "mr 1) i
(4-64)

01(h)
H(RE(01(R), h) — Ry (01(h), 1)) Dy (h) /0 R} (7, h)dr.

4.2.2 Teoria do Averaging para Campos Suaves por Partes

Em seguida, estabelecemos a teoria do Averaging para a equacao (4-47).
Para isso, provamos primeiro um resultado fundamental.
Considere uma equacao diferencial 27 periddica, definida em duas partes, de classe

C* em cada uma dessas partes, de dimensao (n — 1), dada por

dv

-5 = B(0.w) = R(w), (4-65)

onde v,w eV C R* 1,

M <0<6
R(é’,w) _ ( 7w>7 0<0< 1<w)
“(0,w), O(w) <0 <2,
1 2T 01(w) 2r
N _ 1 N B
(w =2, R(0,w)dd 5 (/0 R (9,w)d0+/0 R (0,w)d9)

com 0;(w), R¥(0,w) € C®, R(,w) é definida em duas partes, C* em cada uma
dessas partes e 27 periodica na variavel 6. Em (4-65) tomamos w como um parametro
vetorial. Note que o lado direito de (4-65) é independente de v, entdo, temos o

seguinte:

Lema 4.11. A equagao (4-65) tem uma unica solugao v(0,w), 2 periddica, definida

em duas partes, C*° em cada uma dessas partes, satisfazendo v(0,w) = 0.

Demonstrag¢do. Resolvendo a equagcdo diferencial (4-65) obtemos

vt (8, w) = [)(R*(0,w) — R(w))dd, 0<6<6(w),
v(0,w) =
v (0,w) = vt (O1(w), w) + [y oy (R™(0,w) = R(w))do,  01(w) < 0 < 2r.
(4-66)
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Note que Rt e R~ sdo C*®. Entdo as funcoes R e v* sdo C®. Além disso,
2w B
vemw) =t 6 (w)w)+ [ (R (6,0) - Rlw)dp
01 (w)
01 (w) _ 2 ~
—/ (RT(0,w) — R(w))do +/ (R~ (8, w) — R(w))db
0 01 (w)
21 B 1
:/ R(0,w)df — 2r R(w),
0
e pela definigao de R(w) temos
2m 1 01(w) 27
v(2m,w) = R(0,w)dd — 2m.— / R*(0,w)df + R™(0,w)dd
0 2w\ Jo 91 (w)
2 2
— [ RO, w)do - / RO, w)do
0 0
=0.

Portanto, a solu¢ao v(f,w) é 2w periodica. Isto prova o lema. O

Voltemos & equagao (4-47). Para qualquer conjunto compacto V; C V, existe

€0 > 0 tal que a funcao R dada por (4-48) esta bem definida parah € V1 e 0 < e < ¢

e¢C®para0 <6 <6(h)eb(h) <0 <27 respectivamente. Entao temos o seguinte

teorema de Averaging para a equacdo (4-47).

Teorema 4.12. Para qualquer inteiro k > 1, existe uma transformacao 2w periodica

definida em duas partes, C* em cada uma dessas partes, dada por

onde ¢;(0,w) =0, e

com gpj-t sendo C*, tal que a equagao (4-47) pode ser transformada em

k
Z 6Z-RZ(UJ) + 6k+1R/€+1(07 w, 6)7

i=1

du _
g

(4-67)

(4-68)

onde R;(w) € C® para w € V, e Ry1(0,w,€) é definida em duas partes, C* em

cada uma dessas partes e dada como
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_ R (6 0<6<40
Rk+1(9,w,€):{ _k“( W €), <0< 0i(w),

Ry (0, w,¢), 01(w) <0 <2m.

Demonstragao. Como no caso suave, o ponto chave é encontrar a transformacao
(4-67). Agora, se (4-67) existe, entao

dh _dw i dw
d& d9 - (De%(e U)) + Dw(pz(e w) dﬁ)
dw b dw <~ .
:E + — € De(p’b(e w) + de € D’LU%OZ(97 w)? (4_69)
i dw
=11 "Dy 0i — ‘Dyp; )
( + ;6 wng(e?w)) d@ + ;6 98074(971’0)

Usamos (4-69) para encontrar cada ;. Assim

d_w _ % — Zf:l €' Do; (0, w)
40 L+ Zf:l € Dypi (0, w)

onde D, p; e Dyp; sao dados respectivamente por

D, o (0,w), 0<6<46 ,

Dul,w) = 4 Do) D202 Al
Dyp; (0,w), 01(w) <0 <2,
Dy (0 <6<80

De%‘(eaw> = 9%,( w), 0<6< 1(w),
Dyp; (0,w), 01(w) <0 < 2.

Agora, pela equacao (4-49) temos

dw Y5 €Ri(0,h) + IRE (0, h,€) — S5 € Doy (6, w)

o 4-70
do 1+ Zi:l €' Dyi (0, w) (4-70)

e expandindo em série de Taylor em termos de € obtemos

dw

= =e(R1(0,w) — Dyo1(0,w)) + (V1 (0, w) — Dppa (6, w))

Fo 4 € (1 (0, W) — Dyi(6, w)) + O,

onde ¥; esta definida em duas partes, de classe C* em cada uma dessas partes e é

independente de ¢;, com j+1 <[ <k, j=1,2,....k — 1. Por exemplo, temos

Uy (0,w) = Re(0,w) + Dy R1(0, w)p1(0,w) + Dyp1(0,w)(Depr(6,w) — Ri(0,w)).
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A seguir, s6 precisamos provar que existem fungoes de classe C*, Ry (w), ..., Rg(w),

tais que as equacoes diferenciais de primeira ordem em ¢, ..., @,

Rl(‘gv U}) - D9¢1(97 w) = Rl(w)7 (4_71)
\I]jfl(ev w) - D9¢j(97 w) = RJ (w>7
7 =2,...,k, tém solugoes periddicas ¢y, ..., i, respectivamente.
De fato, da equacao (4-71) temos
D 0 = 0 — R
9901( 7w> Rl( ,U)) R1<w)7 (4_72)

Dop;(0,w) = V,;_1(8,w) — Rj(w),

e observe que pela equagao (4-70), R1(0,w) é 27 periodica em 6, definida em duas
partes e C™ em cada parte, pois as formulas (4-47) e (4-49) garantem isso. Portanto,
Dyip1(0,w) é 2m periodica, definida em duas partes e C* em cada uma dessas partes.
Assim, pelo Lema 4.11 temos que Dypi(f,w) tem uma tunica solucao ¢1(6,w),
27 periddica definida em duas partes, de classe C™ em cada uma dessas partes,

satisfazendo ¢;(0,w) = 0 e denotada por

i (0,w), 0<6<6i(w),
@1(0,11}) = _
o1 (0,w), 01(w) <0< 2m,

com @i sendo C. Além disso, por (4-72)

0
©1(0,w) :/ (R (0, w) — Ry(w))do
09 7]
:/ Rl(e,w)de—/ Ry (w)d6
:/9 Ry(0, w)d6 — 0R (w),

assim, Ry é U e
_ 1

0
Ry(w) = 5/0 R1(0,w)do — %wl(ﬁ,w).

Tomando 6 = 27, dado que (27, w) = 0 obtemos

B 1 27 1
Rafw) =5~ /0 Ru(6, w)d8 — 51 (2, )
1 27

— [ Ry(6,w)ds.

T on 0
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Pela definicao de ¥, temos que W; é 271 peridédica em 6, definida em duas partes e
C* em cada uma dessas partes. Assim, para j = 2 na segunda equacao de (4-72)
temos que Dppo (0, w) é 27 periodica em 6, definida em duas partes e C™ em cada
uma dessas partes. Portanto, utilizando novamente o lema anterior, Dyps (6, w) tem
uma tnica solucao, 27 periddica, definida em duas partes e C* em cada uma dessas

partes, satisfazendo ¢5(0,w) = 0, dada por

Através de (4-72) obtemos
6 -
pa(0,0) = [ (W1(6,0) — Rau)ds

09 0 3

:/ \Dl(e,w)de—/ Rz(w)d(g
09 07

_ / U1 (0, w)dh — O R (w),
0

avaliando em 6 = 27 e dado que po(27, w) = 0 concluimos que

B 1 27 1
RQ(’LU) :% /(; ‘111(9, w)d@ — %@2(27{', 'lU)
1 27

U, (0, w)db,

:% ;

sendo R, de classe C*®. Agora, procedendo por inducdo, supunhamos que o resultado

é valido para j = k — 1, isto é,
Dg@k_l(e, w) - \Pk—2<0a w) - Rk—l(w)

tem uma tnica solugdo p_1(0, w), 27 periodica, definida em duas partes e C*° em

cada uma dessas partes, satisfazendo que y_1(0,w) = 0 e denotada por

@2;1(67111)7 0 S 6 S el(w)a
or-1(0,w) = N
ka_1<0,w), el(w) <0< 27T7

com ¢ | sendo C*® e R;_(w) dada por

N 1 2m
Rk_l(w) -— / \Ifk_g(e,w)dé
0

:27r

Onde, Uy_o(0,w) é 27 periddica em 6, definida em duas partes e C*>° em cada uma
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dessas partes.

Mostremos que o resultado é valido para j = k. Com efeito, dado que Uy_5(0, w) é
27 periddica em 6, definida em duas partes e C*° em cada uma dessas partes, como
antes, para j = k na segunda equagao de (4-72), Dy (0, w) é 21 periddica em 6,
definida em duas partes e C* em cada uma dessas partes. Portanto, utilizando o
Lema 4.11, Dy (0, w) tem uma tanica solucao 27 periddica, definida em duas partes,

de classe C*° em cada uma dessas partes e satisfazendo ¢ (0, w) = 0. Com

e de, (4-72)
oi(0, w) :/0 (Tg—1(6, w) — Ry(w))do

:/09 qfk_l(e,w)de—/oel?k(w)dH

_ / ’ Uy 1(0,w)d0 — ORy(w).

Avaliando a expressao acima em 6 = 2, e dado que ¢ (27, w) = 0, obtemos

B 1 27 1
Ry(w) :—/ U 1(0,w)d0 — — (27, w)
2m Jo 2m
1 2m
=— Uy 1(0,w)d.
o . k 1( 7w)
Portanto temos que o resultado é vélido para j = k. Isto é, mostramos que
existem funcdes Ry, ..., Ry, C*, tais que as equacgoes diferenciais (4-72) tém solugoes

periodicas 1, ..., k. Assim, a prova esta completa. O]



CAPITULO b

Equivaléncia entre o Método de Melnikov e

o Método de Averaging

Sabe-se que o método de Melnikov é equivalente ao método de Averaging
para estudar o nimero de ciclos limite de sistemas diferenciais analiticos planares (ou
C>) quase-Hamiltonianos, veja [12]. Neste capitulo seguindo [17], na primeira se¢ao,
apresentamos a relagao entre a aplicacao de Poincaré P e a funcao de bifurcacao F'
e na segunda segao, apresentamos o resultado principal que é a equivaléncia entre
o método de Melnikov e o método de Averaging para sistemas suaves por partes

quase- integraveis definidos em dimensao n, n > 2.

5.1 A Relacao entre a Aplicacao de Poincaré P e a
Funcao de Bifurcacao F

Apresentamos agora, o lema que estabelece a relacao entre a aplicacao de
Poincaré P, da equagdo (4-47) e a funcao F. Mais ainda, estabelecemos a aplicacao

de Poincaré para a equagao (4-68).

Lema 5.1. A fungio F dada em (4-2) e (4-3) e a aplicagcao de Poincaré P dado

em (4-51) e (4-52) tém a seguinte relagdo

P(h,e) —h=¢eF(h,e), helV. (5-1)

Demonstragdao. Seja (0(t, ho,€), h(t, ho,€)) a solucao das equagoes (4-39) e (4-40)
satisfazendo 5(0, ho,€) =0, fz(O, ho,€) = ho. Ja que 5(0, ho,0) = 0, temos

_(07 h0a0> = T 3& 07

o0 2
ot T(h)
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a funcdo 6 = é(t, ho,€) tem inversa em t, denotada por t = ¢(0,ho,€). Seja
7(ho, €) = ¢(2m, ho, €). Além disso, temos

WO, ho,€) = h(p(8, ho, €), ho, €), (5-2)

onde h(6, hy, €) é a solugao da equagao (4-47). De outro lado, seja x(t, ho, €) a solucao

do sistema (4-1) satisfazendo
x(0, ho, €) = A(ho) = ¢" (0, ho) = q(0, ho).
Desde a equagao (4-38) obtemos
x(t, ho, €) = G(B(t, ho, €), h(t, ho, €)).
Além disso, com t = 7(hg, €) = ¢(2m, h, €)

x(T, ho, €) :G(é(r, ho, €), il(T, ho, €))
:G(é(¢(27r, ho, €), ho, €), 71(¢(27T, ho, €), ho, €)).

Como ¢ ¢ a inversa de 0 em ¢, da equacio (5-2), da definicao de G e ¢ temos

Isto implica que x(7, hy, €) pertence ao hiperplano x; = 0, isto é, a orbita através do
ponto (0, hg,€) € 1 N Ly em ¢t = 0, intercepta novamente o hiperplano z; = 0 em

= 7. Pela definicao de A.(h) temos que 7(h,€) é o tempo que a 6rbita AB,UB.A.
vai de A(h) a A.(h). Portanto, das informagoes acima e da equagao (4-51)

Ad(ho) = A(h(27, ho, €)) = A(P(ho, ).

Como HT(A(h)) = h para h € V, entao HY(A(P)) = P para P € V. Portanto,
segue que
P(h,€) — h =H"(A(P)) — H"(A(h)) = H" (Ac(h)) — HT(A(h))
=eF'(h,e¢),
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como querfamos provar. O

Por outro lado, temos que a aplicagdo de Poincaré da equacao (4-68) é da
forma
P(wo, €) = wo + 2me" Ry (wo) + O(").

Com efeito, suponha que para um dado inteiro k£ > 1,
Ri(w) #0, Rj(w)=0, j=1,..,k—1, (5-3)

para todo w € V. Além disso, denote por w(f,wy, €), a solu¢do da equagio (4-68)

satisfazendo w(0, wy, €) = wp. Sua expansdo em série de Taylor é da forma

w(0, wo, €) = wy + Z Wi (6, w). (5-4)

J=1

Como w(0, wp, €) = wy, pela equagio (5-4), W;(0,wy) =0, j > 1. Derivando (5-4) e

substituindo em (4-68) obtemos

k k
Z EiDQWi<9, wo) = Z EiRi(wo) —+ €k+1Rk+1 (9, wo, 6).
=1 i=1
Logo
k k
Z EiDQWi(Q, wo) = Z EZRZ(U}())
i=1 i=1

Integrando a equagao acima com relagao ao 6, obtemos

k k
Z eWi(0,wp) = Z €'0R;(wy),

i=1 =1

e por (5-3) segue que
Wk<9,w0) :0Rk(wo), Wj(@,ﬂ]g) :O, j: 1,]{,‘—1
Portanto, da equacao acima e de (5-4) tem-se

w(B, wo, €) =wp + € O Ry (wo) + Z W (6, wy)
j>k+1
=wo + ekHR’k (’wo) + O(€k+1).

Finalmente, com 6 = 27 temos a aplicagdo de Poincaré para a equacao (4-68):

P(wo, €) = w(2m, wo, €) = wo + 21" Ry, (wo) + O(* 1. (5-5)
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5.2 Equivaléncia entre os métodos de Melnikov e
Averaging
A seguir apresentamos o resultdo principal devido a Liu-Han-T.i em [17],
que estabelece nao apenas a equivaléncia do método de Melnikov e 0o método de

Averaging, mas também a relacdo entre as aplicacbes de Poincaré das equacoes
(4-47) e (4-68).

Teorema 5.2. As condigoes em (5-3) sao vdlidas se, e somente se, a aplicagdo de
Poincaré P(hg,€) da equagao (4-47) dada por (4-51) e (4-52) satisfaz

kZ0, f=0, j=1.,k—1

Além disso, se as condigoes em (5-3) sao wvdlidas, entao a fun¢io de Melnikov de
ordem k, My, definida em (4-3), a funcdo de Averaging de ordem k, fi, definida em
(4-52), e a funcdo Ry definida em (4-68) satisfazem

Demonstracao. Seja
k
¢k(97w76) = Zel_lsoi(evw)v (5'6)

i=1

entdo por (5-6) e por (4-67) segue que
h(0, hg,€) = w(0,wo, €) + €pp(0,w (0, wo, €),€), ho=wy+ epp(0,wp, €).

Dado que ¢; é a solucdo de Dyp;(6,w), a qual pelo Lema 4.11 é 27 periddica em 6,

temos que ¢ (0, w,€) é 21 periddica em 6. Entao,
P(hg,€) = h(2m, ho, €) = w(2m, wy, €) + €pp(2m, w(27, wp, €), €).

Logo, por (5-5),temos

P(hg, €) =P(wy, €) + epy(2m,
=P(wy, €) + €y (0,

ae]

(w07 6)7 6)

el

Wo, €), €).
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Assim,

P(hg, €) — ho =P(wo, €) + € (0, P(wo, €), €) — wo — ey (0, wy, €)
=P(wy, €) — wy + €dp (0, P(wy, €), €) — €dp (0, wy, €)

=P(wq, €) — wo + €(dr(0, P(wy, €), €) — (0, wo, €)).

Usando o Teorema 1.1 (Teorema do Valor Médio), temos
Qbk(O? p(w07 6)? 6) - Qbk(O?wO? 6) = 0(6)(p<w07 6) - wo),

logo

P(ho,€) — hg = (P(wp, €) — wp)(1 4+ O(e)). (5-7)

Substituindo as equagoes (4-51), (4-52) e (5-5) em (5-7) temos

k
Z ¢ fi(h) + O("™) =e"2n Ry (w) + O("™) + (€"2n Ry (w) + O(€))O(e)
=c*2m Ry, (w) + O(F1),
Z € fi(h) + €" fu(h) + O(FTY) =e"2m Ry (w) + O(F).

Dai -
> fi(h) =0, fi(h) =27 Ry (w)

se, e somente se,

fi(h) = Rj(w) =0, fp(h) =Rp(w)#0, j=1,.. k-1

Além disso, por (4-51) e (4-52) concluimos
k
P(h,€) = h(2m, hye) = h+ Y € fi(h) + O(eH).
i=1

Aplicando o Lema 5.1, usando (4-3) e a equagio acima, segue-se que

k k
D EMi(h) + O(F) = € fi(h) + O(H).
Portanto
M;(h) = fi(h), 1<i<k (5-8)
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Agora, se as condigbes (5-3) sdo satisfeitas, combinando (5-5), (5-7) e (5-8) obtemos

]

Observacao 5.3. Podemos provar que M;(h) = f;(h) para o caso i = 1 diretamente.
Desde (4-53) e a expressao de R1(0,h), temos

2w

2 01(h)
fl(h):/o Rl(e,h)dez/o Rf(e,h)d0+/0 Ry (6, h)dd

1(h)

01(h)
- / T pae (6+)g* (G )db
0 2m

T (h) —
+ /@ o or DH (4) [DH (A)} DH~(G™)g~(G™)db.

Reescrevendo a expressao para GT e G~

GHO.h) = (T<h)e,h) G0 = <M9, h> |

2T 27
_ Ty i
e lembrando que t = <=0 implica que

t =10 (0) =0,
t =209, (h) = Ty (h),
t =Wor = T(h),

df = 2t

temos que a funcao de Averaging de primeira ordem € dada por

fulh) = / MUTO) b g (6 2

2m T(h)
T(h) T(h) _ . g _
+/Tl(h) — DH*(4) [DH (A)] DH™(G7)g™ (G )Wdt (5-9)

-1
— | DH*g*dt + DH'(A) [DH*(A)] | DH g dt.

AB BA

Por (4-6) e (5-9) obtemos My(h) = fi(h).



CAPITULO 6

Funcao Melnikov de Segunda Ordem para
Sistemas Quase-Hamiltonianos Suaves por

partes Perturbados

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados da teoria de bifurcacoes
relacionados ao numero de solucoes perioddicas. Assim, apresentamos o estudo da
funcao de Melnikov de segunda ordem para um sistema planar quase-Hamiltoniano

suave por partes feito em [17].

Os lemas a seguir dados em [10, 14| tratam sobre o numero de solugoes perio-

dicas da equagdo (4-47).

Lema 6.1. Considere a equacdo periddica (4-47) para o caso n = 1. Se existem

inteiros k e m tais que

fi=.=f.1=0, fi#0,

e fi tem no mdzimo m zeros contados de acordo com suas multiplicidades, entao
para qualquer intervalo fechado I C 'V existe uma constante €; = €;(I) > 0 tal que
para todo 0 < |e| < €1, a equagdo periddica (4-47) tem no mdzimo m solugdes 21

periodicas em I.

Lema 6.2. Considere a equagao periddica (4-47) para o caso n > 2. Assuma que
R(0, h,€) dada em (4-48) € analitica por partes e que 01(h) é analitica para h € V.

Se existem inteiros k e m tais que

fi=..=fra1=0, fi#0,

e fr tem no mdximo m zeros contados de acordo com suas multiplicidades, entdo
para qualquer conjunto compacto I C V' eziste uma constante €; = €,(1) > 0 tal que
para todo 0 < |e| < €1, a equagdo periddica (4-47) tem no mdzimo m solugdes 21

pertodicas em 1.
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Agora usamos o Lema 4.10 e o Teorema 5.2 para obter a expressao da funcao
Melnikov de segunda ordem. Consideremos o sistema planar suave por partes da

forma
H (x,y) +ef(2,y)
(l’) _ ) \FHI(@y) +egt(2,y)
Y Hy (2,y) +ef(2,y)
—H, (z,y) +eg (z,y)

x>0,
(6-1)
x <0,

onde € > 0 é um parametro pequeno, as funcoes H*, f* e g& sio suaves C®.

Teorema 6.3. Sob as condigoes (H1)-(H3), se My, =0, a fung¢io de Melnikov de

sequnda ordem do sistema (6-1) tem a sequinte forma

01(h)
() =58 [ T gt 2 a0, +

T(h)
+ HYf) + or (g+(Hx+ya H) )+ fH(H, Hy,) + Hf (95, 97)

0
T+ HF(FE 1) DG / (HFg* + H? f+>d7] a6
0

T(h)H, (4) /9 ”) {_Mmy-g- - H ) (0,)(f 7, g7)T

QWH;(A) 1(h 2w
T (hWH' (A T(MH'(A
+ (—2; e Uy ) + S (0 (0 )
+ f(H,. H,)+H,(9,,9,)+H, (fr.f,) DG~ + %(Hyg +H, )

H?L(A) B Hy‘y(A) 0(h) H-(A) L .
" (H;<A)H;(A) (H—(A))2>> (/0 (Hy g™+ H f)d

Yy

0
+/ (Hy_g_—FH;f_)dT)]dQ
01(h)
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(6-2)

01(h)
L H (G (B:(h), 1) (G (0u(h). 1)) / (HPf* + High)do,

onde 01(h) = ?(%)QW, G*(0,h) € definida em (4-53) e a=(0,h) estd definida no
Lema 4.7.

Demonstrag¢do. Usando o Teorema 5.2 e a equagao (4-54), sabemos que a fungao

de Melnikov de segunda ordem, My(h) = fo(h) do sistema (6-1) é dada por
01(h) 0 27
My(h) :/ (R;(@, h) + Dy Ry (0, h)/ R (r, h)dT) do +/ (R5 (6, h)
0 0 01(h)

0

01(h)
+ DRy (0,h) (/ RT(T, h)dT+/ Ry (T, h)dT)) do
0 61(h)
(6-3)

61(h)
+(R{ (01(h), h) — Ry (61(h), h))Dhel(h)/ R (7, h)dr.
Desde (4-50) temos

RE 0.0 =T 0 (6, (G (7160 (6)

:%?(Hj(G*)f*(G*) +H(GT)g"™(GT)),

T(h)H}(A) H, (G7)[(G7)+H, (G7)g (G7)),

Ry (0, h) Im( 2 (
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T(h)*

472

R (0,h) = - DH™(G")g"(GT)a™ (0, h)g"(GT)

__ Ty (H (GYfHGH) + H (GHg" (GT))

472

x ot (0, h)(FH(GT), g"(GM))T,

T2(h)Hy (A)

B 0.h) == "fom(a)

(H, (G)f7(G7) + H, (GT)g™(G7))
< a”(0,h)(f7(G7),g7(G7))".

Note que, HT(GT(0,h)) = HT(A(h)) = h e A(h) = (0,a2)", implicam que

DH*(G*)D,G* = DH(A)D,A(h) = Hf (A)ay(h) = 1. (6-4)

Y

Segue-se de (6-4) que
1

a;(h): HJ(A)'

(6-5)

Entdo diferenciando R e R; com relagdo a h, diretamente, temos

DuR;(0,0) =T (@) (G7) + HE (GH)H(G)

*%—L) g7 (GO HE(GT)DWGT + H (GT)DWGT)

+H, (G") (g (GT)DrG™, g (GT)DyGT) + f7(GT)
x (H3(GY)DyGT + H (GT)DWGT) + HF(GT)
X (fI(GT)DWGT, f(GT)DyGT)]

1'(h) T(h)
27[[{;9+ + Hf ff]+ or lg" (HS, + H,)

+ H (g5 90)+ /7 (HEL + H,) + HE(fF, )] Du(GY)
(6-6)
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_ (T"(h)H (A) + T(h)Hy, (A)ay
Dth (97 h) = (QWHy_(A>>2

T(hH,(A)2nH, (A)ay(h)] , _— T(h)H;(A)
- @rH (A))? A oy

xlg~(Hpy Hyy) + [~ (Hyyo Hyy) + Hy (92, 9,) + Hy (fe 5 £, )IDRG™

TWE, () Hyg~+H, ")+ [, () J)LI (1(4)) lg~ (H,,, H,,)

+ [ (H,,H,,)+H, (9,.9,)+H, (f,, [, )] DG~

T(h)(H, (A)H,,(A) — Hf (A)H,(A)
i 27 H (A)(H, (A))? (Hy g™+ He [

Além disso, lembrando que 6,(h) = ,‘g}(%) 27, temos

Db (h) = T{(h)ﬂ;g (;)TlT/(h) 2. (6-7)

Substituindo (6-6) e (6-7) em (6-3) obtemos My(h) para o sistema (6-1).

Observagao 6.4. Neste caso, a transformagao G(0,h) pode ser escrita na forma
G*(0,h 0<80

G(e,h) — ( ) )7 ( )

G™(0,h), 6i(h) <0 <2

|/\ I/\

onde GT(0,h) = (GT(0,h),G5 (0,h))" e G=(0,h) = (G7(6,h),G5 (0,h))T. Entio o
vetor a0, h) de dimensdo 1 x 2, tem a sequinte forma

2T
W(Dthﬂ —D,GY), 0<6<0,(h),

a(f,h) =
2nH f(A) _ _
—T(h)HZj(A) (DrLG5,—DypGy), 61(h) <6 <2,
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Podemos provar que
a(0,h)Dy,G(0,h) =0, «(f,h)DyG(0,h) = 1.

De fato, lembrando que neste caso f*(G*) = (HF (GF), —HF(G*)) e usando (4-34),
temos para 0 € [0,0;(h)]

r(n)

Dy,GT =
o 21

(H,(G*), —H(GT))",

logo,

2
a(6,h) DG =W2)<DhG;, — DG )(DyGY, DyG)"
2w
:m(DhG;Dth — DyGT DG

27 T(h)

a(f, h)DyG* :m(DhG;a —DhGT)W(H;(GJF)a —HHGH)T

—=(DyG§,—DyGT)DH*(GY)
—DH"(G")D,G*
~1.

Similarmente, usando (4-37) temos para 6 € (61(h), 27]

0,6~ = T 4 (a6
Assim,
_ 27H[(A) B B B o
Oz(@, h)DhG :T<h)H7 (A) (DhGQ y _DhGl )(DhG1 s DhG2 )
2nHf(A) B B B o
:T(h)H*(A) (DyG5 Dy GT — DLGT DyGy)
—0,
THT (A
OIDIG — s (DG~ Dy Ay (G),—H (6
(1) (DA~ DuGDDH* G
0, (4)

= 4 PH (G0
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Agora note que H-(G=(0,h)) = H (A(h)), entdo, DH (G~)D,G~

DH=(A(h))DyA(h) = H, (A)ay(h) e por (6-5)

Y

DH™(G7)Dy,G™ = Hy (A)
HF(A)
Portanto H(A) H(A
a(0,h)DyG™ = y( ) y< ) =1.

Hy(A) Hf(A)
Pelo Teorema 6.3 temos o seguinte resultado.

Corolario 6.5. Seja

o qual implica que o sistema (6-1) tem um centro isécrono na origem. Entao neste

caso, a funcao de Melnikov de sequnda ordem tem a sequinte forma

M = [ [— (HYg* + HE a0, g + ((g* (L, 1)

+ fHHG HE) + Hy (97, 97) + HE(f7. 1)) DaGT)

Hy(A)

[/ 2
X /0 (lT-[yﬁqulEf;rer)d7']d9—i—H_(A)/7r [—(Hyg—i-fo

Y

Hy(4)  _
m(y ( Ty’

xx?

< am(O.)(fg7)T + (

+ H,(9,,9,)+H, (fr.f,) DG~ + (Hy g~ +H; ")

< (rchrgen ~ ) (] mea e+ e

Y

+ /7T9(Hy_g_ + Hmf‘)dr)} df.

H,, H, )+ f~ (H,, H,

(6-8)



CAPITULO [

Aplicacoes

Neste capitulo faremos uma aplicacao do resultado principal, o Teorema 5.2.
Essa aplicagao, assim como a teoria estudada nos capitulos anteriores, é baseada em
artigos recentes. Portanto, seu estudo nos ajuda a ter uma maior compreensao sobre
a maneira de aplicar os métodos de Melnikov e Averaging, conhecendo que eles sao
equivalentes.
Primeiro, apresentamos um resultado feito em [14], onde se estuda o nimero maximo
de solucoes periddicas de um sistema diferencial autéonomo 3—dimensional. Mais
precisamente, os autores em [14], estudam o nimero maximo de zeros de aplicagoes
reais analiticas como um parametro pequeno, por meio de uma generalizacao do
Teorema de Rouché. Esse resultado, nos auxiliara no estudo da fun¢ao de Melnikov

de segunda ordem. Sendo assim, considere o sistema dado por:

T =y+ef(r,y,z)
y=—x+eg(z,y,2) (7-1)
¢ =ew(z,y,2)

onde ¢ > 0 é um parametro pequeno, f, g e w sao polinémios em x, y e z de grau
n. Para e = 0, o sistema (7-1) tem uma familia de solu¢oes periddicas, de periodo
21 dada por

r=rcos(t), y=—rsin(t), z=c, (7-2)

onde r > 0, ¢ € R. Estamos interessados no ntimero de 6rbitas periodicas de (7-1)

bifurcando da familia (7-2) para € > 0 suficientemente pequeno. Fazendo a mudanca
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de coordenadas, © = rcos(f), y = —rsin(f), o sistema (7-1) torna-se:
(df : : :
pri 1 — €[cos(0)g(r cos(0), —rsin(), z) — sin(0) f (r cos(8), —rsin(h), )] /r,
dr . : .
pri €[cos(0) f(r cos(0), —rsin(h), z) + sin(f)g(r cos(d), —rsin(6), z)],
% = ew(r cos(0), —rsin(0), z).
(7-3)
Entao, para 0 < € < r, obtemos desde (7-3)
dr =eR(0,r,z,€),
£ (7-4)
@ =€ ( ,7’,2,6),
onde R e Z sao analiticas em 6, r, z, e parar > 0 e
R(0,r,2,0) = cos(0) f(rcos(0), —rsin(d), z) + sin(0)g(r cos(#), —rsin(d), z),
Z(0,r,2,0) = w(rcos(f), —rsin(d), z).
(7-5)

Note que f, g e w sao todos polindémios de grau n, os quais podem ser escritos na

seguinte forma:
n

f(l‘,y,Z) = Z fk(l‘7y)zn7ka

k=0

g($ay>z) = égk’(xvy)znk’ (7_6)

w(z,y,2) = > wi(x,y)z" ",

k=0
Onde o o
fk(l’,y,Z): Z aijkmzyja gk(may72): Z bijkxzyja
i+j<k i+j<k
(7-7)
wi(r,y,2) = Cijkxiyj'
i+5<k
Seja

2w 2w
F(r,z) = / R(0,r,z,0)d0, G := / Z(0,r,z,0)do.
0 0
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Entao, por (7-5)-(7-7), segue

F(r,z) = i ( > Az‘jk””) 2,

k=0 \ i+j<k

G(r,z) = i < > Bz»jkr”j) 2k,

k=0 \itj<k
onde , .
A= J27 cos1(6) sind (8)dBa + [ cosi(9) sind ()b
21 ; .5
Biji = [, cos'(0) sin? (6)dbc;jy..
Ja que

2m
/ cos' () sin? (0)df = 0
0
para i + j impar, segue que

n [537]

F(riz)=r>_ Apr?zv=F =rF, 1 (r, 2),
k=1 =0

onde

Ay, = Z Aijr, By = Z Bijk,

i+j=21+1 it+j=21

com F,_; e G, polinémios em 7 e z de grau n — 1 e n, respectivamente. Além disso,

Fo1(=r2) =F, 1(r,2), Gu(—r,2z) = G,(r, 2). (7-9)
Pelo Lema 1.13, o sistema
Fo 1(r,z) =0
(7-10)
Gn(r,z) =0

tem no méximo n(n — 1) zeros em R? (desde que ambos os polindmios nao tenham
fatores ndo constantes em comum).

Combinando isto com (7-9), temos que o nimero de zeros com r > 0 ¢, no Maximo
n(n—1)
2

. Temos o seguinte resultado.

Teorema 7.1. Sejam F, 1 e G, como em (7-8), e suponha que o sistema (7-10)

possui um numero finito de solucoes. Entao, para qualquer numero N > 1 suficien-
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temente grande, existe uma constante g > 0 tal que para todo 0 < € < €y, 0 sistema

(7-1) tem no mdzimo "(”2_1) orbitas periodicas na regiao compacta dada por

<2’ 4+9y* <N, |z|<N. (7-11)

Demonstragao. Dado um N > 1 suficientemente grande, seja

1
—=<r<VvN+1l |z/<N+1;,
e <r< " }

D= {(r,z)

E::{(r,z)\/l—ﬁ<r<\/ﬁ, |z]<N}.

Entao, existe uma constante €y = €(/N) > 0 tal que para todo 0 < |e| < €, as

fungoes R e Z em (7-4) sdo analiticas em 6, r, z e € para (r,z) € D. Desde [9], o
sistema (7-1) tem uma solugao periddica na regido compacta (7-11) se, e somente se,
a equacao periddica (7-4) tem uma solu¢ao 27 periddica na regidao E. Pela hipotese, a

funcao vetorial (F'(r,z), G(r, z)) tem no maximo @ zeros no aberto D (contados

de acordo com suas multiplicidades). Portanto, pelo Teorema 1.34, o sistema (7-1)

n=l) solugoes periodicas sobre a regido (7-11). [

tem no maximo

Agora estudaremos a aplicacdo do resultado principal feita por Liu-Han-Li
em [17] onde eles investigaram o nimero de ciclos limite de um sistema 3-dimensional
suave por partes. Os autores aplicaram a equivaléncia entre esses dois métodos afim
de, obter as expressoes das funcoes de Melnikov de primeira e segunda ordem. Desse
modo, estudando a fungao de Melnikov de primeira ordem o sistema estudado pode
ter uma tnica orbita periodica. Por sua vez, o estudo da funcao de Melnikov de

segunda ordem, fornece no maximo dois ciclos limite em uma regiao compacta.

Considere o sistema (7-1) com

fx,y,2) =af +afz+a3y+ a3z,
g(z,y,2) = by + bz + b3y + b3z,

s(z,y,2) =cf +cfw+cgy+ciz,

paraz > 0, e
f@,y,2) =ag +ayz+ayy+ayz,
9(@,y,2) =by +byx+byy+ b3z,

s(x,y,z) =cy + x4+ cay+c5 2,
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para x < 0. Entao, temos o seguinte sistema suave por partes da forma

(& =2y +elal +afz+afy+afz),

y=—2x+¢ebs +bfx+bjy+0biz), >0

| Z=¢€(cf +cfr+cgy+cfz),

(7-12)
(& =2y +e(ay +ayz+ayy+az2),
y=—2w+¢€by +byx+byy+b;z), <0

| Z=€lcg +qx+cy+c32),

onde 0 < € < 1. O sistema (7-12) tem uma oOrbita periédica para ¢ > 0
suficientemente pequeno ao usar a funcao de Melnikov de primeira ordem.

Para mostrar isso, usaremos a equivaléncia mostrada no capitulo anterior e o
Teorema 4.6. Sendo assim, considere o sistema nao perturbado (7-12)]—o. Este

sistema tem duas integrais primeiras diferentes de classe C*
Hi(z,y) =2 +9° e Hy(z) =z,

as quais satisfazem as condices (H1)-(H3), com T1(h) = § e T'(h) = 7. Dai, temos,

0, (h) = TTI((:)) 21 = m. Além disso, H*(z,y, 2) = (Hi(z,y), H2(2)). Tomamos agora,

a mudanca de coordenadas da forma

(z,y,2)" = G(0,h) = (\V/hisin0,y/hycos, hy), 0<6<2m.

Onde hy e hy sdo os niveis de energia associados a Hi(x,y) e Hy(z) respectivamente.
Utilizando o Teorema 5.2, a equacao (4-50)e a equagao (4-53), a funcao de Melnikov

de primeira ordem do sistema (7-12) pode ser escrita como

(7-13)

Mi(hy,ha) = fi(hy, ha) = ( Fi (P, o) + fri (R, ho) ) ,

S5 (P, he) + fro(ha, ha)

onde
fii(h o) )
( fﬁéh; ) :/0 %DH(G)g (G)do,
i\ _ 7T by
( f12(h) ) B /gl(h) o DH(G)g (G)d6.
E

DH(4) [DH-(4)| o, (7-14)
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dado que H" = H™. Assim, calculando diretamente temos

Fi (b1, ha) =/ / [(ag +af /Ry sind + af /ly cosf + ab he) sin
0
¢ + b/ hysin@ + by \/hy cos O + by hy) cos 0} df

why
=2v/hi(af + ag hy) + ( +b3), (7-15)

1 ™
f1+2(h17 h2) 25/ (C(T -+ C;r\/ h1 sin 0 + C;r\/ hl cos 0 + C;hg)de

0

m
:§(car—|—c he) + v/ h

Similarmente temos

21
fﬁ(h,l, hQ) =1/ hl / |:(CL8 + af \ hl sin 0 + CL; AV hl cos + a;hg) sin 0
+ (by + by /Ry sin @ + by /Ry cos 6 + by ha) cos 9} do

B B whi, _ . _
= —2v/hi(ag + az h2)+71(a1 + by ), (7-16)

1 2m
fﬁ(hl, hQ) :é / (Ca + CI vV hl sin 6 + C;\/ hl cos f + Cghg)de
s
:5(05 + c3 he) — ¢ V.

Logo

mhy
fll(h17 hz) + f11 hl, hg 2\/ ao + CL3 hg ( + b+)
h
—2+/hi(ay + az hg) + 7(a; +by)
=v/hy (2(&3 —ag) + z(al+ +b3 +a; +by)\V I+

2
+ 2(ag — ag)hg) ,

f12(h17 ha) + fia(hi, ho) = 2 (Co + C:;LhQ )+ CT VI
+§(Ca + Cghg -V hq (7—17)

™
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Portanto, substituindo (7-15) e (7-16) em (7-13), segue que

onde

My(hy, hy) = Vhi(do + div/hy + dyhy)
R ds + dyv/hy + dshs 7

do =2(ag —ag), di=%(af +0b5 +a; +1by),
dy =2(ad —az), ds=73%(cq +cp),

dy=(cf +¢), ds= g(c;{ +c3).

(7-18)

(7-19)

Agora, vamos encontrar os valores de hy e hy tal que Mi(hy, he) = (0,0), isto é,

\/h_l(d() + divhi + dohy) =0
d3 + d4\/h_1 + d5h2 - O

Resolvendo o sistema, obtemos

ou

com

dyds — dods dyds — dod,
hy = e hy=——"72-,
dids — dady dody — dids

dods — dpd dods — dpd
203 = Q% 0. 4 que \/h_1—23 005

dyds — dyd,  dyds — dody

Entao, como hy é o nivel de energia associado a Hy(z,y) = 2? + y2, hy # 0, logo

temos um tnico zero dado por

Como

(e 1) = dyds — dods\* dyds — dody
U2\ \dyds — dody ) 7 dyds — dody |

d (‘9M1(h1, hg) o d1d5 — d2d4
et =
O(hq, hs) 2

70,

(hi, h3) ¢ um zero simples. Portanto, pelo Teorema 4.6, para um e > 0 suficiente-

mente pequeno o sistema (7-12) tem uma tunica 6rbita periodica.

Agora, se M;(hy,hy) = 0, para qualquer valor de h; e hy, precisamos

investigar o nimero maximo de zeros da funcao de Melnikov de segunda ordem

do sistema (7-12). Em nosso estudo, para fazer a fun¢do de Melnikov de primeira
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ordem identicamente nula, impomos condigoes diferentes daquelas impostas em [17].

Entao, considere

hi(dg + div/hy1 + dahy) =0
Mi(hy, hy) = 0 = \/_1( o+ divhi + ds 2) (7-20)
ds + ds/hy + dshy = 0,
se, e somente se,
do=2(ag —ay) =0, dy=7%(af +b5 +ay +b;)=0,
do =2(a3 —az) =0, dgz%(ca“—kcg)zo,
dy=(cf +¢1)=0, ds=75%(c3+c3)=0.
Isto é,
ag:ag? b;——af—af—;,
ay = ag, g =—c, (7-21)
Cl+ - _6;7 C; = _C??

A seguir enunciaremos um resultado sobre a existéncia de ciclos limite.

Proposicao 7.2. Denotemos como (C) o conjunto de condicées (7-21) e suponha-
mos que elas sao satisfeitas. Entao usando a funcao de Melnikov de sequnda ordem,
para um ndmero N suficientemente grande, existe uma constante eq tal que para todo

0 < € < €y, o0 sistema (7-12) tem no mdximo 2 ciclos limite sobre a regiGdo compacta

dada por

1

v < P +y* <N, |2|]<N. (7-22)
Demonstrag¢do. Desde (7-20) temos que M; = 0 se as condigoes em (C') sao

satisfeitas. Antes de calcular a funcao de Melnikov de segunda ordem, primeiro
precisamos encontrar a expressao do vetor a(f, hy, hs), 27 periodico definido no

Lema 4.7. Como o™ é dado por

DyGTHT

+ _ —v=
|DG+[?

«

onde T'(h) =7 e f*(z,y,2) = (H,, —H,, H,), desde (4-34) e (4-37) temos

DG = %JCWC’H) = DyG™ = —=
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Logo
1
2f (G7) =5 (Hy, =Hay Ho) @y 2=ciom)
1
25(23/, —22,0)|(z,y,2)=c(0.1) (7-23)
=(y/hq cos(0), —+/hy sin(d),0
Assim
|DyG=|* = hy cos?(6) + hy sin(0) = hy.
Portanto
(v'hy cos(6), —/hy sin(6), 0) ( 1 1 )
a(f,h) = = cos(0), sin(#),0 ). (7-24
(6, h) I N (0), - T (), (7-24)

Por outro lado, dado N > 1 suficientemente grande, de maneira analoga a prova do

Teorema 7.1, intruduzimos as regioes

1
V.= {(hl,hQ)T‘m<h1<\/N+1, ’h2‘<N+1},

I = {(hl,hg)T'\/—lﬁ <hi <VN, |h|< N}.

Entao existe uma constante ey = €9(N) > 0 tal que para todo 0 < € < €, a funcao
R(0, hi, ha,€) em (4-48) é analitica por partes em 6, hy, hy e €, para (hy, hy) € V.
Além disso, temos que o sistema (7-12) tem uma solugao periodica sobre a regido
compacta (7-22) se, e somente se, a equagao periddica (4-47) tem uma solugao 27
periodica sobre o compacto I. Segundo o Teorema 5.2 e a equagao (4-54) do Lema

4.10 a funcao de Melnikov de segunda ordem do sistema (7-12) tem a seguinte forma

My(h) = /0 " (RQ(G,h) + DuRy(0, 1) /O "Rl h)d7> 4o

01(h)
(R (B (h), h) — By (62(h), 1)) Db (h) / R (0, h)do

61(h) 0 2
- / (R;(e, h) + DR} (6, h) / Ri(, h)dT) do + / (Ry (60, h)
0 0 0

1(h)

01(h) 0
+ Dth_(Q, h) (/ RT(T, h)dT + / Ry (7’, h)dT)) do
0 01(h)
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61(h)
+ (R (61(h), h) — Ry (61(h), h))Dh91(h)/0 Ry (1, h)dr. (7-25)

-1
Como DH*(A) [DH—(A)} = I5, e dado que #1(h) = 7, entao, D6, (h) = 0. Desde
as equagoes (4-18)-(4-50) temos
+ 4 () S (ot
R5(0.0) =~ L DB (@) (7)o (0, g (G)
1

== (PH(GN)g"(GT)a (6, h)g" (GT),

T(h
DhRH@a h) :Dh (7)
1

=5 Dy (DHH(GY)g*(GY))

DH+<G+>g+<G+>)

. 7-26
DwRy(0,h) =Dy, (%DHWA) [DH—(A)] DH(G)g(G)) (720)
=D (DH (G )™ (67).
Ry (0.h) = — %}Z)QDHWA) [DH*(A)] ~ DH (G g (G
xa (0,h)g(G7),
=~ JDH(G)g (G )a™ (6,19 (G7),
Substituindo as equagdes acima em (7-25) obtemos
M2<h17 h2) :(M21(h1a h2)7 M22(h1, hQ))
:i { / ’ (—DHg+ag+ + Dy(DHg") / 9 DHg+dT) 46
(7-27)

2 T
+/ (DH_g_Oz—g_ + Dy(DHg™) (/ DHg"dr
T 0

2
+ DHng» d&} .

Agora, avaliando as condigoes (7-21) no sistema (7-12) calculamos a fungao de
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Melnikov de segunda ordem dada em (7-27). Usando o mathematica obtemos

Moy (hy, hy) = @¢_Q% ay —ab) — (by +b0)(ay +by) + (b +b3)cg
+ (ay — a3)aghy — (b +b5) (a7 —by —c5)hs) + (= (a5 —af
— by +b]) (a3 —by) +2(—(bf +b3)er +az (5 +¢))) wha]
—(ag (a5 —af) — (by — b)(ay —by) + (0 +b5)eg) v/l + (ag a5
— afag — (b +b3)(ay +b; —cz))) Vinha + é (= (a5 —af
— by +b7) (ap +by) +2((=b3 +b3)ey +az(c; +¢3))) 7hy

=1/ hl(So + Slhg + S22/ hl)
Onde

so = ag (a3 —ay) — (by — by )(ay —by) + (b5 + b3 )cy
81 =g Qg —a2a3 (b + by )(al__l_bQ__C:;)a

™ _ _ _ _ N .,
S = g(_(% —ay — by + b)) (a7 +by) 4+ 2((=b3 +b3)c; +az(c; +¢3))).

1

Igcﬁj[—4((

bic; —bfe] —ajcy, +afcl +(c; + cj)cg) hy
+ (bg + by + (b +b3)ha)(cy + c5he)) + Vha (—(ay —af — by
+ b)) (cg + czha) +2 (byey +ber + (b5 +b3)ciha — (¢35 +¢3)

X (ag + azhs))) 7]
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1
= — (b +bf)cy + 3 (=brcy +bfey +are; —afcs

\/—_

1
(= (b5 4 b3 )cg — (by + b )cz )ho

— (e +¢3)c5) ha + 5

DO —

5= =) h3 + 5 ((—az +af + b7 = b))y +2 (5 +ber
— ay (e + ) Vi 3 (2065 +55)e - 205(c; + ) + (—a
+ a3 +by — )cg)\/_hz}

:—<60 + ey hl + €2h2 + €3h1 + €4/ hlhg + 65h%)

8-

Onde

1
60:—5(56+53)C&

e =< ((—ay +af +by —bf)eg +2((by +b0)er —ag (¢ +¢3))),

ool 3

es = =(—(by +b3)cg — (bg +b3)cz),

| —

1

es 5( bier +bfer +are; —afey — (3 +cf)ey),

ex =5 (207 +b7)er — 205 (5 +¢f) + (—a3 +af +b7 —b1)c5).
1

€5 25(_570 — by )¢y

Portanto a funcao de Melnikov de segunda ordem pode ser escrita como

V(o hy) = (x/lh_lﬁ(hl,h2)> |

_ 7-28
ol ho) (729

onde B
f1 = (504 $1ha + s2v/h)
fo = (eo + e1v/h1 + eshy + eshy + ex/hihy + esh3)
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Logo, podemos usar o Lema 1.13 para estimar o ntimero de zeros da funcao de
Melnikov de segunda ordem. Temos que degf - degfo = 2, isto é, My(hy, hy) tem no
maximo dois zeros. Logo, pelo Lema 6.2 o sistema (7-12) tem no méximo 2 ciclos

limite na regido compacta (7-22). O



CAPITULO 8

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos duas técnicas para encontrar ciclos limite, a
técnica do Averaging e a técnica de Melnikov. Apesar do método de Melnikov ser
mais geral do que o método da Averaging, mostramos um resultado recente onde
se estabelece a equivaléncia entre os dois métodos para campos quase-integraveis
suaves por partes. Nosso principal resultado é estabelecido pelo Teorema 5.2, no
qual, vemos que podemos obter os mesmos resultados aplicando o método de Melni-
kov de qualquer ordem, ou aplicando o método de Averaging da mesma ordem, em
sistemas quase-integraveis suaves por partes n—dimensionais, n > 2. Este resultado
foi obtido fazendo uma mudanca de coordenadas apropriada, que transformou
o sistema suave por partes perturbado (4-1) em um sistema periodico, como foi

mostrado mediante o Lema 4.8.

Além disso, apresentamos o método de Averaging de ordem superior, o qual
pode ser aplicado a qualquer sistema periodico da forma (4-47). Mostramos a
equivaléncia entre a aplicacao de Poncaré do sistema dh/df e a fung¢do de bifurcacao
F, assim como a equivaléncia entre a aplicagdo de Poincaré do sistema dh/df e a
aplicacdo de Poncaré do sistema dw/df, as quais foram muito importantes para

mostrar o resultado principal.

Em geral, encontrar as funcoes de Melnikov ou as funcoes promediadas para
n > 2 é uma tarefa ardua, contudo, usando a equivaléncia entre estes métodos, esse
problema pode ser reduzido, e é assim que apresentamos a expressao da fungao de
Melnikov de segunda ordem para um sistema quase-hamiltoniano suave por partes
utilizando a expressao da funcao de segunda ordem de Averaging que é muito mais
facil de obter-se neste caso; e também, na aplicacdo vemos a vantagem de conhecer
esta equivaléncia, dado que encontrar a funcao de Melnikov de primeira ordem,
usando diretamente a expressao dada para essa funcao requer mais calculos, como

podemos ver no artigo [27], Teorema 3.
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Apods mostrar a equivaléncia entre esses dois métodos, surge o problema de como
estimar ou encontrar os zeros das funcées de Melnikov e Averaging. Desta forma,
fizemos uma aplicacao do Teorema 5.2, onde se estudou o nimero méximo de ciclos
limite de um sistema autdénomo suave por partes 3-dimensional, na regiao compacta
(7-22). Para isso, estudamos o numero de zeros que possui a fungdo de Melnikov
de segunda ordem, através do Lema 1.13. Consequentemente, baseados na prova
do Teorema 7.1, usamos o Lema 6.2 para estabelecer o niimero maximo de ciclos
limite na regido compacta (7-22). Deve-se notar que, em nossa aplicagao fizemos

uma mudanca nas condi¢oes dadas em [17], porém obtivemos o mesmo resultado.
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