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Resumo

Tunubalá Sánchez, Angela Carolina. Equivalência entre o Método de
Melnikov e o Método de Averaging para Campos de Vetores Sua-
ves por Partes Quase-Integráveis. Goiânia, 2022. 117p. Dissertação
de Mestrado. Programa de Pós-Graduação em Matemática, Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho será estudada a equivalência entre o método de Melnikov e o

método de Averaging no contexto dos campos de vetores suaves por partes quase-

integráveis em espaços de dimensão n (n ≥ 2). Apresentamos uma introdução de

ambos métodos, depois, direcionamos o estudo desses métodos aos sistemas quase-

integráveis suaves por partes e mostramos a equivalência entre eles. Uma etapa

fundamental para resolver esse problema é construir uma mudança apropriada de

coordenadas, que transforma o sistema suave por partes perturbado em um sistema

periódico. Apresentamos também, a fórmula da função de Melnikov de segunda

ordem para sistemas planares suaves por partes quase-Hamiltonianos e �nalizaremos

o trabalho com algumas aplicações dos resultados apresentados em uma classe de

sistemas autônomos tridimensionais.

Palavras�chave

Método de Averaging, método de Melnikov, soluções periódicas, ciclos

limite, campos de vetores suaves por partes.



Abstract

Tunubalá Sánchez, Angela Carolina. Equivalence between the Mel-
nikov Method and the Averaging Method for Piecewise Near-
integrable Vector Fields. Goiânia, 2022. 117p. MSc. Dissertation. Pro-
grama de Pós-Graduação em Matemática, Instituto de Matemática e Esta-
tística, Universidade Federal de Goiás.

In this work the equivalence between the Melnikov method and the Averaging

method will be studied for a piecewise smooth near-integrable systems in n-

dimensional spaces (n ≥ 2). We present an introduction of both methods, then

we direct the study of these methods to piecewise smooth near-integrable systems

and we show the equivalence between them, where a key step of solving this problem

is to construct an appropriate change of coordinates, which transforms the perturbed

piecewise smooth system into a periodic system. We also present the formula of the

second order Melnikov function for planar piecewise near-Hamiltonian systems and

we will �nish the work with some applications of the results presented in a class of

three-dimensional autonomous systems.

Keywords

Averaging method, Melnikov method, periodic solutions, limit cycles,

piecewise smooth vector �elds.
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Introdução

De acordo com [17], a teoria de bifurcação de ciclos limite de sistemas

diferenciais contínuos ou descontínuos de dimensão n ≥ 2, tem sido extensivamente

estudada por muitos autores. Um desa�o no estudo de tais sistemas é obter o

número máximo de soluções periódicas ou uma cota superior, o qual está relacionado

ao décimo sexto problema de Hilbert, problema que dentro da teoria de sistemas

dinâmicos tem ocupado a muitos matemáticos desde 1900, mais precisamente, a

segunda metade que trata do número e da localização dos ciclos limite em campos

de vetores polinomiais planares.

O estudo dos ciclos limite desempenha um papel fundamental na teoria qualitativa

dos sistemas dinâmicos, pois eles determinam o comportamento qualitativo do

sistema. Mas, encontrar ciclos limite não é uma tarefa fácil na maioria dos casos.

Porém, na busca desses ciclos limite tem-se desenvolvido diversos métodos para

encontrá-los, entre eles o método de Averaging, que consiste em transformar o

problema de encontrar e quanti�car os ciclos limite de um campo de vetores em

um problema de encontrar zeros positivos de uma determinada função [7]. Existem

muitos trabalhos sobre o método de Averaging. Em [14], por exemplo, utilizando a

função de Averaging de primeira, segunda ou de ordem superior se estuda as soluções

periódicas de um sistema suave por partes. Em [15], os autores usaram a teoria

de Averaging de ordem superior para estudar uma classe de sistemas diferenciais

polinomiais quadráticos.

Outro método importante, é o método de Melnikov, o qual é uma ferramenta muito

útil no estudo de existência e cotas para o número de ciclos limite. Em [18] os

autores estabelecem a fórmula para a função de Melnikov de primeira ordem para

sistemas suaves por partes planares. Em [27], por sua vez, se estabelece a teoria de

Melnikov para sistemas quase-integráveis suaves por partes em qualquer dimensão

(n ≥ 2) e obtem-se a função de Melnikov de primeira ordem. Deve-se notar que o

método de Melnikov é mais geral do que o método de Averaging, dado que o método

de Melnikov pode ser aplicado para buscar órbitas periódicas que bifurcam perto

de conexões heteroclínicas ou homoclínicas, em quanto uma condição necessária

para aplicar o método de Averaging é que a parte linear do sistema estudado
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seja do tipo centro. Além disso, de acordo como [4], o método de Averging tem

duas limitações, a primeira, as vezes é muito difícil encontrar uma mudança de

coordenadas apropriada que coloque o sistema estudado na forma padrão, a segunda,

depois de encontrar uma mudança conveniente, o sistema resultante pode ter uma

expressão muito complicada o que aumenta a di�cultade de encontrar os zeros das

funções promediadas, consequentemente os ciclos limite.

No entanto, tem-se mostrado em [12] que o método de Melnikov é equivalente ao

método de Averaging para estudar o número de ciclos limite de sistemas diferenciais

analíticos planares ou C∞ quase-Hamiltonianos. Nesta dissertação, baseados no

artigo [17], estabelecemos o objetivo principal do trabalho, mostrar a equivalência

entre esses dois métodos no contexto dos sistemas diferenciais quase-integráveis

suaves por partes C∞, em espaços de qualquer dimensão (n ≥2). Em, outras palavras,

mostramos que ambas metodologias produzem ou encontram o mesmo número de

ciclos limite, onde uma etapa chave para conseguir este resultado será fazer uma

mudança apropiada de coordenadas que transformará nosso sistema suave por partes

perturbado em um sistema periódico.

Assim, este trabalho está dividido em oito capítulos, o primeiro capítulo contêm

algumas de�nições e teoremas importantes para a compreensão e desenvolvimento

do trabalho.

No segundo capítulo, faremos uma breve introdução sobre o método de Averaging

para campos de vetores suaves e suaves por partes, apresentando a teoria que

julgamos importante que o leitor conheça, o teorema de Averaging clássico e sua

generalização por meio da teoria do grau de Brouwer, e o teorema de Averaging

para campos de vetores suaves por partes, bem como alguns exemplos que ilustram

o potencial do método na busca de ciclos limite. Similarmente, o terceiro capítulo

contêm a introdução ao método de Melnikov, o qual é uma ferramenta muito útil no

estudo de existência e cotas para o número de ciclos limite, bem como uma apliçação

do mesmo.

Por sua vez, no Capítulo quatro desenvolvemos ambos métodos para os sistemas

quase-integráveis, em qualquer dimensão, n ≥ 2. Em particular, estabelecemos,

como foi dito anteriormente, a mudança de coordenadas adequada que transforma o

sistema estudado em um sistema periódico, de tal forma que a teoria de Averaging

possa ser aplicada. Além disso, damos as expressões das funções de Averaging de

ordem um e dois.

O principal resultado de nosso trabalho, a equivalência entre os dois métodos é

apresentada no Capítulo cinco, onde mostramos também, a equivalência entre a

aplicação de Poincaré P e a função de bifurcação F . Usando essa equivalência,

obtemos a fórmula da função de Melnikov de segunda ordem para um sistema planar
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quase-Hamiltoniano suave por partes. Tal resultado será apresentado no Capítulo

seis.

Uma vez obtidas as funções de Melnikov ou as funções promediadas (via teoria de

Averaging), as quais, como visto no Capítulo cinco, fornecerão a mesma quantidade

de ciclos limite, surge agora o problema de como estudar ou obter os zeros dessas

funções. Baseados nos artigos [14, 17] aplicaremos os resultados apresentados nos

capítulos anteriores, no estudo dos ciclos limite de um sistema autônomo suave por

partes tridimensional. Finalmente, no último Capítulo, apresentamos as conclusões

do trabalho.



CAPÍTULO 1

Teoria Básica

Este capítulo é dedicado a apresentação de de�nições, conceitos e ferramen-

tas importantes para o desenvolvimento de nosso trabalho.

1.1 Conceitos preliminares de Análise

Seguindo [16], começamos então com o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema do Valor Médio). Seja f : U → R de�nida no aberto U ⊂
Rn. Suponhamos que o segmento de reta [a, a+v] esteja contido em U , que a restrição

f[a,a+v] seja contínua e que exista a derivada direcional
∂f

∂v
(x), segundo v, em todo

ponto x ∈ (a, a+ v). Então existe θ ∈ (0, 1) tal que f(a+ v)− f(a) = ∂f
∂v

(a+ θv).

Teorema 1.2 (Teorema da Função Implícita). Seja f : U → R uma função de

classe Ck (k ≥ 1), de�nida em um aberto U ⊂ Rn+1. Se um ponto p = (x0, y0) ∈ U é

tal que f(p) = c e
∂f

∂y
(p) 6= 0, então existem uma bola B(x0, δ) ⊂ Rn é um intervalo

J = (y0 − ε, y0 + ε) tais que f−1(c) ∩ (B × J) é o grá�co de uma função ξ : B → J ,

de classe Ck. Para todo x ∈ B tem-se

∂ξ

∂xi
(x) = − ∂f

∂xi
(x, ξ((x)))/

∂f

∂y
(x, ξ(x)), (i = 1, ..., n).

A função y = ξ(x) diz-se de�nida implicitamente pela equação f(x, y) = c. A

a�rmação de que f−1(c) ∩ (B × J) é o grá�co de uma função signi�ca que, para

cada x ∈ B existe um único y = ξ(x) ∈ J tal que f(x, y) = c. Evidentemente,

ξ(x0) = y0.

Teorema 1.3 (Teorema de Taylor). Seja U ⊂ Rm aberto. Se f é s vezes diferenciável

em U e, num ponto a ∈ U , existe f s+1(a), então

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
1

2!
f ′′(a) · h2 + ...+

1

(s+ 1)!
f s+1(a) · hs+1 + r(h), (1-1)
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onde

lim
h→0

r(h)

|h|s+1
= 0.

Teorema 1.4 (Generalização do Teorema Fundamental do Cálculo). Dada a função

F (x) =

∫ h(x)

g(x)

f(t, x)dt

sua derivada é calculada utilizando a seguinte fórmula:

F ′(x) =

(∫ h(x)

g(x)

f(t, x)

)′

=

∫ h(x)

g(x)

∂f

∂x
dt+ f(h(x), x) · h′(x)− f(g(x), x) · g′(x)

(1-2)

1.2 Conceitos preliminares de Álgebra

Nesta seção apresentamos alguns conceitos de álgebra, os quais ajudarão a

resolver o problema de achar zeros das funções do método de Melnikov e do método

de Averaging. As de�nições e todos os lemas e teoremas a seguir, bem como suas

provas, podem ser encontradas em [14].

Consideremos Cn com a norma ||z|| := max{|zi| : i = 1, ..., n} onde z =

(z1, ..., zn) ∈ Cn (embora todas as considerações na sequência sejam independentes

de uma escolha da norma); E representa um subconjunto limitado aberto de Cn,

E denota seu fecho e ∂E := E\E. A seguir enunciaremos alguns conceitos e fatos

importantes que serão usados no que segue.

De�nição 1.5. Uma função

g : E → C

é chamada de holomorfa se for complexa diferenciável em qualquer ponto z ∈ E (em

particular, pode ser representado por sua série de Taylor em uma pequena vizinhança

ao redor de z).

De�nição 1.6. Uma aplicação

F = (F1, . . . , Fn) : E → Cn

é chamada de holomorfa, se Fi é holomorfa para qualquer i = 1, . . . , n.
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Denotemos por Hn(E) o conjunto de todas as aplicações desde E a Cn as

quais são holomorfos sobre E.

De�nição 1.7. Se U ⊂ Rn é um conjunto aberto, então

f = (f1, . . . , fn) : U → Rn (1-3)

é chamada analítica se é de classe C∞ em qualquer ponto x ∈ U e pode ser

representada em alguma vizinhança de x por sua série de Taylor.

De�nição 1.8. Seja K = R ou C, V ⊂ Kn, um disco pequeno, centrado em a,

P : V → Kn uma aplicação contínua de�nida em uma vizinhança de V . Se P (a) = 0,

então a é chamado de zero de P . Um zero a é chamado isolado se existe uma

vizinhança Ṽ ⊂ V de a tal que P (b) = 0 implica b = a para todo b ∈ Ṽ , neste caso

Ṽ é chamado de vizinhança isolada de a.

Note que se F ∈ Hn(E) e F (z) 6= 0 para todo z ∈ ∂E, então o conjunto de

zeros de F é �nito, em particular, cada zero é isolado.

De�nição 1.9. Dado F ∈ Hn(E) com F (a) = 0 e uma vizinhança isolada N ,

de�nimos a multiplicidade de a com relação de F (denotada como µF [a]) como o

número de soluções da equação

F (z) = w, z ∈ N ,

onde w é um valor regular su�cientemente próximo de zero para F (lembre-se,

w é chamado um valor regular de F em N se F ′(z) é não singular para todo

z ∈ F−1(w) ∪N .)

Observação 1.10. Seja

f : U ⊂ Rn → Rn

uma aplicação analítica real com f(a) = 0. Usando a expansão em série de Taylor

de f ao redor de a, pode-se associar canonicamente com f uma aplicação complexa

holomorfa

f ca : U c ⊂ Cn → Cn

estendendo f a uma vizinhança pequena U c ao redor de a (basta pegar uma série

complexa em torno de a com os mesmos coe�cientes reais). Claramente, se a é

isolado para f , então a é isolado para f ca de modo que µfca [a] está corretamente

de�nida. Além disso, podemos ver que µfca [a] é o número de soluções complexas para

equação f(x) = y, onde y é um valor regular su�cientemente próximo do zero de f .

No que segue, pela multiplicidade de a em relação a f queremos dizer µfca [a].
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A seguir enunciaremos a generalização multidimensional do teorema clássico

de Rouché.

Teorema 1.11. Suponha que f , g ∈ Hn(E) satisfazem

||g(z)|| < ||f(z)|| (z ∈ ∂E).

Então, f e f + g têm os mesmos zeros em E (contados de acordo com suas

multiplicidades).

Agora, para as aplicações polinomiais complexas, obsevemos que pode-

se obter uma estimativa superior para a soma das multiplicidades de seus zeros.

Enunciamos assim, o seguinte teorema:

Teorema 1.12 (Teorema de Bézout). Seja F1, . . . , Fn ∈ C[z1, . . . , zn] polinômios

complexos e suponhamos que a aplicação F = (F1, . . . , Fn) : Cn → Cn admite um

número �nito de zeros. Então, o número de zeros de f é no máximo degF1·. . .·degFn.

O seguinte teorema é uma consequência imediata do teorema anterior e da

Observação 1.10.

Teorema 1.13. Sejam f1, . . . , fn ∈ R[x1, . . . , xn] polinômios reais e assuma que a

aplicação f = (f1, . . . , fn) : Rn → Rn admite um número �nito de zeros. Então, o

número de zeros de f é no máximo degf1 · . . . · degfn.

Teorema 1.14. Sejam D ⊂ Rn e U ⊂ Rm ambos subconjuntos abertos com U

contendo a origem. Suponha que d : D × U → Rn satisfaz as seguintes condições:

(i) d(x, ε) := f0(x) + f∗(x, ε), x ∈ D, ε ∈ U ;
(ii) f0 é analítica;

(iii) f0 têm no máximo N zeros em D contados de acordo com suas multiplicidades;

(iv) f∗ é contínua em ambas variáveis e análitica em x;

(v) f∗(x, 0) = 0 para todo x ∈ D.

Então, para qualquer conjunto compacto dado V ⊂ D, existe uma vizinhança

B(0, δ) ⊂ U de raio δ centrada na origem tal que para cada ε ∈ B(0, δ), a aplicação

d tem no máximo N zeros com relação a x em V contados de acordo a suas

multiplicidades.

Agora, combinando o Teorema 1.14 com o Teorema 1.13 temos o seguinte

resultado.
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Corolário 1.15. De acordo com as notações do Teorema 1.14, suponha que as

condições (i), (ii), (iv) e (v) sejam satisfeitas juntamente com a seguinte:

(iii)' f0 = (f1, . . . , fn) é uma aplicação polinomial com um número �nito de zeros.

Então, a conclusão do Teorema 1.14 se satisfaz substituindo N por degf1 · . . . ·degfn.

1.3 Conceitos preliminares de Equações Diferen-

ciais Ordinárias

Iremos apresentar nesta seção alguns dos conceitos, de�nições e teoremas

sobre a teoria qualitativa das equações diferenciais ordinárias. Nossa abordagem será

baseada nos livros [9, 22, 23, 25, 29], nos trabalhos [21, 28] e nos artigos [14, 17].

1.3.1 Campo de vetores, Órbitas Periódicas e Ciclos Limite

De�nição 1.16. Um campo de vetores em um aberto U ∈ Rn é uma aplicação

X : U → Rn. Logo, um campo de vetores é de classe Ck, k ≥ 1, quando X : U → Rn

é de classe Ck . Ao campo vetorial X associamos a equação diferencial

ẋ = X(x). (1-4)

De�nição 1.17 (Curva Integral). Uma curva integral de X, por um ponto p ∈ U ,
é uma aplicação diferenciável α : I → U , I um intervalo aberto contendo 0, tal

que α(0) = p e α′(t) = X(α(t)) para todo t ∈ I. Dizemos que α é uma solução da

equação diferencial (1-4), com condição inicial x(0) = p.

Teorema 1.18 (Existência e Unicidade). Seja X um campo de classe Ck, k ≥ 1,

em um aberto U ⊂ Rn, e p ∈ U . Existe uma curva integral de X, α : I → U , com

α(0) = p. Se β : J → U é outra curva integral de X com β(0) = p, então α(t) = β(t)

para todo t ∈ I ∩ J .

De�nição 1.19 (Fluxo Local). Um �uxo local de X em p ∈ U é uma aplicação φ :

(−ε, ε)×Vp → U , Vp uma vizinhança de p em U , tal que, para cada q ∈ Vp, a aplicação

φq : (−ε, ε)→ U , de�nida por φq(t) = φ(t, q), é uma curva integral passando por q,

isto é, φ(0, q) = q e ∂
∂t
φ(t, q) = X(φ(t, q)) para todo (t, q) ∈ (−ε, ε)× Vp.



1.3 Conceitos preliminares de Equações Diferenciais Ordinárias 18

De�nição 1.20 (Sistema Dinâmico). Um sistema dinâmico sobre E é uma aplicação

de classe C1

φ : R× E → E,

onde E é um subconjunto aberto de Rn, e se φt(x) = φ(t, x), então φt satisfaz

(a) φ0(x) = x para todo x ∈ E e

(b) φt ◦ φs(x) = φt+s(x) para todo s, t ∈ R e x ∈ E.

Considere agora, o sistema dinâmico φ(t, x) de�nido por

ẋ = f(x). (1-5)

De�nição 1.21 (Órbita Periódica). Um ciclo ou órbita periódica Γ de (1-5) é

qualquer curva solução de (1-5) fechada, a qual não tem um ponto de equilíbrio

de (1-5).

Os ciclos do sistema (1-5) correspondem a soluções periódicas de (1-5) uma vez que

φ(·, x0) de�ne uma curva solução fechada de (1-5) se, e somente se, para todo t ∈ R,
φ(t+ T, x0) = φ(t, x0) para algum T > 0. O mínimo T para o qual essa igualdade é

satisfeita é chamado de período da órbita periódica φ(·, x0).

De�nição 1.22 (Ciclo limite). Um ciclo limite de (1-5) é uma curva fechada Γ

de (1-5), que não possui ponto crítico e existe uma vizinhança Vε de Γ tal que não

existem outras curvas fechadas de (1-5) contidas em Vε. O ciclo limite Γ é chamado

de estável se para todo ε > 0 existe uma vizinhança V de Γ tal que para todo

x ∈ V , d(Γ+
x ,Γ) < ε; ou seja, para todo x ∈ V e t ≥ 0, d(φ(t, x),Γ) < ε, onde

Γ+
x = {x ∈ U ;x = φ(t, x), t ≥ 0}.

De�nição 1.23 (Ciclo separatriz). [5] Um ciclo separatriz é uma curva fechada

composta por pontos singulares e arcos de solução que os unem, orientados consis-

tentemente pelo �uxo do campo vetorial (1-5).

De�nição 1.24. Seja f : R2 → R2 um difeomor�smo de classe Cr(r ≥ 1),

satisfazendo as seguintes hipóteses.

1. Hipótese: f tem um ponto hiperbólico periódico, p.

2. Hipótese: W s(p) e W u(p) se interceptam transversalmente.

Sem perda de generalidade podemos assumir que o ponto p, é um ponto �xo, pois

se p tem período k, então fk(p) = p e os seguintes argumentos podem ser aplicados

a fk. Um ponto que pertence a W s(p) ∩W u(p) se diz homoclínico a p. Se W s(p)

intercepta W u(p) transversalmente em um ponto, então o ponto é chamado de ponto

homoclínico transversal.



1.3 Conceitos preliminares de Equações Diferenciais Ordinárias 19

1.3.2 A aplicação de Poincaré e Forma Canônica de Jordan

De acordo com [23], a aplicação de Poincaré de�nida por Henri Poincaré

em 1881, é uma ferramenta para o estudo da estabilidade e bifurcações de órbitas

periódicas. A idea da aplicação de Poincaré e a seguinte:

Se Γ é uma órbita periódica de (1-5) através do ponto x0 e Σ é um hiperplano

perpendicular a Γ em x0, então para qualquer ponto x ∈ Σ su�cientemente perto

de x0, a solução de (1-5) através de x em t = 0, φ(t, x) cruzará de novo Σ no ponto

P(x). A aplicação x→ P(x) é chamada aplicação de Poincaré.

A aplicação de Poincaré pode também ser de�nida quando Σ é uma superfície suave

através do ponto x0 ∈ Γ, a qual não é tangente a Γ em x0. Neste caso, diz-se que a

superfície Σ intercepta a curva Γ transversalmente em x0.

Teorema 1.25. Seja U um subconjunto aberto de Rn e seja f ∈ C1(U). Assuma

que φ(t, x0) é uma solução periódica de (1-5) de período T e que o ciclo

Γ = {x ∈ Rn|x = φ(t, x0), 0 ≤ t ≤ T}

está contido em U . Seja Σ o hiperplano ortogonal a Γ em x0, isto é,

Σ = {x ∈ Rn|(x− x0).f(x0) = 0}.

Então existem, um δ > 0 e uma única função τ(x) de�nida e continuamente

diferenciável para x ∈ Nδ(x0), tal que τ(x0) = T e

φ(τ(x), x) ∈ Σ

para todo x ∈ Nδ(x0).

De�nição 1.26. Sejam Γ, Σ, δ e τ(x) de�nidos como no Teorema 1.25. Então para

x ∈ Nδ(x0) ∩ Σ, a função

P (x) = φ(τ(x), x)

é chamada de aplicação de Poincaré para Γ em x0.

Seguindo [22] apresentamos dois resultados importantes que nos auxiliará

nas aplicações do método de Averaging clássico.

Teorema 1.27 (Forma canônica de Jordan Real). Se L ∈ L(Rn), existe uma base
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de Rn na qual a matriz L tem a forma

A1

. . . O

Ar

B1

O
. . .

Bs


onde

Ai =



λi

1 λi O

1 λi

O
. . . . . .

1 λi


i = 1, ..., r, λi ∈ R,

Bj =



Cj

I Cj O

I Cj

O
. . . . . .

I Cj


, Cj =

(
αj βj

−βj αj

)
,

I =

(
1 0

0 1

)
, αj, βj ∈ R.

As submatrizes A1, ..., Ar e B1, ..., Bs são univocamente determinadas a menos da

ordem e L(Rn) é o espaço vetorial das aplicações lineares de Rn em Rn munido da

norma usual ‖L‖ = sup{‖Lv‖; ‖v‖ = 1}.

Corolário 1.28. Seja L ∈ L(Rn). Dado ε > 0, existe uma base de Rn na qual a

matriz L tem a forma 

A1

. . . O

Ar

B1

O
. . .

Bs
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com

Ai =



λi

ε λi O

ε λi

O
. . . . . .

ε λi



Bj =



αj βj

−βj αj
. . . O

ε 0
. . . . . .

0 ε
. . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

O ε 0 αj βj

0 ε −βj αj


1.3.3 Sistemas Conservativos

Segundo [9], suponha que f : Rn → Rn é contínua e, para qualquer x0 em

Rn, que o sistema

ẋ = f(x) (1-6)

tem uma única solução x(t) = x(t, x0) = x0.

De�nição 1.29. Uma função H : D ⊂ Rn → R é uma integral primeira de (1-6)

sobre uma região D ⊂ Rn se

1. H é contínua junto com suas primeiras derivadas parciais,

2. H é não constante sobre qualquer conjunto aberto em D, e

3. H(x(t)) é constante ao longo das soluções de (1-6).

Como H possui primeiras derivadas contínuas, a última propriedade é

equivalente a
[
∂H(x(t))

∂x

]
f(x(t)) = 0.

Dizemos que o sistema (1-6) é conservativo se tem uma integral primeira H sobre

Rn. As órbitas em Rn do sistema conservativo encontram-se nas curvas de nível da

integral H.

Suponha x = (x1, x2, ..., xn), H é uma integral primeira de (1-6) sobre D e

x0 é tal que ∂H(x0)
∂xn

6= 0. Seja H(x0) = h. Pelo Teorema da Função Implícita segue

que a equação H(x) = h pode ser resolvida para xn como uma função x∗n de xk,

k < n, x0 e x em uma vizinhança U su�cientemente pequena de x0. Dado que

H é suposta uma integral primeira , H(x(t)) = h se x(t) é solucão de (1-6) com
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x(0) = x0. Substituindo x∗n em (1-6) resulta em um sistema de (n−1) equações para

a determinação da solução de (1-6) através de x0. Portanto, a dimensão de (1-6) é,

diminuída em 1 em U . Um caso particular de integral primeira aparece em sistemas

Hamiltonianos.

1.3.4 Sistemas Hamiltonianos

Entre as equações diferenciais mais importantes estão os Sistemas Hamilto-

nianos. Em mecânica clássica são estudados exemplos de sistemas dinâmicos Hamil-

tonianos como a equação do pêndulo e sua aproximação linear, o oscilador harmô-

nico, o problema dos n corpos e suas múltiplas variantes, etc, onde a conservação da

energia é uma característica compartilhada por todos esses exemplos[6]. De acordo

com [23] temos

De�nição 1.30. Seja D um subconjunto aberto de R2n e seja H ∈ C2(D) onde

H = H(x, y) com x, y ∈ Rn. Um sistema da forma

ẋ =
∂H

∂y
ẏ = −∂H

∂x
(1-7)

onde
∂H

∂x
=

(
∂H

∂x1

, ...,
∂H

∂xn

)T
e

∂H

∂y
=

(
∂H

∂y1

, ...,
∂H

∂yn

)T
(1-8)

é chamado um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade sobre D.

Todos os sistemas Hamiltonianos são conservativos no sentido que a função

Hamiltoniana ou a energia total H(x, y) permanece constante ao longo das trajetó-

rias do sistema.

Teorema 1.31 (Conservação da Energia). A energia total H(x, y) do sistema

Hamiltoniano (1-7) permanece constante ao longo das trajetórias de (1-7).

Demonstração. A derivada total da função Hamiltoniana H(x, y) ao longo de uma

trajetória x(t), y(t) de (1-7) é dada por

dH

dt
=
∂H

∂x
· ẋ+

∂H

∂y
· ẏ =

∂H

∂x
· ∂H
∂y
− ∂H

∂y
· ∂H
∂x

= 0. (1-9)

Assim, H(x, y) é constante ao longo de qualquer solução de (1-7) e as trajetórias de

(1-7) encontram-se nas superfícies H(x, y) = constante.

Observe que os pontos de equilíbrio do sistema hamiltoniano, coincidem

com os pontos críticos da função hamiltoniana H(x, y). De fato:
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o sistema hamiltoniano é de�nido como em (1-7), ou como

Ẋ = F (X), onde, F (X) =

(
∂H

∂y
,−∂H

∂x

)
.

Logo temos um ponto crítico do sistema quando F (X) =
(
∂H
∂y
,−∂H

∂x

)
= (0, 0), ou

seja, quando ∂H
∂x

= ∂H
∂y

= 0, o que é equivalente a dizer que grad(H) = 0. Portanto,

concluímos que pontos críticos do sistema, coinciden com pontos criticos da função

Hamiltoniana.

A seguir enunciaremos um teorema sobre a estabilidade dos pontos críticos de um

sistema planar Hamiltoniano.

De�nição 1.32. Um ponto crítico x0 do sistema

ẋ = f(x)

no qual Df(x0) não tem autovalores nulos, é dito um ponto crítico não degenerado

e, caso contrário, x0 é dito um ponto crítico degenerado do sistema.

Teorema 1.33. Qualquer ponto crítico não degenerado de um sistema hamiltoniano

analítico ou é uma sela (topológica) ou é um centro. Além disso, (x0, y0) é uma

sela (topológica) do sistema, se, e somente se, é uma sela da função hamiltoniana

H(x, y). E, (x0, y0) será um centro do sistema se for um máximo (ou mínimo) local

e estrito da função H(x, y).

1.3.5 Função Distância

Seguindo [14], considere a equação diferencial

dx

dt
= εf(t, x, ε), (1-10)

onde f : R×D × Uδ → Rn é uma aplicação analítica satisfazendo

f(t+ 2π, x, ε) = f(t, x, ε) para todot ∈ R, (1-11)

D ⊂ Rn é aberto de Rn (n ≥ 1) e Uδ = (−δ, δ) para alguma constante δ > 0. Denote

por (t, x0, ε) a solução de (1-10)-(1-11) com condição inicial x0. Então, ao integrar

ambos lados de (1-10), temos

x(t, x0, ε) = x0 + ε

∫ t

0

f(s, x(s, x0, ε), ε)ds,
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o qual implica

x(t, x0, ε) = x0 +

∫ t

0

f(s, x0, 0)ds+ O(ε2).

Seja

P (x0, ε) := x(2π, x0, ε) = x0 + εd(x0, ε),

a aplicação de Poincaré, onde

d(x0, 0) =

∫ 2π

0

f(t, x0, 0)dt ≡ f1(x0), x0 ∈ D, (1-12)

(d(x0, ε) é chamada uma função de bifurcação). Então, x(t, x0, ε) é uma solução 2π

periódica de (1-10)-(1-11) se, e somente se, seu valor inicial x0 satisfaz P (x0, ε) = x0

ou (equivalentemente) d(x0, ε) = 0.

O seguinte teorema é uma aplicação do Teorema 1.14, é importante para estimar o

número máximo de soluções periódicas, sua demonstração pode ser encontrada em

[14].

Teorema 1.34. Dado o problema (1-10)-(1-11), assuma que a função f1 de�nida

por (1-12) tem no máximo k zeros contados de acordo a sua multiplicidade. Então,

para qualquer conjunto compacto V ⊂ D, existe uma constante ε0 > 0 tal que para

todo 0 < |ε| < ε0, o problema (1-10)-(1-11) tem no máximo k soluções periódicas em

V .

Considere agora, a equação diferencial não autônoma suave perturbada dada

na seguinte forma padrão, (para maiores detalhes, veja [21])

ẋ = εF (t, x, ε) =
k∑
i=1

εiFi(t, x) + εk+1R(t, x, ε) (1-13)

(t, x, ε) ∈ R×D × (−ε0, ε0), onde D é um conjunto aberto e limitado de Rn, ε0 > 0

pequeno, e as funções Fi : R×D → Rn, para i = 1, ..., k, e R : R×D× [0, ε0]→ Rn

são T -periódicas na variável t.

Teorema 1.35 (Teorema de Existência e Unicidade). Existe ε̄, 0 < ε̄ < ε0, tal

que para cada z ∈ D e ε ∈ [−ε̄, ε̄], a equação diferencial (1-13) admite uma única

solução maximal x(·, z, ε) : I(z, ε) → D satisfazendo x(0, z, ε) = z. Além disso,

[0, T ] ⊂ I(z, ε) é o intervalo máximo de de�nição da solução, o qual é um intervalo

aberto.

Teorema 1.36 (Soluções Periódicas). Dado (z, ε) ∈ D × [−ε̄, ε̄], a solução

x(t, z, ε) da equação diferencial (1-13) é T -periódica na variável t se, e somente

se, x(T, z, ε) = z.
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De�nição 1.37 (Função Distância). ∆ : D × [−ε̄, ε̄]→ Rn é de�nida como

∆(z, ε) := x(T, z, ε)− z. (1-14)

Teorema 1.38. Dado (z∗, ε∗) ∈ D× [−ε̄, ε̄], a equação diferencial (1-13) para ε = ε0

admite uma solução T -periódica começando em z = z∗ se, e somente se,

∆(z∗, ε∗) = 0. (1-15)

1.4 Conceitos Preliminares de Sistemas Suaves por

Partes

Nesta últma seção, segundo [28] apresentamos uma breve introdução sobre

os sistemas suaves por partes.

1.4.1 A Convenção de Filippov

Seja D ⊂ Rn um subconjunto aberto e conexo de Rn contendo a origem.

Sejam X+ e X− ∈ Xr, onde Xr denota o espaço dos campos de vetores de classe

Cr, r ≥ 1 de�nidos em D. Consideremos uma função h : D → R, h ∈ Ck(D,R) com

k > 1 que possui 0 como valor regular. De�nimos a região de discontinuidade Σ,

como sendo o conjunto

Σ = h−1(0) = {x ∈ Rn| h(x) = 0}.

Assim Σ, é uma subvariedade de codimensão 1 em D que divide o aberto D em dois

conjuntos abertos:

Σ+ = {x ∈ D;h(x) > 0} e Σ− = {x ∈ D;h(x) < 0} .

Um campo de vetores suaves por partes é de�nido da seguinte forma

Z(x) =

{
X+ se h(x) ≥ 0

X− se h(x) ≤ 0
(1-16)

o qual denotamos por (X+, X−). Denotamos também por Ωr, o espaço dos campos

vetoriais suaves por partes munido com a topologia produto.
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1.4.2 Dinâmica do Campo Suave por Partes

Para estabelecer a dinâmica dada por Z = (X+, X−) em D, é necessário

que se de�na a trajetória local por um ponto p ∈ D, ou seja, devemos de�nir o �uxo

ϕz(t, p) de (1-16). Temos os seguintes casos:

a. Se p ∈ Σ±, então a trajetória local por p é dada pelos campos X+ ou X− de

maneira usual.

b. Se p ∈ Σ, dividiremos Σ no fecho de três regiões disjuntas dependendo para

onde os campos de vetores X+ ou X− apontam:

Região de Costura, Σc: Conjunto dos pontos de Σ tais que os campos

vetoriais X+ e X− apontam na mesma direção, isto é,

Σc =
{
p ∈ Σ;X+h(p) ·X−h(p) > 0

}
,

onde X+h(p) = 〈X+(p),∇h(p)〉 é a derivada de Lie.

Região de Deslize, Σs: Conjunto dos pontos de Σ tais que os campos

vetoriais X+ e X− apontam em direções opostas, se aproximando a Σ, isto é,

Σs =
{
p ∈ Σ;X+h(p) < 0, X−h(p) > 0

}
.

Região de Escape, Σe: Conjunto dos pontos de Σ tais que os campos vetoriais

X+ e X− apontam em direções opostas, se afastando de Σ, isto é,

Σe =
{
p ∈ Σ;X+h(p) > 0, X−h(p) < 0

}
Além disso, observe que, nas de�nições acima, estamos excluindo os pontos de

tangência, isto é, os pontos p ∈ Σ tais que X+h(p) = 0 ou X−h(p) = 0. Esses

pontos estão nas fronteiras das regiões Σc,Σs e Σe. Também foram excluidos

destas regiões os pontos singulares dos campos X+ e X−.

c. Se p ∈ Σc, então os campos apontam na mesma direção e portanto basta

conectarmos as trajetórias de X+ e X− que passam por p.

Se p ∈ Σs ∪ Σe, então a trajetória local é dada pela convenção de Filippov.

Assim, de�nimos o campo vetorial deslizante ou Campo de Filippov Zs da

seguinte forma: Para cada ponto p ∈ Σs∪Σc, Zs(p) é dado por uma combinação

linear convexa de X+(p) e X−(p) de modo que Zs seja tangente à Σ. Assim,



1.4 Conceitos Preliminares de Sistemas Suaves por Partes 27

Zs é dado por

Zs(p) =
X−h(p)X+(p)−X+h(p)X−(p)

X−h(p)−X+h(p)
.

Com as informações acima, estamos prontos para de�nir a trajetória por p do campo

Z.

De�nição 1.39. A trajetória local de um campo de vetores suave por partes da forma

(1-16) por um ponto é de�nida como a concatenação das trajetórias dos campos X+,

X− e Zs.

De�nição 1.40. A órbita local de um ponto p ∈ D é o conjunto γ(p) = {ϕz(t, p); t ∈
I}.

Finalmente temos o seguinte teorema que fornece condições para a unicidade

de soluções (no sentido de Filippov) para campos de vetores suaves por partes

Teorema 1.41. Consideremos para o campo (1-16), a região da variedade Σ

onde (X+h)(X−h) > 0. Se em p ∈ Σ temos X+h(p) > 0 e X−h(p) > 0 (ou

X+h(p) < 0 e X−h(p) < 0), então existe uma solução passando por p. Mais ainda,

a solução costura a variedade Σ em p, passando da região Σ− para a região Σ+

(respectivamente, da região Σ+ para a região Σ−), e a unicidade não é violada.



CAPÍTULO 2

Método de Averaging

O conhecimento da existência ou da não existência de soluções periódicas

de um campo de vetores dado é muito importante na compreensão qualitativa de sua

dinâmica. Uma das técnicas mais utilizadas para o estudo de resultados qualitativos

é o método de Averaging, que é uma ferramenta muito importante para o estudo

de bifurcações de ciclos limite. A ideia central do método consiste em transformar o

problema de encontrar soluções periódicas de um campo de vetores, em um problema

de encontrar zeros positivos de uma determinada função, para maiores detalhes veja

[28].

O método de Averaging ou média, de acordo com Llibre (em [19]), tem uma

longa história que começa com os trabalhos clássicos de Lagrange e Laplace, que

forneceram uma justi�cativa intuitiva do método. A primeira formalização desta

teoria foi feita em 1928 por Fatou e importantes contribuições práticas e teóricas

para a teoria da média foram feitas na década de 1930 por Bogoliubov e Krylov, e

em 1945 por Bogoliubov.

Em 2004, Llibre e Buica estenderam a teoria do Averaging para estudar órbitas

periódicas para sistemas diferenciais contínuos usando principalmente a teoria do

grau de Brower, veja [1]. Além disso uma versão da teoria de Averaging para estudar

órbitas periódicas de sistemas diferenciais descontínuos foi fornecida por Llibre,

Novaes e Teixeira em [20], via regularização [26] de campos de vetores suaves por

partes. A seguir apresentamos alguns teoremas importantes para o entendimento

deste método.

2.1 O Método do Averaging Clássico

Nesta seção apresentamos o método clássico de Averaging para os campos de

vetores suaves no mínimo de classe C2. Este resultado fornece condições necessárias

para a existência e localização de ciclos limite.

Teorema 2.1 (Método do Averaging de primeira ordem clássico). Conside-
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remos a equação

ẋ = εF (t, x) + ε2R(t, x, ε) (2-1)

com x ∈ D, sendo D ⊂ Rn um aberto de Rn, t ≥ 0 e ε ∈ [0, ε0), para algum ε0 ≥ 0.

Suponha que:

1. as funções F , R, ∂F
∂x
, ∂2F
∂x2

, ∂R
∂x

são de�nidas, contínuas e limitadas por uma

constante M independente de ε em [0,∞)×D e ε ∈ [0, ε0);

2. as funções F e R são T -periódicas em t (T independente de ε).

Então são válidas a seguintes a�rmações:

(a) Se p é um zero simples da função promediada

F 1(z) =
1

T

∫ T

0

F (s, z)ds (2-2)

tal que

det

(
∂F 1

∂z

)∣∣∣∣
z=p

6= 0

então existe uma solução T -periódica x(t, ε) do sistema (2-1) tal que x(0, ε)→
p quando ε→ 0.

(b) Se o ponto singular z = p do sistema promediado possui todos os seus auto-

valores com parte real negativa então, para | ε |> 0 su�cientemente pequeno,

a solução periódica x(t, ε) correspondente do sistema (2-1) é assintoticamente

estável, e se um de seus autovalores possui parte real positiva, x(t, ε) é instável.

Demonstração. De�nimos a função T -periódica

µ(t, y) =

∫ t

0

(F (s, y)− F 1(y))ds.

Assim, podemos estabelecer a relação de transformação de x para z, através de:

x(t) = z(t) + εµ(t, z(t)). (2-3)

Observação 2.2. A equação (2-3) é uma transformação próxima da identidade. O

objetivo é escolher µ de modo que (2-3) leve a equação original (2-1) para a equação

promediada

ż = εF 1(z) + ε2S̄(t, z, ε),

para algum S̄, induzida pela transformação, também periódica em t.



2.1 O Método do Averaging Clássico 30

A�rmação 1. A�rmamos que ‖µ(t, y)‖ ≤ 2MT , onde M e T são dados no

Teorema 2.1, t ≥ 0 e y ∈ D. De fato, para 0 ≤ t ≤ T temos:

‖µ(t, y)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

(F (s, y)− F 1(y))ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

0

F (s, y)ds−
∫ t

0

F 1(y)ds

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∫ t

0

F (s, y)ds

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫ t

0

F 1(y)ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

‖F (s, y)‖ds+

∫ t

0

‖F 1(y)‖ds

≤
∫ t

0

Mds+

∫ t

0

‖F 1(y)‖ds.

Contudo,

‖F 1(y)‖ =

∥∥∥∥ 1

T

∫ T

0

F (s, y)ds

∥∥∥∥ ≤ 1

T

∫ T

0

‖F (s, y)‖ds ≤ 1

T

∫ T

0

Mds =
MT

T
= M.

Assim,

‖µ(t, y)‖ ≤2

∫ t

0

Mds = 2M

∫ t

0

ds ≤ 2MT.

Se t > T , temos que, existe m ∈ N tal que 0 < t−mT ≤ T . Logo,

µ(t, y) =

∫ mT

0

(F (s, y)− F 1(y))ds+

∫ t

mT

(F (s, y)− F 1(y))ds,

e como F 1 é T−periódica, temos que:∫ mT

0

(F (s, y)− F 1(y))ds =m

∫ T

0

(F (s, y)− F 1(y))ds

=m

(∫ T

0

F (s, y)ds− T 1

T

∫ T

0

F (s, y)ds

)
=0.

Logo,

µ(t, y) =

∫ t

mt

(F (s, y)− F 1(y))ds

=

∫ t−mT

0

(F (s−mT, y)− F 1(y))ds

=

∫ t−mT

0

(F (s, y)− F 1(y))ds,

o que se reduz ao caso anterior e prova a a�rmação.
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Agora, vamos escrever a equação diferencial para z. Com esse intuito, diferencie a

equação (2-3) com respeito ao tempo e utilize a equação em x para obter a equação:

ż + ε
∂µ

∂t
(t, z) + ε

∂µ

∂z
(t, z)ż = ẋ = εF (t, x) + ε2R(t, x, ε),

que pode ser reescrita como:[
In + ε

∂µ

∂z
(t, z)

]
ż = εF (t, x) + ε2R(t, x, ε)− ε∂µ

∂t
(t, z), (2-4)

onde
∂µ

∂t
(t, z) = F (t, z)− F 1(z). (2-5)

De�na agora:

S = εF (t, z + εµ(t, z))− εF (t, z) + ε2R(t, z + εµ(t, z), ε) (2-6)

e note que S é T -periódica em t pois µ, F e R o são. Assim, podemos reescrever

(2-4) como: [
In + ε

∂µ

∂z
(t, z)

]
ż = εF 1(z) + S. (2-7)

Além disso, como ∂µ
∂z

é uniformemente limitada, assim como µ, podemos inverter a

matriz do lado direito de (2-7) e obter a seguinte expressão:[
In + ε

∂µ

∂z
(t, z)

]−1

= In − ε
∂µ

∂z
(t, z) +O(ε2),

para todo t ≥ 0 e z ∈ D.

Observe também, que O(ε2) é uma função T -periódica, já que é obtida através de

derivadas de µ que são T -periódicas. Considere S de�nida em (2-6).

A�rmação 2. S = O(ε2).

De fato, como F satisfaz a condição de Lipschitz, temos que

‖S‖ ≤‖εF (t, z + εµ(t, z))− εF (t, z) + ε2R(t, z + εµ(t, z), ε)‖

≤εLF‖z + εµ(t, z)− z‖+ ε2‖R(t, z + εµ(t, z), ε)‖

≤ε2LF‖µ(t, z)‖+ ε2‖R(t, z + εµ(t, z), ε)‖

≤ε2LF2MT + ε2M

≤ε2K,
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Onde K = 2MT +M . Com isso, temos a seguinte expressão para ż:

ż = εF 1(z) + S − ε2∂µ
∂z

(t, z)F 1(z) +O(ε3). (2-8)

Na equação acima, o erro O(ε3) também é T -periódico pois foi obtido da multipli-

cação de funções T -periódicas com O(ε2). Utilizando aproximação de Taylor, temos

que

F (t, z + εµ(t, z))− F (t, z) =ε
∂F

∂ε
(t, z) +O(ε2)

=ε
∂F

∂z
(t, z)µ(t, z) +O(ε2),

(2-9)

para ε pequeno, porém basta diminuir ε0, se necessário, para obter a validade da

aproximação em nosso problema. Novamente, o símboloO(ε2) em (2-9) é T -periódico

pois é o resto de Lagrange de uma função T -periódica.

Além disso, utilizando a expansão de Taylor de primeira ordem, temos que:

R(t, z + εµ(t, z), ε) = R(t, z, 0) +O(ε), (2-10)

onde O(ε) é T -periódico pois R é T -periódico.

Agora, de�na S̄(z, t, ε) por

S̄(z, t, ε) = ε
∂F

∂z
µ(t, z)− ε∂µ

∂z
(t, z)F 1(z) +R(t, z, 0) +O(ε), (2-11)

onde O(ε) é T -periódico pois provém de funções T -periódicas. Combinando (2-9),

(2-10) e (2-6) podemos escrever (2-8) como:

ż = εF 1(z) + ε2S̄(t, z, ε). (2-12)

Observe que O(ε3) = ε2O(ε) e, portanto, tal símbolo está incorporado no termo

ε2S̄(t, z, ε).

Como µ, F , R e o erro O(ε) são T -periódicos, assim como suas derivadas, temos

que S̄(t, z, ε) é T -periódica e além disso, é de classe C1 com respeito a z, devido as

condições de regularidade nas hipóteses.

De acordo com a escolha de µ, temos que uma solução T -periódica z(t) de (2-12)

corresponde a uma solução T -periódica x(t) de (2-1). De fato, suponhamos que

z(t0) = z(t0 + T ), então

x(t0)− εµ(t0, z(t0)) = x(t0 + T )− εµ(t0 + T, z(t0 + T )). (2-13)
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Porém

µ(t0 + T, z(t0 + T )) =

∫ t0+T

0

[F (s, z(t0 + T ))− F 1(z(t0 + T ))]ds

=

∫ t0

0

[F (s, z(t0))− F 1(z(t0))]ds

+

∫ t0+T

t0

[F (s, z(t0))− F 1(z(t0))]ds

=

∫ t0

0

[F (s, z(t0))− F 1(z(t0))]ds

+

∫ T

0

[F (s, z(t0))− F 1(z(t0))]ds

=

∫ t0

0

[F (s, z(t0))− F 1(z(t0))]ds

=µ(t0, z(t0)),

assim, x(t0) = x(t0 +T ), e portanto x(t) é periódica. Reescrevendo a equação (2-12)

na sua forma integral

z(t) = z(0) + ε

∫ T

0

F 1(z(s))ds+ ε2
∫ T

0

S̄(s, z(s), ε)ds.

Assim, a solução z(t) é T -periódica se, e somente se, z(t + T ) = z(t) para cada

t ≥ 0, o que é equivalente a ter z(0) = z(T ). Portanto, podemos associar tal solução

à seguinte equação:

h(z(0), ε) =

∫ T

0

F 1(z(s))ds+ ε

∫ T

0

S̄(s, z(s), ε)ds = 0. (2-14)

Observe que a equação anterior não depende explicitamente de z(0), porém como

F 1 e S̄ são de classe C∞, as soluções da equação diferencial (2-12) dependem

continuamente das suas condições iniciais, e portanto a dependência em z(0) é

implícita, podendo ser identi�cada através da relação que leva z(0) a um ponto

z(t0) da curva. Além disso, como F 1(p) = 0, temos que h(p, 0) = 0. Finalmente

temos a seguinte a�rmação.

A�rmação 3. Numa vizinhança de ε = 0, a equação (2-14) possui uma única solução

z(0), e se ε→ 0, então z(0)→ p.
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De fato,
∂h

∂z
(p, 0) =

∂

∂z

∫ T

0

F 1(z(s, z))ds

∣∣∣∣
z(0)=p

=

∫ T

0

∂F 1

∂z
(z(s, z))

∣∣∣∣
z(0)=p

ds

=

∫ T

0

∂F 1

∂z
(p)ds

=T
∂F 1

∂z
(p).

Desta forma, pelas hipóteses do teorema, temos que det
(
∂h
∂z

(p, 0)
)
6= 0, h(p, 0) = 0

com h de classe C∞. Logo, pelo Teorema da Função Implícita, existe um aberto

V ⊂ D, tal que V × [0, ε0) contém o ponto (p, 0) e, para cada ε ∈ [0, ε0), existe um

único z(ε) ∈ V tal que

h(z(ε), ε) = 0.

Ainda pelo Teorema da Função Implícita, temos que z(ε) é uma função diferenciável

com relação ao parâmetro ε, em particular, da sua continuidade, podemos inferir

que z(ε) → p se ε → 0. Sendo assim, pelo que vimos, cada solução z(t, ε) de (2-12)

que passa por z(ε) é periódica e corresponde a uma solução periódica x(t, ε) da

equação (2-1), concluindo a demonstração do item (a).

Antes de fazer a prova do item (b), devemos enunciar um teorema e duas pro-

posições. Consideremos a equação diferencial linear

ẋ = A(t)x, (2-15)

onde A(t) é uma matriz contínua T -periódica para todo t ∈ R.

Teorema 2.3. Considere a equação diferencial linear (2-15) com A(t) uma matriz

n×n contínua e T -periódica. Então cada matriz fundamental Φ(t) da equação (2-15)

pode ser escrita como o produto de duas matrizes n× n

Φ(t) = P (t)eBt,

onde P (t) é T -periódica e B é uma matriz constante.

Demonstração. Como Φ(t) é uma matriz fundamental de (2-15), Φ(t + T ) é

também uma matriz fundamental. De fato, de�na τ = t+ T , então

dx

dτ
= A(τ − T )x = A(τ)x.
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Portanto, Φ(t) é também uma matriz fundamental. As matrizes Φ(t) e Φ(t + T )

são linearmente dependentes, isto é, existe uma matriz não-singular C tal que

Φ(T + t) = Φ(t)C. Seja C = eBT , onde B é uma matriz constante. Dessa forma,

temos que Φ(t)e−Bt é T -periódica. Com efeito, seja Φ(t)e−Bt = P (t). Então

P (t+ T ) = Φ(t+ T )e−B(t+T ) = Φ(t)Ce−BT e−Bt = Φ(t)e−Bt = P (t).

Assim, a prova esta completa.

Observação 2.4. A matriz C introduzida na prova do Teorema 2.3 é chamada de

matriz monodromia da equação (2-15). Os autovalores ρk da matriz C são chamados

de múltiplos característicos. Cada número complexo λk tal que ρk = eλkT é chamado

de expoente característico. Os múltiplos característicos são unicamente determinados

e podemos escolher os expoentes λk tal que eles coincidam com os autovalores da

matriz B.

Proposição 2.5. Considere a equação diferencial

ẋ = A(t)x+ f(t, x), (2-16)

em Rn com A(t) uma matriz contínua T -periódica, f(t, x) contínua em t ∈ R e em

x em uma vizinhança de x = 0. Assuma que

lim
||x||→0

f(t, x)

||x||
= 0

uniformemente em t. Se a parte real dos expoentes característicos da equação

diferencial periódica linear

ẏ = A(t)y,

é negativa, a solução x = 0 do sistema (2-16) é assintoticamente estável.

Proposição 2.6. Considere a equação diferencial

ẋ = Ax+B(t)x+ f(t, x) com t ≥ t0, (2-17)

em Rn, onde A é uma matriz constante n× n que possui pelo menos um autovalor

com parte real positiva, B(t) é uma matriz contínua n× n tal que lim
t→∞
||B(t)|| = 0.

A função f(t, x) é contínua em t e em x, e Lipschitz em x em uma vizinhança de

x = 0. Se

lim
||x||→0

f(t, x)

||x||
= 0 uniformemente em t,

então a solução x = 0 do sistema (2-17) é instável.
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Agora para demonstrar o item (b), linearizamos a equação (2-1) em uma

vizinhança da solução periódica x(t, ε). Depois fazendo a translação x = z + x(t, ε),

expandindo com respeito a z, omitindo os termos não-lineares e reescrevendo a

variável dependente como x, obtemos a equação diferencial linear com coe�cientes

T -periódicos

ẋ = εA(t, ε)x, (2-18)

onde

A(t, ε) =
∂

∂x
[F (t, x) + εR(t, x, ε)]x=x(t,ε).

De�nimos a matriz T -periódica

B(t) =
∂F

∂x
(t, p),

e por (a) temos que limε→0A(t, ε) = B(t). De�nimos também as matrizes

B0 =
1

T

∫ T

0

B(t)dt e C(t) =

∫ T

0

[B(s)−B0]ds.

Agora observemos que B0 é a matriz promediada do sistema linearizado. A matriz

C(t) é T -periódica e a sua média é zero. Tomando a transformação x→ y de�nida

por y = (I − εC(t))x obtemos

ẏ =− εĊ(t)x+ (I − εC(t))ẋ

=εB(t)x+ εB0x(I − εC(t))εA(t, ε)x

=[εB0 + ε(A(t, ε)−B(t))− ε2C(t)A(t, ε)](I − εC(t))−1y

=εB0y + ε(A(t, ε)−B(t))y + ε2S(t, ε)y.

(2-19)

A função S(t, ε) é T -periódica e limitada. Notemos que A(t, ε) − B(t) → 0 quando

ε→ 0, e além disso o expoente característico do sistema diferencial (2-19) depende

continuamente do pequeno parâmetro ε. Portanto, para ε su�cientemente pequeno,

o sinal da parte real dos expoentes característicos é igual ao sinal da parte real dos

autovalores da matriz B0. Obtemos a mesma conclusão, usando a transformação

y = (I − εC(t))x, para os expoentes característicos do sistema diferencial (2-18).

Finalmente, aplicando a Proposição 2.5, obtemos a estabilidade da solução periódica

no caso em que todos os autovalores possuem parte real negativa. Se um autovalor

possuir parte real positiva, o Teorema 2.3 e a aplicação da Proposição 2.6 fornecem

a instabilidade da solução periódica.

Agora, seguiremos para o próxima seção onde trataremos de uma aplicação

desde método.
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2.1.1 Aplicação para um Campo de Vetores Polinomial Qua-

drático em R3

Nesta subseção, apresentamos uma maneira de aplicar o método do Avera-

ging para um campo polinomial quadrático em R3 estudado em [3] e [28].

Exemplo 2.7. Considere o sistema:

ẋ = y

ẏ = −x+ z

ż = −4

5
x2 + z2 + a

(2-20)

e assuma que a = ε2b > 0. Então o sistema (2-20) tem pelos menos uma solução

periódica da forma:

x(t, ε) = ε

√
5b

2
cos t+O(ε2), y(t, ε) = −ε

√
5b

2
sin t+O(ε2), z(t, ε) = O(ε2)

onde |ε| 6= 0 é um parâmetro pequeno.

Demonstração. Para aplicar o Teorema 2.1 devemos colocar o campo dado na

forma padrão (2-1), caso contrário o método não poderá ser aplicado. Sendo assim,

devemos realizar uma mudança de variáveis a �m de escrever a parte linear do

sistema (2-20) com ε = 0 em sua forma normal de Jordan real, e outra mudança

para estar nas hipóteses de aplicação da teoria do Averaging. Logo, consideremos

como no enunciado a = ε2b e reescalonemos as variáveis assim:

(x, y, z) = (εx̄, εȳ, εz̄).

Logo (2-20) se torna

˙̄x = ȳ

˙̄y = −x̄+ z̄

˙̄z = ε

(
−4

5
x̄2 + z̄2 + b

) (2-21)

Agora a parte linear do sistema quando ε = 0 na origem é:

M =

 0 1 0

−1 0 1

0 0 0
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e calculando a Forma Canônica de Jordan de M obtemos:

M̄ =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 .

Fazendo a mudança de coordenadasuv
w

 =

1 0 −1

0 1 0

0 0 1


x̄ȳ
z̄


reescrevemos M̄ na sua forma de Jordan e temos o sistema

u̇ = v − ε
(
−4

5
u2 − 8

5
uw +

1

5
w2 + b

)
v̇ = −u

ẇ = ε

(
−4

5
u2 − 8

5
uw +

1

5
w2 + b

)
.

(2-22)

Aplicando a mudança de coordenadas u = r cos θ, v = r sin θ e w = w temos:

ṙ = −ε cos θ

(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ +

1

5
w2 + b

)
θ̇ = −1− ε

r
sin θ

(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ +

1

5
w2 + b

)
ẇ = ε

(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ +

1

5
w2 + b

)
.

(2-23)

Agora tomando θ como a nova variável independente temos que:

r′ =
−ε cos θ

(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ + 1

5
w2 + b

)
−1− ε

r
sin θ

(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ + 1

5
w2 + b

)

=
−ε cos θ

(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ + 1

5
w2 + b

)
−1− ε

(
−4

5
r cos θ sin θ − 8

5
w cos θ sin θ + 1

5r
w2 sin θ + b

r
sin θ

)
= g(ε, r, θ, w)
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e

w′ =
ε
(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ + 1

5
w2 + b

)
−1− ε

(
−4

5
r cos θ sin θ − 8

5
w cos θ sin θ + 1

5r
w2 sin θ + b

r
sin θ

)
= h(ε, r, θ, w).

Expandindo g e h em série de Taylor em ε, o sistema (2-23) se torna:

r′ =ε

(
4

5
r2 cos3 θ +

8

5
rw cos2 θ − 1

5
w2 cos2 θ − b cos θ

)
+O(ε2)

=εF1(θ, r, w) +O(ε2)

w′ =− ε
(
−4

5
r2 cos2 θ − 8

5
rw cos θ +

1

5
w2 + b

)
+O(ε2)

=εF2(θ, r, w) +O(ε2).

(2-24)

Notemos que o sistema acima está escrito na forma padrão (2.1) para aplicar o

método de Averaging. Além disso, o campo de vetores associado é 2π-periódico.

Assim, consideremos a equação promediada

F 1(r, w) =

(
F 1

1 (r, w)

F 1
2 (r, w)

)
=

(
1

2π

∫ 2π

0
F1(θ, r, w)dθ

1
2π

∫ 2π

0
F2(θ, r, w)dθ

)
=

(
−4
5
rw

2
5
r2 + 1

5
w2 − b

)
.

Segundo o Teorema 2.1 para estimar as soluções periódicas do campo (2-24),

devemos, estimar os zeros de F 1. Sendo assim, temos que F 1(r, w) tem um único

zero positivo, p =
(√

5b
2
, 0
)
com r > 0, b > 0 e det (DF1(p)) = −8b

5
6= 0. Pelo

item (a) do Teorema 2.1, para ε 6= 0 su�cientemente pequeno, esse zero fornece uma

órbita periódica de (2-24) dada por:

r(θ, ε) =

√
5b

2
+O(ε) e w(θ, ε) = O(ε). (2-25)

Os autovalores de DF
(√

5b
2
, 0
)
são λ1 =

√
8b
5
e λ2 = −

√
8b
5
, sendo b > 0. Portanto

a órbita em (2-25) é instável se b > 0. Desta forma a solução (2-25) em (2-23) se

torna:

r(θ, ε) =

√
5b

2
+O(ε), θ(t, ε) = −t+O(ε) e w(θ, ε) = O(ε).

Agora voltamos às mudanças das variáveis para estimar nas variáveis originais

(x, y, z) como é a órbita periódica que obtivemos se b > 0. Consequentemente a
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solução periódica em (u, v, w) para (2-22) se torna

u = r cos θ

u =

√
5b

2
cos(t) cos(O(ε)) +

√
5b

2
sin(t) sin(O(ε)) +O(ε),

v = r sin θ

v = −
√

5b

2
sin(t) cos(O(ε)) +

√
5b

2
cos(t) sin(O(ε)) +O(ε).

E tomando a expansão em Taylor de cos(O(ε)) e sin(O(ε)),

u(t, ε) =

√
5b

2
cos(t) +O(ε), v = −

√
5b

2
sin(t) +O(ε), w(t, ε) = O(ε).

Em coordenadas (x̄, ȳ, z̄) de (2-21) a solução periódica é

x̄(t, ε) =

√
5b

2
cos(t) +O(ε), ȳ = −

√
5b

2
sin(t) +O(ε), z̄(t, ε) = O(ε).

Finalmete a solução do sistema original torna-se em

x(t, ε) = ε

√
5b

2
cos(t) +O(ε2), y = −ε

√
5b

2
sin(t) +O(ε2), z(t, ε) = O(ε2).

Na próxima seção veremos o Método do Averaging generalizado via grau de

Brouwer para campos apenas contínuos.

2.2 Método do Averaging Via Grau de Brouwer

Essa seção é destinada à apresentar a generalização do método clássico,

feita por Llibre e Buica em [2], para campos de vetores contínuos. Uma descrição

bem mais detalhada sobre o teorema a seguir, assim como sua demonstração, podem

ser encontradas em [7] e [28]. Começamos com uma breve introdução sobre o grau

de Brouwer. Para maiores informações sobre este resultado, o leitor pode consultar

as referências antes mencionadas e [1].

Seja V ⊂ Rn um subconjunto aberto e limitado. Considere uma aplicação

contínua f : V → Rn, e um ponto y0 em Rn tal que y0 /∈ f(∂V ). Então cada tripla

(f, V, y0) corresponde a um inteiro dB(f, V, y0) com as seguintes três propriedades:
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(a) Se dB(f, V, y0) 6= 0, então y0 ∈ f(V ), e dB(Id|V , V, y0) = 1.

(b) Se V1 e V2 são subconjuntos abertos e disjuntos de V tal que y0 /∈ f(V \(V1 ∪
V2)), então

dB(f, V, y0) = dB(f, V1, y0) + dB(f, V2, y0).

(c) (Invariância sob homotopia) Seja {ft : 0 ≤ t ≤ 1} uma homotopia contínua de

aplicações de V a Rn. Seja {yt : 0 ≤ t ≤ 1} uma curva contínua em Rn tal que

yt /∈ ft(∂V ) para qualquer t ∈ [0, 1]. Então dB(ft, V, yt) é constante en [0, 1].

Além disso, o grau da função dB(f, V, y0) está unicamente determinado pelas

três condições acima.

Quando f : V ⊂ Rn → Rn é uma função C1 e det(Df(x)) 6= 0 para cada x ∈ f−1(y0),

o grau de Brouwer pode ser calculado como segue:

dB(f, V, y0) =
∑

x∈f−1(y0)

sign(det(Df(x))). (2-26)

Observação 2.8. A fórmula acima implica que se z∗ é um ponto de Rn tal que

f(z∗) = 0 e det(Df(z∗)) 6= 0, então existe uma vizinhança V ⊂ Rn de z∗ tal que

f(z) 6= 0 para cada z ∈ V \{z∗} e dB(f, V, 0) 6= 0.

Enunciamos agora a generalização do método do Averaging de primeira

ordem dado em [2].

Teorema 2.9 (Método do Averaging via grau de Brouwer). Considere a

seguinte equação

ẋ = εF1(t, x) + ε2R(t, x, ε) (2-27)

onde F1 : R ×D → Rn, R : R ×D × (−ε0, ε0) são funções contínuas, T -periódicas

na primeira variável e D é um aberto de Rn. De�na

f1(z) =
1

T

∫ T

0

F1(s, z)ds (2-28)

e assuma que:

1. F1 e R são localmente Lipschitzianas com respeito a x;

2. para a ∈ D com f1(a) = 0 existe uma vizinhança V de a tal que f1(z) 6= 0

para todo z ∈ V \{a} e dB(f1, V, 0) 6= 0.

Então, para |ε| > 0, su�cientemente pequeno, existe uma solução T -periódica Φ(·, ε)
do sistema (2-27) tal que Φ(·, ε)→ a quando ε→ 0.

Observe primeiramente que a condição (1) do método clássico é substituída

apenas pela condição de que F1 e R sejam localmente Lipschitz com respeito a x.
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Além disso, a condição (2) do método acima substitui a hipótese de que a (ou p no

enunciado do método clássico) seja um zero simples da função promediada.

Suponha agora, que f1 seja diferenciável e, que f1(a) = 0 e det
(
∂f1
∂z

)
6= 0. Então

pelo Teorema da Função Inversa, existe uma vizinhança V de a tal que f1(z) 6= 0

para todo z ∈ V \{a} e mais ainda dB(f1, V, 0) = sgn
(
det
(
∂f1(a)
∂z

))
6= 0. Portanto,

se um sistema satisfaz as hipóteses do método clássico então satisfaz as hipóteses

do método via grau de Brouwer.

A seguir, enunciamos uma série de lemas que que serão utilizados no desenvol-

vimento da prova do Teorema 2.9

Lema 2.10. Consideremos o campo de vetores suave

ẋ = F (x, t, ε), (2-29)

onde F : D × R × (−ε0, ε0) → R é uma função contínua, T -periódica na variável t

e localmente Lipschitz com respeito à variável x. Para cada z ∈ D, denotemos por

x(·, z, ε) a solução de (2-29) tal que x(0, z, ε) = z. Assumamos que x(·, z, ε) esteja

de�nida em [0, T ], para cada z ∈ D e ε ∈ (−ε0, ε0). De�namos f : D×R×(−ε0, ε0)→
Rn como:

f(z, ε) =

∫ T

0

F (s, x(s, z, ε), ε)ds. (2-30)

Então temos que (x, zε, ε) é uma solução T -periódica de (2-29), se, e somente se,

f(zε, ε) = 0.

Lema 2.11. Seja V ⊂ D aberto e limitado. Então, existe ε0 > 0 tal que, para todo

ε ∈ [−ε0, ε0], para todo z ∈ V , a solução x(·, z, ε) de (2-29) está de�nida em [0, T ].

Lema 2.12. Consideremos as funções contínuas fi : V → Rn com i = 0, 1, ..., k e

f , g, r: V × [ε0, ε0]→ Rn dadas por

g(·, ε) =
k∑
i=0

εif i(·), f(·, ε) = g(·, ε) + εk+1r(·, ε).

Assumamos que g(z, ε) 6= 0, para todo z ∈ ∂V e ε ∈ [−ε0, ε0]\{0}. Então para |ε| > 0

su�cientemente pequeno, dB(g, V, 0) está bem de�nido e dB(f, V, 0) = dB(g, V, 0).

Corolário 2.13. Suponhamos que as hipóteses do Lema 2.12 são satisfeitas para

k = 0 e para a ∈ D com f0(a) = 0, exista uma vizinhança V de a tal que f0(z) 6= 0

para todo z ∈ V \{a} e que dB(f0, V, 0) 6= 0. Então, existe pelo menos um ramo de

zeros de f que bifurcam de a.
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Demonstração. O sistema (2-27) satisfaz a hipótese do Lema 2.11. Assim, as

soluções x(·, z, ε) com z ∈ V e ε ∈ [−ε0, ε0] estão de�nidas em [0, T ]. Então a função

f de�nida em (2-30) é dada por

f(z, ε) = ε

∫ T

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+ ε2
∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds, (2-31)

já que as hipóteses do Lema 2.10 são também satisfeitas. Além disso, utilizando a

forma integral da equação diferencial (2-27), obtemos a seguinte relação

x(t, z, ε) = z + ε

∫ t

0

F1(s, x(s, z, ε))ds+ ε2
∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε)ds, (2-32)

para todo t ∈ [0, T ], z ∈ V e ε ∈ [−ε0, ε0].

A�rmação: Se z ∈ V e ε ∈ [−ε0, ε0] então

f(z, ε) = εf1(z) + ε2O(1), (2-33)

onde f1 é a função promediada de�nida em (2-28).

Com efeito, existe um subconjunto compacto K ⊂ D, tal que x(t, z, ε) ∈ K para

todo t ∈ [0, T ], z ∈ V e ε ∈ [−ε0, ε0]. Então, pela continuidade de R no conjunto

compacto K × [0, T ]× [−ε0, ε0], temos que existe uma constante MK > 0 tal que

R(s, x(s, z, ε), ε) ≤MK ,

para todo s ∈ [0, T ], z ∈ V e ε ∈ [−ε0, ε0].

Logo, temos que: ∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε) ≤
∫ T

0

MKds = TMk,

logo ∫ T

0

R(s, x(s, z, ε), ε) = O(1).

Por outro lado,

ε

∫ T

0

F1(s, x(s, z, ε))ds =ε

∫ T

0

(F1(s, x(s, z, ε))− F1(s, z))ds+ ε

∫ T

0

F1(s, z)ds

=ε

∫ T

0

(F1(s, x(s, z, ε))− F1(s, z))ds+ ε

∫ T

0

f1(z).
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Agora substituindo a equação anterior em (2-31) obtemos que

f(z, ε)− εf1(z) = ε

∫ T

0

(F1(s, x(s, z, ε))− F1(s, z))ds+ ε2O(1).

Logo, da hipótese de que F1 é Lipschitz com respeito a variável x em K × [0, T ],

juntamente com a equação (2-32), implica que

‖F1(s, x(s, z, ε))− F1(s, z)‖ ≤ ‖x(s, z, ε)− z‖ = εO(1).

Portanto, temos que a igualdade (2-33) é satisfeita. Aplicando o Corolário 2.13 para

f , temos que a hipótese (2) do Teorema 2.9 assegura a existência de um ramo de

soluções zε da equação f(z, ε) = 0. Além disso, zε → a quando ε→ 0.

Finalmente, utilizando o Lema 2.10, concluimos que ϕ(·, ε) = x(·, zε, ε) é uma solução

T -periódica de 2-27 tal que ϕ(0, ε) = zε → a quando ε→ 0.

2.3 Método do Averaging para Campos Suaves por

Partes

A seguir apresentamos o Teorema de Averaging para campos suaves por

partes, cuja demonstração pode ser encontrada em [28].

Teorema 2.14 (Método do Averaging para campos suaves por partes).

Considere o campo de vetores suaves por partes

ẋ = εF (t, x) + ε2R(t, x, ε) (2-34)

com

F (t, x) = F1(t, x) + sgn(h(t, x))F2(t, x)

e

R(t, x, ε) = R1(t, x, ε) + sgn(h(t, x))R2(t, x, ε)

onde F1, F2:R×D → Rn, R1, R2:R×D × (−ε0, ε) → Rn e h : R×D são funções

contínuas, F1, F2, R1 e R2 são T -periódicas na variável t e D é um subconjunto

aberto de Rn. Suponhamos também que h ∈ C1(R ×D,R) possui 0 como um valor

regular. De�nimos a função promediada f : D → Rn

f(x) =

∫ T

0

F (t, x)dt
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Suponhamos que:

1. F1, F2, R1, R2 e h são localmente L-Lipschitz com respeito à x.

2. Existe um subconjunto aberto e limitado C ⊂ D tal que, para |ε| su�ciente-
mente pequeno, toda órbita começando en C̄ atinja o conjunto de descontinui-

dade somente em regiões de costura;

3. para a ∈ C com f(a) = 0, existe uma vizinhança V de a tal que f(z) 6= 0 para

todo z ∈ V̄ − {a} e dB(f, V, 0) 6= 0.

Então, para |ε| > 0 su�cientemente pequeno, existe uma solução T -periódica x(t, ε)

do sistema (2-34) tal que x(0, ε)→ a quando ε→ 0.

2.3.1 Aplicação na equação que modela o oscilador harmô-

nico descontínuo perturbado

Considere o sistema dado em [21]:

ẍ+ x+ bεẋ = gε(x, ẋ), (2-35)

onde bε = εb1 +O(ε2) > 0 e gε(x, y) = εg1(x, y)+O(ε2), o qual pode ser escrito como

o campo de vetores suaves por partes{
ẋ = y

ẏ = −x− (εb1 +O(ε2))y + εB+, y ≥ 0,

{
ẋ = y

ẏ = −x− (εb1 +O(ε2))y + εB−, y ≤ 0.

(2-36)

Fazendo a mudança de variáveis x = r cos θ e y = r sin θ, para ambos campos temos
ṙ = ε sin θ(B+ − r(b1 +O(ε2)) sin θ),

θ̇ = −r + ε cos θ(−B+ + r(b1 +O(ε2)) sin θ)

r
,

θ ∈ [0, π], (2-37)


ṙ = ε sin θ(B− − r(b1 +O(ε2)) sin θ),

θ̇ = −r + ε cos θ(−B− + r(b1 +O(ε2)) sin θ)

r
,

θ ∈ [π, 2π]. (2-38)
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Tomando θ como a nova variável independente, os campos (2-37) e (2-38) tornam-se

dr

dθ
= ε


sin θ(b1r sin θ −B+) +O(ε), θ ∈ [0, π],

sin θ(b1r sin θ −B−) +O(ε), θ ∈ [π, 2π].

(2-39)

Assim, colocamos o sistema (2-35) na forma padrão requerida no Teorema 2.14, logo

a função de Averaging de primeira ordem e dada por

f1(r) =b1πr −
∫ π

0

B+ sin θdθ −
∫ 2π

π

B− sin θdθ

=− 2(B+ −B−) + b1πr.

(2-40)

Assumindo (B+ − B−) > 0, a equação f1(r) = 0 tem uma única solução positiva

r∗ = 2(B+−B−)
b1r

. Portanto, o método de Averaging de primeira ordem, Teorema 2.14,

fornece a existência de uma solução 2π-periódica para o sistema (2-35).



CAPÍTULO 3

Método de Melnikov

Neste capítulo, apresentaremos o método de Melnikov que é uma ferramenta

analítica para estabelecer a existência de pontos homoclínicos transversais da

aplicação de Poincaré para uma órbita periódica de um sistema dinâmico perturbado

da forma

ẋ = f(x) + εg(x) (3-1)

com x ∈ Rn e n ≥ 2. Este método também é utilizado para estabelecer a existência

de órbitas periódicas subharmônicas de sistemas perturbados da forma (3-1). As

órbitas periódicas subharmônicas, são aquelas cujo período é múltiplo do período

da perturbação. Além disso, pode ser usado para mostrar a existência de ciclos limite

e ciclos separatrizes de sistemas planares perturbados (3-1) com x ∈ R2. A nossa

abordagem será baseada nos livros [8, 23]. Começamos então, com um resultado

para sistemas planares perturbados periodicamente da forma

ẋ = f(x) + εg(x, t), (3-2)

onde, x ∈ R2 e g é periódico de período T em t. Este sistema pode ser escrito

como um sistema autônomo em R3 ao de�nir t = x3. Assumimos que f ∈ C1(R2) e

g ∈ C1(R2 × R). Agora, fazemos as seguintes hipóteses:

H1. Para ε = 0 o sistema (3-2) tem uma órbita homoclínica

Γ0 : x = γ0(t), −∞ < t <∞,

em um ponto de sela hiperbólico x0 e

H2. Para ε = 0 o sistema (3-2) tem uma família de órbitas periódicas a um

parâmetro γα(t) de período Tα no interior de Γ0 com ∂γα
∂α

(0) 6= 0.

Segundo [23], a função de Melnikov, M(t0), está então de�nida como

M(t0) =

∫ ∞
−∞

e
∫ t
t0
∇·f(γ0(s))ds

f(γ0(t)) ∧ g(γ0(t), t+ t0)dt (3-3)
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onde o produto exterior de dois vetores u e v ∈ R2 é de�nida como u∧v = u1v2−v1u2.

Note também que a função de MelnikovM(t0) é proporcional à derivada da aplicação

de Poincaré em relação ao parâmetro ε no interior de uma vizinhança do ciclo

separatriz Γ0. A seguir apresentamos um lema que estabelece a existência de uma

órbita periódica γε(t) de (3-2), e portanto a existência da aplicação de Poincaré Pε,

para um ε su�cientemente pequeno.

Figura 3.1: O retrato de fase do sistema (3-2) sob as hipóte-
ses H1 e H2. Figura extraída de [23].

Observação 3.1. De acordo com [8], de�nimos a aplicação de Poincaré Pε : Σ→ Σ,

onde Σ = {(x, t)|t = t0 ∈ [0, T ]} ⊂ R2 × S1 é a seção transversal global no tempo t0

para o �uxo autônomo suspenso de (3-2), dado por

ẋ = f(x) + εg(x, θ)

θ̇ = 1,

com (x, θ) ∈ R2 × S1.

Lema 3.2. Sob as hipóteses (H1) e (H2), para ε su�cientemente pequeno, (3-2)

tem uma única órbita periódica hiperbólica γ(t) = x0 + O(ε) de período T . Corres-

pondentemente, a aplicação de Poincaré Pε tem um único ponto �xo hiperbólico tipo

sela xε = x0 +O(ε)

Demonstração. Ver [8].

Observação 3.3. Se para ε = 0, (3-2) é um sistema Hamiltoniano, isto é, se

f =

(
∂H

∂y
,−∂H

∂x

)T
,

então ∇ · f = 0 e a função de Melnikov tem uma forma mais simples

M(t0) =

∫ ∞
−∞

f(γ0(t)) ∧ g(γ0(t), t+ t0)dt. (3-4)
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Por outra parte, considere o sistema perturbado da forma

f(x) + εg(x, µ) (3-5)

com f ∈ C1(R2) e g ∈ C1(R2×Rm). Assumimos que f é campo vetorial Hamiltoniano.

Teorema 3.4. Sob a hipótese H2, se existe um ponto (µ0, α0) ∈ Rm+1 tal que a

função

M(µ, α) =

∫ Tα

0

f(γα(t)) ∧ g(γα(t), µ)dt

satisfaz

M(µ0, α0) = 0 e Mα(µ0, α0) 6= 0,

então para todo ε 6= 0, su�cientemente pequeno, o sistema (3-5) com µ = µ0 tem

um único ciclo limite hiperbólico em uma O(ε)-vizinhança do ciclo γα0.

Demonstração. Ver [23].

3.1 Aplicação do método de Melnikov

Seguindo [23, 24] consideremos a equação de Du�ng periodicamente per-

turbada:
ẋ = y

ẋ = x− x3 + ε(µ cos t− 2.5y).
(3-6)

Onde parâmetro µ é conhecido como força de amplitude. Este sistema na forma

vetorial é dado por [
ẋ

ẏ

]
=

[
y

x− x3

]
︸ ︷︷ ︸

f(x,y)

+ε

[
0

µ cos(t)− 2.5y

]
︸ ︷︷ ︸

g(x,y,t)

,

assim, temos que

f(x, y) = (y, x− x3) e g(x, y, t) = (0, µ cos(t)− 2.5y).

Observe que f e g são aplicações de classe C2 e que g é periódica na variável t.

Segundo [24], para que este sistema atenda as condições necessárias para a aplicação

do método de Melnikov, temos que encontrar para o sistema não perturbado, ou

seja para ε = 0, um ponto de sela hiperbólico com uma órbita homoclínica associada.
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Para ε = 0, o sistema é Hamiltoniano, com função Hamiltoniana

H(x, y) =
y2

2
− x2

2
+
x4

4
,

e existem três pontos de equilíbrio nas seguintes coordenadas com os seguintes tipos

de estabilidade
(x, y) = (±1, 0), centros

(x, y) = (0, 0), sela.

Figura 3.2: O retrato de fase da função Hamiltoniana do
sistema (3-6).

Vimos, no capítulo anterior, que as soluções do sistema hamiltoniano estão

contidas nas curvas de nível da função hamiltoniana. Além disso, a curva de nível

dada por H(x, y) = 0, de�ne duas soluções homoclínicas do sistema hamiltoniano:

Γ±0 : γt0(t) = ±(
√

2sech(t),−
√

2sech(t) tan(t))T . (3-7)

Assim, o sistema já satisfaz as hipóteses, logo, podemos aplicar o método de

Melnikov. Calculamos a função de Melnikov para γ+
0 (t); o cálculo para γ−0 (t) é
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similar. Desde (3-4) temos

M(t0) =

∫ ∞
−∞

(−
√

2sech(t) tanh(t),
√

2sech(t)− 2
√

2sech3(t)) ∧(
0, µ cos(t+ t0) +

5
√

2

2
sech(t) tanh(t)

)
dt

=

∫ ∞
−∞

(−
√

2sech(t) tanh(t))

(
µ cos(t+ t0) +

5
√

2

2
sech(t) tanh(t)

)
dt

=−
√

2µ

∫ ∞
−∞

sech(t) tanh(t) cos(t+ t0)dt− 5
√

2

2

∫ ∞
−∞

sech2(t) tanh2(t)dt.

A primeira integral pode ser resolvida pelo método de resíduos. Dessa forma obtemos

M(t0) =
√

2πsech
(π

2

)[
sin(t0)− k0

µ

]
onde k0 = 10 cosh(π/2)/(3

√
2π) ∼= 1.88. Note que, se µ > k0 > 0, M(t0) tem um

zero dado por

t1 = arcsin

(
1.88

µ

)
e como

det

(
dM(t1)

dt

)
= 1.25204

√
2− 7.0688

µ2
6= 0,

esse zero é um zero simples. Pelo Lema 3.2, para ε su�cientemente pequeno o

sistema (3-6) tem uma única órbita periódica hiperbólica.

Considere agora, a equação de Lienard, veja [23]:

ẋ = y − ε[µ1x+ µ2x
2 + µ3x

3]

ẏ = −x,
(3-8)

com µ = (µ1, µ2, µ3)T . O sistema não perturbado tem um centro na origem, com uma

família de órbitas periódicas de um parâmetro dada por γα(t) = (α cos(t), α sin(t))T

de período Tα = 2π. Logo

M(µ, α) =

∫ Tα

0

(f(γα(t)) ∧ g(γα(t), µ))dt

=

∫ 2π

0

[µ1α
2 cos2(t) + µ2α

3 cos3(t) + µ3α
4 cos4(t)]dt

=− 2πα2

[
µ1

2
+

3

8
µ3α

2

]
.
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Assim, M(µ, α) = 0 tem uma solução se, e somente se, µ1µ3 < 0. Pelo Teorema

3.4, se µ1µ3 < 0, então para ε 6= 0 su�cientemente pequeno, o sistema (3-8) tem um

único ciclo limite, o qual é aproximadamente um círculo de raio

α =

√
4|µ1|
3|µ3|

+O(ε). (3-9)

Para maiores informações sobre este método, o leitor pode consultar [8, 29].



CAPÍTULO 4

Método de Melnikov e o Método de

Averaging para Sistemas Quase Integráveis

Suaves por Partes

Nos capítulos anteriores �zemos uma breve introdução aos métodos de

Melnikov e o Averaging. Agora, neste capítulo de acordo com [17], vamos direcionar o

estudo desses métodos para os sistemas quase-integráveis suaves por partes. Assim,

apresentamos os resultados principais da teoria do Averaging para essa classe de

sistemas a qual é utilizada no estudo das soluções periódicas de sistemas dinâmicos,

assim como o método de Melnikov, que também é uma ferramenta muito útil no

estudo da existência de ciclos limite.

4.1 Método de Melnikov

Primeramente damos a de�nição do método e apresentamos alguns resul-

tados relacionados. Estabelecemos o método para sistemas quase-integraveis suaves

por partes em dimensão maior ou igual que 2.

Sendo assim, considere um sistema quase-integrável suave por partes n-

dimensional

ẋ =

{
f+(x) + εg+(x), x1 ≥ 0, (4.1a)

f−(x) + εg−(x), x1 < 0, (4.1b)
(4-1)

onde x = (x1, x2, ..., xn)T , f± e g± são funções vetoriais C∞ de�nidas sobre um

conjunto aberto U ⊂ Rn com U ∩ {x1 = 0} 6= ∅, 0 ≤ ε� 1.

De acordo com [27] fazemos as seguintes suposições básicas para o sistema não

pertubado (4.1a)|ε=0:

(H1) O subsistema (4-1a)|ε=0 ((4-1b)|ε=0, resp.) tem n − 1 integrais primeiras C∞

diferentes H+
i (x) (H−i (x), resp.), i = 1, 2, ..., n− 1, tal que para cada x ∈ U+
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(x ∈ U−, resp.), os gradientes

DH+
1 , DH

+
2 , ..., DH

+
n−1 (DH−1 , DH

−
2 , ..., DH

−
n−1, resp.)

são linearmente independentes, onde

U+ = {x ∈ U |x1 ≥ 0} (U− = {x ∈ U |x1 < 0}, resp.)

Isto é, quando ε = 0 estamos assumindo que o campo (4-1) é integrável.

(H2) Seja H±(x) = (H±1 (x), H±2 (x), ..., H±n−1(x))T . Existe um subconjunto aberto

V ⊂ Rn−1 tal que para cada h ≡ (h1, h2, ..., hn−1)T ∈ V , onde h é o vetor dos

níveis de energia da integral H+(x), as hipersuperfícies

L+
h = {x ∈ U+|H+(x) = h} e L−h = {x ∈ U−|H−(x) = H−(A(h))}

não contém pontos críticos de (4-1)|ε=0. Além disso, estas hipersuperfícies têm

dois pontos �nais diferentes A(h) e B(h) em comum, satisfazendo

A(h) = (o, a2(h), ..., an(h))T ∈ U, B(h) = (o, b2(h), ..., bn(h))T ∈ U,

pois estamos parametrizando as curvas L±h em função do nível de energia h. A

órbita L+
h começa em A(h) e termina em B(h), e L−h começa a partir de B(h)

e �naliza em A(h). Assim, Lh = L+
h ∪ L

−
h é uma órbita fechada de (4-1)|ε=0

para h ∈ V .

(H3) As hipersuperfícies L±h , h ∈ V , não são tangentes ao plano de descontinuidade
x1 = 0 nos pontos A(h) e B(h), ou seja, geometricamente, as hipersuperfícies

L±h atravesam a descontinuidade, isto é, são trajetórias de costura. Em outras

palavras, para cada h ∈ V

J±(x1, x2, ..., xn) = det
∂(H±1 , H

±
2 , ..., H

±
n−1)

∂(x2, x3, ..., xn)

não é igual a zero em cada um dos pontos A(h) e B(h).

Lema 4.1. Se (H1)− (H3) são válidas. Então A(h), B(h) ∈ C∞(V )

Demonstração. Seja h0 ∈ V . Por (H2) temos que H+(A(h0)) = h0 e por (H3)

J+(A(h0)) 6= 0. Assim, de acordo com o Teorema da Função Implícita (1.2), a

equação

H+(0, x2, ..., xn) = h
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tem uma única solução

(x1, x2, ..., xn) = (F12(h), F13(h), ..., F1n(h)) ≡ F̃ (h) ∈ C∞.

para h perto de h0 tal que H+(0, F̃ (h)) ≡ h e (0, F̃ (h0))T = A(h0). Portanto

A(h) ∈ C∞(V ). Similarmente, B(h) ∈ C∞(V ). Isto completa a prova.

Segundo [27] pelas suposições (H1)− (H3), {Lh : h ∈ V } é uma família de órbitas

periódicas do sistema (4-1)|ε=0 e cada Lh é suave por partes como mostra a Figura

4.1.

Figura 4.1: Órbita periódica do sistema (4-1)|ε=0.

A seguir, faremos a análise para ε 6= 0, ou seja, vamos perturbar o sistema

(4-1)|ε=0. Sendo assim, damos uma de�nição da função de bifurcação do sistema

(4-1).

Considere a órbita do subsistema (4-1a) começando em A(h). Para ε >

0 su�cientemente pequeno, denotamos seu primeiro ponto de interseção com o

hiperplano x1 = 0 por Bε(h). Para a órbita do subsistema (4-1b) começando em

Bε(h) denotamos seu primeiro ponto de interseção com o hiperplano x1 = 0 por

Aε(h). Veja Figura 4.2, onde

Aε(h) = (0, d2(h, ε), ..., dn(h, ε))T , Bε(h) = (0, c2(h, ε), ..., cn(h, ε))T .

Note que, a primeira coordenada de Bε(h) e Aε(h) é nula, pois ambos pontos partem

da região de descontinuidade, e são suaves em ε com Aε(h)|ε=0 = A(h). Então

podemos escrever

H+(Aε(h))−H+(A(h)) = εF (h, ε). (4-2)
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Figura 4.2: A aplicação de Poincaré do sistema (4-1).

Onde, F (h, ε) é uma função (n− 1)-dimensional, chamada função de bifurcação

do sistema (4-1).

Observação 4.2. Note que com a equação (4-2) estamos dando condições para que o

sistema (4-1) possua ciclos limite. Estamos calculando a distância desde H+(Aε(h))

a H+(A(h)), e se H+(Aε(h)) −H+(A(h)) for zero quer dizer que voltamos sobre o

mesmo ponto, dessa forma podemos escrever essa diferença como (4-2). Assim, o

que nos interessa é ter uma expressão para a função de bifurcação εF (h, ε).

A seguir vamos enunciar um lema que trata de algumas propriedades

importantes da função de bifurcação F (h, ε), cuja demonstração pode ser encontrada

em [27].

Lema 4.3. Para cada h0 ∈ V , existe ε0(h0) > 0 tal que F ∈ C∞ para |ε| ≤ ε0,

h ∈ V com |h − h0| < ε0. Em particular, F (h, 0) ∈ C∞ para h ∈ V . Além disso,

para h0 ∈ V , o sistema (4-1) tem uma órbita periódica perto de Lh0 se, e somente

se, F (h, ε) tem um zero em h perto de h0 para um ε > 0 su�cientemente pequeno.

Portanto, tomando a expansão em série de Taylor em ε, para ε > 0 pequeno

temos

εF (h, ε) =M1ε+M2ε
2 + ...+Mkε

k + ...,

para qualquer inteiro k ≥ 0. Mas, como cada M1,M2, ...,Mk depende do nível de

energia h então temos

εF (h, ε) =M1(h)ε+M2(h)ε2 + ...+Mk(h)εk + ...
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logo

εF (h, ε) =
k∑
i=1

εiMi(h) +O(εk+1) (4-3)

onde Mi(h) é chamada de função vetorial de Melnikov de ordem i. Para obter a

expressão da função de bifurcação F , devemos obter a expressão para as funções

Mi(h). Agora, introduzimos algumas de�nições e teoremas dados em [27].

De�nição 4.4. Seja s = (s1, s2, ..., sn)T um vetor n× 1 (n ≥ 2). De�nimos s̄ como

o vetor (n− 1)× 1 dado por s̄ = (s2, ..., sn)T satisfazendo

s =

(
s1

s̄

)

De�nição 4.5. Seja S uma matriz (n−1)×n (n ≥ 2). De�nimos S̄ como a matriz

(n− 1)× (n− 1) satisfazendo S = (β, S̄) onde β ∈ Rn é a primeira coluna de S.

Agora, suponha que

DH± =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
...

a(n−1)1 a(n−1)2 ... a(n−1)n

 ,

onde aij =
∂H±i
∂xj

(x) com 1 ≤ i ≤ n− 1 e 1 ≤ j ≤ n. Mas como x1 = 0 temos

DH± =


∗ a12 ... a1n

∗ a22 ... a2n

...
...

...
...

∗ a(n−1)2 ... a(n−1)n

 .

Desta forma, pela de�nição 4.5 podemos escrever

DH± =
(
∗ DH±(x)

)
, (4-4)

onde

DH±(x) =


a12 ... a1n

a22 ... a2n

...
...

...

a(n−1)2 ... a(n−1)n

 ,
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ou seja

DH±(x) =
∂(H±1 , H

±
2 , ..., H

±
n−1)

∂(x1, x2, ..., xn)
. (4-5)

Seja M1(h) a função vetorial de Melnikov de primeira ordem do sistema (4-1). Se

existe h0 ∈ V , tal que M1(h0) = 0 e det(DM1(h0)) 6= 0, então pelo Teorema

da Função Implícita, podemos obter um zero de F (h, ε) em h perto de h0 para

ε > 0. De acordo com [27], M1(h) desempenha um papel importante no estudo

de bifurcações de órbitas periódicas. No teorema a seguir, damos uma fórmula da

função de Melnikov de primeira ordem, M1(h), para o sistema (4-1).

Teorema 4.6. Suponha que o sistema (4-1) satisfaz (H1)-(H3). Então a função

vetorial de Melnikov de primeira ordem tem uma expressão da forma

M1(h) =

∫
ÂB

DH+g+dt+DH+(A)
[
DH−(A)

]−1
∫
B̂A

DH−g−dt. (4-6)

Além disso, se M1(h0) = 0 e det(DM1(h0)) 6= 0, para algum h0 ∈ V , então para

ε > 0 existe uma única órbita periódica do sistema (4-1) perto de Lh0.

Demonstração. Note que H+(Aε)−H+(A) pode ser escrita da seguinte maneira

H+(Aε)−H+(A) =[H+(Aε)−H−(Aε)] + [H−(Aε)−H−(Bε)]

+[H−(Bε)−H+(Bε)] + [H+(Bε)−H+(A)]

≡L1 + L2 + L3 + L4.

(4-7)

Agora, derivando (4-2) com respeito a ε temos

Dε[H
+(Aε(h))−H+(A(h))] = Dε[εF (h, ε)] = F (h, ε) + εDε[F (h, ε)]

e avaliando em (h, 0)

Dε[H
+(Aε(h))−H+(A(h))]|ε=0 = F (h, 0) = M1(h). (4-8)

Portanto, de (4-7) e (4-8) temos que

M1(h) =Dε[H
+(Aε(h))−H+(A(h))]|ε=0

=DεL1|ε=0 +DεL2|ε=0 +DεL4|ε=0 +DεL4|ε=0,
(4-9)
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logo, por (4-7) temos

DεL1|ε=0 =Dε[H
+(Aε)−H−(Aε)]|ε=0

=(DH+(Aε)DεAε)|ε=0 − (DH−(Aε)DεAε)|ε=0

=DH+(A0)DεAε|ε=0 −DH−(A0)DεAε|ε=0

=[DH+(A)−DH−(A)]DεAε|ε=0,

DεL2|ε=0 =Dε[H
−(Aε)−H−(Bε)]|ε=0

=DH−(A)DεAε|ε=0 −DH−(B)DεBε|ε=0,

DεL3|ε=0 =Dε[H
−(Bε)−H+(Bε)]|ε=0

=[DH−(B)−DH+(B)]DεBε|ε=0,

DεL4|ε=0 =Dε[H
+(Bε)−H+(A)]|ε=0

=DH+(B)DεBε|ε=0.

(4-10)

Como a primeira coordenada de Aε e Bε é igual a zero, então a primeira componente

de ambos, DεAε e DεBε é igual a zero. Assim pela de�nição (4.4) e as equações (4-4)

e (4-5) obtemos
DH±(A)DεAε =DH±(A)DεAε,

DH±(B)DεBε =DH±(B)DεBε.
(4-11)

Agora por (H3) as matrizes quadradas DH±(A) e DH±(B) são invertíveis. Denote

suas matrizes inversas por
[
DH±(A)

]−1

e
[
DH±(B)

]−1

respectivamente. Desde

(H1) temos que

DH±(x)ẋ = DH±(x)f±(x) = 0, (4-12)

para cada x ∈ U±. Portanto, utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo, temos

L2 =H−(Aε)−H−(Bε) =

∫
B̂εAε

dH−

=

∫
B̂εAε

DH−(x)(f−(x) + εg−(x))dt

=

∫
B̂εAε

DH−(x)f−(x)dt+ ε

∫
B̂εAε

DH−(x)g−(x)dt.

Agora por (4-12) temos:

L2 =ε

[∫
B̂A

DH−(x)g−(x)dt+O(ε)

]
.

(4-13)
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Segue diretamente que

DεL2|ε=0 =

∫
B̂A

DH−g−dt. (4-14)

Similarmente, temos

L4 = H+(Bε)−H+(A) =

∫
ÂBε

dH+ = ε

[∫
ÂB

DH+g+dt+O(ε)

]
e

DεL4|ε=0 =

∫
ÂB

DH+g+dt. (4-15)

Assim, ao substituir a segunda equação de (4-11) e (4-15) na última fórmula em

(4-10) tem-se

DεBε|ε=0 =
[
DH+(B)

]−1
∫
ÂB

DH+g+dt. (4-16)

Substituindo (4-11), (4-14) e (4-16) na segunda fórmula em (4-10) obtemos

DεAε|ε=0 =
[
DH−(A)

]−1
(∫

B̂A

DH−g−dt+DH−(B)
[
DH+(B)

]−1
∫
ÂB

DH+g+dt

)
(4-17)

e combinando (4-10), (4-11), (4-16) e(4-17) obtemos

DεL1|ε=0 =

(
DH+(A)

[
DH−(A)

]−1

− In−1

)(∫
B̂A

DH−g−dt

+ DH−(B)
[
DH+(B)

]−1
∫
ÂB

DH+g+dt

) (4-18)

e

DεL3|ε=0 = DH−(B)
[
DH+(B)

]−1
∫
ÂB

DH+g+dt−
∫
ÂB

DH+g+dt. (4-19)

Além disso, substituindo (4-14), (4-15), (4-18) e (4-19) em (4-9) segue que:

M1(h) =DH+(A)
[
DH−(A)

]−1
[
DH−(B)

[
DH+(B)

]−1
∫
ÂB

DH+g+dt

+

∫
ÂB

DH−g−dt

]
.

(4-20)

De outro lado, por (H2), temos

H+(A(h)) = H+(B(h)) = h, H−(A(h)) = H−(B(h)).
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Diferenciando ambos lados das duas igualdades acima com respeito a h obtemos

DH+(A)
[
[DA(h)]T

]T
= DH+(B)

[
[DB(h)]T

]T
= I (4-21)

e

DH−(A)
[
[DA(h)]T

]T
= DH−(B)

[
[DB(h)]T

]T
. (4-22)

De (4-21) obtemos

[
[DB(h)]T

]T
=
[
DH+(B)

]−1

.

Portanto, por (4-22), segue-se que[
[DA(h)]T

]T
=
[
DH−(A)

]−1

DH−(B)
[
[DB(h)]T

]T
=
[
DH−(A)

]−1

DH−(B)
[
DH+(B)

]−1

.
(4-23)

Substituindo (4-23) em (4-21), obtemos

DH+(A)
[
DH−(A)

]−1

DH−(B)
[
DH+(B)

]−1

= I. (4-24)

Finalmente, substituindo (4-24) em (4-20) temos

M1(h) =

∫
ÂB

DH+g+dt+DH+(A)
[
DH−(A)

]−1
∫
B̂A

DH−g−dt.

Para o caso n = 2 o sistema (4-1) pode ser escrito como

(
ẋ

ẏ

)
=



(
p+(x, y) + εf+(x, y)

q+(x, y) + εg+(x, y)

)
, x ≥ 0(

p−(x, y) + εf−(x, y)

q−(x, y) + εg−(x, y)

)
, x < 0

Suponha que o sistema não perturbado tem fatores de integração µ1 e µ2 e integrais

primeiras H+ e H− respectivamente para x ≥ 0 e x < 0, satisfazendo

µ1p
+ = H+

y , µ1q
+ = −H+

x

µ2p
− = H−y , µ2q

− = −H−x
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Assim, de acordo com [13] e [18] a fórmula (4-6) torna-se

M1(h) =

∫
L+
h

µ1(x, y)(g+(x, y)dx− f+(x, y)dy)

+
H+
y (A)

H−y (A)

∫
L−h

µ2(x, y)(g−(x, y)dx− f−(x, y)dy).

Na seguinte seção, estabelecemos o método do Averaging relacionado ao sistema

(4-1).

4.2 Método do Averaging de Ordem Superior

Agora, estabelecemos o método do Averaging relacionado ao sistema (4-1),

que como já vimos anteriormente é uma ferramenta importante para estudar a

bifurcação de ciclos limite. Para isso, primeiro introduzimos uma transformação

de variáveis para o sistema (4-1). Seja

L+
h : x = q+(t, h), 0 ≤ t ≤ T1(h),

L−h : x = q−(t, h), T1(h) ≤ t ≤ T (h),

satisfazendo

(a) q+(0, h) = A(h),

(b) q+(T1(h), h) = q−(T1(h), h) = B(h),

(c) q−(T (h), h) = A(h),

onde T1(h) denota o tempo desde A(h) a B(h) ao longo de L+
h e T (h) denota o

período mínimo positivo da órbita periódica Lh. Sabemos pelo lema (4.1) que A(h)

e B(h) são C∞(V ) do mesmo modo que T1(h) em h ∈ V . Seja,

q(t, h) =

{
q+(t, h), 0 ≤ t ≤ T1(h)

q−(t, h), T1 ≤ t ≤ T (h).
(4-25)

Tomando

t =
T (h)

2π
θ (4-26)

na equação (4-25) obtemos uma função

G(θ, h) = q

(
T (h)

2π
θ, h

)
, θ ∈ [0, 2π]. (4-27)
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Note que, pela de�nição de q+ e q−, q é uma função de�nida por partes de classe

C∞ em cada umas das partes, consequentemente G(θ, h) é de�nida da mesma forma.

Além disso, de (4-26) obtemos

θ(h) =
t

T (h)
2π (4-28)

e substituindo t por T1(h) e por T (h) na equação acima conseguimos os intervalos

onde θ vai estar de�nido. Desse modo, G(h, θ) pode ser escrita como

G(θ, h) =

{
G+(θ, h), 0 ≤ θ ≤ θ1(h)

G−(θ, h), θ1(h) < θ ≤ 2π,
(4-29)

onde θ1(h) = T1(h)
T (h)

2π ∈ (0, 2π) é C∞ em h ∈ V e

G+(θ, h) = q+

(
T (h)

2π
θ, h

)
, G−(θ, h) = q−

(
T (h)

2π
θ, h

)
.

Finalmente, observe que a mudança (4-28) é simplesmente um reescalonamento do

tempo para que o tempo de retorno da órbita Lh seja 2π a medida que h varia.

O seguinte resultado é uma generalização do Lemma 1.1 em [11] de sistemas

suaves para sistemas não suaves.

Lema 4.7. Existe um único vetor, de dimensão 1×n, 2π periódico de�nido em duas

partes e de classe C∞ em cada uma delas, dado por

α(θ, h) =

{
α+(θ, h), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

α−(θ, h), θ1(h) < θ ≤ 2π,

tal que

α(θ, h)DhG(θ, h) = 0, α(θ, h)DθG(θ, h) = 1,

onde DhG(θ, h) e DθG(θ, h) são dados por

DhG(θ, h) =

{
DhG

+(θ, h), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

DhG
−(θ, h), θ1(h) < θ ≤ 2π,

DθG(θ, h) =

{
DθG

+(θ, h), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

DθG
−(θ, h), θ1(h) < θ ≤ 2π,

Demonstração. Primeiro provamos que os n− 1 vetores verticais da matriz DhG

de tamanho n × (n − 1) são linearmente independentes um do outro. Note que, de
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acordo a (4-26), se

• θ = 0 então t = 0, assim

G+(0, h) = q+(0, h) = A(h)

logo, por (H2)

H+(G+(0, h)) = H+(q+(0, h)) = H+(A(h)) = h;

• θ = θ1(h) então t = T1(h), logo

G+(θ1(h), h) = q+(T1(h), h) = B(h)

e de novo por (H2)

H+(G+(θ1(h), h)) = H+(q+(T1(h), h)) = H+(B(h)) = H+(A(h)) = h.

Portanto

H+(G+(θ, h)) = H+(A(h)) = h, para 0 ≤ θ ≤ θ1(h).

Do exposto acima obtemos

DH+(G+)DθG
+ =0,

DH+(G+)DhG
+ =DH+(A)DhA = I,

(4-30)

onde I denota a matriz identidade (n − 1) × (n − 1), 0 a matriz zero (n − 1) × 1.

Isto implica que

Rank(DH+(G+)) = Rank(DhG
+) = Rank(I) = n− 1.

De outro lado temos que, se

• θ = θ1(h), então t = T1(h) e

G−(θ1(h), h) = q−(T1(h), h) = B(h),

por (H2)

H−(G−(θ1(h), h)) = H−(q−(T1(h), h)) = H−(B(h)) = H−(A(h));
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• θ = 2π, t = T (h) logo,

G−(2π, h) = q−(T (h), h) = A(h)

e assim,

H−(G−(2π, h)) = H−(q−(T (h), h)) = H−(A(h)).

Daí que

H+(G−(θ, h)) = H−(A(h)), para θ1(h) ≤ θ ≤ 2π.

Como A(h) = (0, a2(h), ..., an(h)), segue que

DH−(G−)DθG
− =0,

DH−(G−)DhG
− =DH−(A)Dh(A) = DH−(A)

[
[DhA]T

]T
.

(4-31)

A partir de (H3) temos que DH−(A) é invertível e além disso, pela segunda equação

em (4-30), temos

DH+(A)DhA = DH+(A)
[
[DhA]T

]T
= I. (4-32)

Portanto
[
[DhA]T

]T
é invertível. Então por (4-31) DH−(G−)DhG

− é invertível, o

qual implica

Rank(DH−(G−)) = Rank(DhG
−) = n− 1.

Da de�nição de DhG, vemos que Rank(DhG) = n− 1, isto signi�ca que os (n− 1)

vetores verticais da matriz DhG n× (n−1) são linearmente independentes. A seguir

provamos que os n − 1 vetores verticais da matriz DhG de tamanho n × (n − 1) e

o vetor DθG juntos são linearmente independentes para cada (θ, h) ∈ [0, 2π]×V �xo.

Procedendo por absurdo, suponha que o vetor DθG é combinação linear das

n−1 colunas de DhG para algum (θ0, h0). Isto é, existe um vetor vertical (n−1)×1

β tal que

DθG(θ0, h0) = DhG(θ0, h0) · β. (4-33)

Temos dois casos para considerar:

1. 0 ≤ θ0 ≤ θ1(h0). Pela de�nição de G e do fato que q é solução de (4-1)ε=0

temos que

DθG(θ, h) = Dθq
+

(
T (h)

2π
θ, h

)
T (h)

2π
=
T (h)

2π
f+(G+). (4-34)
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Multiplicando por DH+(G+) a ambos lados de (4-33) à esquerda temos

DH+(G+)DθG(θ0, h0) = DH+(G+)DhDG
+(θ0, h0) · β (4-35)

e por (4-30), β = 0. Assim, por (4-33) e (4-34)

f+(G+(θ0, h0)) = 0 (4-36)

ou seja, o ponto (θ0, h0) é um ponto crítico do sistema (4-1)ε=0, mas isto

contradiz a hipótese (H2).

2. θ1(h0) < θ0 ≤ 2π. Como antes, multiplicamos por DH−(G−) a ambos os

lados de (4-33) à esquerda e usando (4-31) temos β = 0. Também, para

θ1(h0) < θ0 ≤ 2π, segue que

DθG =
T (h)

2π
f−(G−). (4-37)

Portanto de (4-33) e (4-37) obtemos f−(G−(θ0, h0)) = 0, que também é uma

contradição com (H2).

Finalmente, provamos a existência e unicidade de α(θ, h).

a. Para θ ∈ [0, θ1(h)], denote por S1 o hiperplano gerado pelos n − 1 vetores

horizontais da matriz DH+ (n − 1) × n e por S2 o hiperplano gerado pelos

n − 1 vetores verticais da matriz DhG
+ n × (n − 1). Desde (4-30) vemos que

o vetor DθG
+ é normal a S1. Além disso, temos que DθG

+ não é paralelo

a S2. Com efeito, suponha S1 paralelo a S2, logo pela primeira equação em

(4-30), DH+DhG
+ = 0, contradizendo a última equação de (4-30). Por tanto

o ângulo φ entre S1 e S2 pode ser tomado para satisfazer 0 ≤ φ < π
2
.

Agora, se φ = 0, S1 é paralelo a S2. Isto é, cada um dos n− 1 vetores verticais

de DhG
+ pode ser escrito como combinação linear dos vetores horizontais de

DH+. Então o vetor α+ é dado por

α+ =
DθG

+T

|DθG+|2
,

de onde

α+(θ, h)DθG
+(θ, h) = 1.
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Além disso,

α+(θ, h)DhG
+(θ, h) =

DθG
+T (θ, h)DhG

+(θ, h)

|DθG+(θ, h)|2
,

e por (4-30) temos

DθG
+TDH+T = 0,

daí que

DθG
+TDhG

+ = 0.

Portanto, α+(θ, h)DhG
+(θ, h) = 0.

Seja 0 < φ < π
2
e L = S1 ∩ S2. Agora, giramos S1 em torno da linha reta L

com o ângulo φ tal que a nova posição de S1 depois da rotação é a mesma

como a posição original de S2. Denotemos por γ a nova posição de DθG
+ após

a rotação, onde

γ = DθG
+ cosφ.

Então o vetor γ satisfaz

γ ·DθG
+ = |DθG

+|2 cosφ > 0.

De�nimos α+ como

α+ =
γ

|DθG+|2 cosφ

e consequentemente

α+DθG
+ =

γ.DθG
+

|DθG+|2 cosφ
= 1.

Além disso, pela de�nição de γ vemos que o vetor γ é normal a S2. Assim

temos

α+DhG
+ = 0.

b. Procedendo analogamente como no exposto acima, para θ ∈ (θ1(h), 2π], denote

por S
′
1 o hiperplano gerado pelos n − 1 vetores horizontais da matriz DH−,

(n−1)×n, e por S ′2 o hiperplano gerado pelos n−1 vetores verticais da matriz

DhG
−. Assumimos que o ângulo φ

′
entre S

′
1 e S

′
2 satisfaz 0 ≤ φ

′
< π

2
. Então

escolhemos

α+ =

{
DθG

−T

|DθG−T |2
, φ

′
= 0,

γ
′

|DθG−|2 cosφ′
, 0 < φ

′
< π

2
,

onde γ
′
denota a nova posição deDθG

− após a rotação, isto é, γ
′
= DθG

− cosφ
′
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e satisfaz

γ
′ ·DθG

− = |DθG
−|2 cosφ

′
> 0.

Tome L
′
= S

′
1∩S

′
2, e gire S

′
1 ao redor da linha reta L

′
com o ângulo φ

′
tal que

a nova posição de S
′
1 após a rotação é a mesma que a posição original de S

′
2.

Então de maneira similar à prova para o caso θ ∈ [0, θ1(h)] temos

α−DhG
− = 0, α−DθG

− = 1.

Figura 4.3: A rotação de S1, S2 e DθG
+. Figura extraída de

[17]

Usando o Lema 4.7, obtemos o próximo lema que é útil para estabelecer um

sistema periódico suave por partes a partir do sistema (4-1).

Lema 4.8. A mudança periódica de variáveis da forma

x = G(θ, h), 0 ≤ θ ≤ 2π, h ∈ V (4-38)

leva o sistema (4-1) em

θ
′
=

{
2π
T (h)

+ εα+(θ, h)g+(G+), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),
2π
T (h)

+ εα−(θ, h)g−(G−), θ1(h) < θ ≤ 2π,
(4-39)

h
′
=

 εDH+(G+)g+(G+), 0 ≤ θ ≤ θ1(h)

εDH+(A)
[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−), θ1(h) < θ ≤ 2π
(4-40)



4.2 Método do Averaging de Ordem Superior 69

onde a linha denota a derivada em relação ao tempo t e α+(θ, h) é de�nido como

no Lema 4.7.

Demonstração. Derivando com relação ao tempo, a ambos os lados de (4-38) e

pelas equações (4-1) e (4-29), obtemos{
DθG

+θ
′
+DhG

+h
′
= f+(G+) + εg+(G+), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

DθG
−θ
′
+DhG

−h
′
= f−(G−) + εg−(G−), θ1(h) ≤ θ ≤ 2π.

(4-41)

Aplicando o produto interno a ambos os lados de (4-41) à esquerda por α(θ, h), o

qual está de�nida no Lema 4.7, temos{
α+DθG

+θ
′
+ α+DhG

+h
′
= α+f+(G+) + α+εg+(G+), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

α−DθG
−θ
′
+ α−DhG

−h
′
= α−f−(G−) + α−εg−(G−), θ1(h) ≤ θ ≤ 2π.

E de acordo com o Lema 4.7{
θ
′
= α+f+(G+) + εα+g+(G+), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

θ
′
= α−f−(G−) + εα−g−(G−), θ1(h) ≤ θ ≤ 2π.

Desde as equações (4-34) e (4-37) temos

f+(G+) =
2π

T (h)
DθG

+, f−(G−) =
2π

T (h)
DθG

−. (4-42)

E substituindo a equação acima em θ
′
e de novo pelo Lema 4.7 obtemos

θ
′
=

{
2π
T (h)

+ εα+(θ, h)g+(G+), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),
2π
T (h)

+ εα−(θ, h)g−(G−), θ1(h) ≤ θ ≤ 2π.
(4-43)

Similarmente, tomando o produto interno a ambos lados da primeira fórmula de

(4-41) à esquerda por DH+(G+), temos

DH+(G+)DθG
+θ
′
+DH+(G+)DhG

+h
′
= DH+(G+)f+(G+) + εDH+(G+)g+(G+)

e por (4-30) a equação acima torna-se

h
′
= DH+(G+)f+(G+) + εDH+(G+)g+(G+) 0 ≤ θ ≤ θ1(h).

Substituindo a primeira equação de (4-42) na equação anterior e por (4-30), obtemos

h
′
= εDH+(G+)g+(G+) 0 ≤ θ ≤ θ1(h). (4-44)

A equação (4-32) implica
[
[DhA]T

]T
=
[
DH+(A)

]−1

, substituindo isto em (4-31)
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obtem-se

DH−(G−)DhG
− = DH−(A)DhA = DH−(A)

[
[DhA]T

]T
= DH−(A)

[
DH+(A)

]−1

.

(4-45)

Agora, tomando o produto interno a ambos os lados da segunda fórmula de (4-41)

à esquerda por DH−(G−) se obtem

DH−(G−)DθG
−θ
′
+DH−(G−)DhG

−h
′
= DH−(G−)f−(G−) + εDH−(G−)g−(G−)

e substituindo as equações (4-42) e (4-45) na equação anterior, conseguimos

DH−(A)DhAh
′
= εDH−(G−)g−(G−). Logo

h
′
=
[
DH−(A)DhA

]−1
DH−(G−)g−(G−)

= εDH+(A)
[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−)
(4-46)

para θ1(h) < θ ≤ 2π. Portanto, segue desde (4-44) e (4-46) que

h
′
=

 εDH+(G+)g+(G+), 0 ≤ θ ≤ θ1(h)

εDH+(A)
[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−), θ1(h) < θ ≤ 2π.

Assim a prova está completa.

Observe que as funções no lado direito de (4-39) e (4-40) são 2π−periódicas
em θ. Então, tomando θ como a nova variável independente podemos obter uma

equação diferencial 2π periódica, de�nida em duas partes e de classe C∞ em cada

parte
dh

dθ
= εR(θ, h, ε), (4-47)

onde

R(θ, h, ε) =



R+(θ, h, ε) =
DH+(G+)g+(G+)

2π/T (h) + εα+(θ, h)g+(G+)
, 0 ≤ θ ≤ θ1(h)

R−(θ, h, ε) =
DH+(A)

[
DH−(A)

]−1
DH−(G−g−(G−))

2π/T (h) + εα+(θ, h)g+(G+)
, θ1(h) < θ ≤ 2π.

(4-48)

Agora, expandindo R+ e R− em série de Taylor de ordem k ≥ 1, em termos de ε,

temos

εR±(θ, h, ε) =
k∑
i=1

εiR±i (θ, h) + εk+1R±k+1(θ, h, ε). (4-49)
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Onde,

Ri(θ, h) =

 R+
i (θ, h), 0 ≤ θ ≤ θ1(h)

R−i (θ, h), θ1(h) < θ ≤ 2π
i = 1, ..., k,

e

Rk+1(θ, h, ε) =

 R+
k+1(θ, h, ε), 0 ≤ θ ≤ θ1(h)

R−k+1(θ, h, ε), θ1(h) < θ ≤ 2π.

Note que para i = 1

R+
1 (θ, h) =

T (h)

2π
DH+(G+)g+(G+),

R−1 (θ, h) =
T (h)

2π
DH+(A)

[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−).

(4-50)

4.2.1 Funcões de Averaging de primeira e segunda ordem

Para h0 ∈ V e θ ∈ [0, 2π], vamos denotar por h(θ, h0, ε) a solução da equação

(4-47) satistazendo h(0, h0, ε) = h0. Logo, a aplicação de Poincaré de (4-47) tem a

forma

P (h0, ε) = h(2π, h0, ε) = h0 + εd(h0, ε), (4-51)

onde d(h0, ε) é chamada uma função de bifurcação. Adicionalmente, para ε > 0

su�cientemente pequeno e para h0 ∈ V , a órbita do sistema (4-1) começando em

A(h0) é periódica se, e somente se, a solução h(θ, h0, ε) da equação (4-47) é 2π

periódica.

Apresentamos a seguir uma propriedade sobre a função de bifurcação similar ao

Lema 2.1 em [10].

Lema 4.9. Para qualquer conjunto compacto I ⊂ V , existe ε∗ > 0 tal que a função

de bifurcação d(h0, ε) da equação periódica, de�nida em duas partes, de classe C∞

(Cω, resp.) em cada uma dessas partes, (4-47) está bem de�nida e é de classe C∞

(Cω, resp.) em (h0, ε) para todo h0 ∈ I, |ε| < ε∗.

Uma função é de classe Cω ou analítica, se for de classe C∞ e sua série de

Taylor em torno de qualquer ponto de seu domínio converge à função em alguma

vizinhança do ponto. Portanto, Cω está estritamente contida em C∞.

Do lema anterior, dado que d(h0, ε) é de classe C∞, para qualquer inteiro k ≥ 1,

temos a expansão de Taylor

d(h0, ε) =
k∑
i=1

εi−1fi(h0) +O(εk), 0 < |ε| � 1, (4-52)
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onde fi é conhecida como a função de Averaging de ordem i. Em particular,

f1(h) =

∫ 2π

0

R1(θ, h)dθ. (4-53)

como mostraremos depois.

Lema 4.10. A função de Averaging de segunda ordem f2(h) tem a forma

f2(h) =

∫ 2π

0

(
R2(θ, h) +DhR1(θ, h)

∫ θ

0

R1(τ, h)dτ

)
dθ

+(R+
1 (θ1(h), h)−R−1 (θ1(h), h))Dhθ1(h)

∫ θ1(h)

0

R+
1 (θ, h)dθ,

(4-54)

onde

DhR1(θ, h) =

{
DhR

+
1 (θ, h), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

DhR
−
1 (θ, h), θ1(h) < θ,≤ 2π.

Demonstração. Primeramente deduzimos a solução h(θ, h0, ε) da equação (4-47)

com a condição inicial h(0, h0, ε) = h0 para h0 ∈ V . Assim, consideremos a solução

da equação
dh

dθ
= εR+(θ, h, ε),

satisfazendo h(0, h0, ε) = h0, denotada por h+(θ, h0, ε). Esta solução está bem

de�nida em θ em um intervalo aberto contendo [0, θ1(h)]. Então, consideremos as

equações {
h+(θ, h0, ε) = h,

θ1(h) = θ,

e sua solução (θ, h). Pelo Teorema da Função Implícita o sistema acima tem uma

única solução C∞

(θ, h) = (θ̄(h0, ε), h̄(h0, ε)). (4-55)

De fato, queremos encontrar sua solução (θ, h) associada a h0. Isto é, queremos

escrever θ em função de h0. Para isso, dado que h+(0, h0, ε) = h0, a derivada de h+

com relação a θ avaliada no ponto (0, h0) deve ser diferente de zero como mostraremos

a seguir. Desse modo, usando o teorema da função implícita obteremos o resultado.

Como
dh+

dθ
= εR+(θ, h, ε) por (4-49)

εR+(θ, h, ε) =
k∑
i=1

εiR+
i (θ, h) + εk+1R+

k+1(θ, h, ε),
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onde essa soma é determinada pelo termo de menor grau em ε, ou seja, por R+
1 (θ, h).

Assim, devemos mostrar que R+
1 (0, h0) 6= 0. Pela de�nição de R+

1 , G
+ e pela

propriedade (a) de q+, temos

R+
1 (0, h0) =

T (h0)

2π
DH+(G+(0, h0))g+(G+(0, h0))

=
T (h0)

2π
DH+(q+(0, h0))g+(q+(0, h0))

=
T (h0)

2π
DH+(A(h0))g+(A(h0)) 6= 0.

A propiedade (H2) garante que DH+(A(h0)) 6= 0 e, além disso, que a transfor-

mação linear DH(A(h0)) avaliada em g+(A(h0)) seja diferente de zero, pois caso

contrário, g+(A(h0)) seria um ponto crítico de H+, contradizendo a propriedade

(H2). Portanto dh+

dθ
6= 0, e pelo Teorema da Função Implícita existe uma única

função C∞, θ̄(h0, ε), tal que θ̄(h0, ε) = θ e h+(θ̄(h0, ε), h0, ε) = h̄(h0, ε) = h.

Para continuar a de�nição de h(θ, h0, ε), considere a solução, denotada por

h−(θ, h0, ε), da equação
dh

dθ
= εR−(θ, h, ε)

satisfazendo h(θ̄(h0, ε), h0, ε) = h+(θ̄(h0, ε), h0, ε) ≡ h̄(h0, ε). Portanto, a solução

h(θ, h0, ε) de (4-47) satisfazendo h(0, h0, ε) = h0 pode ser escrita como

h(θ, h0, ε) =

{
h+(θ, h0, ε), 0 ≤ θ ≤ θ̄(h0, ε),

h−(θ, h0, ε), θ̄(h0, ε) < θ ≤ 2π,

onde h+(θ, h0, ε) e h−(θ, h0, ε) satisfazem respectivamente

dh+

dθ
=

k∑
i=1

εiR+
i (θ, h+) + εk+1R+

k+1(θ, h+, ε), h+(0, h0, ε) = h0,

dh−

dθ
=

k∑
i=1

εiR−i (θ, h−) + εk+1R−k+1(θ, h−, ε), h−(θ̄(h0, ε), h0, ε) = h̄(h0, ε).

Tomando k = 2 e integrando, temos

h+(θ, h0, ε) =h0 +

∫ θ

0

(εR+
1 (τ, h+(τ, h0, ε)) + ε2R+

2 (τ, h+(τ, h0, ε)))dτ +O(ε3),

h−(θ, h0, ε) =h̄(h0, ε) +

∫ θ

θ̄(h0,ε)

R−1 (τ, h−(τ, h0, ε)) + ε2R−2 (τ, h+(τ, h0, ε)))dτ +O(ε3).

(4-56)

Agora, avaliando h+ em θ̄(h0, ε) e substituindo em h−, dado que h+(θ̄(h0, ε), h0, ε) ≡
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h̄(h0, ε), obtemos

h−(θ, h0, ε) =h0 +

∫ θ̄(h0,ε)

0

(εR+
1 (τ, h+(τ, h0, ε)) + ε2R+

2 (τ, h+(τ, h0, ε)))dτ +O(ε3)

+

∫ θ

θ̄(h0,ε)

R−1 (τ, h−(τ, h0, ε)) + ε2R−2 (τ, h+(τ, h0, ε)))dτ +O(ε3).

(4-57)

Desta forma, a aplicação de Poincaré de (4-47) é

P (h0, ε) = h(2π, h0, ε)

= h0 +

∫ θ̄(h0,ε)

0

(
2∑
i=1

εiR+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

)
dτ

+

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

(
2∑
i=1

εiR−i (τ, h−(τ, h0, ε))

)
dτ +O(ε3).

Desde as equações (4-51), (4-52) e a equação acima podemos obter a função de

Averaging de primeira ordem. Com efeito, substituindo (4-52) em (4-51), para k = 2

tem-se

P (h0, ε) = h0 +
2∑
i=1

εifi(h0) +O(ε3).

Logo, igualando esta equação com a equação anterior, temos

2∑
i=1

εifi(h0) =

∫ θ̄(h0,ε)

0

(
2∑
i=1

εiR+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

)
dτ

+

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

(
2∑
i=1

εiR−i (τ, h−(τ, h0, ε))

)
dτ,

ou seja,

εf1(h0) + ε2f2(h0) =

∫ θ̄(h0,ε)

0

εR+
1 (τ, h+(τ, h0, ε))dτ +

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

εR−1 (τ, h−(τ, h0, ε))dτ

+

∫ θ̄(h0,ε)

0

ε2R+
2 (τ, h+(τ, h0, ε))dτ +

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

ε2R−2 (τ, h−(τ, h0, ε))dτ.

Então

εf1(h0) =

∫ θ̄(h0,ε)

0

εR+
1 (τ, h+(τ, h0, ε))dτ +

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

εR−1 (τ, h−(τ, h0, ε))dτ,
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de onde obtemos:

f1(h0) =

∫ θ̄(h0,ε)

0

R+
1 (τ, h+(τ, h0, ε))dτ +

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

R−1 (τ, h−(τ, h0, ε))dτ.

Note que h+(θ, h0, 0) = h0, e por tanto h+(θ, h, 0) = h. Assim, avaliando em h e

ε = 0 obtemos

f1(h) =

∫ θ̄(h,0)

0

R+
1 (θ, h)dθ +

∫ 2π

θ̄(h,0)

R−1 (θ, h)dθ =

∫ 2π

0

R1(θ, h)dθ.

Agora, derivando P (h0, ε) duas vezes com relação a ε obtemos f2(h). Com efeito,

escrevendo P (h0, ε) como

P (h0, ε) = h0 + F1(ε) + F2(ε) +O(ε3)

onde

F1(ε) =

∫ θ̄(h0,ε)

0

(
2∑
i=1

εiR+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

)
dτ,

F2(ε) =

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

(
2∑
i=1

εiR−i (τ, h−(τ, h0, ε))

)
dτ,

temos
∂2P (h0, ε)

∂ε2
=
d2F1(ε)

dε2
+
d2F2(ε)

dε2
+
d2O(ε3)

dε2
. (4-58)

Dai, usando o Teorema 1.4, obtem-se

dF1(ε)

dε
=

∫ θ̄(h0,ε)

0

∂

∂ε

(
2∑
i=1

εiR+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

)
dτ

+

(
2∑
i=1

εiR+
i (θ̄(h0, ε), h

+(θ̄(h0, ε), h0, ε))

)
∂θ̄(h0, ε)

∂ε
,

onde∫ θ̄(h0,ε)

0

∂

∂ε

(
2∑
i=1

εiR+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

)
dτ =

∫ θ̄(h0,ε)

0

(
2∑
i=1

iεi−1R+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

+ εiDhR
+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h+(τ, h0, ε)

∂ε

)
dτ.
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Logo,

dF1(ε)

dε
=

∫ θ̄(h0,ε)

0

(
2∑
i=1

iεi−1R+
i (τ, h+(τ, h0, ε)) + εiDhR

+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

× ∂h+(τ, h0, ε)

∂ε

)
dτ +

(
2∑
i=1

εiR+
i (θ̄(h0, ε), h

+(θ̄(h0, ε), h0, ε))

)
∂θ̄(h0, ε)

∂ε

e usando de novo o Teorema 1.4, temos

d2F1(ε)

dε2
=

∫ θ̄(h0,ε)

0

(
2∑
i=1

i(i− 1)εi−2R+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

+iεi−1DhR
+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h+(τ, h0, ε)

∂ε

+

(
iεi−1DhR

+
i (τ, h+(τ, h0, ε)) + εi

d

dh
(DhR

+
i (τ, h+(τ, h0, ε)))

)
∂h+(τ, h0, ε)

∂ε

+ εiDhR
+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

∂2h+(τ, h0, ε)

∂ε2

)
dτ

+

(
2∑
i=1

iεi−1R+
i (θ̄(h0, ε), h

+(θ̄(h0, ε), h0, ε))

+ εiDhR
+
i (θ̄(h0, ε), h

+(θ̄(h0, ε), h0, ε))
∂h+(θ̄(h0, ε), h0, ε)

∂ε

)
∂θ̄(h0, ε)

∂ε

+

(
2∑
i=1

iεi−1R+
i (τ, h+(τ, h0, ε)) + εiDhR

+
i (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h+(τ, h0, ε)

∂ε

)

× ∂θ̄(h0, ε)

∂ε
+

(
2∑
i=1

εiR+
i (θ̄(h0, ε), h

+(θ̄(h0, ε), h0, ε))

)
∂2θ̄(h0, ε)

∂ε2
.

(4-59)
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Assim, analogamente ao processo anterior, obtemos

d2F2(ε)

dε2
=

∫ 2π

θ̄(h0,ε)

(
2∑
i=1

i(i− 1)εi−2R−i (τ, h−(τ, h0, ε))

+iεi−1DhR
−
i (τ, h−(τ, h0, ε))

∂h−(τ, h0, ε)

∂ε

+

(
iεi−1DhR

−
i (τ, h−(τ, h0, ε)) + εi

d

dh
(DhR

−
i (τ, h−(τ, h0, ε)))

)

×∂h
−(τ, h0, ε)

∂ε
+ εiDhR

−
i (τ, h−(τ, h0, ε))

∂2h−(τ, h0, ε)

∂ε2

)
dτ

−

(
2∑
i=1

iεi−1R−i (θ̄(h0, ε), h
−(θ̄(h0, ε), h0, ε))

+ εiDhR
−
i (θ̄(h0, ε), h

−(θ̄(h0, ε), h0, ε))
∂h−(θ̄(h0, ε), h0, ε)

∂ε

)
∂θ̄(h0, ε)

∂ε

−

(
2∑
i=1

iεi−1R−i (τ, h−(τ, h0, ε)) + εiDhR
−
i (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h−(τ, h0, ε)

∂ε

)

×∂θ̄(h0, ε)

∂ε
−

(
2∑
i=1

εiR−i (θ̄(h0, ε), h
−(θ̄(h0, ε), h0, ε))

)
∂2θ̄(h0, ε)

∂ε2
.

(4-60)

Desta forma, avaliando (4-58) em (h, 0), pelas equações (4-59) e (4-60) temos

∂2P (h, 0)

∂ε2
=

∫ θ̄(h,0)

0

(
2DhR

+
1 (θ, h+(θ, h, 0))

∂h+(θ, h0, 0)

∂ε
+ 2R+

2 (θ, h+(θ, h, 0))

)
dθ

+2R+
1 (θ̄(h, 0), h+(θ̄(h, 0), h, 0))

∂θ̄(h, 0)

∂ε

+

∫ 2π

θ̄(h,0)

(
2DhR

−
1 (θ, h−(θ, h, 0))

∂h−(θ, h0, 0)

∂ε
+ 2R−2 (θ, h−(θ, h, 0))

)
dθ
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−2R−1 (θ̄(h, 0), h−(θ̄(h, 0), h, 0))
∂θ̄(h, 0)

∂ε
,

e como h+(θ, h, 0) = h, então

∂2P (h, 0)

∂ε2
=2

∫ θ̄(h,0)

0

(
DhR

+
1 (θ, h)

∂h+(θ, h, 0)

∂ε
+R+

2 (θ, h)

)
dθ

+2R+
1 (θ̄(h, 0), h+(θ̄(h, 0), h, 0))

∂θ̄(h, 0)

∂ε

+2

∫ 2π

θ̄(h,0)

(
DhR

−
1 (θ, h)

∂h−(θ, h)

∂ε
+R−2 (θ, h)

)
dθ

−2R−1 (θ̄(h, 0), h−(θ̄(h, 0), h, 0))
∂θ̄(h, 0)

∂ε
.

Daí que

∂2P (h, 0)

∂ε2
× 1

2
=

∫ θ̄(h,0)

0

(
R+

2 (θ, h) +DhR
+
1 (θ, h)

∂h+(θ, h, 0)

∂ε

)
dθ

+R+
1 (θ̄(h, 0), h+(θ̄(h, 0), h, 0))

∂θ̄(h, 0)

∂ε

+

∫ 2π

θ̄(h,0)

(
R−2 (θ, h) +DhR

−
1 (θ, h)

∂h−(θ, h)

∂ε

)
dθ

−R−1 (θ̄(h, 0), h−(θ̄(h, 0), h, 0))
∂θ̄(h, 0)

∂ε
.

Portanto,

f2(h) =

∫ θ̄(h,0)

0

(
R+

2 (θ, h) +DhR
+
1 (θ, h)

∂h+(θ, h, 0)

∂ε

)
dθ

+R+
1 (θ̄(h, 0), h+(θ̄(h, 0), h, 0))

∂θ̄(h, 0)

∂ε

+

∫ 2π

θ̄(h,0)

(
R−2 (θ, h) +DhR

−
1 (θ, h)

∂h−(θ, h)

∂ε

)
dθ

(4-61)
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−R−1 (θ̄(h, 0), h−(θ̄(h, 0), h, 0))
∂θ̄(h, 0)

∂ε
.

Observe que

θ = θ̄(h0, ε) = θ1(h̄(h0, ε)) = θ1(h+(θ̄(h0, ε), h0, ε)),

com h+(θ, h0, 0) = h0, então,

θ̄(h, 0) = θ1(h̄(h, 0)) = θ1(h+(θ̄(h, 0), h, 0)) = θ1(h).

Logo

∂θ̄(h, 0)

∂ε
=Dhθ1(h)

(
∂h+

∂θ̄
(θ̄(h, 0), h, 0)

∂θ̄

∂ε
(h, 0) +

∂h+

∂ε
(θ̄(h, 0), h, 0)

)

=Dhθ1(h)

(
∂h+

∂θ1

(θ1(h), h, 0)
∂θ1

∂ε
(h) +

∂h+

∂ε
(θ1(h), h, 0)

)

=Dhθ1(h)
∂h+

∂ε
(θ1(h), h, 0).

(4-62)

Derivando com relação a ε as equaçõs em (4-56) temos

∂h+

∂ε
(θ, h0, ε) =

∫ θ

0

(
R+

1 (τ, h+(τ, h0, ε)) + εDhR
+
1 (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h+

∂ε
(τ, h0, ε)

+ 2εR+
2 (τ, h+(τ, h0, ε)) + ε2DhR

+
2 (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h+

∂ε
(τ, h0, ε)

)
dτ

+
d

dε
O(ε3),

∂h−

∂ε
(θ, h0, ε) =

∫ θ̄(h0,ε)

0

(
R+

1 (τ, h+(τ, h0, ε)) + εDhR
+
1 (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h+

∂ε
(τ, h0, ε)

+ 2εR+
2 (τ, h+(τ, h0, ε)) + ε2DhR

+
2 (τ, h+(τ, h0, ε))

∂h+

∂ε
(τ, h0, ε)

)
dτ

+

∫ θ

θ̄(h0,ε)

(
R−1 (τ, h−(τ, h0, ε)) + εDhR

−
1 (τ, h−(τ, h0, ε))

∂h−

∂ε
(τ, h0, ε)
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+ 2εR−2 (τ, h−(τ, h0, ε)) + ε2DhR
−
2 (τ, h−(τ, h0, ε))

∂h−

∂ε
(τ, h0, ε)

)
dτ

+
d

dε
O(ε3).

Agora, avaliando em h e ε = 0 como θ̄(h, 0) = θ1(h), obtemos

∂h+

∂ε
(θ, h, 0) =

∫ θ

0

R+
1 (τ, h+(τ, h, 0))dτ =

∫ θ

0

R+
1 (τ, h)dτ

∂h−

∂ε
(θ, h, 0) =

∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h+(τ, h, 0))dτ +

∫ θ

θ1(h)

R−1 (τ, h−(τ, h, 0))dτ

=

∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ +

∫ θ

θ1(h)

R−1 (τ, h)dτ.

(4-63)

Dado que h satisfaz h(θ̄(h0, ε), h0, ε) = h+(θ̄(h0, ε), h0, ε) quando h = h−, isto é,

h−(θ̄(h0, ε), h0, ε) = h+(θ̄(h0, ε), h0, ε) e θ1(h) = θ̄(h, 0), mais ainda, de acordo com

(4-55), θ = θ1(h) e, lembrando que h+(θ, h, 0) = h, temos que h−(θ1(h), h, 0) =

h+(θ1(h), h, 0) = h.

Com a informação acima e substituindo (4-62) e (4-63) em (4-61), obtemos a função

de Averaging de segunda ordem como segue:

f2(h) =

∫ θ1(h)

0

(
R+

2 (θ, h) +DhR
+
1 (θ, h)

∫ θ

0

R+
1 (τ, h)dτ

)
dθ +

∫ 2π

θ1(h)

(
R−2 (θ, h)

+ DhR
−
1 (θ, h)

(∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ +

∫ θ

θ1(h)

R−1 (τ, h)dτ

))
dθ

+(R+
1 (θ1(h), h)−R−1 (θ1(h), h))Dhθ1(h)

∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ,

logo,

f2(h) =

∫ θ1(h)

0

(
R+

2 (θ, h) +DhR
+
1 (θ, h)

∫ θ

0

R+
1 (τ, h)dτ

)
dθ

+

∫ 2π

θ1(h)

(
R−2 (θ, h) +DhR

−
1 (θ, h)

(∫ θ

0

R1(τ, h)dτ

))
dθ
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+(R+
1 (θ1(h), h)−R−1 (θ1(h), h))Dhθ1(h)

∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ,

�nalmente

f2(h) =

∫ 2π

0

(
R2(θ, h) +DhR1(θ, h)

∫ θ

0

R1(τ, h)dτ

)
dθ

+(R+
1 (θ1(h), h)−R−1 (θ1(h), h))Dhθ1(h)

∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ.

(4-64)

4.2.2 Teoria do Averaging para Campos Suaves por Partes

Em seguida, estabelecemos a teoria do Averaging para a equação (4-47).

Para isso, provamos primeiro um resultado fundamental.

Considere uma equação diferencial 2π periódica, de�nida em duas partes, de classe

C∞ em cada uma dessas partes, de dimensão (n− 1), dada por

dv

dθ
= R(θ, w)− R̄(w), (4-65)

onde v, w ∈ V ⊂ Rn−1,

R(θ, w) =

{
R+(θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w)

R−(θ, w), θ1(w) ≤ θ ≤ 2π,

R̄(w) =
1

2π

∫ 2π

0

R(θ, w)dθ =
1

2π

(∫ θ1(w)

0

R+(θ, w)dθ +

∫ 2π

0

R−(θ, w)dθ

)

com θ1(w), R±(θ, w) ∈ C∞, R(θ, w) é de�nida em duas partes, C∞ em cada uma

dessas partes e 2π periódica na variável θ. Em (4-65) tomamos w como um parâmetro

vetorial. Note que o lado direito de (4-65) é independente de v, então, temos o

seguinte:

Lema 4.11. A equação (4-65) tem uma única solução v(θ, w), 2π periódica, de�nida

em duas partes, C∞ em cada uma dessas partes, satisfazendo v(0, w) = 0.

Demonstração. Resolvendo a equação diferencial (4-65) obtemos

v(θ, w) =


v+(θ, w) =

∫ θ
0

(R+(θ, w)− R̄(w))dθ, 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

v−(θ, w) = v+(θ1(w), w) +
∫ θ
θ1(w)

(R−(θ, w)− R̄(w))dθ, θ1(w) < θ ≤ 2π.

(4-66)
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Note que R+ e R− são C∞. Então as funções R̄ e v± são C∞. Além disso,

v(2π,w) =v+(θ1(w), w) +

∫ 2π

θ1(w)

(R−(θ, w)− R̄(w))dθ

=

∫ θ1(w)

0

(R+(θ, w)− R̄(w))dθ +

∫ 2π

θ1(w)

(R−(θ, w)− R̄(w))dθ

=

∫ 2π

0

R(θ, w)dθ − 2πR̄(w),

e pela de�nição de R̄(w) temos

v(2π,w) =

∫ 2π

0

R(θ, w)dθ − 2π.
1

2π

(∫ θ1(w)

0

R+(θ, w)dθ +

∫ 2π

θ1(w)

R−(θ, w)dθ

)

=

∫ 2π

0

R(θ, w)dθ −
∫ 2π

0

R(θ, w)dθ

=0.

Portanto, a solução v(θ, w) é 2π periódica. Isto prova o lema.

Voltemos à equação (4-47). Para qualquer conjunto compacto V1 ⊂ V , existe

ε0 > 0 tal que a função R dada por (4-48) está bem de�nida para h ∈ V1 e 0 < ε ≤ ε0

e é C∞ para 0 ≤ θ ≤ θ1(h) e θ1(h) < θ ≤ 2π respectivamente. Então temos o seguinte

teorema de Averaging para a equação (4-47).

Teorema 4.12. Para qualquer inteiro k ≥ 1, existe uma transformação 2π periódica

de�nida em duas partes, C∞ em cada uma dessas partes, dada por

h = w +
k∑
i=1

εiϕi(θ, w), (4-67)

onde ϕi(0, w) = 0, e

ϕi(θ, w) =

{
ϕ+
i (θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w)

ϕ−i (θ, w), θ1(w) < θ ≤ 2π,

com ϕ±i sendo C∞, tal que a equação (4-47) pode ser transformada em

dw

dθ
=

k∑
i=1

εiR̄i(w) + εk+1R̄k+1(θ, w, ε), (4-68)

onde R̄i(w) ∈ C∞ para w ∈ V , e R̄k+1(θ, w, ε) é de�nida em duas partes, C∞ em

cada uma dessas partes e dada como
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R̄k+1(θ, w, ε) =

{
R̄+
k+1(θ, w, ε), 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

R̄−k+1(θ, w, ε), θ1(w) < θ ≤ 2π.

Demonstração. Como no caso suave, o ponto chave é encontrar a transformação

(4-67). Agora, se (4-67) existe, então

dh

dθ
=
dw

dθ
+

k∑
i=1

εi
(
Dθϕi(θ, w) +Dwϕi(θ, w)

dw

dθ

)
,

=
dw

dθ
+

k∑
i=1

εiDθϕi(θ, w) +
dw

dθ

k∑
i=1

εiDwϕi(θ, w),

=

(
1 +

k∑
i=1

εiDwϕi(θ, w)

)
dw

dθ
+

k∑
i=1

εiDθϕi(θ, w).

(4-69)

Usamos (4-69) para encontrar cada ϕi. Assim

dw

dθ
=

dh
dθ
−
∑k

i=1 ε
iDθϕi(θ, w)

1 +
∑k

i=1 ε
iDwϕi(θ, w)

,

onde Dwϕi e Dθϕi são dados respectivamente por

Dwϕi(θ, w) =

{
Dwϕ

+
i (θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

Dwϕ
−
i (θ, w), θ1(w) < θ ≤ 2π,

Dθϕi(θ, w) =

{
Dθϕ

+
i (θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

Dθϕ
−
i (θ, w), θ1(w) < θ ≤ 2π.

Agora, pela equação (4-49) temos

dw

dθ
=

∑k
i=1 ε

iRi(θ, h) + εk+1R±k+1(θ, h, ε)−
∑k

i=1 ε
iDθϕi(θ, w)

1 +
∑k

i=1 ε
iDwϕi(θ, w)

(4-70)

e expandindo em série de Taylor em termos de ε obtemos

dw

dθ
=ε(R1(θ, w)−Dθϕ1(θ, w)) + ε2(Ψ1(θ, w)−Dθϕ2(θ, w))

+...+ εk(Ψk−1(θ, w)−Dθϕk(θ, w)) +O(εk+1),

onde Ψj está de�nida em duas partes, de classe C∞ em cada uma dessas partes e é

independente de ϕl, com j + 1 ≤ l ≤ k, j = 1, 2, ..., k − 1. Por exemplo, temos

Ψ1(θ, w) = R2(θ, w) +DwR1(θ, w)ϕ1(θ, w) +Dwϕ1(θ, w)(Dθϕ1(θ, w)−R1(θ, w)).
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A seguir, só precisamos provar que existem funções de classe C∞, R̄1(w), ..., R̄k(w),

tais que as equações diferenciais de primeira ordem em ϕ1, ..., ϕk,

R1(θ, w)−Dθϕ1(θ, w) = R̄1(w),

Ψj−1(θ, w)−Dθϕj(θ, w) = R̄j(w),
(4-71)

j = 2, ..., k, têm soluções periódicas ϕ1, ..., ϕk, respectivamente.

De fato, da equação (4-71) temos

Dθϕ1(θ, w) = R1(θ, w)− R̄1(w),

Dθϕj(θ, w) = Ψj−1(θ, w)− R̄j(w),
(4-72)

e observe que pela equação (4-70), R1(θ, w) é 2π periódica em θ, de�nida em duas

partes e C∞ em cada parte, pois as fórmulas (4-47) e (4-49) garantem isso. Portanto,

Dθϕ1(θ, w) é 2π periódica, de�nida em duas partes e C∞ em cada uma dessas partes.

Assim, pelo Lema 4.11 temos que Dθϕ1(θ, w) tem uma única solução ϕ1(θ, w),

2π periódica de�nida em duas partes, de classe C∞ em cada uma dessas partes,

satisfazendo ϕ1(0, w) = 0 e denotada por

ϕ1(θ, w) =

{
ϕ+

1 (θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

ϕ−1 (θ, w), θ1(w) < θ ≤ 2π,

com ϕ±1 sendo C∞. Além disso, por (4-72)

ϕ1(θ, w) =

∫ θ

0

(R1(θ, w)− R̄1(w))dθ

=

∫ θ

0

R1(θ, w)dθ −
∫ θ

0

R̄1(w)dθ

=

∫ θ

0

R1(θ, w)dθ − θR̄1(w),

assim, R̄1 é C∞ e

R̄1(w) =
1

θ

∫ θ

0

R1(θ, w)dθ − 1

θ
ϕ1(θ, w).

Tomando θ = 2π, dado que ϕ1(2π,w) = 0 obtemos

R̄1(w) =
1

2π

∫ 2π

0

R1(θ, w)dθ − 1

2π
ϕ1(2π,w)

=
1

2π

∫ 2π

0

R1(θ, w)dθ.



4.2 Método do Averaging de Ordem Superior 85

Pela de�nição de Ψ1 temos que Ψ1 é 2π periódica em θ, de�nida em duas partes e

C∞ em cada uma dessas partes. Assim, para j = 2 na segunda equação de (4-72)

temos que Dθϕ2(θ, w) é 2π periódica em θ, de�nida em duas partes e C∞ em cada

uma dessas partes. Portanto, utilizando novamente o lema anterior, Dθϕ2(θ, w) tem

uma única solução, 2π periódica, de�nida em duas partes e C∞ em cada uma dessas

partes, satisfazendo ϕ2(0, w) = 0, dada por

ϕ2(θ, w) =

{
ϕ+

2 (θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

ϕ−2 (θ, w), θ1(w) < θ ≤ 2π.

Através de (4-72) obtemos

ϕ2(θ, w) =

∫ θ

0

(Ψ1(θ, w)− R̄2(w))dθ

=

∫ θ

0

Ψ1(θ, w)dθ −
∫ θ

0

R̄2(w)dθ

=

∫ θ

0

Ψ1(θ, w)dθ − θR̄2(w),

avaliando em θ = 2π e dado que ϕ2(2π,w) = 0 concluímos que

R̄2(w) =
1

2π

∫ 2π

0

Ψ1(θ, w)dθ − 1

2π
ϕ2(2π,w)

=
1

2π

∫ 2π

0

Ψ1(θ, w)dθ,

sendo R̄2 de classe C∞. Agora, procedendo por indução, supunhamos que o resultado

é válido para j = k − 1, isto é,

Dθϕk−1(θ, w) = Ψk−2(θ, w)− R̄k−1(w)

tem uma única solução ϕk−1(θ, w), 2π periódica, de�nida em duas partes e C∞ em

cada uma dessas partes, satisfazendo que ϕk−1(0, w) = 0 e denotada por

ϕk−1(θ, w) =

{
ϕ+
k−1(θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

ϕ−k−1(θ, w), θ1(w) < θ ≤ 2π,

com ϕ±k−1 sendo C∞ e R̄k−1(w) dada por

R̄k−1(w) =
1

2π

∫ 2π

0

Ψk−2(θ, w)dθ.

Onde, Ψk−2(θ, w) é 2π periódica em θ, de�nida em duas partes e C∞ em cada uma
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dessas partes.

Mostremos que o resultado é válido para j = k. Com efeito, dado que Ψk−2(θ, w) é

2π periódica em θ, de�nida em duas partes e C∞ em cada uma dessas partes, como

antes, para j = k na segunda equação de (4-72), Dθϕk(θ, w) é 2π periódica em θ,

de�nida em duas partes e C∞ em cada uma dessas partes. Portanto, utilizando o

Lema 4.11,Dθϕk(θ, w) tem uma única solução 2π periódica, de�nida em duas partes,

de classe C∞ em cada uma dessas partes e satisfazendo ϕk(0, w) = 0. Com

ϕk(θ, w) =

{
ϕ+
k (θ, w), 0 ≤ θ ≤ θ1(w),

ϕ−k (θ, w), θ1(w) < θ ≤ 2π,

e de, (4-72)

ϕk(θ, w) =

∫ θ

0

(Ψk−1(θ, w)− R̄k(w))dθ

=

∫ θ

0

Ψk−1(θ, w)dθ −
∫ θ

0

R̄k(w)dθ

=

∫ θ

0

Ψk−1(θ, w)dθ − θR̄k(w).

Avaliando a expressão acima em θ = 2π, e dado que ϕk(2π,w) = 0, obtemos

R̄k(w) =
1

2π

∫ 2π

0

Ψk−1(θ, w)dθ − 1

2π
ϕk(2π,w)

=
1

2π

∫ 2π

0

Ψk−1(θ, w)dθ.

Portanto temos que o resultado é válido para j = k. Isto é, mostramos que

existem funcões R̄1, . . . , R̄k, C∞, tais que as equações diferenciais (4-72) têm soluções

periódicas ϕ1, . . . , ϕk. Assim, a prova está completa.



CAPÍTULO 5

Equivalência entre o Método de Melnikov e

o Método de Averaging

Sabe-se que o método de Melnikov é equivalente ao método de Averaging

para estudar o número de ciclos limite de sistemas diferenciais analíticos planares (ou

C∞) quase-Hamiltonianos, veja [12]. Neste capítulo seguindo [17], na primeira seção,

apresentamos a relação entre a aplicação de Poincaré P e a função de bifurcação F

e na segunda seção, apresentamos o resultado principal que é a equivalência entre

o método de Melnikov e o método de Averaging para sistemas suaves por partes

quase- integráveis de�nidos em dimensão n, n ≥ 2.

5.1 A Relação entre a Aplicação de Poincaré P e a

Função de Bifurcação F

Apresentamos agora, o lema que estabelece a relação entre a aplicação de

Poincaré P , da equação (4-47) e a função F . Mais ainda, estabelecemos a aplicação

de Poincaré para a equação (4-68).

Lema 5.1. A função F dada em (4-2) e (4-3) e a aplicação de Poincaré P dado

em (4-51) e (4-52) têm a seguinte relação

P (h, ε)− h = εF (h, ε), h ∈ V. (5-1)

Demonstração. Seja (θ̃(t, h0, ε), h̃(t, h0, ε)) a solução das equações (4-39) e (4-40)

satisfazendo θ̃(0, h0, ε) = 0, h̃(0, h0, ε) = h0. Já que θ̃(0, h0, 0) = 0, temos

∂θ̃

∂t
(0, h0, 0) =

2π

T (h)
6= 0,
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a função θ = θ̃(t, h0, ε) tem inversa em t, denotada por t = φ(θ, h0, ε). Seja

τ(h0, ε) = φ(2π, h0, ε). Além disso, temos

h(θ, h0, ε) = h̃(φ(θ, h0, ε), h0, ε), (5-2)

onde h(θ, h0, ε) é a solução da equação (4-47). De outro lado, seja x(t, h0, ε) a solução

do sistema (4-1) satisfazendo

x(0, h0, ε) = A(h0) = q+(0, h0) = q(0, h0).

Desde a equação (4-38) obtemos

x(t, h0, ε) = G(θ̃(t, h0, ε), h̃(t, h0, ε)).

Além disso, com t = τ(h0, ε) = φ(2π, h0, ε)

x(τ, h0, ε) =G(θ̃(τ, h0, ε), h̃(τ, h0, ε))

=G(θ̃(φ(2π, h0, ε), h0, ε), h̃(φ(2π, h0, ε), h0, ε)).

Como φ é a inversa de θ̃ em t, da equação (5-2), da de�nição de G e q temos

x(τ, h0, ε) =G(2π, h(2π, h0, ε))

=q

(
T (h)

2π
2π, h(2π, h0, ε)

)
=q (T (h), h(2π, h0, ε))

=q (0, h(2π, h0, ε))

=A(h(2π, h0, ε)).

Isto implica que x(τ, h0, ε) pertence ao hiperplano x1 = 0, isto é, a órbita através do

ponto (0, h0, ε) ∈ x1 ∩ Lh em t = 0, intercepta novamente o hiperplano x1 = 0 em

t = τ . Pela de�nição de Aε(h) temos que τ(h, ε) é o tempo que a órbita ÂBε ∪ B̂εAε

vai de A(h) a Aε(h). Portanto, das informações acima e da equação (4-51)

Aε(h0) = A(h(2π, h0, ε)) = A(P (h0, ε)).

Como H+(A(h)) = h para h ∈ V , então H+(A(P )) = P para P ∈ V . Portanto,

segue que

P (h, ε)− h =H+(A(P ))−H+(A(h)) = H+(Aε(h))−H+(A(h))

=εF (h, ε),
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como queríamos provar.

Por outro lado, temos que a aplicação de Poincaré da equação (4-68) é da

forma

P̄ (w0, ε) = w0 + 2πεkR̄k(w0) +O(εk+1).

Com efeito, suponha que para um dado inteiro k ≥ 1,

R̄k(w) 6= 0, R̄j(w) = 0, j = 1, ..., k − 1, (5-3)

para todo w ∈ V. Além disso, denote por w(θ, w0, ε), a solução da equação (4-68)

satisfazendo w(0, w0, ε) = w0. Sua expansão em série de Taylor é da forma

w(θ, w0, ε) = w0 +
∑
j≥1

εjWj(θ, w0). (5-4)

Como w(0, w0, ε) = w0, pela equação (5-4), Wj(0, w0) = 0, j ≥ 1. Derivando (5-4) e

substituindo em (4-68) obtemos

k∑
i=1

εiDθWi(θ, w0) =
k∑
i=1

εiR̄i(w0) + εk+1R̄k+1(θ, w0, ε).

Logo
k∑
i=1

εiDθWi(θ, w0) =
k∑
i=1

εiR̄i(w0).

Integrando a equação acima com relação ao θ, obtemos

k∑
i=1

εiWi(θ, w0) =
k∑
i=1

εiθR̄i(w0),

e por (5-3) segue que

Wk(θ, w0) = θR̄k(w0), Wj(θ, w0) = 0, j = 1, ...k − 1.

Portanto, da equação acima e de (5-4) tem-se

w(θ, w0, ε) =w0 + εkθR̄k(w0) +
∑
j≥k+1

εjWj(θ, w0)

=w0 + εkθR̄k(w0) +O(εk+1).

Finalmente, com θ = 2π temos a aplicação de Poincaré para a equação (4-68):

P̄ (w0, ε) = w(2π,w0, ε) = w0 + 2πεkR̄k(w0) +O(εk+1). (5-5)
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5.2 Equivalência entre os métodos de Melnikov e

Averaging

A seguir apresentamos o resultdo principal devido a Liu-Han-Li em [17],

que estabelece não apenas a equivalência do método de Melnikov e o método de

Averaging, mas também a relação entre as aplicações de Poincaré das equações

(4-47) e (4-68).

Teorema 5.2. As condições em (5-3) são válidas se, e somente se, a aplicação de

Poincaré P (h0, ε) da equação (4-47) dada por (4-51) e (4-52) satisfaz

fk 6≡ 0, fj ≡ 0, j = 1, ..., k − 1.

Além disso, se as condições em (5-3) são válidas, então a função de Melnikov de

ordem k, Mk, de�nida em (4-3), a função de Averaging de ordem k, fk, de�nida em

(4-52), e a função R̄k de�nida em (4-68) satisfazem

2πR̄k(h) = fk(h) = Mk(h).

Demonstração. Seja

φk(θ, w, ε) =
k∑
i=1

εi−1ϕi(θ, w), (5-6)

então por (5-6) e por (4-67) segue que

h(θ, h0, ε) = w(θ, w0, ε) + εφk(θ, w(θ, w0, ε), ε), h0 = w0 + εφk(0, w0, ε).

Dado que ϕi é a solução de Dθϕi(θ, w), a qual pelo Lema 4.11 é 2π periódica em θ,

temos que φk(θ, w, ε) é 2π periódica em θ. Então,

P (h0, ε) = h(2π, h0, ε) = w(2π,w0, ε) + εφk(2π,w(2π,w0, ε), ε).

Logo, por (5-5),temos

P (h0, ε) =P̄ (w0, ε) + εφk(2π, P̄ (w0, ε), ε)

=P̄ (w0, ε) + εφk(0, P̄ (w0, ε), ε).
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Assim,

P (h0, ε)− h0 =P̄ (w0, ε) + εφk(0, P̄ (w0, ε), ε)− w0 − εφk(0, w0, ε)

=P̄ (w0, ε)− w0 + εφk(0, P̄ (w0, ε), ε)− εφk(0, w0, ε)

=P̄ (w0, ε)− w0 + ε(φk(0, P̄ (w0, ε), ε)− φk(0, w0, ε)).

Usando o Teorema 1.1 (Teorema do Valor Médio), temos

φk(0, P̄ (w0, ε), ε)− φk(0, w0, ε) = O(ε)(P̄ (w0, ε)− w0),

logo

P (h0, ε)− h0 = (P̄ (w0, ε)− w0)(1 +O(ε)). (5-7)

Substituindo as equações (4-51), (4-52) e (5-5) em (5-7) temos

k∑
j=1

εjfi(h) +O(εk+1) =εk2πR̄k(w) +O(εk+1) + (εk2πR̄k(w) +O(εk+1))O(ε)

=εk2πR̄k(w) +O(εk+1),
k−1∑
j=1

εjfj(h) + εkfk(h) +O(εk+1) =εk2πR̄k(w) +O(εk+1).

Daí
k−1∑
j=1

fj(h) = 0, fk(h) = 2πR̄k(w)

se, e somente se,

fj(h) = R̄j(w) = 0, fk(h) = Rk(w) 6= 0, j = 1, ..., k − 1.

Além disso, por (4-51) e (4-52) concluimos

P (h, ε) = h(2π, h, ε) = h+
k∑
i=1

εifi(h) +O(εk+1).

Aplicando o Lema 5.1, usando (4-3) e a equação acima, segue-se que

k∑
i=1

εiMi(h) +O(εk+1) =
k∑
i=1

εifi(h) +O(εk+1).

Portanto

Mi(h) = fi(h), 1 ≤ i ≤ k. (5-8)
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Agora, se as condições (5-3) são satisfeitas, combinando (5-5), (5-7) e (5-8) obtemos

2πR̄k(h) = fk(h) = Mk(h).

Observação 5.3. Podemos provar queMi(h) = fi(h) para o caso i = 1 diretamente.

Desde (4-53) e a expressão de R1(θ, h), temos

f1(h) =

∫ 2π

0

R1(θ, h)dθ =

∫ θ1(h)

0

R+
1 (θ, h)dθ +

∫ 2π

θ1(h)

R−1 (θ, h)dθ

=

∫ θ1(h)

0

T (h)

2π
DH+(G+)g+(G+)dθ

+

∫ 2π

θ1(h)

T (h)

2π
DH+(A)

[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−)dθ.

Reescrevendo a expressão para G+ e G−:

G+(θ, h) = q+

(
T (h)

2π
θ, h

)
, G−(θ, h) = q−

(
T (h)

2π
θ, h

)
,

e lembrando que t = T (h)
2π
θ implica que

t = T (h)
2π

(0) = 0,

t = T (h)
2π
θ1(h) = T1(h),

t = T (h)
2π

2π = T (h),

dθ = 2π
T (h)

dt,

temos que a função de Averaging de primeira ordem é dada por

f1(h) =

∫ T1(h)

0

T (h)

2π
DH+(G+)g+(G+)

2π

T (h)
dt

+

∫ T (h)

T1(h)

T (h)

2π
DH+(A)

[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−)
2π

T (h)
dt

=

∫
ÂB

DH+g+dt+DH+(A)
[
DH−(A)

]−1
∫
B̂A

DH−g−dt.

(5-9)

Por (4-6) e (5-9) obtemos M1(h) = f1(h).



CAPÍTULO 6

Função Melnikov de Segunda Ordem para

Sistemas Quase-Hamiltonianos Suaves por

partes Perturbados

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados da teoria de bifurcações

relacionados ao número de soluções periódicas. Assim, apresentamos o estudo da

função de Melnikov de segunda ordem para um sistema planar quase-Hamiltoniano

suave por partes feito em [17].

Os lemas a seguir dados em [10, 14] tratam sobre o número de soluções perió-

dicas da equação (4-47).

Lema 6.1. Considere a equação periódica (4-47) para o caso n = 1. Se existem

inteiros k e m tais que

f1 ≡ ... ≡ fk−1 ≡ 0, fk 6≡ 0,

e fk tem no máximo m zeros contados de acordo com suas multiplicidades, então

para qualquer intervalo fechado I ⊂ V existe uma constante ε1 = ε1(I) > 0 tal que

para todo 0 < |ε| < ε1, a equação periódica (4-47) tem no máximo m soluções 2π

periódicas em I.

Lema 6.2. Considere a equação periódica (4-47) para o caso n ≥ 2. Assuma que

R(θ, h, ε) dada em (4-48) é analítica por partes e que θ1(h) é analítica para h ∈ V .

Se existem inteiros k e m tais que

f1 ≡ ... ≡ fk−1 ≡ 0, fk 6≡ 0,

e fk tem no máximo m zeros contados de acordo com suas multiplicidades, então

para qualquer conjunto compacto I ⊂ V existe uma constante ε1 = ε1(I) > 0 tal que

para todo 0 < |ε| < ε1, a equação periódica (4-47) tem no máximo m soluções 2π

periódicas em I.
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Agora usamos o Lema 4.10 e o Teorema 5.2 para obter a expressão da função

Melnikov de segunda ordem. Consideremos o sistema planar suave por partes da

forma (
ẋ

ẏ

)
=



(
H+
y (x, y) + εf+(x, y)

−H+
x (x, y) + εg+(x, y)

)
, x ≥ 0,(

H−y (x, y) + εf−(x, y)

−H−x (x, y) + εg−(x, y)

)
, x < 0,

(6-1)

onde ε > 0 é um parâmetro pequeno, as funções H±, f± e g± são suaves C∞.

Teorema 6.3. Sob as condições (H1)-(H3), se M1 ≡ 0, a função de Melnikov de

segunda ordem do sistema (6-1) tem a seguinte forma

M2(h) =
T (h)

2π

∫ θ1(h)

0

[
−T (h)

2π
(H+

y g
+ +H+

x f
+)α+(θ, h)(f+, g+)T +

(
T
′
(h)

2π

(
H+
y g

+

+ H+
x f

+
)

+
T (h)

2π

(
g+(H+

xy, H
+
yy) + f+(H+

xx, H
+
xy) +H+

y (g+
x , g

+
y )

+ H+
x (f+

x , f
+
y )
)
DhG

+
) ∫ θ

0

(H+
y g

+ +H+
x f

+)dτ

]
dθ

+
T (h)H+

y (A)

2πH−y (A)

∫ 2π

θ1(h)

[
−T (h)

2π
(H−y g

− +H−x f
−)α−(θ, h)(f−, g−)T

+

(
T
′
(h)H+

y (A)

2πH−y (A)

(
H−y g

− +H−x f
−)+

T (h)H+
y (A)

2πH−y (A)

(
g−(H−xy, H

−
yy)

+ f−(H−xx, H
−
xy) +H−y (g−x , g

−
y ) +H−x (f−x , f

−
y )
)
DhG

− +
T (h)

2π
(H−y g

− +H−x f
−)

×
(

H+
yy(A)

H−y (A)H+
y (A)

−
H−yy(A)

(H−y (A))2

))(∫ θ1(h)

0

H−y (A)

H+
y (A)

(H+
y g

+ +H+
x f

+)dτ

+

∫ θ

θ1(h)

(H−y g
− +H−x f

−)dτ

)]
dθ
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+
1

2π
(T
′

1T (h)− T1(h)T
′
(h))

(
H+
x (G+(θ1(h), h))f+(G+(θ1(h), h))

+H+
y (G+(θ1(h), h))g+(G+(θ1(h), h))

−
H+
y (A)

H−y (A)

(
H−x (G−(θ1(h), h))f−(G−(θ1(h), h))

+ H−y (G−(θ1(h), h))g−(G−(θ1(h), h))
)) ∫ θ1(h)

0

(H+
x f

+ +H+
y g

+)dθ,

(6-2)

onde θ1(h) = T1(h)
T (h)

2π, G±(θ, h) é de�nida em (4-53) e α±(θ, h) está de�nida no

Lema 4.7.

Demonstração. Usando o Teorema 5.2 e a equação (4-54), sabemos que a função

de Melnikov de segunda ordem, M2(h) = f2(h) do sistema (6-1) é dada por

M2(h) =

∫ θ1(h)

0

(
R+

2 (θ, h) +DhR
+
1 (θ, h)

∫ θ

0

R+
1 (τ, h)dτ

)
dθ +

∫ 2π

θ1(h)

(
R−2 (θ, h)

+ DhR
−
1 (θ, h)

(∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ +

∫ θ

θ1(h)

R−1 (τ, h)dτ

))
dθ

+(R+
1 (θ1(h), h)−R−1 (θ1(h), h))Dhθ1(h)

∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ.

(6-3)

Desde (4-50) temos

R+
1 (θ, h) =

T (h)

2π
(H+

x (G+), H+
y (G+))(f+(G+), g+(G+))

=
T (h)

2π
(H+

x (G+)f+(G+) +H+
y (G+)g+(G+)),

R−1 (θ, h) =
T (h)H+

y (A)

2πH−y (A)
(H−x (G−)f−(G−) +H−y (G−)g−(G−)),
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R+
2 (θ, h) =− T (h)2

4π2
DH+(G+)g+(G+)α+(θ, h)g+(G+)

=− T (h)2

4π2
(H+

x (G+)f+(G+) +H+
y (G+)g+(G+))

× α+(θ, h)(f+(G+), g+(G+))T ,

R−2 (θ, h) =−
T 2(h)H+

y (A)

4π2H−y (A)
(H−x (G−)f−(G−) +H−y (G−)g−(G−))

× α−(θ, h)(f−(G=), g−(G−))T .

Note que, H+(G+(θ, h)) = H+(A(h)) = h e A(h) = (0, a2)T , implicam que

DH+(G+)DhG
+ = DH+(A)DhA(h) = H+

y (A)a
′

2(h) = 1. (6-4)

Segue-se de (6-4) que

a
′

2(h) =
1

H+
y (A)

. (6-5)

Então diferenciando R+
1 e R−1 com relação a h, diretamente, temos

DhR
+
1 (θ, h) =

T ′(h)

2π
[H+

y (G+)g+(G+) +H+
x (G+)f+(G+)]

+
T (h)

2π

[
g+(G+)(H+

xy(G
+)DhG

+ +H+
yy(G

+)DhG
+)

+H+
y (G+)(g+

x (G+)DhG
+, g+

y (G+)DhG
+) + f+(G+)

×
(
H+
xx(G

+)DhG
+ +H+

yx(G
+)DhG

+
)

+H+
x (G+)

× (f+
x (G+)DhG

+, f+
y (G+)DhG

+)
]

=
T ′(h)

2π
[H+

y g
+ +H+

x f
+] +

T (h)

2π

[
g+(H+

xy +H+
yy)

+ H+
y (g+

x , g
+
y ) + f+

(
H+
xx +H+

yx

)
+H+

x (f+
x , f

+
y )
]
Dh(G

+)

(6-6)
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e

DhR
−
1 (θ, h) =

[
(T ′(h)H+

y (A) + T (h)H+
yy(A)a′2(h))2πH−y (A)

(2πH−y (A))2

−
T (h)H+

y (A)2πH−yy(A)a′2(h)

(2πH−y (A))2

]
(g−H−y + f−H−x ) +

T (h)H+
y (A)

2πH−y (A)

×[g−(H−xy, H
−
yy) + f−(H−xx, H

−
xy) +H−y (g−x , g

−
y ) +H−x (f−x , f

−
y )]DhG

−

=
T ′(h)H+

y (A)

2πH−y (A)
(H−y g

− +H−x f
−) +

T (h)H+
y (A)

2πH−y (A)

[
g−(H−xy, H

−
yy)

+ f−(H−xx, H
−
xy) +H−y (g−x , g

−
y ) +H−x (f−x , f

−
y )
]
DhG

−

+
T (h)(H−y (A)H+

yy(A)−H+
y (A)H−yy(A))

2πH+
y (A)(H−y (A))2

(H−y g
− +H−x f

−).

Além disso, lembrando que θ1(h) = T1(h)
T (h)

2π, temos

Dhθ1(h) =
T ′1(h)T (h)− T1T

′(h)

T 2(h)
2π. (6-7)

Substituindo (6-6) e (6-7) em (6-3) obtemos M2(h) para o sistema (6-1).

Observação 6.4. Neste caso, a transformação G(θ, h) pode ser escrita na forma

G(θ, h) =

{
G+(θ, h), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

G−(θ, h), θ1(h) ≤ θ ≤ 2π,

onde G+(θ, h) = (G+
1 (θ, h), G+

2 (θ, h))T e G−(θ, h) = (G−1 (θ, h), G−2 (θ, h))T . Então o

vetor α(θ, h) de dimensão 1× 2, tem a seguinte forma

α(θ, h) =


2π

T (h)
(DhG

+
2 ,−DhG

+
1 ), 0 ≤ θ ≤ θ1(h),

2πH+
y (A)

T (h)H−y (A)
(DhG

−
2 ,−DhG

−
1 ), θ1(h) ≤ θ ≤ 2π,
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Podemos provar que

α(θ, h)DhG(θ, h) = 0, α(θ, h)DθG(θ, h) = 1.

De fato, lembrando que neste caso f±(G±) = (H±y (G±),−H±x (G±)) e usando (4-34),

temos para θ ∈ [0, θ1(h)]

DθG
+ =

T (h)

2π
(H+

y (G+),−H+
x (G+))T ,

logo,

α(θ, h)DhG
+ =

2π

T (h)
(DhG

+
2 ,−DhG

+
1 )(DhG

+
1 , DhG

+
2 )T

=
2π

T (h)
(DhG

+
2 DhG

+
1 −DhG

+
1 DhG

+
2 )T

=0,

α(θ, h)DθG
+ =

2π

T (h)
(DhG

+
2 ,−DhG

+
1 )
T (h)

2π
(H+

y (G+),−H+
x (G+))T

=(DhG
+
2 ,−DhG

+
1 )DH+(G+)

=DH+(G+)DhG
+

=1.

Similarmente, usando (4-37) temos para θ ∈ (θ1(h), 2π]

DθG
− =

T (h)

2π
(H−y (G−),−H−x (G−))T .

Assim,

α(θ, h)DhG
− =

2πH+
y (A)

T (h)H−y (A)
(DhG

−
2 ,−DhG

−
1 )(DhG

−
1 , DhG

−
2 )T

=
2πH+

y (A)

T (h)H−y (A)
(DhG

−
2 DhG

−
1 −DhG

−
1 DhG

−
2 )T

=0,

α(θ, h)DθG
− =

2πH+
y (A)

T (h)H−y (A)
(DhG

−
2 ,−DhG

−
1 )
T (h)

2π
(H−y (G−),−H−x (G−))T

=
H+
y (A)

H−y (A)
(DhG

+
2 ,−DhG

+
1 )DH+(G+)

=
H+
y (A)

H−y (A)
DH−(G−)DhG

−.
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Agora note que H−(G−(θ, h)) = H−(A(h)), então, DH−(G−)DhG
− =

DH−(A(h))DhA(h) = H−y (A)a′2(h) e por (6-5)

DH−(G−)DhG
− =

H−y (A)

H+
y (A)

.

Portanto

α(θ, h)DθG
− =

H+
y (A)

H−y (A)

H−y (A)

H+
y (A)

= 1.

Pelo Teorema 6.3 temos o seguinte resultado.

Corolário 6.5. Seja

θ1(h) = π, T (h) = 2π,

o qual implica que o sistema (6-1) tem um centro isócrono na origem. Então neste

caso, a função de Melnikov de segunda ordem tem a seguinte forma

M2(h) =

∫ π

0

[
− (H+

y g
+ +H+

x f
+)α+(θ, h)(f+, g+)T +

((
g+(H+

xy, H
+
yy)

+ f+(H+
xx, H

+
xy) +H+

y (g+
x , g

+
y ) +H+

x (f+
x , f

+
y )
)
DhG

+
)

×
∫ θ

0

(
H+
y g

+H+
x f

+
)
dτ

]
dθ +

H+
y (A)

H−y (A)

∫ 2π

π

[
− (H−y g

− +H−x f
−)

× α−(θ, h)(f−, g−)T +

(
H+
y (A)

H−y (A)
(g−(H−xy, H

−
yy) + f−

(
H−xx, H

−
xy

)

+ H−y (g−x , g
−
y ) +H−x (f−x , f

−
y )
)
DhG

− + (H−y g
− +H−x f

−)

×
(

H+
yy(A)

H−y (A)H+
y (A)

−
H−yy(A)

(H−y (A))2

))(∫ π

0

H−y (A)

H+
y (A)

(H+
y g

+ +H+
x f

+)dτ

+

∫ θ

π

(H−y g
− +Hxf−)dτ

)]
dθ.

(6-8)



CAPÍTULO 7

Aplicações

Neste capítulo faremos uma aplicação do resultado principal, o Teorema 5.2.

Essa aplicação, assim como a teoria estudada nos capítulos anteriores, é baseada em

artigos recentes. Portanto, seu estudo nos ajuda a ter uma maior compreensão sobre

a maneira de aplicar os métodos de Melnikov e Averaging, conhecendo que eles são

equivalentes.

Primeiro, apresentamos um resultado feito em [14], onde se estuda o número máximo

de soluções periódicas de um sistema diferencial autônomo 3−dimensional. Mais

precisamente, os autores em [14], estudam o número máximo de zeros de aplicações

reais analíticas como um parâmetro pequeno, por meio de uma generalização do

Teorema de Rouché. Esse resultado, nos auxiliará no estudo da função de Melnikov

de segunda ordem. Sendo assim, considere o sistema dado por:
ẋ = y + εf(x, y, z)

ẏ = −x+ εg(x, y, z)

ż = εw(x, y, z)

(7-1)

onde ε > 0 é um parâmetro pequeno, f , g e w são polinômios em x, y e z de grau

n. Para ε = 0, o sistema (7-1) tem uma família de soluções periódicas, de período

2π dada por

x = r cos(t), y = −r sin(t), z = c, (7-2)

onde r > 0, c ∈ R. Estamos interessados no número de órbitas periódicas de (7-1)

bifurcando da família (7-2) para ε > 0 su�cientemente pequeno. Fazendo a mudança
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de coordenadas, x = r cos(θ), y = −r sin(θ), o sistema (7-1) torna-se:

dθ

dt
= 1− ε[cos(θ)g(r cos(θ),−r sin(θ), z)− sin(θ)f(r cos(θ),−r sin(θ), z)]/r,

dr

dt
= ε[cos(θ)f(r cos(θ),−r sin(θ), z) + sin(θ)g(r cos(θ),−r sin(θ), z)],

dz

dt
= εw(r cos(θ),−r sin(θ), z).

(7-3)

Então, para 0 < ε� r, obtemos desde (7-3)
dr

dθ
= εR(θ, r, z, ε),

dz

dθ
= εZ(θ, r, z, ε),

(7-4)

onde R e Z são analíticas em θ, r, z, ε para r > 0 e

R(θ, r, z, 0) = cos(θ)f(r cos(θ),−r sin(θ), z) + sin(θ)g(r cos(θ),−r sin(θ), z),

Z(θ, r, z, 0) = w(r cos(θ),−r sin(θ), z).

(7-5)

Note que f , g e w são todos polinômios de grau n, os quais podem ser escritos na

seguinte forma:

f(x, y, z) =
n∑
k=0

fk(x, y)zn−k,

g(x, y, z) =
n∑
k=0

gk(x, y)zn−k,

w(x, y, z) =
n∑
k=0

wk(x, y)zn−k.

(7-6)

Onde
fk(x, y, z) =

∑
i+j≤k

aijkx
iyj, gk(x, y, z) =

∑
i+j≤k

bijkx
iyj,

wk(x, y, z) =
∑

i+j≤k
cijkx

iyj.

(7-7)

Seja

F (r, z) :=

∫ 2π

0

R(θ, r, z, 0)dθ, G :=

∫ 2π

0

Z(θ, r, z, 0)dθ.
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Então, por (7-5)-(7-7), segue

F (r, z) =
n∑
k=0

( ∑
i+j≤k

Aijkr
i+j

)
zn−k,

G(r, z) =
n∑
k=0

( ∑
i+j≤k

Bijkr
i+j

)
zn−k,

onde
Aijk =

∫ 2π

0
cosi+1(θ) sinj(θ)dθaijk +

∫ 2π

0
cosi(θ) sinj+1(θ)dθbijk,

Bijk =
∫ 2π

0
cosi(θ) sinj(θ)dθcijk.

Já que ∫ 2π

0

cosi(θ) sinj(θ)dθ = 0

para i+ j ímpar, segue que

F (r, z) = r
n∑
k=1

[ k−1
2

]∑
l=0

Ālkr
2lzn−k ≡ rFn−1(r, z),

G(r, z) =
n∑
k=0

[ k
2

]∑
l=0

B̄lkr
2lzn−k ≡ Gn(r, z),

(7-8)

onde

Ālk =
∑

i+j=2l+1

Aijk, B̄lk =
∑
i+j=2l

Bijk,

com Fn−1 e Gn polinômios em r e z de grau n− 1 e n, respectivamente. Além disso,

Fn−1(−r, z) = Fn−1(r, z), Gn(−r, z) = Gn(r, z). (7-9)

Pelo Lema 1.13, o sistema 
Fn−1(r, z) = 0

Gn(r, z) = 0

(7-10)

tem no máximo n(n− 1) zeros em R2 (desde que ambos os polinômios não tenham

fatores não constantes em comum).

Combinando isto com (7-9), temos que o número de zeros com r > 0 é, no máximo
n(n−1)

2
. Temos o seguinte resultado.

Teorema 7.1. Sejam Fn−1 e Gn como em (7-8), e suponha que o sistema (7-10)

possui um número �nito de soluções. Então, para qualquer número N > 1 su�cien-
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temente grande, existe uma constante ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε ≤ ε0, o sistema

(7-1) tem no máximo n(n−1)
2

órbitas periódicas na região compacta dada por

1

N
≤ x2 + y2 ≤ N, |z| ≤ N. (7-11)

Demonstração. Dado um N > 1 su�cientemente grande, seja

D :=

{
(r, z)

∣∣∣∣ 1

2
√
N
< r <

√
N + 1, |z| < N + 1

}
,

e

E :=

{
(r, z)

∣∣∣∣ 1√
N
< r <

√
N, |z| < N

}
.

Então, existe uma constante ε0 = ε0(N) > 0 tal que para todo 0 < |ε| < ε0, as

funções R e Z em (7-4) são analíticas em θ, r, z e ε para (r, z) ∈ D. Desde [9], o

sistema (7-1) tem uma solução periódica na região compacta (7-11) se, e somente se,

a equação periódica (7-4) tem uma solução 2π periódica na região E. Pela hipótese, a

função vetorial (F (r, z), G(r, z)) tem no máximo n(n−1)
2

zeros no aberto D (contados

de acordo com suas multiplicidades). Portanto, pelo Teorema 1.34, o sistema (7-1)

tem no máximo n(n−1)
2

soluções periódicas sobre a região (7-11).

Agora estudaremos a aplicação do resultado principal feita por Liu-Han-Li

em [17] onde eles investigaram o número de ciclos limite de um sistema 3-dimensional

suave por partes. Os autores aplicaram a equivalência entre esses dois métodos a�m

de, obter as expressões das funções de Melnikov de primeira e segunda ordem. Desse

modo, estudando a função de Melnikov de primeira ordem o sistema estudado pode

ter uma única órbita periódica. Por sua vez, o estudo da função de Melnikov de

segunda ordem, fornece no máximo dois ciclos limite em uma região compacta.

Considere o sistema (7-1) com

f(x, y, z) = a+
0 + a+

1 x+ a+
2 y + a+

3 z,

g(x, y, z) = b+
0 + b+

1 x+ b+
2 y + b+

3 z,

s(x, y, z) = c+
0 + c+

1 x+ c+
2 y + c+

3 z,

para x ≥ 0, e
f(x, y, z) = a−0 + a−1 x+ a−2 y + a−3 z,

g(x, y, z) = b−0 + b−1 x+ b−2 y + b−3 z,

s(x, y, z) = c−0 + c−1 x+ c−2 y + c−3 z,
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para x < 0. Então, temos o seguinte sistema suave por partes da forma
ẋ = 2y + ε(a+

0 + a+
1 x+ a+

2 y + a+
3 z),

ẏ = −2x+ ε(b+
0 + b+

1 x+ b+
2 y + b+

3 z), x ≥ 0

ż = ε(c+
0 + c+

1 x+ c+
2 y + c+

3 z),


ẋ = 2y + ε(a−0 + a−1 x+ a−2 y + a−3 z),

ẏ = −2x+ ε(b−0 + b−1 x+ b−2 y + b−3 z), x < 0

ż = ε(c−0 + c−1 x+ c−2 y + c−3 z),

(7-12)

onde 0 < ε � 1. O sistema (7-12) tem uma órbita periódica para ε > 0

su�cientemente pequeno ao usar a função de Melnikov de primeira ordem.

Para mostrar isso, usaremos a equivalência mostrada no capítulo anterior e o

Teorema 4.6. Sendo assim, considere o sistema não perturbado (7-12)|ε=0. Este

sistema tem duas integrais primeiras diferentes de classe C∞

H1(x, y) = x2 + y2 e H2(z) = z,

as quais satisfazem as condições (H1)-(H3), com T1(h) = π
2
e T (h) = π. Daí, temos,

θ1(h) = T1(h)
T (h)

2π = π. Além disso, H±(x, y, z) = (H1(x, y), H2(z)). Tomamos agora,

a mudança de coordenadas da forma

(x, y, z)T = G(θ, h) = (
√
h1 sin θ,

√
h1 cos θ, h2), 0 ≤ θ ≤ 2π.

Onde h1 e h2 são os níveis de energia associados a H1(x, y) e H2(z) respectivamente.

Utilizando o Teorema 5.2, a equação (4-50)e a equação (4-53), a função de Melnikov

de primeira ordem do sistema (7-12) pode ser escrita como

M1(h1, h2) = f1(h1, h2) =

(
f+

11(h1, h2) + f−11(h1, h2)

f+
12(h1, h2) + f−12(h1, h2)

)
, (7-13)

onde (
f+

11(h)

f+
12(h)

)
=

∫ θ1(h)

0

T (h)

2π
DH(G)g+(G)dθ,

(
f−11(h)

f−12(h)

)
=

∫ 2π

θ1(h)

T (h)

2π
DH(G)g−(G)dθ.

E

DH+(A)
[
DH−(A)

]−1

= I2, (7-14)
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dado que H+ = H−. Assim, calculando diretamente temos

f+
11(h1, h2) =

√
h1

∫ π

0

[
(a+

0 + a+
1

√
h1 sin θ + a+

2

√
h1 cos θ + a+

3 h2) sin θ

+ (b+
0 + b+

1

√
h1 sin θ + b+

2

√
h1 cos θ + b+

3 h2) cos θ
]
dθ

=2
√
h1(a+

0 + a+
3 h2) +

πh1

2
(a+

1 + b+
2 ),

f+
12(h1, h2) =

1

2

∫ π

0

(c+
0 + c+

1

√
h1 sin θ + c+

2

√
h1 cos θ + c+

3 h2)dθ

=
π

2
(c+

0 + c+
3 h2) + c+

1

√
h1.

(7-15)

Similarmente temos

f−11(h1, h2) =
√
h1

∫ 2π

π

[
(a−0 + a−1

√
h1 sin θ + a−2

√
h1 cos θ + a−3 h2) sin θ

+ (b−0 + b−1
√
h1 sin θ + b−2

√
h1 cos θ + b−3 h2) cos θ

]
dθ

=− 2
√
h1(a−0 + a−3 h2) +

πh1

2
(a−1 + b−2 ),

f−12(h1, h2) =
1

2

∫ 2π

π

(c−0 + c−1
√
h1 sin θ + c−2

√
h1 cos θ + c−3 h2)dθ

=
π

2
(c−0 + c−3 h2)− c−1

√
h1.

(7-16)

Logo

f+
11(h1, h2) + f−11(h1, h2) =2

√
h1(a+

0 + a+
3 h2) +

πh1

2
(a+

1 + b+
2 )

−2
√
h1(a−0 + a−3 h2) +

πh1

2
(a−1 + b−2 )

=
√
h1

(
2(a+

0 − a−0 ) +
π

2
(a+

1 + b+
2 + a−1 + b−2 )

√
h1+

+ 2(a+
3 − a−3 )h2

)
,

f+
12(h1, h2) + f−12(h1, h2) =

π

2
(c+

0 + c+
3 h2) + c+

1

√
h1

+
π

2
(c−0 + c−3 h2)− c−1

√
h1

=
π

2
(c+

0 + c−0 ) + (c+
1 + c−1 )

√
h1 +

π

2
(c+

3 + c−3 ).

(7-17)
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Portanto, substituindo (7-15) e (7-16) em (7-13), segue que

M1(h1, h2) =

( √
h1(d0 + d1

√
h1 + d2h2)

d3 + d4

√
h1 + d5h2

)
, (7-18)

onde
d0 = 2(a+

0 − a−0 ), d1 = π
2
(a+

1 + b+
2 + a−1 + b−2 ),

d2 = 2(a+
3 − a−3 ), d3 = π

2
(c+

0 + c−0 ),

d4 = (c+
1 + c−1 ), d5 = π

2
(c+

3 + c−3 ).

(7-19)

Agora, vamos encontrar os valores de h1 e h2 tal que M1(h1, h2) = (0, 0), isto é,{ √
h1(d0 + d1

√
h1 + d2h2) = 0

d3 + d4

√
h1 + d5h2 = 0.

Resolvendo o sistema, obtemos

h1 = 0 e h2 = −d3

d5

ou

h1 =

(
d2d3 − d0d5

d1d5 − d2d4

)2

e h2 =
d1d3 − d0d4

d2d4 − d1d5

,

com
d2d3 − d0d5

d1d5 − d2d4

> 0, já que
√
h1 =

d2d3 − d0d5

d1d5 − d2d4

.

Então, como h1 é o nível de energia associado a H1(x, y) = x2 + y2, h1 6= 0, logo

temos um único zero dado por

(h∗1, h
∗
2) =

((
d2d3 − d0d5

d1d5 − d2d4

)2

,
d1d3 − d0d4

d1d5 − d2d4

)
.

Como

det

(
∂M1(h1, h2)

∂(h1, h2)

)
=
d1d5 − d2d4

2
6= 0,

(h∗1, h
∗
2) é um zero simples. Portanto, pelo Teorema 4.6, para um ε > 0 su�ciente-

mente pequeno o sistema (7-12) tem uma única órbita periódica.

Agora, se M1(h1, h2) = 0, para qualquer valor de h1 e h2, precisamos

investigar o número máximo de zeros da função de Melnikov de segunda ordem

do sistema (7-12). Em nosso estudo, para fazer a função de Melnikov de primeira
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ordem identicamente nula, impomos condições diferentes daquelas impostas em [17].

Então, considere

M1(h1, h2) = 0⇒

{ √
h1(d0 + d1

√
h1 + d2h2) = 0

d3 + d4

√
h1 + d5h2 = 0,

(7-20)

se, e somente se,

d0 = 2(a+
0 − a−0 ) = 0, d1 = π

2
(a+

1 + b+
2 + a−1 + b−2 ) = 0,

d2 = 2(a+
3 − a−3 ) = 0, d3 = π

2
(c+

0 + c−0 ) = 0,

d4 = (c+
1 + c−1 ) = 0, d5 = π

2
(c+

3 + c−3 ) = 0.

Isto é,
a+

0 = a−0 , b+
2 = −a+

1 − a−1 − b−2 ,
a+

3 = a−3 , c+
0 = −c−,

c+
1 = −c−1 , c+

3 = −c−3 .
(7-21)

A seguir enunciaremos um resultado sobre a existência de ciclos limite.

Proposição 7.2. Denotemos como (C) o conjunto de condições (7-21) e suponha-

mos que elas são satisfeitas. Então usando a função de Melnikov de segunda ordem,

para um número N su�cientemente grande, existe uma constante ε0 tal que para todo

0 < ε < ε0, o sistema (7-12) tem no máximo 2 ciclos limite sobre a região compacta

dada por
1

N
≤ x2 + y2 ≤ N, |z| ≤ N. (7-22)

Demonstração. Desde (7-20) temos que M1 ≡ 0 se as condições em (C ) são

satisfeitas. Antes de calcular a função de Melnikov de segunda ordem, primeiro

precisamos encontrar a expressão do vetor α(θ, h1, h2), 2π periódico de�nido no

Lema 4.7. Como α+ é dado por

α+ =
DθG

+T

|DθG+|2
,

onde T (h) = π e f±(x, y, z) = (Hy,−Hx, Hz), desde (4-34) e (4-37) temos

DθG
+ =

T (h)

2π
f+(G+) = DθG

− =
T (h)

2π
f−(G−).
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Logo
1

2
f±(G+) =

1

2
(Hy,−Hx, Hz)|(x,y,z)=G(θ,h)

=
1

2
(2y,−2x, 0)|(x,y,z)=G(θ,h)

=(
√
h1 cos(θ),−

√
h1 sin(θ), 0).

(7-23)

Assim

|DθG
±|2 = h1 cos2(θ) + h1 sin2(θ) = h1.

Portanto

α(θ, h) =
(
√
h1 cos(θ),−

√
h1 sin(θ), 0)

h1

=

(
1√
h1

cos(θ),− 1√
h1

sin(θ), 0

)
. (7-24)

Por outro lado, dado N > 1 su�cientemente grande, de maneira analoga à prova do

Teorema 7.1, intruduzimos as regiões

V :=

{
(h1, h2)T

∣∣∣∣ 1

2
√
N
< h1 <

√
N + 1, |h2| < N + 1

}
,

e

I :=

{
(h1, h2)T

∣∣∣∣ 1√
N
< h1 <

√
N, |h2| < N

}
.

Então existe uma constante ε0 = ε0(N) > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0, a função

R(θ, h1, h2, ε) em (4-48) é analítica por partes em θ, h1, h2 e ε, para (h1, h2) ∈ V .
Além disso, temos que o sistema (7-12) tem uma solução periódica sobre a região

compacta (7-22) se, e somente se, a equação periódica (4-47) tem uma solução 2π

periódica sobre o compacto I. Segundo o Teorema 5.2 e a equação (4-54) do Lema

4.10 a função de Melnikov de segunda ordem do sistema (7-12) tem a seguinte forma

M2(h) =

∫ 2π

0

(
R2(θ, h) +DhR1(θ, h)

∫ θ

0

R1(τ, h)dτ

)
dθ

+(R+
1 (θ1(h), h)−R−1 (θ1(h), h))Dhθ1(h)

∫ θ1(h)

0

R+
1 (θ, h)dθ

=

∫ θ1(h)

0

(
R+

2 (θ, h) +DhR
+
1 (θ, h)

∫ θ

0

R+
1 (τ, h)dτ

)
dθ +

∫ 2π

θ1(h)

(
R−2 (θ, h)

+ DhR
−
1 (θ, h)

(∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ +

∫ θ

θ1(h)

R−1 (τ, h)dτ

))
dθ
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+ (R+
1 (θ1(h), h)−R−1 (θ1(h), h))Dhθ1(h)

∫ θ1(h)

0

R+
1 (τ, h)dτ. (7-25)

Como DH+(A)
[
DH−(A)

]−1

= I2, e dado que θ1(h) = π, então, Dhθ1(h) = 0. Desde

as equações (4-48)-(4-50) temos

R+
2 (θ, h) =− T (h)2

4π2
DH+(G+)g+(G+)α+(θ, h)g+(G+)

=− 1

4
DH+(G+)g+(G+)α+(θ, h)g+(G+),

DhR
+
1 (θ, h) =Dh

(
T (h)

2π
DH+(G+)g+(G+)

)
=

1

2
Dh

(
DH+(G+)g+(G+)

)
,

DhR
−
1 (θ, h) =Dh

(
T (h)

2π
DH+(A)

[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−)

)
=

1

2
Dh

(
DH−(G−)g−(G−)

)
,

R−2 (θ, h) =− T (h)2

4π2
DH+(A)

[
DH−(A)

]−1

DH−(G−)g−(G−)

× α−(θ, h)g−(G−),

=− 1

4
DH−(G−)g−(G−)α−(θ, h)g−(G−).

(7-26)

Substituindo as equações acima em (7-25) obtemos

M2(h1, h2) =(M21(h1, h2),M22(h1, h2))

=
1

4

[∫ π

0

(
−DHg+αg+ +Dh(DHg+)

∫ θ

0

DHg+dτ

)
dθ

+

∫ 2π

π

(
DH−g−α−g− +Dh(DHg+)

(∫ π

0

DHg+dτ

+

∫ 2π

π

DHg−dτ

))
dθ

]
.

(7-27)

Agora, avaliando as condições (7-21) no sistema (7-12) calculamos a função de
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Melnikov de segunda ordem dada em (7-27). Usando o mathematica obtemos

M21(h1, h2) =
1

8

[
8
√
h1

(
a−0 (a−2 − a+

2 )− (b−0 + b+
0 )(a−1 + b−2 ) + (b+

3 + b−3 )c−0

+ (a−2 − a+
2 )a−3 h2 − (b+

3 + b−3 )(a−1 − b−2 − c−3 )h2

)
+
(
−
(
a−2 − a+

2

− b−1 + b+
1

)
(a−2 − b−2 ) + 2(−(b+

3 + b−3 )c−1 + a−3 (c−2 + c+
2 ))
)
πh1

]
=(a−0 (a−2 − a+

2 )− (b−0 − b+
0 )(a−1 − b−2 ) + (b+

3 + b−3 )c−0 )
√
h1 +

(
a−2 a

−
3

− a+
2 a
−
3 − (b+

3 + b−3 )(a−1 + b−2 − c−3 )
))√

h1h2 +
1

8

(
−
(
a−2 − a+

2

− b−1 + b+
1

)
(a−1 + b−2 ) + 2((−b+

3 + b−3 )c−1 + a−3 (c−2 + c+
2 ))
)
πh1

=
√
h1(s0 + s1h2 + s2

√
h1).

Onde

s0 = a−0 (a−2 − a+
2 )− (b−0 − b+

0 )(a−1 − b−2 ) + (b+
3 + b−3 )c−0 ,

s1 =a−2 a
−
3 − a+

2 a
−
3 − (b+

3 + b−3 )(a−1 + b−2 − c−3 ),

s2 =
π

8
(−(a−2 − a+

2 − b−1 + b+
1 )(a−1 + b−2 ) + 2((−b+

3 + b−3 )c−1 + a−3 (c−2 + c+
2 ))).

E

M22(h1, h2) =
1

8
√
h1

[
−4
((
b−1 c

−
1 − b+

1 c
−
1 − a−1 c−2 + a+

1 c
+
2 + (c−2 + c+

2 )c−3
)
h1

+ (b−0 + b−0 + (b+
3 + b−3 )h2)(c−0 + c−3 h2)

)
+
√
h1

(
−(a−2 − a+

2 − b−1

+ b+
1

)
(c−0 + c−3 h2) + 2

(
b−0 c

−
1 + b+

0 c
−
1 + (b+

3 + b−3 )c−1 h2 − (c−2 + c+
2 )

× (a−0 + a−3 h2)
))
π
]
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=
1√
h1

[
−1

2
(b−0 + b+

0 )c−0 +
1

2

(
−b−1 c−1 + b+

1 c
−
1 + a−1 c

−
2 − a+

1 c
+
2

− (c−2 + c+
2 )c−3

)
h1 +

1

2
(−(b+

3 + b−3 )c−0 − (b−0 + b+
0 )c−3 )h2

+
1

2
(−b−0 − b+

0 )c−0 h
2
2 +

π

8

(
(−a−2 + a+

2 + b−1 − b+
1 )c−0 + 2

(
(b−0 + b+

0 )c−1

− a−0 (c−2 + c+
2 )
))√

h1 +
π

8

(
2(b+

3 + b−3 )c−1 − 2a−3 (c−2 + c+
2 ) +

(
−a−2

+ a+
2 + b−1 − b+

1

)
c−3
)√

h1h2

]

=
1√
h1

(e0 + e1

√
h1 + e2h2 + e3h1 + e4

√
h1h2 + e5h

2
2)

Onde

e0 =− 1

2
(b−0 + b+

0 )c−0 ,

e1 =
π

8

(
(−a−2 + a+

2 + b−1 − b+
1 )c−0 + 2((b−0 + b+

0 )c−1 − a−0 (c−2 + c+
2 ))
)
,

e2 =
1

2
(−(b+

3 + b−3 )c−0 − (b−0 + b+
0 )c−3 ),

e3 =
1

2

(
−b−1 c−1 + b+

1 c
−
1 + a−1 c

−
2 − a+

1 c
+
2 − (c−2 + c+

2 )c−3
)
,

e4 =
π

8

(
2(b+

3 + b−3 )c−1 − 2a−3 (c−2 + c+
2 ) + (−a−2 + a+

2 + b−1 − b+
1 )c−3

)
,

e5 =
1

2
(−b−0 − b+

0 )c−0 .

Portanto a função de Melnikov de segunda ordem pode ser escrita como

M2(h1, h2) =

(√
h1f̄1(h1, h2)
1√
h1
f̄2(h1, h2)

)
, (7-28)

onde
f̄1 = (s0 + s1h2 + s2

√
h1)

f̄2 = (e0 + e1

√
h1 + e2h2 + e3h1 + e4

√
h1h2 + e5h

2
2)
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Logo, podemos usar o Lema 1.13 para estimar o número de zeros da função de

Melnikov de segunda ordem. Temos que degf̄1 · degf̄2 = 2, isto é, M2(h1, h2) tem no

máximo dois zeros. Logo, pelo Lema 6.2 o sistema (7-12) tem no máximo 2 ciclos

limite na região compacta (7-22).



CAPÍTULO 8

Conclusões

Neste trabalho apresentamos duas técnicas para encontrar ciclos limite, a

técnica do Averaging e a técnica de Melnikov. Apesar do método de Melnikov ser

mais geral do que o método da Averaging, mostramos um resultado recente onde

se estabelece a equivalência entre os dois métodos para campos quase-integráveis

suaves por partes. Nosso principal resultado é estabelecido pelo Teorema 5.2, no

qual, vemos que podemos obter os mesmos resultados aplicando o método de Melni-

kov de qualquer ordem, ou aplicando o método de Averaging da mesma ordem, em

sistemas quase-integráveis suaves por partes n−dimensionais, n ≥ 2. Este resultado

foi obtido fazendo uma mudança de coordenadas apropriada, que transformou

o sistema suave por partes perturbado (4-1) em um sistema periódico, como foi

mostrado mediante o Lema 4.8.

Além disso, apresentamos o método de Averaging de ordem superior, o qual

pode ser aplicado a qualquer sistema periódico da forma (4-47). Mostramos a

equivalência entre a aplicação de Poncaré do sistema dh/dθ e a função de bifurcação

F , assim como a equivalência entre a aplicação de Poincaré do sistema dh/dθ e a

aplicação de Poncaré do sistema dw/dθ, as quais foram muito importantes para

mostrar o resultado principal.

Em geral, encontrar as funções de Melnikov ou as funções promediadas para

n ≥ 2 é uma tarefa árdua, contudo, usando a equivalência entre estes métodos, esse

problema pode ser reduzido, e é assim que apresentamos a expressão da função de

Melnikov de segunda ordem para um sistema quase-hamiltoniano suave por partes

utilizando a expressão da função de segunda ordem de Averaging que é muito mais

fácil de obter-se neste caso; e também, na aplicação vemos a vantagem de conhecer

esta equivalência, dado que encontrar a função de Melnikov de primeira ordem,

usando diretamente a expressão dada para essa função requer mais cálculos, como

podemos ver no artigo [27], Teorema 3.
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Após mostrar a equivalência entre esses dois métodos, surge o problema de como

estimar ou encontrar os zeros das funções de Melnikov e Averaging. Desta forma,

�zemos uma aplicação do Teorema 5.2, onde se estudou o número máximo de ciclos

limite de um sistema autônomo suave por partes 3-dimensional, na região compacta

(7-22). Para isso, estudamos o número de zeros que possui a função de Melnikov

de segunda ordem, através do Lema 1.13. Consequentemente, baseados na prova

do Teorema 7.1, usamos o Lema 6.2 para estabelecer o número máximo de ciclos

limite na região compacta (7-22). Deve-se notar que, em nossa aplicação �zemos

uma mudança nas condições dadas em [17], porém obtivemos o mesmo resultado.
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