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"A Matematica, quando a compreendemos bem, possui ndo somente a ver-
dade, mas também a suprema beleza."

Bertrand Russel,



Resumo

Guimaraes, Angelo . Existéncia e Multiplicidade de Solucoes de Problemas
Elipticos Com Termo Semilinear Coéncavo-Convexo. Goiania, 2017. 67p.
Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

Neste trabalho estudaremos existéncia e multiplicidade de solugdes fracas do problema

{ —Apu = olulP* ~2u+ Mul|?2u+ f em Q, 0-1)

u|(3Q =0,

onde Q = R é um dominio limitado, 6 > 0, A >0, 1 < p <N, A u = div(|Vu|[P~2Vu),

1 <q<p* felV(Q), p*= A‘;’TA; é o expoente critico de Sobolev e p’ = [%,

conjugado de Lebesgue de p. Ao tomarmos f =0 e ¢ = 1 temos um problema homogéneo

éo

com expoente critico de Sobolev em que utilizamos o Teorema do Passo da Montanha
para encontrar existéncia de uma solu¢ao quando p < g < p*. Utilizamos o género de
Krasnoselskii para encontrar infinitas solugdes quando 1 < g < p. Quando f #0ec =0
temos um problema do tipo ndo homogéneo que provamos possuir infinitas solugdes

utilizando um método desenvolvido por P. Rabinowitz.

Palavras—chave
problemas elipticos quasilineares, termo semilinear concavo-convexo, expoente

critico de Sobolev, mutiplicidade, métodos variacionais.



Abstract

Guimaraes, Angelo . Existence and Multiplicity of Solutions of Eliptic Pro-
blems with Semilinear Concave Convex Term. Goiénia, 2017. 67p. MSc. Dis-
sertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work we study existence and multiplicity of weak solutions for the problem

{ —Apu = olul” 2u+Mul!2u+ fin Q, 0-2)

M‘{)Q =0,

where Q < R is a bounded domain 6 >0, A >0, 1 < p <N, Ayu = div(|Vu|P~2Vu),
1<g<p* fel’(Q), p*= 1% is the critical Sobolev exponent and p’ = p%l, is the
Lebesgue conjugate of p. If we take f =0 and 6 = 1 we have a problem homogeneous
with critical Sobolev exponent in which we use the Mountain Pass Theorem to find
existence of a solution when p < g < p*, and when 1 < g < p we use the genus of
Krasnoselskii finding infinitely many solutions. If f % 0 and ¢ = 0 we have a non
homogeneous problem that we prove to have infinitely many solutions, using a method

developed by P. Rabinowitz.

Keywords
quasilinear eliptic problems, concave-convex semilinear term, Sobolev critical

expoent, multiplicity, variational methods.
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CAPITULO 1

Introducao

Neste trabalho, estudamos existencia e multiplicidade de solucdes fracas do

problema cdncavo-convexo envolvendo o operador p-Laplaciano

{ —Apu = olul”" 2u+Muliu+ f em Q, (1-1)

uloq =0,

onde Q = RN ¢ um dominio limitado,

6=>0,A>0,1<p<N,
Apu = div(|VulP72Vu),
1<q<p', fel’(Q),

onde p* = ]\% é 0 expoente critico de Sobolev e p’ = 1%’ é 0 conjugado de Lebesgue
de p.

Utilizaremos como técnica principal, métodos variacionais aplicados ao funcional energia

1 A x
F(u)z—f \Vu|pdx——f |uqu—g*J |u|P dx—f fu dx, ueWOLP(Q) (1-2)
pPlJa qJa P~ Jo Q

No capitulo 5, estudaremos o caso em que f = 0 (caso homogéneo) e ¢ = 1, de modo que

(1-1) se reescreve como

{ —Apu = [P 20+ M| 2u em Q, (13)

u|aQ =0,

Assim o funcional (1-2) se torna

1 A 1 *
P =1 [ pwaras 2 [ e L[ as wewire) a
P Jo qJa P Ja

Apresentamos a seguir os resultados principais do capitulo 5 que sdo devidos a [13].
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Teorema 1.1 Suponha p < g < p* e f =0. Entdo existe Ay > 0 tal que para cada A > )\

o problema (1-3) tem uma solugdo ndo trivial u em Wol’p (Q).

O teorema abaixo, diz que ao tomarmos um menor intervalo para g conseguimos ampliar

o intervalo ao qual A pertence.

Teorema 1.2 Suponha max{p,p* —p/(p—1)} < q < p*. Entdo para cada ) > 0 existe

uma solucdo ndo trivial para o problema (1-3).

As demonstracdes dos Teoremas 1.1 e 1.2 serdo feitas no Capitulo 5, e sdo baseadas no
Teorema do Passo da Montanha. Para contornar dificuldades técnicas devido a presenca
do expoente critico de Sobolev no problema (1-3) utilizamos o método de Concentracdo-
Compacidade devido a [18]. Referimos o leitor a [7, 9] onde também sdo utilizadas

técnicas variacionais.

No capitulo 6 provaremos que o problema (1-3) possui infinitas solu¢des quando

I <g<p.

Teorema 1.3 Suponha 1 < g < p. Entdo existe A; > 0 tal que, para 0 < A < A, existem

infinitas solucoes o problema (1-3).

A demonstracdo do Teorema 1.3 utiliza o género de Kranoselskii. Veja o Capitulo 3 para
defini¢do e propriedades.

No Capitulo 7 fazemos ¢ = 0 de modo que (1-1) se reescreve como

—Apu = AMu|?+ f em Q (1-5)
ulog =0
onde © é um retangulo do R". Neste caso o funcional energia se escreve como
1 A
Iu)=—| |VulPdx——| |u|%dx— | fudx (1-6)
PJa qJo Q

Teorema 1.4 Suponha % < — 1. Entdo para cada \ > 0, (1-5) tem infinitas

Pq
N(g—p)
solucoes, que correspondem a uma sequéncia de valores criticos do funcional (1-6). A

sequéncia tende ao infinito.

Na demonstracio do teorema 1.4 ndo € possivel aplicar o genero de Krasnoselskii, pois
o funcional 7 nao € par. Entretanto, foi possivel obter um nimero infinito de solugdes fa-
zendo o uso de uma generalizagdo de um método desenvolvido por P. Rabinowitz para o
caso p =2 (ver [13, 19, 20]).

No capitulo 2 introduzimos uma breve revisao sobre medidas de Radon e apresentamos
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resultados sobre Concentragdo-Compacidade com suas respectivas demonstragdes.

No capitulo 3 apresentamos alguns resultados sobre o género de Krasnoselskii ver [8, 25].
No apéndice A colecionamos vdrias propriedadades do p-Laplaciano, tais como princi-
pios de comparagdo e de maximo.

No apéndice B relembramos resultados de regularidade de pertubagdes semilineares do
p-Laplaciano.

No apéndice C apresentamos alguns resultados sobre medida de Borel e sua relagdo com

medida de Radon, via Teorema da Representacao de Riesz.



CAPITULO 2

Medidas de Radon

Concentragao-Compacidade

Neste capitulo faremos uma breve revisdao sobre medidas de Radon e apresen-
taremos alguns resultados envolvendo Concentracdo-Compacidade. Para um maior com-

plemento veja o Apéndice C. Sugerimos também [21, 22, 25].
Definiciio 2.1 Seja Q um subconjunto aberto de RN. Definimos
(i) K(Q) :={ue C(Q); supp u é um subconjunto compacto de Q}
(i) BC(Q):= {ue C(Q);|ulo := sup,eq |u(x)| < 0}
(iii) Co(Q) = K(Q)

Definicdo 2.2 Uma medida de Radon em Q é um funcional linear continuo em Cy(Q).

A norma de uma medida de Radon u é definida por

il == sup [<u, )l 2-1)
MEC()(Q)

luloo=1

Denotamos por .Z () o espago das medidas de Radon definidas em Q. Dizemos que

uma sequéncia (u,) converge fraco para uma medida y em .Z (Q2), e escrevemos

Hn — U (2-2)
S€
<:un7 l/l> - <;u? l/t>, ue CO(Q) (2-3)

Uma sequencia {u,} < .#(Q) é dita limitada se dado f € Co(Q), {uy, f) < o0 para todo
n € N. Valem as seguintes propriedades das medidas de Radon.

Proposicdo 2.3 Seja (u,) = A (Q) uma sequéncia. Se p, — u em M (Q) entdo (uy,) é
limitada e ||u|| < liminf]||uy,||.
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Lema 1 (Compacidade de Medidas) Seja (u,) — .#(Q), uma sequéncia limitada. En-
tdo existe uma subsequéncia (uy;) de (u,) e ue A (Q) tal que pyj — u em A (Q).

Demonstracdo do Lema 1:
Para cada n € N seja Q, = {x€ Q; d(x,0Q) > 1/n} e faga K, = B,(0) () €,. Entdo,

Kickyc---cK,c--cQ,
Agora dado um subconjunto K < Q defina
Cox(Q):={ueC(Q); suppuc K} (2-4)
Entao temos
Cox, () cCok,(Q) =< Cok,(Q) = < Co(Q)

Temos que |u,(f)| < Cr, Yf € Cok, (). Como Cpk, () € um espago de Banach, segue
do principio da limitagdo uniforme que sup,cy ||t |l(c, K, (@) < .

Deste modo, pelo teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe uma subsequencia de
(un), digamos (u)) e u' € (Cok, (Q))* tal que u), — u'. A sequencia (u!) é limitada em

Co.x,(X) e novamente uzando o principio da limitagao uniforme concluimos que

sup| ety | (i, () < (2-5)
neN

E novamente pelo temorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe uma subsequencia de
(), digamos (1) e u* € (Co k,(Q))* tal que, p2 — p?. Observe que dada f € Cy k, (Q) =
Co.x,(Q), entdo (2, f> — (ub, f) pois f € Cok, (Q) e u2 — u' em (Co k,(Q))*, portanto
G2,y = G S € Cog (). |
Prosseguindo com uma idéia similar encontramos para cada j € N, uma subsequéncia (u;)
de (") e um funcional w/ e (Cox;(Q))* tal que 1 — 1 com g/ = pf em Co . (Q) para
cadai < j.

Defina agora o funcional u : Co(Q) — R dado por {u, f) = (i, f) onde I € N é o menor
indicie tal que supt(f) < K.

Afirmamos que ue . (Q).

De fato, sejam fi, f> € Co(2) e K;,, K;, compactos com /1,1, € N os menores indices tais

que supp(fi1) € Ki,, supp(f2) € K,. Seja ainda Kj, , o compacto tal que /1 » € N € o menor
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indice com supt(fi + f2) < Kj, ,. Assim

Qs fi+ foy = @2, fi + fo)
= 2, i+ 2, )

= f)+ W, )

= i)+ f2)

e também
(pafy=alu,f), VaeR.

Ou seja u € linear.

Seja agora K < Q um subconjunto compacto qualquer. Temos entao que existe um menor
indice /, tal que K < K. Assim Cp x(2) < Co k, () e portanto (Co ,())* <= (Cox(2))*.
Como em Cy g, (Q) temos u = ! e i € (Cp ,(Q))*, concluimos que u e (Co x(Q))*. Assim
p e .2 (Q). Considere a sequéncia diagonal (uf), entdo tff — p.

De fato seja f € Cp(Q) e K; compacto onde / € N é o menor indice tal que f € Co k, ().
Assim se n > [ tem-se que (i) é subsequencia de (1) e portanto (uf, f) — (i, f) =
{u, £, isto é pk — pem 4 (Q). O
O resultado abaixo € um dos Teoremas de Concentragdo-Compacidade devidos a Lions
[18].

Lema 2 Sejam, Q RN um aberto limitado, (u,) < Wol’p (Q) uma sequéncia que con-

verge fraco para u em WO1 P(Q). Suponha que

\Vu,|P — pem 4 (Q) (2-6)
P — v em M (Q). (2-7)
Entdo,

i) existe um conjunto de indices contdvel J, pontos distintos {x} jej < Q e valores ndo

negativos {u;,V,} tais que

v=[ulP” 48 (2-8)
jel

u=|VulP +Z,uj5xj, (2-9)
jeJ

*
i) mais ainda, v < Cl’;*‘ui,’ /P, (jel),

iii) se u=0 e v(Q)VP" = C, - u(Q)V?P, entdo J se reduz a um iinico ponto com

V=", = Cg* (u)P*/?, para algum xo € Q e algum y > 0.
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Para demonstracao do Teorema anterior, precisamos do seguinte resultado.

Lema 3 Sejam Q — RY um conjunto aberto, v e u duas medidas de Radon ndo negativas

e limitadas em Q satisfazendo para alguma constante € = 0

1/q 1/p
([, torav) "< ([ toran) " oeci@ 2-10)

Onde 1 < p <r < +. Entdo existem um conjunto de indices contdvel J, familias (X ;) je;

de pontos distintos de Q, (v) jey € (0,0) tais que

V=V, uz Y VIS, = S by, @-11)

jel jel jel

entdo em particular, ZV j < 00. Adicionalmente, se vale
jeJ

v(Q)Y =€ u(Q)VP (2-12)

J se reduz a um tinico ponto e v = 0y, = %q,uq/p, para algum xo € Q e algum y > 0.

Demonstracdo do Lema 3:
Pela desigualdade reversa de Holder (2-11), a medida v é absolutamente continua com
respeito a u. Como consequéncia existe f € L'(Q), f = 0, tal que v = fu. Ainda em
(2-11), utilizamos um argumento de densidade do espago das funcdes Cj° no espaco das
fungdes continuas para obter

V(A) < E9(u(A)?, (2-13)

para todo conjunto boreliano A — Q. Em particular, f € L*(Q).

Por outro lado, a decomposicao de Lebesgue de u com respeito a v nos da (ver [3])
u=gv+0, ondege L' (dv), g=0 (2-14)

e 6 ¢ uma medida positiva e limitada, singular com respeito a v, ou seja, se K € o suporte
de o, entdo v(K) = 0.

Agora considere (2-11) aplicada a fung¢do teste

¢ =g" Py (2-15)
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nds obtemos

1/r 1/r
<L\(p]’dv) =(Lgr/(r_p)|\I’!rX{g<n}dV) < (2-16)

I/p 1/p

Entdo chamando de dv, = g"/" “PX(g<nydV, a seguinte desigualdade de Holder reversa

1/r 1/p
(f |w|’dvn) <? (f |\|f|”dvn) , (2-18)
Q Q

e em particular, para cada boreliano A < Q temos

vale

(Va(A)'" < E (va(A) 7. (2-19)
Tomando em conta que p < r entdo ou v,(A) = 0 ou
va(A) =% ) 28,80 (2-20)

Como consequéncia, dado um ponto x € Q, entdo ou v,(x) = 0, ou v,(x) = 8 e isso
significa que v,, € uma combinagdo linear de massas de Dirac, que necessariamente deve

ser finita pois Vv, é limitada. Tomando o limite de n — oo nds concluimos que

v=Sv3,. (2-21)

jeJ

Mais ainda a desigualdade (2-11) aplicada para cada x; nos da,

P
u=E Y VIS = > . (2-22)
jeJ jeJ

Agora suponha que vale a desigualdade (2-12), entdao

V(@)1 = Gu(e)?,

q/p
v(Q) = Evj < E%q,u?/p < %1 <2‘Uj> < Clu(Q)4/P (2-23)
jeJ jeJ JjeJ
implicando que Zvj = Z‘ﬁq,u?/p eu(Q) = Z,Uj
jeJ jeJ JjeJ

a/p
Jo
ZV i< Z(f a/p ,u‘]I./ P oque nos dd uma contradi¢io. O mesmo ocorre se supormos que
jeJ jeJ

Suponha que v;, < ¢9u; " para algum jy € J, entdo o fato de v; < %q,uz/ P nos da que
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existe um conjunto mensurdvel E tal que E & & := Ux jeu(E) > 0.Logo u se concentra

jeJ
em 2 e temos que vV = €9u?/?.
Dados dois pontos x1,x2 € Z, temos
V({xi,x2}) = €9 ({x1,32)) = 6 (1 + )P (2-24)
por outro lado
V({rn,xa}) = v({xi}) +v({xa}) = € (un) 9P + 6 ()97 (2-25)
ou seja
C9 (1 + )77 = €U ()P + € ()P (2-26)

e como g > p > 0 a igualdade acima implica que u; ou w» € nulo, e temos a concetracio
de y e v em um dnico ponto. ]

Podemos agora provar o Lema 2.

Demonstragdo do Lema 2: Vamos primeiro assumir u = 0. Escolhendo ¢ € C;°(Q),

nos temos pela desigualdade de Sobolev que,

. O\ /P 1/p
(JQ |Oue, |P a’x) <C, (JQ ]V(q)un)]pdx) (2-27)

como u, — u = 0 fortemente em LZ)C

" 1/p* l/p
(LW dv) <GCp ( L!W!”@) : (2-28)

E o lema 3 nos d4 os itens (i), (ii) e (iii) para u = 0.

(Q), podemos deduzir

Agora considere u = 0 e escreva g, = uy — u, entdo g, € limitada, assim utilizando o lema

1 e alguns resultados de imersdo (ver [6])

gk —0, em Wol’p(Q)
8k ERiL 0, em Q
\Ver|P —pem #(Q)
|8l?”" =V em 2 (Q)

(2-29)

e os cdlculos feitos acima valem para g;. Observe que o lema de Brezis-Lieb nos garante
(ver [4])

L|¢|P*|uk|p*dx~ fg|¢|ﬂ*|gk|f’*dxe L|¢|p*|u|p*dx (2-30)



19

por outro lado temos

f 07" (gl — gil? ) — f 07" dv f 0" dv (2-31)
Q Q Q

entao

| toav— | o= | Jol"ul"ax e32)
Q Q Q

e o teorema da representag@o de Riez nos dd que v = |u\p* +V = |u|p* + Evjﬁxj.
jeJ
Para toda ¢ em C°(Q)

. O\ /PF 1/p 1/p
( [, o dv) c—l/P<( | |¢|de) +( [ |V¢|P|u|ﬁdv) (2-33)
Q Q Q

Tomando ¢ € C*(RY), 0< 0 <1, ¢(0) =1, supp ¢ = (0, 1) e aplicando a desigualdade
para ¢ (%) ,€>0, jelJ. (ver [16]).

€

. 1/N 1/N
< u(B(x;,€))P + - J Vo (ﬂ) N alx J WP dx | (2-35)
€ HB(xj.£) € B(xj.€)

1/p*
< u(B(x;,€)) 7 + e ( f}( )\ur"*> (2-36)
7. Xj,€

1/p
viIP e < u( B 0) P +é (J Vo (x_xj) |p\u|pdx> (2-34)
%’(x_,-,s)

Fazendo o limite de € — 0 obtemos C;lvj < u({x;}) elogo, u=> C;l va*/PSXj =

Como u, — u em WO1 ?(Q) e o operador "
. Lq)wuv’dx, deCy (2-37)
€ convexo e continuo,
f O|VulPdx < liminff O|Vuy,|Pdx = J odu (2-38)
Q Q Q

e assim temos que u > |VulP, e como |Vu|P e u; sdo mutuamente singulares, entdo

p=|Vulf +C,1 Zv?*/l’ng ou mais precisamente > |Vu|? + Z/Jj O
jeJ jeJ



CAPITULO 3

Geénero de Krasnoselskii

Vamos agora introduzir a teoria do género de Krasnoselskii, para isso precisamos

de algumas propriedades do grau de Brouwer, ver ([8, 10]).

Definiciio 3.1 Dados um conjunto aberto e limitado Q@ — RN, um elemento p e RN e uma
fungdo continua f: Q — RV, tal que p ¢ f(0K). Associamos a eles um inteiro d(f,Q, p).

O niimero d(f,Q, p) é chamado e grau de f em €, na seginte forma

i) Se f é diferencidvel e p é um valor regular de f, entdo

d(f,Q,p)= > sign(det(Df(x)))
xef~(p)

ii) Se f é diferencidvel e p ndo é um valor regular de f, entdo escolhemos p' € RV,
tal que p' seja um valor regular e também, para todo A € [0,1] e todo x € 0Q,
f(x) # —(Ap+ (1—=LA)p') e definimos

d(f,Q,p)=d(f,Q,p").

A existencia de tal p' é garantida pelo Teorema de Sard, veja [8].

iii) Se f ndo é uma funcdo diferencidvel entdo escolhemos uma funcdo diferencidvel
g:Q — R, tal que para todo L€ [0,1] e todo x € 0Q, Ag(x) + (1 —A)f(x) # p (esta

fungdo f sempre existe em virtude do teorema de Stone-Weierstrass) e definimos
d(f,Q,p) =d(8,Q,p).

Apresentamos abaixo alguns resultados que serdo utilizados.

Proposiciio 3.2 Seja Q = RN um aberto e f € C'(Q). Defina
Sr(Q) = {xeQ: det[Jac(f(x))] = 0}

entdo u(f(S¢(Q))) = 0, onde u denota a medida de Lebesgue n-dimensional.
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Apresentamos agora o Teorema de Borsuk e uma demonstracio devido a [10]

Teorema 3.3 (Borsuk) Seja Q um conjunto aberto, limitado e simétrico. Se f: Q@ — RN

é impar e {0} € Q, entdo o d(f,Q,0) é impar.

Demonstragdao do Teorema 3.3: Podemos assumir que f € c' (Q):=C'(Q)nC(Q) e
det[Jac(f(0))] # 0. Para isso, aproxime f € C(Q) por g € (_fl(Q), considere a parte
impar g>(x) = %(gl(x) —g1(—x)) e escolha um & que ndo ¢ autovalor de g5 (0). Entdo
f(x) = ga(x) — 8x estd em c' (Q), é impar com det[Jac(f(0))] # 0, e estd perto de f, se &
e |g1 — flo:= max{|f(x)| : xe Q} forem escolhidos para ser pequenos o suficiente. Entdo
d(f,Q,0) =d(f,Q,0).

Seja f € 61(9) e det[Jac(f(0))] # 0. Para provar o teorema, é suficiente mostrar que

existe uma fungdo impar g € c' (€) suficientemente proxima de f tal que O ¢ g(S,), entdo

d(f,Q,0) = d(g,Q,0) = sgn(det[Jac(g(0)])+ > sgn(detlJac(g(x))]) ~ (-1)
xeg1(0)

x#0
onde a soma € impar desde que, g(x) = 0 se e somente se g(—x) = 0 e det[Jac(g(-))] é
impar.
Entdo a fungdo g serd definida por indugdo como segue. Considere Q; = {x € Q : x; #
0 para algum i < k} e uma fungdo impar ¢ € C'(R) tal que ¢/(0) =0 e ¢(t) =0 se e
somente se t = 0.
Considere f(x) = f(x)/@(x1) no aberto limitado Q| = {x = (x1,...,x,) € Q: x; # 0}.
Pela proposi¢do 3.2, encontramos y' ¢7(SJ7(Q1 )) com |y!| tdo pequena quanto se queira.
Entdo, 0 é valor regular para g1 (x) = f(x) — @(x;)y' em Q, desde que g/ (x) = o(x1)f (x)
para x € Q. talque g (x) = 0. Agora suponha que ja temos uma fungdo impar g € c' (Q)
perto de f em Q tal que O ¢ gx(S,, (Q4)), para algum k < n. Entdo definimos gj1(x) =
8k(x) = @1 )y !
{xeQ: x4 #0}.
Evidentemente, gy, € c' (Q) é impar e perto de f em Q. Se x € Q| € x¢41 = 0 entdo
x € Qp, gri1(x) = gi(x) e gy (x) = gi(x), entdo det[Jac(gi+1(x))] # 0, e entdo 0 ¢
Sk+1(Sgp,, (Q41))- Logo g = g, € impar, perto de f em Q e € tal que 0 ¢ g(S(Q—{0})),

com |yk+]] pequena e tal que O € um valor regular de gx,; em

desde que Q, = Q — {0}. Pelo passo de indugdo nés vemos que g'(0) = g7(0) = f'(0);
entdo 0 ¢ g(S,(Q))
O

Corolario 3.4 Para j < N, ndo existem fungdes continuas e impares f : S¥ =1 — R/ —{0}.

Corolario 3.5 Seja Q como no teorema de Borsuk. Se j < N entdo ndo existe funcdo

impar f : 0Q — R/, que seja continua.
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Iremos agora definir a no¢do de género de um conjunto.

Definicao 3.6 Seja E um espaco de Banach, denotamos por
S(E) :={A c E —{0};A é fechado e simétrico em relagcdo a origem}.

Definicdo 3.7 Seja A € S(E). Diremos que A tem género n, se n for o menor natural para
o0 qual existe uma fungdo continua e impar @ : A — R" —{0}. O género de A serd denotado
porY(A). Se A = & definimos y(A) =0, se A # J e para nenhum n € N existem fungoes
continuas impares f : A — R" — {0} definimos Y(A) = .

No que segue, A e B denotardo elementos de S(E).

Proposicao 3.8 O género possui as seguintes propriedades:

~

Se existe uma fungdo continua e impar f : A — B, entdo Y(A) < Y(B);
2. Se A c B, entdo Y(A) < Y(B);

3. Se existe um homeomorfismo impar f : A — B, entdo Y(A) = Y(B);

4. Se SN ¢ a esferade RN, y(SVN=1) = N;

5. (AU B) <Y(A) +Y(B);

6. Se y(B) < o0, entdo Y(A—B) = Y(A) —y(B);

7. Se A é compacto entdo Y(A) < w0, e existe & > 0 tal que Y(A) = Y(Ns(A)), onde
Ns(A) = {x€ E;d(x,A) < 8};

8. Se A é homeomorfo, via homeomorfismo impar, a fronteira de uma vizinhanga

simétrica e fechada de {0} em RY, entdo y(A) = N

9. Sejam X e Y dois subespagos vetoriais de E, tais que E =X ®Y. Se y(A) > dim X
entdo AnY # .

Demonstragcdo da Proposigdo 3.8:

1. Sejay(B) = N entio tome g : B— RY — {0} uma fungo continua e impar. A fungio
h=gof:A—RN—{0}écontinua e impar. Logo y(A) < N = y(B).

2. Basta notar que a func¢io imercdo de A em B € continua e impar, o resultado segue

do item anterior.

3. Oitem 1 nos da que Y(A) < y(B) e tomando a inversa da funcdo f temos também

peloitem 1 que Y(A) = v(B), portanto y(A) = y(B).
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SN=1 RN — {0} é continua e impar.

4. Temos que Y(S¥~!) < N pois a fungio i :
O coroldrio do teorema de Borsuk nos dd que ndo existe funcdo continua impar

¢: SV~ - R/ —{0}, se j < N. O que conclui nossa demonstragio.

5. Da definicdo do género segue que existem func¢des continuas e impares @ : A —
RY4) — {0} e y: B — RY®) —{0}. E o teorema da extensdo de Tietze nos da que
@ e Y podem ser extendidas a todo E com valores em RY(4) ¢ RYB) respectivamente.
Denote por @, Yy estas extensdes. Observe que podemos supor que @ e Y sdo

() —9(—x) W(X)}W(*X)

impares, pois se nao sdo, basta considerar 5 e . Construimos

entao,
f=@W): E— RO,

f é continua e impar e ndo se anula em A U B, logo Y(A U B) < Y(A) +Y(B).

6. Como A < (A—B) U B, temos que Y(A) < Y((A— B)) +7(B) ou seja
Y(A) —v(B) < ¥((A - B)).

7. ParacadaxeAecada0<r <||x||, sejaA(r,x) = B(x,r) U B(—x,r). Podemos notar
que Y(A(r,x)) = 1. Como A é compacto, existe uma familia finita {A(r;,x;)}"_, tal
que A = | J | A(ri,x;). Logo ¥(A) < n. Seja agora ¢ : A — R¥4), continua e impar.
Eseja@:E — RY4) uma extensdo continua e impar. Como @ ndo se anulaem A e
A é compacto, existe O talque @, ndo se anula em Ng(A) ou seja Y(N5(A)) <Y(A). E

a parte 2 nos garante a igualdade.

8. Seja V uma vizinhanca de {0} em R utilizando o item 3, resta a nés provar que

v(0V) = N. Defina a seguinte fungio

fiov — sVl (3-2)
X |§—| (3-3)

f é continua e impar, logo Y(0V) < N. Suponha por absurdo que y(0V) < N, entdo
existe uma funcdo continua e impar g : 0V — R/, com j < N, o que gera uma

contradi¢cdo com o corolério 2 do teorema de Borsuk.

9. Seja P: E — X a proje¢do de E em X. Se AnY = & entdo P(u) = u, Yu € A,
logo P: A — X — {0} é uma fun¢fo continua e impar, o que contradiz o fato de
Y(A) >dim X.Logo AnY # .

L]
Exemplos: Tomando E = R?, A = {xeR?; ||x|| = 1} e B= {xe R?;||x|| = 2}, entdo temos
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que Y(AuB) =2 <4 =1v(A)+Y(B).

Sejam agora A = {(x,y) € R%;|x| = 1} e B = {(x,y) e R%;|y| = 1}. Como A e B sdo nio
vazios e @(x,y) = x, Y(x,y) =y sdo fungdes continuas impares e que ndo se anulam em A
e B respectivamente, temos que 1 = y(A) = y(B). Definindo C = {(x,y) e R?; |x| = 1, [y| <
1} u{(x,y) e R%;|x| <1, |y| = 1}, entdio C = A U B. C é homeomorfo, via homeomorfismo
impar, a S! entdo temos Y(A U B) = Y(C) = y(S') = 2. Logo Y(A U B) = 2 = y(A) +Y(B).

Definiciio 3.9 Seja F : E — R um funcional C'(E) e ¢ um mimero real. Uma sequencia

{uj} © E é de Palais-Smale em um nivel c se

F(uj) —c, (3-4)
F'(uj) >0 € E* (3-5)

Se a defini¢do 3.9 implicar na existéncia de uma subsequencia {u;, } < {u;} que converge
em WO1 ?(Q), dizemos que G verifica a condi¢do de Palais-Smale ou (P-S). Se essa
subsequencia convergente forte ocorre somente para alguns valores de ¢, dizemos que

G verfica uma condi¢do local de Palais-Smale ou (P-S)..

Lema 4 (Lema de Deformacao de Clark) Suponha que G satisfaca (P-S). Seja c e R e
U uma vizinhanga de K., entdo existe dy tal que se dy > dy > d > 0, existe uma fung¢do

continua : [0,1] x E — E que satisfaz
a) N(0,x) = x para todo x € E
b) paratodot, (t,x) =x se |F(x) —c|>dl
¢) para todo t, N(t,x) = x é um homeomorfismo de E sobre E
d) F(n(t,x)) < F(x) para todo (t,x) € [0,1] x E
e) FM(l,x))<c—dseF(x)<c+dex¢U
f) se K. = & podemos tomar U = J, e por fim
g) se F é par, m| é impar.

Demonstracdo do Lema 4:

Para a demonstragdo veja [8, 20]. ]

Denotaremos por f. o conjunto {x€ E : f(x) < c}.
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Teorema 3.10 (Lustenik-Shnierelmann) Seja F : E — R um funcional C', par, que
satisfaca (P-S) e tal que F(0) = 0. Para cada m < dimE, seja

cn(F) = inf <supF(x>> (3-6)

Y(A)=m \ xeA

Se —0 < ¢py(F) < 0 entdo
Ky = {xe€E;F(x) = cu(F),F'(x) =0}

é ndo vazio e compacto. Mais ainda, se m < n e —0 < ¢;y(F) = ¢,(F) = ¢ < 0 entdo
Y(Kn) =n—m+1

Demonstracdo do Teorema 3.10:

Seja {u,},”, < K, uma sequéncia limitada, como F satisfaz (P-S), temos que existe
uma subsequéncia {u, } < {u,} convergente, com limite u. Agora observe que para
cadaneN, F(u,) =c, F'(u,) =0, e como F € €'(E), F(u) = cn(F), e F'(u) =0,
ou seja u € K, e K,,, € compacto. Se K,, = ¢J o teorema de Clark nos dé a existéncia
de um ndmero real d > 0 tal que ¢;,(f) +d < 0 e uma fungéo continua e impar na
segunda varidvel n : [0,1] x E — E tal que N(1,F,, (r)+q) < Fe,(f)—a- Se€ja A € S(E),
tal que Y(A) = n e sup,c4 F(x) < cm(f) +d, logo A} =n(1,A) é um conjunto fechado e
simétrico. Como 1M(z,-) : E — E é um homeomorfismo para cada t € [0, 1], y(A]) = m.
Mas sup,c4, F(x) < cm(F) —d o que contradiz a defini¢do de ¢, (F) logo Ky, # .
Como K, é compacto, pela proposi¢do 3.8 (7), Y(K,,) < o0. Seja U uma vizinhanga aberta
e simétrica de K, tal que U € S(E) e Y(U) = Y(K). Sejam d > 0 tal que c+d <0 e
n:[0,1] x E — E tal que n(1,F,4) S F._4. Pela defini¢do de c,(F), segue que existe
AeS(E)talque AC F. geY(A) = n.

Seja B = A — U, novamento por 3.8 (6) temos que

Y(Km) =Y(U) = Y(A) —Y(B) (3-7)

Também temos que B e S(E) en(1,B) € F._,4. Por 3.8 (3) y(B) =v(n(1,B)).Se y(B) = m
terfamos uma contradi¢do com a definicdo de ¢, logo y(B) < m — 1. De (3-7) temos
Y(Kn) =n—m+1 e o teorema estd demonstrado. O

Seja F : E — R uma funcio C', par e tal que F(0) = 0. Definimos:

i1(F)= lim Yy(F,) (3-8)

a—0~

o(F) = lim y(F,) (3-9)
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Teorema 3.11 Suponha que F satisfaz 3.9. Se i\ (F) > ip(F), entdo para cada inteiro m
tal que ir(F) <m < i) (F), existe pelo menos um par (X, —x,) de pontos criticos de F
tais que F (x,,) = ¢ (F).

Demonstracdo do Teorema 3.11:

Vejamos primeiro que ¢,,(F) < 0 se e somente se m < i1(F). Com efeito, se ¢,,(F) <0,
podemos tomar A € S(E) tal que Y(A) = m e sup,c4 F(x) < cn(F)/2.Logosea <0ea >
(em(F))/2, se tem que Y(F,) = Y(A) = m e isto implica que i; (F) = m. Reciprocamente,
se m < i1(F), existe a < 0 tal que Y(F,) = m. Como F, é fechado e simétrico, temos que
cm(F)<a<O.

Agora mostremos que m > ip(F) se e somente se ¢,,(F) > —co. Primeiro seja ¢, (F) >
—o0, entdo suponha por contradi¢do que i, = m logo para todo a, Y(f,) = m ou seja
cm(f) = —o0 oque nos dd uma contradi¢do. Seja agora i»(f) < m logo existe a tal que
Y(fp») < m para todo b < a ou seja ¢, (f) > a e portanto ¢, (f) > —o0

Isto combinado com o teorema anterior nos da que K, # ¢J € o teorema estd demonstrado.

L]



CAPiTULO 4

Convergeéncia de Sequéncias de Palais-Smale

No problema 1-3, a principal dificuldade € a falta de compacidade na inclusdo
de WO1 P(Q) LP". Provaremos entio uma condi¢do local de Palais-Smale, que serd
suficiente apesar de algumas restricdes. A relacdo 2 com a hipdtese que a constante ¢
em 3.9 € pequena o suficiente, permite-nos mostrar que a parte singular das medidas deve

ser zero, e teremos entdo uma condicao local de Palais-Smale.

Lema 5 Seja {v;} < WO1 P(Q) uma sequencia de Palais-Smale para o funcional F,
definido em (1-2).
Entdo temos

N

Sr . . .
1. Sep<qg<p*ec< N entdo existe uma subsequencia {v;,}  {v;}, convergindo

forte em WO1 P(Q).
N
2. Sel<g<pec< SWP — KB, onde B = p*/(p* — q) e K é uma constante depen-
dendo de p, q, N e Q. Entdo existe uma subsequencia {v;,} < {v;}, convergindo

forte em WO1 P(Q).

Demonstracdo do Lema 5:
Vamos provar que a sequencia {v;} é limitada em ambos os casos.

Para o caso 1 observe que

1 I 1 1 1 * I 1
F(vj)——(F'(vj),v; —<———) v-p—l—(———) v~p*>(———) vill?
i) = 2 E v =\ S = Wil { =2 J illpe = {5 =2 ) vl

Tomando € > 0, existe jo € N, tal que para todo j > jo

1 €
Hnwm+5w%wwwm<c+§+wwn (4-1)
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implicando que <% - é) |[vill? = 8|[vj|| < c+ 5. Portanto {v;} é limitada em WOLP(Q).

Ja para o caso 2 temos

1 1 1 1 1 -
Fvj)—=CF'vp)vip =t === ) Ivilld+ | === ) Ivillox =
P P q P P P

11 11 x
M{(———) V; q*+<———> villPs (4-2)
i Vil P Vil

= ||vj][px < Co

Entdov; e L",¥Y 1 <r < p* e também

1 A 1 #
F(vj) :—||Vj||p——HVjHZ_EHVjHZ* <c+e (4-3)

. T 1 ..
Ou seja, {v;} ¢ limitada em W,"”(Q). Portanto limitada em ambos 0s casos.
Agora tomando uma subsequencia apropriada se necessdrio, conseguimos em ambos 0s

casos que

( vi—vem Wol’p(Q)

vi—vemlL' 1<r<p* eq.t.p.

VP —du= (VP 4w, (4-4)
keJ
VilP" —dv = [v|P" + > vidy,
\ keJ

Tomando x; € Q, no suporte da parte singular de du e dv, consideremos ¢ € C°(R"), tal
que 0 =1 em B(xg,€), ¢ =0 em B(xy,2€)¢, |[Vo| < % Podemos ver facilmente que {¢v;}

¢ limitada em WO1 ?(Q) entdo usando o fato de F’(v;) convergir para zero emW L7 (Q),

J ¢dv+f |v]q¢dx—f Odu = limf |ij|p*2vjVVjV¢ dx (4-5)
Q Q Q =0 Jo

Pela definicdo da ¢ e pelas representacdes de du e dv, utilizamos Holder para obter

1/p*
<c < f rv\P*dx> —0  (46)
B(x;.2¢) e—0

- hm{J ¢dv+xf V| 70dx — J (bd/J} = Vi — 4-7)

e—0

0< lim

J—©

. Vv, |P=2v;(Vv;, Vo)dx

Entao

S VP/P

E como y; = S. Vk/p (vide 2), ou seja vy > entdo vy = 0 ou v; > SP Vamos

agora provar que esta segunda desigualdade ndo pode ocorrer.
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N
Assuma que existe ko com Vi, # 0 ou seja v, = S». Por (3-5) e (4-2)

¢ = lim F(v)) > F(v) <-——>2vk>F +57 (4-8)

J—®0

N

Sr
Mas por hipétese ¢ < € F(v) < 0. Em particular v ndo é nula, e

1 1 * A
0< —J ]Vv|pdx<—*J [v|P dx+—f lv|9dx (4-9)
PJa P Ja qJa
isto é
c= lim F(vj) = hm{ (v; ——<F (vj)s vJ>} (4-10)
]—>OO J—00
S
3 b+ S ea (S | v
N

Agora vamos separar novamente nos casos le2.

N

Sr . . - ~
1. Se p < g < p* entdo ¢ > N 0 que ja nos dd uma contradi¢do, entdo v; = 0, para

todo ke J e lim J \vj|p>k = f v|P" por (2.6) concluimos que Vi —vem L' e
= Jo Q
pela continuidade do operador inverso A;l, vj —vem WO1 P(Q) (ver Apéndice A).

2. se 1 < g < p, aplicamos Holder a (4-10) e obtemos

Vg L\ 9/P*
e = (G5 i () @)
Q

Seja f(x) = c1x”" — Aeoxd, f possui um minimo absoluto no ponto xg —
(Ac2 %cl)l/ (r*=4) isto é f(x) = f(xo) = —KAP mas isto contradiz as hip6teses para
0 caso em questdo, logo v; = 0 para todo k € J e concluimos que v; — v em LP e

pela continuidade do operador inverso A;l, vj —vem Wol’p (Q). O

N N
Acabamos de provar que abaixo dos niveis S7 /N e 7 /N —kAB, o funcional F

verifica uma condicio local de Palais-Smale para p < g < p* e 1 < g < p respectivamente.



CAPITULO 5

Existéncia de Solucao

Caso Homogéneo

Neste capitulo provaremos os Teoremas 1.1 e 1.2 apresentados na Introducao.
Relembramos abaixo uma versdo do Lema do Passo da Montanha de Ambrosett Rabi-

nowitz, com o objetivo de provar a existéncia de uma solu¢io para o problema (1-3).

Lema 6 (Passo da Montanha) Seja F um funcional em um espaco de Banach X, F €

C'(X,R). Assuma que existem r, R positivos tais que
(i) F(u) >r, Yue X com ||ul| =R
(ii) F(0) =0e F(wo) < r para algum &y € X com ||| > R

Defina C = {ge C([0,1]:X):g(0) =0, g(1) = wo} e c = inf max F(g(t)). Entdo existe
geCte[0,1]

uma sequéncia {u;} c X tal que F(uj) — c e F'(uj) > 0 em X*.

Demonstracdo do Lema 6:

Para a demonstracao veja [1]. ]
Iniciaremos com a prova do Theorema 1.1 que € basicamente verificar que o funcional
(1-4) satisfaz as condicdes (i) e (i1) do Lema 6.

Demonstragdo do Teorema 1.1: Aplicando F em tv, v € WO1 P(Q), t € (0,00) obtemos,

tP Y P «
Ftv) = —|v[|P — —|v;|I7 - FHVHﬁ* (5-1)

e como as normas de v em cada um desses espacos € constante em relacdo a ¢, temos um

polindmio generalizado na variavel 7.
*
1(t) = art? —axt? — azt? (5-2)

1(0) = 0, para R pequeno o suficinte, o fato de p < g < p* implica que /(R) > 0, portanto

existe um r > 0 de modo que /(R) > r e também tlim I(t) = —oo implicando a existéncia
—00
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de um 7y > R tal que I(1p) < r, assim concluimos que F satisfaz as condi¢des acima.
Se pudermos provar agora que
N
c<Sr/N (5-3)

entdo o lema 6, juntamente com o lema 5 nos d4 a existéncia de um pontio critico de F.

Para esta estimativa, nos escolhemos

vo € Wy P (Q) com |[vo| p+ = 1 (5-4)
e o fato de tlir& F(tvg) = —o0 nos da a existéncia de um #;, > 0 tal que sup,-(F(tvo) =
F(t)vo) e entdo 1, verifica
0= <F/<I)LV0),V()> = l‘;lj_l fQ ‘Vv0|pdx— t)lz*_l — 7\.1‘7({_1 fg ‘vqudx (5-5)
Portanto temos
0=t§f*1 (tfzqf |Vvo|pdx—tf*q—7\.f |vo|qu> (5-6)
Q Q
Observe que
P 4 +7LJ lvol9dx —> oo (5-7)
Q A—00
e entdo (3.4) implica que 1, ﬁ 0. Pela continuidade de F,
—00
lim (supF(tvo)) =0 (5-8)
}\,—>OO [20

logo existe A tal que para todo A = Ay,

S
sup F(1v) < WP (5-9)

=0

Se tomarmos ®y = svp com s grande o suficiente para se ter F(®g) < 0 conseguimos

¢ < max F(go(f)), go(t) = 1o (5-10)
t€[0,1]

N
entdo ¢ < sup,~qF(tvg) < S» /N ficando provada a estimativa (5-3) para A grande o
suficiente. U]
Provaremos agora o Teorema 1.2.

Demonstracdo do Teorema:1.2
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A escolha natural € tomar um truncamento de
Ue(x) = (& + c|x — xo| /P~ D) (P=N)/p (5-11)

por que etas sdo fungdes em WO1 P(RN) que assumem a melhor constante da imersio
de Sobolev (ver [15]). E bem conhecido que elas sio tnicas e positivas, exceto por

translagoes e dilatacdes. Podemos assumir que 0 € Q e a equagdo acima se torna
Ue(x) = (g + c|x|P/ (=D (p=N)/p |

Seja ¢ uma fungdo em Cy°(Q), com ¢(x) = 1 em uma vizinhanga da origem. Definimos
agora, ug(x) = Ug(x)d(x). Para € — 0 o comportamento de ue, se assemelha ao com-
portamento de Ug, e podemos estimar o erro ao tomar ug no lugar de Ug. Deste modo,

calculamos

o0 (e+ [P )P Pty (5-12)

Vie = {(+ x| 71) P V() <N;P>

(5-13)

_N
. 19t =g~ (1), € =0,k = 011 o

L\ PP N
<fg\u8‘l’ ) —koe’ 7 +0(1), e~ 0. ka = Ut e gy (5-14)

2_N
O(1)+ke” "r, e -0, N> p?
f lue|” = < O(1) +klIn(e), € — O,N = p? (5-15)
Q
o(

N

2_
1) 4+ke?” 7T, g0, p<N < p?

Ug

tomando v = Tael s
p

, obtemos as seguintes estimativas (ver [5, 12, 15])

a) Estimativa para o gradiente

[Vvellh = S+0(eW—P)/r) (5-16)
b) Estimativa para ||ve||,
Se g > p*(1—1/p) entdo
C,e\(P=D/P)(N=a(N=p)/p) [vell < Coe\(P=1)/P)(N=q(N=p)/p) (5-17)

Se g = p*(1—1/p) entdo

Cie™ PP | In(e)| < |[ve]|? < Coe¥=P)9/7 In(e)| (5-18)
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Se g < p*(1—1/p) entdo

CeWN=ra/p® < [vell < CyeN=P)a/p? (5-19)

Observer que se p < g < p* entdo ||ve[§ — 0
e—0
Usando estas estimativas, nés vamos mostrar a existéncia de um € > 0 pequeno o

suficiente de modo que
SN/p
SupF(tve) < —— (5-20)
=0 N
Entao concluiremos como no teorema anterior, utilizando os lemas 5 e 6. Vamos conside-

rar as funcoes
tP A
o(t) = Fltve) = = f Vvelrdx— A" f ve|7dx (521)
P Jo P qJo

*

_ tP » tP
g(t) = F(tve) = > L |Vve|Pdx — > (5-22)

E claro que g(7) = % entao sup,~ F(tve) é assumido para algum e >0 e
—00 =

0=g(te) =17 (f |Vv8|pdx—tf*_p —ktg_pj |vg|qu> (5-23)
Q Q
entao
f |Vve|Pdx = té’*_p + Mgpf |ve|%dx > zé’**" (5-24)
Q Q
ou seja
1/(p*~p)
te < (J ]va\pdx) (5-25)
Q

que implica que
o

P
f |Vve|Pdx < tf*_q +A <f |va|pdx) o <f |Vg|qu) (5-26)
Q Q Q

Escolhendo € pequeno o suficiente, por (5-16) e ||ve||d - 0, temos que
£—>

P =52 (5-27)

ou seja, temos um limite inferior para f¢ independente de €. Agora estimamos g(ts). A

I ‘. 1/(p*— B .
funcdo g assume seu miximo em t = (SQ \va|pdx) /(P"=P) ¢ ¢ crescente no intervalo
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|0, (5, IVvelrax) /7" Entdo usando (5-16), (5-25) € (5-27) temos

A
g(te) = 8lte) — —tgf |ve|9dx < (5-28)
q Q
1/(p*—p) A
8( (J Vv8|”dX) )——t¢ f |ve|9dx < (5-29)
Q q Jo
N/p _ q/(p*—p)
S_ + C£g¥ — 7_\’ (5) f |v3|qu (5_30)
N q \2 o

vamos supor g > p*(1—1/p). Entao temos (5-18) e

N q
olte) < SW” Lo (g) P (=1 p) (N—g(N=p)/p)} (5-31)

Se
N-p p—l(N_q(N—p))
p p p

N
entdo para € pequeno o suficiente temos que g(tg) < SWP Isto conclui a demonstracdo. []

Obs.1 Se N = p?,

esep<q<p* temos

* 14
q>p ———<
p—1
E assim g verifica (5-18) e obtemos o resultado de [15].

Se N < pz,

Note que para p < g < p* — p%l a estimativa ndo ¢é o suficiente.



CAPITULO 6

Existéncia de infinitas Solucoes

Caso Homogéneo

Agora estudaremos o caso em que 1 < g < p. Para encontrar solugdes para
o problema (1-3), vamos construir uma classe mini-max de pontos criticos, usando o
conceito e algumas das propriedades do género. Veja o capitulo 3.

Dado o funcional F' a hipétese g < p nos d4, pela desigualdade de Sobolev, que

1 1 A a/p
F(u) > ]—)JQ |Vu|Pdx — P (JQ |Vu|pdx) — Ecl)’q (L} |Vu|pdx) (6-1)

se definirmos

1 1 A
h(x) = —xP — ——=xP — —cp gx? (6-2)
p p*ST q
entdo
F(u) = h([[Vull) (6-3)

e um cdlculo simples nos permite mostrar a existéncia de um A tal que se 0 <A < Ay,
atinge seu maximo positivo.

Vamos assumir 0 < A < A;. Escolhendo Ry ¢ Ry como sendo a primeira e a segunda
respectivamente raizes positivas de A(x) temos o seguinte truncamento de F'. (ver [13])

Sejat:R*™ — [0, 1] ndo crescente e C*, definida por

1 <R
t(x)={ T (6-4)
0, sex >R

Defina entdo @(u) = t(||u||). Considere agora o funcional truncado

J(u) — 1f \Vu\pdx—&f yuwdx—i*f 7 o(u)dx 6-5)
P Jo qJo 2N o)
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como em (6-3) J(u) = h(||u||) com

X (6-6)

Observe que parax < Ro, h=heparax >Ry, h=1xP —2c  x1.

As principais propriedades de J sdo:
Lema7 (i) JeC\(W,”(Q));

(ii) Se J(u) <0 entdo ||ul| <Ry e F(v) =J(v), para todo v em uma pequena vizinhan¢a

de u;

(iii) Existe i > 0 tal que se 0 < A < Ay entdo J verifica uma condi¢do local de Palais-

Smale para ¢ <0

Demonstracdo do Lema 7:

O fato de J € C' (W, ”(Q)) decorre diretamente de ¢ € C* (W, ”(Q)).

Para mostrar o item (ii) basta notar que h(x) possui duas raizes positivas, uma em
Ry e outra em R;. Quando x > Ry,h(x) > 0, logo se ||u|| > Ry entdo J(u) > O pois
J(u) = h(llul).

Para provar o item (iii), observe que toda sequéncia de Palais-Smale para ¢ < 0 deve ser
limitada, entdo pelo lema 5, se A verifica % — kM > 0 existe subsequéncia fortemente

convergente. (]

Obs. 2 Pelo item (ii) do lema 7 se encontrarmos algum valor critico negativo para J,

entdo temos um valor critico negativo para F.

Agora vamos construir uma sequéncia mini-max apropriada de valores criticos negativos

para o funcional J.

Lema 8 Dado ne N, existe € = €(n) > 0 tal que
Y{ue Wy (Q): J(u) < —€}) > n.

Demonstracdo do Lema 8: Fixe n, seja E, um subespaco n-dimensional de WO1 P(Q).

Tomando u, € E, com ||u,|| = 1. Para 0 < p < Ro temos

J(pun) = F(puy) = ~pP — L pr* f ulP*dx— 2o f uffdx 6-7)
p p Q q Q
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E, é um espaco de dimensdo finita e portanto todas as suas normas sdao equivalentes. Se

definirmos
oy, = inf{f lun|P dx : we Ep,|jun|| =1} >0 (6-8)
Q

aninf{J nl9dx : we By, un] =1} >0 6-9)
Q

Temos que

T(pun) < Lpp — Lapr ol
p p q

E podemos escolher € pequeno o suficiente, dependendo de n e 1} < Ry, tais que J(Mu,) <

p? (6-10)

—g,se uy € Ep, e [juy|| = 1.
M 1> .
Seja Sy = {ueW,”(Q) : |ul| =n}

SqyNE, {ueWol’p(Q) s J(u) < —¢€}
E pela proposicdo 3.8

Y(ue Wy P(Q) : J(u) < —€}) > USn N En) =1 (6-11)

Lema 6.1 Sejam ¥ := {C c W, "(Q) — {0}, C=C = —C, ¥(C) = k},

cy := inf supJ(u) e
CEZk ueC

Ke:= {ue Wy P (Q):J' (u) = 0,J(u) = c}.

Suponha 0 < A <Ay, onde \| é a constante do lema 7. Entdo se ¢ = Cy = C11 = """ = Ckars

Y(K;) = r+ 1 (em particular, os ci’s sdao valores criticos de J).

Demonstracdo do Teorema 6.1: Na prova vamos usar o lema 4 Por simplicidade denota-
remos J ¢ :={ue Wol’p(Q);J(u) < —¢}. Pelo lema 8, para todo k € N, existe €(k) > 0 tal
que Y(J~%) = k. Como J é par e continuo, J ¢ € X, entdo ¢ > —oo para todo k. Vamos
assumir que ¢ = ¢x = cx4+1 = - -+ = Ck+,. Observe que se ¢ < 0, J verifica a condi¢do de
Palais-Smale em K, e é ficil ver que K. é compacto. Se Y(K;) < r, existe um conjunto
fechado e simétrico U, K. < U tal que y(U) < r. Pelo lema de deformagio, existe um
homeomorfismo impar

n:W, 7 (Q) — W, "(Q) (6-12)

tal que N(JH —U) c J3, para algum & > 0 (0 < & < —c, pois J verifica 3.9 em J°, e

precisamos Jetd = J9). Por defini¢do ¢ = cp4, = inzf supJ(u) entdo existe A € Xy, tal
C€Lk yeC
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que supJ(u) < ¢ + 8 que implica que A — JHd ¢

ueA
NA—-U) cnUe+®) <y, (6-13)

Mas YA—U) = Y(A) —y(U) 2 ke yMA—-U)) =2Y¥A—U) > k. Entdio N(A—U) € &,
oque contraria 6-13. De fato (A —U) € £ implicaque sup J(u) =cr=c O

uen(A—U)
Podemos entdo finalmente demonstrar o Teorema 1.3.

Demonstracdo do Teorema 1.3: O Teorema é consequéncia imediata do lema 7 e
do Teorema 6.1. [

Obs. 3 O teorema acima também pode ser demonstrado utilizando os Teoremas 3.10 e
3.11.



CAPITULO 7/

Existéncia de Infinitas Solucoes

Caso ndo Homogéneo

Provaremos agora alguns resultados que irdo nos auxiliar na demonstragao do
Teorema 1.4. A dificuldade em questdo € falta de controle da parte ndo simétrica do
funcional /. A ideia € encontra algum truncamento apropriado de I, para obter um
funcional J, onde a parte nao simétrica possa ser estimada, tal que a existéncia de pontos
criticos de J implique na existéncia de pontos criticos de /. Vamos comegar com uma

estimativa a priori, que nos dard uma ideia para realizar o truncamento.

Lema 9 Existe uma constante A = A(||f|| ) > 0 tal que, se I'(u) = 0 entdo
A 1/
— | Jul%dx <A.(JI(w)|P +1)"/?P (7-1)
qJo

Demonstragio do Lema 9: Seja I' (1) a derivada de Frechet em relagdo a u. Em um ponto
critico de I temos .
I(u) = I(u) — ~1'(u) (7-2)
p

zlf ]Vu]pdx—?—LJ \u]qu—f fu dx—l[f ]Vu]”dx—?uf \u]qu—f fu dx]
P Ja q9Jo Q P lJa Q Q

I 1 1
> (== juqu_(l__) "
<p q) o L

usando o fato de que g > p, as desigualdades de Holder e Young, vemos que para todo
>0

1 1 1 !
1002 (5= o) [ trax (el + ie)ls17) > (73)

1 1 1 q
= (5 0) [ vax - (cellly el (7-4)
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Agora escolhemos 2p'e = % (%) e temos
I 1 A1 1 1
Hu)| =M ——- J u%’x——(———)f ul?dx — 7 =
= (5= 2) [Lwrax=3 (5= 2) || uttar— ol
A1 1 /
S dgy q
2 (53 ] v ot
Tome k = (]{—pp entao ,
k([I(u)|+ 7 Z—J u|?dx
(1ol+Bols1) = | I
(1w Al l9) /
kBoll A7/ Pl < ———(Iw)[+1)"" <
7O\ Boll A1 2
Al 9)
< =P ([ w)|? + 1)MP = AUl @) (@) + 1)

2

onde A = 2 - max{kPBo|| f HZ,, 1}. Concluimos assim a demonstragio.
Com esta estimativa, fazemos o seguinte truncamento:
Sejam ¥ : R — [0,1], xeC* e y: Wol’p(Q) — [0, 1] tais que

0, sex>=2
x(x)={

1, sex<1

Satisfazendo —2 < x/(x) <0Oe

AL ul9dx
\v(u)=x{ ¢ 3o lul }

2A.(|[I(w) [P +1)V/p

Defina . N
J(u) = —J |Vu|pdx—f |u]quj y(u)fu dx
pJa qJo Q

(7-5)

(7-6)

(7-7)

(7-8)

(7-9)

(7-10)

(7-11)

(7-12)

Em particular o lema anterior implica que se I’ (1) = 0 entdo J'(u) = 0. Mas s6 precisamos

da reciproca desta afirmacdo. Agora vamos provar algumas das propriedades do funcional

J, mas primeiro precisamos da seguinte estimativa:

Lema 10 Seja u € suppvy, entdo

[

< o ([I(u)[?+1)

onde oy depende de ||f|| .

(7-13)
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Demonstracdo do Lema 10:

[

se u € suppWy entdo ||ul|d < 2A(|1(u)|? + 1)V/7 < o3(|1 ()| + 1) logo

[

Lema 11 Existe uma constante 31 dependendo de ||f|| v, tal que u € WO1 P(Q),

< fllpllullp < offullq (7-14)

< o (o3 (|1 ()| + 1) < o ([T(w)[ +1) (7-15)

() =T (—u)] < Br(|J ()] /9 +1)

Demonstragdo do Lema 11: Observe que |J(u) —J(—u)| = (y(u) +y(—u)) UQ fudx| <
(W) +y(—u))ou ([(w)[ /4 +1) (7-16)
mas temos também |I(u)| < |[J(u)| +2 U fu dx|.
? 1/q
Logo (y(u) +y(—u)) U Judx| < (y(u) +y(—u))oy <|J<u)|1/q +2 f fudx| + 1)
Q Q
vl [ fua| < cwtw-pon (W o ve [ puasd+pe)+1)
(1 =€) o)+ w(-u)| | | < (wla) + wi-w)en ()] + Ble) + 1)
Q
e por fim
(wl+w-)| [ fuas < B+ a-17)
COMmo queriamos. (]

Lema 12 Existem constantes My, O > 0, e dependendo de ||f||y tais que, sempre que
M =0, J(u) =M euc suppy, entdo I(u) = ogM.

Demonstragdo do Lema 12: Observe que I(u) > J(u) — , € Se U € suppVy, o

L fu dx

1) + 0u 1) Y4 = J () — oy = % (7-18)

lema 10 nos da
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para algum M, grande o suficiente.
Sel(u) <0

!
q
o

1 M
A UOIEL 1|4 = 5+ 1) (7-19)

/
20
q/

que € impossivel se My > , que podemos assumir ser o caso. Entéo I(u) > 0 e

1 af M
I(u) + 5[(1/!) + 7 = E (7-20)
! q
I(u) > = oM 7-21
(u) 7 il % (7-21)
Como queriamos. (]

Lema 13 Existe uma constante My > 0 tal que J(u) = My e J'(u) = 0 implica que
J(u) =1(u) el'(u) =0.

Demonstracio do Lema 13: E suficiente mostrar que y(u) = 1 e ' (u) = 0, e pela

definicao de W, este serd o caso se

A q
2\ lul9dx
g0l < (7-22)
2A.([I(u)[P +1)1/p
que € o que vamos verificar agora. Para simplificar a notacdo denotaremos por
I (1) = 2A.([IwW)|P + VP
J(u)u= J |Vu|Pdx — XJ |lu|9dx — J (W(u) + ' (u)u) fu dx (7-23)
Q Q Q
onde
w(u) =x(-)

V= ()02 | [ s [t
e I (wu=2A([1(w)|P + 1)/~ 1 (u)P~! [ L VulPdx— )\ L |u|Tdx — L fu dx]

logo,

J () — (1+T1(u))JQ]Vupdx—(l+T2(u))JQ|u|qu—(\|!(u)—i—T](u))Jqudx (7-24)
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Em que
{ Tia) = () )2 G vy 24 + 13 ) [y
To(u) =x'(-+ )5 ()" "M, fu dx+ Ty (u)
. 1 , {1+ TD(u) 1 1
J(u) =J(u)— m.] (u)u= (m - 5) KJQ |u|ldx+ (1—) — 1) JQ(];;L;C

Se Ti(u) = Tr(u) = 0, estamos precisamente na situacdo de 7-2 e 7-22 se reduz a 7-
1. Se Ti(u) e Tr(u) sdo suficientemente pequenos, as estimativas do lema 9 transferem
a este caso, trocando o fator A em 7-1 por 2A. Entdo o lema segue se provarmos que
Ti(u), Tr(u) — 0, quando M — o0. Observe que e u € suppVy, entdo Ti(u) = 0, ja se
u ¢ suppV, os lemas 10 e 12 nos dao

10 = ()7 ) [ tax 24P + 177 160 [ s

TRV =1L 24\" (~Dp (- _
2005 2 [ Juttar s (35 ) G0 0 Paet | g -
— /(- u—(“)& ulddx (u)P1 u dx

2624 () 02 [ uptaat(or [ g

ITi ()] < 4(24) (S () 7 I(u)P! qu dx <

—1
0(.3M1 “+o3 l 15

E como T»(u) = x'(-+-) I Hu)A o fu dx+ Ty (u),

M| —00

1
Ty (u)| < 2kM "4+ |1y ()] =70

Como queriamos.

O

Lema 14 J e C! (WO1 P(Q)) e existe uma constante My > 0 tal que J satisfaca (P-S) em
Awy = {ue Wy P (Q)|J (1) = My}

Demonstracd@o do Lema 14: Como I € C', resta a nés provar apenas que F(u) =

SoW(u)fudx, éC !. Podemos ver facilmente que F é derivavel, com derivada

F'(u)v = ngl(u)v fu+wy(u)fvdx (7-27)
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Novamente o segundo termo da soma dentro da integral, € continuo. Assim se provarmos

que | '(u)vfu dx é continua, fica claro que J € C'.
Q

V(v =o'(--)Iu)"> [J(u)kfg |u|9™2uy dx — % L |u|qa’xf’(u)v} (7-28)

portanto

J v (u)yvfudx=o'(--)I (u)~? lf(u)?»f |92 uy dx — &J \u|quf'(u)v] J fudx
Q Q qJa Q

(7-29)
que € continua, como queriamos.

Para verificar 3.9, agimos como no lema 13. Supunha (u,,) < WO1 P(Q) com
My < J(up) <K eJ (uy) — 0
Entdo para algum m grande,
() = P ()t < K = pJ ()t < K + I ()| ] < ]| + K =
<lly—p(1+T1 (ttm) )J |V, [Pdx + lkp(l—FTz (t4m)) ]f || 9dx +

+ [P(W(um) + T1 () J fu dx

onde p € livre até 0 momento. Agora temos:
1 p A q
Pl +K =\ —=p(1+Ta(un)) ) ljtn[” +[ap (1 +To(ttn)) = 1} Zfltm g+ (7-30)
+D(W(um)+Tl(um))Jqu doc = (um) | f1] pr |6m [

onde para um M, grande o suficiente, ou seja 71, 7> pequenos o suficiente,

1 A
ol + K > (;—p(l +T1<um)>) 1P+ Tap(1 + Tai) — 11> g+

—[P(1+Ti(um)) + 1Nl el p — 03 [t
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Escolhendo p € (El], %) e € > 0 tal que

— —>pt+E>P—€E€>————— oOUSEja

P+ D) P TP G B
1 1 1 1+Ty ()
——p(1+Ti(up)) > — — ———" 4 &, e também
p P(L+Ti(um)) P p1+Ti(up)

1 11+ D(up)

1
——+p(1 +Ta(um)) > —
q P+ Ta(um)) q  ql+T(up)

ocorra uniformemente em m. Entdo (7-30) mostra

pli| + K e+ & it (3-31)
Usando imersido de Sobolev, finalmente obtemos
plltml| + K = ellum||” — ¢l ]l (7-32)
oque implica que u,, é limitada em WO1 7(Q).
Por fim, o fato de
(J' (um) = J' () (ttyy —u) — 0 (7-33)
fgﬂumlq_zum — |u|972u] (s — u)dx — 0 (7-34)
|, W) = W)t =)+ £ )~ @) =) — 0 (7:35)
juntamente com
(I () = J' () (tyn — ) = JQ(|Vum|p2Vum — |VulP=2Vu)V (1, — 1) (7-36)
- L[yumwzum W]y —w)dx (7-37)
= | W)~ 00t ) 7O () =V ) =) -39
nos dd que
Luvumv)—zwm — |VulP2Vu)V (i — ) — 0O (7-39)
A desigualdade de Simon nos fornece entdo
J (Vi |P =2Vt — [Vuu|P2Vu)V (1, — 1) > { rJo Wu]nw_ ng;dx’ 2P
Q cpfa Vv = d%: P <2

(7-40)
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E em ambos os casos temos convergencia forte em W!”(Q), ji que para o caso p < 2
a convergéncia é garantida pelas imersio de LP(Q) em L?(Q), concluindo assim que J
satifaz (3.9). ]
Observe que apartir do lema 13, se encontrarmos algum valor critico de J e este for grande
o suficiente, entdo temos solucdes para o problema (1-5). Vamos construir uma sequéncia
de valores criticos de J, tendendo ao infinito.

Para simplificar a notagio vamos assumir Q = (0,1)". Seja E;, um subespago k-

dimensional de WOl 7 (Q), gerado pelas primeiras k autofungdes da base
{(senkjmx ...senkymxy), ki €N, i=1,... N} (7-41)

Neste espago de dimensao finita se pode construir uma sequéncia crescente de nimeros

R; > 0 (tdo grande quanto se queira), tal que:
J(u) <0, seuck; ﬁBfej (7-42)

Basta notar que

J@):lf \vuv’dx—z“f |uqu—J v fudx (7-43)
P Jo qJo Q

1 A 1 A
z—up——uq—J u udxé—up—c—uq—i-f w)f(—u)dx (7-44)
p|| I q|| ¥ Q‘I’( )f pH I kq|| I Q\V( )f(—u)

1 7\, R;—0
<E||M||p—Ck5||u||q+C§c||f\|p'||u||dx — —o (7-45)

SejaDj = Bg; N Ej e defina

Gj={he C(Dj;Wol’p) : h é impar, h|aBijEj =1d} (7-46)
b; = inf h 7-47
5 = inf maxJ(h(u)) (7-47)

Primeiro mostraremos que a sequéncia {b;} estd bem definida e é crescente. Precisamos

do seguinte Lema.

Lema 15 Existe uma constante ¢ > 0, tal que se u € E¢, entdo
_1
Jul| < &k™¥[[Vul], (7-48)

Demonstracdo do Lema 15:

Para a demonstracdo veja [14] ]
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Proposicio 7.1 Seja by definida por (7-47), entdo existe B > 0, tal que
by = Bk°® (7-49)

__prqg
ondeG—N(q_p) 1

Demonstracdo da Proposicdo 7.1:

Dado h € Gy, e p < Rj, podemos provar que A(Dy) N 0By N E;_| # .

De fato, ¢é suficiente mostrar que Y(h(Dy) N 0Bp) = k, e aplicar o item 9 da proposi¢do 3.8.
Seja A = {x € Dy : h(x) € Bp}. E claro que 0 € A, pois / é impar, entdo definimos Ay como
sendo a componente conexa de A contendo 0. Ay € uma vizinhanga simétrica, limitada
de 0 em Ej, entdo Y(0Ao) = k Ainda mais h(0Ag) < 0B,. Suponha que ndo, entdo dado
x € 0Ao, tal que h(x) € By, se x € Dy, existe uma vizinhaga de x, U tal que h(U) < By,
entdo x ¢ 0Ag. Logo x € 0Dy, mas h|op, = Id, e isto implica que ||h(x)|| = ||x|| = Rx > p,

oque nos da uma contradi¢cdo. Agora, se definirmos
B = {xe Dy : h(x) € 0Bp}

Temos 0Ag < B e Y(h(Dy) N 0Bp) = y(h(B)) = Y(B) = Y(0Ao) = k
Note que a condi¢do de & ser impar € essé€ncial para obter o resultado, entdo € um elemento
importante de Gy.

Seja u € 0By N Ej_1, entdo

1 A
J(u) = —J |Vu|pdx—f |M|qu*C1||”||p
P Jo qJO

onde c¢; = ¢ (|| f]|,7). Usando a desigualdade de Galiardo-Niremberg

5 (1-a)/p
(J |u|qu) <C(J |Vu|p) (J |u|p> (7-50)
Q Q Q

Coma = (N/p)(1—p/q), obtemos
(1-a)

1 A 0 T
J(u)z—f |Vu|pdx——C(f |Vu|p) U |u|p) —eillul,  (7-51)
P Jo q Q Q

Ainda mais, u € E;_ |, entdo pelo lema 15

C||V”||p
k1/N

[Jul|p < (7-52)
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Finalmente por (7-51) e (7-52) obtemos

1 c c3 1 ) _ c3
—aP _ Y \pe_ [ = o[ __ "2 o gp)|__3
T =0t —a (kq<1—a>N>p <k1/N)p P (p ka(i-a/v P ) KNP

(7-53)
Agora escolhemos
pa(1-a)/N 1/(g=p)
Pk = {W } (7-54)
entao
Lop_ 6 o > ckbihan (7-55)

J(”)>Epk_m

para um k grande o suficiente. Entdo, por (7-50) e (7-55) obtemos para toda & €
Gy, maxJ(h(u)) = ck®, onde
ueDy,

s_pal-a) _ pqg (7-56)

N(g—p) N(g—p)

e isto implica (7-49). Il

Se tentarmos provar que by € valor critico de J, vamos encontrar uma obstru¢do im-
portante, a menos que f = 0. De fato, no caso f # 0 o funcional associado J, ndo € par, e
o lema de deformacdo nos d4 um homeomorfismo que ndo é impar. Entdo, dado % € Gy,
em geral noh ¢ Gy, e a prova cldssica nao funciona.

Entretanto, a sequéncia {b;} nos permite mostrar que outras sequéncias mini-max que

serdo construidas, estdo bem definidas e verificam as estimativas apropriadas. Defina

U, = {l/t =tey+1 t+ O, T E [O,Rk+1], (,OEBRI(_,_1 NE, ||I/t|| < Rk+1} (7-57)

1
Ay = {H € C(U,W, " (Q)),H|p, € Gy, h|(aBRk+1mEkH)u(BRkaB,%kmEk) =1d} (7-58)

— inf H 7-
e = jof, e (H() (7-59

Esta sequéncia minimax possui o mesmo problema que a by; Se h|p, € G, entdo H|p, é
impar, mas M o H|p, ndo é impar. Entretanto, é claro que ¢ > by, e se ¢x > by, podemos

resolver nosso problema, como a seguinte proposi¢ao mostra.

Proposicio 7.2 Se c; > by > M, (onde M é a constante do lema 13), dado & € (0,cy — by,)

nos definimos

Ak(ﬁ) = {H € Ak;J(H(u)) <by+96, Vue Dk} (7-60)

ck(0) = Hel/I\l]f(B) %?j):J(H(u» (7-61)
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Entao ci(8) é valor critico de J.

Demonstragdo da Proposigdo 7.2: Pela defini¢do (7-47) fica claro que Ag(8) # . E por
(7-59) e (7-61) também € claro que ¢ (3) = ¢.
Soponha que c(8) ndo é valor critico e tome € < 1 (cx — b — 8). Pelo lema de defor-

magdo de Clark, obtemos um homeomorfismo 1 : Wy (Q) — W, ¥ (Q) com as seguintes

propriedades:
n(Jc‘k(S)-i-S) c Jck(S)—s (7-62)
M) = u, seud J([ce(8) —2¢,ci(8) + 2¢]) (7-63)
Note que se u € Dy e H € Ai(d), entdo (7-64)
J(H(u)) <bp+06 <cp—2¢ (7-65)

ou seja, se H € Ag(d), por (7-63) e (7-64), entdo no H|p, = H|p, € Gi. Resolvemos
entdo a falta de simetria em 1. Agora é fécil concluir, nés provamos que o H € Ag(d) e

encontramos uma contradi¢do com (7-61) e (7-62) O

Resta a ndés provar que € impossivel se ter ¢y = by para todo k, para isto precisare-

mos do seguinte Lema devido a Bahri e Berestycki (ver [2]).

Lema 16 Seja (di),2, uma sequéncia de niimeros positivos tal que 0 < dy 1.1 — di < 8d8,
para todo k > ko e N, 8 >0, e 0 < 0 < 1. Entdo existe uma constante C > 0 tal que
di < Ck'/1-8, para todo k = k.

Demonstragio do Lema 16: Defina & = k~'/(1=®)g, > 0, queremos mostrar que & &
uma sequéncia limitada quando k — oo. Usando o fato de que (1 + t)é > 1+ &t para
&=1/(1—6)>1let>0,nés concluimos de 0 < dj —di < 887k !, que

1/(1—0)8 K1 4+ 8,1 — 8 <8Pk, (7-66)

de onde segue que:
(i) oudpi1 < O

(i) ou & < 841 < 8(1—6)38?, que implica que & < [5(1 — 0)]/(1-9) ¢ entiio, 841 <
[6(1—0)]'"®=M.

Logo nés sempre temos Oy, < max{d;,M}, para todo k > kg, de onde segue que

O < max{Jy,,M} e a sequéncia & ¢ limitada. O
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Proposicao 7.3 Se ¢, = by, Vk = k*, existe alguma constante ¢ > 0, e k' = k*, tal que
by < ckiT, k=K (7-67)

Demonstragdo da Proposigdo 7.3: Basicamente a ideia € usar que Dy = (Uy) U (—Uy),
e se H € Ay € possivel extendé-la para uma funcio de Gy. Por (7-58) e (7-59), podemos
escolher H € Ay tal que

maxJ(H(u)) <ck+e=by+¢ (7-68)

uEUk
e por (7-47), tomando a extensdo de H, nds temos

br+1 < max J(H(u)) (7-69)

ueDy 4

se 0 maximo € atingido em Uy entdo

bi+1 < max J(H(u)) =maxJ(H(u)) <cp+e<bg+e (7-70)

uEDk+1 MEUk

se 0 maximo € atingido em —Uj, podemos usar o lema 13 da seguinte maneira:

Suponha max,ep, ,, J(H(u)) = J(H(w)), para algum ® € —Uy. Entdo

(H(@)) =B (H(~))[+1) (7-71)

JH(-w))=J
) = b1 — B((brr1 +€)4+1) >0 (7-72)

> byt —B((be+€)7+ 1

para k grande.
Se J(H(—w)) >0

b1 < J(H(~0)) = J(~H(~0))
<J(H(-))+BU(H(-0))"1+1) (7-73)
<bit+e+PB((bp+e)/1+1)

fazendo € — 0 em (7-70) e (7-73) obtemos by < by + B(b, bl + 1). Finalmente, esta
desigualdade juntamente com o lema 16 implicam 7-67. ]
Demonstracdo do Teorema 1.4:

Basta utilizar a proposi¢do 7.3 juntamente com 7.1 e 7.2. O
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Sobre o operador p-Laplaciano

Vamos estudar o operador p-laplaciano definido por
Apu=div(|Vu |P2Vu), 1 <p <

Note que se p = 2 ele se torna o operador Laplaciano classico. Nesta secdao vamos

trabalhar com o problema de Dirichlet,

{ Apu = f(x) se xe Q (A-D)

ulpq =0 se x e 0Q,

onde Qe RY, fe W= 1(Q), p' = p/(p—1). A condi¢io de fronteira serd entendida
como u € W, 7 (Q).

N6s temos os seguintes resultados elementares do Calculo de Variacdes.

Teorema A.1 Assuma Q < RN um dominio limitado e f € W' (Q), entdo o problema

(A-1) tem uma solugdo u € WO1 P(Q) no sentido fraco,

f (| Vit |2 Vi, Vo) — fo)dx 0 (A-2)
Q

Demonstragdo do Teorema A.1: O funcional

J(u)zlf | Vu ]pdx—f f(x)u dx, ueWol’p(Q) (A-3)
pPlJa Q

Pode ser visto como soma dos seguintes funcionais

1) = 119 L VulP dx | L(u) = L Fo)u dx (A-4)

como L(u) é linear e diferencidvel, sua derivada é ele mesmo. Queremos agora
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derivar o funcional I(u).

1 tv)—1 Vu+tVv|P —|VulP
fim L) 1) limj [Vt eVulP = [Vl ) (A-5)
t—0 t t—0 Jo t
como Val? 4 |V VolP
- t
fim — VU VUV G2y, (A-6)
t—0 t q.t.p.
o teorema do valor médio nos da a igualdade
(A-5) = lim f IVulP~2VuVv,dx < (A-7)
=0 Jo
limJ \VulPHVyldx < +oo (A-8)
t—0 Jp Holder
Logo I(u) € derivavel, implicando ser J(u) derivavel, com derivada
)y = | (a2 90 s (A9)
Q
E nosso problema se resume em encontrar um ponto critico para J. Mas temos que:
1) J € coercivo pois
J(u) = ! p A-10
(u)/I—)|\M|\W01.p—|!f||pf!|u!|p (A-10)
1 p
> 1l 5y = KU el (A1)
1 —1
= ;Ilul|W017p(9)(|!ullwol,p(m — Kl f1ly) (A-12)

ii) J é semicontinuo inferiormente pois o seu primeiro termo ¢ a norma em W, (Q)
e o segundo € continuo. Entao podemos afirmar que J tem um minimo, ou seja um

ponto critico.

(]
Obs. 4 Para a unicidade, sejam u; e u solucoes do problema, entdo
| 917729 Vi 1772 90, 0 = 0, vo e o @)
Q
se tomarmos ¢ = uy — up temos
CPSQ lup —up|P, se p=2
f {Vuy P72 Vui— | Vuy P72 Vuy, V(uy — un)ddx > |ty — ua|?
Q sel<p<?2

C 9
Pdo G Tz
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logo,
cplolur —ua? <0, se p=2
¢ jut —u?
P (] + lua])>=P

que em ambos os casos implica uy = up e o problema possui solugdo tinica.

<0,sel<p<?2

Na observacao foi utilizado o seguinte lema.

Lema 17 Seja x,y e RN e (-,-) o produto escalar canénico do RY. Entdo

i i cplx—y|P sep=2
(el = Py x—y) = x— y[2 (A-13)
Cp—(|x|—|—\y|)2*1’ sel<p<?2

Demonstragdo do Lema 17: Pela homogeneidade podemos assumir que [x| =1 e |y| < 1.

E entio escolhendo uma base conveniente de R" podemos assumir

X = (1,0,0,0), ¥ = (31,32,0,.0,0), e\ a2 < 1.

i) Caso 1 < p < 2. E fécil ver que a desigualdade é equivalente a

[2 2\

Y1
|l ——————— [(I=y1)+ — 2
i+») % +y3) 7 (I=y1)*+y2
(A-14)
Mas
1 1 )t |y1)|);—17 =>(p—1)(1—y1), se0=y; =1
T2 L 22—p T
SRR L=y1=(p—1)(1—-y1), sey1 <0

Entao

2—p

(L+y1+y2) 2 S
(1—y1)2+y2 ~

(p—D{(1—=y1)* +32%}

ii) Caso p > 2. A desigualdade € equivalente a provar que

p=2 p—2

[1—y1(y12+y22) 2 ](1—Y1)+y22(y12+y22) 2

> C.
(1=y1)2+y22)"

Denote ¢t = M es= .3

7 ]

entdo, nos precisamos mostrar que a funcio

1— (P~ 4+ t)s+1P
(1—2ts+12)2

f(las):
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i : 0
¢ limitada por baixo. Se fixarmos ¢ temos que °of =0se

0s
P2+ 1
1— (P n)s+1P = (1 —2s+1%)
p
entdo para o s critico de f temos
P2 +1 1

fla,s) = — >
P (1—-2s+12)7

1eP=241 1 241 1
— >

> —mn s > —
pt+1)72 7 posi<i (t4+1)72 7 C,

Estamos interessados nas propriedades do operador inverso
(—A,u) "W (Q) - W, P (Q)
que sdo colocadas no seguinte teorema.
Teorema A.2 Seja Q < RN um dominio limitado.
A) —A,: WO1 P(Q) — WP (Q) é uniformemente continuo em conjuntos limitados
B) O operador inverso(—A,) ! : wbr(Q) — Wol’p(Q), existe e é continuo

C) O operador composto
_ —1.p 1,
(=Ap) "1 WTHH(Q) - Wy P (Q) — L1(Q)

é compacto se 1 < g < ——.

Demonstracdo do Lema A.2:

A) Considere C = W, (Q) um conjunto limitado, ou seja,

||”||W01-,p(g) <M, seueC

Entdo para u,v € C nds temos

[=Apu = (=Apv)|[y-1 @) — Sup (Apu—Apy,Vo)dx <

H¢HW&,p(Q) ®
€y suqu,”WLp(Q) §o (VP2 +[Vv|P=2)|Vu — Vv||V§|dx, se p =2
0

6y Sup“‘l’”w()"l’(g) §o |Vu—VvP=1Voldx, se p<2
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Ver [17].

E entdo pela desigualdade de Holder n6s podemos concluir que

26,MP~2||Vu—Vv||,, se p=2
—Apu— (—ApV) ||l w1 (o) < P P A-15
== (=) -1 {%Muw—wnp, B (A-15)
B)Pode ser demonstrado como na observacao 4;
O) E consequeéncia direta de B) e da Imersao de Sobolev. O

Lema 18 (Principio de Comparacio Fraca) Seja Q um dominio limitado em RY, com

fronteira suave. Se uy, up satisfazem

(A-16)

—Apuy < —Apup no sentido fraco em £
up < up em 092

Entdo uy < upy em Q.
Demonstragdo do Lema 18: Tome como fungdo teste ¢ = max{u; — up,0}, que é ndo
negativa e utilizando Stampacchia, provamos que ¢ € WO1 7 (Q). Entdo temos

J (| Vuy [P72 Vuy— | Vup |P72 Vup, Vo)dx < 0 (A-17)
Q

E entdo concluimos pelo lema 17 que o conjunto onde ¢ # 0 tem medida nula. |
Lema 19 Seja Q um dominio limitado com fronteira sudve. Se u € C' ﬂW()l P e verifica:
—Apu=0em 7'

u>0emQ (A-18)
uloo =0

0
Entdo % < 0 em 0Q. Onde m é a normal exterior a 0€2.
0

Demonstracdo do Lema 19: Vamos assumir que € satisfaz a condi¢ao da esfera interior.

Considere xp € 02 e uma bola interior tangente a 0<QQ, denotada por,

B.(y) < @, B,(y)[ )0 = {xo} (A-19)
Defina .
5T

vy = { AR A B seN £ p (A-20)

Aln|x—y|+B, se N=p
N— N— N— 1
Onde A = [ZPTf - 1]‘%#7 B=]1 _2Ff]—1 se p~NeA = —(10g2)_1, B— log; se
0og

p = N. A Funcao v satisfaz
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L. v(x) =1em 0B;(y) e v(x) =0em 0B,(y),

2. 0<v(x)<lsexeB,(y)—B;(y)e

|Vv(x)| > ¢ > 0, para alguma constante positiva c.

Mas u(x) > 0 em Q, entdo T = inf{u(x);x € IB;(y)} > 0,

e colocando Tv = w obtemos que w satisfaz

—A,w =0, sexeB,(y)—Bz(y)
w(x) =T, sex€ 0B (y) e (A-21)
w(x) =0, se x€ dB,(y).

NI~

Agora como w < u na fronteira do anel B,(y) — Bz (y) e Apw < Apu em Q no sentido fraco,
entdo, o principio de comparagdo fraco implica que w < u em B,(y) — B;(y). Tomando

em conta que u(xg) = w(xp) = 0, entdo

u _oulxo—m) . wlxo—m)  dw v
61] (X()) = thi% p = }% p = (91’] (X()) = ’Can (X()) < 0. (A-22)

0
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Regularidade de Solucoes para o p-Laplaciano

A limitacdo das soluc¢des no caso p = N € uma consequencia do Teorema de
Morrey e o bootstrapping.
Um dos poucos resultados gerais para problemas com crescimento critico € o que segue

na regularidade C*. Vamos nos concentrar no seguinte problema:

{ —Apu = f(x,u) em Q, B-1)

ulog =0
Onde Q — RY ¢ um dominio limitado com fronteira sudve, 1 < p < N e f satisfaz

N
|f (e, u)| < C(1+ |ul"), comr+l<p*=]V—p. (B-2)
-pP
A regularidade da solugdo de (B-1) para r < p* — 1 € consequencia dos resultados no
paper escrito por [23] sobre estimativas L™ e os resultados obtidos por [11, 24], para a

regularidade C!**. Vamos precisar do seguinte lema para dar continuidade a teoria.

Lema 20 Assuma ¢ : [0,00) — [0,00) , ser ndo crescente e tal que se h > k > ko, para

algum o> 0, B > 1, se tenha:

[0 (k)P (B-3)

of
Entdo ¢(ko +d) = 0, onde d* = C- 251 [o(ko)]P~!

d
Demonstracdo do Lema 2(0: Tomando d como no enunciado defina k, = ko +d — —,

2}’1
vamos utilizar inducao para chegar ao resultado. Temos que:
ko
O(kr) < i (x) (B-4)
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Utilizando a hipétese de indugdo obtemos

O(ky1) < 0(ko) (B-5)

que juntamente com (B-3) nos d4

a. B
¢(kn)<ﬁ-[¢(k>]ﬁ: o k)P (B-6)
s o ok P
o B
- aﬁd [0(ko)] - (B-7)
2P olko) 12
2] otk (B-8)
2B-1 21-B

Agora aplicando o limite de n — oo e observando que k,, — ko + d temos que ¢(kg +d) <0,

e como ¢ é ndo negativa obtemos a igualdade ¢ (ko +d) = 0, como queriamos. ]

Teorema B.1 Seja u e WO1 P(Q) uma solugdo fraca de

—Apu=gemQ, geW(Q),g> —
pit =8 g (Q).a> - (B-9)

ulog =0
Entdo u e L*(Q).

Demonstragdo do Teorema B.1: Podemos escrever g = divF, F = (F|,F,,...,Fy) onde

cada F; € L(Q). Desde que u seja solugdo fraca de (B-9), podemos escrever
J \VulP~2(Vu, Vv)dx = f (F,Vvydx,Yve WO1 P (B-10)
Q Q

Para k > 0 vamos considerar a funcio teste

u—kseu>k
v=ysign(u) (Ju|—k) =< O0seu==k (B-11)
u+kseu<k

Entdo u = v+ ksign(u) e uy, = vy, em A(k) = {x € Q;|u(x)| >k}, v=0em Q—A(k) e

ve Wol’p. Dai (B-11) se torna

J |Vv|Pdx = f (F,Vv)dx, (B-12)
AK) Q
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e pela desigualdade de Holder obtemos

1/q 1/p .
J (F,Vvdx < J IF|7dx J VolPdx | JAR)'TFE (B-13)
Q A(k) A(k)
1-1/p 1/q O
(J |Vv|de> <<J |F|qu) A(K)| "7 (B-14)
AK) AK)

e entdo pela imersao de Sobolev chegamos a

p/p 1/q O
S (J yvv’*dx> < (J \F\qu> A(K)|' P (B-15)
A(k) A(k)

Observe que para 0 < k < h, A(h) < A(k) e entdo

_

logo

*

1/p* 1/p* 1/p*
AR VP (h—k) = f (h—k)"" dx < f v|P" dx < f v|P" dx
A(h) A(h) A(k)
(B-16)
e juntando B-15 com B-16, temos
Ll -
A < G e - AU (B-17)
Agora aplicamos o lema anterior para 0(h) = |A(h)|, oo = p*, B = p*(% - q(plil)) >
p*/(p—1)
I, C= ”FH"ST Temos que ¢(0) = || e o lema nos dd que ¢(d) = 0, para d =
1
1
CHEJ‘/{ ]Q\(T‘I(P—‘) ~7), Assim conclufmos que
L]
o A ——
HuHoo < SI/Z ‘Q|([7 q(p—1) p ) (B_18)
[

Teorema B.2 Seja u e WO1 P (Q) uma solugdo de B-1. Se f verifica a condi¢do B-2, entdo
ueL*(Q).

Demonstracdo do Lema B.2: Vamos assumir r+ 1 = p* e u > 0, se ndo for o caso
podemos trabalhar com as parte negativa e positiva da fun¢cdo u de maneira analoga.
Defina paracadal/>0ef > 1

Fw) ub seu <1 (B-19)
u) = -
BB (u—1)+1B, seu>1
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(B-1)p+1 <
G(u) = { ! e (B-20)

[
B(B—1)p+ D)IB=Dr(y—1) 4 1B=Dr+1 gy > |
Podemos ver que
(i) G(u) < uG'(u)
(ii) Para alguma constante C independente de /, C[F'(u)]? < G'(u)
(iii) u?~'G(u) < C'[F(u)]?, com C’ independendo de /
(iv) Seuce Wol’p(Q), entdo F(u),G(u) € Wol’p(Q), pois F e G sdo lipschitzianas.

Escolha B > 1 de modo que Bp < p* e considere a fungio teste § = N”G(u), onde n € €;°

serd fixada. Entdo temos
fg \VulP~2(Vu,V(NPG(u)))dx = Jﬂf(x, un?G(u)dx (B-21)
para € > 0 um célculo direto no lado esquerdo da equagdo nos da
L IVulP~2(Vu,V(nPG(u)))dx < (B-22)
SJQ \Vu|"n?G' (u)dx +C’ fg n|? (up —1G(u))dx + fgf()@ um?G(u)dx  (B-23)

onde nos usamos a propriedade (i) e as desigualdades de Holder e Young. Entdo pela

escolha de um € pequeno o suficiente

J Vul!nPG' (u)dx < 6 f VN |P[F (u)|Pdx + ‘KQJ npup**p[F(u)]pder ©|Q|
Q Q Q
(B-24)

onde uzamos que G(u)f(x,u) < €3(1+u”" ~'G(u)), motivados pelas hipéteses (B-2) e a
propriedade (iii). O lado esquerdo da equagao pode ser estimado pela propriedade (ii), i.e.
G'(u) = C[F'(u)]?,

J \VulPnPG' (u)dx = ‘Kf INF (1) VulPdx, (B-25)

Q Q

mas entao

J IVNF (1)) |Pdx < €4 J \VN|PF (u)]Pdx + €5 f nPul” ~P[F (u)]Pdx + %5|Q| (B-26)
Q Q Q

Aplicando agora a desilgualdade de Sobolev, podemos encontrar

. .\ PP .
(J [F(u)]? m? dx) <C€4J \Vn\p[F(u)]pdx—i—céf nPuf “PIF(u)]Pdx + 65|
Q Q Q
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*_ 1
dado xo € Q escolhemos 1 € Cy° tal que supp(n) = B(xop,R) entdo H””IZP* (I;(X R) < 7
0> 5

Entdo pela desigualdade de Holder

p/p*
%s f NPul” ~P[F (u)]Pdx < % ( f n?” [F(u)]P*dx> (B-27)
Q Q
E finalmente temos
J np* [F(u)]p*dx < ‘fsf (VN |P[F (u)]|Pdx + €6|Q| (B-28)
Q Q

Tomando o limite de [ — oo concluimos

)p/p*

<T]p*u5p* dx <%(Mm) f uPPdx + 5|Q)| (B-29)
Q

e como Bp < p* temos que u € L? (i*, entdo u € a solu¢ao da equacao
— Apu = a(x)uP + b(x) (B-30)

onde

Oseu<1
a(x) = fx,u)

up—1

b(x)z{ Oseu<1

flx,u) seu<1

seu<l

e

N : .
e entdo a(x) € L" com r > — e b e L. Assim concluimos pelo teorema anterior que u € L*

e mais, o teorema 1 em [23] nos d4 que u € C''® para u satisfazendo —Apu = f(x,u). [



APENDICE C

Medidas de Borel e Teorema da Representacao

de Riesz

Neste apéndice temos por objetivo mostrar alguns resultados de medidas de
Borel, como tambem estabelecer uma relacao destas medidas com as medidas de Radon

através do Theorema da representacao de Riesz. (Ver tambem [21, 22]).

Definicdo C.1 Chamamos de espaco mensurdvel o par (X,M), que consiste de um
conjunto X e uma ©-dlgebra M de subconjuntos de X. Um subconjunto E de X é dito

mensurdvel com respeito a M se E e M

Definicdo C.2 Chamamos u de uma medida em um espaco mensurdvel (X,M), um
fungdo ndo negativa
p:M—[0,0]

tal que u() = 0 e u é contdvel aditiva, no sentido de que para toda cole¢do contdvel e

disjunta {Ex}2_| de conjuntos mensurdveis

Definimos o espago mensuravel (X,M,u) como sendo o espaco mensurdvel (X,M)
juntamente com a medida u definida em M.

Seja agora X = RN, vamos definir uma medida m e uma c-dlgebra .# (m) em R,

Definicdo C.3 Um conjunto A é dito elementar se é uma unido finita de blocos do RN . Se
B é um bloco da forma [ Y., (a;,b;), definimos
N
m(B) = [ [(bi—a).

i=1

E se A é elementar, definimos m(A) = Zle m(B;)4, com A = Uif:l B;
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Definicao C.4 Uma funcdo ¢ ndo negativa e aditiva, definida no conjunto
& :={AcR"; A é elementar}

é dita regular se para todo A € & e todo € > 0, existirem F,G € &, F fechado e G aberto,
FcAcGe

Definicao C.5 Seja u ndo negativa, aditiva, regular e finita em &. Considere coberturas

contaveis de qualquer conjunto E < RN, por abertors elementares.

Defina

onde o infimo pe tomado sobre todas as coberturas contdveis de E por abertos elementa-

res. u* é chamada de medida exterior.

Seguem abaixo algumas das propriedades da u* veja [22]
Proposicao C.6 1. y*(E)>0VE

2. u*(Ey) = u*(Ey) se E; C E

3. VAe &, u*(A) = u(A)

4. se E =|J;2 Ei entdo u*(E) < >.i2  1*(E))
Definicao C.7 Para qualquer A,B  RY definimos

S(A,B) = (A—B) U (B—A) (C-1)
d(A,B) = (" (S(A,B)). (C-2)

Dizemos que A, — A se lim d(A,A, =0)

n—00

Se existe uma sequencia {A,} de conjuntos elementares tais que A, — A, dizemos que A é
finitamente y-mensurdvel, escrevemos A € .#F (u). Se A é a unido de uma colegio contével

de conjuntos finitamente y-mensurdveis, dizemos que A € y-mensurdvel e escrevemos

Ae M (u).

Teorema C.8 .7 (u) é uma G-dlgebra e u* é contdvel aditiva em . (u).
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Agora quando A € .# (1) trocamos p*(A) por u(A). Quando u = m chamamos m de medida
de Lebesgue. Se restringirmos .# (m) a c-dlgebra de Borel, chamamos m de medida de

Borel.

Lema 21 (Principio da limitacao uniforme) Sejam E e F espacos de Banach e (T;)c s,
uma familia (ndo necessdriamente contdvel) de operadores linedres continuos de E em F.

Assuma que

sup||Tix|| < o0, Vxe€ E (C-3)
ied

Entdo
sup|| Ti|| #(£,r) < 0. (C-4)
ied

Em outras palavras, 3, ¢ > 0 tal que | Tix|| < c||x||, Vxe E,Vie .¥

Definicdo C.9 A ropologia fraca 6(E,E*) em E € a mais grosseira topologia associada

a cole¢do (Qy) rep= de funcionais lineares @y : E — R.

Lema 22 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitdria fechada

Be« = {f e E*:||If]| < 1}

é compdcta na topologia fraca 6(E* | E).

Definicdo C.10 Diz-se que uma medida ) se concentra em um conjunto A < X se
ME)=0,YVEcCc X, EnA=(.

Defini¢ao C.11 Dadas duas medidas A e Ay, dizemos que \; é mutuamente singular
a Ay se existem Ay e Ay, Ai[ A2 = &, com | e Ay se concentrando em Ay e Aj

respectivamente.

Teorema C.12 (Representacao de Riesz) Seja X um espaco de Hausdorf localmente
compdcto, e seja A um funcional linear positivo em Cy(X). Entdo existe uma G-dlgebra
em X que contém todos os Borelianos de X, e existe uma uinica medida positiva u € . que

representa A no sentido que
a) Af = SX fdu, para toda f € Co(X), com as propriedades que seguem:
b) u(K) < o para todo conjunto compacto K < X;
¢) Para todo E € ), temos u(E) = inf{u(V) : E c V, V aberto};

d) Arelagdo u(E) =sup{u(K): K c E, K compacto}, vale para todo aberto E, e para
todo E € x, com u(E) < oo;

e) SeEcy, AcE comu(E)=0entdoAcy,.
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