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RESUMO

O presente trabalho apresenta um historico da probabilidade, bem como um panorama
atual do ensino de probabilidade no Brasil, concluindo que boa parte dos alunos nao
compreendem os conceitos envolvidos em tal contetido. Para isto, sugerimos que se utilize
modelos de percolagao para deixar o aprendizado mais agradavel e conciso. Assim, h4 uma
breve definicao de percolacao, principais areas onde essa teoria é utilizada e apresentacao
de dois modelos basicos, com célculos a nivel de graduacao. Finalizando, sao propostas
duas aplicacoes da teoria para o Ensino Bésico, uma envolvendo circuitos elétricos e a
outra a brincadeira do telefone sem fio, objetivando um melhor aprendizado por parte dos

alunos.

Palavras-chave: Probabilidade; Ensino; Percolacao.



ABSTRACT

This paper presents a history of probability and a current panorama of education in Brazil
, concluding that most of the students do not understand the concepts involved in such
content. For this , we suggest you use percolation models to leave the most pleasant and
concise learning. Thus, there is a brief definition of percolation , the main areas where
this theory is used and presentation of two basic models with calculations at the under-
graduate level. Finally, two applications of the theory to basic education are proposals,
one involving electrical circuits and other wireless phone prank , aiming a better learning

by students .

key-words: Probability ; Education; Percolation .
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INTRODUCAO

O contetdo de Probabilidade vem cada vez mais ganhando espaco nos cur-
riculos brasileiros. Porém, o simples “transmitir” de féormulas e conceitos nao torna seu
aprendizado agradavel e conciso. Para tanto, trabalhar com contetidos contextualizados
e com possiveis aplicacoes palpaveis e passiveis de observacao de nossos alunos auxilia na
obtencao de melhores resultados.

Paralelamente, observamos uma expansao, durante as tltimas décadas, no
desenvolvimento de modelos matematicos para percolacao, o qual se trata de um dos
possiveis modelos probabilisticos, definida comumente na literatura como o movimento
e filtragem de fluidos por materiais porosos. A aplicacdo de seus conceitos encontra-se
presente nas mais diversas areas do conhecimento, como na fisica, biologia, informatica
etc., tendo seu alicerce nas teorias probabilisticas.

Diante de tal cenario, é possivel aliar estes dois conceitos, probabilidade e
percolacao, no intuito de melhorar a compreensao dos alunos na Educacao Bésica. No
entanto, é necessario que o professor responsavel por ministrar tal conteido conheca a
teoria da percolacao, suas aplicacoes e saiba adaptéa-las ao nivel de seus alunos do Ensino
Basico.

O presente trabalho foi desenvolvido com o intuito de auxiliar nessa compre-
ensao, além de analisar o panorama atual da probabilidade no Brasil e sugerir aplicacoes
adaptadas da teoria de percolacao aos alunos do Ensino Médio, tornando-se assim o
aprendizado nao tao desconexo com o que encontramos em nosso cotidiano.

O trabalho encontra-se organizado em seis capitulos. O primeiro ¢ destinado a
Probabilidade, incluindo seu historico e a maneira como o contetido encontra-se presente
na Educacao Bésica brasileira. Ja o segundo capitulo, abordaré a definicao de Percolagao,
bem como sua aplica¢ao nas diversas areas. O terceiro elencara todo o referencial teorico
necessario para a interpretacao e compreensao dos modelos apresentados na sequéncia do
trabalho. O quarto capitulo apresentard dois modelos teéricos de percolacao a nivel de
graduagao, enquanto o quinto mostrard duas sugestoes de aplicagao para a Educacao Ba-
sica, mais precisamente a nivel Médio. Por fim, serao apresentadas algumas consideracoes

finais e conclusoes do trabalho aqui desenvolvido.
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Capitulo 1

O ENSINO DE PROBABILIDADE NA
EDUCACAO BASICA

1.1 Historia da Probabilidade

De acordo com FERREIRA, a palavra probabilidade tem origem latina (pro-
bare), que significa “qualidade do que é provavel”. Sendo assim, h& uma notoria associacao
da palavra provavel a incerteza de acontecimentos.

Historicamente, a nocao de probabilidade nasceu com os comerciantes mariti-
mos, ha mais de 5000 anos, quando estes instituiram seguros com o intuito de protegerem
sua atividade comercial (SILVA, 2010). Para tanto, embasavam-se em “estimativas empi-
ricas das probabilidades em acidentes para estipularem as taxas e os valores das possiveis
indenizagoes” (SILVA, 2010, p.8).

Ja no século XVII, quando a popularidade dos jogos de azar era incontesta-
vel, tornou-se necessario a criacao de métodos para elencar possibilidades de determinado
evento ocorrer ou nao. Foi exatamente nesse periodo que Blaise Pascal (1627-1662) e
Pierre Fermat (1601-1665) comegaram a trocar correspondéncias acerca do assunto, mo-
mento esse considerado como o pioneiro na formulacao dos principios béasicos da teoria da
probabilidade (SILVA, 2010).

Segundo BOYER (1996, p. 334):

O trabalho desenvolvido por estes dois mateméticos nao recorreu as
ideias de Cardano de um século antes, que permaneceram esquecidas
até 1663. E s6 da troca de cartas sobre estes problemas e sobre outras
questoes com eles relacionadas, que vai nascer o ponto de partida,
ou seja, alguns fundamentos, da moderna teoria das probabilidades.
Fermat e Pascal sao, entao, considerados os fundadores da teoria ma-
tematica das probabilidades.

Assim que o matematico holandés Christian Huygens (1629-1695) tomou co-
nhecimento dessas correspondéncias, publicou em 1657 o livro cujo titulo era “O raciocinio

nos jogos de azar”, tido como o primeiro a respeito de probabilidade, contribuindo assim
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CAPITULO 1. O ENSINO DE PROBABILIDADE NA EDUCACAO BASICA 12

para que as demais areas do conhecimento, tais como Biologia, Quimica, dentre outras,
utilizassem tal teoria.

Cardano (1501-1576) foi um dos pioneiros na descri¢ao de um método especifico
para o célculo de probabilidade. Em seu livro “Tudo sobre os jogos de azar”, publicado
em 1665, além de estudar as leis da probabilidade, analisa os jogos de azar, auxilia na
compreensao destes e na tomada de decisao sobre como jogar.

Perpassando os trabalhos de Leibniz (1646-1716), Jaques Bernoulli (1654-
1705), Moivre (1667-1759) e Thomas Bayes (1702-1701), a teoria das probabilidades foi
sendo desenvolvida.

No entanto, segundo BOYER (1196, p. 334):

A teoria das probabilidades deve mais a Laplace que a qualquer
outro matemadatico. A partir de 1774, ele escreveu muitos artigos
sobre o assunto, cujos resultados incorporou no cléassico livro Teoria
Analitica das Probabilidades, de 1812. Ele considerou a teoria em
todos os aspectos e em todos os niveis.

Ja a respeito do calculo de probabilidades, Laplace (apud NASCIMENTO,
2014, p. 3) escreveu:

A teoria das probabilidades, no fundo, ndo é mais do que o bom
senso traduzido em calculo que permite calcular com exatidao aquilo
que as pessoas sentem por uma espécie de instinto. E natutal como
tal ciéncia, que comecou com estudos sobre jogos de azar, tenha
alcangado os mais altos niveis do conhecimento humano.

Ja no final do século XVIII e inicio do século XIX, matematicos como Lagrange,
Laplace, Gauss, Poisson e De Moivre conseguiram aprofundar na teoria de probabilidade,
visualizando aplicagoes nas ciéncias sociais, biologicas e na fisica.

Apesar de muitos anos de estudo, a probabilidade s6 apareceu em nossos cur-

riculos em 1997, como serd apresentado na proxima secao.

1.2 A Probabilidade no Ensino Basico

Para compreender o panorama atual do ensino de Probabilidade na Educacao
Basica brasileira, principalmente no Estado de Goiés, é necessério conhecer os documentos
e a legislacao vigente no que tange a este assunto, sendo eles os Parametros Curriculares
Nacionais - PCN’s, os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM,
Lei de Diretrizes e Bases - LDB, e o Curriculo Referéncia do Estado de Goiéas.

Apesar de ser um assunto datado de 5000 anos, a probabilidade somente foi
inserida como contetudo escolar em 1997, com a elaboracao dos PCN’s. Neste documento,
o ensino de Probabilidade est4 alocado no bloco de contetidos denominado “Tratamento
da Informagao”.

Para o Ensino Fundamental, o conteido aparece nos 32 e 42 ciclos (6 a 9% Ano).
Para o terceiro ciclo, temos que: (BRASIL, 1998, p.70)
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Neste ciclo, também amplia-se a exploragdo das possibilidades de
quantificar o incerto. Com as nogoes elementares de probabilidade
os alunos aprenderao a determinar as chances de ocorréncia de alguns
eventos (moedas, dados, cartas). Assim, poderdo ir se familiarizando
com o modo como a Matemética é usada para fazer previsoes e per-
ceber a importancia da probabilidade na vida cotidiana.

Apesar desta introducao no Ensino Fundamental, h4 uma sugestao de que o
tema tenha uma abordagem de carater informal nestes ciclos, tendo sua consolidagao no
Ensino Médio.

Nos Parametros curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), de
2000, encontramos o ensino de Probabilidade como uma “competéncia na qual deve ser
desenvolvida a compreensao do carater aleatorio e nao deterministico dos fené6menos na-
turais e sociais e a utilizacao de instrumentos adequados de amostras e céalculo de proba-
bilidades.”(LIMA, 2013, p. 44)

Ainda segundo o PCNEM, o estudo da andlise combinatoéria e da probabilidade
é pré-requisito para uma boa compreensao de outros temas, como as leis da hereditarie-
dade, na Biologia, por exemplo.

No ano de 2007, foi publicado pelo Governo Federal um documento comple-
mentar a0 PCNEM, conhecido como PCN+ (Orientagoes Educacionais Complementares
aos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio). Quanto ao ensino de Probabi-

lidade, SMOLE e DINIZ afirmam que (SMOLE e DINIZ, 2002, p. 30):

A Estatistica e a Probabilidade devem ser vistas, entdo, como um con-
junto de ideias e procedimentos que permitem aplicar a Matemética
em questoes do mundo real, mais especialmente aquelas provenientes
de outras areas. Devem ser vistas também como formas de a Mate-
matica quantificar e interpretar conjuntos de dados ou informagoes
que nao podem ser quantificados direta ou exatamente.

O PCN+ deixa como sugestao que o ensino de Probabilidade seja efetuado na
Segunda Série do Ensino Médio, sugestao esta acatada no Curriculo Referéncia da Rede
Estadual de Educagao de Goids. De acordo com a Secretaria Estadual de Educacao de
Goias, tal curriculo foi implantado nas escolas estaduais em 2013, e teve como objetivo
contribuir com as Unidades Educacionais apresentando propostas de bimestralizacao dos
contetidos para melhor compreensao dos componentes do curriculo e sua utilizagao na sala
de aula.

Na verdade, o intuito foi uniformizar os contetidos ministrados, com o objetivo
de que o aluno, ao se transferir de uma escola para outra, nao sofresse com perda de
contetdos.

A Sociedade Brasileira de Matemética (SBM) estd propondo, neste ano de
2015, que haja uma reestruturacao do Ensino Bésico. Nesta proposta, o ensino das
técnicas de contagem aconteceria na Segunda Série do Ensino Médio, enquanto o ensino
de probabilidade aconteceria somente na série seguinte.

Apesar do ensino de Probabilidade proporcionar um amplo espaco de trabalho,

inclusive interdisciplinar, os dados do Indicador Nacional de Analfabetismo Funcional
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(INAF) nos mostram um grande indice de desconhecimento ou dificuldade de se dominar
certo assunto. Segundo REZENDE e FERREIRA (2011), “o ensino de Probabilidade
na escola bésica, quando acontece, ainda se da, muitas vezes, vinculado a férmulas e
associacoes com situacoes conhecidas e repetidas, quase sempre fora da realidade do aluno,
o que provoca desinteresse por parte deste”. (REZENDE e FERREIRA, 2011).

Nesse sentido, trabalhar a teoria da probabilidade associada ao conceito de per-
colacao, torna o estudo mais interessante, uma vez que sua aplicacao pode ser observada
em vArios campos.

O proéximo capitulo apresenta a definicao da teoria de percolacao, bem como

sua aplicacao em diversas areas do conhecimento.



Capitulo 2

A TEORIA DE PERCOLACAO

O modelo de Percolacao foi formulado em fins da década de 50 por Broadbent
e Hammersley como um modelo de transporte de fluido em meio poroso onde a propagacao
dos fluidos ocorre de uma forma nao linear. De fato, existem dois regimes bem definidos, a
propagacao e a extingao, separados por uma transicao brusca - a transicao de percolacao.
Este modelo pode ser descrito como um dos mais simples modelos da fisica estatistica na
rede a exibir transicao de fase.

De acordo com FONTES (1996), este modelo teve seus primeiros resultados
nao triviais provados por Broadbent e Hammersley. Desde entao, esta teoria vem sendo
desenvolvida e observada a possibilidade de aplicacao em diversas areas do conhecimento,
como fisica, biologia, sistemas de informacao etc. No entanto, a percolacao hoje é usada
para descrever processos de natureza estatistica, e esta mais associada com o meio do que
com o fluido (ZARA, 2000). A seguir, mostraremos de forma sucinta como sua aplicagao
¢ encontrada em algumas situacoes. Ressaltamos que o objetivo, neste capitulo, nao é
apresentar os modelos de percolacao em si, mas indicar as aplicacoes deste modelo e citar

trabalhos onde maiores informacoes poderao ser encontradas.

2.1 Percolacao e Eletricidade

De acordo com a ANEEL (2008), o principal objetivo das empresas de dis-
tribuicao de energia é oferecer um servico confiavel e economico na area de concessao,
respeitando os padroes impostos pela lei vigente. Desta maneira, quando as empresas
conseguiem prever seus empreendimentos futuros, juntamente com a quantidade de ener-
gia elétrica que serd necessaria a seus usuarios, a empresa terd informacoes importantes
para o planejamento das redes de distribuicao, permitindo a avaliacao do volume de obras
necessarias para seu reforco, ampliacoes e correcoes diversas, para levar a energia reque-

rida onde for necessario.
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Tomando como probleméatica a necessidade de modelar o crescimento espago-
temporal do consumo de energia elétrica dos novos usuarios em um sistema de distribuicao
para auxiliar o planejamento das empresas de distribuicdo de energia, APOLINARIO,
FRANCO e MELO (2012) apresentam um trabalho intitulado Aplica¢des da Teoria da
Percolacio na Modelagem do Crescimento de Cargas em Sistemas de Distribuicao de
Energia Elétrica.

Neste trabalho, os autores modelam os aglomerados na cidade formados por
novos usuérios e seu crescimento dinamico segundo a teoria da percolacao, utilizando para
isso 0 modelo de percolacao por invasao. Para maiores informacoes acerca deste tipo de
percolagao, sugerimos a leitura da tese de ZARA (1996), intitulada Percola¢ao por inva-

sao multipla, disponivel no banco de teses da USP.

2.2 Percolacao e Epidemias

Ao tratarmos do espalhamento de uma epidemia em relacao a uma populacao,
estao envolvidos dois niveis de interacao, um microscopico, que se refere as interacoes
entre o agente causador da doenca no vetor e no hospedeiro, e um macroscopico, onde o
principal fator é a interacao entre os individuos infectados e os suscetiveis de infecc¢ao.

SOUZA (2012), em seu trabalho intitulado Transi¢do de fases em modelos
estocdsticos para descrever epidemias, estuda o modelo de epidemia suscetivel-infectado-
recuperado (SIR) estocéstico e espacialmente estruturado.Segundo este autor, (SOUZA,
2012, p. 5):

Nesse modelo, os individuos sdo divididos em trés classes: suscetivel
(S), infectado devido ao contato com um vizinho infectado, e
um individuo infectado pode recuperar-se espontaneamente. Este
modelo exibe transicdo de fase em que a doencga se espalha e uma
fase em que ndo h4 espalhamento da doenca. Tratando cada par
suscetivel-infectado como uma conexdo através da qual pode haver
propagacao da epidemia, mostramos que é possivel estabelecer uma
conexdo entre o modelo SIR e o modelo de percolagdo. Assim,

pudemos utilizar métodos da teoria de percolacdo usual para
determinar o limiar de espalhamento epidémico.

2.3 Percolacao e Petroéleo

Na industria petrolifera, devido & intensa demanda, é necessario que haja a
recuperacao do petroleo. SOARES (2007), em seu trabalho intitulado Fractais e Percola-
cao na Recuperacao de Petroleo, apresenta um dos métodos mais comuns de recuperagao
de petroleo, utilizando a inje¢ao de um fluido em um poco, com a finalidade de criar uma

frente de deslocamento para empurrar o 6leo ali existente para outros pocos.
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Apesar do 6leo passar por meios porosos altamente heterogéneos, as rochas
porosas podem ser classificadas como boas, ou seja, aquelas que tém alta permeabilidade,
e as consideradas ruins, onde ha baixa ou nenhuma permeabilidade. Como a distribuicao
espacial destas rochas se da de maneira aleatoéria, podemos caracterizar este como um

problema tipico de percolacao.

2.4 Percolacao e Hidrocarbonetos

Juntamente com o crescimento populacional, h4 um aumento na demanda
de combustiveis, em especial a gasolina. Porém, quando nao acondicionada de maneira
correta, esta gasolina pode contaminar solo e dgua durante seu transporte ou em mas
condigoes de armazenamento. Segundo FOGACA et al. (2014, p. 01):

Por meio de oleodutos a gasolina é conduzida das refinarias até os pon-
tos estratégicos de distribuigdo e comercializagao. Ocorréncia de vaza-
mentos em oleodutos subterraneos provoca a contaminacao do solo e,
dependendo das condigoes fisico-quimicas deste, o contaminante sofre
percolacdo, podendo atingir reservatorios subterraneos e/ou superfi-
ciais de 4gua, comprometendo o abastecimento de dgua potavel para
as regides do entorno.

Neste segmento, conhecer a teoria de percolacao ajuda a impedir que hidro-

carbonetos alcancem o lencol freatico, evitando assim a contaminacao das aguas.

2.5 Percolacao e Fogos Florestais

Estudar a evolugao dos fogos florestais se torna tarefa ardua, uma vez que
métodos das ciéncias experimentais nao podem ser utilizados. No entanto, traduzindo o
problema para a linguagem da percolacao, podemos utilizar o modelo de percolacao de
sitios, o qual é explicado na tese de LEBENSZTAYN (2002), intitulada O modelo de per-
colacao em grafos: Um estudo de condicoes para a transi¢do de fases, disponivel no banco
de teses da USP. Para este exemplo, a floresta é representada por uma rede quadrada com
N sitios. O efeito da desordem é modelado através da ocupagao aleatdria de uma fragao
dos sitios da rede. Os sitios estao ocupados por uma arvore, com probabilidade p, 0 < p
< 1, que representa a densidade de florestacao. Em média, p - N sitios estao ocupados e

(1 —p) - N sitios estao desocupados. Segundo BARROSO, et al. (2010)

A propagacgao do fogo é simulada de acordo com as regras seguintes.
Incendeia-se uma fila de arvores na orla esquerda da floresta. Uma
arvore comeca a arder se alguma das vizinhas estiver a arder nesse
instante. Uma 4arvore arde durante uma unidade de tempo e uma
arvore queimada é equivalente a um sitio sem arvores. O fogo nao
pode saltar sobre sitios sem arvores e esses sitios nao podem arder
nem incendiar outros, bloqueando a propagacao do fogo. A simulacao
termina quando o fogo chegar & outra orla da floresta ou quando ja
ndo houver arvores a arder. A média sobre varias simulagoes permite
calcular a percentagem de arvores queimadas e a duracdo do fogo,
para cada valor de p.



CAPITULO 2. A TEORIA DE PERCOLAGAO 18
2.6 Percolacao e Ecopaisagem

No campo da ecopaisagem, a teoria da percolacao foi mencionada pela primeira
vez por Gardner et al (1987), na obra intitulada Neutral models for the analysis of broad-
scale landscape pattern. Nesta obra, o objetivo dos autores era buscar um método para
comprovar se um determinado padrao de paisagem era ou nao devido a existéncia de um
dado processo. Nesse sentido, foram construidos, a partir das premissas da Teoria da
Percolagao, modelos da paisagem na auséncia de efeitos de processos (ex: perturbagoes,
invasdo...) sendo assim denominados modelos neutros. Os padroes gerados por esses

modelos foram comparados com padroes de paisagem observados.

2.7 Percolacao e Tintas Condutoras

Segundo JUNQUEIRA (2012, p. 08),

Chamamos de compoésito a combinacao de dois ou mais materiais
distintos que formam um terceiro material, no qual seus componentes
estao separados em fases. Esse terceiro material forma uma classe
de materiais heterogéneos, multifasicos, que podem ser poliméricos
ou ndo. Sao produzidos artificialmente visando a combinacao das
melhores propriedades das fases constituintes. Geralmente, uma fase,
a matriz, é continua e envolve a fase dispersa.

Ao adicionar certa concentracao de algum tipo de carga condutora a uma
matriz polimérica, é possivel observar que essa matriz, antes isolante, passa a conduzir
corrente elétrica.

Um composito condutor apresenta duas fases, uma condutora e a outra iso-
lante. Esse tipo de sistema exibe um limiar de percolacao. Sendo assim, para compreender
o mecanismo de conducao nesse compédsito condutor utilizamos a teoria de percolacao,
por possibilitar uma interpretacao do comportamento da condugao elétrica.

Segundo a teoria de percolacdao, a condutividade elétrica de um composito
¢ diretamente dependente da concentracao de material condutor adicionado a matriz
isolante, bem como de quanto condutivo é esse material.

A probabilidade de percolacao nada mais serd que a probabilidade de uma
determinada regidao estar conectada com o resto, compondo, dessa forma, uma trilha

condutora.

2.8 Percolacao e Oleo

Um dos modelos mais comuns para analise do comportamento de 6leos ao

entrar em contato com regioes porosas baseia-se numa versao simples de percolagao ori-
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entada. Para maiores informacoes sobre este tipo de percolacao, sugerimos a leitura da
obra de STOVER (1999), intitulada Oriented Percolation Model.

A espécie de fluxo e o tamanho do derrame dependem da porosidade do solo,
que determina a probabilidade de percolacao. O comportamento do sistema depende
desta probabilidade. O modelo é caracterizado por dois regimes: fluxos continuos para

porosidades elevadas e fluxos superficiais para porosidades baixas.

2.9 Percolacao e Rede de Computadores

Nos dias atuais, varios sistemas de interesse tecnolégico e comercial, tais
como a internet, sao elementos de redes que podem ser convenientemente representadas
por grafos (maiores informagoes sobre grafos serdo dadas no proximo capitulo).

E possivel investigar o comportamento das propriedades de conectividade des-
tas redes frente a remocao de alguns de seus vértices. Para isso, pode-se usar como base
a teoria da percolagao, cujo parametro principal esta relacionado com a fragao maxima
de vértices retirados antes da total fragmentacao da rede em subgrafos desconexos.

Maiores informacoes acerca desse assunto podem ser obtidas no artigo de MI-
CHEL e ZARA (2004), intitulado Percolacao e Estratégias de Ataque em Redes de Escala

Livre.

2.10 Percolacao e Sistemas Celulares

Com o intuito de minimizar congestionamento espectral e aumentar a capa-
cidade em relacao ao numero de usuarios do sistema, criou-se a telefonia celular. Dessa
forma, é oferecida uma alta capacidade de uso em uma limitada alocacao de espectro de
frequéncia.

Devido ao grande crescimento de usuarios e da demanda por sinal, novos ser-
vigos de transmissao foram criados. Um dos tipos de propagacao das ondas é via radio,
sendo dependente do terreno, se é plano, montanhoso, com curvas e angulos de subida ou
descida, e, dos obstaculos, tais como, edificacoes, arvores, veiculos e pessoas. As perdas
causadas pela propagacao por multiplos percursos e pelo sombreamento afetam a area de
cobertura do sinal e podem resultar em erros de decodificacao.

Nesse sentido, surge a ideia de representar um ambiente de propagacao urbano
por uma malha aleatoria na qual a teoria da percolagao pudesse ser aplicada para modelar
o canal urbano, modelando a radiacao das ondas como um fluxo de fétons propagando-se
no ambiente, além de relacionar a propagacgao de raios em aglomerados de percolagao em

areas urbanas onde cada obstaculo torna-se uma nova fonte de ondas que sao espalhadas



CAPITULO 2. A TEORIA DE PERCOLACAO 20

em todas as diregoes.
Maiores informagao acerca do assunto poderao ser encontradas na dissertacao
de FERREIRA (2010) intitulada Influéncia do Ezcesso de Atraso do Canal na Taza de

Transmissao para o Planejamento de Sistemas Celulares.

2.11 Percolacao e Propagacao de Rumores

Uma outra possivel aplicacao para a teoria da percolagao é no estudo de
propagacao de rumores, utilizando processos de modelagem para representar como o rumor
se espalha.

A propagacao de rumores é um processo comunicacional, promovida pelo co-

letivo. Pode ser descrita, de acordo com REULE (2008, pag. 05), como:

um tipo de informagao nao confirmada que se propaga em rede e que
circula com a intencdo de ser tomada como verdadeira. Apesar de
poder ser inofensivo, o rumor também pode ser prejudicial, gerando
graves conseqiiéncias quando se trata de uma informacao falsa. Nesta
condi¢ao, sua disseminagao num corpo social pode ser motivo de pre-
ocupagao, dependendo da rapidez com que ele é passado adiante e da
dimensao alcancada.

Os individuos envolvidos podem ter um papel ativo ou passivo, ou seja, repassa
ou recebe a informacao, sendo representados como um conjunto de variaveis aleatorias e
tendo como objetivo encontrar condicoes para que haja ou nao chance do rumor ser
propagado de forma indefinida. Maiores informacoes podem ser obtidas no artigo de
JUNIOR, MACHADO e ZULUAGA (2015), intitulado “Propagacdo de rumores’.



Capitulo 3

REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo encontramos todas as defini¢coes, teoremas e lemas necessarios
para a compreensao e desenvolvimento dos modelos tedricos apresentados a frente. As
demonstragoes dos teoremas e lemas foram omitidas, porém podem ser encontradas em
LEBENSZTAYN(2012), GRADSHTEYN e RYZHIK (2007) e FEOFILOFF, KOHAYA-
KAWA e WAKABAYASHI (2001).

3.1 Definicoes

Defini¢ao 1 (Experimento aleatorio). Sao experimentos que ao serem repetidos nas mes-

mas condi¢oes nao produzem o mesmo resultado.

Defini¢ao 2 (Espaco Amostral). Denominamos espaco amostral o conjunto de todos os
resultados possiveis de um experimento aleatorio, e denotamos por €2. Um subconjunto

A C Q é chamado evento.

Definicao 3. A reuniao de n eventos é o evento que ocorre se pelo menos um deles ocorre,

e escrevemos assim a operacao: A; U Ay U--- U A,.

Definicao 4. A intersecao de n eventos é o evento que ocorre se todos eles ocorrem, e

escrevemos assim a operacao: A;NAsN---NA,.

Definicao 5. O complementar de um evento A é o evento que ocorre se A nao ocorre, e

escrevemos assim a operacao: A°€.

Definicao 6. A diferenca entre dois eventos A e B é o evento que ocorre se somente A

ocorre e B nao ocorre, e escrevemos assim a operagao: A|B ou AN B¢,

Leis de De Morgan:

21
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(O Ai) = ﬁ A
i=1 i=1
<ﬁ Ai> = O As.
i=1 i=1

Defini¢ao 7. Uma classe de eventos aleatorios é um conjunto de eventos (ou subconjun-

tos) do espago amostral que satisfaz:

1. Qe F,peF,;

2. Ae F= A¢ e F,

3. Se A, € F para n=1,2,3,...,entao U A, e F.

n=1
Para o caso em que o espaco amostral é enumerével, podemos escrever {2 como

Q = {wi,ws,ws, -+ } e sendo A em F, entdo

PA) = 3 plw)

Pw; EA

em que p(w;) representa a probabilidade do evento simples, p(w;) > 0e > 2 p(w;) = 1.

Definigao 8 (Definigao classica de probabilidade). Seja um espago amostral 2 com N
resultados possiveis (chamados eventos simples), todos equiprovaveis. Seja ainda A um
evento com um total de m eventos simples. Entao, a probabilidade de A, denotada P(A),

é definida por:

Defini¢ao 9 (Defini¢do Frequentista de Probabilidade). Seja A um evento aleatorio re-
lativo a um experimento aleatério. Suponhamos que este experimento é repetido n vezes

nas mesmas condicdes. A probabilidade de A pode ser definida como

onde f, 4 ¢ denominada frequéncia relativa de A nas n repetigoes do experimento, onde
n(A) representa o nimero de repeticoes que o evento A associado a esse experimento
ocorre apos n repeticoes do experimento aleatério.

Observagao: Intuitivamente, isso significa que se n é grande, P(A) ~ %A)
Definicao 10 (Definigdo axiomatica). Uma probabilidade é uma fun¢do P a valores reais
definida em uma classe F de eventos de um espacgo amostral €2 | que satisfaz as seguintes

condicoes:
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1. 0< P(A)<1,VA € F;

3. Aditividade enumeravel: para qualquer sequéncia A;, As, ... € F de dois eventos

dois a dois disjuntos,

() - S

A tripla ( Q, F, P ) é chamada um espaco de probabilidade.

Definicao 11. Sejam A e B eventos de {2, espaco amostral. A e B sao ditos independen-
tes se e somente se: P(AN B) = P(A)- P(B);

Definigao 12. Uma variavel aleatoria X em um espago de probabilidade (2, F, P) é uma

funcao a valores reais definida em 2 , tal que
{X<z}={weQ: X(w)<z}eF

para todo X € R.

Na definigao acima, {X < x} € F significa que {X < z} é um evento aleatorio.
Se os valores assumidos por X sao finitos ou infinitos enumeraveis, entao di-
zemos que X é uma variavel aleatoria discreta, mas se X assume valores num intervalo
de niimeros reais, entao dizemos que X é uma variavel aleatoria continua. Nesse trabalho

focamos apenas em variaveis discretas.

Definicao 13. A uma variavel aleatéria X esté associado uma probabilidade P escrita
P(X = x) em que z representa o valor que a variavel X assume e P(X = z) é chamada

distribuicao de probabilidade.

Definigao 14. Um vetor (X1, Xo, -+, X,,), onde cada X;, 7 =1,2,--- ,n, é uma variavel
aleatoria, é chamado vetor aleatério. Em particular, se cada X; é discreta, temos um

vetor aleatorio discreto.

Definigao 15 (Variaveis aleatorias independentes). As variaveis Xy, - - - X, sdo indepen-
dentes se, para qualquer conjunto A; CR, i=1,--- ,n,

P(X, € Ay,.... X, € A) =] P(X; € A).

=1
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Defini¢ao 16 (Distribui¢do Binomial). Suponha um experimento composto de n repe-
ticoes independentes, onde h& somente dois resultados possiveis: sucesso e fracasso, com
probabilidades respectivamente iguais a p e 1 — p. Seja X o ntmero de sucessos nas
n repeticoes. A variavel aleatéria X terd distribuicdo Binomial com parametros n e p.

Notacao: X ~ binomial(n,p).

Definigao 17 (Esperanca). A esperanga matematica de uma variavel aleatoria discreta
X que assume os valores x;, com respectivas probabilidades P(X = x;) , para i=1, 2, ..,

n é dada por:

E(X) = Zn:xl - P(X =ux;).
i=1
Definicao 18. Seja (X1, X, -+, X,,) um vetor aleatorio. A funcao
p(ry, 29, -+ ,x,) = P(Xy =21, Xo =29+, X}, = )
é chamada funcao de probabilidade conjunta.

Definicao 19 (Variancia). Seja X uma variavel aleatorio com média E(X). Entao, a

variancia de X, representada por Var(X), é definida como sendo
Var(X) = E [(X — E(X))?].

Defini¢ao 20 (Grafos). Um grafo é um par G = (V, E) formado por um conjunto nao-
vazio V', cujos elementos sao chamados vértices, e um conjunto F de arestas. Uma aresta

é um par nao ordenado (v;,v;), onde v; e v; sdo elementos de V.

Definicao 21. O nimero de arestas incidentes a um vértice v; é chamado grau do vértice
i.
Definicao 22. Uma drvore é um grafo onde, para qualquer par e vértices v; e v; existe

um Unico caminho conectando v; a v;.

Defini¢ao 23 (Rede Bethe). Uma éarvore sera chamada de rede bethe, quando existir um

vértice denominado raiz, e cada vértice der origem a o descendentes na geracao seguinte.

Definigao 24 (Processo de Ramificacdo). Para cada n € N defina uma sequéncia de
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas {Nr(n" )}n (N,(,;1 ) ¢ 0 ntimero

de filhos do m-ésimo individuo da n-ésima geragao). Agora defina Z, = 1 e indutivamente:
Zn _ Nl(n—l) + N2(n_1) 4+ 4 Ng:;i)’ para n 2 1.

Z, representa o tamanho total da populacao na n-ésima geracao. O processo

{Zn}nen € chamado Processo de Ramificagao.
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Defini¢ao 25 (Probabilidade de Extingdo). Seja {Z, }neny um processo de ramificagdo. A
probabilidade de extingao desse processo ¢ a probabilidade 7 de que em algum momento

finito nao haja novos descendentes no processo. Isto é:

(o),

n=0

3.2 Teoremas, Lemas e Proposicoes

Lema 3.2.1. Sejam A, B e C eventos do espaco amostral de um experimento aleatoério,

temos:
1. AuB)NnC=(AnB)U(BNC(C);
2. (ANB)UC =(AUuB)N(BU().

Lema 3.2.2. Sejam os eventos Aq, As, ..., A,, do espago amostral, entao:

p(gAk)zl_p(ﬁAg).

Teorema 3.2.3 (Teorema da Multiplicacao). Se Ay, Ay, As, ..., A, sdo eventos com P(A;N
AyNAsN---NA,_1) >0, entdo:

P(AiNnAsn---NA,) =P(A)P(As | Ay) - P(A, | A N~ N A1)

Teorema 3.2.4 (Formula da Probabilidade Total). Seja {Bj, Bs, ..., B,} uma parti¢ao
do espaco amostral {2 em eventos de probabilidade positiva, isto é, esses eventos sao dois

a dois disjuntos, Q = [J;*, B; e P(B;) > 0 para todo A;. Entdo, para qualquer evento A,
P(A)=> P(A| Bi)P(By).
i=1
Teorema 3.2.5 (Continuidade da Probabilidade). Se A = lim,, ., 4, existe, entao
P(A) = lim P(A,).

n—oo

Teorema 3.2.6. Seja X uma variavel aleatoria tal que X ~ binomial(n,p). Sua fungao

de probabilidade sera:

p(z) = P(X = 2) = (”>pw(1 —p)"T, 2 =0,1,...n

T

Proposicao 3.2.7. Seja X uma variavel aleatoria discreta. Entao:

E(h(X))=> hx)P(X =x).
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Proposicao 3.2.8. Seja (X, Xo, -, X,) um vetor aleatorio. Entdo:

E(h(Xy, - >Xn)):ZZ"'Zh(x1"" L) P(ay, - ).

1 T2 Tn

Proposicao 3.2.9. Seja (X, Xo, -+, X,,) um vetor aleatério. Entdo:
EXi+Xo+--+X,) =EXy)+-+ E(X,).

Proposicao 3.2.10. A variancia da soma de variaveis aleatoérias independentes é a soma
das suas variancias. Ou seja, para as variaveis aleatorias independentes X1, Xo, ..., X, ,

teremos:
Var(Xy + Xo+ -+ X,,) = Var(Xy) + Var(Xy) + -+ - + Var(X,).

Teorema 3.2.11. A média (ou esperanca) F(X) de uma distribuicdo X ~ binomial(n, p)
serd dada por:
E(X) = np.

Lema 3.2.12. Seja X uma variavel aleatéria. Entao:
Var(X) = BE(X?) — [B(X))%.

Teorema 3.2.13 (Lema de Borel-Cantelli). Seja A, A, ... uma sequéncia de eventos em
um espago de probabilidade (2, F, P).

a) Se Y | P(A,) < oo, entdo P(A, infinitas vezes) = 0;

b) Sed > P(A,) = coe Ay, Ay, - - - sdoindependentes, entao P(A,, infinitas vezes) = 1.

Teorema 3.2.14. Seja {Z, },en um processo de ramificacao tal que p é o nimero médio

de descendentes por individuos. Temos F(Z,) = pu™.

Teorema 3.2.15. Seja {Z, },en um processo de ramificacao tal que p é o nimero médio
de descendentes por individuo. Suponha que P(Z; =0) >0e P(Z; =0)+P(Z; =1) < 1.
Entao:

a) m é o menor nimero positivo satisfazendo

z:sz-P(Zl =7)
=0

Ou seja, o menor niimero positivo satisfazendo z = Gz, (2), onde z = Gz (z) é a fungao
geradora de probabilidade de Z;.

b) m =1 se e somente se p < 1.
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Teorema 3.2.16. Seja {Z, },eny um processo de ramificacdo tal que p é o nimero médio

de descendentes por individuo. Se p < 1, entao:

& 1
;E(Zn) - m

Teorema 3.2.17. Seja f(x) uma fungdo positiva nao crescente para N < x < co. Temos:

T fayr< Y fn) < /N " fa)d.

N+1 n=N+1
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ALGUNS MODELOS TEORICOS

Conforme dito anteriormente, percolacao é o fené6meno de transporte de um

fluido através de um meio poroso. Assim, serao apresentadas duas situacoes envolvendo

recipientes, dutos e fluidos.

4.1 Primeiro Modelo: Percolacao Por Dutos em Série

Inicialmente, imaginemos n + 1 recipientes, interligados por n dutos. Estes
dutos podem estar abertos ou fechados e os recipientes encontram-se em série, conforme

0 esquema a seguir:

. U Y
et ] — - -
5 Duto 01 = Duto2 | § Duto 03 Duton-1§ & _ | Duton g
- o -y =0 =1 =
£ 8 &5 [ = [ eed ] = A=
¥ ¢ g g g
& ™ = & 2
R — L — S — T — ——

Figura 4.1: Modelo de recipientes interligados em série.

Cada duto d;, 1 < i < n, possui uma probabilidade p; de estar ligado. Definam-
se:

A; ¢ i-ésimo duto estd aberto”
C,, : “ numero de dutos abertos”
Ry “ o liquido chega ao recipiente k7, com k=1,2,3,....,n

Sy 1 “numeros de dutos por onde o liquido passa”

Facamos ainda

28
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0, se o i-ésimo duto esta fechado

I { 1,se o i-ésimo duto esta aberto
P =

Assim, podemos afirmar que

29

Diante destas consideragoes, os seguintes Teoremas e Corolarios podem ser

enunciados:

Teorema 4.1.1. Sejam n-1 recipientes em série, interligados por n dutos, conforme a

situacdo descrita acima. A probabilidade de termos k dutos abertos, com k # 0, podera

ser calculada pela formula

n

P(C, =k) = Z Hpij H (1 —pj)-

1<i1 <ig<--<ip<n j=1 o=
]€{217227"' 7“6}

OBS: Para k = 0, teremos:

Demonstracao. Sabemos que k dutos devem ser escolhidos para estarem abertos, inde-

pendente da ordem, e os demais n — k dutos devem estar fechados. Assim,

n

N

Jj=1

{Cn =k} = U Lﬂ Az’j

1<) <ig<-<ig<n i=1

J&{i1,02, i}

Logo, queremos a probabilidade de que este fato ocorra. Ou seja:

n

P(C,=k)=P U [ﬂ A

1< <ig<--<ip<n =1

N

=t
J&{i1,02, i}
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Pelo Axioma 3 da Definicao 10,

n

Pl=k= > lm 1 @-n)

1<i1<ig<-<ip<n j=1 a=r
3&{i1 iz, i}

]

Corolario 4.1.2. Seja p; = p, Vi. Nesse caso, a probabilidade em questao serd dada por:

PiC, =0 = () )pra-prt

Na verdade, ao termos todos os dutos com a mesma probabilidade de estarem

abertos, passamos a trabalhar com uma distribuicao Binomial de parametros n e p.

Exemplo 1. Se p; =1 — %, teremos:

v £ H0D) 0

1< <t << <n j=1

Logo,

T 1<i < <ip<n j=1

Teorema 4.1.3. Seja ainda a situagao descrita no Teorema 4.1.1. Neste caso, a média e

a variancia de C,, serao dadas respectivamente por:

E(C,) = ij'

n

Var(Ca) = Y [ (1 = p))]-

=1
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Demonstracao.
sc) -2 (3 n) - X
j=1 j=1

Como os possiveis valores para [; sao 0 ou 1, teremos:

E(l;)=0-(1—p;)+1-pj=p;
Assim,

E(C,) =) _p;
j=1

Para encontrar a variancia, temos que:

Var(C,) =Var (i Ij>

Como as variaveis aleatorias sao independentes, podemos escrever:

Var(C,) = Z Var(I;)

No entanto,
Var(l;) = E(If) — [E(Ij)]2

E(I?) =0 P(I; =0) + 1> P(I; = 1) = E(I?) = p,

Logo,

31
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Exemplo 2. Sejap; =1 — % Neste caso, teremos:

Pelo Teorema 3.2.17, teremos:

1 &1
1 - < - <1+Inn.
nn—l—n_zj_ +Inn

j=1
Dai,
1 1
n—lnn—lgn—Z—,gn—lnn——
- J n
7=1
Portanto, ]
n—lnn—-1<EC,) <n—Inn— —.
n

Quanto a variancia,
= 1.1 " li 1 "1 M1
vy =3 [o-Ha -y (G- 5) - -4
j:1 . .

Também pelo Teorema 3.2.17, teremos:

3 1 1 1
2 <N S <o_=
2 n—174&=j427 n
Jj=1
Logo, |
2
1 ——2<Var(C,) <l - —.
nn—l—n < Var( )_nn+n_1 5

Para n grande,
E(C,) =n—Inn.

Var(C,) =~ Inn.

Teorema 4.1.5. A probabilidade de que o liquido passe por exatamente k dutos seréd

dada por:
k
P(Sy=k) = (1L—pen) - [[ i para k=1,2,-- ,n—1
=1

P(Sp=mn) = Hpi
i=1

P(S,=0)=1-p,
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Demonstracao. Para que o liquido passe por exatamente k£ dutos, com k=1,2,...,n—1,
é necessario que os k-ésimos primeiros dutos estejam abertos e o duto de posicao k + 1

esteja fechado, impedindo assim a passagem do liquido para os demais dutos. Ou seja:

(Sn = k) (ﬂA) (A5,)

Assim,

P(S, =

or((0n) o)
P(s, =P(é ) P(Af1)

k

P(S, =k) = (1—prr) [ [ -

i=1
Para que o liquido nao chegue a nenhum recipiente, é necessario que nenhum duto esteja

aberto. Assim,

(Sn, =0) = Af
P(S, = 0) = P(A])
P(S,=0)=1-—p

Agora, para que o liquido chegue ao n-ésimo recipiente, é necessario que todos

os dutos estejam abertos. Assim

P(S,=n)="P <ﬁ Ai)

= Hpi-
i—1

Corolario 4.1.6. Para o caso p; = p, podemos afirmar que:

P(Sn:k):pk(l—p), para k=10,1,2,---  (n—1).
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Exemplo 3. Seja p; = ]L

7~ Dessa maneira, podemos calcular P(S, = k) quando k =
1,2,--- (n—1):

P(S”_k)_kizﬁ(z'L)

i=1

!
P(Sn=k) = kiz ' (k;-kﬁ)!
1
P(Sn=k) = k+D)(k+2)
Quando k£ = 0, teremos: .
P(S,=0)=1~ 5.
P(S,=0) =3

E, quando k£ = n, teremos:

n

i
P(Sa = n)Hz’Jrl
=1

1
P(Sn:n):n_l_l.

Teorema 4.1.7. A média e a varidncia de S,, serdo, respectivamente:

n—1 k n
E(S,) = Z (k’(l — Dk+1) HPz) + anzw
k=1 =1 =1
n—1 k n—1 i n i n
Var(S,) =Y k(U =pre) [[oi [k + D dpia [[oi =D i [[pi —n]] s
k=1 i=1 j=1 i=1 j=1 =1 i=1

Demonstracao. Pela Definicao 17, Temos que:
E(S,) =Y kP(S,=k)
k=1
Separando o somatoério, teremos:

n—1 k n
E(S,) = Zk(l —pk+1)HPi +anz‘
k=1 =1 =1

Para a variancia, temos que:

n—1
E(S2) =Y kKP(S, = k) +n*P(S, =n)
k=1
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-1

Z (1 = Prt) Zpﬂrn sz

k=1
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Logo,
Var(8,) = E(S3) — (E(S.))* =
n—1 n—1 k n 2
= [Zkf 1 — pri1) sz-i‘nQHZ%] - [Zk(l_pk+l)Hpi+ani] =
- i=1 k=1 i=1 i=1
n—1 k n n—1 k 2
S R0 [T T (zm -pmnpz-)
— Pl Pl pt o
—2ansz L= i) H —n sz
=1 =
n—1 J n n n
=D k(1 = prs1) H [k Z] pj+1)Hpi_2ani +n2sz' ll—sz‘] :
k=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Logo

k+ZJpg+1sz ZJle—anZ]
+”2sz' ll—Hpi] -
=1 =1

Corolario 4.1.8. Para o caso onde p; = p, teremos:

p

E(Sy) = fp[l —p"]
e
Var(,) = P = Dp = 20 D (2n ) g
(1—p)?

Demonstra¢ao. Temos que

n—1

E(S,) = ) k(1 —p)p*]+np"
k=1

n—1
E(Sy) = (1—p) > _ kp" +np"
k=1

Retirando-se um fator p do somatorio, teremos:
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Porém, kp*~1 = (p*)’. Logo,

Logo,

Para n grande, teremos,

Para a variancia, facamos:

E(S?) = (1 - p)p” ) (P*)" +p(1—p) ) (P*) +n?p"
E(S;) = (1 -p)p* (i(zﬂ) +p(1—-p) ( : (p'“)> +n’p".
k=1 k=1

Sendo E(S,) = {£(1 — p"), teremos:

Var(S,) = E(S?) — (E(Sn>>2
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Var(Sy)

I
—_
|
S
=
[N
/\:
M7
=
ol
\/
+
=
—_
|
S
3
M2
=
Eond
v
+
3
[\
=
3
|
—
| [\&)
e
=
3
hr

Desenvolvendo tais célculos, concluiremos que:
_pHnan—1p" —2n+ 1)p" + (2n + 1)p"t? — p*t?
(1—p)? '

Var(Sy)

Podemos notar que, para n grande, teremos:

Var(S,) ~ T

Exemplo 4. Seja p; = ]Jﬁ Assim, teremos:

n—1 k .
k+1 1 )
E(S,) = kll——— ,
(5n) l ( k:+2)Hz+1 el
k=1 =1 =1
n—1 k .
1 7 1
E(S,) = k
(5n) £ k:+1i11@'+1 T

-1

k k! 1

E(S,) = M -
(5n) pt {k+2(k+1)!} R

n—1
k n

FrDk+2) nal

k=1
Pelo Teorema 3.2.17, teremos:

In {%fﬂ +1n§ < ni( k j<mn {(”H)T 142,

Assim,

In 2.
ntl T hg

(n+1)2}+2n—|—1 9e

Para n grande, teremos:

E(S,) = Inn.

Quanto & variancia, teremos:

n—1
n

37

ERSTYPRUERIAS s SANNS - k -
Var(S,) =) k (1_(k+2))gi+1+n gi+1_z(k+1)(k+2)+n+l_

k=1 k=1
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n—1 n—1 2
— k—|—2( 1) n—l—l (k:l k—|—2)>

2 = k L m oo
n+1\ &= (k+1)(k+2) n+1 (n+1)2

n3

MNCESIES

[+~ S etz )
k+2) — (j+2)(j+1) n+l

Teorema 4.1.9. A probabilidade de que o liquido chegue ao k-ésimo recipiente sera dada

por:
k
Ry) =[] »:-
i=1

Demonstracao. De fato, para que o liquido chegue ao k-ésimo recipiente, ¢ necessario que

os k primeiros dutos estejam abertos. Assim,

]

Agora, imaginemos que tenhamos infinitos recipientes, interligados em série
por infinitos dutos. Cada duto d;, 1 <i <mn, com n — 0o, possui uma probabilidade p;

de estar ligado. Defina-se:
Cx : “niumero de dutos abertos quando temos infinitos dutos”.

Ss : “nimero de dutos por onde o liquido passa quando temos infinitos dutos”.

Teorema 4.1.10. Para este caso, teremos:

> P =400 = P(Co = +00) = 1;

+oo
an < 400 = P(Cy\ = +00) = 0.

n=1



CAPITULO 4. ALGUNS MODELOS TEORICOS 39

Demonstra¢ao. Tomemos A,, = {I,, = 1}. Dessa forma, podemos escrever
P(Cy = 4+00) = P({I, = 1} infinitas vezes)

Ora,

ST P{L=1})=Yp

Pelo Lema de Borel Cantelli, podemos afirmar que:

an = +o00 = P({[, = 1} infinitas vezes) = 1

an < 00 = P({l, =1} infinitas vezes) = 1

n=1

Corolario 4.1.11. Seja p, = p. Neste caso, teremos

ipn:Zp:Jroo:P(C = +o00) = 1.
n=1

n=1

Exemplo 5. Seja p, = #1 Assim, teremos:

an—z ! = +00 = P(Cs = +00) = 1.

_1n+1

Teorema 4.1.12. Para o caso descrito no Teorema 4.1.10, teremos:

P(Sw =) = (1= pyt) [ 1

i=1

-3 [H pm] |

i

Defin R = limy_,o, Rx. Temos P(R) > 0 se, e somente se,

> (1—p)
s
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Demonstracao. Temos que:

Quanto & média, teremos;

-3 P8 =) = ) = 33 [TTntt )|

Para a terceira afirmacao, note que Ry, C Ry para todo k. Logo, R; T R e, pelo Teorema

da Continuidade da probabilidade, temos;

P(R) = lim P(Ry).

k—o0
Mas
k
Rk = ﬂ Aia
i=1
donde
k k
=P (ﬂ Ai) = sz‘
i=1 i=1
Assim,
klggoHpZ sz_ql_ 1_pz)]
O resultado segue por GRADSHTEYN e RYZHIK (2007, pag. 14). ]

Corolario 4.1.13. Caso p; = p, teremos:
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Exemplo 6. Para p; = +1’ teremos:

S j
E(S,) = o0P (S = 7) = : = 400
(8] = 200l (S =) = 2, gy )
- = j > 1
P(R) =0, pois 1—p;) = 1l——— | = — =400
=0 ;( ) ;( J+1) ;j—l-l
JG+2)

E, para p; = TESVEL teremos:

P@m:ﬁ:<1 U+1j+3)f12+2 .

(7 +2)? i+ 1)? 2+ 1!

= . 1 e j
P = 2o T R Gy

Segundo GRADSHTEYN e RYZHIK (2007, pag. 13), tem-se que;

portanto, .
E = -.
(S=) = 5
E, como
S [ JG+2)] !
S-p-Y - - <o
= =L G+ H G+
Portanto,
P(R) >0

4.2 Segundo Modelo: Percolacao em Arvores

Seja a rede bethe uma arvore com todos os vértices tem grau d + 1 exceto a

raiz Ry, que possui grau d, descrita na figura abaixo.

1¢ Situacgao: Cada vértice da arvore possui um recipiente, e cada aresta corresponde a
um duto. Inicialmente, apenas o recipiente Ry possui liquido.Quando o liquido chega a um

recipiente, no préximo instante de tempo este passa para cada vizinho com probabilidade
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Figura 4.2: Modelo de Recipientes interligados em arvores.

p, independente dos demais. Dizemos que o processo sobrevive se em qualquer instante de
tempo houver um recipiente recebendo liquido. Caso contrario, dizemos que o processo
morre. Em outras palavras, o processo sobrevive quando infinitos recipientes recebem o

liquido. Nessas circunstancias, podemos enunciar os seguintes teoremas e corolérios:

Teorema 4.2.1. O processo exibe transicao de fase. Mais especificamente, se V é o

evento onde o processo sobrevive, teremos:
P(V)=0 se dp<1 e P(V)>0 se dp>1

Demonstragao. Seja Ng, o nimero de recipientes que recebem o liquido de Rj, onde

Ng, € {0,1,2,--- /d}. Temos que Ng, é uma distribui¢cdo binomial com parametros d e
p. Logo,

= dp.
O resultado segue pelo Teorema 3.2.15. O]

Teorema 4.2.2. A probabilidade 7© de extincao do processo serd o menor valor nao

negativo de s que satisfaz a equacao:

s=(sp+1-p)

Demonstra¢ao. Calculando inicialmente P(Ng, = r), observamos que devemos escolher
quantos r dutos para estarem abertos e d —r dutos para estarem fechados. Ou seja, temos

d ensaios de Bernoulli com probabilidade p de sucesso. Assim:



CAPITULO 4. ALGUNS MODELOS TEORICOS 43

P(Ng, =r) = (Z)ﬂ(l —p)"

Pelo Teorema 3.2.11 temos que a probabilidade de extin¢ao 7 é o menor ntimero

nao negativo satisfazendo

s = E[s""o]

Calculemos entao F[s™o].

Logo,

s=(sp+1—p)

Corolario 4.2.3. Para o caso onde d = 2, teremos:

L, sep<

= 1 2
(%) , sep>

N|= N

O que pode ser observado na figura 4.3.

Demonstracao. Como d = 2, teremos:
s=(sp+1—p)

Resolvendo a equacao, encontraremos:

1—2p+2p°+|1—2p|
S =
2p?
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Y 5
1
0,8
0,6
0,4
0,2
r
d § i 1 ' B
2 0 0,2 0,4 1,2 1,4
Figura 4.3: Grafico da probabilidade de extin¢ao em funcao de p para d = 2.
Portanto,
1, sep<i
= 1-p 2 1
(T) , Sep>3
O]

Outra demonstracao:
Seja B; o evento onde o liquido flui do recipiente da origem para o i-ésimo

recipiente vizinho & origem e V' o evento onde o processo nao se extingue. Temos que:

d
P(V) =Y P(B)P(V | B).
Sendo 7 a chance de extingao, teremos:
d

=7 = P(V) =3 P(Ng, = i)P(V | {Ng, = i}).

1=0

Podemos observar que:

P(V | Ng,=0)=0
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P(V|Ng,=1)=1—n
P(V|Ng,=2)=1—P(V°| Ng,=2)=1—7"
Analogamente, podemos afirmar que:
P(V|Ng, =i)=1-7"
Dessa forma,

- (§)ra=p - a

=0

Desenvolvendo esta equacao, obteremos:
(pr+1—p)? =m.

Conforme o encontrado com a primeira demonstragao!

Teorema 4.2.4. Suponha que dp < 1. O ntimero médio de recipientes que recebem o

liquido E(Z,) e o nimero médio de recipientes no processo todo serao:

E(Z,) = (dp)"

> 1
E(Z,)) = .
; (Z) = 1—a

Demonstracao. Temos que Npg, ¢ uma distribuicao binomial com d repeti¢oes com pro-

babilidade p de sucesso em cada. Assim,

]

2¢ Situacao: Considere agora a situacao onde cada vértice da arvore possui um recipi-
ente, e cada aresta corresponde a um duto. Inicialmente, apenas o recipiente Ry possui

liquido. Diferente da primeira situacao, suponha que quando um liquido chega a um
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recipiente, no proximo instante de tempo ha apenas duas possibilidades: o liquido é re-
passado para todos os recipientes vizinhos com probabilidade p ou nao é repassado para
nenhum, com probabilidade 1 — p. Dizemos que o processo sobrevive se em qualquer
instante de tempo houver um recipiente recebendo liquido. Caso contrario, dizemos que o
processo morre. Em outras palavras, o processo sobrevive quando infinitos recipientes re-

cebem o liquido. Nesta situacgao, os seguintes teoremas e corolarios podem ser enunciados:

Teorema 4.2.5. O processo exibe transicao de fase. Mais especificamente, se V é o

evento onde o processo sobrevive, teremos:
P(V)=0 se dp<1 e P(V)>0 se dp> 1.
Demonstracao. Note que para este caso
P(Ng, =d)=p=1— P(Ng, =0).

Logo,
= dp.

O resultado segue pelo Teorema 3.2.15. [

Teorema 4.2.6. A probabilidade 7m de extincao do processo serd o menor valor nao

negativo de s que satisfaz a equacao
psd—5+1—p:0.
Demonstracao. Temos que:
E[sVro] = s P(Ng, = 0) 4+ s*- P(Ng, = d)

E[s"m0] = (1 —p) + s%p

Dessa forma, 7 serd o menor ntimero que iré satisfazer a equacao

psd—s+1—p:0.

Corolario 4.2.7. Para o caso onde d = 2, teremos:

1, sep<
T=194,
Tp, se p>

N—= DN

O que pode ser observado na figura 4.4.
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ks

Figura 4.4: Grafico da probabilidade de extin¢ao em funcao de p para d = 2.

Demonstracao. Temos que d=2. Assim,
ps’—s+1—p=0

Resolvendo a equacao, encontraremos:

1+ |1—2p]
S=——.

2p
Portanto,
{ L sep<!
m =
1— 1
Tp, sep>;

Outra demonstracao:
Seja V' o evento onde o processo nao se extingue e A o evento onde o liquido

do recipiente da origem flui para os vizinhos. Assim, temos que:
P(V)=P(A)P(V | A%+ P(A)P(V | A)

Podemos observar que
P(V]A9) =0
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P(V|A) =1-P\V|A)
P(V|A) =1-nx

Logo,

l—-7=(1-p)-0+p-(1—7%
prt —m+1—p=0.

Conforme encontrado na primeira resolucao!

Teorema 4.2.8. O ntumero médio de recipientes que recebem o liquido, E(Z,), e nimero

médio de recipientes no processo todo serao:

E(Zy) = (dp)"

Demonstracao. Temos que:
p=E(Ng,) =0-(1—p)+dp=dp.

Logo,
E(Z,) = (dp)".

Pelo Teorema 3.2.10, teremos,
E(Z,) = (dp)".

E, pelo Teorema 3.2.12, podemos afirmar que

> 1
E(Z,)) = .
; (Z)=1—a



Capitulo 5

APLICACOES DA TEORIA DE
PERCOLACAO NO ENSINO MEDIO

Neste momento, apresentaremos duas propostas de aplicacao da teoria de per-
colacao que estao presentes no cotidiano de nossos alunos: circuitos elétricos e a conhecida

brincadeira do “telefone sem fio”.

5.1 Circuitos Elétricos

Circuitos elétricos sao os caminhos para a transmissao elétrica, isto é, para
transportar eletricidade na forma de corrente elétrica. Para isso, a seguinte aula foi pla-
nejada:

PUBLICO-ALVO
Alunos da segunda série do Ensino Médio.
DURACAO
Para a conclusdo da atividades, sera necessaria uma hora/aula.

PRE-REQUISITOS

O aluno deve estar familiarizado com os termos de probabilidade e combina-

toéria, bem como os teoremas da multiplicacao e da uniao.

OBJETIVOS

49
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Aplicar o teorema da multiplicacao em um problema simples, com interdisci-

plinaridade com a fisica.
CONTEUDOS

Probabilidade e transporte de corrente elétrica.
METODOLOGIA

Serao propostas duas situagoes envolvendo circuitos elétricos.

1¢ situacao: Seja o circuito abaixo, onde C; e (5 sao componentes eletronicos idénticos

cuja probabilidade da corrente elétrica perpassar cada um ¢ p, com 0 < p < 1.

Figura 5.1: Circuito em série

Qual a probabilidade da corrente elétrica sair de A e chegar a B?

Esse tipo de associacao de componentes é chamado de associacao em série.
Sendo assim, caso o componente C falhe e a corrente nao passe, esta nao chegard a Cj,
tampouco a B. Espera-se que os alunos observem a necessidade de que a corrente passe por
C7 e Cy. Sendo assim, pelo teorema da multiplicagdo, e definindo P(C}): probabilidade

da corrente passar por C; e P(Cs): probabilidade da corrente passar por Cs, teremos:

P(CyNCy) = P(Cy) - P(Cy | Cy) =p-p=1p?

22 situacgao: Seja o circuito abaixo, onde C7, Cy e (5 sa0 componentes eletronicos idén-

ticos cuja probabilidade da corrente elétrica perpassar cada um é p, com 0 < p < 1.
Qual a probabilidade da corrente elétrica sair de A e chegar a B?

Esse tipo de associacao é chamado de associacao em paralelo. Aqui, a corrente

tem duas “opcoes” de caminho a seguir: ou ela passa pelos componente C e C5 ou
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C1 C,

>@

—®
B

P
Cs

Figura 5.2: Circuito em paralelo

ela passa por (3, podendo ainda passar por todos ao mesmo tempo. Espera-se que os
alunos consigam observar a necessidade do célculo da probabilidade da unidao de dois

eventos. Assim, para que a corrente parta de A e chegue a B, devemos calcular a seguinte
probabilidade:

P[(C’lﬂC'Q)UC;»,]:P(C'lﬂog)—i—P(C'g)—P(C’lﬂC'gﬂC'3):p2+p—p'3

MATERIAIS NECESSARIOS
Quadro e giz.
AVALIACAO

O aluno serd avaliado observando-se sua participacao e empenho durante as

atividades propostas e discussao de resultados.

5.2 Transporte de Informacao: Telefone Sem Fio

A conhecida brincadeira do “Telefone sem fio” compete em dispor algumas
pessoas em fila ou circulo. A primeira pessoa diz uma frase ao proximo da fila, sem repe-
tir e sem que os demais escutem. A pessoa que ouviu a frase deve transmiti-la ao proximo
da mesma forma, e assim sucessivamente, até chegar a tltima pessoa. FEsta diz a frase
em voz alta e verifica-se se h& discrepancia entre a frase original e a frase dita ao final.

Tomando como referéncia esta brincadeira, a seguinte aula foi planejada:

PUBLICO-ALVO
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Alunos da segunda série do Ensino Médio.
DURACAO

Para conclusao da atividade serdo necessarias 3 horas/aula.
PRE-REQUISITOS

O aluno deve estar familiarizado com os termos de probabilidade e combina-

toéria, bem como os teoremas da multiplicacao e da uniao.

OBJETIVOS

e Aplicar o teorema da multiplicacao em um problema simples.

e Compreender a ligacao entre a brincadeira e a teoria da percolagao utilizada no

transporte de informacoes.
CONTEUDOS
e Teorema da multiplicacao.

e Percolacao e transporte de informacao.

METODOLOGIA
Serao propostas quatro situacoes envolvendo a brincadeira de telefone sem fio:

1¢ situacgao: Os alunos serao dispostos em fila, passaremos uma informacgao a primeira
pessoa e esta devera repassa-la, conforme a brincadeira, até a tltima pessoa na fila. Ou
seja, inicialmente colocaremos os alunos para “brincar”. Em seguida, sera proposta a se-

guinte situacao problema:

Oito pessoas estao dispostas em fila. Sabe-se que a probabilidade da informagao
ser repassada corretamente ao proximo da fila € constante e igual a p,0 < p < 1. Qual a

probabilidade da informacao partir da primeira pessoa e chegar a ultima corretamente?

Para resolver tal situacao, proporemos o seguinte esquema:
Sejan € N,1 < n < 8, onde n representa a posicao ocupada pela pessoa na
fila. Defina-se:
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o—0—0—0—-0-0-0-0

1 2 3 4 5 67 8

Figura 5.3: Organizagao em fila para o telefone sem-fio.

A,: a informacao chega corretamente & pessoa na posi¢ao n.

Assim, temos que calcular a probabilidade da informacao partir de n = 1 e
chegar em n = 8. Provavelmente, um erro comum sera o fato dos alunos simplesmente
multiplicarem as probabilidades, cabendo ao professor realizar a interferéncia, chamando
a atencao para o fato dos eventos nao serem independentes, ou seja, a pessoa na posicao
2, por exemplo, s6 podera transmitir a informacgao corretamente para a pessoa na posicao
3 se tiver recebido da pessoa 1 corretamente. Cabe aqui, entao, a aplicacao do teorema

da multiplicacao, pois queremos saber
8
P (ﬂ Ai> .
i=2

Assim, de acordo com esse teorema,

8
P (ﬂ Ai) = P(Ay)-P(A3 | Ay)-P(Ay | Ay Az)-...- P(As | AsNA3NAsN AsNAgN Ay)

i=2
Como cada uma das probabilidades acima vale p, obtemos:

()

Aqui, podemos generalizar o problema, perguntando aos alunos qual seria a
probabilidade de, com n pessoas dispostas em fila, a ultima pessoa receber a informacao

corretamente. Espera-se que os alunos possam concluir que:

P (ﬁAz> :pn—l
=2
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2¢ situagao: Agora iremos supor que estas oito pessoas estejam dispostas em circulo,

conforme a figura abaixo:

Figura 5.4: Organizacao circular para o telefone sem-fio

Sequindo as mesmas regras da primeira situacao, qual a probabilidade da pes-

soa na posicao 1 receber a informacao corretamente ao final de uma volta?

Utilizando como ponto de partida os resultados da primeira situacao, podere-
mos concluir que:
12: A informagao deve chegar corretamente a pessoa na posicao 8.

29: A pessoa na posicao 8 deve passar corretamente a informagao a pessoa na posicao 1.

Assim, a probabilidade solicitada seré:

P <ﬂAz) P(A)=p"-p=p°

Novamente, podemos propor aos alunos uma generalizacao para n pessoas

dispostas em circulo, que facilmente pode ser calculada por:
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3¢ situagao: Agora iremos supor que estas oito pessoas estejam ainda dispostas em cir-
culo, porém a informacao partird da pessoa na primeira posicao e poderd ser repassada
tanto para a pessoa que estd a direita quanto a pessoa que estd a esquerda. Dessa ma-

neira, lancamos o seguinte problema:

Qual a probabilidade da pessoa na quinta posicao receber a informacao corre-

tamente?

Para satisfazer o proposto no enunciado, temos dois “caminhos” que podem ser
percorridos pela informagcao:

1-2—-3—>4—5

ou

1-8—>7—6—5.

Defina:

A; : pessoa na i-ésima distancia a direita de 1 recebe a informagao corretamente
no sentido anti-horério.

Bj : pessoa na j-ésima distancia & esquerda de 1 recebe a informacao correta-
mente no sentido horario.

C : pessoa na k-ésima distancia de 1, sendo k = min][i, j] recebe a informagao

corretamente independente do sentido.

Podemos observar que a pessoa que estd na posicao 5 estd a exatas quatro
posicoes da pessoa na posicao 1, tanto para a direita quanto para a esquerda. Como a
informacgao pode percorrer o sentido horario ou anti-horario, pela probabilidade da uniao

de dois eventos, a probabilidade solicitada seréa:

=p'+p'—p'-pt

=2p* — p°.

42 situagao: Tomando como referéncia as regras da terceira situacao, em qual posi¢ao €

mais provdvel a pessoa receber a informagao corretamente?
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Intuitivamente, quanto mais proxima a pessoa estiver da fonte de informacao,
mais provavel serd receber corretamente. Mas, como demonstrar?

Basicamente, para confirmar nossa intuicao, devemos mostrar que:

P(Cy) < P(Cy) < P(Cy) < P(CY).

Ora, para a pessoa na posicao 2 teremos i = 1,7 =7 e k = 1 e para a pessoa

na posicao 8 teremos i =7,j =1e k= 1. Assim, teremos:
P(Cl) == P(Al U B7) - P<A7 U Bl)
= P(Ay) + P(B7;) — P(A1 N By)

=p+p" —p".

Para a pessoa na posicao 3 ou 7, teremos, com raciocinio analogo ao anterior:
P(CQ) - P(A2 @) BG)
= P(Ay) + P(Bg) — P(Ay N Byg)

— p? 45— b

Analogamente, para a pessoa nas posicoes 4 ou 6, teremos:
P(Cg) - P(Ag U B5)

— 0% 45— b

Para comprovarmos nossa ideia intuitiva, inicialmente mostraremos que P(Cy) <
P(Cj). Ora,
P(C)) S P(Cy) & 2p' —p* <p’+p° —p° &

spt4+pt - -pP <0 pPprp-1-p)<0&

Pp—14+p—p)<0&p’[l-(p—1)—plp—1)]<0&
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& p(p—-1)(1-p) <0

Como 0 < p < 1, teremos:

p*>0
p—1)<0
(1-p)=0
Assim,
p(p=1)-(1-p) <0
Ou seja,

Analogamente, queremos mostrar que P(C3) < P(Cy). Ora,
P(Cs) < P(Cy) e p’+p° —p* <p’+7p° —p° &
Sp =P+’ -’ <0epp-1+p" —p") <0&
Pl-1-(1=p)+p(1-p] <0«

p1—p@(*—1)<o.

Como 0 < p < 1, teremos:

P’ >0
(1-p)=0
(p*—1)<0.
Assim,
p(1=p)p° —1) <0.
Ou seja,

P(Cs) < (PCy)  (2)

Por fim, resta mostrar que P(Cy) < P(C}). Ora,
P(Cy) < P(C) & p*+p° —p <p+p’ —p' &

epP—p+p'—p' <0 php-1) -p’p-1) <0«



CAPITULO 5. APLICACOES DA TEORIA DE PERCOLACAO NO ENSINO MEDIO58

& p(l-p°)(p—1)<0.

Como 0 < p < 1, teremos:

p=0
(1-p")20
(p—1)<0
Assim,
p(1=p")(p—1) <0
Ou seja,

Por (1), (2) e (3) e pela transitividade, podemos concluir que:
P(Cy) < P(C3) < P(Cy) < (PCY).

Ou seja, nossa intuicao estava correta, afinal, quanto mais perto a pessoa
estiver da origem da informacao, maior a probabilidade de recebé-la corretamente.

Também podemos analisar qual a maior probabilidade por meio de interpreta-
¢ao grafica, com a probabilidade em funcdo de p, ou seja, P(Cy) = f(p), com 0 < p < 1.
Como até o segundo ano do Ensino Médio os alunos estudaram apenas graficos de funcoes
polinomiais de primeiro e segundo grau, podemos utilizar como ferramente para esta cons-
trucao o software graphmatica, que auxilia na construcao de graficos, obtendo o gréfico
da figura 5.5.

Pelo grafico, podemos observar que para qualquer que seja o valor de p,0 <

p < 1, teremos
P(Cy) < P(C3) < P(2) < P(CY)

MATERIAIS NECESSARIOS
Quadro, giz, computador com o graphmatica e data-show.
AVALIACAO

O aluno serd avaliado observando-se sua participacao e empenho durante as

atividades propostas e discussao de resultados.
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Figura 5.5: Grafico comparativo das probabilidades.



Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS

E fato a amplitude do campo de trabalho envolvendo probabilidade. No
entanto, a maneira como este conteido é ministrado na sala de aula ainda é regada a
formulas sem sentido para os alunos e problemas desconexos com sua realidade.

Nesse sentido, este trabalho analisou o histoérico e o panorama atual da proba-
bilidade no Ensino Béasico, mostrando que, apesar dos recentes avancos, ainda é necessaria
uma melhoria no que tange este conteido, uma vez que boa parte dos alunos saem do
Ensino Médio apenas decorando as formulas, e nao as compreendendo, como seria a ex-
pectativa.

Auxiliando nessa melhoria, foi sugerido a utilizacao de alguns modelos de per-
colacao aplicados ao Ensino bésico, com o intuito de auxiliar os alunos na melhor compre-
ensao dos contetidos de probabilidade. Para tanto, demonstrou-se diversas possibilidades
de aplicacao desta teoria, que esta presente desde o controle de fogos florestais até a
andlise da tecnologia utilizada em celulares.

Os modelos basicos apresentados no quarto capitulo demonstram como pro-
blemas cotidianos podem ser solucionados com o suporte da teoria de percolacao. No
entanto, seus calculos necessitam de um conhecimento a nivel de graduacao daqueles que
os desenvolvem. Ja no quinto capitulo, foi possivel observar como a adaptacao desta teoria
poderia ser feita para ser trabalhada com alunos do Ensino Médio.

Apesar da aplicacao das aulas nao ter ocorrido, acreditamos em sua eficacia,
uma vez que partimos de uma brincadeira e de algo estudado na fisica, proporcionando
interdisciplinaridade e despertando no aluno maior interesse.

Vale aqui ressaltar que qualquer contetido que é simplesmente “jogado” no
quadro-negro, sem que haja uma contextualizagao e possiveis aplicacoes, se torna desin-
teressante e desagradavel aos olhos dos alunos. Caberd sempre ao professor se responsa-

bilizar por tornar o aprendizado agradavel e significante para seu aluno.
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