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Resumo

Chagas, Marcus V.M. Complexidade por Iteracao do Método HPE e sua Ver-
sao Acelerada para Otimizacao Convexa. Goiania, 2023. 68p. Dissertacdo de
Mestrado. Programa de Pés-Graduagdo de Matematica, Insituto de Matemdtica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

Neste trabalho analisamos o método Hybrid Proximal Extragradiente (HPE) para encon-
trar zeros de operador mondtonos maximais € sua versao acelerada Accelerated Hybrid
Proximal Extragradient (A-HPE) para resolver problemas de otimiza¢do convexa cuja
funcdo objetivo é dada pela soma de duas outras funcdes convexas, uma diferencidvel
com gradiente Lipschitz e outra ndo necessariamente diferencidvel.

O método HPE foi proposto por Solodov e Svaiter e consiste em uma versio inexata
do método do ponto proximal tendo seus subproblemas proximais resolvidos de forma
aproximada utilizando um critério de erro relativo seguido por uma atualizagdo dos
iterados por meio de um passo do tipo extragradiente. O HPE pode ser visto também
como um framework, no sentido que vérios outros métodos para minimizar fungdes
convexas € mais geralmente para encontrar zeros de operadores mondtonos maximais
podem ser vistos como casos especiais do método HPE, tais como os métodos extra-
gradiente, Newton regularizado, ADMM, etc.

Neste trabalho, analisaremos tanto a convergéncia assintética do método HPE quanto sua
complexidade por iteracao. Também analisaremos a complexidade por iteracdo do método
A-HPE proposto por Monteiro e Svaiter. O A-HPE é um método acelerado de primeira
ordem, isto é, um método que utiliza somente informacdes dos valores funcionais e da
primeira derivada ou subgradientes das componentes da fung¢do objetivo e que possui

complexidade por iteracdo 6tima.

Palavras—chave
Otimizagdo convexa, zeros de operadores mondtonos maximais, método do

ponto proximal, método HPE, método A-HPE, complexidade por iteracao.



Abstract

Chagas, Marcus V.M. Iteration Complexity of HPE Method and its Accelera-
ted Version for Convex Optimization. Goiania, 2023. 68p. MSc. Dissertation.
Programa de Pés-Graduagdo de Matematica, Insituto de Matemaética e Estatis-
tica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we analyze the Hybrid Proximal Extragradiente (HPE) method to find zeroes
of maximal monotone operators and its accelerated version Accelerated Hybrid Proximal
Extragradient (A-HPE) to solve convex optimization problems whose objective function
is given by the sum of two other convex functions, one differentiable with Lipschitz
gradient and another one not necessarily differentiable.

The HPE method was introduced by Solodov and Svaiter, it consists of an inexact version
of the proximal point method having its proximal subproblems inexactly solved using a
relative error criterion followed by an extragradient step. The HPE can also be seen as a
framework, in the sense that many other methods for minimizing convex functions and
more generally to find zeroes of maximal monotone operators can be seen as instances
of the HPE method, such as the extragradient method, regularized Newton type method,
ADMM, etc.

In this work, we will analyze both the asymptotic convergence of the HPE method and its
iteration-complexity. We will also analyze the iteration-complexity of the A-HPE method
proposed by Monteiro and Svaiter. The A-HPE is a first-order accelerated method, i.e., it
uses only information of the functional values and the first derivative or subgradients of

the objective function and has optimal iteration-complexity.

Keywords
Convex optimization, Zeroes of maximal monotone operators, Proximal point
method, HPE method, A-HPE method, iteration-complexity.
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Notacoes

Segue a lista de notagdes usadas ao longo dessa dissertacao:

1. N € o conjunto dos nimeros naturais;

2. R € o conjunto dos nimeros reais;

3. R, € o conjunto dos numeros reais nao-negativos;

4. R" € o espago Euclidiano cujos elementos sdo da forma x = (x1, X2,..., Xp), X € R,
1<i<nm

5. R?={(x1, X2, ... Xn)|X; > 0,1 < i< n};

6. R, ={(x1,X2,...,xn)|x; > 0,1 < i< n};

7. R=RU{+c0} é o conjunto dos niimeros reais estendidos;

8. |x]| é anorma Euclidiana do vetor x € R”, i.e., ||x|| = /X2 +- - +x2;

9. |Ix]|1 é a norma da soma do vetor x € R", i.e., || x|+ = X1 |xi|;

10. (x,y) é o produto interno entre x,y € R",i.e (x,y) =Xiy1+ +Xn¥n;
11. 0¢f(x) é o e-subdiferencial da fungdo convexa f em x € R”;

12. Dom f € o dominio da funcdo f.



CAPITULO 1

Introducao e Preliminares

1.1 Introducao

Considere o seguinte problema de otimizacdo convexa

min f(x) (1-1)
onde f: R” — R é uma funciio convexa, semicontinua inferiormente e prépria. Segue da
condi¢do de otimalidade de primeira ordem e da convexidade de f que x € Domf é uma
solucdo do problema acima se, e somente se, 0 € 9f(x). Logo, o problema (1-1) pode
ser visto como o problema de obter um zero do operador monétono maximal T := Of.
Sendo assim, podemos generalizar o problema (1-1) para o seguinte problema de inclusdo

monoétona: encontrar X € R” solugao de
0e T(x), x €R", (1-2)

onde T :R” = R" é um operador ponto-conjunto monétono maximal.

Um método cléssico para resolver o problema (1-1), ou mais geralmente (1-2), é
o método do ponto proximal. Este método aplicado para resolver o problema (1-1) gera
recursivamente, a partir de um ponto inicial xo € R”, uma sequéncia de pontos {xx} C R"

tal que xx € a tnica solucdo do seguinte subproblema proximal

1
Xi 1= argmin{ f(x) + — ||x — xx_1||? ,
imangmin { 100+ 51— 7

xeR"

onde A > 0 é um parametro de regularizacdo. Utilizando a condi¢do de otimalidade de
primeira ordem para o problema acima, podemos ver que ele € equivalente a x, ser a Ginica

solucdo do seguinte problema de inclusao

0 € ALOF(X)+ X — Xk_1. (1-3)
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Logo a extensdo natural do método do ponto proximal para resolver o problema de
inclusdo mondtona (1-2) consiste em a partir de um ponto xo € R" gerar uma sequéncia

{xx} tal que xx seja solugdo do seguinte subproblema proximal
0 € AT (X)+X— Xg—1. (1-4)

O método do ponto proximal foi inicialmente proposto por Martinet em [5] e
ficou bastante popular a partir dos trabalhos de Rockafellar na década de 1970, o qual
também propds e analisou uma versdo inexata do método para resolver o problema (1-2),
veja [13].

Neste trabalho estamos interessados em analisar o método Hybrid Proximal
Extragradient (HPE) proposto por Solodov e Svaiter em [8] para obter uma solucdo do
problema (1-2). Este método € uma versao inexata do método do ponto proximal, o qual
resolve aproximadamente o subproblema proximal (1-4) utilizando um critério de erro
relativo e atualiza o iterado xx por meio de um passo extragradiente. Especificamente,
em sua k-ésima iteracdo, o método HPE consiste em obter um par (y, vk) € R” x R"”

juntamente com um escalar €4 > 0 satisfazendo as seguintes relacoes:

Vk € T (yk), Ak Vie+ Vi — Xi—1 || +2Aceie < 02| vk — X1 1%, Xk = Xk—1 — Ak Vi,
(1-5)
onde {A\} CR,,,0<0<1e T¢¢é o operador alargamento (enlargement) de T, definido
em [12].
Note que considerando o = 0 na desigualdade em (1-5), obtemos que ¢x =0 e
AkVk + Yk — Xk—1 = 0. Segue dessa ultima relacdo combinada com a defini¢do de xx em
(1-5) que xx = yk, e portanto como ¢, = 0, segue da inclusdo em (1-5) que vk € T(x).!
Logo, esse fato combinado novamente com a terceira relagdo em (1-5) implica que
0 € Ak T(Xk) + Xk — Xk—1, € portanto xx € a solugcao exata do subproblema proximal (1-4).
Analisaremos tanto a convergéncia assintética quanto a complexidade por itera-
¢do do método HPE. Para uma melhor compreensdo dessa andlise, uma parte inicial deste
trabalho dedica-se a analisar a convergéncia do método do ponto proximal exato tanto
para resolver o problema de otimizag@o convexa (2-1) quanto o problema de inclusao mo-
nétona (1-2). Para a anélise da complexidade por iteracdo do HPE, estamos interessados
em obter solugdes aproximadas do problema (1-2) no seguinte sentido: dado n > 0, dize-
mos que (y,v, &) € R?” x R" x R,, é uma solucdo n-aproximada de (1-2) se as seguintes
relagdes sdo satisfeitas
vETHyY), [vl<n, e<n. (1-6)

'A defini¢io do operador enlargement combinada com a maximalidade de T implica que T° = T, veja
[12].
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Como veremos, o nimero de iteracdes do método HPE para obter uma solucdo n-
aproximada do problema (1-2) é, no pior caso,” k = O(1/1?).

Na segunda parte dessa dissertagdo, analisaremos a complexidade por iteragdao
da versao acelerada do método HPE, a saber, o método Accelerated Hybrid Proximal
Extragradient (A-HPE) proposto por Monteiro e Svaiter em [9] para obter uma solugdo
aproximada de um problema de otimizagdo convexa. De fato, nosso principal interesse
¢é especializar esse método para resolver a seguinte classe de problemas de otimizacdo

convexa

min {g(x) + h(x)}, (1-7)
xeRn

onde g : R” — R é uma funcdo convexa diferencidvel ¢ h: R” — R é uma fungio
convexa, semicontinua inferiormente e propria. Como veremos, dada uma tolerancia
1 > 0, o método A-HPE computa uma solu¢@o n-aproximada do problema acima, i.e.,
uma tripla (y, v, €) satisfazendo v € dge(x) + Vh(x) com ||v|| <n e ¢ <1, em no mdximo
k = O(1/1n?/3) iteracdes.

1.2 Estrutura da Dissertacao

No primeiro capitulo apresentamos algumas definicdes bdsicas da andlise con-
vexa, bem como defini¢cdes e resultados sobre operadores mondtonos maximais necessa-
rios para o desenvolvimento deste trabalho.

O segundo capitulo € dedicado a versao exata do método do ponto proximal tanto
para resolver problemas de otimiza¢do convexa quanto para obter zeros de operadores
mon4tonos maximais.

No terceiro capitulo apresentamos com mais detalhes o método HPE e anali-
samos tanto sua convergéncia assintética quanto sua complexidade por iteracdo. Neste
capitulo também apresentamos o método de Korpelevich e mostramos que este método
pode ser visto como um caso especial do método HPE.

No quarto capitulo apresentamos a versdo acelerada do método HPE e discuti-
remos sua complexidade por iteragdo. Neste capitulo, consideramos também um método
acelerado de primeira ordem que pode ser visto como um caso particular dessa versdao
acelerada do HPE.

2Cabe-se notar que a terceira condigio em (1-6) é satisfeita em no méximo k = O(1 /1) iteragdes.
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1.3 Preliminares

Nesta secdo apresentamos algumas definicdes e resultados bdsicos que serdo
uteis neste trabalho. Iniciamos com a defini¢ao de uma aplicacao Lipschitz-continua. Este
conceito serd utilizado principalmente quando a aplicagdo for o gradiente de uma fungdo

diferenciavel.

Definicao 1. Uma aplicagcdo F : R" — R é Lipschitz-continua se existir uma constante
L > 0 tal que:
IFx)—FWI < Lllx—yll.  Vx,y eR".

O lema a seguir apresenta uma importante propriedade de uma funcdo diferen-

cidvel com gradiente Lipschitz-continuo.

Lema 2. Seja g : R” — R uma funcdo diferencidvel com gradiente Lipschitz-continuo

com constante L. Entdo, temos que

L
900 < g+ {(x =y, V) +lx=yl%  Vxy€eR" (1-8)

1.3.1 Analise Convexa

Nessa secdo apresentamos alguns conceitos basicos da andlise convexa. Para

mais detalhes, veja por exemplo [1] ou [3, Capitulo 3].

Definicao 3. (Conjunto Convexo) Seja D C R". O conjunto D é dito convexo quando
para quaisquer z,y € D e « € [0,1], tem-se que (1 — x)x+ oy € D.

Yy
/4 )y

T
D,

Figura 1.1: Dy € um Conjunto convexo, D, € um conjunto ndo-convexo

Note que R” ¢ um exemplo trivial de conjunto convexo. Note também que a bola

fechada em R" definida por

B(x,r)={aceR"| |x—al|<r}, r>0,



20

também € um conjunto convexo. De fato, considere x,y € R" tais que ||x —a|| <re

lly — a|| < r, e assim para « € [0, 1] temos que

|1 —o)x+ay—al =||(1 —x)x+ay— (1 —x)a— «al|
=|(1 —x)(x —a) + «x(y — a)|
<(1-o)f[x—all+afy—al

<(1—o)r+or=r.

Em seguida apresentamos a definicdo do cone normal a um conjunto convexo
fechado.

Definicao 4. Seja D C R"” convexo, fechado e ndo vazio. O cone normal a D em um ponto

x € D é definido por
Np(x)={veR",(v,y—x) <0, Vy € X},e Np(x) =0 se x € D. (1-9)

Considere a proje¢do de um ponto y no conjunto D C R” convexo, fechado e
ndo-vazio definida por Pp(y) = argminyep||y — x||. Entéo, segue do teorema da projecdo

(veja por exemplo [3, pagina 105]) que
z— Pp(z) € Np(Pp(2)), VzeR" (1-10)

Definiciio 5. Considere um conjunto convexo ndo vazio D C R". Uma funcéo f:D — R

é dita convexa se para quaisquer z,y € D e t € [0,1], tem-se
ftx+(1 —t)y) < tf(x)+ (1 — f(y).

A fungdo f é dita estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para todo
x#yete(0,1).

tfix)+ (1 =) f(y)
o b
fiex+(1-0)y)

ﬂ)() [T L T

X tx+(I-t)y y

Figura 1.2: Funcdo Convexa

Um exemplo simples de fungdo convexa é a fungdo norma, i.e., f(x) = ||x||.
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A fungdo f é dita fortemente convexa com modulo y > 0 se para quaisquer z,y
€ Dexec|0,1], tem-se

flox +(1 = oy) < af(x)+ (1 — )f(y) —you(1 — o[ x — y||%.

O resultado a seguir sera ttil em nossa andlise e pode ser facilmente verificado.

Teorema 6. Sejam f: R" — R uma fungdo convexa e g : R" — R uma fungdo fortemente

convexa com méduloy > 0. Entdo f+g : R" — R é fortemente convexa com méduloy > 0.

A seguir apresentamos um resultado que garante que uma fun¢do fortemente

convexa tem um unico minimizador.

Teorema 7. Seja f : R” — R uma funcdo fortemente convexa, semicontinua inferiormente

e propria. Entdo f possui um vnico minimizador .

A seguinte defini¢do introduz o conceito de subgradiente de uma fungao, o qual
pode ser visto como uma generalizacdo do vetor gradiente quando uma fungao € convexa

e nao necessariamente diferenciavel.

Definicao 8. Seja f: R" — R uma fungdo convexa, semicontinua inferiormente e propria.

Um elemento y € R" é dito subgradiente de f no ponto x € R" se
f(2) > f(x)+(y,z—x),Vze R". (1-11)

O conjunto de todos os subgradientes de f em x, denotado por 0f(x), é o subdiferencial

de f em x.

Figura 1.3: y' e y? sdo exemplos de subgradiente de f no ponto x

Dado ¢ > 0, um elemento y € R” é um e-subgradiente de f no ponto x € R" se

f(z) > f(x)+(y,z—x) —¢,Vz e R". (1-12)
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O conjunto de todos os ¢- subgradientes de f em x chama-se ¢- subdiferencial de f em x,
e é denotado por O f(x).

Para ilustrar o subdiferencial de uma funcdo convexa, considere a fungdo
f: R — R definida por f(x) = |x|. Note que o ponto x = 0 é tinico minimizador glo-
bal de f, mas ndo € diferencidvel em 0. Além disso, segue facilmente da desigualdade

triangular que f € convexa. E facil ver que

1, x>0
of(x)={ [-1,1, x=0
-1, x<0.

Seja D um conjunto convexo, fechado e ndo vazio. A fun¢do indicadora
5p: R" — R é definida como

0, xeD,
6D(X)={ o, xgD. (1-13)

Note que se x € D, entdo 0dp(x) = (). De fato, caso contrdrio, se existisse
um v € dp(x), segue de (1-11) que dp(y) > dp(x) + (v,y — x) para todo y € R".
Tomando y € D e do fato que x ¢ D, segue dessa desigualdade e (1-13) que
0= 0p(y) > dp(x)+ (v,y — x) = 00, obtendo uma contradi¢do. Agora, se x € D, se-
gue de (1-11) e (1-13) que v € dp(x) se e somente se dp(y) > (v,y — x) paratodo y € R".
Tomando y € D, entdo temos que 0 = dp(y) > (v,y — x), ou seja v € Np(x) e portanto
0dp(x) C Np(x). Por outro lado se v € Np(x), entdo 0 > (v, y — x) para todo y € D. Logo
segue de (1-13) que dp(y) =0 > (v,y — x) para todo y € D, além disso se y ¢ D, entdo
dp(y) = 0o e portanto temos que dp(y) > (v,y — x) para todo y € R”, ou seja v € ddp(x),
concluindo portanto que 0dp(x) = Np(x).

Em seguida, apresentaremos um resultado que se uma fun¢do convexa for
diferencidavel num ponto x € R", entdo o subdiferencial dessa fun¢do no ponto x contém

um unico elemento, o gradiente da fun¢do no ponto x.

Teorema 9. Seja f: R" — R uma funcdo convexa prépria, e seja x € Dom f. Entdo f
é diferencidvel no ponto x se e somente se o conjunto Of(x) possui um tinico elemento.
Neste caso, temos que Of(x) = {Vf(x)}.

Prova. Veja por exemplo [1, Teorema 3.33]. ]

O préximo resultado utiliza o subdiferencial de uma fun¢@o convexa para carac-
terizar o conjunto dos minimizadores dessa funcdo. Note que essa condi¢do estende para
o contexto de funcdo convexa ndo diferencidvel a cldssica condicdo de otimalidade de

primeira ordem.
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Teorema 10. Seja f : R" :— R uma funcdo convexa, semicontinua inferiormente e

propria. Um ponto x € R" é um minimizador de f em R" se, e somente se,
0 € Of(x).

Prova. Veja por exemplo [6, Teorema 16.2].
Introduziremos agora a definicdo de uma sequéncia Fejér convergente a um

conjunto.

Definicao 11 ([1], pagina 205). Seja U C R" ndo-vazio. Uma sequéncia {xx} C R" é dita

Fejér convergente a U se, para todo u € U, temos que

lu— Xkt < [Ju—x«]], Vk > 0. (1-14)

Com a definicdo da sequéncia Fejér convergente demonstraremos o seguinte

lema.

Lema 12. Seja uma sequéncia {xx} Fejér convergente a U C R", entdo {xx} é limitada.
Além disso, se existir um ponto de acumulacdo X de {xx} em U € R", entdo {xx} converge

para X.

Prova. Para todo u € U, a desigualdade em (1-14) implica em ||u — xk|| < ||u— Xo||. Logo
a sequéncia {xx} € limitada. Agora assuma que exista um ponto de acumulac¢do x em U
e seja { X, } uma subsequéncia tal que lim;_~ Xk, = X. Como X € U segue de (1-14) que a
sequéncia {||xx — X||} é monGtona ndo-crescente e claramente limitada inferiormente por
zero. Logo, essa sequéncia é convergente. Como a subsequéncia {||xx, —X||} converge a
zero, concluimos que toda a sequéncia {||xx — X||} converge a zero. O

Na secdo a seguir, apresentaremos alguns conceitos e resultados sobre operado-

res ponto-conjunto.

1.3.2 Operador Ponto-Conjunto

Iniciamos com a defini¢ao de um operador ponto-conjunto.

Definicao 13. Um operador ponto-conjunto T : R" = R" é uma relacdo T C R" x R".
Alternativamente, pode-se considerar T como uma aplicagdo multivalorada de R" na

familia p(R") de subconjuntos de R", especificamente

T(2)={veR"|(z,v)e T} VzeR"
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A inversa de T é a aplicacdo T~ : R" = R" satisfazendo a relacdo z € T~ (x) & x €
T(2). O grdfico de um operador ponto-conjunto T : R" = R" é definido como

Gr(T)={(z,v) eR"xR" | v € T(2)},
o seu dominio é o conjunto
DomT :={zcR"| T(z) #0},

e sua imagem é definido como
ImT = T(R").

O operador T é dito mondtono se
(v—7,z—2)>0 V(z,v), (2,7) € Gr(T), (1-15)

e T é monotono maximal se é mondtono e maximal em relacdo a ordem parcial de

inclusdo, ou seja, S : R" = R" mondtono e Gr(S) D Gr(T) implica que S =T.

O operador subdiferencial de uma funcdo convexa, prépria e semicontinua
inferiormente Of : R” = R"” € um importante exemplo de operador monétono maximal. A
monotonia desse operador pode ser facilmente verificada como segue.

Seja (x,v), (X, 7) € Gr(0f), temos por (1-11) que

*
X
v
N
x
+
=)
|
x
S

Somando as desigualdades acima obtemos que
(X —x,v—7) >0,

logo o subdiferencial Of ¢ um operador monétono. A maximalidade de Of requer uma
prova mais elaborada e pode ser encontrada, por exemplo, em [15].

A seguir mostramos que um operador linear monétono € maximal.
Teorema 14. Seja T : R" — R" um operador mondtono e linear. Entdo T é maximal.

Prova. Seja G um operador monétono tal que Gr(T) C Gr(G). Considere (x, X) € Gr(G).
Logo, para todo z € R" e p > 0, temos que

0 <(T(x+p2)—X,(x+p2) —x) =p(T(x)+pT(2) — X,2)
=p(T(x)— %,2)+p*(T(2) — 2), (1-16)
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dividindo (1-16) por p e aplicando limite quando p — 0, obtemos
(T(x)—Xx,z)=0, VzeR"

Logo, tomando z = T(x) — X, temos que || T(x) — %||? =0, ou seja, X = T(x), concluindo que
(x,X) € G(T) e portanto que T € mon6tono maximal. O

A seguir apresentamos um resultado basico sobre continuidade de operador
mono6tono maximal que serd ttil na andlise da convergéncia do método do ponto proximal

no Capitulo 2.

Lema 15. Seja T um operador mondétono maximal e considere sequéncias {yx} e {zx}

tais que yx € T(zx) para todo k > 0. Se liMy_— .00 Yk = Y € liMk— 100 Zk = 2, entdo y € T(2).

Prova. Defina um operador S como
S(2)=T(2)Uy, e S(2)=T(z),sez#2Z.
Como o operador T é mondtono e yx € T(zx) para todo Kk, temos
(y=Y,z—2¢) >0, VYyeT(z, k=>0.

Passando o limite nessa desigualdade e utilizando que limg_s 00 Yk = ¥ € liMk_s 100 Zk = 2,

temos

(y—y.z—2)>0, VYyeT(2).
Como S(z) = T(z) para z #Z e y € S(2), segue da desigualdade acima que S é monétono.
Como T(x) C S(x) para todo x € R” e T é monétono maximal, concluimos que S=T, e
assim T(2) = S(2) = T(2) U{y}, ou seja, y € T(2). O]

Burachik, Iusem e Svaiter introduziram em [12] o € — alargamento de operado-
res monétonos maximais ponto-conjunto como segue. Dado T : R” = R” e um escalar

¢ >0, ¢ —alargamento de T é o operador T¢ : R" = R" definido por
TS2)={ve R"| (v—7V,z—2) > —¢, V(2,V)€ Gr(T)}. (1-17)

Segue as propriedades do operador T¢ que serdo necessarias no decorrer dessa disserta-

¢do.
Proposicao 16. [12] Sejam T, T’ : R" = R". Entdo,

a) se €1 < €o, entdo T¢'(z) C T®2(z), para todo z € R";
b) T¢(2)+ (T (2) € (T+ T (2), para todo z € R" e ¢,¢' € R;

c) T é mondtono maximal se, e somente se, T = TC.
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Prova. Para provar o item a) segue de (1-17) que se v € T¢'(z), entdo

(v—7,z—2) > —¢;.
Como €1 < €9, entdo —eq > —&€o € temos

(v—0,z—2)> —e1 > —ex = (Vv—7,z—2) > —e¢y,

logo T (z) C T%2(z), e vale igualde se ¢1 = €.

Para o item b), dado v € T¢(2) + TE/(z) temos novamente de (1-17) que

e somando essas duas desigualdades obtemos

2(v—7,z—2)> —(e+e) = (v—7,z—2) >

Logo T&(z)+(T')€ (z) C (T + T')¥*¢'(2), paratodo z € R" e ¢, ¢’ € R,.
Para o item c), temos que pela equacio (1-17), basta tomar ¢ =0, e como T C T¢,
Ve > 0, e pela equagdo (1-15), que trata da monotonia do operador T, temos que T = T°.
A reciproca € trivial. L
Em seguida apresentamos algumas propriedades envolvendo o ¢- alargamento
do subdiferencial de uma funcdo convexa f : R” — R e o seu e-subdiferencial O, f.

Proposicao 17. Seja f : R" — R uma funcdo convexa semicontinua inferiormente e

propria. Entdo

a) O¢f(x) C (0f)*(x) para todo € > 0 e x € R", onde (Of)¢ representa o e-alargamento de
of;
b) Se v € 0f(x) e f(y) < oo, entdo v € O f(y), onde € = f(y) — [f(X) + (y — x, V)].

Prova. No item a), tome u € 0 f(x). Entdo para todo y € R", v € 0f(y). Por definicdo de
0. f € Of, temos
e+{ux—y) > f(x)—fly) > (v,x—y).

Logo segue de (1-17) com T = 0f que u € (0f)¢. No item b) como f é convexa e v € Of(x)

temos
fy) > f(x)+{y — x,v),
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Multiplicando por 2 em ambos os membros da desigualdade acima e desenvolvendo,

obtemos

f(y) = f(x)+{y = X,v) = f(y) + f(x) + {y —x,v)

0 que resulta em
fy) = f(x)+(y —x,v) —¢,

logo v € O:f(y). H
Note que em geral a inclusdo do item a) da Proposicdo 17 pode ser estrita. De

fato, considerando a fungao f(x) = —oc):f=1 log(xj) com x € R7,, o« > 0e T = Of, temos

++2
que T¢(x) # O f(x) para todo € > «n, veja [12] para mais detalhes. Observe também que
o cone normal a um conjunto convexo, fechado e ndo vazio D pode ser visto como um
operador ponto-conjunto Np : R” =% R”. Além disso como visto, temos que Np = 0dp.
Em seguida, mostraremos que para este operador vale a inclusio contraria do item a) da

Proposi¢do 17 e portanto temos que Np = (98p)® = 0:0p para todo € > 0.

Proposicao 18. Seja D um conjunto convexo, fechado e ndo vazio. Entdo, (05p)® = Nj =

0:0p, para todo ¢ > 0.

Prova. A primeira inclusao segue imediatamente do fato que Np = 96p. Logo, temos pelo
item a) da Proposigdo 17 que J:0p(x) C Np(x) para todo x € R", e portanto basta mostrar
que Nj(x) C 0¢dp(x), para todo x € R". Primeiro notamos que se x ¢ D, entdo Nj(x) =)

para todo € > 0. De fato, pela defini¢do do e-alargamento em (1-17), temos
Np(x)={weR": (w—v,x—y) > —¢; V(y,v) € Gr(Np)}. (1-18)

Em particular, tomando y = Pp(x) e v = v; := {(x — ), temos que v; #0, Vt > 0 e v; € Np(y)
(veja (1-10) e note que Np(y) € um cone). Logo de (1-18), temos

(w,x—y) = (v x —y) 2 —¢,

ou seja,

(w,x—y) —t]lx—y[|* > —e.

Tomando t 1 +00, obtemos uma contradi¢do. Logo se x ¢ D, temos que N5(x) = (), Ve > 0.
Portanto basta mostrar que Np(x) C 0:dp(x) vale para todo x € D. Note que da defini¢do

do e-subdiferencial em (1-12), temos
0:p(x)={z€R":6p(y) > dp(x)+(z,y—x) —¢ VyeR"}L (1-19)
Considere x € D e w € Nj(x) arbitrarios. Temos de (1-18) que

(W—v,x—y) > —¢, Y(y,v) € Gr(Np). (1-20)



28

Como 0 € Np(y) para todo y € D, temos da desigualdade acima com v = 0 que
0> (w,y—x)—g¢, Vy e D.

Observe que para x,y € D, temos dp(y) = dp(x) = 0 e portanto segue da desigualdade
acima que a desigualdade em (1-19) com z = w vale para todo y € D. Como dp(y) = co
para todo y ¢ D, concluimos que a desigualdade (1-19) com z = w vale para todo y € R"
e portanto w € 0¢dp(x), ou seja Np(x) C J:dp(x). ]

Apresentamos em seguida a definicdo de Lipschitz continuidade local de uma

aplicagio ponto-conjunto. Essa defini¢do serd utilizada para a aplicagdo S=T~'.

Definicao 19. Uma aplicacdo S : R" = R" é dita L-Lipschitz continua em zero se existe
um tinico z* € S(0) e para quaisquer sequéncias {ux} C R" e {zx} C R" satisfazendo

(uk, zk) € Gr(S) para todo k e limy_s, o Uk = 0, existe algum ky > 0 tal que
lze— 27| < Lllull, k= ko. (1-21)

Toda aplicacdo S:R” — R" que seja L-Lipschitz continua é também L-Lipschitz
continua em zero. Como estamos interessados em aplicacdes mondtonas, note que se A é
uma matriz simétrica e semidefinida positiva, entdo a aplicacao Sy definida por Sy(x) = Ax
¢ mondtona e Lipschitz continua com constante L = ||A||, em particular, essa aplica¢do é
|| A||-Lipschitz continua em zero. Note que a aplicacio S, : R — R definida por Sp(x) = x2
¢ L-Lipschitz continua em zero com constante L = 1 (note que como {uk} converge para
zero, temos que | x| = u,'f < |uk| para todo k suficientemente grande satisfazendo |ux| < 1),

mas S, ndo é Lipschitz continua. Considere a aplicagdo S; : R = R definida por

-2, x<-—1
[—2,—1], x=—1
X, x€(—1,0)
X2, x>0.

S3(x) =

O grafico de S3 € apresentado logo abaixo. Note que Sz € uma aplicacdo ponto-conjunto,
mondotona, Lipschitz continua em zero com constante L = 1, mas nao € Lipschitz continua
em R.

Em seguida, apresentamos a definicdo de um operador firmemente nao-

expansivo.

Definicao 20. Dizemos que um operador S : R" — R" é um operador firmemente ndo-

expansivo quando

1S0) = SO < [Ix—y|? = lx—y — (S) = SWNIZ  Vx,y € R
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Figura 1.4: Gréfico da aplicacdo Sz.

Finalizamos essa secdo apresentando o teorema de Minty, o qual é fundamental
para mostrar a boa definicdo do método do ponto proximal no contexto de operadores

ponto-conjunto.

Teorema 21 (Minty). Seja T : R" = R" um operador mondtono. Entdo o operador T é

mondtono maximal se, e somente se, Im(1+T) =R".

Prova. Veja por exemplo [4, Teorema 4.1] ou [6, Teorema 21.1].
No capitulo a seguir apresentamos e analisamos o método do ponto proximal
para resolver problemas de otimizagdo convexa e também, mais geralmente, para obter

zeros de operadores mondtonos maximais.



CAPITULO 2

Método do Ponto Proximal

O método do ponto proximal originou-se nos trabalhos de Martinet em 1970 [5]
e foi bastante analisado e difundido por Rockafellar [14]. Desde entdo, surgiram véarios
trabalhos analisando o método ponto proximal, suas variantes e aplicacdes.

Em seguida apresentaremos esse método para resolver problemas de otimizagao
convexa. Isso nos motivard para introduzir o método no contexto de zero de operadores

maximais. Considere o problema de otimizagao

min f(x), 2-1)
x€RM
onde f:R" — R é uma funcdo convexa, semicontinua inferior, propria e ndo necessaria-
mente diferencidvel. O método do ponto proximal para resolver o problema acima gera,
a partir de um ponto inicial Xy € R"” dado, uma sequéncia de pontos {xx} obtida como
solucdo exata ou aproximada de uma sequéncia de subproblemas proximais. Em seguida,

formalizaremos esse método.

Método do ponto proximal:

Passo 0: Sejam xp € R, {A\(} CR,,, e k=1.
Passo 1: Se 0 € 0f(xx—1), entdo pare;
Passo 2: Calcule

, 1
Xk = argmin{ f(x) + ——||x — xk_1|*}; (2-2)
x€Rn 2)\[(

faca k < k+1 e va para o passo 1.

Fim.

Por conveniéncia, defina, para todo k > 1, a seguinte funcio

fi(x) = f(x) X — xk—1]|%. (2-3)

+2—7\k
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Note que utilizando a condicao de otimalidade de primeira ordem para o problema (2-2)

(veja Teorema 10) temos que 0 € Ofi(xk), € portanto que
0 € AOf(Xk) + Xk — Xk—1- 2-4)

Para justificar a boa definicdo da sequéncia {xx} gerada pelo método do ponto proximal,
basta notar que a funcdo fx possui um Unico minimizador. De fato, como a funcdo f é
convexa, e || - || é fortemente convexa, temos pelo Teorema 6 que a fungdo fx também é
fortemente convexa, e portanto, segue do Teorema 7, que fx possui um tinico minimizador.

Na se¢do a seguir apresentamos a andlise de convergéncia da sequéncia {x}

gerada pelo método do ponto proximal.

2.1 Analise de Convergéncia

Nesta secao analisaremos a convergéncia do método do ponto proximal apresen-

tado na secdo anterior. Iniciamos nossa andlise por considerar o seguinte resultado bésico.

Lema 22. A sequéncia {xx} gerada pelo método do ponto proximal (veja (2-2)) satisfaz

a seguinte desigualdade

1% = Xieat 1 <l = %k lI? = [|Xiu1 = Xk ||? + 20k (F(X) — F(Xka1), VX ER", Vk>0.
(2-5)

Prova. Primeiramente, note que a seguinte relagcdo vale trivialmente

% = xk /1% = || X — Xkat + Xka1 — Xk ||?

= 11X = X1 |7 — 20X — Xicwt, Xk — Xiest ) + || X1 — xic||%. (2-6)

Por (2-4) temos que
1

7\k+1

(Xk — Xk+1) € OF(Xk41).

Logo, temos da Definicdo 8 que

1
F(x) 2 F(Xket) + 5
k+1

(Xk = Xica1s X — Xka1),
ou equivalentemente

— (Xk — Xka1, X — Xka1) > Akt (F(Xps1) — F(X)). 2-7)

Substituindo (2-7) em (2-6), e reescrevendo a desigualdade resultante obtemos (2-5). [
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Em seguida analisaremos a convergéncia da sequéncia {xx} gerada pelo método
do ponto proximal. Assumiremos que o método de fato gere uma sequéncia infinita, o que
¢ equivalente a dizer, pelo Passo 1, que nenhum ponto da sequéncia {xx} é solugdo do

problema (2-1).

Teorema 23. Considere {xx} gerada pelo método do ponto proximal e assuma que a

+00
sequéncia de passos { Ny} satisfaz Z Ak = +00. Entdo temos que
k=1
lim f(xg) = f*.
Kk—r+00

Além disso, se o conjunto X* C R" dos minimizadores de f é ndo-vazio, entdo a sequéncia

{xk} converge para algum ponto x* € X*.

Prova. Fazendo x = x,x em (2-5) obtemos como consequéncia que {f(xx)} é decrescente.

*

Assim afirmamos que limg_,,o f(Xx) = f*. Com efeito, se limy_,o0 f(Xk) > f*, entdo

existem x € R"” e € > 0 tais que
f(x) < f(xx) —e, Vk>D0. (2-8)
Segue de (2-5) e (2-8) que
X — Xket |2 < || X — xk||2 — 2Aks1e,  Vk>0.

Reescrevendo essa desigualdade e somando ambos os lados de k=1 até k=icom i€ N
arbitrario, obtemos
i 2
X — X
2 Z A < M,
k=1 €

+00

o que contradiz a hipdtese que Z Ak = +00. Portanto, concluimos que limy_; oo f(Xx) = f*.
k=1

Agora assuma que X* #() e seja X € X*. Entdo temos que f(x) < f(x), para todo

x € R". Assim, substituindo x = X em (2-5) temos que

X — xiat || < X — x|, Vk >0,

concluindo que a sequéncia { xx } € Féjer convergente a X* e, em particular, limitada. Logo
{xx} possui uma subsequéncia convergente. Seja x* um ponto de acumulagdo de {xx} e
seja {xx } convergente a x*. Segue da primeira parte do teorema e pela semicontinuidade
inferior de f que

f(x*) <liminff(xy) = f*

—+00
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e assim x* € X*. Portanto, como {x} é Fejér convergente a X*, segue do Lema 12 que

toda a sequéncia {xx } converge a um elemento de X*, concluindo a prova do teorema. [J

2.2 Método do Ponto Proximal para Operadores Moné-

tonos Maximais

Nesta secdo analisaremos o método do ponto proximal para obter zero de
operadores mon4étonos maximais.

Primeiramente, note que o problema de minimizac¢do convexa (2-1) pode, em
fun¢dao do Teorema 10, ser considerado como o problema de inclusdo: obter x € R”
satisfazendo 0 € Of(x). Mais ainda, como vimos anteriormente o operador Of ¢ monétono
maximal. Logo, podemos considerar uma extensao deste problema de otimizagdo para o
problema mais geral de encontrar zero de um operador monétono maximal T : R” = R”,
i.e., obter x € R" tal que 0 € T(X).

Como vimos na sec¢éo anterior, a sequéncia {xx} gerada pelo método do ponto

proximal para minimizacao convexa satisfaz a seguinte relacdo (veja (2-4))
0 € AOF(X)+ X —xk_1, x€ER".

Logo, o método do ponto proximal para obter zero do operador monétono maximal
T :R"” = R" pode ser considerado como sendo um processo iterativo que, a partir de
um ponto inicial xo € R”, gera uma sequéncia {xx} onde gerado xx_q para algum k > 1,
o proximo elemento x, € obtido como sendo a unica solu¢do do seguinte subproblema
proximal

0EAMT(X)+Xx—xk_1, x€ER",

ou equivalentemente
X = 1+ M) ™" (1),

onde {Ax} C R,, é uma sequéncia de parAmetros de regularizagdo dada. Note que a boa

defini¢do da sequéncia {xx } acima segue do Teorema de Minty (veja Teorema 21).
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Método do ponto proximal para operadores mondotonos maximais:

Passo 0: Sejam xp € R”, {A\(} CR,,, e k > 1;
Passo 1: Se 0 € T(xx_1), entdo pare;

Passo 2: Encontre x, solu¢do do seguinte problema
0EAMT(X)+Xx—xk_1, x€ER", (2-9)

faca k < k+1 e va para o passo 1.

Fim.

2.2.1 Convergéncia do Método do Ponto Proximal

Nesta se¢do analisaremos a convergéncia da sequéncia {xx} C R" gerada pelo

método do ponto proximal.

Teorema 24. Seja T : R" = R" um operador mondtono maximal e assuma que exista
X € R" tal que 0 € T(X). Entdo a sequéncia {xy} definida em (2-9) com Ax > A > 0

converge para algum ponto x* € R" tal que 0 € T(x*).

Prova. Seja x € R" tal que 0 € T(X) e note que a seguinte igualdade vale trivialmente
1% = X112 = [|Xio1 = X7 + 1 Xk — Xiat |2 +2(Xk — Xkat, X1 — X).
Logo, definindo Vi1 == (Xk — Xk41)/Aks1 temos que
Xt — X2 = {3 = XIIP = 11X = X1 [|* — 2Aka1 Vi1, X1 — X)- (2-10)

Por outro lado, como 0 € Ak, 1 T(Xks1) + Xke1 — Xk (Veja (2-9)) temos que Vki1 € T(Xke1)-

Como o operador T € monétono e 0 € T(X), temos
<Vk+1 s Xk+1 — 7> > 0.

Logo temos de (2-10) que

2 Vk>o0. (2-11)

Pxiet = %1% < [ = X[ = [1x0 — X1

E, portanto concluimos que a sequéncia {xx} C R"” é Fejér convergente ao conjunto
T7'0) = {¥ € R"|0 € T(X)} e, em particular, limitada, veja Lema 12. Segue também
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da desigualdade acima que

i
Zr|xk—xk+1|12 ¥ b= = e =¥ < o =% vizo.
Como consequéncia, temos que
lim || xk — Xk.1]|? = 0. (2-12)
k—+00

Como a sequéncia {xx} é limitada, ela possui ponto de acumulagdo. Seja x* € R” um
ponto de acumulagdo de {xx} e considere uma subsequéncia {xy} convergente a x*.
Portanto temos de (2-12) que Iimk(xkl. — xkj+1) =0elimg Xi+1 = x*. Logo, como por hipétese
Ak > A >0 temos que { Vig+1 } converge a zero, onde Vi1 = )\ij(xkj — Xi;+1)- Por outro lado,
segue de (2-9) que

Viget € T(Xig41). (2-13)

Como o operador T € mon6tono maximal, segue de (2-13) e do Lema 15 com y; = Vig+1s
¥ =0, zj = X441 € Z=x", que 0 € T(x*), ou equivalentemente x* € T-1(0). Como {xx}
é Fejér convergente ao conjunto 7~ '(0), segue do Lema 12 que toda a sequéncia {xx}
converge a um ponto de 7~ '(0). U

No préoximo capitulo apresentamos e analisamos o método HPE, o qual consiste
em uma versdo inexata do método do ponto proximal para obter zero de operadores

mondtonos maximais.



CAPITULO 3

Método HPE e sua complexidade

Neste capitulo analisamos o método HPE para obter zeros de um operador
mond6tono maximal. Analisamos tanto as propriedades assintéticas do método quanto sua

complexidade por iteragao.

3.1 Um Conceito de Solucao Aproximada

Nesta secao consideramos o problema de encontrar zeros de um operador mon6-
tono maximal T : R” = R". No capitulo anterior vimos que a k-ésima iteracdo do método

do ponto proximal requer a solu¢dao do subproblema
0 G}\kT(X)+X—Xk_1. (3-1)

Em geral, resolver o problema acima € dificil, fazendo-se necessdrio computar solugdes
aproximadas. Rockafellar em [14] analisou 0 método do ponto proximal onde a solucao x
do subproblema proximal acima pode ser computada de forma aproximada satisfazendo

uma das seguintes condicdes

00
dist(0, A T(Xk) + Xk — Xk—1) < €, Z ex < o0, (3-2)
k=1

ou

(e e}
dist(0, Ak T(Xk) + Xk — Xk—1) < k|| Xk — Xk—1]l, Z dy < o0. (3-3)
P

Considerando o operador T¢ como definido em (1-17), temos a seguinte definicdo de

solucdo aproximada para o subproblema proximal (3-1).

Definicao 25. Seja (x,A) € R" xR, e 0 €[0,1). Dizemos que um par (y,v) € domT x R"

é uma solugdo aproximada de (3-1) com erro de tolerdncia o se existe € > 0 tal que

vETy), (3-4)

|7]12 +27e < o?|y — x||?, (3-5)
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onder:=Av+y—X.

Seja (x,A) € R" x R,, e considere uma solugao exata y do subproblema proximal
0 € AT(y)+y — x, isto é, existe v € T(y) tal que 0 = Av +y — x e portanto tomando ¢ = 0,
vemos que o par (y, v) € uma solu¢do aproximada no sentido da Defini¢do 25 com erro de
tolerancia o para qualquer o € [0,1). Note que neste caso r=Av+y—x=0eque T0=T
pois T € mon6tono maximal, veja o item c) da Proposicdo 16.

Note também que considerando ¢ = 0, da Defini¢do 25 temos que as seguintes

relagdes sdo satisfeitas para uma solug¢do aproximada (y, v):

veT(y), AV+y—X=r
Irll < olly —x]I.

O seguinte resultado mostra o quao préximo estd uma solu¢do aproximada de

uma soluc¢do exata do subproblema proximal.

Lema 26. Seja x € R" e A > 0, considere uma solugdo aproximada (y,v) com tolerdncia
o € [0,1) do subproblema proximal 0 € AT(:) + (- — X), e seja z a solucdo exata deste

subproblema. Entdo temos que

lz—yll < olly —x]|. (3-6)

7z

Prova. Como (y,v) é uma solucdo aproximada de 0 € AT(:) + (- — x) com tolerancia

o € [0,1), temos que existe € > 0 tal que

veTHy), |rlP+2re <®|y— x| (3-7)
AV+y—X=r (3-8)

Como z € uma solucdo exatade 0 € AT(-) + (- — x), existe u € T(z) tal que
Au+(z—x)=0 (3-9)
Segue portanto da defini¢do de 7¢ em (1-17) que
(U—v,z—y) > —e. (3-10)

Observe que de (3-8) e (3-9) temos que

1

(z=x) = 3=y —x)

(rez—y). (3-11)

Uu—vs=—

> = > =
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Combinando (3-10) e (3-11) obtemos —(1/A)(r+z—y,z—y) > —e ou equivalentemente
|z—y|2+{r,z—y) < Ae.
Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade acima que
Iz =yl = lIrlllz = yIl < Ae.
Multiplicando a desigualdade acima por 4 e completando quadrados temos que
@[z =yl = [Ir)? < [|7[|* +4Ae,

de onde obtemos

V2 +4A
||z—y||§”rH+ Her+ £ < 17]|2 + 2Ae, (3-12)

onde a dltima desigualdade segue da concavidade da fungdo f(x) = v/x! Portanto, a
conclusdo do lema segue diretamente de (3-12) e (3-5). O

A seguir apresentamos algumas propriedades bésicas de solucdes aproximadas
do subproblema proximal (3-1) no sentido da Defini¢ao 25. Este resultado € importante

tanto para a elaboracdo do método HPE quanto para sua anélise de convergéncia.

Lema 27. Seja x € R", A > 0 e (y, v) uma solu¢do aproximada de 0 € AT(-) + (- — x) com
tolerdancia o € [0,1),e defina
xt=x—Av. (3-13)

Entdo, as seguintes afirmagoes valem:
a) Para todo X € R" temos
1% = x| = [[% = x*[|2 = 2(% — y,x* = x) + [ly = x| = [ly = x*[|?;

b) Para toda solucdo x* do problema de inclusdo 0 € T(x), temos

™ = x]? = [Ix* = x* |2 = (1 = 0®)[ly — x|

'De fato como f é concava, entio, Vx,y € R,, temos /x/2+y/2 > \/x/2+ \/¥/2. Para provar a
desigualdade desejada, tome x = ||r||2 e y = || r||? + 4Ae.
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Prova. a) A prova deste item segue diretamente das seguintes relagdes

18— x|P == x* P =g —y+y—x|? =[x —y+y —x*|
=% —ylP+2(8—y.y —x) +|ly — x]|?
—Ix=ylP+2(x—y.y —x) +|ly — x*|]?] (3-14)
=2(x—y,x = x)+ |y —x[? = |ly = x*|%.

b) Como (y, v) é uma solug@o aproximada de 0 € AT () +(- — x) no sentido da Defini¢ao 25,
temos que existe € > 0 tal que

veTHy),
||r||2+2?\e < 02||y—x||2, (3-15)

onde r=Av+(y —x). Como 0 € T(x*) e v e T(y), segue das definicdes de T¢ e x* em
(1-17) e (3-13), respectivamente, que

(X*—y,xt—x)=(x"—y,—Av)
=Ax"—y,0—v) > —Ac.

Como r=Av+y—xe x* =x—Av, temos que y — x* = r e portanto segue das relagcdes

acima do item a) com X = x* e (3-15) que

[x* = x||2 = [|x* = x*||? > —2Ae + ||y — x||2 = ||r||?
= ly = x|I> = (|Ir]|® +2Xe)
> (1—0%)|ly —x|I?,

provando o resultado desejado. [

3.1.1 Meétodo HPE

Nesta sec@o apresentamos e analisamos o método HPE, o qual é formalmente
descrito abaixo.
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Método HPE:

Passo 0: Sejaxp c R, 0<o<1ek=1;

Passo 1: Escolha A > 0 e encontre yk, vk € R"” e ¢4 > 0 tais que

Vi € TEk (yk),

Ak Vi + Vi — X1+ 2Akex < 02 ||yk — X—1 1%
Passo 2: Defina
Xk = Xk—1 — Ak Vk,

faca k < k+1 e retorne ao Passo 1.

Fim.

Observe que se 0 k-ésimo subproblema do método do ponto proximal (3-1) for re-
solvido de forma exata, i.e., 0 € A(T(Xk) + Xk — Xk—1, entdo a tripla (v, vk, k) =
(Xk, (Xk—1 — Xk)/Ak,0) é uma solugdo do subproblema do método HPE (Passo 1).
Além disso, se na k-ésima iteracio do método HPE consideramos o = 0, entdo ¢ = 0,
AkVk + Yk — Xk—1 = 0, 0 qual combinado com a atualizagdo de xx no Passo 2 implica
que yx = Xk, € assim segue da inclusdo no Passo 1 que vk € TO(xx) = T(xk), ou seja,
0 € Ak T(xk) + Xx — Xk—1. Portanto, concluimos que se o = 0, a iteracio do método HPE
coincide com a iteragdo do método do ponto proximal exato.

Em seguida apresentamos um exemplo que mostra que o passo extragradiente

definido no Passo 2 do método HPE ¢ essencial para a convergéncia do método.

Exemplo:

Seja T : R? — R? o operador definido por
0 —1
T(x) := Mx, M = [ ] : (3-16)

Entio Vx, ¥ € R?, v = T(x) e V = T(X) segue que
(x—Xv—V)=(x—%T(x)—T(X)) =(x—%, T(x—X)) =0,

onde a ultima igualdade segue diretamente da definicdo de T e da matriz M em (3-16).
Concluimos portanto que T é um operador mondtono, o qual € maximal em virtude
do Teorema 14. Afirmamos que para todo x € R"” vale T¢(x) = T(x). De fato, segue
diretamente da definicdo de T¢ em (1-17) que T C T¢. Logo, basta mostrar que T¢ C T.
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Seja um par (x, v) € T¢, e assim temos que para todo X € R” vale a seguinte desigualdade

Seja u € R" e o« > 0 arbitrarios e tome X = x — ou. Logo temos da desigualdade acima
que

(o, v — T(x — o)) > —¢.

Usando que T € linear, concluimos que
o{u, v — T(x)) +o(u, T(u)) > —e.

Note que segue da definicdo de T em (3-16) que (u, T(u)) = 0. Portanto, dividindo a dltima

desigualdade acima por « e tomando o limite quando « tende a +00, obtemos

(v =T() > ¢ im ~ =
Como u € um elemento arbitrario, podemos tomar u = T(x) — v e concluimos da desigual-
dade acima que (u, —u) > 0. Logo —||u||? > 0 de onde tem-se ||u| = 0, o qual implica que
u=0.Logo, v=T(x). Portanto T* C T.

Como u é um elemento arbitrario em R”, tomando u = T(x) — v, temos da
desigualdade acima que —||v — T(x)||?> > 0, o qual implica que v = T(x). Portanto,
concluimos que T¢ C T. Ou seja mostramos que para o operador T definido em (3-16)
que T¢=T.

A seguir apresentaremos um algoritmo que pode ser visto como um caso par-
ticular do HPE em um contexto especial onde ndo consideramos o passo extragradiente
do Passo 2 do método HPE, e mostraremos que esse algoritmo gera uma sequéncia di-
vergente. Isso ilustra a importancia de considerar o passo extragradiente no método HPE.
Mais precisamente apresentaremos uma sequéncia {(xx,wk)} satisfazendo as seguintes

relacdes

wk € T(xk),

||Aka+Xk—Xk_1|| S O'||Xk—Xk_1||. (3—17)

Em particular, definindo (v, yx) = (wk, Xx) para todo k > 0, vemos que a sequéncia
{(Vk, vk)} satisfaz o critério de erro do método HPE, e com isso podemos ver esse
procedimento como um caso particular do HPE.

Para definir a sequéncia {(xx, wx)} mencionada acima, considere o operador T
definido em (3-16), e tome 0 € (1/\/5, 1), Ak = 1/2,Vk e xo = (ap, bo) #(0,0). Além disso
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considere a seguinte matriz
1 1
Q:= :
1
e define as duas sequéncias {xx} e {wy} da seguinte forma
Xy = Qkxo, wi = Mxx € T(xg),

onde QF denota a k-ésima poténcia de Q. Considerando xx = (ak, bx) para todo k > 0,
temos desse fato e das defini¢des acima que

K
Xk = Q" Xo = Qxk—1 = (ak—1 + bk—1, —ak—1+ bk—1),

Ixcll = V2\/&_y+ 62y = V2||xe—1]|-

Logo concluimos que ||x|| = \/§k||xo|| para todo k > 0, e portanto a sequéncia {x}

e assim temos que

diverge. Mostraremos que mesmo que {xx } divirja, essa sequéncia juntamente com { wy }

satisfazem a relacao (3-17). Como xx = Qxk—_1, obtemos

Xk — Xk—1 = (Q — N Xk—1,

AkWi + Xk — Xk—1 = (1/2JMQ+ Q — N xk_1,

onde I é uma matriz identidade. Observe que

1/2 1/2
(1/2MQ+Q— I = [ iy 1/2],

€ assim,
Ak Wik + Xk — Xk—1]| = [[(1/2)MQxk—1 +(Q — Nxk—1|| = [[(1/2)MQ+ Q — ) xx—1]].
De onde temos que
| AkWk + Xk — Xk—1]] = (1/V2)] %6 — X—1 ]| < 0| xk — xe—1]].

Logo a sequéncia {(yk, vk)} com (yk, vk) = (Xk, wk) para todo k satisfaz a relagdo (3-17).
Portanto, concluimos que {(xx, wx)} pode ser visto como um caso particular do método
HPE e que a sequéncia {xx} diverge. Isso mostra que o passo extragradiente do método

HPE ¢ fundamental para a convergéncia do método.
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3.2 Analise de Convergéncia

Iniciamos essa secao apresentando alguns resultados bdsicos sobre as sequéncias

geradas pelo método HPE.
Lema 28. Se x* ¢ solugdo de (1-2) entdo

a) a seguinte desigualdade vale para todo k > 1:
X" = X1 ][2 = 13" = xul|? > (1 = 0%) |y — X117

b) a sequéncia {||x* — xk||} é nd@o-crescente e

Ix* = Xo||? > (1= 0?) leyk—Xk 1%
k=1

Prova. O item a) segue diretamente do item b) do Lema 27 com x = xx_1, y = yx € X™ = Xk.
Para demonstrar o item b), pelo Passo 0 do método HPE temos que 0 < o < 1, e aplicando

a somatdria em ambos os lados da desigualdade do item a) de k =1 a k = i, temos que

2 (3-18)

i
lx* = xol| > [lx* = xol| = [Ix* = xill = (1 = 0%) Y, vk — %1
k=1

tomando limite em ambos os lados da desigualdade (3-18) quando /i tende a infinito,
obtemos a desigualdade do item b). Agora note que 0 < 0 < 1 e portanto segue do item
a) que

I ==t 1% = [1x" = xil|* > (1 = %) [y — xw—1]|* > 0,

o que implica que a sequéncia {||x* — xk|| } é ndo-crescente. O
Lema 29. Se o problema (1-2) tem solugdo, entdo

a) a sequéncia {xx} é limitada;

b) temos que Y32 ||yk — xk—1|> < oo;

c) a sequéncia {yx} é limitada,

d) se existir A > 0 tal que A > A > 0 para todo k > 1, temos

o
ZHVKH2 1+0227\ 2y —xe—iP < o0, Y ex<co. (3-19)
k=1 k=1

Prova. Seja x* uma solucdo de (1-2). Pelo item b) do Lema 28, a sequéncia {||xx — x*|| }

¢ ndo-crescente. Logo, {||xk||} é limitado. O item b) segue diretamente do item b) do
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Lema 28 e do fato que o € (0,1). O item c) segue diretamente dos itens a) e b). Para o

item d) note que o Passo 1 do HPE garante que para todo k vale

Ak Vi + Vi — Xk—1]| < Oy, — Xk—1

’

e portanto pela desigualdade triangular obtemos

Akl [vill < 110 Vie+ Yie = X1 1| + Vi = Xk

< (1+0)||yk — Xk—1][- (3-20)

Segue portanto do item b) e da hipétese infx Ax > A > 0, que

o0 o0 o0

2 vl < (140 3Nl — ol < (1407 3 A2y — x| < 0.
k=1 k=1 k=1

Logo vale a primeira desigualdade do item d). De forma andloga, para provar a segunda

desigualdade do item d), note que o Passo 1 do HPE implica que
2Mkek < 02| yk — xk—1][%, Vk > 0.

Portanto, o resultado desejado segue devido ao item b) e do fato que infy Ay > A >0. [

Lema 30. Se o problema (1-2) tem solugdo e existe A > 0 tal que Ax > A > 0 para todo

k > 1, entdo todo ponto de acumulagdo da sequéncia {xx} é solu¢do do problema (1-2).

Prova. Pelo item a) do Lema 29 temos que a sequéncia {xx} € limitada. Portanto, pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass possui uma subsequéncia {xkj} convergente para algum
ponto X. Pelo item b) do Lema 29 segue que {||yx — xk—1||} converge para zero, logo a
subsequéncia {y.1} também converge para X. Pelo item d) do Lema 29 segue também
que {(vk,ex)} converge para zero, assim obtemos que a subsequéncia {(vkj+1,£k/+1)}
também converge para zero. Além disso, observe que sendo (yk, k) solucdo aproximada

de (3-1) como na Defini¢do 25, temos que
vk € T (yk), Vk>1.
Tome x € R" e u € T(x) arbitrarios. Entao temos que
(U= Vigat, X = Yia1) = =€k, V2 1.

Como yy41 —> X, Vo1 —> 0 € €441 — 0, passando o limite com j — co na desigualdade
acima, obtemos que

(u—0,x—X)>0
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Observe que (x, u) foi tomado arbitrario no grafico de T. Como T é mon6tono maximal,

segue que 0 € T(X), ou seja, X € uma solucdo de (1-2). O]

Teorema 31. Se o problema (1-2) tem solucdo e existe A > 0 tal que infx Ay > A, entdo a

sequéncia {xx} gerada pelo método HPE converge para uma solucdo de (1-2).

Prova. Segue do Lema 29 (a) que a sequéncia {xx} é limitada e portanto tem pelo menos
um ponto de acumulacdo x. Segue do Lema 30 que X € uma soluciao do problema (1-2).
Além disso, temos pelo item a) do Lema 28 com x* = X e do fato que o € [0,1) que a
sequéncia {xx} é Fejér convergente ao conjunto solugéo do problema (1-2) e portanto a

conclusado do teorema segue do Lema 12. ]

Teorema 32. Se, além das hipéteses do Teorema 31, temos que T~ é L-Lipschtiz-
continua em zero (veja a definicdo em (1-21)), entdo a sequéncia {xx} converge line-

armente para uma solucdo de (1-2).

Prova. Pelos itens b) e d) do Lema 29, temos que
lim ”Vk” =0, lim ||yk—xk_1]| =0.
k—o0 k—o0
Para todo k > 1, seja zx € R" a solugdo exata do subproblema proximal
0€ AkT()+(-— Xk—1)

Entao
uk = —(1/A)(zk — Xk—1) € T(2x). (3-21)

Aplicando o Lema 26, temos que

|2k — ykll < ollyk — Xk—1

e portanto pela desigualdade triangular, obtemos
2k — X1l < [|2zk = yrll + lyk = xk—1 ]| < (1 +0) || yk — X—1]]- (3-22)
Portanto,

lJukl| < (1/A) (1 +0) vk — xk—1]] < (1/A) (1 +0)||yk — xk—1]l- (3-23)

Como a sequéncia {||yx — xxk—1|| } converge para zero e temos por hipéteses que inf Ag >
A > 0, entdo {||uk||} também converge a zero. Seja x* tal que 0 € T(x*). Note que (3-21)
implica que zx € T~'(uk) para todo k > 1. Além disso, como T~ é L-Lipschitz continua

em zero, segue da Definicdo 19 com S= T~ e de (3-21) que existe ky > 0 tal que

|z —x*|| < Lllull = (LA 26— 3wl Yk > ko. (3-24)
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Usando a desigualdade triangular, obtemos que

X" = xk—1 || < [Ix* = zicl| + || 2k — xKk—1]|
< (LN 2k — Xk—1]] + || 2k — Xk—1]]

=(1+L/Ae)|| 2k — xk—-1]|-
Usando (3-22), temos que
X" = Xie—1[] < (1+L/A) (1 +0) || yie — xu—1]]-
Segue do Lema 28a), da desigualdade acima e do fato que infx Ax > A > 0 que

1" = xil[2 < [1x" = xie—1]1% = (1 = 0*) [y — x4 |2

<(1- 1o ) =l
= [(T+L/N{d+oyp) " X

1—o0
=(1- - ¥ xk—1||?, Vk > ko,
< (1+L/7\)2(1+0)>HX Xl =0

concluindo que {xx} converge para x* linearmente.

3.3 Resultados de Complexidade para o Método HPE

Antes de estabelecer os resultados de complexidade de iteracdo para o método

HPE, precisamos de alguns resultados técnicos.

Lema 33. Para todo k € N,
(1= 0) Iy — X1 ]| < [[Aweviel| < (1+0) ||y — Xie—1 |- (3-25)

Prova. Tendo em vista a desigualdade do Passo 1 do método HPE, e pela desigualdade

triangular, obtemos

, Vk €N,

A Vil = v = Xe—1]l | < || Ak Vi + Yk — Xk—1]| < O yie — Xk—1

o que implica claramente (3-25). L

Lema 34. Para todo X € R" e i € N temos que

1% = xi—1[% = [I% = x|+ 27 (ys — %, vi) + [} yi = xi=1[|* = |1 — il > (3-26)
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Prova. Seja X € R" e i € N. Entdo, pelo Lema 27 item a), com x = X;_1, x* = X; e y = J;

temos
1% = Xi—1]|? = 1% — xil|® +2(% — yi, xi — Xi—1) + || yi — xi1]|* = |lyi — xi[|%.

O resultado segue do fato que que x; — xj—1 = —A;V;. ]

Lema 35. Seja dy a distancia de xy ao conjunto T~'(0). Para quaisquer x € R e k € N,

existe um indice i < k tal que

x—2 2 2 oa—1
Wil <apy | WD (Ao BT (A ) (3
(1 - G) Zj=1 }\jo( 2(1 —0 ) Zj=1 }\j’x

Prova. Defina, para qualquer k € N,

e [ vkPAF ™
= , . 3-28
Tk = max { 52 (140)2 (3-28)

Entdo, pela desigualdade do Passo 1 do HPE e pelo (3-25), obtemos

2€k7\k ||Vk||2)\i
02 ' (1+0)?

TR = max{ } < vk — xx—1]|%.

Sendo x* € T~1(0) tal que dp = ||xo — x*||, segue da dltima desigualdade e do Lema 28

que
k k HX _X*HZ d2

TAX < X q|]2 < 120 =—20

;//—;Hy/ ) 1|| = 1_ o2 1— o2

Logo, temos que

(,:minkq-) i}x}x <Y < 1 5502_ (3-29)
Portanto as desigualdades em (3-27) seguem facilmente de (3-29) e (3-28). O]
Teorema 36. Seja dy a distdncia de xo para T~1(0). Segue que:

a) Se A :=inf Ay > 0, entdo para qualquer k € N existe um indice i < k tal que

1 AT o 1
il < doy| 0D [ A=) < B JT1xO
(1_0-) Zj=1 }\] A\/E 1—o0

o3 1 o3
€ < = .
2(1—02) YK A ~ 2(1 - 02)Ak
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b) Para qualquer k € N, existe um indice i < K tal que

1 1 2ARA
vl < doy | L2 3| &< GZO)\; - (3-30)
(1—0) \ Ly A 2(1 = )L A

c) Se Y221 A2 = oo, entdo as sequéncias {yx} e {Xx} convergem para algum ponto x* que

é solucdo de (1-2).

Prova. Os itens a) e b) seguem imediatamente do Lema 35 com « igual a 1 e 2,
respectivamente. Para o item c), primeiro note que se v; =0 e ¢; = 0 para algum /, entdo

xi=yi€ T'(0) e xx =X para todo k > i. Entdo suponha que
a;j == max{||vi||, i} >0, Vi.
Como por hipétese temos Y7 ?\,? = +00, € facil ver que

. Aj
lim max ——— =
k—00 j=1,..., kZi:1 )\I.

Portanto, usando (3-30) concluimos que

lim min g;=0.
k—00i=1,....k
Portanto existe uma subsequéncia {a;, } que converge a 0. Pelo itens a) e b) do Lema 29
temos que {xx} é limitada e

lim Hyk—Xk_1H =0, (3-31)
k—o00

e, portanto, {yx} é também limitado, em particular {y; } é limitada. Logo, existe uma
subsequéncia que sem perda de generalizagdo assumimos ser {yj } que converge para
algum x*. Afirmamos que x* € solucdo de (1-2). De fato, como limk_, aj, =0, temos que

limk—o0 Vi, = 0 € limg_ €j, = 0. Por outro lado, temos que

Vik S Tgik (yik)!
Wi, — Y —y) > —¢i, Y(y,u)€GrT,

passando limite quando k tende a infinito temos que (0 — u,x* —y) >0, V(y,u) € GrT.
Como T é monétono maximal temos que (x*,0) € GrT, e portanto 0 € T(x*).

Agora note que (3-31) e o fato que {yj } converge para x* implica que x* é
também um ponto de acumulagdo de {xx}. Como x* é solucdo de (1-2), temos que a
sequéncia {||xx — x*||} é ndo-crescente pelo item b) do Lema 28, e portanto concluimos

que limg_,o0 Xk = x*. Pelo (3-31), temos que a sequéncia { yx } também converge a x*. [
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3.4 Método do Korpelevich

Nesta secdo apresentaremos o método Extragradiente de Korpelevich (EK) para
resolver problemas de desigualdades variacionais.

O principal objetivo dessa se¢do é mostrar que o método EK pode ser interpre-
tado como um caso particular do método HPE, para mais detalhes, veja [10]. Considere
um operador mondtono e L-Lipschitz continuo F : X C R" — R" e um conjunto X C R”
convexo, fechado e ndo-vazio. O problema de desigualdade variacional VIP(F,X) con-

siste em encontrar x* € X tal que
(x—x*",F(x*)) >0, VxeX. (3-32)

Neste trabalho, assumimos que o conjunto de solugdes de V/P(F, X) seja ndo vazio.
Enunciaremos a seguir o método extragradiente de Korpelevich. Denotamos por

Px o operador projecdo no conjunto X.

Método EK:

Passo 0: Sejam xo c R", 0<o<1eA=0/Lek=1.
Passo 1: Calcule

Yk = Px(Xk—1 —AF(xk—1)), Xk = Px(Xk—1 — AF(yk))- (3-33)

Passo 2: Faca k < k+1 e va para o passo 1.
Fim.

Observe que resolver VIP(F,X) € equivalente a resolver o problema de inclusdo mo-
nétona (1-2) com T = F + Nx; onde Nx : R" = R"” é o operador ponto-conjunto (cone
normal) definido em (1-9).

Da definicdo acima, segue que (3-32) é equivalente a —F(x*) € Nx(x*) e,

portanto, ao problema de inclusdo monétona que corresponde a encontrar x* € X tal que
0 € (F+ Nx)(x"). (3-34)

Mostraremos a seguir que o método EK para resolver o V/P(F, X) pode ser visto como um

caso particular do método HPE para resolver o problema de inclusdo monétona (3-34).

Teorema 37. Sejam {xc} e {yx} sequéncias geradas pelo método EK e, para k € N,
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defina

1

Ok = X(Xk—1 —AF(vk) — Xxk), ek ={(Qr> Xk — Yk)»  Vk = F(Yk) + Q- (3-35)

Entdo temos que as seguintes relagoes valem:

a) Xg = Xx—1 — AVi;
b) Qi € D¢, Sx(¥k) € vk € (F+Ny¥) (k) C (F + Nx)*(yk);
O AVk+yic — x—1 |2 +2hex < 02|l vk — xk—1]2

Em particular, o método EK é um caso especial do método HPE para resolver o problema

(3-34).

Prova. a) A prova deste item segue facilmente das defini¢cOes de gk € vk em (3-35).
b) Note que utilizando (3-33), (3-35), e (1-10) segue que

Gk € Nx(xx) = 00 x(xx), (3-36)

onde dx € a fungdo indicadora (veja defini¢ao 1-13).

A primeira inclusdo no item b) segue de (3-36) e item b) da Proposicao 17.
Usando a inclusdo (F + Nf(k)(yk) C (F + Nx)®(yk), em virtude do item b) da Proposi¢ao 16,
a defini¢do de v, e pelo fato que (Nx)® = 0:0x, que foi demonstrada na Proposicdo 18,

temos que

Vi = F(¥k) + Gk € F(yk) +0c, Ox(yk) = F(yk) + (Nx)*(yk) C (F + Nx)*(y«),

onde a ultima inclusao segue da monotonicidade de F e do item b) da Proposicao 16.
¢) Defina

1
Pk =3 (X1 = AF(Xe1) =), k>0, (3-37)

Logo, segue de (1-10) e da definicdo de yx em (3-33), que px € Nx(yx). Este fato

juntamente com (3-35) implicam que

€k = (Qk — Prs Xk — Yk) + Pk Xk — Vi) < (Qk — Pks Xk — Yk)- (3-38)
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Combinando a relacdo acima com o fato que xx = Xx—1 — Avk (veja o item a)), temos

||7\Vk + VK — Xk—1 ||2 +2}\8k = ||yk —Xk||2+27\£k

< [lyie = %1+ 2A{qk — s X — V)
= I (Gk — pr) + Xk — yil|? — A%|| gk — px]|?

< IMak — Pr) + X — Yiell? = [INF(e—1) — F(rie)) [, (3-39)

onde a ultima igualdade segue da definicdo de gk e px em (3-35) e (3-37). Portanto, a
prova do item c) segue da desigualdade (3-39), do fato que F € L-Lipschitz continuo em
X e da hipétese que A = o/L. O



CAPiTULO 4

Método A-HPE para Otimizacao Convexa

4.1 Método A-HPE e sua Complexidade por Iteracao

Nesta secdo analisaremos a complexidade por iteracao de uma variante acelerada
do método HPE para resolver problemas de otimizacao. Estamos interessados no seguinte
problema

fo := inf{f(x),x € R"}, “4-1)

onde f:R"” — R é uma fun¢@o convexa, semicontinua e propria. Assumimos ao longo

dessa sec¢do que o conjunto de solugdes 6timas X, de (4-1) € ndo-vazio, e portanto f, € R.

Método A-HPE:
Passo 0: Sejam xp, o € R",0< o0 <1edefine Agy=0ek=0.
Passo 1: Calcule Agy1 > 0 € (Jket, Vi1, €ks1) € R7 X R x R, tal que

Vit € Ogpe F(Fke1); 4-2)
Akt Vieat + ket — Kic || + 2 keat Vi1 €kt < 02| Tkt — Kx||%, (4-3)
onde
A a
= b, (4-4)
Ak + @k Ax + 41
Nist + /A2 4+ 41 Ak
k41 = 5 : (4-5)

Passo 2: Encontre yj, ¢ tal que f(yx+1) < f(Jk41) € seja

A1 = Ak + 8k, (4-6)

Xk+1 = Xk — ka1 Va1 - 4-7)

Passo 3: Defina k < k+1 e va para o passo 1. Fim.




53

Em seguida apresentamos algumas observacgdes sobre o Método A-HPE.

Note que se ao invés da atualizacdo (4-6) consideramos Ak = 0, entdo o método
A-HPE se torna um caso particular do método HPE de [8], estudado no Capitulo 3. De
fato, veja que neste caso, segue de (4-4) e (4-5) que X = Xk, ax = Ak, € portanto (4-7) se
torna Xy, = Xk — Ak+1Vk+1, para todo k € N. Logo o resultado segue deste fato combinado
com as relagdes (4-2) e (4-3).

A método A-HPE nio especifica como calcular Ay, € (Jks1, Vke1s Eks1) COMO
no passo 1. Para computar essas quantidades apropriadamente, necessitamos de uma
implementagdo especifica do algoritmo utilizando propriedades que a funcdo objetivo
possa ter. Nas proximas se¢des, descreveremos alguns procedimentos para encontrar essas
quantidades em uma variante do algoritmo de Nesterov que pode ser visto como um caso
particular do método A-HPE.

Considerando Ak, 1 € Xx como no Passo 1, a iteracdo exata do ponto proximal y e

o vetor v definidos como

~ H 1 Y
y :=argmin {7\k+1 f(x) + EHX_ Xk||2} ’

x€R"
1
vi= Xk = ¥),
Ak+1
sdo caracterizados por
veEOY), AkpV+7—Xk=0, (4-8)

e, portanto, €441 =0, Jk+1 = J € Vkyq = Vv satisfazem o erro de tolerancia em (4-2)-(4-3)
com o = 0. Logo, o critério de erro (4-2)-(4-3) € um relaxamento da caracteriza¢do
(4-8) da iteracdo do método do ponto proximal em que a inclusdo em (4-8) € relaxada
para V.1 € Og,,,f(Vk+1), € na tltima relagdo em (4-8) é considerado um residuo ri.q =
Ak+1Vket + Vks1 — Xk, tal que o par residual (rk.1, €k41) € relativamente pequeno em relagdo
a quantidade ||Jx,1 — Xk||, no sentido que a seguinte desigualdade equivalente a (4-3) é
satisfeita: ||rg,1(|? + 2 kst eka1 < 02| Phat — Kk|?.

O erro de tolerancia (4-2)-(4-3) € uma versao do critério de erro considerado pelo
método HPE o problema de otimizacdo, em que utiliza-se o operador e-subdiferencial da
fungao f, ao invés do e-alargamento do operador Of, isto é, (0f), veja (1-17). Note que a
seguinte inclusdo vale 0, f(x) C (Of)¢(x) para todo x € R" e que, em geral, essa inclusdo é
estrita, veja Proposi¢cao 17a) e os comentérios logo apds essa proposicao.

Quinta observagdo: Duas maneiras simples de escolher o ponto yx,1 como no passo 2 do
método A-HPE séo definir yx,1 = Jk.1 ou definir yy, 1 = argmin{f(y) : y € {¥k, Vks1}}-
Note que a segunda regra garante que a sequéncia {f(yx)} seja ndo-crescente.

Em seguida apresentamos algumas relacdes que serdo uteis na andlise do método

A-HPE.
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Lema 38. Para todo inteiro k > 0 obtemos Ax,1Aki1 = ai >0

Prova. Obvio que ax,1 > 0 satisfaz (4-5) se, e somente se, 0 < a := ax,1 satisfaz
& — Ms1@— M1 Ak = 0,

ou de modo equivalente, 51,2”1 = Ak+1(Ak + @ks1) = Aks1Aks1, onde essa dltima desigualdade
resulta de (4-6). [
Para analisar as propriedades das sequéncias {xx} e {yx}, defina as aplica¢des

afins v : R” — R como
Yi(X) = F(7k) + (X — T, Vie) — €k, VX ERT k> 1, (4-9)

e as aplicagdes afins agregados ', : R” — R recursivamente como

A
M) =0, Tht(0) = X Te()+ Xy i(x), Yk>0, WYxeR™.  (4-10)
Ak Ak

Lema 39. Para todo inteiro k > 0 e x € R", temos que

a) Yk1(X) € afim e Y1 (x) < £(x);
b) Ti(x) € afim e AT(x) < Axf(x);

¢) X = argmin { ATk (x) + 3||x — xo|? }-
xeR"

Prova. No item a) segue de (4-9) para todo x € R”, e por (1-12) temos que

f(X) > f(?k+1)+ <X—}7k+1,Vk+1> — Ek+1 =YK+1(X)5 Vx € Rnak > 15

o que implica que Vk,1 € Of(Jk+1), 1080 Yks1(x) < f(x). No item b) segue de a) e (4-10)
usando um argumento de indug@o simples a partir de k = 0. No item c), primeiro note que
a condicdo de otimalidade de primeira ordem para minimizar Al (X) + %ka — X0 nos
fornece AxV T (zx) +zxk — Xp = 0, 0 que implica que zx = Xo — Ak VIk(2k), onde z € o inico
minimizador da funcdo acima. Note que usando argumento de inducdo sobre k em (4-10)

e do fato que Vy; = v;, obtemos
k
AVTk(x) =Y av, VxeR"
j=1
Além disso, (4-7) implica que Xk = xg — ):;;1 ajvj. Logo concluimos que xx = z, 0 que

prova o item c). L

A seguir apresentamos um lema que serd usado para analisar o A-HPE.
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Lema 40. Sejam x,y,v € R" e escalares A > 0,e > 0 e 0 > 0. Entdo a desigualdade
IAV+y —X||2+2Ae < 0?||y — X||?

é equivalente a desigualdade

min { (7.x—7) e+ - x— w2} = =Ty x2
X—V)— e+ —||x— —Xx||°.
XCR" Y oA =" WV
Lema 41. Para todo inteiro k > 0, definindo
. 1
By = inf {Akrk(x)+—]|x—xo|]2}—Akf(yk), (4-11)
x€RN 2
temos que 3o =0e
(1—09)Aket . 2
Bt = Bk+THYk+1 — X, Vk>0. (4-12)

Prova. Pelo item c¢) do Lema 39, tomando k = 0 e pelo fato de que Ay = 0 (em virtude do
Passo 0 do método A-HPE), temos que (3¢ = 0. Para demonstrar (4-12), seja um arbitrario

x € R". Defina
Ax Ak+1

= 'k +
Ak+1 Ak+1

e observe que (4-4) e (4-6), e pelo fato que yk,1 € afim, obtemos

>

X (4-13)

% — Sk = 2 (5 — xp); (4-14)
k+1
- A a
Vit (B) = Vet (V) + =y e (X). (4-15)
A1 Ak +1

Usando a defini¢do de I',,1 em (4-10) e os itens b) e ¢) do Lema 39, concluimos que, para
todo x € R",

1 1
Akt Tkt (X) + §||X—Xo||2 = a1V k+1(X) + ATk (x) + EHX_XOHQ

1 1
= ka1 Y1 (X) + ATk (Xk) + §||Xk — x|+ §||X—X;<H2

|2

1
= ak1 Yk (X) + Axf (k) + Bk + EHX— Xk

onde a ultima igualdade segue da definicao de (34 em (4-11). Combinando a relagdo acima
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com o Lema 39, a definicdo de X em (4-13), e relacdes (4-14) e (4-15), concluimos que

1 1
Ak Tt (X) + EHX— X0|% = @1V kst (X) + A1 Vi1 (Vi) + B + EHX—XkHZ

= B+ Akt Vhet (%) + || % — % |12
2ak+1

~ Ak+1 ~ ~ 112

=Bk+Ak+1'Yk+1(X)+2}\ [ % — %[,
k+1

onde a ultima igualdade segue do Lema 38. Usando a defini¢do (4-9) com k = k+1, (4-3),

e Lema 40 com V = V1, ¥ = Jks1, X = Xk, € € = €41, concluimos que

1
2Ak+1

Yk+1(X) + % — 1

_ .. 1 L
= f(yk+1)+ (<X—yk+1,Vk+1> — &k t+ ”X_XkH2>
27\k+1

1— 0%

_ 2
— X .

2 (k1) +

Usando as duas relagdes acima e o fato de que Ak,1 € ndo-negativo, concluimos que

) 1
int (Ak+1 rk+1<x>+§|rx—xO||2)

(1 —0°)Aks1

c o2
2Ak+1 HYK+1 XkH 3

> Bk +Ak+1 f(yk+1)+

combinado com a defini¢do (4-11) com k = k+ 1 e a desigualdade no Passo 2 do método
A-HPE, assim concluimos (4-12). O]

A préxima proposi¢do segue diretamente do Lema 41.

Proposicao 42. Para todo inteiro k > 1e x € R",

1-02 & A 1 1
Y 25— Rt P+ S lx = xel|? < AdTe() + < [ x — x|
2 & 2 2

Axf(yk) +

Prova. Aplicando somatéria em (4-12) de k = 0 para k = k — 1 temos

11— 0%\ A
| 7j+1 — X;
2 jg(; Ajr 7

k—1 (
Y (B —Bj) >
j=0

e usando o fato que 3¢ = 0 e que o primeiro membro da desigualdade acima € uma soma

telescopica, obtemos
(1—02)iA,- e
17— %X-1[17 < B,
2 = )\j
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juntamente com (4-11) implica que

Akf(yi) (1_‘72)zk“A’|y~ X 1|1? < inf < ATk(X) 1|y)? Xol|? (4-16)
+ =Y —X— +—||X— . -
kT Yk 5 7\/' Yj — Xj—1 = R kl k 5 0

Usando os itens b) e ¢) do Lema 39, concluimos que para todo x € R”,
AT(x)+ 2 [ — 30l = int § ATi(®)+ 1% — 502 b+ 1 1x — x|
+—||x— = +—|X— +—||x— .
Kkl k > 0 LS k! Kk 5 0 5 k

Subtraindo ||x — xk||? /2 em ambos os lados da igualdade acima e substituindo em (4-16)
teremos o resultado desejado. [

O seguinte resultado garante a limitagdo da sequéncia {xx} e nos mostra uma
importante rela¢o entre a aproximacdo da sequéncia {f(yx) — f.} a zero e a sequéncia de

escalares {Ax} definidas no passo 2 do método A-HPE.

Teorema 43. Seja x, uma projecdo de xy em X, e dy a distdncia de xo para X.. Entdo,
para todo inteiro k > 1,
1— 02 K Aj

1
~ 1% — x| + AxlF(yi) — £i]+ g — %17 < - . (4-17)
2 2 /.;)\,- 2

—

Consequentemente, para todo inteiro k > 1,

2

a
) — e < =2, |Ixk — || < b, (4-18)
2A

e se 0 <1, entdo

k 2

Aj = o 2 do

|y — xi— < . 4-19
B Rl (4-19)

Prova. O resultado segue imediatamente do item b) do Lema 39 e da Proposicao 42
com X = x,. De fato, basta observar que pelo item b) do Lema 39 temos que —Akf, <
—AxTk, para todo kK > 1 onde f, foi definido em (4-1), e com isso substituindo essa
desigualdade na Proposi¢do 42, com x = x,, e pelo fato de || x, — xp|| < db, Vk > 1, obtemos
a desigualdade (4-17). ]

O resultado a seguir mostra como a sequéncia {Ax} cresce em termos da

sequéncia de tamanhos de passos {A}.

Lema 44. Para todo inteiro k > 0,

’
V Akt > VA + 5V Akt (4-20)

Em consequéncia, as seguintes afirmagoes valem:
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a) para todo inteiro k > 1,
2
A= g (Z \/%7> (4-21)
b) se 0 <1, entdo Y75 ||y — Xj—1||* < 40§ /(1 — o).

Prova. Note que pela defini¢do de ax.1 em (4-5) implica que

Aks
Ak = T +1/ Aks1Ak

e usando (4-6), concluimos que

A 1 2
Ak >Ak+( k2 +/ 7\k+1Ak) > (\/Ak+§\/7\k+1) , Vk>0.

Portanto, (4-20) vale para todo k > 0. Considere um / € N arbitrario e note que somando
a desigualdade (4-20) de k =0 a k =/ — 1 e usando o fato de que Ap = 0, obtemos

\/_ Z \/Ak+1 \/_ Ei k+1:

e portanto a conclusdo do item a) segue. Para o item b), observe que do item a) temos que,
Vk > 1
Ak > V)

substituindo essa desigualdade em (4-19) e aplicando o limite quando k tende a infinito,
obtemos o resultado desejado. [

O préximo teorema segue como consequéncia imediata do Teorema 43 e
Lema 44.

Teorema 45. Para todo inteiro k > 1 temos

K —2
F(yi) — £ < 208 (Z ﬂ)
j=1

A proposi¢do a seguir mostra a complexidade para cada iteracao i/, com 1 < /i <k,
k>1.

Proposicao 46. Suponha que 0 < o < 1. Para todo inteiro k > 1, obtemos vk € O¢, f(Jx).
Entdo existe 1 < i < K tal que

2 2
a
N 1 [ R — 0
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Prova. Para todo inteiro k > 1, definimos

e Axllwkl®
Tk = max{?, 072 | (4-22)

Segue de (4-3) com k := k — 1, do fato que €, > 0 e da desigualdade triangular

que

2Akek < 07 ||k — K-

Ak viell < 17— Sae— |+ [ Awevie + I — Ki—1[] < (14 0) || 71 — Kie—1 -
Logo, segue das desigualdades acima e da defini¢do da T4 em (4-22) que
Mt < ||k — Rh—1]2, Yk > 1.

Logo, temos de (4-19) que

a2 a
1— 02 = Z A
J=1
o qual implica que
2 k
1 _002 > (min T/-) (ZA,-) :
j=1,...k j=1
Sejaie {1,...,k} tal que T; =min T;. Logo, temos da desigualdade acima que
=1,k
1 dz
e . (4-23)
(1—o )Zj:1 A
Por outro lado, note que (4-22) implica que
2¢ Aillvil?
? S Tj € m S Tj. (4-24)
Portanto a prova da proposi¢do segue de (4-23) e (4-24). ]

Em seguida apresentamos um lema bésico que serd usado para provar o préximo
teorema, o qual serd 1til para estabelecer a complexidade do algoritmo apresentado na

préxima secdo.

Lema 47. Para todo C > 0, {o,s;} € Rcom 1 <j<keB1,...,px >0, temos que

Prova. Veja por exemplo [9, Lema A.2]. [
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Teorema 48. Sejam x* a projecdo de xg em X, e denote por dy a distdancia de xy a Xi.
Considere o método A-HPE com o < 1 e yx,1 escolhido como yk,1 = Jk+1, para cada

k > 0. Entdo, para cada k > 1, temos que

N 2
llyk —x*|| < (TGZ+1) do.

Prova. Afirmamos primeiramente que para todo k > 1,

* 1 a ~
vk = x| < = | Y Ailly;— Zi=1]| | + b, (4-25)
Ak i

e mostraremos por inducdo sobre k. Observe que pela desigualdade triangular, pelas

relacdes (4-4)-(4-6), pela convexidade da norma, e pelo Teorema 43 temos que

[Yiest = XN < Mt — Rl + (|5 — x|

Ak k41

< || Yke1 — Xk || + yk—X>‘< + Xk—X)k
ot =l + vk =+ 3 = x|
. Ak Ak+1
guyk+1—ka+A lyk — x*|| + ——db, Vk>0. (4-26)
Kk+1 Ak+1

A desigualdade (4-26) com k = 0 e o fato de que Ap = 0 implicam claramente (4-25)
com k = 1. Suponha agora que (4-25) vale para algum k e vamos mostrar que também
vale para k + 1. De fato, pela desigualdade (4-26), pela relacdo (4-6), e pela hipétese de

inducdo temos que

, Ac |1 [& . ak+1
Yot = X || <[] Vit — Xic|| + — | LAY =Xl | +a0 ¢ + do
st =11 < ykos — 54 Am{Ak (; Iy —% ||> e

1 k+1
-2 (LAl =5l | +on

=

e, portanto, (4-25) vale para k + 1. E concluimos que por inducdo vale (4-25) para todo

k > 1. Fazendo sk = || yx — Xk—1]|
todo kK > 1 que

, segue do Teorema 43 e da suposi¢do de que yx = yk para

Portanto, pelo Lema 47 com C = 02 /(1 — 0?), oj = Aj, € Bj = Aj/Aj, paracadaj=1,...,k,
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concluimos que

K
. do
Y Ally— %1l < ——=

— 4-27)
= -

— /A : 4-2
gmﬁ;ﬁ (4-28)

onde a segunda desigualdade de (4-27) decorre do fato que a sequéncia { A} é crescente
e a desigualdade (4-28) segue do fato que a norma Euclidiana é majorizada pela norma

da soma. A desigualdade (4-28) juntamente com (4-25) implica que

* do 1 a
Iy —x HﬁmA—kg\/X,MO. (4-29)

j=

A conclusdo da proposi¢do segue agora da desigualdade (4-29) e do Lema 44. U
Na secao a seguir analisamos o método A-HPE para resolver uma classe especial

de problemas de otimizac¢do convexa.

4.2 Método A-HPE para uma Classe Especial de Proble-

mas Convexos

O problema de interesse nessa se¢ao é
f. ;= min{f(x) := g(x) + h(x) : x € R"} (4-30)

onde:

1. afungdo h:R" — R é convexa, semicontinua inferiormente e prépria;
2. afuncdo g:R"” — R é convexa e diferenciavel com gradiente Ly-Lipschitz continuo;

3. o conjunto solu¢do X, de (4-30) € ndo-vazio.

Note que o problema (4-30) € equivalente ao seguinte problema de inclusdo moné6tona
0 € (Vg+0h)(x). (4-31)

Em seguida apresentaremos um algoritmo do tipo proximal gradiente (PG) para resolver
o problema acima e mostraremos que este algoritmo pode ser visto como uma variante
do método A-HPE.
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Algoritmo PG
Passo 0: Sejam xg,yo € R", 0 < 0 < 1edefine Ag=0,A=0%/Lgek=0.
Passo 1: Define

A
PO S (4-32)
Ak + k11 Ax + k41
A+ /A2 +40A
it = (4-33)
e calcule

Yiet = (1+AON) ™" (R — AV g(%))- (4-34)

Passo 2:Define
Akt = Ak + 8k, (4-35)

ak+1 , -

Xks1 = Xk — T(Xk — Yk+1)- (4-36)

Passo 3: Defina k <— k+1 e va para o passo 1.
Fim.

Observe que o cdlculo de (4-34) é equivalente a

1
Viks1 = arg ]rlwgin (A[(Vg()‘(k), X) +h(x)] + 5 | x — )?kHZ) . (4-37)
xeR"

O resultado a seguir mostra que o algoritmo acima € um caso especial do método A-HPE

com Ag = A, paratodo k > 1.

Proposicao 49. Para todo k > 0, defina

1

Akst = A, Vi1 = Vi1, Vk+1 = X()?k — Y1) (4-38)
kst = 9Whe1) = 9056 + (Viert — %, VIRH))] (4-39)
Entdo
Virt € O (G+ M That)s [ Nkeat Viat + Tt — Xk [|® + 2 ka1 €kt < 02| Tt — i |2

Prova. Pelo (4-34) e (4-38), e pelo item b da Proposicao 17 juntamente com (4-39) temos
que
Vier — VG(Xk) € ON(Yir1),  V(Rk) € Oey 1 9(Viar), (4-40)
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respectivamente. Como (0. g + 0h)(y) C J¢(g + h)(y), concluimos que

Vi1 € Ogppr (G + M) (Vks1)-

Lembrando que yx,1 € dom 0h C R”, segue de (4-39), do fato de que Vg é Lo- Lipschitz

continua em R" (em virtude do Lema 2), temos que
L . L -
ekt < |Vt — Rl|? < 2 llyiet — |2,
2 2
E, juntamente com (4-38) e o fato de que A = 02/Lo implica que
[AViat + Viet — Rk|[Z+2Aeks1 = 2Aekst < ALo||Yiet — &k||% = 07| Frat — Rk

Além disso, note que (4-38) implica que a férmula de atualizacio para xx,1 na etapa 2
do Algoritmo acima é a mesma do do Método A-HPE. Desse modo, segue o resultado
desejado. ]

Os resultados a seguir fornecem a complexidade do método de primeira ordem
como consequéncia da Proposi¢do 49 e os resultados de complexidade para o método
A-HPE da secao 4.1.

Proposicao 50. Seja uma sequéncia {yx} gerada como em (4-34), e as sequéncias { v}

e {ek} definidas pela proposicao 49 e a sequéncia {wy} definido como
Wk = Vk+ Va(yk) — Vg(Xk—1), k=1,

entdo valem as seguintes afirmagoes:

a) Para todo k > 1, temos
21002
flyk) — £ < k2—0'20;
b) Se 0 < 1, entdo

2
vk — x| < (ﬁ+1) do;

c)Se 0 <1, entdo para cada k > 1, vk € ¢, g(yk) + Oh(yk) C O¢, (g+h)(yk), e existe indice

Lodo Lod?

d) Se 0 <1, entdo para cada k > 1, wx € (Vg+0h)(yk), e existe indice i < k tal que

Lodo
wi=0(35%).

i < K tal que
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Prova. O item a) segue diretamente por Proposi¢io 49, Teorema 45 com Ax = A = 62 /L,
e o item b) segue pelo Teorema 48. O item c) segue pela Proposi¢do 49, juntamente com
o item a) do Lema 44 e Proposi¢do 46, com Ak = A = 02 /Lo. A inclusdo no item d),
segue da primeira inclusido em (4-40) com k := k — 1 e pela defini¢do de wi. Observe que
yk € Domoh CR" e Xx_1 € R", segue-se da defini¢dao de wy e pela desigualdade (4-38)

que

Wil < lvill + IVa(k) = Va(Zk—1)|| < |||l + Lollyx — Kx—1]| = (1 + ALo)|| vic|-

A estimativa da complexidade do item d) segue da desigualdade anterior, o item c), e pela

definicao do A. Assim, a proposi¢ao estd provada. [



CAPITULO 5

Conclusao

Nessa dissertacdo apresentamos a andlise da complexidade por iteracdo do
método HPE (Hybrid Proximal Extragradient) e da sua versdo acelerada, o método
A — HPE (Accelerated Hybrid Proximal Extragradient). Uma andlise assintética dos
métodos do ponto proximal exato e do método HPE foi também considerada. Neste
trabalho, utilizamos como principais referéncias os artigos [8, 9, 10, 14].

O método HPE consiste em uma versao inexata do método do ponto proximal
para obter zero de operadores monétonos maximais. Este método além de resolver os
subproblemas proximais de forma inexata utilizando um critério de erro relativo, ele
possui uma atualizagdo dos iterados usando um passo extra-gradiente. Apresentamos
um exemplo mostrando a importincia desse passo para garantir a convergéncia do
método. Vimos também que o HPE pode ser visto como um framework no sentido que
outros métodos para resolver problemas de otimizacdo e mais geralmente desigualdade
variacional podem ser considerados como um caso particular do HPE. Ilustramos este
fato mostrando que o método de Korpelevich pode ser visto como um caso especial do
método HPE.

Em uma segunda parte da dissertacdo, estudamos o método A— HPE, o qual é
uma versdo acelerada do método HPE para resolver problemas de otimizagdo convexa.
O método A— HPE combina as vantagens do HPE com a técnica de aceleracdo de
Nesterov para obter uma melhor taxa de complexidade por iteracdo. Mostramos que
(veja o Teorema 45) o A-HPE utilizado para resolver o problema de otimiza¢do convexa
f, := miny f(x), gera uma sequéncia {xx} tal que a sequéncia de valores funcionais
{f(xx) — f.} aproxima de zero a uma taxa O(1/k?). Essa é a mesma complexidade 6tima
obtida pelos métodos de Nesterov bem como o método FISTA, veja [1, 2]. Por outro
lado, a complexidade do método HPE ¢ analisada sobre os residuos da seguinte inclusdao
monétona 0 € T(x), mais especificamente, vimos que o HPE obtém uma solug¢do n-
e} <

1, em no maximo O(1 /nz). Também analisamos a complexidade do método A— HPE em

aproximada deste problema, isto €, uma tripla (x, v, €) tal que v € T¢(x) e max{||v

termos dos residuos da inclusdo monétona 0 € 0f(x). Mostramos que este método obtém

uma solug@o aproximada para este problema, i.e., uma tripla (x, v, ¢) tal que v € 0. f(x)
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e max{||v||,e} <, em no maximo O(1/n?/3), apresentando assim uma melhor taxa de
complexidade do que o método HPE quando utilizado para resolver um problema de
otimizacao convexa.

Para trabalhos futuros, estamos interessados em analisar outras variantes do mé-
todo HPE utilizando termos inerciais e também analisar do ponto de vista computacional

alguns algoritmos que podem ser vistos como casos especiais do método HPE.
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