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Resumo

Borges, Laena Furtado.Sobre Rigidez de Métricas quasi-Einstein. Goiânia,
2017. 81p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística,
Universidade Federal de Goiás.

Nesse trabalho, apresentaremos alguns conceitos de métricas quasi-Einstein. A partir

disso, enunciaremos e demonstraremos resultados de rigidez para métricas quasi-Einstein,

até que tenhamos material suficiente para a demonstração de um resultado de rigidez para

métricas quasi-Einstein em dimensão dois. Por fim, daremos alguns conceitos de métricas

kähler, provaremos um teorema e por fim demonstraremos um corolário que conecta o

teorema principal do nosso trabalho com as métricas Kähler.

Palavras–chave

Métricas quasi-Einstein, Produto torcido, Rigidez, Métricas Kähler.



Abstract

Borges, Laena Furtado.On rigidity of quasi-Einstein metrics. Goiânia, 2017.
81p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade
Federal de Goiás.

In this work, we will present some concepts of quasi-Einstein metrics. From this, we

will enunciate and demonstrate rigidity results for quasi-Einstein metrics until we have

enough material to demonstrate a stiffness result for quasi-Einstein metrics of dimension

two. Finally, we will give some concepts of Kähler metrics, prove a theorem and finally

demonstrate a corollary that connects the main theorem of our work with Kähler metrics.

Keywords

Quasi-Einstein metrics, Warped product, Rigidity, Kählermetrics.
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CAPÍTULO 1
Introdução

A noção de curvatura em uma variedade Riemanniana foi introduzida por B.

Riemann em 1868, mas não foi indicada uma maneira de calculara curvatura seccional

a partir da métrica de uma variedadeM, que só foi feito em 1869 por E. B. Christoffel.

Entre as variedades Riemannianas, aquelas com curvatura seccional constantes são as

mais simples.

Existe na literatura vários trabalhos envolvendo variedades de curvatura secci-

onal e escalar constantes. Por outro lado, não temos na literatura muitos exemplos de

variedades Riemannianas com curvatura de Ricci constante.Estas são chamadas varieda-

des de Einstein.

Na tentativa de descobrir algumas propriedades das variedades de Einstein,

começam a surgir então pertubações da própria definição, introduzindo por exemplo o

conceito de variedades quasi-Einstein.

Em 2000, M. C. Chaki e R. K. Maity introduziram o conceito de variedades

quasi-Einstein. Neste trabalho eles exploraram a definiçãode variedades quasi-Einstein e

encontraram propriedades que poderiam caracterizar essasvariedades, ao mesmo tempo

relacioná-las com outras variedades já existentes, ver [7].

Esta definição de quasi-Einstein não é a que utilizaremos no decorrer da disser-

tação, a que usaremos é a que foi introduzida por Jeffrey Case, Yu-Jen Shu e Guofang

Wei em [4]. Nosso objetivo é fazer uma análise mais detalhada deste trabalho, buscando

colocar todo o material necessário para o entendimento do artigo.

Depois do artigo que estudamos tiveram outros trabalhos de grande importância

para o desenvolvimento da teoria, por exemplo, em [11] Peterson e Wylie estenderam o

trabalho do Case-Shu-Wei para variedades produto torcido Einstein, e como aplicação

classificaram as variedades produto torcido Einstein quando a base é localmente confor-

memente flat.

Em [6], Catino, Mantegazza, Mazzuri e Rimoldi provarram que todavariedade

localmente conformemente flat quasi-Einstein de dimensãon ≥ 3 é localmente um

produto torcido com fibra(n−1)-dimensional de curvatura constante.
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Catino introduziu em [5], a noção de variedade quasi-Einstein generalizada que

generaliza conceitos de variedades Ricci soliton, quase Ricci soliton e quasi-Einstein.

Provaram que uma variedade completa quasi-Einstein generalizada com tensor de Weyl

harmônico e curvatura de Weyl radial zero é localmente um produto torcido com fibra

(n−1)- dimensional.

Em [3], Brozos-Vásques, García-Rio e Gavino-Fernández mostraram que uma

variedade Lorentziana localmente conformemete flat quasi-Einstein é globalmente equi-

valente ao espaço forma ou localmente isomético a umapp-onda ou um produto torcido.

Mais recentemente, Ranieri e Ribeiro em [18], estudaram a geometria da varie-

dade Bach-Flat steady quasi-Eisntein não compacto. Mostraram que variedades Bach-Flat

steady quasi-Eisntein não compacto(Mn,g) com curvatura de Ricci positiva de tal modo

que a função potencial tem pelo menos um ponto crítico para ser um produto torcido com

fibra Einstein.

Métricas Einstein e suas generalizações são importantes não só para a matemá-

tica, mas para a física. Um exemplo particular é o estudo de métricas suaves em espaços de

medida. Uma extensão natural do tensor de Ricci para uma métrica suave em um espaço

de medida é o tensor de m-Bakry-Emery dado por

Ricm
f = Ric+Hess f−

1
m

d f ⊗d f, para0< m≤ ∞. (1-1)

Quandof é constante, este é o tensor de Ricci usual. Chamamos a tripla(M,g, f ) (uma

variedade Riemanniana(M,g) com uma funçãof deM)(m-) quasi-Einstein se satisfaz a

equação

Ricm
f = Ric+Hess f−

1
m

d f ⊗d f = λg, (1-2)

para algumλ ∈ R.

Quandom = ∞ é exatamente a equação do gradiente Ricci soliton, isto é,

Ric+Hess f= λg. Casoλ seja uma função, então temos um quase Ricci soliton gradiente.

Quandom é um inteiro positivo, esta equação é usada para estudar variedades

produto torcido Einsten. No decorrer da dissertação trabalharemos um pouco sobre esse

assunto, pois este é de grande importância para a demonstração de nosso resultado

principal.

Quandof é constante, trata-se da equação de Einstein, isto é,Ric= λg. Assim,

se f é constante, chamaremos a métrica de quasi-Einstein trivial.

Nosso trabalho está dividido em três capítulos. No Capítulo2, apresentaremos

alguns conceitos e resultados preliminares que serão utilizados ao longo deste trabalho,

sendo estas, definições básicas da geometria Riemanniana, bem como os enunciados de

teoremas clássicos que utilizaremos nos capítulos posteriores. Além disso, estudaremos a

geometria básica do produto torcido e também do produto Riemanniano, que será bastante
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útil na construção de alguns exemplos.

No Capítulo 3, estudaremos variedades quasi-Einstein. Obteremos resultados de

rigidez que serão de grande importância para a demonstraçãodo nosso resultado principal.

Por fim, demonstraremos o seguinte teorema: "Toda variedadecompacta bidimensional

tem métrica quasi-Einstein trivial".

No Capítulo 4, estudaremos variedades Kähler. Apresentaremos alguns conceitos

preliminares sobre essas variedades, destacando algumas de suas propriedades e, logo

após, demonstraremos um teorema e um corolário.



CAPÍTULO 2
Preliminares

2.1 Variedade Diferenciável

Neste capítulo, faremos uma breve abordagem de algumas noções de geometria

Riemanniana. Para isso, definiremos variedades diferenciáveis, métricas Riemannianas e

curvatura, além de outros resultados fundamentais para o entendimento do trabalho.

Definição 2.1 Uma variedade diferenciávelde dimensão n é um conjunto M e uma

família de aplicações biunívocas Xα : Uα ⊂ Rn → M de abertos Uα de Rn em M tais

que:

i)
⋃
α

Xα(Uα) = M.

ii) Para todo parα,β, com Xα(Uα)
⋂

Xβ(Uβ) =W 6= /0, os conjuntos X−1
α (W) e X−1

β (W)

são abertos emRn e as aplicações X−1
β ◦Xα são diferenciáveis.

iii) A família (Uα,Xα) é máxima relativamente às condições i) e ii).

O par(Uα,Xα) (ou a aplicaçãoXα) com p∈ Xα(Uα) é chamada uma parametri-

zação (ou sistema de coordenadas) deM em p; Xα(Uα) é então chamada uma vizinhança

coordenada emp. Uma família(Uα,Xα) satisfazendo i) e ii) é chamada uma estrutura

diferenciável em M.

As variedades aqui apresentadas serão supostas Hausdorff ecom base enumerá-

vel. A exigência de ser Hausdorff vem do fato de ficar bem definido o conceito de limite e

como consequência diferenciabilidade visto que, neste caso, quaisquer dois pontos teriam

vizinhanças disjuntas. Já o fato de ser base enumerável é exigido para que não tenha-

mos problemas ao definir uma métrica Riemanniana na variedade, usando a partição da

unidade e o fato de ser Hausdorff.

Definição 2.2 Sejam Mn
1 e Mn

2 variedades diferenciáveis. Uma aplicacaoϕ : Mn
1 → Mn

2 é

diferenciável em p∈ M1 se dada uma parametrização Y: V ⊂ Rn → M2 emϕ(p) existe
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uma parametrização X: U ⊂ Rn → M1 em p tal queϕ(X(U))⊂Y(V) e a aplicação

Y−1◦ϕ◦X : U ⊂ Rn → Rm

é diferenciável em X−1(p). ϕ é diferenciável em um aberto de M1, se é diferenciável em

todos os pontos desse aberto.

Nas definições seguintes indicaremos porX(M) o conjunto dos campos de

vetores de classeC∞ emM e porD(M) o anel das funções reais de classeC∞ definidas

emM.

Definição 2.3 Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável

α : (−ε,ε) → M é chamada uma curva (diferenciável) em M. Suponha que

α(0) = p ∈ M. O vetor tangenteà curva α em t= 0 é a funçãoα′(0) : D(M) → R

dada porα′(0) f =
d( f ◦α)

dt

∣∣
t=0, f ∈ D(M). Um vetor tangente em p é o vetor tangente

em, t= 0, de alguma curvaα : (−ε,ε) → M com α(0) = p. O conjunto dos vetores

tangentes a M em p será indicado por TpM. Dada uma parametrização x: U
⋃
Rn → Mn

em p= x(0), podemos exprimir a função f e a curvaα nesta parametrização por

f ◦x(q) = f (x1, · · · ,xn),q= (x1, · · · ,xn) ∈U,

e

x−1◦α(t) = (x1(t), · · · ,xn(t)),

respectivamente. Portanto, restringindo f aα, obteremos

α′(0) f =
d
dt
( f ◦α)

∣∣
t=0 =

d
dt

f (x1(t), · · · ,xn(t))
∣∣
t=0

=
n

∑
i=1

x′i(0)

(
∂ f
∂xi

)

0
=

(
n

∑
i=1

x′i(0)

(
∂

∂xi

)

0

)
f . (2-1)

Em outras palavras, o vetorα′(0) pode ser expresso na parametrização x por

α′(0) f =
n
∑

i=1
x′i(0)

(
∂

∂xi

)

0
.

Os campos
∂

∂xi
, i = 1,2, · · · ,n são chamados de campos coordenados e para cada p∈ M

temos que

{(
∂

∂x1

)

0
, · · · ,

(
∂

∂xn

)

0

}
determina uma base para o espaço vetorial TpM

também chamado espaço tangente de M em p, sendo que a estrutura assim definida não

depende da parametrização.
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Definição 2.4 Umcampo de vetoresX em uma variedade diferenciável M é uma aplica-

ção diferenciável que para cada ponto p∈ M associa um vetor X(p) ∈ TpM. Conside-

rando uma parametrização x: U ⊂ Rn → M é possível escrever

X(p) =
n
∑

i=1
ai(p)

∂
∂xi

,

onde ai(p) são funções diferenciáveis.

Definição 2.5 Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

ϕ : M → N é umaimersãose dϕp : TpM → Tϕ(p)N é injetiva para todo p∈ M. Se, além

disso,ϕ é um homeomorfismo sobreϕ(M)⊂ N, ondeϕ(M) tem a topologia induzida por

N, diz-se queϕ é ummergulho. Se M⊂ N e a inclusão i: M →֒ N é um mergulho, diz-se

que M é uma subvariedade de N.

Definição 2.6 Uma métrica Riemannianag em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno〈,〉p (isto é, uma

forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM, que varia diferenci-

avelmente no seguinte sentido: se X: U ⊆ Rn → M é um sistema de coordenadas locais

em torno de p, com(X1(p), · · · ,Xn(p)) = q ∈ X(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, · · · ,0,1,0, · · · ,0),

então

〈
∂

∂xi
(q),

∂
∂x j

(q)

〉

q
= gi j (x1, · · · ,xn) é uma função diferenciável em U.

Definição 2.7 O fibrado tangentea uma variedade M é o conjunto TM de pa-

res, constituídos por um ponto p de M e um vetor tangente vp ∈ TpM, isto é,

TM = {(p,vp)|p∈ M,vp ∈ TpM}.

Uma variedade diferenciável munida de uma métrica Riemanniana chama-se

uma Variedade Riemanniana.

A primeira coisa a se fazer depois de definir uma estrutura é estabelecer uma

noção de equivalência para tal estrutura.

Definição 2.8 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M → N

(isto é, f é uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável) é chamado umaisometria

se:

〈u,v〉p = 〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p)

para todo p∈ M,u,v∈ TpM.

Definição 2.9 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M → N é

dito homotetia de coeficiente cse:

〈u,v〉p =
1
c
〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p),
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para todo p∈ M,u,v∈ TpM e c 6= 0.

Definição 2.10Dados X,Y ∈ X(M), o único campo vetorial Z∈ X(M) tal que,∀ f ∈

C∞(M),Z f = (XY−YX) f = X(Y f)−Y(X f) é chamadoColchete de Liede X e Y,

denotado por[X,Y] = XY−YX.

Definição 2.11Umaconexão afim∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplica-

ção

∇ : X(M)×X(M)→X(M)

que se indica por(X,Y) 7→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇ f X+gYZ = f ∇XZ+g∇YZ

ii) ∇X(Y+Z) = ∇XY+∇XZ

iii) ∇X fY = f ∇XY+X( f )Y

onde X,Y,Z ∈ X(M) e f,g∈ D(M).

Os resultados a seguir podem ser encontrados com detalhes em[9].

Proposição 2.12Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão∇ em M é compa-

tível com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao longo

da curva diferenciável c: I ⊂ R→ M tem-se

d
dt
〈V,W〉=

〈
DV
dt

,W

〉
+

〈
V,

DW
dt

〉
, t ∈ I .

Corolário 2.13 Uma conexão∇ em uma variedade Riemanniana M é compatível com a

métrica se, e somente se,

X〈Y,Z〉= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X,Y,Z ∈ X(M).

Definição 2.14Uma conexão afim∇ em uma variedade diferenciável M é ditasimétrica

quando

∇XY−∇YX = [X,Y], ∀ X,Y ∈ X(M).

Note que existe uma única conexão com as propriedades acima.Isto nos é

garantido pelo seguinte teorema.

Teorema 2.15 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe umaúnica

conexão afim∇ em M satisfazendo as condições:

i) ∇ é simétrica
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ii) ∇ é compatível com a métrica Riemanniana.

A conexão dada pelo teorema acima e denominada conexão de Levi-Civita (ou

Riemanniana) de M.

Outro resultado que usaremos no decorrer do trabalho é a chamadaFórmula

de Koszul, que estabelece que, para campos de vetoresX,Y,Z ∈ X(M), vale a seguinte

equação:

2〈Z,∇YX〉= X〈Y,Z〉+Y〈Z,X〉−Z〈X,Y〉−〈[X,Z],Y〉−〈[Y,Z],X〉−〈[X,Y],Z〉.

Observação 1Dados X= ∑
i

xiXi e Y = ∑
j
y jYj campos diferenciáveis em M onde

Xi =
∂

∂xi
,Yi =

∂
∂yi

temos que∇XY pode ser expressada em coordenadas locais da se-

guinte forma

∇XY = ∑
k

(

∑
i j

xiy jΓk
i j +X(yk)

)
Xk, (2-2)

ondeΓk
i j são funções diferenciáveis chamadas desímbolos de Christoffelda conexão, ou

coeficientes de∇, que são determinados pela expressão

Γm
i j =

1
2∑

k

{
∂

∂xi
g jk +

∂
∂x j

gki +
∂

∂xk
g ji

}
gkm, (2-3)

onde gi j é a matriz da métrica em M e gi j sua inversa. Para conferir essas expressões com

mais detalhes, veja [9].

Proposição 2.16Homotetias preservam conexão de Levi-Civita.

Demonstração. Ver [12]. �

2.2 Divergente, Gradiente, Laplaciano e Hessiana em Va-

riedades

Nesta seção, estudaremos o divergente e o gradiente de campos diferenciáveis

numa variedade Riemanniana M, bem como o laplaciano e a hessiana de funções dife-

renciáveis definidas em M. Expressaremos esses operadores em coordenadas locais, para

utilizarmos no decorrer do trabalho.
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Definição 2.17Sejam M uma variedade Riemanniana e p∈ U ⊂ M, onde U é uma

vizinhança de p. Definimos os campos e1, · · · ,en ∈ X(M), de modo que em cada

q∈U, os vetores ei(q), i = 1, · · · ,n formam uma base de TqM. Diremos, neste caso, que

ei , i = 1, · · · ,n é umreferencial móvelem U. Se e1, · · · ,en∈X(M) formam uma base orto-

normal de TqM para cada q∈U, então dizemos que ei , i = 1, · · · ,n é um referencial local

ortonormal. Se para p∈U,∇ei ej = 0, para todos1≤ i, j ≤ n, dizemos que ei , i = 1, ...,n

é um referencial geodésico em p.

Definição 2.18Sejam M uma variedade Riemanniana e X∈ X(M) . O divergente deX

é definido como:

divX : M → R

p 7→ traço(Y(p)→ ∇YX(p)), p∈ M.

Definição 2.19Sejam M uma variedade Riemanniana e f∈ D(M). O gradiente def é

definido como o campo vetorial grad f em M tal que:

〈grad f(p),v〉= d fp(v), p∈ M,v ∈ TpM.

Definição 2.20Sejam M uma variedade Riemanniana. OLaplaciano deM é definido

como o operador

∆ f : D(M) → D(M)

f 7→ ∆ f = div(grad f), f ∈ D(M).

Vale lembrar que alguns autores definem esse operador com o sinal contrário.

Definição 2.21Seja f : M → R uma função diferenciável. Ohessiano def em p∈ M é

o operador linear(hess f)p : TpM → TpM dado por

(hess f)p(v) = ∇vgrad f,

e a forma bilinear simétrica associada é o tensor Hessiana def : M → R dado por

∇2 f : X (M)×X (M) → C∞(M)

(X,Y) 7→ 〈∇Xgrad f,Y〉.

Em coordenadas locais, temos que

(∇2)i j =
∂2 f

∂xi∂x j
−

n
∑

k=1
Γk

i j
∂ f
∂xk

.
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Vale notar que no decorrer da dissertação também usaremos “Hess u” para

denotar o Hessiano da funçãou.

Adotando um referencial ortonormale1,e2,e3, · · · ,en em p∈ M, ondeM é uma

variedade Riemanniana de dimensãon, temos as seguintes proposições.

Proposição 2.22Se f: M →R é uma função diferenciável, então para cada p∈M temos

(∆ f )p = traço(Hess f)p.

Demonstração. Temos que

traço(Hess f)p = 〈hess f(ei),ei〉p = 〈∇ei grad f,ei〉p

= div(grad f)(p) = ∆ f (p).

�

Proposição 2.23Sejam ei , i = 1,2,3, . . . ,n = dim(M), um referencial ortonormal em

p ∈ M, f ∈ C∞(M) e X ∈ X(M). Então o divergente de X, o gradiente e o laplaciano

de f podem ser representados, respectivamente, por:

divX(p) =
n

∑
i=1

(ei( f i))(p), grad f(p) =
n

∑
i=1

(ei( f ))ei(p)

e

∆ f =
n

∑
i=1

(ei(ei( f ))− (∇ei ei)( f )),

onde X= ∑
i

f iei .

Demonstração. Para o divergente temos que

divX = traço{Y(p)→ ∇YX(p)}

=
n

∑
i=1

〈∇ei X,ei〉.

Usando a compatibilidade da conexão temos

divX =
n

∑
i=1

〈∇ei X,ei〉

=
n

∑
i=1

ei〈X,ei〉−〈X,∇eiei〉

=
n

∑
i=1

(ei( f i)−〈X,∇eiei〉).
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Para o gradiente def vamos tomarv= ei(p), i = 1,2,3, . . . ,n tal que

〈grad f(p),ei(p)〉= d fp(ei)(p) = ei( f ) = f i .

Como

grad f(p) =
n

∑
j=1

a jej(p),

temos que 〈
n

∑
j=1

a jej(p),ei(p)

〉
= ai = f i ,

e, assim,

grad f(p) =
n

∑
i=1

(ei( f ))ei(p).

Por fim, temos que o laplaciano def pode ser obtido da Definição2.20, e

utilizando as expressões obtidas anteriormente para o gradiente e o divergente, obtemos

que

∆ f = div(grad f) =
n

∑
i=1

(ei(ei( f ))−〈∇ei ei ,grad f〉) =
n

∑
i=1

(ei(ei( f ))− (∇eiei)( f )).

�

Proposição 2.24Seja M uma Variedade Riemanniana, então

(a) para f e h funções diferenciáveis em M, segue que

∆( f ·h) = f ∆h+h∆ f +2〈grad f,gradh〉

(b) se X é um campo vetorial diferenciável em M

div( f X) = f divX+ 〈∇ f ,X〉.

Demonstração. Ver em [9]. �

Definição 2.25Uma função diferenciável f: M → R é dita convexa, se para cada

geodésicaγ : [a,b]→ M, a função( f ◦ γ) for convexa, isto é

f (γ(s))≤
f (γ(b))− f (γ(a))

b−a
(s−a)+ f (γ(a)),
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ou equivalentemente

f (γ(s))≤
f (γ(b))− f (γ(a))

b−a
(s−b)+ f (γ(b)),

para todo s∈ [a,b].

Lema 2.26 Seja f : M → R uma função diferenciável. Então∇2 f ≥ 0 se, e somente se, f

é convexa.

Demonstração. Suponha∇2 f ≥ 0. Então para uma geodésica qualquerγ : [0,1] → M,

temos
d2

dt2
( f ◦ γ)(t) = (Hess f)γ(t)(γ′(t),γ′(t))≥ 0,

para todot ∈ [0,1]. Então, pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange, quaisquer que

sejamt, t+h∈ [0,1], existec entret e t +h, com

( f ◦ γ)(t+h) = ( f ◦ γ)(t)+( f ◦ γ)′(t)h+
( f ◦ γ)′′(c)

2
h2.

Como( f ◦ γ)′′(c)≥ 0, temos( f ◦ γ)(t+h)≥ ( f ◦ γ)(t)+( f ◦ γ)′(t)h. Logo

( f ◦ γ)(t+h)− ( f ◦ γ)(t)
h

≤ ( f ◦ γ)′(t),

seh< 0, e
( f ◦ γ)(t+h)− ( f ◦ γ)(t)

h
≥ ( f ◦ γ)′(t),

quandoh> 0. Equivalentemente, se 0< s< 1, então

( f ◦ γ)(s)− ( f ◦ γ)(0)
s

≤
( f ◦ γ)(1)− ( f ◦ γ)(s)

1−s
,

e, assim,

(1−s)(( f ◦ γ)(s)− ( f ◦ γ)(0) ≤ s( f ◦ γ)(1)−s( f ◦ γ)(s)
( f ◦ γ)(s) ≤ (1−s)( f ◦ γ)(0)+s( f ◦ γ)(1).

Portanto,f é convexa.

Reciprocamente, sejaγ : [r, t] → M uma geodésica qualquer. Sef é convexa

então, para quaisquers,a,b∈ R tais que,s∈ (a,b)⊂ [r, t], temos

( f ◦ γ)(s)− ( f ◦ γ)(a)
s−a

≤
( f ◦ γ)(b)− ( f ◦ γ)(a)

b−a
≤

( f ◦ γ)(s)− ( f ◦ γ)(b)
s−b

.
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Fazendos→ a na primeira desigualdade es→ b na segunda, obtemos

( f ◦ γ)′(a)≤ ( f ◦ γ)′(b).

Logo, ( f ◦ γ)′(s) é não-decrescente em[r, t], donde( f ◦ γ)′′(s) ≥ 0, para todo[r,s]. Isto

conclui a demonstração do Lema, uma vez que

( f ◦ γ)′′(s) = (Hess f)γ(s)(γ′(s),γ′(s)).

�

2.3 Curvatura, Tensores e Formas diferenciáveis

Apresentaremos agora algumas definições bem como propriedades básicas de

Curvatura Seccional, Escalar, de Ricci e também o Operador Curvatura o qual, intuitiva-

mente, mede o quanto uma variedade deixa de ser Euclidiana. Veremos também que tais

curvaturas possuem comportamento tensorial.

Definição 2.27Um tensorT (diferenciável) de ordem(r,s) em uma variedade Rieman-

niana M é uma aplicação multilinear diferenciável

T : X∗(M)× ...×X
∗(M)︸ ︷︷ ︸

r

×X(M)× ...X(M)︸ ︷︷ ︸
s

→ D(M),

ondeX∗(M) denota o espaço dual do conjunto dos campos de vetores tangentesX(M) a

M.

No caso em quer = s= 0, um tensor de ordem(0,0) em M é exatamente uma função

f ∈ C∞(M). Tensores do tipo(0,s) são chamados de covariantes, enquanto tensores do

tipo (r,0), comr > 1, são chamados contravariantes.

Definição 2.28Seja(M,g) uma variedade Riemannina. Otensor curvatura de Riemann

é o (1, 3)-tensor R: X(M)3 → X(M) dado por

R(X,Y)Z = ∇2
X,Y −∇2

Y,X

= ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z, ∀ X,Y,Z ∈ X(M),

onde∇ é a conexão Riemanniana de M.

Proposição 2.29A curvatura R de uma variedade Riemanniana tem as seguintes propri-

edades:
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1. R é bilinear emX(M)×X(M), isto é,

R( f X1+gX2,Y1) = f R(X1,Y1))+gR(X2,Y1)

R(X1, fY1+gY2) = f R(X1,Y1))+gR(X1,Y2)

f , g∈ D(M), X1,X2,Y1,Y2 ∈ X(M);

2. para todo par X,Y∈X(M), o operador curvatura R(X,Y) :X(M)→X(M) é linear,

isto é,

R(X,Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+R(X,Y)W

R(X,Y) f Z = f R(X,Y)Z;

3. vale a primeira identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y = 0;

4. para todo X,Y,Z,V ∈ X(M) e f ∈ D(M) valem as seguintes propriedades de

simetria:

(a) 〈R(X,Y)Z,T〉+ 〈R(Y,Z)X,T〉+ 〈R(Z,X)Y,T〉= 0

(b) 〈R(X,Y)Z,T〉=−〈RY,X)Z,T〉

(c) 〈R(X,Y)Z,T〉=−〈R(X,Y)T,Z〉

(d) 〈R(X,Y)Z,T〉= 〈R(Z,T)X,Y〉.

Demonstração. (Ver [9]). �

Definição 2.30Dado um ponto p∈M e um subespaço bidimensionalσ⊂ TpM, o número

real

K(x,y) = K(σ) =
〈R(x,y)x,y〉
|x∧y|2

,

onde x,y é uma base qualquer deσ, é chamadoCurvatura Seccionalde σ em p. É

possível mostrar que K(x,y) independe da escolha dos vetores x e y.

Algumas combinações das curvaturas seccionais aparecerãocom frequência no

trabalho e merecem destaque. São a Curvatura de Ricci e a Curvatura Escalar, que

definiremos a seguir.
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Definição 2.31Seja x= zn um vetor unitário em TpM. Tomando uma base ortonormal

{z1,z2,z3, . . . ,zn−1} do hiperplano de TpM ortogonal a x,

Ricp(x) = ∑
i
〈R(x,zi)x,zi〉, i = 1,2,3, . . .n−1

é denominadaCurvatura de Ricci na direçãox.

Definição 2.32O (0,4)-tensor curvatura de uma variedade Riemannianaé definido

por:

R(X,Y,Z,V) = 〈R(X,Y)Z,V〉.

Em um sistema de coordenadas locais, suas componentes são dadas por

R(Xi,Xj ,Xk,Xs) = 〈R(Xi,Xj)Xk,Xs〉= ∑
l

Rl
i jkgls = Ri jks,

onde Xi =
∂

∂xi
e Rl

i jk = ∑sΓs
ikΓl

js−∑sΓs
jkΓl

is+
∂

∂x j
Γl

ik −
∂

∂xi
Γl

jk.

Definição 2.33Seja Mn uma variedade Riemanniana. Dados X,Y ∈ X(M), o tensor de

Ricci é definido por

Ric(X,Y)(p) = traço{z 7−→ (R(X,z)Y)(p)},

ou, se{e1, ...,en} é um referencial ortonormal local,

Ric(X,Y) =
n

∑
i=1

〈R(X,ei)Y,ei〉.

Em um sistema de coordenadas locais, as componentes do Tensor de Ricci são dadas por

Ri j =
n

∑
k=1

Rk
ik j =

n

∑
k=1

gkmRik jm,

onde gkm é a métrica inversa de gkm.

Já acurvatura escalaré uma função real R: M → R definida como o traço do

tensor de Ricci:

R= traço(Ric) =
n

∑
i, j

gi j Ri j .

Note que usaremosR para denotar a curvatura escalar e o operador curvatura.
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Definição 2.34Seja T um tensor covariante de ordem r. A diferencial covariante∇T de

T é um tensor de ordem r+1 dada por

∇T(Y1, ...,Yr,Z) = Z(T(Y1, ...,Yr))−T(∇ZY1,Y2, ...,Yr)− ...−T(Y1, ...,Yr−1,∇ZYr).

Para todo Z∈ X(M), a derivada covariante∇ZT de T em relação a Z é um tensor de

ordem r dado por:

∇ZT = ∇T(Y1, ...,Yr).

Definição 2.35Dado um 2-tensor covariante T, a divergênciade T é o traço de∇T.

Ou seja,

div(T) = traço(∇T).

Em coordenadas locais, sua expressão é dada por

(div(T))i =
n

∑
j ,k=1

g jk∇kTi j .

Considerando um referencial ortonormal local temos que o divergente de T aplicado em

X ∈ X(M) é dado por

Div(T)(X) =
n

∑
i=1

(∇ei T)(ei,X).

Definição 2.36Sejaφ : M →N uma aplicação diferenciável entre as variedades Rieman-

nianas M e N. Se A é um tensor covariante de ordem r em N, opullback de A é definido

pelo tensorφ∗A em M como sendo:

(φ∗A)(V, ...,Vr)(p) = Aφ(p)(dφ(V1), ...,dφ(Vr)),

onde cada Vi ∈ TpM.

Proposição 2.37(Segunda Identidade de Bianchi) Se R é o tensor de curvatura da

variedade Riemanniana M, então, para quaisquer campos X,Y,Z,T,U tangentes em M,

temos:

(∇XR)(Y,Z,T,U)+(∇YR)(Z,X,T,U)+(∇ZR)(X,Y,T,U) = 0. (2-4)

Em coordenadas locais, temos

∇mRi jkl +∇kRi jlm +∇l Ri jmk = 0. (2-5)
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Demonstração. Veja em [10]. �

Denotamos porΛr(TpM) o conjunto das aplicações r-lineares alternadas (anti-

simétricas) deTpM emR.

Definição 2.38Uma r-forma diferencial ω em uma variedade diferenciável n-

dimensional M é uma aplicação que associa a cada ponto p∈ M um elemento

ωp ∈ Λr(TpM).

Definição 2.39Sejaω uma 1-forma definida em uma variedade Riemanniana M. Defini-

mos aderivada covariantedeω como sendo a 1-forma dada por:

(∇Xω)(Y) = X(ω(Y))−ω(∇XY),

∀ X,Y ∈ X(M).

Exemplo 2.40 A derivada covariante total do tensor métricog é o tensor identicamente

nulo. De fato, devido à compatibilidade da conexão com a métrica, temos

∇g(X,Y,Z) = ∇Zg(X,Y) = Z[g(X,Y)]−g(∇ZX,Y)−g(X,∇ZY)

= Z〈X,Y〉−〈∇ZX,Y〉−〈X,∇ZY〉

= 0.

Lema 2.41 Dada uma variedade Riemanniana M vale que

dR= 2div(Ric), (2-6)

onde R e Ric são a curvatura escalar e o tensor de Ricci de M, respectivamente.

Demonstração. De fato, pois da Definição2.35segue que

(div(Ric))i =
n

∑
jk=1

g jk∇kRi j .

Pela Identidade de Bianchi (2-5) temos que

∇mRi jkl +∇kRi jlm +∇l Ri jmk = 0.

Então, tomando o traço em relação a métrica, nos índicesj e l , ficamos com

n

∑
j ,l=1

g jl (∇mRi jkl +∇kRi jlm +∇l Ri jmk) = 0.
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Donde, pela regra do produto tensorial e usando o Exemplo2.40,

∇m

(
n

∑
j ,l=1

g jl Ri jkl

)
+∇k

(
n

∑
j ,l=1

g jl Ri jlm

)
+

n

∑
j ,l=1

g jl ∇lRi jmk = 0. (2-7)

Como

Ri j =
n

∑
p,q=1

gpqRip jq,

Ri jlm = −Ri jml ,

Ri jmk = Rmki j,

o primeiro termo da soma será

∇mRik,

enquanto que o segundo termo

−∇kRim.

Sendo assim, a Equação (2-7) é equivalente a

∇mRik = ∇kRim−
n

∑
j ,l=1

g jl ∇lRi jmk.

Daí, passando o traço em relação aos índicesi e k, tem-se que

n

∑
i,k=1

gik∇mRik =
n

∑
i,k=1

gik∇kRim−
n

∑
i,k=1

gik
n

∑
j ,l=1

g jl ∇l Ri jmk

= (div(Ric))m−
n

∑
j ,l=1

∇l

(
n

∑
i,k=1

gikRi jmk

)

= (div(Ric))m+
n

∑
j ,l=1

∇l

(
n

∑
i,k=1

gikRjimk

)

= (div(Ric))m+
n

∑
j ,l=1

∇lRjm

= (div(Ric))m+(div(Ric))m

= 2(div(Ric))m.

Portanto,

∇mR= ∇m

(
n

∑
i,k=1

gikRik

)
=

n

∑
i,k=1

∇mgikRik = 2(div(Ric))m.
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E, como R é uma função real, temos que∇R= dR, provando então o lema. �

Definição 2.42Dado ω 1-forma definida em M temos que ooperador divergênciaδ é

dado por :

δω = traço(∇ω) =
n

∑
i=1

(∇ei ω)(ei).

O sinal positivo é apenas por comodidade.

Teorema 2.43Se ω é uma r-forma em uma variedade Riemanniana M, então existe

uma única (r+1)-forma dω em M tal que para todo conjunto de campos diferenciáveis

X1, ...,Xr+1 em M temos

dω(X1, ...,Xr+1) =
r+1

∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, ..., X̂i, ..,Xr+1))

+ ∑
1≤i< j≤r+1

(−1)i+ jω([Xi,Xj ], ..., X̂i, ..., X̂j , ...,Xr+1),

onde o operadord é a diferencial agindo em r-formas êXi indica que estamos omitindo

o campoXi.

Demonstração. Ver em [19]. �

Lembre que um campo de vetoresX é dito completo se houver um grupo a 1-

parâmetro de difeomorfismos{ϕt} gerado porX.

Definição 2.44Sejaα um tensor e X um campo completo. Aderivada de Liedeα com

respeito a X é dada por

LXα = lim
t→0

1
t
(ϕ∗

t α−α) =
d
dt

∣∣
t=0ϕ∗

t α,

ondeϕ∗
t é o difeomorfismo induzido peloϕt .

Proposição 2.45A derivada de Lie com respeito a X∈ X(M) satisfaz as seguintes

propriedades:

1. Se f∈C∞(M) entãoLX f = DX f .

2. Se Y∈ X(M), entãoLXY = [X,Y].

3. Sejamα e β tensores, entãoLX(α⊗β) = (LXα)⊗β+α⊗ (LXβ).
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4. Seα é um(0, r)-tensor, então para quaisquer Y1, · · · ,Yr ∈ X(M)

(LXα)(Y1, · · · ,Yr) = DX(Y1, · · · ,Yr)

− ∑
i=1

r(Y1, · · · ,Yi−1, [X,Yi],Yi+1, · · · ,Yr)

= (∇X)(Y1, · · · ,Yr)

− ∑
i=1

r(Y1, · · · ,Yi−1,∇Yi X,Yi+1, · · · ,Yr)

Para uma prova veja o Capítulo 13 de [15].

Agora note que da proposição acima e do fato que∇g≡ 0, temos que

(LXg)(Y,Z) = g(∇YX,Z)+g(Y,∇ZX), (2-8)

para todoX,Y,Z ∈ X(M).

SejaM uma variedade Riemannianan-dimensional conexa com fronteira∂M

diferenciável, mensurável e com densidade de medida sendo denotada pordA. Sejav um

campo unitário normal e exterior a∂M. Então, denotando〈,〉 o produto interno emTpM,

p∈ M temos o resultado a seguir que será útil no decorrer do nosso trabalho.

Teorema 2.46 (Teorema da divergência) Seja X um campo vetorial de classe C1(M) e

com suporte compacto emM. Então

∫
M
(divX)dV =

∫
∂M

〈X,v〉dA

Teorema 2.47 (Teorema de E. Hopf) Sejam M uma variedade Riemanniana orientável

compacta e conexa e f uma função diferenciável em M com∆ f ≥ 0. Então f =

constante. Em particular, as funções harmônicas em M, isto é, aquelas para as quais

∆ f = 0 são constantes.

Teorema 2.48 (Identidade de Kazdan-Warner) Para qualquer campo de vetores confor-

mes X numa variedade Riemanniana compacta(M,g), vale a seguinte identidade

∫
M
〈X,∇R〉dVM = 0.

2.4 Variedade Produto

Nesta seção, veremos o comportamento da geometria básica doproduto entre

duas variedades Riemannianas, o que chamamos de produto Riemanniano, ou produto

trivial. Veremos conceitos básicos que nos ajudarão a entender a próxima seção.
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Definição 2.49Sejam M e N variedades diferenciáveis, sendoF = {(Uα,φα)} e

G= {(Vβ,ψβ)} estruturas diferenciáveis de M e N, respectivamente. Considere o produto

cartesiano M×N e a aplicação Zαβ(p,q) = (φα(p),ψβ(q)), p∈ Uα,q ∈ Vβ. Temos que

H = (Uα ×Vβ,Zαβ) é uma estrutura diferenciável em M× N, na qual as projeções

π1 : M×N−→M eπ2 : M×N−→N são diferenciáveis. Com esta estrutura diferenciável,

M×N é chamada avariedade produto deM por N.

Observação 2Sejam Mn e Nm variedades e considere a variedade produto M×N.

Para cada(p,q) ∈ M×N os subconjuntos

M×q= {(r,q) ∈ M×N; r ∈ M},

p×N = {(p,s) ∈ M×N; s∈ N},

são subvariedades de M×N, difeomorfas a M e N, respectivamente.

Definição 2.50Sejam(M,gM) e (N,gN) variedades Riemannianas e considere M×N

com a estrutura diferenciável produto. Sejamπ : M × N → M e σ : M × N → N as

projeções canônicas. Definimos amétrica Riemanniana produto emM×N por:

〈u,v〉(p,q) = 〈dπ(u),dπ(v)〉p+〈dσ(u),dσ(v)〉q, ∀ (p,q) ∈ M×N, e u,v∈ T(p,q)(M×N).

Definição 2.51Sejam (M,gM) e (N,gN) variedades Riemannianas,φ : M −→ N uma

aplicação diferenciável, X∈ X(M) e Y ∈ X(N). Diz-se que oscamposX e Y são φ-

relacionados, se dφp(Xp) = (Y ◦ φ)(p) = Y(φ(p)) = Yφ(p),∀ p ∈ M. O qual denotamos

por X
φ
∼Y.

Lema 2.52 Sejam M, e N, variedades diferenciáveisφ : M −→ N uma aplicação

diferenciável, X∈ X(M) e Y∈ X(N). X e Y sãoφ-relacionados se, e somente se,

X(g◦φ) = (Yg)◦φ,∀g∈C∞(N).

Demonstração. De fato, dadag ∈ C∞(N), X(g◦ φ) e (Yg) ◦ φ são funções (reais)

diferenciáveis emM. Logo, X(g◦ φ) = (Yg) ◦ φ são iguais se, e somente se,∀ p ∈ M,

X(g◦φ)(p) = ((Yg)◦φ)(p). Daí, dadop∈ M, X(g◦φ)(p) = Xp(g◦φ) = (dφp(Xp))(g),

e por outro lado((Yg)◦φ)(p) =Yφ(p)(g), ∀ p∈ M, donde segue o resultado. �

Lema 2.53 Sejamφ : M −→ N uma aplicação diferenciável, M e N variedades, X1,X2 ∈

X(M) e Y1,Y2 ∈ X(N). Se X1
φ
∼Y1 e X2

φ
∼Y2, então[X1,X2]

φ
∼ [Y1,Y2].
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Demonstração. Temos de mostrar que dφp([X1,X2]p) = [Y1,Y2]φ(p), ∀p ∈ M,

onde [X1,X2](p) = [X1,X2]p. De fato, dadosp ∈ M e f ∈ C∞(N,R), temos que

dφp([X1,X2]p)( f ) = [X1,X2]p( f ◦φ) = ([X1,X2]( f ◦φ))(p), ∀p∈ M, isto é o mesmo que,

[X1,X2]( f ◦φ) = X1(X2( f ◦φ))−X2(X1( f ◦φ)) Lema2.47
= X1((Y2 f )◦φ)−X2((Y1 f )◦φ)

= dφ(X1)(Y2 f )−dφ(X2)(Y1 f ) =Y1(Y2 f )−Y2(Y1 f ) = [Y1,Y2]( f ).

Portanto,dφp([X1,X2]p) = [Y1,Y2]φ(p),∀ p∈ M. �

Lema 2.54 T(p,q)(M×N) é a soma direta dos subespaços T(p,q)M e T(p,q)N. Isto é cada

elemento v∈ T(p,q)(M×N) tem uma única representação v= v1+v2, onde v1 ∈ T(p,q)M

e v2 ∈ T(p,q)N.

Demonstração. Como T(p,q)M e T(p,q)N são subespaços vetoriais deT(p,q)(M ×N)

e, dim(T(p,q)(M × N)) = dim(T(p,q)M) + dim(T(p,q)N) < ∞, basta mostrar que

T(p,q)M ∩ T(p,q)N = {0}, 0 ∈ T(p,q)(M × N). De fato, π
∣∣
p×N é constante, logo

dπ(p,q)

∣∣∣
T(p,q)N

= 0. Mas, dπ(p,q)

∣∣∣
T(p,q)M

é um isomorfismo em cada(p,q) ∈ M × {q}

(pois π
∣∣
M×q é um difeomorfismo, logo a afirmação segue da aplicação inversa). Temos

que, se existev∈ T(p,q)M∩T(p,q)N,v 6= 0, por um lado dπ(v) = 0, poisv∈ T(p,q)N e por

outro dπ(v) 6= 0, poisv∈ T(p,q)M, o que é um absurdo. Logo,T(p,q)M∩T(p,q)N = {0}, e

portanto,T(p,q)(M×N) = T(p,q)M⊕T(p,q)N. Além disso, poderíamos ter usadoσ ao invés

de π na demonstração, concluindo queT(p,q)M ⊂ ker(dσ) e T(p,q)N ⊂ ker(dπ). Assim,

dado qualquerv∈T(p,q)(M×N), temos quev= v1+v2, ondedπ(v)= v1 e dσ(v)= v2.�

Observação 3Comoπ
∣∣
p×N é constante, temos que dπ(p,q)(T(p,q)N) = 0. Com raciocínio

análogo, concluímos que dσ(p,q)(T(p,q)M) = 0.

Exemplo 2.55 Sejam (M,gM) e (N,gN) variedades Riemannianas, gM = 〈·, ·〉M e

gN = 〈·, ·〉N suas respectivas métricas e, M×N a variedade Riemannianas produto.

Dados u,v∈ T(p,q)(M×N), tem-se que existem e são únicos u1,v1 ∈ (dσ(p,q))
−1({0}) =

T(p,q)M ≡ TpM e u2,v2 ∈ (dπ(p,q))
−1({0}) = T(p,q)N ≡ TqN tais que v= v1+ v2 e

u= u1+u2 com dπ(u) = u1, dσ(u) = u2, dπ(v) = v1, dσ(v) = v2. Assim,

〈u,v〉(p,q) = 〈u1,v1〉
M
p + 〈u2,v2〉

N
p = 〈dπ(u),dπ(v)〉π(p,q)+ 〈dσ(u),dσ(v)〉σ(p,q) =

= (π∗gM)(u,v)+(σ∗gN)(u,v), ∀(p,q) ∈ M×N, ∀ u,v∈ T(p,q)(M×N).
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Definição 2.56Sejam Mn e Nm variedades, f∈C∞(M) e considere a variedade produto

M×N.

(a) O levantamento def a M×N é definido por̃f = f ◦π ∈C∞(M×N);

(b) Se v∈ TpM e q∈ N então o levantamento de v a(p,q) é o único vetor̃v∈ T(p,q)M tal

que dπ(ṽ) = v. Comõv∈ T(p,q)M, dσ(ṽ) = 0;

(c) Se X∈ X(M), o levantamento de X a M× N é o campo vetorial̃X em M× N

cujo valor em cada ponto(p,q) ∈ M × N é o levantamento de Xp a (p,q). Assim,

dπ(X̃(p,q)) = (X ◦π)(p,q) = Xp e dσ(X̃(p,q)) = 0. Portanto, o levantamento de X∈X(M)

a M×N é o único elemento deX(M×N) que éπ-relacionado a X eσ-relacionado ao

campo vetorial nulo em N. E ainda, como dσ
∣∣∣
T(p,q)M

= 0, o levantamentõX de X∈X(M)

a M×N é constante em cada fibra{p}×N ;

(d) O conjunto de todos os levantamentosX̃ de X∈ X(M) é denotado porL(M) e

tais levantamentos são chamados horizontais;

(e) Funções, vetores tangentes e campos de vetores em N são levantados para M×N

da mesma forma usando-se a projeçãoσ. O conjunto de todos os levantamentosỸ

de Y ∈ X(N) é denotado porL(N), tais levantamentos são chamados verticais e,

Ỹ ∈ X(M×N).

Lema 2.57 Sejam M, N variedades eφ : M → N um difeomorfismo. Para cada X∈X(M)

existe um único campo de vetores dφ(X) ∈ X(N) que éφ-relacionado a X.

Observemos que este lema prova a unicidade do levantamento de campos, poisπ
∣∣
M×q e

σ
∣∣
p×N são ambos difeomorfismos.

Demonstração. De fato, comoφ é um difeomorfismo, então dφp é um isomorfismo em

cadap ∈ M. Definimos entãoY ∈ X(N) por Y(q) := dφp(Xp), ∀ q = φ(p) ∈ N. Temos

queY é único pois dφp é um isomorfismo e pela própria definição deφ-relacionado

concluímos queX
φ
∼Y. �

Corolário 2.58 Sejam M, N variedades e considere a variedade produto M× N. Se

X̃,Ỹ ∈ L(M) eṼ ∈ L(N), então

(a) [X̃,Ỹ] = [̃X,Y] ∈ L(M), e similarmente paraL(N).

(b) [X̃,Ṽ] = 0, onde0∈ X(M×N) é o campo nulo.
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Demonstração. (a) Devemos mostrar que[X̃,Ỹ]
π
∼ [X,Y] e [X̃,Ỹ]

σ
∼ [0,0], onde

0∈ X(N) é o campo vetorial nulo emN. De fato,

ComoX̃, eỸ ∈ L(M), então existemX, Y ∈ X(M) tais que X̃
π
∼ X, X̃

σ
∼ 0, Ỹ

π
∼ Y e

Ỹ
π
∼ 0. Daí, pelo Lema2.53, [X̃,Ỹ]

π
∼ [X,Y] e [X̃,Ỹ]

σ
∼ 0. Portanto, dπ([X̃,Ỹ]) = [X,Y]

e dσ([X̃,Ỹ]) = [0,0].

(b) De modo análogo, comõX ∈L(M) eṼ ∈L(N), então existemX ∈X(M) eV ∈X(N)

tais queX̃
π
∼ X, X̃

σ
∼ 0, Ṽ

π
∼ 0, e Ṽ

σ
∼V, onde 0 é o campo nulo emX(M) eX(N). Pelo

Lema2.53, [X̃,Ṽ]
π
∼ [X,0] = 0 e [X̃,Ṽ]

π
∼ [0,V] = 0. O campo[X̃,Ṽ] ∈ X(M ×N) em

cada ponto(p,q) ∈ (M ×N) tem como componentes o vetor nulo (ou ainda,[X̃,Ṽ] é o

levantamento de 0∈ X(M) e também o levantamento de 0∈ X(N)), portanto, pelo Lema

2.54 [X̃,Ṽ] = 0∈ X(M×N).

�

Proposição 2.59(Conexão produto) Sejam M e N variedades Riemannianas e con-

sidere a variedade Riemanniana produto M× N (isto é, com a métrica produto).

Sejam ∇M a conexão Riemanniana de M,∇N a conexão Riemanniana de N ẽ∇ a

conexão Riemanniana de M×N. SeX̃,Ỹ ∈ L(M) são os levantamentos de X,Y ∈ X(M)

eṼ,W̃ ∈ L(N) são os levantamentos de V,W ∈ X(N), então

(a) ∇̃X̃Ỹ é o levantamento de∇M
X Y ∈ X(M)

(b) ∇̃ṼW̃ é o levantamento de∇N
VW ∈ X(N)

(c) ∇̃X̃Ṽ = 0= ∇̃Ṽ X̃ = 0

Demonstração. (a) Se mostrarmos quẽ∇X̃Ỹ
σ
∼ 0 e ∇̃X̃Ỹ

π
∼ ∇M

X Y provamos este

item. Temos pela Fórmula de Koszul

2〈Z̃, ∇̃X̃Ỹ〉(p,q) = X̃〈Ỹ, Z̃〉(p,q)+Ỹ〈Z̃, X̃〉(p,q)− Z̃〈X̃,Ỹ〉(p,q)−〈[X̃, Z̃],Ỹ〉(p,q)

− 〈[Ỹ, Z̃], X̃〉(p,q)−〈[X̃,Ỹ], Z̃〉(p,q), (2-9)

onde Z̃ ∈ L(M) é levantamento deZ ∈ X(M) e (p,q) ∈ M×N com p∈ M e q∈ N.

Pela métrica produto temos que〈X̃,Ỹ〉(p,q) = 〈X,Y〉π(p,q) = 〈X,Y〉p= 〈X,Y〉◦π.

Logo

Z̃〈X̃,Ỹ〉(p,q) = Z̃(〈X,Y〉 ◦π) = dπ(Z̃)(〈X,Y〉π(p,q)) = Z〈X,Y〉 ◦π.

Do Corolário2.58 temos que [X̃,Ỹ](p,q) = [X,Y]π(p,q) = [X,Y] ◦ π. Portanto,
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〈[X̃,Ỹ], Z̃〉(p,q) = 〈[X,Y],Z〉 ◦π. Então a Equação (2-9) torna-se

〈Z̃, ∇̃X̃Ỹ〉(p,q) = 〈Z, ∇M
X Y〉 ◦π.

Usando a métrica produto, ficamos com

〈Z, ∇M
X Y〉 ◦π = 〈Z̃, ∇̃X̃Ỹ〉(p,q) = 〈dπ(Z̃),dπ(∇̃X̃Ỹ)〉π(p,q) = 〈Z,dπ(∇̃X̃Ỹ)〉 ◦π.

Como π
∣∣∣
M×{q}

é difeomorfismo, entãodπ
∣∣∣
M×{q}

é isomorfismo. Portanto

dπ(∇̃X̃Ỹ) = ∇M
X Y.

Abaixo mostraremos quẽ∇X̃Ỹ
σ
∼ 0. De fato, pois por Koszul

2〈Ṽ, ∇̃X̃Ỹ〉(p,q) = X̃〈Ỹ,Ṽ〉(p,q)+Ỹ〈Ṽ, X̃〉(p,q)−Ṽ〈X̃,Ỹ〉(p,q)−〈[X̃,Ṽ],Ỹ〉(p,q)

− 〈[Ỹ,Ṽ], X̃〉(p,q)−〈[X̃,Ỹ],Ṽ〉(p,q). (2-10)

Da métrica produto e do Corolário2.58 temos que [Ỹ,Ṽ](p,q) = 0 e 〈Ỹ,Ṽ〉(p,q) = 0.

Temos também que

Ṽ〈X̃,Ỹ〉(p,q) = Ṽ(〈X,Y〉 ◦π) = dπ(p,q)(Ṽ)(〈X,Y〉p) = 0,

pois Ṽ
π
∼ 0. Sendo assim 2〈Ṽ, ∇̃X̃Ỹ〉(p,q) = 0. Usando a métrica produto, obtemos que

0= 〈Ṽ, ∇̃X̃Ỹ〉(p,q) = 〈dσ(Ṽ),dσ(∇̃X̃Ỹ)〉q = 〈V,dσ(∇̃X̃Ỹ)〉 ◦σ.

Como o resultado vale para todo 06= Ṽ ∈ L(N), segue quẽ∇X̃Ỹ
σ
∼ 0.

(b) Análogo ao item (a)

(c) Da simetria da métrica e do Corolário2.58temos que

0= [X̃,Ṽ] = ∇̃X̃Ṽ − ∇̃ṼX̃, =⇒ ∇̃X̃Ṽ = ∇̃Ṽ X̃.

Temos que a Fórmula de Koszul ficará análoga a Equação (2-10) e por con-

sequência〈W̃, ∇̃X̃Ṽ〉 = 0, independente se o campoW pertence aL(M) ou L(N).

Portanto como vale para todõW 6= 0, temos que∇̃X̃Ṽ = 0. �

Os tensores curvatura e de Ricci e a curvatura escalar do produto Riemanniano

serão estudados num contexto mais geral na próxima seção.
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2.5 Variedade Produto Torcido

Agora estudaremos a geometria do ambiente em que trabalharemos no decorrer

de todo o trabalho. Este ambiente é o que chamamos de produto torcido entre duas

variedades Riemannianas, o qual é uma generalização de produto Riemanniano.

Definição 2.60Sejam(B,gB) e (F,gF) variedades Riemannianas e f∈C∞(B) tal que

f > 0. O produto torcido (warped product)M = B× f F é a variedade produto B×F

munida com a métrica

g= π∗(gB)+( f ◦π)2σ∗(gF),

onde ∗ representa o pullback de ambas as métricas realizados por suas respectivas

projeções. Além disso, chamamos f defunção torção (ou de função warping), F a

variedade fibrae B variedade basede M.

Explicitamente, sev é tangente aB× f F em (p,q) = x, com v= v1+v2, v1 ∈ TpB,

v2 ∈ TqF, então

g(v,v) = 〈v,v〉x =
〈
dπ(p,q)(v),dπ(p,q)(v)

〉
p
+ f 2(p)

〈
dσ(p,q)(v),dσ(p,q)(v)

〉
q

= 〈v1,v1〉
B
p+( f ◦π)2(p,q)〈v2,v2〉

F
q .

Se f ≡ 1, então M = B× f F reduz-se à variedade Riemanniana produto.

Veremos nessa seção que é possível expressar a geometria deM em termos dafunção

torção f e das geometrias deB e F.

Proposição 2.61Para cada (p,q) ∈ M = B× f F, as fibras {p} × F = π−1(p) e

as folhas B× {q} = σ−1(q), com a métrica induzida de gM, são subvariedades

Riemannianas de M e a métrica torcida em M implica nas seguintes condições

geométricas:

a) para cada q∈ F, a aplicação qπ := π|B×q é uma isometria sobre B;

b) para cada p∈ B, a aplicação pσ := σ|p×F é uma homotetia positiva sobre F,

com fator escalar1/ f (p);

c) Para cada(p,q)∈ M, a folha σ−1(q) e a fibra π−1(p) são ortogonais em(p,q).

Demonstração. De fato,

a) Para cadaq∈ F , a aplicaçãoqπ := π|B×{q} : B×{q} → B é um difeomorfismo.

Assim, para cada(p,q)∈B×{q} e para todosu,v∈ T(p,q)B⊂ T(p,q)(B×F) tem-
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se da definição de métrica torcida que

〈v,u〉(p,q) =
〈
d(qπ)p(u),d(qπ)p(v)

〉B
p+( f ◦π)2(p,q)

〈
dσ(p,q)(u),dσ(p,q)(v)

〉F
q︸ ︷︷ ︸

0

=
〈
d(qπ)p(u),d(qπ)p(v)

〉B
p ,

pois, d(qπ)p = dπ(p,q)|T(p,q)B e dσ(p,q)(T(p,q)B) = dσ(p,q)
(
(dσ(p,q))

−1({0})
)
= 0.

b) Para cadap∈ B, a aplicaçãopσ := σ|{p}×F : {p}×F → F é um difeomorfismo.

Assim, para cada(p,q) ∈ {p}×F e para todosw,z∈ T(p,q)F ⊂ T(p,q)(B×F)

tem-se da métrica produto torcido

〈w,z〉(p,q) =
〈
dπ(p,q)(w),dπ(p,q)(z)

〉B
p︸ ︷︷ ︸

0

+( f ◦π)2(p,q)
〈
d(pσ)q(w),d(pσ)q(z)

〉F
p

= f 2(p)
〈
d(pσ)q(w),d(pσ)q(z)

〉F
p ,

pois, dπ(p,q)(T(p,q)F) = dπ(p,q)
(
(dπ(p,q))

−1({0})
)
= 0 e d(pσ)q = dσ(p,q)|T(p,q)F .

c) Dados u 6= 0,∈ T(p,q)B e w 6= 0,∈ T(p,q)F, temos da métrica produto torcido que

〈u,w〉(p,q) =
〈
dπ(p,q)(u),dπ(p,q)(w)

〉B
p︸ ︷︷ ︸

0

+( f ◦π)2(p,q)
〈
d(pσ)q(u),d(pσ)q(w)

〉F
p︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

pois dπ(p,q)(T(p,q)F)= 0 e dσ(p,q)(T(p,q)B)=0. Sendo assim,(T(p,q)B)⊥(T(p,q)F)

�

Chamaremos dehorizontais os campos tangentes às folhas everticais os cam-

pos tangentes às fibras. Denotaremos porH a projeção ortogonal deT(p,q)M sobre seu

subespaço horizontalT(p,q)B≡ T(p,q)(B×{q}) e porV a projeção ortogonal deT(p,q)M

sobre seu subespaço verticalT(p,q)F = T(p,q)({p}×F). Dessa forma, dadov ∈ T(p,q)M,

comv= v1+v2, v1 ∈ T(p,q)B, v2 ∈ T(p,q)F, entãoH (v) = v1 e V (v) = v2. E ainda, dado

X ∈ X(M), H (X) e V (X) ∈ X(M).

Ao espaço dos campos deM = B× f F que são levantamentos de campos deB

(respectivamente deF) denotaremos porL(B) (respectivamente porL(F)).

Iremos agora determinar a conexão Riemanniana, o tensor de curvatura e o tensor

de Ricci de uma variedade produto torcido, em função def e das geometrias deB e F.
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Antes disso, veremos na proposição seguinte como se comporta o gradiente de funções

tanto de levantamento da base como levantamento da fibra.

Proposição 2.62Sejam M= B× f F um produto torcido, h∈C∞(B) e φ ∈C∞(F), então

(a) grad h̃= ˜Bgrad h, ondeh̃= h◦π e ˜Bgrad h é o levantamento deBgrad h∈X(B)

para M.

(b) grad φ̃ =
˜Fgrad φ

f̃ 2
, onde φ̃ = φ ◦σ, f̃ = f ◦π e ˜Fgrad φ é o levantamento de

Fgrad φ ∈ X(F) para M.

Onde grad, Bgrad e Fgrad são os gradientes com respeito a métrica de M, B e F

respectivamente.

Demonstração.

(a) Devemos mostrar quegrad h̃é horizontal (ou seja,σ-relacionado com o campo nulo

emF) e grad h̃ é π-relacionado comBgrad hemB. De fato, em cada(p,q) ∈ M,

dado um vetor verticalv, isto é,v∈ T(p,q)F , então da Definição2.19temos

〈
grad h̃,v

〉
= v(h̃) = v(h◦π) = d(h◦π)(v) = dh(dπ(v)) = (dπ(v))(h) = 0,

pois dπ(v) = 0. Da métrica produto torcido, temos

0=
〈

grad h̃,v
〉
(p,q)

=
〈

dπ(grad h̃),dπ(v)
〉B

p
+( f ◦π)2

〈
dσ(grad h̃),dσ(v)

〉F

q

= ( f ◦π)2
〈

dσ(grad h̃),dσ(v)
〉F

q
,

como ( f ◦π)2 > 0, implica que
〈

dσ(grad h̃),dσ(v)
〉F

q
= 0. Como isso vale para

todo v 6= 0, temos quedσ(grad h̃) = 0∈ T(p,q)F . Portanto,grad h̃ é horizontal.

Agora, dado um vetor horizontalu, isto é,u∈ T(p,q)B, então da Definição2.19e da

métrica produto torcido segue que

〈
grad h̃,u

〉
(p,q)

=
〈

dπ(grad h̃),dπ(u)
〉B

p
+( f ◦π)2

〈
dσ(grad h̃),dσ(u)︸ ︷︷ ︸

0

〉F

q

= u(h◦π)

= (dπ(u)(h))◦π=
〈Bgrad h,dπ(u)

〉B
p ◦π,

como d(qπ)p : T(p,q)B → TpB é isomorfismo,∀ (p,q) ∈ M, entãodπ(grad h̃) =
Bgrad h∀ (p,q) ∈ M.
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(b) Primeiramente mostremos quegrad φ̃ é vertical. De fato, em cada(p,q)∈ M, dado

um vetor horizontalu, isto é,u∈ T(p,q)B , então

〈
grad φ̃,u

〉
= u(φ̃) = u(φ◦σ) = (dσ(u))(φ) = 0.

Da métrica produto torcido segue que

0=
〈

grad φ̃,u
〉
(p,q)

=
〈

dπ(grad φ̃),dπ(u)
〉B

p
+( f ◦π)2

〈
dσ(grad φ̃),dσ(u)

〉F

q

=
〈

dπ(grad φ̃),dπ(u)
〉B

p
,

poisdσ(u) = 0. Como vale para todo 06= u∈ T(p,q)B, segue que,dπ(grad φ̃) = 0.

Portanto,grad φ̃ é vertical. Agora, dado um vetor verticalv∈ T(p,q)F, então

〈
grad φ̃,v

〉
(p,q)

=
〈

dπ(grad φ̃),dπ(v)
〉B

p
+( f ◦π)2

〈
dσ(gradφ̃),dσ(v)

〉F

q

= ( f ◦π)2
〈

dσ(grad φ̃),dσ(v)
〉F

q

= v(φ̃) = v(φ◦σ) = (dσ(v)(φ))◦σ

=
〈Fgrad φ,dσ(v)

〉F
q ◦σ,

pois dπ(v) = 0. Comod(pπ)q : T(p,q)F → TqF é isomorfismo,∀ (p,q) ∈ M, então

dσ(grad φ̃) =
Fgrad φ
( f ◦π)2 , ∀ (p,q) ∈ M, isto é grad φ̃ =

˜Fgrad φ
( f ◦π)2 .

�

Agora estudaremos a conexão Riemanniana no produto torcido, onde obteremos

expressões da mesma em função def e das geometrias deB e F.

Proposição 2.63Seja M= B× f F uma variedade produto torcido. SẽX,Ỹ ∈ L(B) e

Ṽ, W̃ ∈ L(F), então

(a) ∇X̃Ỹ é o levantamento deB∇XY em B.

(b) ∇X̃Ṽ = ∇ṼX̃ =

(
X̃( f̃ )

f̃

)
Ṽ .

(c) H (∇ṼW̃) =−




〈
Ṽ,W̃

〉

f̃


grad f̃ .
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(d) V (∇Ṽ W̃) ∈ L(F) é o levantamento deF∇VW em F.

Na notação acima,̃f = f ◦π.

Demonstração.

(a) Devemos mostrar que∇X̃Ỹ é horizontal eπ-relacionado comB∇XY emB. De fato,

dadoṼ ∈ L(F), um campo vertical, então pela Fórmula de Koszul, pelo Corolário

2.58e o fato de que campos tangentes as folhas são ortogonais a campos tangentes

a base, temos que

2
〈

∇X̃Ỹ,Ṽ
〉

= Ỹ
〈

X̃,Ṽ
〉

︸ ︷︷ ︸
0

+X̃
〈

Ṽ,Ỹ
〉

︸ ︷︷ ︸
0

−Ṽ
〈

Ỹ, X̃
〉
−

〈
[Ỹ,Ṽ]︸ ︷︷ ︸

0

, X̃

〉
−

〈
[X̃,Ṽ]︸ ︷︷ ︸

0

,Ỹ

〉

−
〈
[Ỹ, X̃],Ṽ

〉
=−Ṽ

〈
Ỹ, X̃

〉
−
〈
[Ỹ, X̃],Ṽ

〉
.

ComoX̃,Ỹ ∈ L(B), temos que[X̃,Ỹ] ∈ (B) é o levantamento de[X,Y] emB. Logo,〈
[Ỹ, X̃],Ṽ

〉
= 0. Portanto,

2
〈

∇X̃Ỹ,Ṽ
〉
=−Ṽ

〈
Ỹ, X̃

〉
.

Agora, pela métrica torcida, em cadax= (p,q) ∈ M, temos

〈
Ỹ, X̃

〉
(p,q) =

〈
dπx(Ỹ),dπx(X̃)

〉B

p
+( f ◦π(x))2

〈
dσx(Ỹ)︸ ︷︷ ︸

0

,dσx(X̃)︸ ︷︷ ︸
0

〉F

q

= 〈(Y◦π)(p,q),(X ◦π)(p,q)〉Bp =
(
〈X,Y〉B◦π

)
(p,q),

isto é,
〈

Ỹ, X̃
〉
= 〈Y,X〉B◦π e daí,

Ṽ
〈

Ỹ, X̃
〉
= Ṽ

(
〈Y,X〉B◦π

)
= dπ(Ṽ)(〈Y,X〉B) = 0,

pois dπ(Ṽ) = 0. Assim,∇X̃Ỹ é ortogonal aṼ ∀ Ṽ ∈ L(F). Portanto,∇X̃Ỹ é um

campo horizontal.

Agora, dadõZ ∈ L(B), temos que

Ỹ
〈

X̃, Z̃
〉
= Ỹ

(
〈X,Z〉B◦π

)
= (dπ(Ỹ)〈X,Z〉B)◦π = (Y 〈X,Z〉B◦π.

Logo, da métrica torcida temos

2
〈

∇X̃Ỹ, Z̃
〉
(p,q)

=

(
2
〈

dπ(∇X̃Ỹ),dπ(Z̃)
〉B

p

)
◦π.
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Da Fórmula de Koszul ficamos com
(

2
〈

dπ(∇X̃Ỹ),dπ(Z̃)
〉B
)
◦π = 2

〈
∇X̃Ỹ, Z̃

〉

= Ỹ
〈

X̃, Z̃
〉
+ X̃

〈
Z̃,Ỹ

〉
− Z̃

〈
Ỹ, X̃

〉

−
〈
[Ỹ, Z̃], X̃

〉
−
〈
[X̃, Z̃],Ỹ

〉
−
〈
[Ỹ, X̃], Z̃

〉

= (Y 〈X,Z〉B+X 〈Z,Y〉B−Z〈X,Y〉B

− 〈[Y,Z],X〉B−〈[X,Z],Y〉B−〈[Y,X],Z〉B)◦π

= (2
〈B∇XY,Z

〉B
)◦π, ∀Z̃ ∈ L(B).

Portanto, comodπ
∣∣∣
T(p,q)B

é isomorfismo, segue o resultado. Ainda, comoπ|B×q é

uma isometria, emB, preserva a conexão que depende somente da métrica, ver

(2-2). Portanto,∇ quando aplicado a campos de levantamento da base é a conexão

Riemanniana da baseB, a menos deπ-relacionados.

(b) Do Corolário2.58 e da simetria da conexão, temos 0= [X̃,Ṽ] = ∇X̃Ṽ −∇Ṽ X̃.

Logo ∇X̃Ṽ = ∇Ṽ X̃. Esses campos∇X̃Ṽ e ∇Ṽ X̃ são verticais, pois por (a) e pela

compatibilidade da conexão,

0= X̃
〈

Ṽ,Ỹ
〉
=
〈

∇X̃Ṽ,Ỹ
〉
+
〈

Ṽ,∇X̃Ỹ
〉
⇒
〈

∇X̃Ṽ,Ỹ
〉
=−

〈
Ṽ,∇X̃Ỹ

〉
.

Uma vez que,∇X̃Ỹ ∈ L(B) e Ṽ ∈ L(F).

Agora, dadoW̃ ∈ L(F), pela Fórmula de Koszul

2
〈

∇X̃Ṽ,W̃
〉
= Ṽ

〈
X̃,W̃

〉

︸ ︷︷ ︸
0

+X̃
〈
W̃,Ṽ

〉
−W̃

〈
Ṽ, X̃

〉

︸ ︷︷ ︸
0

−
〈
[Ṽ,W̃], X̃

〉

︸ ︷︷ ︸
0

−

〈
[X̃,W̃]︸ ︷︷ ︸

0

,Ṽ

〉
−

〈
[Ṽ, X̃]︸ ︷︷ ︸

0

,W̃

〉
= X̃

〈
W̃,Ṽ

〉
.

(2-11)

Encontraremos uma expressão parãX
〈

W̃,Ṽ
〉

usando a métrica torcida. Pela
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métrica torcida, em cadax= (p,q) ∈ M, temos que

〈
Ṽ,W̃

〉
(p,q) =

〈
dπx(Ṽ)︸ ︷︷ ︸

0

,dπx(W̃)︸ ︷︷ ︸
0

〉B

p

+( f ◦π(x))2
〈

dσx(Ṽ),dσx(W̃)
〉F

q

= ( f ◦π(p,q))2〈(V ◦σ)(p,q),(W◦σ)(p,q)〉Fq

= f̃ 2(p,q)
(
(〈V,W〉F ◦σ)(p,q)

)
.

Isto é,
〈

Ṽ,W̃
〉
= f̃ 2

(
〈V,W〉F ◦σ

)
e daí

X̃
〈

Ṽ,W̃
〉
= X̃

[
f̃ 2(〈V,W〉F ◦σ)

]
= X̃( f̃ 2)(〈V,W〉F ◦σ)+ f̃ 2

[
X̃(〈V,W〉F ◦σ)

]

= 2 f̃ X̃( f̃ )
(
〈V,W〉F ◦σ

)
+ f̃ 2


dσ(X̃)︸ ︷︷ ︸

0

(〈V,W〉F)




= 2 f̃ X̃( f̃ )

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃ 2
=

2(X̃( f̃ ))

f̃

〈
Ṽ,W̃

〉
,

(2-12)

onde usamos, na penúltima equação, o fato quef̃ 2〈V,W〉F
q ◦ σ =

〈
Ṽ,W̃

〉
(p,q)

.

Comparando (2-11) e (2-12), obtemos

2
〈

∇X̃Ṽ,W̃
〉
=

2X̃( f̃ )

f̃

〈
Ṽ,W̃

〉
, ∀ W̃ ∈ L(F).

Portanto,

∇X̃Ṽ =

(
X̃( f̃ )

f̃

)
Ṽ.

(c) Temos que∇ṼW̃ = H (∇ṼW̃) + V (∇ṼW̃), em cada(p,q) ∈ M. Assim, como

H (∇ṼW̃) ∈ X(M), temos
〈

∇ṼW̃, X̃
〉

=
〈

H (∇ṼW̃), X̃
〉
+
〈

V (∇ṼW̃), X̃
〉

=
〈

H (∇ṼW̃), X̃
〉
, ∀ X̃ ∈ L(B), pois H (∇ṼW̃) ∈ L(B). Daí, dadoX̃ ∈ L(B) vem

que

0= Ṽ
〈

X̃,W̃
〉
=
〈

∇ṼX̃,W̃
〉
+
〈
X̃,∇ṼW̃

〉
.

Logo, de(b),obtemos que

〈
X̃,∇ṼW̃

〉
= −

〈
∇Ṽ X̃,W̃

〉
=−

〈
W̃,

X̃( f̃ )

f̃
Ṽ

〉
=−

X̃( f̃ )

f̃

〈
Ṽ,W̃

〉

= −

〈
X̃,grad f̃

〉

f̃

〈
Ṽ,W̃

〉
=−

〈
X̃,

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃
grad f̃

〉
.
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Ou seja,
〈

X̃,∇ṼW̃
〉
=−

〈
X̃,

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃
∇ f̃

〉
. Isso vale para todõX ∈ L(B) e como

〈
X̃,∇ṼW̃

〉
=
〈

H (∇ṼW̃), X̃
〉

, segue que,

H (∇ṼW̃) =−




〈
Ṽ,W̃

〉

f̃


grad f̃ .

(d) Novamente, temos que∇ṼW̃ = H (∇ṼW̃) + V (∇ṼW̃), em cada(p,q) ∈ M,

V (∇ṼW̃) ∈ X(M), logo
〈

∇ṼW̃,Ũ
〉

=
〈

H (∇ṼW̃),Ũ
〉
+
〈

V (∇ṼW̃),Ũ
〉

=
〈

V (∇ṼW̃),Ũ
〉

∀ Ũ ∈ L(F), pois V (∇ṼW̃) ∈ L(F). Observe que

dπ(V (∇ṼW̃)) = 0, ∀ (p,q) ∈ M, pois V (∇ṼW̃) ∈ L(F). Logo, V (∇ṼW̃) é

π-relacionado com o 0∈ X(B) (campo nulo). Agora, dadõU ∈ L(F), como〈
Ṽ,Ũ

〉
= f̃ 2(〈V,U〉F ◦σ) , temos que

W̃
〈

Ṽ,Ũ
〉

= W̃
[

f̃ 2(〈V,U〉F ◦σ)
]
= W̃( f̃ 2)(〈V,U〉F ◦σ+ f̃ 2

[
W̃(〈V,U〉F ◦σ)

]

= 2 f̃ (W̃( f̃ ))(〈V,U〉F ◦σ)+ f̃ 2
[
(dσ(W̃)〈V,U〉F ◦σ)

]

= 2 f̃ (W̃( f ◦π))(〈V,U〉F ◦σ)+ f̃ 2
[
(W 〈V,U〉F ◦σ

]

= 2 f̃ (dπ(W̃︸ ︷︷ ︸
0

)( f )(〈V,U〉F ◦σ)+ f̃ 2
[
(W 〈V,U〉F)◦σ

]

= f̃ 2
[
(W 〈V,U〉F)◦σ

]
.

Da métrica torcida e da Fórmula de Koszul, temos que

2
〈

∇ṼW̃,Ũ
〉

= 2
〈

V (∇ṼW̃),Ũ
〉
= 2( f̃ )2

(〈
dσ(V (∇ṼW̃)),dσ(Ũ)

〉F
◦σ
)

= W̃
〈

Ṽ,Ũ
〉
+Ṽ

〈
Ũ ,W̃

〉
−Ũ

〈
W̃,Ṽ

〉
−
〈
[W̃,Ũ],Ṽ

〉

−
〈
[Ṽ,Ũ ],W̃

〉
−
〈
[W̃,Ṽ],Ũ

〉

= f̃ 2[(W〈V,U〉F +V 〈U,W〉F −U 〈W,V〉F

− 〈[W,U ],V〉F −〈[V,U ],W〉F −〈[W,V],U〉F)◦σ]

= ( f̃ )2[2
〈F∇VW,U

〉F
)◦σ] = 2( f̃ )2(

〈F∇VW,U
〉F

◦σ).

Como dσ
∣∣∣
T(p,q)F

é isomorfismo, segue quedσ(V (∇ṼW̃)) = ∇F
VW, ou seja,

V (∇ṼW̃) é σ-relacionado com∇F
VW. Portanto,V (∇ṼW̃) = ∇̃F

VW ∈ L(F) é a

conexão Riemanniana em cada fibrap×F , poispσ é uma homotetia em cada fibra

p×F sobre F, e da Proposição2.16, temos que homotetia preserva a conexão.
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�

2.5.1 Curvatura do produto torcido

Nesta seção vamos determinar o tensor curvatura, tensor de Ricci e a curvatura

escalar, em função das correspondentes geometrias deB e F e da função torçãof .

Começamos com a seguinte definição:

Definição 2.64Seja M= B× f F uma variedade produto torcido. Se T é um tensor

covariante em B, olevantamentõT deT a M é exatamente o pullback de T pela projeção

π : M → B, isto é,T̃ := π∗(T).

Observe que esta definição não envolve métrica, portanto sãocorrespondentemente váli-

das para levantamentos deF .

Proposição 2.65Sejam M= B× f F um produto torcido, R, BR e FR os tensores

curvatura Riemanniana de M, B e F, respectivamente. SẽX,Ỹ, Z̃ ∈ L(B) e Ũ ,Ṽ,W̃ ∈

L(F), então

(a) R(X̃,Ỹ)Z̃ ∈ L(B) é o levantamento deBR(X,Y)Z em B.

(b) R(Ṽ, X̃)Ỹ =
H̃ess f(X̃,Ỹ)

f̃
Ṽ , ondeH̃ess f é o levantamento do Hessiano de f a M.

(c) R(X̃,Ỹ)Ṽ = R(Ṽ,W̃)X̃ = 0.

(d) R(X̃,Ṽ)W̃ =

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃
∇X̃grad f̃ .

(e) R(Ṽ,W̃)Ũ = F̃R(Ṽ,W̃)Ũ −

〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃ 2

(〈
Ṽ,Ũ

〉
W̃−

〈
W̃,Ũ

〉
Ṽ
)

.

Na notação acima,̃f = f ◦π.

Demonstração.

(a) Para mostrarmos este item, basta verificar queR
∣∣∣
L(B)

é horizontal eπ-relacionado

a BR , isto é,

dπ(R(X̃,Ỹ)Z̃) = BR((X,Y)Z)◦π.
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De fato, dadõS∈ L(B), tem-se

〈
dπ(R(X̃,Ỹ)Z̃),dπ(S̃)

〉B
=

〈
R(X̃,Ỹ)Z̃, S̃

〉
=
〈

∇Ỹ∇X̃Z̃−∇X̃∇ỸZ̃+∇[X̃,Ỹ]Z̃, S̃
〉

=
〈

∇B
Y∇B

XZ−∇B
X∇B

YZ+∇B
[X,Y]Z,S

〉B
◦π

=
〈BR(X,Y)Z,S

〉B
◦π

=
〈

BR(dπ(X̃),dπ(Ỹ))dπ(Z̃),dπ(S̃)
〉B

◦π

= π∗(BR)(X̃,Ỹ, Z̃, S̃).

R(X̃,Ỹ)Z̃ é horizontal. De fato,

〈
R(X̃,Ỹ)Z̃,Ṽ

〉
= ( f ◦π)2

〈
dσ(R(X̃,Ỹ)Z̃),dσ(Ṽ)

〉F

=
〈

∇Ỹ∇X̃Z̃−∇X̃∇ỸZ̃+∇[X̃,Ỹ]Z̃,Ṽ
〉
= 0.

Logo, R|L(B) = π∗(BR), isto é,R|L(B) é o levantamento deBR.

(b) Como[X̃,Ṽ] = 0, temos que

R(Ṽ, X̃)Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ+∇[Ṽ,X̃]Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ.

Daí, pela Proposição2.63, obtemos que

R(Ṽ, X̃)Ỹ = ∇X̃∇ỸṼ −∇Ṽ∇X̃Ỹ = ∇X̃((Ỹ( f̃ )/ f̃ )Ṽ)− ((∇X̃Ỹ)( f̃ )/ f̃ )Ṽ

= X̃

[
Ỹ( f̃ )

f̃

]
Ṽ +

Ỹ( f̃ )

f̃
∇X̃Ṽ −

∇X̃Ỹ( f̃ )

f̃
Ṽ

=

[
X̃(Ỹ( f̃ ))

f̃
+Ỹ( f̃ )X̃

(
1

f̃

)]
Ṽ +

Ỹ( f̃ )

f̃

X̃( f̃ )

f̃
Ṽ −

∇X̃Ỹ( f̃ )

f̃
Ṽ

=
X̃(Ỹ( f̃ ))

f̃
Ṽ −

Ỹ( f̃ )X̃( f̃ )

f̃ 2
Ṽ +

Ỹ( f̃ )

f̃

X̃( f̃ )

f̃
Ṽ −

∇X̃Ỹ( f̃ )

f̃
Ṽ

=

[
X̃(Ỹ( f̃ ))

f̃
−

∇X̃Ỹ( f̃ )

f̃

]
Ṽ =

H̃ess f(X̃,Ỹ)

f̃
Ṽ.
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(c) Temos que,

R(Ṽ,W̃)X̃ = ∇W̃∇Ṽ X̃−∇Ṽ∇W̃X̃+∇[Ṽ,W̃]X̃

= ∇W̃(
X̃( f̃ )

f̃
Ṽ)−∇Ṽ(

X̃( f̃ )

f̃
W̃)+∇[Ṽ,W̃]X̃

= W̃

[
X̃( f̃ )

f̃

]
Ṽ +

X̃( f̃ )

f̃
∇W̃Ṽ −Ṽ

[
X̃( f̃ )

f̃

]
W̃−

X̃( f̃ )

f̃
∇ṼW̃+∇[Ṽ,W̃]X̃.

Como

X̃( f̃ )(p,q) = X̃( f ◦π)(p,q) = X̃(p,q)( f ◦π)

= dπ(X̃(p,q))( f ) = X(p)( f )◦π = (X( f )◦π)(p,q),

então

Ṽ

[
X̃( f̃ )

f̃

]
=

Ṽ(X̃( f̃ ))

f̃
+ X̃( f̃ )Ṽ

(
1

f̃

)
=

Ṽ(X( f )◦π)
f̃

−
X̃( f̃ )Ṽ( f ◦π)

f̃ 2

=
dπ(Ṽ)(X( f ))

f̃
−

X̃( f̃ )dπ(Ṽ)( f )

f̃ 2
= 0.

O mesmo vale paraW̃

[
X̃( f̃ )

f̃

]
ou qualquer outro campo pertencente aL(F).

Assim,

R(Ṽ,W̃)X̃ =
X̃( f̃ )

f̃

[
∇W̃Ṽ −∇ṼW̃

]
+∇[Ṽ,W̃]X̃ =

X̃( f̃ )

f̃
[W̃,Ṽ]+∇[Ṽ,W̃]X̃

=
X̃( f̃ )

f̃
[W̃,Ṽ]+

X̃( f̃ )

f̃
[Ṽ,W̃] = 0, ∀ X̃ ∈ X(B), ∀ Ṽ,W̃ ∈ X(F),

onde a penúltima igualdade segue da Proposição2.63(b) e a última segue da anti-

simetria do colchete. Portanto, pela simetria do tensor curvatura,
〈

R(X̃,Ỹ)Ṽ,W̃
〉
=

〈
R(Ṽ,W̃)X̃,Ỹ

〉
= 0. Por (a), segue que

〈
R(X̃,Ỹ)Ṽ, Z̃

〉
= −

〈
R(X̃,Ỹ)Z̃,Ṽ

〉
= 0.

Como essas equações valem para todoZ̃ ∈ L(B) eW̃ ∈ L(F), logo

R(X̃,Ỹ)Ṽ = 0, ∀ X̃,Ỹ ∈ L(B), ∀ Ṽ ∈ L(F).

(d) Sabemos que,R(X̃,Ṽ)W̃ é horizontal, pois
〈

R(X̃,Ṽ)W̃,Ũ
〉
=
〈

R(W̃,Ũ)X̃,Ṽ
〉
=

0, por (c). ComoR(Ṽ,W̃)X̃ = 0, pela primeira Identidade de Bianchi, tem-se

queR(X̃,Ṽ)W̃ = −R(W̃, X̃)Ṽ = R(X̃,W̃)Ṽ. Assim, usando as simetrias do tensor
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curvatura e por (b), obtemos

〈
R(X̃,Ṽ)W̃,Ỹ

〉
=

〈
R(Ṽ, X̃)Ỹ,W̃

〉
=

〈
H̃ess f(X̃,Ỹ)

f̃
Ṽ,W̃

〉

=
H̃ess f(X̃,Ỹ)

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃
=

〈
∇X̃grad f̃ ,Ỹ

〉〈
Ṽ,W̃

〉

f̃
.

ComoR(X̃,Ṽ)W̃é horizontal ẽY é qualquer, então

R(X̃,Ṽ)W̃ =

(〈
Ṽ,W̃

〉)

f̃
∇X̃grad f̃ .

(e) DadoX̃ ∈ L(B), R(Ṽ,W̃)Ũ é vertical pois, pela simetria do tensor curvatura e

por (c), tem-se que
〈

R(Ṽ,W̃)Ũ , X̃
〉
=−

〈
R(Ṽ,W̃)X̃,Ũ

〉
= 0. Pela Proposição2.63

tem-se que

∇ṼŨ = V (∇ṼŨ)+H (∇ṼŨ) = F̃∇VU −

〈
Ṽ,Ũ

〉

f̃
grad f̃

e assim,

∇W̃∇ṼŨ = ∇W̃
F̃∇VU −∇W̃




〈
Ũ ,Ṽ

〉

f̃
grad f̃




= F ˜∇W
F∇VU −

〈
F̃∇VU ,W̃

〉

f̃
grad f̃ −

〈
Ũ ,Ṽ

〉

f̃
∇W̃grad f̃

− W̃




〈
Ũ ,Ṽ

〉

f̃


grad f̃ =F ∇̃W

F∇VU −

〈
F̃∇VU ,W̃

〉

f̃
grad f̃

−

〈
Ũ ,Ṽ

〉

f̃

〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃
W̃−W̃




〈
Ũ ,Ṽ

〉

f̃


grad f̃ .

Daí, dadoT̃ ∈ L(F),

〈
∇W̃∇ṼŨ , T̃

〉
=
〈

F∇̃W
F∇VU, T̃

〉
−

〈
Ũ ,Ṽ

〉〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃ 2

〈
W̃, T̃

〉
.
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Agora,

〈
∇[Ṽ,W̃]Ũ , T̃

〉
=

〈
∇[V,W]∼Ũ , T̃

〉
=

〈
F̃∇[V,W]U −

〈
Ũ , [V,W]∼

〉

f̃
grad f̃ , T̃

〉

=
〈

F∇̃[V,W]U , T̃
〉
,

pois gradf̃ = g̃rad f ∈ L(B). Logo,

〈
R(Ṽ,W̃)Ũ, T̃

〉
=

〈
F∇̃W

F∇VU, T̃
〉

−

〈
Ũ ,Ṽ

〉〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃ 2

〈
W̃, T̃

〉
−
〈

F∇̃V
F∇WU, T̃

〉

+

〈
Ũ ,W̃

〉〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃ 2

〈
Ṽ, T̃

〉
+
〈

F∇̃[V,W]U, T̃
〉

=

〈
F∇̃W

F∇VU −

〈
Ũ ,Ṽ

〉〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃ 2
W̃−F ∇̃V

F∇WU

+

〈
Ũ ,W̃

〉〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃ 2
Ṽ +F ∇̃[V,W]U, T̃

〉
,

∀ T̃ ∈ L(F). Portanto,

R(Ṽ,W̃)Ũ = F̃R(Ṽ,W̃)Ũ −

〈
grad f̃ ,grad f̃

〉

f̃ 2

[〈
Ṽ,Ũ

〉
W̃−

〈
W̃,Ũ

〉
Ṽ
]
.

�

Corolário 2.66 Sejam M=B× f F um produto torcido, com dimF=m> 1, X̃,Ỹ ∈L(B)

e Ṽ, W̃ ∈ L(F). Então,

(a) Ric(X̃,Ỹ) = BRic(X,Y)−
d

f̃
H̃ess f(X̃,Ỹ).

(b) Ric(X̃,Ṽ) = 0.

(c) Ric(Ṽ,W̃) = FRic(V,W)−

(
∆B f

f
+(m−1)

〈grad f,grad f〉
f 2

)〈
Ṽ,W̃

〉
.

Demonstração. Seja {ẽ1, ..., ẽn, ẽn+1, ..., ẽn+d} um referencial ortonormal local emM,

comẽi ∈ L(B), ẽj ∈ L(F), de tal forma que 1≤ i ≤ n, n+1≤ j ≤ n+d, ondedimB= n

e dimF= m.



2.5 Variedade Produto Torcido 46

(a) Da Definição2.33o tensor de Ricci em̃X,Ỹ é dado por

Ric(X̃,Ỹ) =
n+m

∑
s=1

〈
R(X̃, ẽs)Ỹ, ẽs

〉
.

No entanto, parai = 1, ...,n, pela Proposição2.65(a) temos que

〈
R(X̃, ẽi)Ỹ, ẽi

〉
=
〈

BR̃(X,ei)Y, ẽi

〉
=
〈 BR(X,ei)Y,ei

〉B
◦π

e para j = n+1, ...,n+m, pela Proposição2.65(b) obtemos

〈
R(X̃, ẽj)Ỹ, ẽj

〉
=−

〈
R(ẽj , X̃)Ỹ, ẽj

〉
= −

〈
H̃ess f(X̃,Ỹ)

f̃
ẽj , ẽj

〉

= −
H̃ess f(X̃,Ỹ)

f̃
.

Assim,

Ric(X̃,Ỹ) =
n+m

∑
s=1

〈
R(X̃, ẽs)Ỹ, ẽs

〉
=

n

∑
i=1

〈
R(X̃, ẽi)Ỹ, ẽi

〉
+

n+m

∑
j=n+1

〈
R(X̃, ẽj)Ỹ, ẽj

〉

=
n

∑
i=1

〈 BR(X,ei)Y,ei
〉B

◦π+
n+m

∑
j=n+1

−
H̃ess f(X̃,Ỹ)

f̃

=

[
BRic(X,Y)−

d
f
Hess f(X,Y)

]
◦π.

(b) Observe agora que, parai = 1, ...,n, j = n+1, ...,n+d, e pela Proposição2.65(c)

temos queR(X̃, ẽi)Ṽ = 0 e
〈

R(X̃, ẽj)Ṽ, ẽj

〉
=
〈

R(Ṽ, ẽj)X̃, ẽj

〉
= 0, portanto

Ric(X̃,Ṽ)=
n+m

∑
s=1

〈
R(X̃, ẽs)Ṽ, ẽs

〉
=

n

∑
i=1

〈
R(X̃, ẽi)Ṽ, ẽi

〉
+

n+m

∑
j=n+1

〈
R(X̃, ẽj)Ṽ, ẽj

〉
=0.

(c) Por último, parai = 1, ...,n, j = n+ 1, ...,n+ d, pela Proposição2.65(d) e pela

Proposição2.65(e) temos que

〈
R(Ṽ, ẽi)W̃, ẽi

〉
=
〈
−R(ẽi ,Ṽ)W̃, ẽi

〉
=−

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃

〈
∇ẽi ∇ f̃ , ẽi

〉
,

〈
R(Ṽ, ẽj)W̃, ẽj

〉
=

〈
FR(̃V,ej)W−

〈
∇ f̃ ,∇ f̃

〉

f̃ 2

[〈
Ṽ,W̃

〉
ẽj −

〈
W̃, ẽj

〉
Ṽ
]
, ẽj

〉
.
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Daí,

Ric(Ṽ,W̃) =
n+m

∑
s=1

〈
R(Ṽ, ẽs)W̃, ẽs

〉
=

n

∑
i=1

〈
R(Ṽ, ẽi)W̃, ẽi

〉
+

n+m

∑
j=n+1

〈
R(Ṽ, ẽj)W̃, ẽj

〉

=−

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃

n

∑
i=1

〈
∇ẽi ∇ f̃ , ẽi

〉
+

n+m

∑
j=n+1

〈
FR(̃V,ej)W̃, ẽj

〉

−

〈
∇ f̃ ,∇ f̃

〉

f̃ 2

[〈
Ṽ,W̃

〉 n+m

∑
j=n+1

〈
ẽj , ẽj

〉
−

n+m

∑
j=n+1

〈
W̃, ẽj

〉〈
Ṽ, ẽj

〉]

=−

〈
Ṽ,W̃

〉

f̃
(∆B f ◦π)+

n+m

∑
j=n+1

f̃ 2(
〈 FR(V,ej)W,ej

〉F
◦σ)

−

〈
∇ f̃ ,∇ f̃

〉

f̃ 2
[d
〈

Ṽ,W̃
〉
−
〈

Ṽ,W̃
〉
]

= f̃ 2( FRic(V,W)◦σ)−
[(

∆B f
f

+(m−1)
〈∇ f ,∇ f 〉

f 2

)
◦π
]〈

Ṽ,W̃
〉
.

�



CAPÍTULO 3
Métricas quasi-Einstein

Neste capítulo estudaremos a métrica produto torcido e variedades quasi-

Einstein. Obteremos resultados de rigidez que serão de grande importância para a de-

monstração do nosso resultado principal.

Chamamos a tripla(M,g, f ) (uma variedade Riemanniana(M,g) com uma

função f deM)(m-) quasi-Einstein se satisfaz a equação

Ricm
f = Ric+Hess f−

1
m

d f ⊗d f = λg,

para algumλ ∈ R.

Quandom = ∞ é exatamente a equação do gradiente Ricci soliton, isto é,

Ric+Hess f= λg. Casoλ seja uma função, então temos um quase Ricci soliton gradiente.

Quandom é um inteiro positivo, corresponde ao produto torcido de métricas

Einstein. No decorrer da dissertação trabalharemos um pouco sobre esse assunto, pois

este é de grande importância para a demonstração de nosso resultado principal.

Quandof é constante, trata-se da equação de Einstein, isto é,Ric= λg. Chama-

remos assim, uma métrica quasi-Einstein de trivial quandof é constante.

3.1 Métrica produto torcido Einstein

Nesta seção, vamos mostrar que quandomé um inteiro positivo a métrica quasi-

Einstein (1-2) corresponde a alguma métrica produto torcido Einstein.

Recordemos que dada duas variedades Riemannianas(Mn,gM),(Fm,gF) e uma

função suave positivau de M, a métrica produto torcido deM × F é definida por

g= gM +u2gF . Denotamos isto porM×u F.

Quando 0< m< ∞, consideremosu= e−
f
m ⇒ f =−mlogu.

Considerando uma variedade com métrica quasi-Einstein, sabemos que a equa-

ção (1-2) é satisfeita, a saber

Ricm
f = Ric+Hess f−

1
m

d f ⊗d f = λg.
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Vamos agora mostrar que essa equação é equivalente aRic−
m
u

Hessu= λg. Para

isso, seja (U,X) um sistema de coordenadas em torno de um ponto p∈ M e{
∂

∂xi
} a base

associada aX. Então,

∇ f = ∑
i, j

gi j ∂ f
∂x j

∂
∂xi

, Hess f(
∂

∂xi
,

∂
∂x j

) =
∂2 f

∂xi∂x j
−∑

l
Γl

i j
∂ f
∂xl

,

Ri j = Ric(
∂

∂xi
,

∂
∂x j

) = ∑
k

Rk
ik j .

Note que d fpv = 〈∇ f (p),v〉, v ∈ TpM, d f(
∂

∂xi
) =

∂ f
∂xi

e d fp ⊗ d fp(
∂

∂xi
,

∂
∂x j

) =

d fp(
∂

∂xi
)d fp(

∂
∂x j

).

Daí, (1-2) é igual a

∑
k

Rk
ik j +

∂2 f
∂xi∂x j

−∑
l

Γl
i j

∂ f
∂xl

−
1
m

d fp(
∂

∂xi
)d fp(

∂
∂x j

) = λgi j . (3-1)

Como f =−mlogu, temos

∂ f
∂xr

=−m
∂

∂xr
(logu) =−m

∂u
∂xr

u
, d f(

∂
∂xi

) =
∂ f
∂xi

,

∂2 f
∂xi∂x j

=−m

∂2u
∂xi∂x j

u− ∂u
∂xi

∂u
∂x j

u2 .

Assim, a equação (3-1) se transforma em,

∑
k

Rk
ik j −m

∂2u
∂xi∂x j

u− ∂u
∂xi

∂u
∂x j

u2 +
m
u

∑
l

Γl
i j

∂u
∂xl

−
m
u2

∂u
∂xi

∂u
∂x j

= λgi j

⇒ ∑
k

Rk
ik j −

m
u

∂2u
∂xi∂x j

+
m
u2

∂u
∂xi

∂u
∂x j

+
m
u

∑
l

Γl
i j

∂u
∂xl

−
m
u2

∂u
∂xi

∂u
∂x j

= λgi j

⇒ ∑
k

Rk
ik j −

m
u

∂2u
∂xi∂x j

+
m
u

∑
l

Γl
i j

∂u
∂xl

= λgi j

⇒ ∑
k

Rk
ik j −

m
u

(
∂2u

∂xi∂x j
−∑

l
Γl

i j
∂u
∂xl

)
= λgi j .

Portanto,

Ric−
m
u

Hessu= λg. (3-2)

Assim, podemos usar a (3-2) para estudar (1-2) quandom é finito, ou vice-versa.

Uma variedade RiemannianaM é chamadaEinstein se o tensor de Ricci é

proporcional ao tensor métricog, isto é, Ric= λg, onde λ é uma constante em
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M.

No resultado seguinte denotaremos porRic, RicB, RicF o tensor curvatura de

Ricci de M, B e F, respectivamente eg, gB, gF o tensor métrico deM, B e F,

respectivamente. Logo segue que:

Proposição 3.1O produto torcido M= B×u F é Einstein com Ric= λg se, e somente

se,

RicB = λgB+
m
u

Hess u, (3-3)

F é Einstein com RicF = µgF , (3-4)

u∆u+(m−1)|grad u|2+λu2 = µ. (3-5)

Demonstração. Assumindo queB×u F é Einstein, então das equações de Ricci do

produto torcido Corolário2.66temos que

Ric(X̃,Ỹ) = RicB(X,Y)−
m
u

Hessũ(X̃,Ỹ) = λg(X̃,Ỹ),

ondemé a dimensão deF e X̃,Ỹ ∈ L(B). Portanto, isolandoRicB e usando a definição

de métrica produto torcido temos

RicB = λgB+
m
u

Hess u.

Seguindo com as equações de Ricci do produto torcido, temos

Ric(Ṽ,W̃) = RicF(V,W)−

(
∆u
u

+
(m−1)

u2 〈grad u,grad u〉

)
g(Ṽ,W̃) = λg(Ṽ,W̃),

onde Ṽ,W̃ ∈ L(F). Usando a métrica produto torcido, a equação acima torna-se

RicF(V,W) = (u∆u+(m−1)〈grad u,grad u〉)gF(V,W)+λu2gF(V,W)

=
(
u∆u+(m−1)|grad u|2+λu2)gF(V,W).

Temos que o termo entre parênteses que multiplica a métricagF é constante em relação

a F, pois depende somente da função torçãou que está definida emB. Sendo assim,

chamandou∆u+(m−1)|grad u|2+λu2 de µ, temos

RicF(V,W) = µgF(V,W).

Ou seja,F é Einstein com constanteµ= u∆u+(m−1)|grad u|2+λu2.
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Reciprocamente, assumindo que valem as Equações (3-3),(3-4) e (3-5) e usando

novamente a Equação de Ricci do produto torcido vemos que

Ric(X̃,Ỹ) = RicB(X,Y)−
m
u

Hessũ(X̃,Ỹ) = λg(X̃,Ỹ),

Ric(X̃,Ṽ) = 0= λg(X̃,Ṽ),

poisλgB(X,Y) = λg(X̃,Ỹ) eg(X̃,Ṽ) = 0.

Finalmente, temos

Ric(Ṽ,W̃) = RicF(V,W)−

(
∆u
u

+
(m−1)

u2 |grad u|2
)

g(Ṽ,W̃)

=
µ
u2g(Ṽ,W̃)−

(
∆u
u

+
(m−1)

u2 |grad u|2
)

g(Ṽ,W̃)

=

(
u∆u+(m−1)|grad u|2+λu2

u2

)
g(Ṽ,W̃)

−

(
∆u
u

+
(m−1)

u2 |grad u|2
)

g(Ṽ,W̃)

= λg(Ṽ,W̃),

o que mostra queRic= λg, ou sejaB×u F é Einstein, provando assim o resultado.�

Teorema 3.2 (M,g) satisfaz a equação(1-2) se, e somente se, a métrica produto torcido

M×
e−

f
m

Fm é Einstein, onde Fm é uma variedade Einstein m-dimensional com constante

de Einstein µ satisfazendo

µe
2
m f = λ−

1
m
(∆ f −|∇ f |2). (3-6)

Demonstração. A demonstração decorre imediatamente do Teorema anterior, fazendo

u= e−
f
m. �

O próximo teorema é encontrado no Kim-Kim,e ele nos mostra como construir

produtos torcidos desde que temos alguma propriedades válidas, ver [13].

Teorema 3.3 Seja(Bk,gB) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão k≥ 2.

Suponha que f é uma função não constante e suave de B satisfazendo (3-3) para uma

constanteλ ∈ R e um número natural m. Então, f satisfaz(3-5) para uma constante

µ∈ R. Assim, para um espaço de Einstein compacto(F,gF) de dimensão m com RicF =

µgF , conseguimos um espaço com produto torcido Einstein compacto M = B× f F com

Ric= λg.
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3.2 Fórmula e Rigidez para métricas quasi-Einstein

Nesta seção demonstraremos algumas fórmulas e resultados de rigidez para

métricas quasi-Einstein. Estes resultados são importantes para a demonstração do nosso

resultado principal.

Proposição 3.4Sejam M uma variedade Riemanniana e X∈ X(M) qualquer, então

div(LXg)(X) =
1
2

∆|X|2−|∇X|2+Ric(X,X)+DXdivX. (3-7)

Sendo X= ∇ f e Z∈ X(M), então

div(LXg)(Z) = 2Ric(Z,X)+2DZdivX. (3-8)

Demonstração. Dado um referencial geodésico{ei}
n
i=1 em uma vizinhança dep ∈ M

qualquer eX ∈ X(M), temos que

div(LXg)(X) =
n
∑

i=1
(∇ei LXg)(ei ,X)

=
n
∑

i=1
∇ei (LXg(ei ,X))−

n
∑
i=1

LXg(∇ei ei ,X)−
n
∑
i=1

LXg(ei ,∇ei X)

=
n
∑

i=1
∇ei (g(∇ei X,X)+g(ei,∇XX))−

n
∑
i=1

(g(∇∇ei ei X,X)+g(∇ei ei ,∇XX))

−
n
∑

i=1
(g(∇ei X,∇ei X)+g(ei,∇∇ei X

X))

=
n
∑

i=1
∇ei g(∇ei X,X)+

n
∑
i=1

∇ei g(ei ,∇XX))−
n
∑
i=1

(g(∇ei X,∇ei X)−
n
∑
i=1

g(ei ,∇∇ei X
X)).

Agora, note que sendo∇
1
2
|X|2 =

n
∑
j=1

α jej , temos que

α j = g(∇
1
2
|X|2,ej) = ∇ej (

1
2
|X|2) = g(∇ej X,X).

Assim,

∇
1
2
|X|2 =

n
∑
j=1

g(∇
1
2
|X|2,ej)ej =

n
∑
j=1

g(∇ej X,X)ej .

Daí,

∆
1
2
|X|2 = div(∇(

1
2
|X|2)) = div(

n
∑
j=1

g(∇
1
2
|X|2,ej)ej)

=
n
∑

i=1

n
∑
j=1

∇ei g(∇
1
2
|X|2,ej)(ej ,ei) =

n
∑

i=1
∇ei g(∇

1
2
|X|2,ei)

=
n
∑

i=1
(g(∇ei ∇

1
2
|X|2,ei)+g(∇

1
2
|X|2,∇ei ei) =

n
∑

i=1
g(∇ei ∇

1
2
|X|2,ei).
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Além disso,

∇ei ∇
1
2
|X|2 = ∇ei (

n
∑
j=1

g(∇ej X,X)ej) =
n
∑
j=1

g(∇ej X,X)∇eiej +
n
∑
j=1

∇ei (g(∇ej X,X)ej)ej

=
n
∑
j=1

∇ei(g(∇ej X,X)ej)ej .

Logo,

∆
1
2
|X|2 =

n
∑

i=1
g(

n
∑
j=1

∇ei (g(∇ej X,X)ej)ej ,ei) =
n
∑
j=1

n
∑

i=1
∇ei(g(∇ej X,X))g(ei,ej)

=
n
∑

i=1
∇ei(g(∇ei X,X)).

Lembrando que,∇X =
n
∑

i=1
∇ei X podemos concluir que|∇X|2 =

n
∑

i=1
g(∇ei X,∇eiX). Então,

(divLXg)(X) =
n
∑

i=1
∇ei g(∇ei X,X)+

n
∑

i=1
∇ei g(ei ,∇XX))

−
n
∑

i=1
(g(∇eiX,∇ei X)−

n
∑

i=1
g(ei ,∇∇ei X

X))

= ∆
1
2
|X|2+

n
∑

i=1
∇ei g(ei ,∇XX))−|∇X|2−

n
∑

i=1
g(ei ,∇∇ei X

X))

= ∆
1
2
|X|2−|∇X|2+

n
∑

i=1
g(∇ei ei ,∇XX)+

n
∑

i=1
g(ei ,∇ei ∇XX))

−
n
∑

i=1
g(ei,∇∇ei X

X))

= ∆
1
2
|X|2−|∇X|2+

n
∑

i=1
g(ei ,∇2

ei ,XX).

Portanto,

(divLXg)(X) = ∆
1
2
|X|2−|∇X|2+

n
∑

i=1
g(ei ,∇2

ei ,XX).

Note ainda que,

Ric(X,X) =
n
∑

i=1
g(R(ei,X)X,ei) =

n
∑

i=1
g(∇2

ei ,XX−∇2
X,ei

X,ei).

Logo,

(divLXg)(X) = ∆
1
2
|X|2−|∇X|2+Ric(X,X)+

n
∑

i=1
g(∇2

X,ei
X,ei).

Usando queX =
n
∑
j=1

x jej , encontramos que

∇Xei =
n

∑
j=1

x j∇ej ei = 0=
n

∑
j=1

x j∇ei ej = ∇ei X.
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Desta forma,

DXdivX = DX

n
∑

i=1
g(∇ei X,ei) =

n
∑

i=1
∇Xg(∇ei X,ei)

=
n
∑

i=1
g(∇X∇ei X,ei)+

n
∑

i=1
g(∇ei X,∇Xei)

=
n
∑

i=1
g(∇2

X,ei
X,ei)+

n
∑

i=1
g(∇∇Xei X),ei)

=
n
∑

i=1
g(∇2

X,ei
X,ei).

Portanto,

div(LXg)(X) =
1
2

∆|X|2−|∇X|2+Ric(X,X)+DXdivX.

Além disso, sendoX = ∇ f , então para todoZ,Y ∈ X(M), temos

g(∇ZX,Y) = Hess f(Z,Y) = Hess f(Y,Z) = g(Z,∇YX).

Daí,

(divLXg)(Z) = traço{Y(p) 7→ ∇YLXg(z)}=
n
∑

i=1
(∇ei LXg)(ei,Z)

=
n
∑

i=1
∇ei (LXg(ei ,Z))−

n
∑

i=1
LXg(∇ei ei ,Z)−

n
∑

i=1
LXg(ei ,∇ei Z)

=
n
∑

i=1
∇ei (g(∇ei X,Z)+g(ei,∇ZX))−

n
∑

i=1
(g(∇eiX,∇ei Z)+g(ei ,∇ZX))

=
n
∑

i=1
[∇ei (g(∇ZX,ei)+g(ei ,∇ZX))]−

n
∑

i=1
(g(∇∇ei Z

X,ei)+g(ei ,∇∇ei Z
X))

=
n
∑

i=1
∇ei (2g(∇ZX,ei)−2

n
∑

i=1
g(∇∇ei Z

X,ei)

=
n
∑

i=1
(2g(∇ei ∇ZX,ei)+(2g(∇ZX,∇eiei)−2

n
∑

i=1
g(∇∇ei Z

X,ei)

= 2
n
∑

i=1
(g(∇ei ∇ZX,ei)+g(∇∇ei Z

X,ei)) = 2
n
∑

i=1
g(∇2

ei ,ZX,ei)

= 2
n
∑

i=1
[g(R(ei,Z)X,ei)+g(∇2

Z,ei
X,ei)

= 2Ric(Z,X)+2
n
∑

i=1
g(∇2

Z,ei
X,ei)

= 2Ric(Z,X)+2DZdivX.

Logo,

(divLXg)(Z) = 2Ric(Z,X)+2DZdivX.

�

O seguinte Corolário será útil na demonstração de um resultado posterior.

Corolário 3.5 Quando X= ∇ f é um campo gradiente, a equação (3-7) se transforma



3.2 Fórmula e Rigidez para métricas quasi-Einstein 55

em

2(divHess f)(∇ f ) =
1
2

∆|∇ f |2−|Hess f|2+Ric(∇ f ,∇ f )+ 〈∇ f ,∇∆ f 〉. (3-9)

Na notação de (1,1)-tensor,

div∇∇ f = Ric∇ f +∇∆ f . (3-10)

Demonstração. Temos agora que seX = ∇ f , então LXg(Y,Z) = 2Hess f(Y,Z) e

DXdivX = 〈∇ f ,∇∆ f 〉.

De fato,

∇2 f (Y,Z) = g(∇Y∇ f ,Z) e

LXg(Y,Z) = g(∇YX,Z)+g(Y,∇ZX) = g(∇YX,Z)+g(∇YX,Z) = 2g(∇YX,Z)

⇒ LXg(Y,Z) = 2Hess f(Y,Z).

Temos também que,

D∇ f div∇ f =
n
∑

i=1
g(∇∇ f ∇ei ∇ f ,ei) =

n
∑

i=1
g(∇ n

∑
k=1

∇ek( f )ek
∇ei ∇ f ,ei)

=
n
∑

i=1

n
∑

k=1
g(∇ek( f )∇ek∇ei ∇ f ,ei) =

n
∑

i=1

n
∑

k=1
g(∇ek( f )∇ek∇ei

n
∑
j=1

∇ej ( f )ej ,ei)

=
n
∑

i=1

n
∑

k=1
∇ek( f )∇ek(∇ei (∇ei( f )))

e

〈∇ f ,∇∆ f 〉 = 〈
n
∑

k=1
[∇ek( f )ek,∇(

n
∑

i=1
∇ei(∇ei ( f ))− (∇eiei)( f ))]〉

= 〈
n
∑

k=1
∇ek( f )ek,

n
∑

i=1
[∇(∇ei(∇ei ( f )))−∇(∇eiei)( f )]〉

= 〈
n
∑

k=1
∇ek( f )ek,

n
∑

i=1
[

n
∑
j=1

[∇ej (∇ei(∇ei( f )))ej −∇ej ((∇ei ei)( f ))ej ]]〉

=
n
∑

k=1

n
∑

i=1
∇ek( f )[∇ek(∇ei (∇ei( f )))−∇ek((∇ei ei)( f ))]

=
n
∑

k=1

n
∑

i=1
∇ek( f )∇ek(∇ei(∇ei( f ))).

Portanto, de fato,〈∇ f ,∇∆ f 〉= D∇ f div∇ f . Concluímos assim de (3-7) que,

2(divHess f)(∇ f ) =
1
2

∆|∇ f |2−|Hess f|2+Ric(∇ f ,∇ f )+ 〈∇ f ,∇∆ f 〉.
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Como
1
2

LXg= ∇∇ f , a equação (3-8) na forma de (1,1)-tensor pode ser escrito

div∇∇ f = Ric∇ f +∇∆ f .

�

Tomando o traço de (1-2), obtemos

R+∆ f −
1
m
|∇ f |2 = λn, (3-11)

ondeR é a curvatura escalar.

Proposição 3.6Valem as seguintes igualdades:

(i) div(d f ⊗d f) = ∆ f d f +(∇∇ f ∇ f )∗, (3-12)

(ii) (∇∇ f ∇ f )∗(∇ f ) = Hess f(∇ f ,∇ f ), (3-13)

(iii ) div(Ric(∇ f )) = 〈divRic,∇ f 〉+ tr(Ric◦Hess f), (3-14)

(iv) tr(Ric◦ (d f ⊗d f)) = Ric(∇ f ,∇ f ). (3-15)

Demonstração. (i) De fato, tomemos{ei}
n
i=1 um referencial geodésico, assim

div(d f ⊗d f)(ei) = div(d f(ei)∇ f ) = d f(ei)∆ f +∇ f (d f(ei))

= d f(ei)∆ f + 〈∇∇ f ∇ f ,ei〉+ 〈∇ f ,∇∇ f ei〉

= ∆ f d f(ei)+(∇∇ f ∇ f )∗(ei).

(ii) De fato, por definição,Hess f(X,Y) = 〈∇X∇ f ,Y〉, isto é

Hess f(∇ f ,∇ f ) = 〈∇∇ f ∇ f ,∇ f 〉= (∇∇ f ∇ f )∗(∇ f ).

(iii) De fato,

div(Ric(∇ f )) =
n
∑

i=1
g(∇ei(Ric(∇ f )),ei)

=
n
∑

i=1
g((∇eiRic)(∇ f )+Ric(∇ei ∇ f ,ei)

=
n
∑

i=1
g((∇eiRic)(∇ f ),ei)+

n
∑

i=1
g(Ric(Hess f(ei)),ei)

= 〈divRic,∇ f 〉+ tr(Ric◦Hess f).
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(iv) De fato,

tr(Ric◦ (d f ⊗d f)(ei ,ej)) = ∑
i

Ric(ei,ej)d f(ei)d f(ei) = ∑
i

Ric(d f(ei)ei,d f(ei)ei)

= Ric(∑
i

d f(ei)ei ,∑
i

d f(ei)ei) = Ric(∇ f ,∇ f )

�

O Lema a seguir apresenta algumas fórmulas para métricas quasi-Einstein que serão muito

úteis nos resultados posteriores.

Lema 3.7 Se Ricmf = λg, então

1
2

∆|∇ f |2 = |Hess f|2−Ric(∇ f ,∇ f )+
2
m
|∇ f |2∆ f , (3-16)

1
2

∇R=
m−1

m
Ric(∇ f )+

1
m
(R− (n−1)λ)∇ f , (3-17)

1
2

∆R−
m+2
2m

∇∇ f R =
m−1

m
tr(Ric◦ (λI −Ric))−

1
m
(R−nλ)(R− (n−1)λ)

= −
m−1

m

∣∣Ric−
1
n

Rg
∣∣2

−
m+n−1

mn
(R−nλ)

(
R−

n(n−1)
m+n−1

λ
)
. (3-18)

Demonstração. Primeiramente demonstraremos (3-16).

De (3-9), temos que

1
2

∆|∇ f |2 = 2(divHess f)(∇ f )+ |Hess f|2−Ric(∇ f ,∇ f )−〈∇ f ,∇∆ f 〉. (3-19)

Aplicando o divergente em (1-2) e sendodivg= 0, temos

divRic+divHess f− 1
mdiv(d f ⊗d f) = λdivg= 0.

Da equação (3-12), temos

divRic+divHess f−
1
m

∆ f d f −
1
m
(∇∇ f ∇ f )∗ = 0, (3-20)

ondeX∗ é o dual do campoX. Usando (2-6), temos

∇R
2

+divHess f−
1
m

∆ f d f −
1
m
(∇∇ f ∇ f )∗ = 0

⇔ ∇R+2divHess f−
2
m

∆ f d f −
2
m
(∇∇ f ∇ f )∗ = 0.
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Daí, pela equação (3-13), temos

2divHess f(∇ f ) =−〈∇R,∇ f 〉+
2
m

∆ f |∇ f |2+
2
m

Hess f(∇ f ,∇ f ). (3-21)

Aplicando a derivada covariante em (3-11), temos

∇R+∇∆ f −
1
m

∇|∇ f |2 = 0. (3-22)

Substituindo (3-22) em (3-21), temos

2divHess f(∇ f ) = 〈∇∆ f −
1
m

∇|∇ f |2,∇ f 〉+
2
m

∆ f |∇ f |2+
2
m

Hess f(∇ f ,∇ f ).

Substituindo a expressão acima em (3-19), temos

1
2

∆|∇ f |2 = 〈∇∆ f −
1
m

∇|∇ f |2,∇ f 〉+
2
m

∆ f |∇ f |2+
2
m

Hess f(∇ f ,∇ f )

+ |Hess f|2−Ric(∇ f ,∇ f )−〈∇ f ,∇∆ f 〉

= 〈∇∆ f ,∇ f 〉−
1
m
〈∇|∇ f |2,∇ f 〉+

2
m

∆ f |∇ f |2

+
2
m

Hess f(∇ f ,∇ f )+ |Hess f|2−Ric(∇ f ,∇ f )−〈∇ f ,∇∆ f 〉

= |Hess f|2−Ric(∇ f ,∇ f )+
2
m

∆ f |∇ f |2.

Portanto, chegamos na equação (3-16).

Agora mostraremos (3-17).

Substitua (3-20) em (2-6), assim

∇R = 2divRic=−2divHess f+
2
m

∆ f d f +
2
m
(∇∇ f ∇ f )∗

= −2divHess f+
2
m

∆ f ∇ f +
2
m

∇∇ f ∇ f .

Substituindo (3-10) na equação acima, e usando a equação (3-22), obtemos que

∇R = −2Ric(∇ f )−2∇∆ f +
2
m

∆ f ∇ f +
2
m

∇∇ f ∇ f

= −2Ric(∇ f )+2∇R−
2
m

∇|∇ f |2+
2
m

∆ f ∇ f +
2
m

∇∇ f ∇ f

= −2Ric(∇ f )+2∇R−
2
m

∇∇ f ∇ f +
2
m

∆ f ∇ f ,

que acarreta em,

∇R= 2Ric(∇ f )+
2
m

∇∇ f ∇ f −
2
m

∆ f ∇ f . (3-23)
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De (1-2), temos queRicm
f = Ric+Hess f−

1
m

d f ⊗d f = λg. Assim,

Ric(∇ f ,∇ f )+Hess f(∇ f ,∇ f )−
1
m

d f ⊗d f(∇ f ,∇ f ) = λg(∇ f ,∇ f )

⇔ Ric(∇ f ,∇ f )+(∇∇ f ∇ f )(∇ f )−
1
m

d f(∇ f )d f(∇ f ) = λ|∇|2

⇔ Ric(∇ f ,∇ f )+(∇∇ f ∇ f )(∇ f )−
1
m
|∇ f |2|∇ f |2 = λ|∇|2

⇔ (∇∇ f ∇ f )(∇ f ) =
1
m
|∇ f |2|∇ f |2+λ|∇ f |2−Ric(∇ f ,∇ f )

⇔ (∇∇ f ∇ f ) =

(
1
m
|∇ f |2+λ

)
∇ f −Ric(∇ f ).

Substituindo a equação acima em (3-23) e depois usando (3-11), temos

∇R
2

= Ric(∇ f )+
1
m

[(
1
m
|∇ f |2+λ

)
∇ f −Ric(∇ f )

]
−

1
m

∆ f ∇ f

= Ric(∇ f )+
1
m

(
1
m
|∇ f |2+λ

)
∇ f −

1
m

Ric(∇ f )−
1
m

∆ f ∇ f

=
m−1

m
Ric(∇ f )+

1
m
(λ+R+∆ f −λn−∆ f )∇ f

=
m−1

m
Ric(∇ f )+

1
m
(R− (n−1)λ)∇ f .

Com isso, chegamos na equação (3-17).

Partiremos agora para a demonstração de (3-18).

Tomando o divergente da equação (3-17), temos

∆R
2

=
m−1

m
div(Ric(∇ f ))+

1
m

div((R− (n−1)λ)∇ f ). (3-24)

Temos, por propriedade do divergente, que,

div((R− (n−1)λ)∇ f ) = (R− (n−1)λ)∆ f + 〈∇R,∇ f 〉. (3-25)

Então, usando (2-6), (3-9) e (1-2) na equação (3-14), e a identidade (3-15), temos
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div(Ric(∇ f )) = 〈divRic,∇ f 〉+ tr(Ric◦Hess f)

= 〈
∇R
2

,∇ f 〉+ tr

(
Ric◦

(
1
m

d f ⊗d f +λg−Ric

))

= 〈
∇R
2

,∇ f 〉+ tr

(
Ric◦

(
1
m

d f ⊗d f

))
+ tr(Ric◦ (λg−Ric))

=

〈
∇R
2

,∇ f

〉
+

1
m

Ric(∇ f ,∇ f )+ tr(Ric◦ (λg−Ric))

=

〈
∇R
2

,∇ f

〉
+

1
m−1

(〈
∇R
2

,∇ f

〉
−

1
m
(R− (n−1)λ)|∇ f |2)

)

+ tr(Ric◦ (λg−Ric)).

Assim, colocando a expressão acima e (3-25) em (3-24) e usando (3-11), obte-

mos

∆R
2

=
m−1

m

[
〈
∇R
2

,∇ f 〉+
1

m−1

(
〈
∇R
2

,∇ f 〉−
1
m
(R− (n−1)λ)|∇ f |2

)

+ tr(Ric◦ (λg−Ric))
]
+

1
m
[(R− (n−1)λ)∆ f + 〈∇R,∇ f 〉]

=
m−1
2m

〈∇R,∇ f 〉+
1

2m
〈∇R,∇ f 〉−

1
m2(R− (n−1)λ)|∇ f |2)

+
m−1

m
tr(Ric◦ (λg−Ric))+

1
m
(R− (n−1)λ)∆ f +

1
m
〈∇R,∇ f 〉

=
m+2
2m

〈∇R,∇ f 〉−
1
m
(R− (n−1)λ)

(
|∇ f |2

m
−∆ f

)

+
m−1

m
tr(Ric◦ (λg−Ric))

=
m+2
2m

〈∇R,∇ f 〉−
1
m
(R− (n−1)λ)(R+∆ f −λn−∆ f )

+
m−1

m
tr(Ric◦ (λg−Ric))

=
m+2
2m

∇∇ f R−
1
m
(R− (n−1)λ)(R−λn)+

m−1
m

tr(Ric◦ (λg−Ric)).

ComoRicé um operador auto-adjunto, pelo Teorema Espectral, existeuma base

de autovetores{ei}
n
i=1, tais queRic(ei) = λiei .

Assim,R=
n
∑

i=1
λi e |Ric|2 = tr(Ric(Ric)∗) =

n
∑

i=1
λ2

i , onde(Ric)∗ é a adjunta do

tensor de Ricci na forma de (1,1)-tensor. Assim,

tr(Ric◦ (λI −Ric)) =
n
∑

i=1
λi(λ−λi) =

n
∑

i=1
λiλ−

n
∑

i=1
λ2

i

= λR−|Ric|2.
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Denotando porg∗ a adjunta do tensor métrico na forma de (1,1)-tensor, temos

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

= tr{(Ric−
1
n

Rg)(Ric−
1
n

Rg)∗}

= tr{(Ric−
1
n

Rg)((Ric)∗−
1
n

Rg∗}

= tr{Ric(Ric)∗}−
1
n

Rtr(Ricg∗)−
1
n

Rtr(g(Ric)∗)−
1
n2R2tr(gg∗)}

= |Ric|2−
1
n

R
n
∑

i=1
λi −

1
n

R
n
∑

i=1
λi −

1
n2R2n

= |Ric|2−
1
n

R2.

Ou seja,|Ric|2 =

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

+
1
n

R2. Assim,

tr(Ric◦ (λI −Ric)) = λR−

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

−
1
n

R2

= −

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

+R(λ−
1
n

R).

Assim, temos

∆R
2

−
m+2
2m

∇∇ f R =
m−1

m

{
−

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

+R(λ−
1
n

R)

}

−
1
m
(R− (n−1)λ)(R−λn) =−

m−1
m

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

+
m−1

m
R
n
(nλ−R)−

1
m
(R− (n−1)λ)(R−λn)

= −
m−1

m

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

−
R−nλ

mn
{(m−1)R+n(R− (n−1)λ)}

= −
m−1

m

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

−
R−nλ

mn
{(m−1)R+nR−n(n−1)λ)}

= −
m−1

m

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

−
R−nλ

mn
{(m+n−1)R−n(n−1)λ)}

= −
m−1

m

∣∣∣∣Ric−
1
n

Rg

∣∣∣∣
2

−
m+n−1

mn
(R−nλ){R−

n(n−1)λ
m+n−1

}.

Portanto, chegamos na equação, (3-18), o que conclui a demonstração. �

Proposição 3.8Se a variedade Riemanniana compacta satisfaz(1-2) e

Ric(∇ f ,∇ f )≤
2
m
|∇ f |2∆ f , (3-26)

então a função f é constante, de modo que é Einstein.
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Demonstração. De (3-16), temos que

1
2

∆|∇ f |2 = |Hess f|2−Ric(∇ f ,∇ f )+
2
m
|∇ f |2∆ f

Mas como vale (3-26), temos

1
2

∆|∇ f |2 ≥ |Hess f|2 ≥ 0.

Pelo Teorema2.47, temos que|∇ f |2 é constante. Com isso, a funçãof é constante, pois

se não for, ela é linear e sendo linear tem laplaciano igual a zero e assim, pelo Teorema

citado acima, segue quef é constante, provando assim o resultado. �

Proposição 3.9Quando m6= 1, uma métrica quasi-Einstein tem curvatura escalar cons-

tante se, e somente se,

Ric(∇ f ) =− 1
m−1(R− (n−1)λ)∇ f .

Demonstração.

⇒) Suponha que a curvatura escalar seja constante, daí de (3-17),

0= m−1
m Ric(∇ f )+ 1

m(R− (n−1)λ)∇ f

⇔ Ric(∇ f ) =− 1
m−1(R− (n−1)λ)∇ f .

⇐) Suponhamos agora válida a igualdade e substituindo-a em (1-2), temos

∇R
2 = m−1

m (− 1
m−1)(R− (n−1)λ)∇ f + 1

m(R− (n−1)λ)∇ f = 0.

Concluímos assim, que a curvatura escalar é constante. �

Observação 4Quando m= 1 e a constante µ é zero na equação(3-6), a saber

µe
2
m f = λ− 1

m(∆ f −|∇ f |2)

vemos que,λ = ∆ f − |∇ f |2. Combinando esse fato com a equação(3-11), podemos

concluir que R= λ(n−1), isto é, a curvatura escalar é constante.

Proposição 3.10Se a variedade Riemanniana M satisfaz(1-2) com m≥ 1 e

1. λ > 0 e M é compacta, então a curvatura escalar é limitada inferiormente por

R≥
n(n−1)
m+n−1

λ. (3-27)
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2. λ = 0 e a curvatura escalar é constante, m> 1, então M é Ricci Flat.

3. λ < 0 e a curvatura escalar é constante, então

nλ ≤ R≤
n(n−1)
m+n−1

λ

e quando m> 1, R é igual a qualquer um dos valores extremos se, e só se, M é

Einstein.

Demonstração.

1. De (3-18), temos

1
2

∆R−
m+2
2m

∇∇ f R = −
m−1

m

∣∣Ric−
1
n

Rg
∣∣2

−
m+n−1

mn
(R−nλ)

(
R−

n(n−1)
m+n−1

λ
)
.

ComoM é compacta, aplicando essa equação em um ponto de mínimo deR, temos

0≤
1
2

∆Rmin−
m+2
2m

∇∇ f Rmin=−
m−1

m

∣∣Ric−
1
n

Rming
∣∣2

−
m+n−1

mn
(Rmin−nλ)

(
Rmin−

n(n−1)
m+n−1

λ
)

⇔−
m+n−1

mn
(Rmin−nλ)

(
Rmin−

n(n−1)
m+n−1

λ
)
≥

m−1
m

∣∣Ric−
1
n

Rming
∣∣2 ≥ 0.

Então,

(a) nλ ≥ Rmin eRmin≥
n(n−1)
m+n−1

λ ou

(b) nλ ≤ Rmin eRmin≤
n(n−1)
m+n−1

λ.

Se (b) ocorrer, entãonλ ≤
n(n−1)
m+n−1

λ. Comoλ > 0, dividindo a desigualdade por

nλ, obtemos 1≤
n−1

m+n−1
, o que é um absurdo, poism≥ 1.

Logo,R≥ Rmin ≥
n(n−1)
m+n−1

λ.

2. SeR é constante, então em (3-18), temos

−
m+n−1

mn
(R−nλ)

(
R−

n(n−1)
m+n−1

λ
)
=

m−1
m

∣∣Ric−
1
n

Rg
∣∣2 ≥ 0.

Se além disso, tivermosλ = 0 em> 1, temos

−
m+n−1

mn
R2 =

m−1
m

∣∣Ric−
1
n

Rg
∣∣2 ≥ 0.



3.3 Métricas quasi-Einstein bi-dimensional 64

ComoR2 ≥ 0 e−
m+n−1

mn
≤ 0, concluímos que−

m+n−1
mn

R2 ≤ 0.

Segue-se daí, queRic=
1
n

RgeR= 0, e assim é Ricci Flat.

3. De (3-18) e comoR é constante, temos

−
m+n−1

mn
(R−nλ)

(
R−

n(n−1)
m+n−1

λ
)
=

m−1
m

∣∣Ric−
1
n

Rg
∣∣2 ≥ 0. (3-28)

Assim,

(a) R≤ nλ eR≥
n(n−1)
m+n−1

λ ou

(b) R≥ nλ eR≤
n(n−1)
m+n−1

λ.

Se (a) ocorrer, então
n(n−1)
m+n−1

λ ≤ nλ. Comoλ < 0, dividindo ambos os membros

pornλ, temos 1≤
n−1

m+n−1
, o que é um absurdo poism> 1.

Assim, temos quenλ ≤ R≤
n(n−1)
m+n−1

λ.

SeM é variedade de Einstein, entãoRic= µg, para algumaµ : M → R. Tomando o

traço, temos queR= µn. Assim,Ric=
R
n

g. Substituindo em (3-28), temos que

−
m+n−1

mn
(R−nλ)

(
R−

n(n−1)
m+n−1

λ
)
= 0

Daí,R= nλ ou R=
n(n−1)
m+n−1

.

A recíproca é análoga.

�

3.3 Métricas quasi-Einstein bi-dimensional

O próximo Teorema tem uma grande importância, pois este nos exibe uma

caracterização de métricas produto torcido a partir da Hessiana sendo múltipla da métrica.

Teorema 3.11 (Brinkmann) Uma variedade Riemanniana(Mn,g) é um produto torcido

(a,b)×u Nn−1 se, e somente se, existe uma função não trivial h tal que Hessh= kg, para

alguma função k: M → R. (u= h′)

Para a demonstração ver [2], [8] e [16].

Agora daremos uma caracterização de métricas quasi-Einstein que são Einstein.
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Proposição 3.12Uma métrica completa finita m-quasi-Einstein(Mn,g,u) é Einstein

se, e somente se, u é constante ou M é difeomorfa aoRn com estrutura de produto

torcido (R×aear Nn−1,aear), onde Nn−1 é Ricci Flat e a é uma constante, ou(Hn,dr2+

a2senh2argSn−1,acoshar).

Demonstração. Seg é Einstein, entãoRic= λ1g, para alguma constanteλ1.

Por (3-2), temos

Hessu=
λ1−λ

m
ug, (3-29)

para algumu> 0.

Se M é compacta, entãou é constante. Seu não é constante, entãoM não é

compacta eλ ≤ 0,λ1 ≤ 0.

Seλ = 0 eλ1 ≤ 0, então (3-29) não tem solução completa que é positiva.

Quandoλ < 0, pela proposição3.10(c),nλ ≤ R≤
n(n−1)
m+n−1

λ, masRic= λ1g⇒

R= λ1n, logoλ1 ≥ λ.

Seλ1 = λ, então novamente (3-29) não tem solução positiva. Assim, nos resta

que λ < λ1 ≤ 0 e com isso, pelo Lema2.26, u é uma função estritamente convexa.

Portanto,Mn é difeomorfa aoRn. Por, (3-29), u= c1ear+c2e−ar, ondea=

√
λ1−λ

m
,c1≥

0,c2 ≥ 0 são constantes.

Pelo Teorema3.11, M é R× Nn−1 com métrica produto torcidog = dr2 +

a2e2arg0, para g0 uma métrica Ricci Flat, ouM é o espaço hiperbólicodr2 +

a2senh2(ar)argSn−1.

Note que para demonstrar queg0 é Ricci Flat, devemos usar o Teorema3.1 e

escrever todas as expressões a partir do produto torcido quetemos, isto é,

RicB = λgB+
m
f Hess f⇒ 2λ1 = λ.

E também,

f ∆ f +(m−1)|grad f|2+λ f 2 = µ⇒ µ= 2λ1−λ = 0.

Portanto, é Ricci Flat, já queRicF = µgF = 0. �

Observação 5Se n= 2, então Ric=
R
2

g.

De fato, seja{ei}.i=1 uma base ortonormal. Então

Ric(ei,ej) =
n
∑

k=1
g(R(ek,ei)ej ,ek)

= g(R(e1,ei)ej ,e1)+g(R(e2,ei)ej ,e2)

= R1i j 1+R2i j 2.
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Assim,
Ric(e1,e1) = R1111+R2112= R2112= R1221,

Ric(e1,e2) = R1121+R2122= 0,

Ric(e2,e2) = R1211+R2212= 0,

Ric(e2,e2) = R1221+R2222= R1221.

Logo, Ric(ei ,ej) = 0 = R1221g(ei ,ej), se i 6= j e Ric(ei,ei) = R1221g(ei,ei). Isto é,

Ric= R1221g. Mas, observe que,

R= trRic= Ric(e1,e1)+Ric(e2,e2) = 2R1221.

Portanto,

Ric= R1221g=
R
2

g.

Corolário 3.13 Uma métrica bidimensional quasi-Einstein que satisfaz(3-2) é uma

métrica produto torcido.

Demonstração. De (3-2) eRic=
R
2

g, temos

R
2

g−
m
u

Hessu= λg⇒ Hessu=

(
R
2
−λ
)

gu
m
.

Assim, pelo teorema3.11, a métrica é um produto torcido. �

Agora vamos para nosso teorema principal, ele nos dará um importante resultado

de rigidez para métricas em variedades compactas bidimensionais.

Teorema 3.14Toda variedade compacta bidimensional tem métrica quasi-Einstein tri-

vial.

Demonstração. Suponha inicialmente queλ ≤ 0.

O tensor de Ricci satisfaz a equação (1-2) e vimos que param finito, podemos

escrevê-la na forma equivalente (3-2).

Temos, pela proposição3.1, que uma variedade Riemanniana(M,g) satisfaz

(3-2) se, e somente se, o produto torcidoM×u Fm é Einstein, ondeFm é uma variedade

m-dimensional Einstein com constanteµ satisfazendo

f ∆ f +(m−1)|∇ f |2+λ f 2 = µ. (3-30)

Como div( f ∇ f ) = f ∆ f + |∇ f |2 ⇒ f ∆ f = div( f ∇ f )− |∇ f |2, substituindo em (3-30),

obtemos
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div( f ∆ f )+(m−2)|∇ f |2+λ f 2 = µ. (3-31)

Agora, integrando a Equação (3-31) emM e usando a linearidade da integral, temos que

∫
M

div( f ∆ f )dVM +(m−2)
∫

M
|∇ f |2dVM +λ

∫
M

f 2dVM = µ
∫

M
1dVM. (3-32)

Usando o Teorema2.46, podemos escrever essa última equação na forma

µ=
(m−2)
V(M)

∫
M
|∇ f |2dVM +

λ
V(M)

∫
M

f 2dVM, (3-33)

pois M é compacta sem bordo, ondeV(M) denota o volume deM.

Dividiremos o restante da prova em dois casos.

1o Caso: Suponha quem≥ 3. Sejap ∈ M um ponto de máximo def . Então

temos quef (p)> 0, ∇ f (p) = 0 e ∆ f (p)≤ 0.

Portanto, temos que

0≥ f (p) ∆ f (p).

Da Equação (3-5) temos

0≥ f (p) ∆ f (p) = µ−λ f (p)2,

pois ∇ f = 0. Usando a Equação (3-33) temos que

0≥ f (p) ∆ f (p) =
(m−2)
V(M)

∫
M
|∇ f |2dVM −

λ
V(M)

∫
M

f 2dVM −λ f (p)2

=
(m−2)
V(M)

∫
M
|∇ f |2dVM +

λ
V(M)

∫
M
( f 2− f (p)2)dVM ≥ 0,

pois,m≥ 3,λ ≤ 0 e f (p)2 ≥ f 2. Sendo assim,

(m−2)
V(M)

∫
M
|∇ f |2dVM = 0,

o que acarreta que∇ f = 0 e, portanto, f é constante.

2o Caso: Considerem= 1,2. Nesse caso, escolhemosq∈ M ponto de mínimo

de f em M. Portanto, f (q) > 0, grad f(q) = 0 e ∆ f (q) ≥ 0. Das Equações (3-5) e

(3-33) temos que
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0 ≤ f (q)∆ f (q)

= µ−λ f (q)2 (3-34)

=
(m−2)
V(M)

∫
M
|∇ f |2dVM +

λ
V(M)

∫
M
( f 2− f (q)2)dVM

≤ 0.

Assim, como no 1o caso, a última desigualdade vem do fato deλ ≤ 0, f 2(p) ≤ f 2 e

m≤ 2. Se m= 1 ou λ < 0, temos da Equação (3-34) que f é constante. Sem= 2 e

λ = 0, temos da Equação (3-31) que

div( f ∆ f ) = µ.

Da Equação (3-33) temos que

div( f ∆ f ) = µ=
(m−2)
V(M)

∫
M
|∇ f |2dVM +

λ
V(M)

∫
M

f 2dVM = 0.

Portanto,div( f ∆ f ) = 0. Da Proposição2.24temos que

0= div( f ∆ f )+div( f ∆ f ) = 2 f ∆ f +2|grad f|2 = ∆ f 2.

Sendo assim, temos que∆ f 2 = 0 e, portanto, f 2 é harmônica. Pelo Teorema

2.47 temos que f 2 é constante, consequentemente,f é constante, provando assim o

teorema para o casoλ ≤ 0.

Suponha queλ > 0.

Comoλ > 0 e a dimensão é 2, por (3-27), temos

R≥
2λ

m+1

Temos também, porM ser bidimensional, queRic=
R
2

g. Por (3-17), temos

1
2

∇R =
m−1

m
Ric(∇ f )+

1
m
(R− (n−1)λ)∇ f

=
m−1

m
R
2

g(∇ f )+
1
m

R∇ f −
λ
m

∇ f

=
m+1
2m

R∇ f −
λ
m

∇ f

⇒ ∇R =
m+1
2m

(
R−

2λ
m+1

)
∇ f . (3-35)
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Agora, seu = e
f
m, então∇u = −

1
m

e−
f
m∇ f . Pela equação (3-2) e substituindo

Ric=
R
2

g, temos

Hessu= (Ric−λg)
u
m

=
u
m
(
R
2
−λ)g.

Em particular,∇u é conforme, pois fazendoρ =
u
m
(
R
2
− λ) e comoHessu=

1
2

L∇ug,

temosL∇ug= 2ρg.

Pelo teorema2.48, segue que,

∫
M
〈∇u,∇R〉dVM = 0.

Substituindo∇u na equação acima, temos

0=
∫

M
〈∇u,∇R〉dVM =−

1
m

∫
M

e−
f
m〈∇R,∇ f 〉dVM.

Usando (3-35) e comoR≥
2λ

m+1
, temos

∇R=
m+1
2m

(
R−

2λ
m+1

)
∇ f ≥

m+1
2m

(
2λ

m+1
−

2λ
m+1

)
∇ f = 0,

(3-36)

Acarretando que,〈∇R,∇ f 〉 ≥ 0. Assim, comoe−
f
m ≥ 0 e 〈∇R,∇ f 〉 ≥ 0, temos que

〈∇R,∇ f 〉= 0.

Mas, por (3-35), temos

0= 〈∇R,∇ f 〉=
m+1
2m

(
R−

2λ
m+1

)
|∇|2.

Então,

1. R−
2λ

m+1
= 0 ou

2. |∇ f |2 = 0.

Se valer (1), então∇R= 0. Com isso,M será difeomorfa comS2 e comoS2 é

Einstein, segue quef é constante.

Se valer (2), entãof é constante. Assim, em ambos os casos temos quef é

constante, o que completa a demonstração do teorema. �

Observação 6Observe que na demonstração quandoλ ≤ 0 não precisamos da hipótese

de que a variedade tem dimensão2. Ou seja, caso a curvatura escalar R seja negativa,
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conseguimos demonstrar de forma análoga que f é constante. Isso foi feito no artigo

[13] dos autores Kim, Dong-Soo e Kim, Young Ho e estudado com maisdetalhes na

dissertação [1] de Elismar Dias Batista.



CAPÍTULO 4
Métricas Kähler

Neste capítulo apresentaremos alguns conceitos sobre variedades complexas e

quase complexas, sendo essas importantes para o estudo de métricas Kähler. Mostraremos

alguns resultados sobre métricas Kähler, e por fim, demonstraremos que não existem

métricas Kähler em variedades quasi-Einstein compactas não-triviais.

4.1 Variedades complexas e quase complexas

Definição 4.1 Uma estrutura quase complexa em uma variedade (conexa) é um corpo de

automorfismos J do fibrado tangente TM satisfazendo

J2
x =−Ix, x∈ M,

onde I denota a identidade. Equivalentemente, uma estrutura quase complexa de M é

uma ação do corpoC dos números complexos sobre TM, dando uma estrutura complexa

de vetores fibrados sobre M.

A dimensãon da variedade quase complexaM pode ser escrita comon = 2m,

ondem é a dimensão complexa deM, e o operador complexoJ induz uma orientação em

M, com uma estrutura ortonormal{e1,Je1, · · · ,em,Jem} que é positivamente orientada.

A estrutura quase complexaJ induz uma divisão do fibrado tangente complexi-

ficadoTCM ≃ TM⊗RC em dois sub-fibrados complementares conjugados um ao outro

TCM ≃ T ′M⊕T ′′M,

onde em cada pontox ∈ M, a fibra T ′
xM(respectivamenteT ′′

x M) é o auto espaço de

Jx relativamente ao autovalori(respectivamente−i). Reciprocamente, cada sub-fibrado

complexoT ′M de TCM com complementar conjugado determinam uma estrutura quase

complexaJ deM.

Os elementos deT ′M(respectivamenteT ′′M) são vetores (complexos) do tipo

(1,0) (respectivamente do tipo(0,1)).
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Cada vetor tangente realX pode ser expresso de forma única como

X =U +U , (4-1)

ondeU (respectivamenteU ) é uma parte do tipo(1,0) (resp. do tipo(0,1)). As compo-

nentes complexasU eU são por sua vez determinados por

U =
1
2
(X− iJX) U =

1
2
(X+ iJX).

Temos, nesse caminho, um isomorfismoC-linear deTM sobreT ′M e um isomorfismo

C-linear deTM sobreT ′′M.

4.2 Métricas Hermitianas e Kähler

Definição 4.2 Uma métrica hermitiana em M é uma métrica Riemanniana g tal que

g(JX,JY) = g(X,Y), ∀ X,Y ∈ TxM, ∀ x∈ M.

Equivalentemente, o tensor métrico é do tipo(1,1) ou J-invariante.

Obtemos o produto escalar hermitianoh emTCM por

h(U,V) = g(U,V), ∀ U,V ∈ (TCM)x, ∀ x∈ M.

A restrição deh ao sub fibradoT ′M induz, através da identificação4-1 deT ′M comTM,

o produto escalar hermitianoH emTM. Temos

H(X,Y) =
1
2
[g(X,Y)− ig(JX,Y)], ∀ X,Y ∈ TxM, ∀ x∈ M.

Teorema 4.3 Seja(M,g,J) uma variedade quase-complexa. A métrica Riemanniana g

em M é Hermitiana se, e somente se, g(X,JX) = 0 para todo X∈ TM.

Demonstração. Suponha queg é Hermitiana. Decorre da Definição4.2que

g(X,JX) = g(JX,J2X) =−g(JX,X) =−g(X,JX),

donde

g(X,JX) = 0.
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Agora iremos mostrar a recíproca. Seg(X,JX) = 0 para todoX ∈ TM, então

0 = g(X+Y,J(X+Y)) = g(X,JX)+g(X,JY)+g(Y,JX)+g(Y,JY)

= g(X,JY)+g(Y,JX),

ou seja,

g(X,JY) =−g(Y,JX). (4-2)

Portanto,g(JX,JY) =−g(Y,J2X) = g(Y,X) ∀ X,Y ∈ TM.

Logog é Hermitiana. �

Definição 4.4 A forma Kählerω de uma métrica Hermitiana é uma2-forma associada

com o tensor métrico.

Em relação ao produto escalar Hermitiano, a forma Kählerω satisfaz a seguinte

expressão:

ω(X,Y) = g(JX,Y) =−2Im(H(X,Y)).

Definição 4.5 Uma métrica Hermitiana é Kähler se o operador complexo J é paralelo

com a conexão de Levi-Civita:

DJ = 0⇔ DXJY= JDXY, ∀ X,Y ∈ TxM, ∀ x∈ M.

Proposição 4.6Uma métrica Hermitiana é Kähler se, e somente se, a formaω Kähler é

fechada.

Demonstração. Para a demonstração veja [2]. �

4.3 Métricas Kähler quasi-Einstein

Proposição 4.7Seja(Mn,g,J) uma variedade Kähler. Então

(i) R(X,Y)◦J = J◦R(X,Y),

(ii) R(X,Y,JZ,JW) = R(X,Y,Z,W),

(iii) Ric(JX,Y) =−Ric(X,JY)

para todos X,Y,Z,W ∈ TM.
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Demonstração. ComoM é uma variedade Kähler,J é paralelo com respeito a conexão de

Levi-Civita. Portanto

R(X,Y)JZ = ∇X∇YJZ−∇Y∇XJZ−∇[X,Y]JZ

= ∇X((∇YJ)Z+J∇YZ)−∇Y((∇XJ)Z+J∇XZ)− (∇[X,Y]J)Z−J∇[X,Y]Z

= ∇XJ∇YZ−∇YJ∇XZ−J∇[X,Y]Z

= (∇XJ)∇YZ+J∇X∇YZ− (∇YJ)∇XZ−J∇Y∇XZ−J∇[X,Y]Z

= J(∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y]Z)

= JR(X,Y)Z,

isto é,

R(X,Y)JZ= JR(X,Y)Z ∀ X,Y ∈ TM. (4-3)

Assim concluímos o item (i). Agora usando as igualdades em (4-3) e (4-2), temos

g(R(X,Y)JZ,W) = g(JR(X,Y)Z,W) =−g(R(X,Y)Z,JW),

dondeR(X,Y,JZ,W) =−R(X,Y,Z,JW).

Logo, segue-se o item (ii),

R(X,Y,JZ,JW) =−R(X,Y,Z,J2W) = R(X,Y,Z,W) ∀ X,Y,Z,W ∈ TM.

Mostraremos finalmente o item (iii). Veja que

Ric(JX,Y) =
n
∑

i=1
R(ei ,JX,Y,ei) =−

n
∑

i=1
R(Jei,X,Y,ei)

= −
n
∑

i=1
R(Jei ,X,−J2Y,ei) =−

n
∑

i=1
R(Jei,X,JY,Jei).

ComoJ é uma isometria, então{Je1, · · · ,Jen} ainda é um referencial ortonormal local de

TM. Daí,

Ric(JX,Y) =−Ric(X,JY)

para todosX,Y ∈ TM. �

Observação 7Sendo M variedade Kähler, temos queω é paralela, logo(∇Xω)(Y,Z) =
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0, ∀ X,Y,Z ∈ X(M). Por outro lado, temos que

(∇Xω)(Y,Z) = X(ω(Y,Z))−ω(∇XY,Z)−ω(Y,∇XZ)

= X〈JY,Z〉−〈J∇XY,Z〉−〈JY,∇XZ〉

= 〈∇XJY,Z〉+ 〈JY,∇XZ〉−〈J∇XY,Z〉−〈JY,∇XZ〉

= 〈∇XJY,Z〉−〈J∇XY,Z〉.

Logo,〈∇XJY,Z〉 = 〈J∇XY,Z〉, e assim∇XJY= J∇XY.

Observação 8Vale a seguinte identidade:

Ric(JU,JV) = Ric(U,V)

De fato, pela proposição anterior, temos

Ric(JU,JV) =
n
∑

i=1
(R(ei,JU)JV,ei) =

n
∑

i=1
(JR(ei,JU)V,ei)

=
n
∑

i=1
(−JR(Jei,U)V,ei) =

n
∑

i=1
(−J2R(Jei,U)V,Jei)

=
n
∑

i=1
(R(Jei,U)V,Jei)

Como J é uma isometria, então{Je1, · · · ,Jen} ainda é um referencial ortonormal local

de TM. Daí, Ric(JU,JV) = Ric(U,V).

O próximo Teorema tem grande importância para a caracterização de variedades

completas e simplesmente conexas com métricas Kähler quasi-Einstein, pois ele nos diz

que a variedadeM será uma variedade produtoM1 × M2, ondeM1 e M2 tem certas

propriedades. A partir desse fato, podemos fazer uma ligação deste Teorema com o

Teorema3.14, que será visto no próximo Corolário.

Teorema 4.8 Seja(Mn,g) uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa

com métrica Kähler quasi-Einstein para m finito. Então M= M1 × M2 é um produto

Riemanniano, f é considerada uma função de M2, onde M1 é uma variedade Einstein

(n−2)-dimensional com constante de Einsteinλ, e M2 é uma variedade quasi-Eisntein

2-dimensional.

Demonstração. SendoM uma variedade Kahler, a métrica e o tensor de Ricci deM são

compatíveis com a estrutura complexaJ. Assim, pela equação (3-2), temos

Hessu(JU,JV) = (Ric(JU,JV)−λg(JU,JV))
u
m

= (Ric(U,V)−λg(U,V))
u
m

= Hessu(U,V), ∀ U,V.



4.3 Métricas Kähler quasi-Einstein 76

Isso implica que,

〈∇JX∇u,JV〉= 〈∇X∇u,V〉= 〈J∇X∇u,JV〉

⇒ 〈∇JX∇u−J∇X∇u,JV〉= 0

⇒ ∇JX∇u= J∇X∇u.

Definamos uma(1,1)-formaφ porφ(U,V) =Hessu(JU,V) uma(1,1)-forma. Temos que

2Hessu=L∇ug.Assim,L∇uJX= JL∇uX. Então, 2φ=L∇uω, ondeω é uma forma Kähler.

Assim, sedLX = LXd e ω é fechado, entãoφ é fechado, pois

dφ =
1
2

dL∇uω =
1
2

L∇udω = 0.

Além disso, se a forma de Ricci é fechada, por (3-2), temos que

dRic−md
1
u

Hessu= λdg⇔ 0= d
1
u

Hessu⇔ d
1
2u

L∇uu= 0⇔ d
φ
u
= 0.

Isto é, a(1,1)-forma
φ
u

é também fechada. Entãodu∧φ = 0.

Agora,

(du∧φ)(U,V,W) = Uug(∇JV∇u,W)+Vug(∇JW∇u,U)+Wug(∇JU∇u,V). (4-4)

Seja,U,V ⊥ ∇u,W = ∇u, entãoHessu(JU,V) = 0, ∀ U,V ⊥ ∇u. Assim,

∇X∇u ‖ J∇u, ∀ X ⊥ ∇u. (4-5)

De fato, temos de (4-4),

0 = Uug(∇JV∇u,∇u)+Vug(∇J∇u∇u,U)+∇uuHessu(JU,V).

Queremos provar queg(∇JV∇u,∇u) = 0 eg(∇J∇u∇u,U) = 0.

Pela simetria da Hessiana, temosg(∇JV∇u,∇u) = −g(∇J∇u∇u,V). Mas como

V ⊥ ∇u, entãoJ∇ug(∇u,V) = 0. Daí,

g(∇J∇u∇u,V) =−g(∇u,∇J∇uV).

Assim, das igualdades acima e da simetria da Hessiana, temos

g(∇JV∇u,∇u) = g(∇u,∇J∇uV) =−g(∇u,∇J∇uV) = 0.

Portanto,g(∇JV∇u,∇u) = 0.
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Agora, comoU ⊥ ∇u, entãoJ∇ug(∇u,U) = 0. Daí,

g(∇J∇u∇u,U) =−g(∇u,∇J∇uU) = g(∇u,∇J∇uU) = 0.

Portanto,g(∇J∇u∇u,U) = 0.

Assim, concluímos queHessu(JU,V) = 0.

SeHessu(JU,V) = 0, então,

0= g(∇JU∇u,V) = g(J∇JU∇u,JV) =−g(∇U ∇u,JV).

Assim,∇U∇u ⊥ JV. Mas temos também que,∇u ⊥ V, daí∇u ‖ JV, poisV ⊥ JV pelo

Teorema4.3. Com isso,∇U∇u⊥ JV implica que∇U∇u⊥ ∇u, e portanto∇U∇u ‖ J∇u.

Concluímos assim que,∇X∇u ‖ J∇u, ∀ X ⊥ ∇u.

SejaU ′ = ∇u,V ′ = J∇u,W′ ⊥ ∇u, então∇∇u∇u ‖ ∇u.

Provar que∇∇u∇u ‖ ∇u é o mesmo que provar que∇∇u∇u⊥ J∇u.

Mas pelo que foi dito acima, sendoX = J∇u,U =W′,V =V ′ eW =U ′, temos

que∇J∇u∇u ‖ J∇u, daí∇J∇u∇u⊥ ∇u.

0= g(∇J∇u∇u,∇u) = g(J∇∇u∇u,∇u) =−g(∇∇u∇u,J∇u)

Assim, provamos que∇∇u∇u ‖ ∇u.

Consideremos uma distribuição bidimensionalT1 que é gerada por∇u,J∇u nos

pontos onde∇u é não nulo. Mostraremos queT1 = span{∇u,J∇u} é invariante sobre o

transporte paralelo. Equivalentemente, seγ é um caminho emM, eU é um campo paralelo

ao longo deγ, então

∇γ′

(
g(U,∇u)∇u

|∇u|2
+

g(U,J∇u)J∇u
|∇u|2

)
= 0.

Como a derivada covariante é linear emγ′, podemos dividir em três casos:

(1) Quandoγ′ ⊥ ∇u eγ′ ⊥ J∇u: Então,γ′ ⊥ ∇u eJγ′ ⊥ ∇u, pois seγ′ ⊥ ∇u,J∇u,

daí 0= 〈J∇u,γ′〉 = 〈J2∇u,Jγ′〉 = −〈∇u,Jγ′〉. Por (4-5), ∇γ′∇u = 0. Se a estrutura

complexaJ é paralela,∇γ′J∇u= J∇γ′∇u= 0. Por hipótese,∇γ′U = 0, então

∇γ′

(
g(U,∇u)∇u

|∇u|2
+

g(U,J∇u)J∇u
|∇u|2

)
= γ′

(
g(U,∇u)
|∇u|2

)
∇u+

g(U,∇u)
|∇u|2

∇γ′∇u

+γ′
(

g(U,J∇u)
|∇u|2

)
J∇u+

g(U,J∇u)
|∇u|2

∇γ′J∇u= 0.

(2) Quandoγ′ = ∇u: usando∇∇u∇u ‖ ∇u, temos
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∇γ′

(
g(U,∇u)∇u

|∇u|2
+

g(U,J∇u)J∇u
|∇u|2

)
= γ′

(
g(U,∇u)
|∇u|2

)
∇u+

g(U,∇u)
|∇u|2

∇γ′∇u

+γ′
(

g(U,J∇u)
|∇u|2

)
J∇u+

g(U,J∇u)
|∇u|2

∇γ′J∇u= ∇u

(
g(U,∇u)
|∇u|2

)
∇u+

g(U,∇u)
|∇u|2

∇∇u∇u

+∇u

(
g(U,J∇u)
|∇u|2

)
J∇u+

g(U,J∇u)
|∇u|2

∇∇uJ∇u=
g(U,∇∇u∇u)

|∇u|2
∇u

−2
g(∇u,∇∇u∇u)g(U,∇U)

|∇u|4
∇u+

g(U,∇U)

|∇u|2
g(∇u,∇∇u∇u)

|∇u|2
∇u+

g(U,∇∇uJ∇u)
|∇u|2

J∇u

−2
g(∇u,∇∇u∇u)g(U,J∇U)

|∇u|4
J∇u+

g(U,J∇U)

|∇u|2
g(J∇u,∇∇uJ∇u)

|∇u|2
J∇u.

Onde a última igualdade é válida pois,

∇u

(
g(U,∇u)
|∇u|2

)
∇u= g

(
∇∇uU,

∇u
|∇u|2

)
∇u+g

(
U,∇∇u

∇u
|∇u|2

)
∇u

=
1

|∇u|2
g(∇∇uU,∇u)∇u+

1
|∇u|2

g(U,∇∇u∇u)∇u+g

(
U,∇u

(
1

|∇u|2

)
∇u

)
∇u

=
1

|∇u|2
g(U,∇∇u∇u)∇u+∇u(|∇u|−2)g(U,∇u)∇u

=
g(U,∇∇u∇u)

|∇u|2
∇u−2

g(∇u,∇∇u∇u)
|∇u|4

g(U,∇U)∇u.

E como∇∇u∇u ‖ ∇u, temos

g(U,∇u)
|∇u|2

∇∇u∇u=
g(U,∇U)

|∇u|2
g(∇u,∇∇u∇u)

|∇u|2
∇u.

Daí, segue que

∇γ′

(
g(U,∇u)∇u

|∇u|2
+

g(U,J∇u)J∇u
|∇u|2

)

=
∇u
|∇u|2

(
Hessu(U,∇u)−Hessu(∇u,∇u)

g(U,∇u)
|∇u|2

)

+
J∇u
|∇u|2

(
−Hessu(JU,∇u)+Hessu(∇u,∇u)

g(JU,∇u)
|∇u|2

)

=
∇u
|∇u|2

Hessu

(
U −

g(U,∇u)∇u
|∇u|2

,∇u

)
−

J∇u
|∇u|2

Hessu

(
JU−

g(JU,∇u)∇u
|∇u|2

,∇u

)
= 0,

onde a última equação segue de (4-5) e do fato queU −
g(U,∇u)
|∇u|2

∇u⊥ ∇u.

(3) γ′ = J∇u: Usando queJ∇X∇u= ∇JX∇u a prova se reduz ao caso anterior.

Agora temos uma decomposição ortogonal do fibrado tangenteTM = T1⊕T⊥
1

que é invariante sobre o transporte paralelo. Pelo teorema da decomposição de DeRham,

ver página 187 de [14], em uma variedade simplesmente conexa,M é um produto rie-

manniano, e assim segue o teorema. �
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Corolário 4.9 Não existe métrica Kähler quasi-Einstein não trivial com m finito em

variedades compactas.

Demonstração. SejaM uma variedade compacta. Por [13], podemos assumir queλ > 0.

Então, por [17], a cobertura universal̃M é também compacta.

Pelo Teorema4.8, M = M1×M2, ondeM1 é Einstein(n−2)-dimensional eM2

é quasi-Einstein 2-dimensional. ComoM é compacta, entãoM1 eM2 são compactas. Mas

seM2 é compacta e 2-dimensional então a métrica quasi-Einstein étrivial pelo Teorema

3.14.

Portanto, não existe métrica Kähler quasi-Einstein não trivial em variedades

compactas. �
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