UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

KAROLINE VICTOR FERNANDES

Meétricas de Randers Localmente
Dualmente Flat

Goiania
2010



KAROLINE VICTOR FERNANDES

Meétricas de Randers Localmente
Dualmente Flat

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pds—Graduacao
do Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade
Federal de Goids, como requisito parcial para obtencdo do
titulo de Mestre em Matemética.

Area de concentracao: Geometria e Topologia.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Almeida de Souza

Goiania
2010



Todos os direitos reservados. E proibida a reprodugio total ou parcial do
trabalho sem autorizag@o da universidade, do autor e do orientador(a).

Karoline Victor Fernandes

Graduou—se em Licenciatura em Matematica pela UFG - Universidade Fede-
ral de Goids. Durante o Mestrado foi bolsista da CAPES. Atualmente € aluna
do programa de Doutorado em Matematica do Instituto de Matemética e Es-
tatistica — UFG.



Dados Internacionais de Catalogaciio na Publicagio na (CIP)
GPT/BC/UFG

Fernandes, Karoline Victor.
F363m Meétricas de Randers localmente dualmente flat [manuscrito] /
Karoline Victor Fernandes. - 2010.
92 f. il

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Almeida de Souza.

Dissertagio (Mestrado) — Universidade Federal de Goids,
Instituto de Matematica, 2010,

Bibliografia.

Apéndices.

1. Finsler, geometria de, 2. Métricas de Randers 3. Dualmente
Flat. 4. Geometria riemanniana I. Titulo.

CDU: 514.763.6




KAROLINE VICTOR FERNANDES

Meétricas de Randers Localmente
Dualmente Flat

Dissertagdo defendida no Programa de P6s—Graduagdio do Instituto de
Matematica e Estatistica da Universidade Federal de Goids como re-
quisito parcial para obteng#o do titulo de Mestre em Matemdtica, apro-
vada em 26 de Fevereiro de 2010, pela Banca Examinadora constituida
pelos professores:

1
' . 1 r )
N PO S S
Prof. Dr. Marcelo Almeida de Souzs;
Instituto de Matemética e Estatistica — UFG
Presidente da Banca

i { '!\ Y, ’-./:j_ _.‘._ i t -

. / . — ’ AN | i [l »

Profa. Pra. Tinia Maria Machado de Carvalho
Faculdade de Ciéncias Integradas do Pontal- UFU

KA e e T T

Profa. Dra. Roséangela Maria da Silva
Instituto de Matematica e Estatistica — UFG




As pessoas que mais amo:
meus pais, minha irma,

meus avOs € meu noivo.



Agradecimentos

Agradeco:

Primeiramente a Deus pelo dom da vida, aos meus pais, pelo apoio continuo em
todos estes anos, ensinando-me, principalmente, a importancia da construc¢io e coeréncia
de meus préprios valores.

Ao professor Marcelo Almeida de Souza, obrigado por ter aceitado a orientagdo
de minha dissertacao, pela dedicacao, pela disponibilidade e por sempre indicar a dire¢ao
certa a ser tomada nos momentos de maior dificuldade.

A todos os professores, funcionarios do IME-UFG e aos amigos do curso de
Mestrado.

A CAPES, pela bolsa concedida, que foi de grande ajuda para que pudesse me
dedicar exclusivamente aos estudos e a elaboracao desta dissertagao.

Finalmente agradeco ao meu noivo Marco Tilio, meu companheiro nessa tra-
jetdria, que sempre entendeu minhas dificuldades, minhas auséncias, obrigada pelo amor,

pelo carinho, pela infinita paciéncia e pela crenca absoluta na minha capacidade.

! Este trabalho teve suporte financeiro da CAPES.



Resumo

Fernandes, Karoline Victor. Métricas de Randers Localmente Dualmente
Flat. Goidnia, 2010. [93p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matemdtica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Estudaremos as métricas de Finsler, em uma variedade M, definidas como soma de uma
métrica Riemanniana e de uma 1-forma, elas sdo conhecidas como métricas de Randers.
Classificaremos aquelas que sao localmente dualmente flat, isto é, para todo ponto existe
um sistema de coordenadas no qual a equagdo das geodésicas tem uma forma especial
pois os coeficientes do spray sdo dados em termos da métrica e de uma funcdo escalar,
caracterizaremos também as métricas de Randers que sao localmente dualmente flat com

curvatura flag quase-isotrépica.

Palavras—chave
Métricas de Finsler, Métricas de Randers localmente dualmente flat, Métricas de

Randers localmente projetivamente flat, Curvatura flag.



Abstract

Fernandes, Karoline Victor. Locally Dually Flat Randers Metric. Goiania,
2010. O3p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Univer-
sidade Federal de Goias.

We will study the Finsler metric, on a manifold M, defined as the sum of a Riemannian
metric and a 1-form, they are known as Randers metric. We will classify those that are
locally dually flat, that is, for all point exists a coordinate system in which the equation of
the geodesic has a special form, the coefficients of spray is given in terms of the metric
one and a local scalar function, we will also characterize the Randers metric that is locally

dually flat with almost isotropic flag curvature.

Keywords
Finsler Metric, Locally Dually Flat Randers Metric, Locally Projectively Flat

Randers Metric, Flag Curvature.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos as métricas de Finsler do tipo Randers, utilizando
[10] como principal fonte bibliografica. Dividiremos a apresentagdo em quatro capitulos.
Nos trés primeiros estaremos nos preparando para o desenvolvimento do dltimo. Cada
um desses capitulos se iniciard com uma introducdo que servird de motivacio para o
seu desenvolvimento. Utilizaremos livremente as fontes que constam nas referéncias
bibliograficas, de modo que nem sempre serd possivel citar uma em particular.

No Capitulo 1, apresentaremos conceitos, exemplos e algumas motivagdes fisi-
cas das estruturas de Finsler, juntamente com alguns resultados bésicos que serdo utiliza-
dos nos capitulos posteriores. Enfatizaremos também a defini¢ao e algumas propriedades
de formas diferencidveis que serdo muito tteis para o estudo da conexdo de Chern, da
curvatura flag e das 1-formas presentes nas métricas de Randers.

No Capitulo 2, introduziremos o fibrado vetorial ©* 7'M, onde a conexao de Chern
€ construida. A conexdo de Chern € de torsdo nula e quase compativel com a métrica, a
partir dela podemos obter uma elegante expressdo para os simbolos de Christoffel de
segunda espécie. A conexdo de Chern conhecide com a conexdo de Levi-Civita quando
a estrutura de Finsler € Riemannina assim, expressdo que obtemos € analdga a expressao
dos simbolos de Christoffel obtidos no caso Riemanniano. Neste capitulo deduziremos
ainda os coeficientes do spray da métrica de Finsler.

No Capitulo 3, definiremos as formas de curvatura da conex@o de Chern, obtidas
por diferenciacdo da equagdo de estrutura descrita pela propriedade de torsao nula. Apre-
sentaremos algumas propriedades das componentes das formas de curvatura e também ¢é
férmulas explicitas para essas componentes. Finalmente, definiremos curvatura flag e a
calcularemos no caso em que a variedade de Finsler € localmente projetivamente flat.

Encerraremos o trabalho com a demonstragdo de dois importantes teoremas que
caracterizam as métricas de Randers localmente dualmente flat e aquelas com curvatura

flag quase-isétropica.



CAPITULO 1

A Geometria de Finsler

1.1 Introducao

Riemann, em sua histérica tese de 1854, introduziu a geometria Riemanniana.
Seu caso bidimensional havia sido desenvolvido por Gauss, em 1827, e € a parte funda-
mental da geometria diferencial. O assunto foi realgado pela teoria da relatividade geral
de Einstein, em 1915. Einstein demorou sete anos para passar da relatividade especial
em 1908 a sua relatividade geral em 1915, devido as dificuldades técnicas e filoséficas
que envolviam o conceito de variedade. Segundo Einstein, “ndo é tdo fdcil se livrar da
idéia de que coordenadas ndo tém um significado métrico imediato” (Einstein, 1949). Em
1913, Weil formalizou o conceito de variedade. Em 1922, Elie Cartan desenvolveu uma
importante ferramenta analitica, o cdlculo diferencial exterior, que tornou as variedades
diferencidveis objetos mais acessiveis.

Tradicionalmente, estruturas diferenciaveis sdo focadas na métrica Riemanniana,
que € uma forma diferencial quadratica. Segundo Riemann, esta restricdo a uma forma di-
ferencial quadratica constitui apenas um caso especial. Mas, embora Riemann tenha visto
a diferenca entre o caso quadratico e o caso geral, deixou o caso geral adormecido ao
pensar que “o estudo da métrica que é a raiz quarta de uma forma diferencial qudrtica é
bastante parecido e ndo traz nova luz ao problema”. Interesse no caso geral foi retomado
em 1918, na tese de Paul Finsler, escrita sob orientacdo de Carathéodory. Por esta razao,
iremos nos referir ao caso geral como geometria de Finsler. Segundo S.S. Chern, a
geometria de Finsler ndo é uma generalizacdo da geometria Riemanniana, sendo melhor
descrevé-la como a geometria Riemanniana sem a restricao quadratica.

No entanto, o sucesso da geometria Riemanniana neste tltimo século tem sido
tao espetacular que serviu para obscurecer o sucesso lento mas constante da geometria
de Finsler. Felizmente, trabalhos recentes indicam que esta lacuna estd se estreitando.
Na estrutura apropriada, um grande nimero de resultados se generalizam facilmente de
espacos Riemannianos para espacos Finslerianos e as evidéncias mostram que a ““ restri¢o

9

quadratica ” € raramente necessdria. A geometria de Finsler também € frequentemente

uma ferramenta essencial para aplicagdes em Biologia, Teoria do Controle, Engenharia
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e Fisica. Em particular, P. L. Antonelli tem usado a geometria de Finsler para modelar a
evolucdo de organismos coloniais. Devido a estas consideracdes, segundo o ponto de vista
de S.S. Chern, ja é tempo da geometria de Finler ocupar uma posicdo mais importante nos

curriculos da geometria diferencial basica.

1.2 Preliminares

No decorrer do trabalho, usaremos a notagdo da convencdao de Einstein, isto

¢, pares de indices repetidos indicam somatério ( o simbolo X serd, portanto, omitido).

i no lugar de e

.0 no
Por exemplo, y'=— denotara ' —. Usaremos também [F
plo, y'=— ;y P [F]y

F
= oy’
similarmente para derivadas parciais de ordem superior.

Comecaremos com a definicdo de fungao homogénea de grau r, r € N e com
um teorema que as caracteriza. Este teorema é conhecido como Teorema de Euler e serd

utilizado sistematicamente no decorrer do trabalho. Veja [19].

Definicao 1.2.1 Uma fungdo H : R" — R € positiva homogénea de grau r se H(Ay) =
N'H(y), para todo A >0 ey € R"

Observacao 1.2.1 Se H é positiva homogénea de grau r, entdo H" é positiva homogénea
de grau nr, pois H"(Ay) = NV H"(y).

Teorema 1.2.1 (Teorema de Euler) Suponha uma funcdo H : R" — R diferencidvel e

considere y = (y1 .-, Y, temos que H é positiva homogénea de grau r, se, e somente se,
H,i(y)y' = rH(y).

Prova. Suponhamos primeiramente que H € positiva homogénea de grau r,
H<7\‘y]7 7A‘yn) - er(y]f” 7yn)7

derivando a expressdo acima em relagdo a A,

dH o
= Hiy W)y’ = rd 'H(y),

tomando A = 1, obtemos que Hyi(y)y' = rH ().
Agora, se H satisfaz

Hyi(Ay)hy' = rH(Ay),

podemos multiplicd-la por A’~! e obter que

N [ ()y] — A H (hy) = xﬂd% [H ;ﬁ”} o



1.2 Preliminares 3

Assim HOM
gbry) = C, onde C ¢ constante.
Para A = 1 temos que H(y) = C e com isto, H(Ay) = N"H(y). O

Como consequéncia do Teorema de Euler temos o seguinte coroldrio, que sera

muito util em futuras demonstragdes.

Corolario 1.2.1 Se H : R" — R ¢ uma funcdo diferencidvel e positiva homogénea de

grau r entdo H; € positiva homogénea de grau r — 1.

Prova. Pelo Teorema de Euler H; (y)y' = rH(y), derivando em relagio a y/,

. dy' :
Hyiyi(v)y' + Hyi (y)w =rH,;(y), V J.

Assim

[Hyi (9)]yiy' = rHyi (y) — Hyi(y) = (r— 1)Hy (), ¥ j,
usando o Teorema de Euler para a fun¢do H,, concluimos que
H,;(Ay) =N""H;(y).
OJ
Em [14] obtemos as seguintes definicdes e exemplos a respeito de variedades

diferenciaveis.

Definicao 1.2.2 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M # 0 e uma
familia de aplicacoes biunivocas, de classe C*, x, : U, C R" — M de abertos U, de R"

em M, tais que:

1 Jxa(Ua) = M;

2. Para todo a, b, com x,(U,) Nxp(Uy) = W # 0, os conjuntos x; ' (W) e x;l(W) sdo

abertos em R" e as aplicacoes xl;] ox, sdo de classe C™;
3. A familia {(U,,x,)} € mdxima relativamente as condicoes (1) e (2);

O par (Ug,x,) (ou a aplicagdo x,) com p € x,(U,) é chamado uma parametriza¢do
(ou sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga
coordenada em p. Uma familia {(U,,x,)} satisfazendo (1) e (2) € chamada uma estrutura

diferencidvel em M.
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Definicao 1.2.3 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagdo diferencidvel . :
(—¢€,€) —> M é chamada curva (diferencidvel) em M. Suponha que o(0) = p € M, e seja
Y o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva 0. emt =0
é a funcdo o/ (0) : Y — R dada por

a/(o)f (fO(X)

|t Oaer

Um vetor tangente em p é o vetor tangente de alguma curva o : (—€,&€) — M com
a(0) = p.

Definicao 1.2.4 O espago vetorial T,M é chamado espago tangente em p e definido por
TyM = {v: v é tangente a M em p}.

Definicao 1.2.5 O conjunto
TM={(p,v);peM,veT,M}
é chamado fibrado tangente da variedade n-dimensional M.

Exemplo 1.2.1 O fibrado tangente é uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n.

De fato, seja {(U,,x,)} uma estrutura diferencidvel méxima de M. Indicaremos por
(x{,...,x;) as coordenadas de Uy, € por {%, . %} a base associada ao espaco tangente
de x,(U,). Para cada a, defina yo, : Uy x R* — TM por

9
Vo (X Xy, uy) = (xa(x?,...,xg),ziyiw) (U1, ) € R
1= l

Geometricamente, isto significa que tomamos como coordenadas de um ponto
(p,v) € TM as coordenadas x{',...,xy de p junto com as coordenadas ui,...,u, de v na
base {%, .. ,%}

Considerando a aplicagdo dxq : R" — T,M dada por dxq(v) = p'(0) onde B =
Qoa, @:Uy CR" — M € uma aplicacdo diferencidvel e para cada g € Uy e v € T,M,
o: I CR— Uy C R" é uma curva diferencidvel com a.(0) =g e o/(0) = v.

Vamos mostrar que {(Uy X R",yq)} é uma estrutura diferencidvel para TM.
Como Uxa =M e (dxa)q(R") =T ()M, q € Uq, segue que, Uya Uy xR") =TM,

0 que verifica a primeira condi¢do da Defini¢do [[.2.2] Para cada par de indices o e

B seja agora (p,v) € yo(Us x R")Nyp(Up x R"). Entdo (p,v) = (xa(qa),dXa(Va)) =
(xp(gp),dxg(vg)), onde go € Ua, qp € Up, va, vg € R". Portanto,

)’El oya(qa,Va) = ygl(xoc(qoc)7dxoc("oc)) = ((xgl Oxoc)(qoc)ad(xgl oXq)(Var))-
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Como (xg Poxy) é diferencidvel, d(x[;1 oxy) também o é. Decorre dai que

(yg Yo yo) € diferencidvel, o que verifica a condi¢do 2 da Defini¢ao|(1.2.2

Observacao 1.2.2 O fibrado tangente TM também pode ser definido como TM =

U mm.

xeM

O espaco dual de 7,M é o conjunto das aplicacdes lineares ® : M — R, este
espaco serd denotado por 7'M e denominado o espago cotangente a M em x. A unido

T"M = U T M é chamada o fibrado cotangente de M.
xeM

1.3 Formas Diferenciaveis

O estudo local das variedades diferencidveis pode ser feito usando um referencial

natural associado a uma parametrizacio, isto &, para cada x = (x!,---,x*) € M escolhe-
mos oS vetores {a%, “ee ,%}, associados a parametrizacdo xa(xl,n- ,x"), como uma

base de T,.M, em geral esse referencial ndo € ortonormal. No método do referencial mével
introduzido por E. Cartan podemos escolher uma base ortonormal para 7,M. As formas
diferencidveis sdo usadas para obter as equacdes de estrutura de Cartan que sdo funda-
mentais para o estudo de variedades por meio do referencial mével.

Abaixo segue algumas definicdes e propriedades das formas diferencidveis, para
maiores detalhes consulte [[13]], [[L6]], [19].

Definicao 1.3.1 Sejam E\,E,,--- ,Ey, U espacos vetoriais. Uma aplica¢do
fEIXEyx---xXE, — U

é chamada de k-linear quando é linear separadamente em relacdo a cada uma das suas

varidveis. Isto significa que se tem:
1. f(.X1,.X2,"' ,Xi—l—)?}',"' ,xk) :f<xlax27"' yXiy T ,Xk)+f(X1,X2,"' ,55;',"' ,Xk);

2. f(-x17x27"' 7)\‘xi7"' 7-xk):}\’f(xlax27"' 3 Xyt ,Xk),Ond€X1 eEl?"' 7xk€Ek75{i€
EieleR.

Existem dois casos importantes de transformacdes k-lineares:

e Simétricas: f(XI,Xz,"' s Xi— 15 Xy Xid 1500 5 Xj—1, X5 Xjr1, 0" ,xk) =
f(x17x27"' s Xi—1, X, Xid 1, 5 Xj—1, X, X1, ,Xk), onde X1,X2° Xk € E’
o Alternadas: f(x1,x2, -, Xi—1,M,Xit1, * Xj—1, M, Xj 1, ,Xk) =0,

onde x1,x3,- -+ ,x;,N EE.
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Seja M uma variedade diferencidvel n-dimensional e 7,M seu espaco tangente.

1M é um espago vetorial de dimensdo n, com uma base {% } Um campo de vetores em
M é uma aplica¢do v, v: M — TM que a cada ponto x € M associa um v(x) € T,M; v

pode ser escrito na forma

v(x) = ai%.
O campo de vetores € dito diferencidvel quando as fungdes a; : M — R sdo di-
ferencidveis. Para cada espago tangente consideremos seu dual 7, M. Uma base para 7, M
é obtida tomando {dx'}, onde x' : M — R é a projecdo na i-ésima coordenada. De fato,

o conjunto {dx'} forma uma base dual para T;"M, pois dx’' € T;M e

n, 0. ox |0, i#]
(dxxw)_axj_{ 17 i:j.

Definicao 1.3.2 Uma fungdo diferencidvel f: M — R ¢é dita uma O-forma diferencidvel
em M.

Definicao 1.3.3 Uma forma diferencidvel de grau 1 ou, simplesmente, uma 1-forma em
um conjunto M é uma aplicacdo ® : M — T M que associa a cada x € M um funcional
linear ®(x) sobre T:M, ®(x) : TM — R.

Todo funcional linear sobre T,M se exprime de modo Gnico como combinagao
linear a;dx'. Assim, considerar uma 1-forma ® num conjunto M equivale a definir n

1

funcdes reais, a',--- ,a" : M — R tais que, para cada x € M, se tenha

Escrevemos, neste caso, ® = a;dx'. Para cada x € M a aplicacdo do funcional ®(x) no

. 0
vetor v =1’/ =— da como resultado o nimero real

ox/

o(x)v = a;(x)dx' (v) = a;(x)n’". (1-1)

Diremos que a 1-forma ®: M — T,M ¢é de classe C* (0 < k < ) quando, para
todo vetor v € T,M, a fung¢do x — m(x)v é de classe C* em M. Isto ocore se, e somente se,
® = a;dx', onde as fungdes ay,--- ,a, : M — R sdo de classe CF. De fato, esta condicao
¢ suficiente em virtude da igualdade acima e necessdria porque a;(x) = ®(x) % para
todoxeMetodoi=1,---,n.

Definicao 1.3.4 Sejam ® e ® 1-formas em M, o produto tensorial de ® e ® denotado

por ® R ® é uma aplica¢do que para cada x € M, associa uma transformagdo bilinear
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ORO: ThM x T.M — R definida por
(®®E)X(V1,VZ) = cox(vl)@(vz).

Definicao 1.3.5 Um forma diferencidvel de grau 2 ou uma 2-forma em um M é uma
aplicagdo ¢ que para cada x € M, associa uma transformagcdo bilinear alternada ¢, :
T\M x T.M — R, dada por O, = f;;(x)(dx' Adx')y, onde f é uma fungdo diferencidvel

de M em R. Denotaremos simplesmente ¢ = fi_,-dxi Adx/.

No caso em que ® e ® sdo 1-formas diferencidveis em M, o produto exterior
de ® e ®, denotado por ® A ®, € uma aplicacdo que para cada x € M, associa uma

transformacao bilinear e alternada @ A ® : TxM x T,M — IR definida por
ODAND=0R0, — O Wy,

onde ((D/\U))X(VI,VZ) = (ox(vl)@(vz) —Ex(vl)(ox(vz).

Passaremos agora a uma generalizagio das formas diferencidveis. Seja AK(T;M)
k vezes

o conjunto das fungdes k-lineares alternadas u : T,M x --- x T,M — R. Com as opera-
¢bes usuais AK(TM) é um espago vetorial. Se uy,---,u sdo 1-formas, podemos obter
um elemento u; Ay - - - Ay de AK(TM), definido como

(ur Atz -~ A ) (vE, -+ VF) = det (u; (7).

Decorre das propriedades de determinante que uy Ay - - - Ay, € de fato k-linear e alternada.
Em particular, dx! Adx?2--- Adxik € NN(TFM).

Observacao 1.3.1 O conjunto
{dx" Ndx" - Ndx'¥},
i <ip < <iy ondeij€{1,2, -+ ,n}, forma uma base para N(T;M).

Definicio 1.3.6 Uma k-forma exterior em M (k > 1) é uma aplicagcdo @ que a cada x € M

associa um @(x) € NK(T*M), @ pode ser escrito como
O(x) = iy iy i, (X)dxT Adx2 - Ndx®,

ije{l1,2,---,n}, aj ... sdo aplicagoes de M em R. Se as fungdes a;, ,.... i, forem

diferencidveis, ¢ é chamada de k-forma diferencidvel.
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Indicaremos por [ a n-upla (i1, iz, - ,ix),i1 <ip <---<iy),ij €{1,2,--- ,n} e
usaremos a seguinte notagao:

() :aIde.

Definicao 1.3.7 Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensdo n e m, respectiva-

mente, e consideremos a funcdo diferencidavel f : M — N. A aplicacdo linear
dfc: TM — Tyy)N,
induz uma transformacdo linear
£ AT N) — AT M),
que a cada @ € /\k(T]i‘(x)N ) associa f (@), definida da seguinte maneira:

(FE@) - V) = @(dfe(0h), -+, d £ (VF),

vl ... WK € TuM. Fazendo o ponto x variar em M, obteremos uma aplicacdo f* que leva

k-formas de N em k-formas de M, f*(®) serd chamada aplicagdo pull-back da k-forma
® por meio de f.

Convenciona-se que f*(g) = go f, se g ¢ uma O-forma.

Se f: M — N ¢é diferencidvel, temos as seguintes propriedades:
L. /A (o+wv) = f*(9)+ f*(y), onde @ e ¥ sdo k-formas de N;
2. f*(oy) = f*(@)f*(y), onde @ é uma O-forma e y é k-forma de N;
3. ff(oAW) = f*(@) A f*(v), onde @ e y sdo 1-formas de N.
Se @ e ¥ sdo duas k-formas ¢ = a;dx!, y = bydx! podemos definir a soma

@O+ = (a;+by)dx'.

Definicao 1.3.8 Sejam ¢ uma k-forma e y uma s-forma, o produto exterior @ \ Yy é uma
(s+k)-forma definida por @ A\ = ajbydx! Ndx’, onde I = (iy, iz, - i), i| <ip < -+~ <ij
eJ=(jijas s Jk)s 1 <jo <o+ <k

Sejam ® uma k-forma, @ uma s-forma e { é uma r-forma. A operagdo produto

exterior goza das seguintes propriedades :

L. (@AQ)AL=oA(QA]);

2. OANQ = (—1)SoAw;
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3. oA (0+8) =0AN9+®AL, quando r =s;

Definicdo 1.3.9 Seja ¢ = ajdx! uma k-forma, a diferencial exterior de ¢ é uma (k+1)-
forma definida por d¢ = day N\ dx'.

No caso em que ® = P,dx' é uma 1-forma diferencidvel. A diferencial exterior

: oP;, .
de m, denotada por dm, € a 2-forma diferencidvel dw = dP; \ dx', onde dP; = a—]l.dxf .
b
A operacdo diferencial exterior goza das seguintes propriedades:

1. d(@+C&) =do+dC, onde @ e { sdo k-formas;

2. d(QANL) =do AL+ (—1)* @ Ad{, onde ¢ é uma k-forma e { é uma s-forma;
3. d(d@) = d*¢ = 0, onde ¢ é uma k-forma;

4. d(fo)=df N@+ fde, onde ¢ é uma k-forma e f é uma 0-forma;

5. d(f*@) = f*(d¢), onde ¢ é uma k-formaem N e f : M — N é diferencidvel.

1.4 Motivacoes Fisicas

A geometria de Finsler tem sua génese na integral da forma

b dx! dx"
L (‘x ) ) ) dt ) ) dt ) )

onde a fungdo F(x',--- ,x",y!,--- ") é positiva a menos que y = (y!,---,y") seja o vetor
nulo. Ela também ¢ positiva homogénea de grau um em relacdo a varidvel y. Em [4]]

encontramos contextos nos quais essa integral aparece, vejamos alguns:

1... ,x") denota a posigio e y = (y!,--+,y")

e Em certos exemplos fisicos, se x = (x
o vetor velocidade entdo F = F(x,y) teria o significado de velocidade e ¢ faria o
papel de tempo. Neste caso, a integral mediria a distincia percorrida, entretanto

outras interpretacdes sao possiveis;

e Tomando o sistema Optico por exemplo, e considerando um meio anisotrépico, a
velocidade da luz depende da direcdo percorrida. Em cada posi¢ao x, visualizamos
y como uma seta que sai de x. F(x,y) é a quantidade de tempo que a luz gasta pra
sair de x e chegar a ponta de y. A hipétese de homogeneidade permite-nos reescrever
a integral indicada como || : F(x,dx), esta integral representa o tempo total que a luz

gasta para percorrer uma trajetoria (possivelmente curvilinea) neste meio;
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e Particular interesse refere-se ao tempo gasto para percorrer um determinado trajeto
em um terreno montanhoso, a premicia aqui € que a velocidade depende fortemente

da inclinagdo do terreno e assim das direcoes percorridas;

e Exemplos interessantes sdo obtidos quando aplicamos essa teoria na Ecologia. Por
exemplo x pode indicar um recife de coral e y o vetor deslocamento de um estado
x para um estado x + dx. Assim a integral | abF (x,dx) é a energia total gasta na

evolucdo dos corais em um trajeto determinado.

1.5 Estruturas de Finsler

Considerando M uma variedade n-dimensional e 7M o seu fibrado tangente co-

mecaremos com a definicdo de estrutura (ou métrica) de Finler:

Definicao 1.5.1 A métrica (ou estrutura) de Finsler em uma variedade M é uma fungdo
F:TM — [0,)
satisfazendo as condi¢oes:

1. F(x,y) é C* em TM\{0} (Regularidade);

2. F(x,Ay) = AF(x,y),VA > 0 e (x,y) € TM (Positiva homogénea de grau um em

relagdo a y);
3. O tensor fundamental g;;j(x,y) € positivo definido para todo (x,y) € TM, onde

gij(x,y) == ! [F?]

5 - (x,y) (Convexidade forte).

yiyJ

Observacdo 1.5.1 Dada uma variedade M e uma estrutura de Finsler, o par (M,F) é

chamado um espago (ou variedade) de Finsler.
Usaremos as seguintes observagoes:
1. Vamos denotar a métrica de Finsler por F = F(x,y);
2. Uma matriz A, x, serd denotada por (a;;) e sua inversa por al = (q j)_l, isto €,

.
ajja’ = 8y;

3. Chamaremos de “levantamento”e “rebaixamento”de indices, respectivamente, a se-

guinte notacdo a”t; =t' e a;jt/ =t;, onde ' =1'(x,y) e t; = t;(x,y);



1.5 Estruturas de Finsler 11

4. Em algumas situagdes, a funcdo de Finsler é absolutamente homogénea em Yy, isto
S, F(x,Ay) = |M|F(x,y), A € R. Em geral, esta propriedade é muito restritiva, pois
exclui alguns exemplos importantes de Espacos de Finsler, como os espagos de
Randers (veja [7]);

5. A matriz real simétrica (a;;) € positiva definida se cumpre uma e portanto todas, as

seguintes equivaléncias (veja [18]):

(a) Para todo vetor ndo nulo & € T,M temos que &7 (a;;)€ > 0 onde & € o vetor
transposto de &;

(b) Todos os auto-valores A; de (a;;) sdo positivos;

(c) Todos os menores principais de (a;;) sdo positivos;

6. Toda matriz (a;;) positiva definida € inversivel e sua matriz inversa (a;;) ! também

€ positiva definida (veja [18]).

Se F € uma métrica de Finsler, entdo usando o Teorema de Euler prova-se que

x,y) = /&ij(x,y)y/y". De fato

281 (x )y = [F2] iy ey = [F2] 3y (x,y) = 2F2(x,).

A seguir apresentaremos alguns exemplos de métricas de Finsler.

Exemplo 1.5.1 Métrica Euclidiana:

F(x,y) = F(y) = \/cijy'y/,

0 0
oxi’ ox/

d

. 0
onde y =y — o {8 } é uma base de TiM e cjj = < > é constante.

Exemplo 1.5.2 Métrica de Minkowski:

F(x,y) = F(y) = \/&ij(y)y'y/,

ondey=y aa {aa } ¢ uma base de TM e g;;(y) = <%,%>

Exemplo 1.5.3 Métrica Riemanniana:

F(x,y) =1/ aij(x)yy/,

onde y = yaa {aa}eumabasedeTMea,,() <%,%>
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Exemplo 1.5.4 Métrica de Funk: Seja U C R" um dominio fortemente convexo e uma

norma de Minkowski §(y) em R", tal que

U:={yeR"o(y) <1}.

Defina F = F(x,y) >0, y # 0, por x+ % € dU, ye T,U =R", F é chamada métrica de
Funk em U.

Podemos deduzir uma expressao para F' considerando que

P )

Neste caso teremos que

)

Vo0 +2(x L)+ £y,

y
x> 42 (0 )+ (
<x, x>+ xF + F 72

<
Ris

equivalentemente

F20%(x) +2F (x,y) +¢*(y) — F* =
— (1= 0*(x)) F>+2 {x,y) F +¢*(y) = 0.

Resolvendo essa equagdo quadrética em F e considerando ¢(x) < 1 temos que:
A=4(x,y)’+4(1-¢*(x)) 0°(y) >0,

Assim

—2(x,y) jE2\/<I>2(y) — ()02 () + (x,3)°

F= 20—

Observe que:

o ot \/ 02(y) — 02 (0)02(y) + (x,)°

- —0(y) =0
(x,9) — 1/ 02(y) — 02(x)02(y) + (x,y)?
oty = i
pois

VO20) — 02002 (0) + ()2 > (1,3,

ja (1—92(x)) 02(y) > 0, faz com que (x,y)*+ (1 —0%(x)) 02 (y) > (x,y)".
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Portanto a expressdo para a métrica de Funk em U é dada por

— X X 2
F@Jﬁz¢w@>¢%MWw+<w b o)

e R (-2

Observe que x + % € dU se

2(v) — b2 (x)d2 .2 N
me=¢¢® 00+

1—¢%(x) 1—¢%(x)
y y
ex—+ —F) =x- € dU se
2(v) — 02(x)h2 )2
Flxy) = \/¢ () = 9*(x)9*(y) + (x, ) (x,y)

1= 02(x) 10
Observacao 1.5.2 Se U é uma bola unitdria B" C R" entdo a métrica de Finsler em B" é

dada por

2
DB ) gy

— . 1-3
e [P (-9

F(x,y)

Exemplo 1.5.5 Métrica de Randers:

F(x,y) = ofx,y) +B(x,y)

onde o(x,y) = \/ajj(x)y'y/ é uma métrica Riemanniana e B(x,y) é uma 1-forma em M
definida por B(x,y) = bi(x)dx' (y) = bi(x)y' e

b:=||Blla(x) <1. (1-4)

Observe que

Blla(x):=  sup  B(x,y),

o(x,y)=1, yeT,M

isto significa que ||B||¢(x) é o supremo de B(x,y) quando tomamos um referencial {e;} €
T,M ortonormal em relagio a métrica o, ou seja (ej,e;), =0, se i 7# j e (e;,ei)o = 1.

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem (veja [18]), temos que
dim T,M = dim Ker B(x,-) +dim Im B(x, - ),

onde Ker B(x,-) := {y; B(x,y) = 0} é chamado de niicleo de B(x,-).
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Se B(x,-) é a 1-forma nula, entdo a dimensdo do nicleo de B(x,-) é n e a
dimensdo da imagem de B(x,-) é 0, caso contrario, como a dimensdo de T,M é n e a
dimenséo da imagem de B(x,-) é 1, temos que a dimenséo do nicleo de B(x,- ) serdn—1,
assim tomando {e;} € T,M, temos que B(x,e¢) =0 quando 1 <e <n—1.

De fato, vamos tomar um referencial ortonormal em relacdo a métrica o dado

por
d
682(83)](@, 1§8§n—1
) 2
en = cbsaSkﬁ,
onde {%} € uma base para T,M.

Do fato que (eg,en), =0,V 1 <& <n—1 segue que
CbsaSi(es)kaik = Caskbs(ga?,)k = Cbk<€£)k =0,

portanto B(x,ee) = bi(ge)* =0,0onde 1 <e <n—1.
Por outro lado, do fato que (en,eq), = 1 segue que chsa*’chsa’a;j =

. . 1 .
28 isbsbsa®l = c2b ibsa* =1 e portanto ¢ = \/ﬁ onde b := \/b;bsa’/. Neste caso
jPsa
) b.b sk b2
X, ey :bkcbsa”:i:—:b

e portanto b = sup B(x,y).
OL(XJ):L yeTM
No caso da métrica de Randers temos que g;; = g;j(x,y) é dado por

gij = %[Fz]yiyj
= F,Fi+FF;;
= (04 B)s(@tB)yi +F (o),
;o\
= (0 Bys) (0 Byi) +F (Otyigs + By )
= OOy +Ocy-fﬁyi +OcyiByj +Byjﬁyi +E Oy

YiYi [ Vi Vi F

= ala—l—abi—l—albj—l—bibj—l—a(aij—otyjayi)

= —<aij—&&>+<bi+)ﬁ> <bj+&>, (1-5)
o (004 (04 (04
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onde y; :=a; jyj e a;j = a;j(x). Concluimos de [20] e da igualdade 1| que (g;;) € positiva

definida se, e somente se,
b:=1B||a(x) = \/a"jbibj < 1.

Podemos escrever a métrica de Randers de uma forma mais simples, denominada

forma normal esse é o objetivo da seguinte proposi¢ao

Proposicao 1.5.1 Seja F = a.+ B uma métrica de Randers em uma variedade M, n-

dimensional. Seja {e;} um referencial ortonormal na métrica o. = o(x,y) tal que o vetor

.0
e, tenha direcdo e sentido do vetor b jaf’ﬁ. Entdo F = F(x,y) tem a seguinte forma
X
normal

F(x,y) = (V)2 +by", ¥y =Ye; € TM, (1-6)

™=

1

onde b = \/a'lbb; é a norma da 1-forma B.

Prova. Primeiramente observemos que no referencial { %} a métrica é dada por

. - 0
F(x,y) = \/aijy'y! + bi(x)y', Wy Zykw,
d

pois <W’ %>a =ajjef= b;y'. Agora considerando um referencial ortonormal {e;} em
relacdo a métrica o, obtemos a primeira parcela de (I-6)), pois basta usarmos o fato que
(eirej),, = 8ij. Logo neste referencial a;; = 5;;.

Para a segunda parcela de (I-6) devemos proceder como anteriormente e tomar
um referencial eg = (ss)k%, 1<e<n—lee, = cbsask%, onde {%} ¢ uma base para
T.M. Neste caso

B(x,ee) =br(ee)* =0, 1<e<n—1

B(x,en) =b= sup  B(x,y).
ox,y)=1, yeTtM

Tomando y = y®ee + y"e, e usando o fato que P é linear temos que

B(x,y) = y*B(x,ee) +Y"B(x,e,) = y"b.

OJ

Para a métrica de Finsler em uma variedade M as geodésicas ¢ = c(t) de

F = F(x,y) em um sistema de coordenadas locais (x) sdo caracterizadas pela equagdo
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d’x' [ dx
— +2G" — ] =0 1-7
426 (x5 =0, (1)
onde x/(t) sdo coordenadas de c(t) e G' = G'(x,y) sdo definidos por

il

¢ =L { [P o~ [F], ) (1-8)

1
onde g;j = gij(x,y) = 2[F2}y,-y,(xy)eg” (7).

As fungdes locais G' = G'(x,y) definem um campo de vetores global

0 0
G( y) y_ZGl(xay)a_yia

em TM. G é chamado de spray de F e G' sdo chamados os coeficientes do spray de F .
A seguir temos exemplos dos coeficientes do spray de F no caso Euclidiano e

Riemanniano.

Exemplo 1.5.6 Se F(x,y) = F(y) € Euclidiana
G'(x,y) =0,
pois [Fz]xk (y) =0, para todo k € {1,...,n.}

Exemplo 1.5.7 Se F(x,y) é Riemanniana, denotaremos o coeficiente do spray neste caso

por G., = Gi (x,y). Utilizando os simbolos de Christoffel da conexdo Levi-Civita

il
—i ad" (da, Odag Oday
' == -
) <8xs * ox"  oxl )’

onde 1: :l:is(x) a' = d'(x). Temos que

i a’ 2 k 2
Gy = L[l - [P}

4 \ oxk PR
al (da, , , Odag ., Oap ,
_Z(av oYY T )Y
1 al (da, day dar\ o
o202 \oxs  oxr ox
Com isto |
Go = 5T,y (1-9)
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Neste caso o sistema de equagdes das geodésicas € dada por

d’x' _idx"dx*

AT =0 el n} (1-10)

No préximo capitulo faremos uma andlise mais detalhada do spray de F e de

seus coeficientes.

Definicdo 1.5.2 A métrica de Finsler F = F(x,y) em uma variedade é localmente dual-
mente flat se para todo ponto existe um sistema de coordenadas (xi ) com os coeficientes

do spray da forma
. 1 ..
G'= —2gH,, (1-11)

onde H = H(x,y) é uma funcdo escalar.

Lema 1.5.1 A métrica de Finsler F = F(x,y) em um subconjunto U C R" é dualmente

flat se e somente se satisfaz

[F?] =2 [F?] =0, (1-12)

1
onde H = H(x,y) € dada pela equacdo: H = o [F z}xm y™.
Prova. Primeiramente consideramos que F' € localmente dualmente flat neste caso

. 1.
Gl = —igllHyl

1 1 1
— g (5 [P~ £ [ )
como pela defini¢do
i g_ll 2 m__ [2
¢ = ([P = [F,)
gl

1 1
= 2 (5 [Fz}xmylym o E [Fz]x’> ’

podemos igualar essas duas expressoes e obter

-l (i)
- g;(%[ z]xmyzy’"—%[Fle)

Il
o %%
/

)

I_[\l)
%
.\<N
<
3

|

[\®]

B

\_[\l)
RN
N—

(1-13)
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Multiplicando (1-13) por gi e usando que (g”) = (g;;) ™", isto &, girg" = 8y, obtemos
gug” ([F?] " = 2[F?] ) =8 ([FY] oy =2 [F] 1) = 0.

Concluimos entdo que [F Z}mek y"—2[F? ,=0.

Utilizando a definicdo do coeficiente do spray temos que

~
~

Gl — gZ <|:F2:|xmylym_ |:F2:|xl>
gil 3 3
= £ (1Pl -2 170)
il
g 1 m 2 m 3 1 1
_ 7(6 [F?] oy +8[F2}xmyzy —g[Fz]szrg[Fz]xz—g[Fle)

Utilizando agora (I-12)) temos que

; gt /1 m o 1 g" m
¢ = & (L L) L (1P —2(),)
gl 1 1
= —7 (_6 [Fz}xmylym_ 6 [Fz]xl>
1

_ il
= —Eg Hyl'

O

Em [2] e [3] encontramos a seguinte proposi¢do, que da condi¢des necessarias e

suficientes para que uma métrica Riemanniana seja localmente dualmente flat.

Proposicdo 1.5.2 A métrica Riemanniana F = F (x,y) é localmente dualmente flat se, e
2

somente se, pode ser localmente expressa por a;j(x) = aT.Wj(x), onde Y = y(x) é uma
X x

funcdo escalar local em M.

Prova. Observe que F = \/a;jy'y/, onde a;; = a;j(x) e que

[F " =2[F]y = a7 =2 e
aak z aak i
- ] -
dayy day; dajk
— = mykym_+_a Wllyzym 28 ll ylyk

aalk ki 8al, k aa,k ik
- Kk + i i
3 Y TRy gy




1.5 Estruturas de Finsler 19
Se F ¢ localmente dualmente flat, pelo Lema [[.5.1]
da;  day da
- =2 . 1-14
oxk  oxf ox! (1-14)
Permutando i com / em (|1-14]) obtemos
daj Oday;  ,Odaj
=2—. 1-15
o o ox (1-15)
Subtraindo (I-14)) de (T-15))
daj  Oday
oxl  oxi’
Permutando i com k em (I-14)) obtemos
day  daj day;
: = . 1-16
oxi  ox! oxk (1-16)
Subtraindo (I-14)) em (I-16]) obtemos
aail aak,-
= . 1-17
oxk  ox! (1-17)
Assim temos que
da;  day;  day (1-18)

oxk  oxl  oxt’

Y= // a,-ldxldxi,

Se y = y(x) é tal que

entdo usando (I-I8) segue que
d da; - da; ; ;
8_)\:’!‘ = ( axlkl dxl) dx' = / ( g’lkdxl) dx' = /aikdx’
i aakl

821|I aaik i
oxkax! ) ox! dx = ﬁdx = 8-

Reciprocamente se a;; = a;;(x) € tal que

0%y

= el
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onde y = y(x) é uma fungdo escalar em M entdo

aail+aakl _ dy Ay _, Py day
oxk  oxt oxkxix!  oxixkx!  Toxlxixk o

e portanto F' € localmente dualmente flat. 0

Definicio 1.5.3 Uma métrica de Finsler F = F(x,y) € localmente projetivamente flat se
para todo ponto hd um sistema de coordenadas ( i) onde as geodésicas sdo linhas retas,
ou equivalentemente, os coeficientes do spray, G' = G'(x,y), sdo da forma G' = y'P, onde

P = P(x,y) é uma funcdo escalar local.

Métricas projetivamente flat em subconjuntos abertos do R" sdo caracterizadas

por uma simples Equacao Diferencial Parcial.

Lema 1.5.2 A métrica de Finsler F = F(x,y) em um subconjunto aberto U C R" é

projetivamente flat se e somente se satisfaz a equagcdo

Fuy* —Fu =0. (1-19)

kayk

Neste caso, a fung¢do local P = P(x,y) é dada por P = Ta

Prova. Observe que [F?], = 2FF, e [F? iyt = 2Fy Fyic + 2F . Neste caso temos que

[Fz]xky,yk = 2FFuy +2FFu,y

2F 1y 2FF
= ( ) -|—2FFk

F 2
2
2F 3% [F2] )
= ; —2 Y +2F <kayly ) .

Utilizando o Teorema de Euler

2F o [F2] iy

[Fz}xkyl W= : y2 Y oF (kaylyk>
2F 4 yk

=~ &m)" +2F <kaylyk> ;



1.5 Estruturas de Finsler 21

Neste caso os coeficientes do spray G = G(x,y) tem a forma

¢ = L (1F) - 17,
-~ 2 xkyl Y o
i

1 k
g" (2F .y
= ( " +2F Fuyy* — 2Fsz)

Fkyk ; F
= S8 ey + 58" (kayzyk—sz>
F.k F .
- ;—;SImym"‘Egll <kaylyk_Fxl>
F. . F .
_ ;L;yuragl’ (kayzyk—sz>, (1-20)

onde g;; = gi;(x,y).

S Fayk
Se F ¢é localmente projetivamente flat entdo G' =y'P =y Ly, por (1-20) temos

que g (kayzyk —sz> =0e gj,-gﬂ <kay1yk —sz> =9 <kay1yk —sz> = 0, e portanto

kay,,-yk — F,; = 0. Reciprocamente se kayzyk — F. =0, VI, entdo novamente por (1-20)

temos que G' = y'P. 0

Observacao 1.5.3 No caso em que F = F(x,y) = o(x,y) é Riemanniana temos que a

equagao Clymk Y" = o« € chamada equagdo projetivamente flat de Hamel.
Agora definiremos algumas observagdes que serdo posteriormente utilizadas.

Observacdo 1.5.4 Seja F(x,y) = a(x,y) + B(x,y) uma métrica de Randers em uma
variedade M. Defina b, ;(x) por

bi|j(x)ej := dbi(x) —bj(x)8] (x),
onde ' = dx' e 9{ (x):= l:,-i (x)dx* denota a conexdo de Levi-Civita de a(x,y). Considere

i) = %(b,“(x) +by(x);

5i(0) 1= 5 (b () — b))

Foo(x;y) = rij(x)yiyj;
5k0(X,Y) 1= S (X)y"™.

1 1
Observacdo 1.5.5 Como r;j(x) := E(b,-“(x) +bji(x)) e sij(x) == E(bilj(x) —bjji(x)),

somando as duas expressoes obtemos que by j(x) = rij(x) + s5ij(x).
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Observacao 1.5.6 Por definicdo temos que

bi|j(x)ej = byjx x)dx!
= 0ar by (0T
ob;
- (ax,< )= BT ) .
Como {dx'}, j € {1,--- ,n} é uma base para T, M temos que
ob; k

bij (%) = 5 (x) = i (0)T;5(x).

Podemos associar os s;;(x) definidos acima com as 1-formas diferencidveis através da

seguinte proposicao.

Proposicio 1.5.3 Uma 1-forma B(x,-) = b;j(x)dx!(-) é fechada (dB(x,-) = 0) se, e so-

mente se, s;j(x) = 0.

ob;

Prova. Como b;|j(x) = 3 J( x) — by (x)T k( ) e os simbolos de Christofell da conexdo Levi-
X

. =k
Cevita de a sdo simétricos, isto é, Fi i(x) =T j; (x) temos que

o) = Mooyt
_ % (%(x) —bk(x)i-’;(x) — %(x) +bk(x)fjf(x)) (1-21)

1 [ db;

5t
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Calculando a diferencial exterior de B(x, - ) = b;(x)dx'(-) (veja se¢io|1.3)), temos

que

dB(x,-) = dbj(x)Ndx/

d
?9 (x)dx' A dx’
ob;
(a—] )dx! /\dx(Kj) . l( x)dx' /\dx(l>j))
B <8 ] ob;

l J
Ndx (l<])+@( x)dx (K])/\dx)

o

ob; ob;
= 8 x)dx! /\a’x(Kj) - E(x)d (K]) /\dx)
= (ax’ (x) — axl( )> dx /\dx(l.<j).

Se dB(x,-) é a 2-forma nula entdo na expressdo acima temos uma combinagao

linear de elementos da base das 2-formas diferencidves se anulando e portanto

sij(x) = 3 aal; (x) — %(x)) = 0. Reciprocamente se s;;(x) = 0 temos que df(x,-) =0

e portanto que P(x,-) é fechada. O



CAPITULO 2

A Conexao de Chern

2.1 Introducao

Um problema fundamental na geometria diferencial é o problema de equivalén-
cia: decidir quando duas métricas diferem apenas por uma mudanga de coordenadas. No
caso da geometria Riemanniana, este problema foi resolvido em 1870 por Christoffel e
Lipschitz, e levou Christoffel aos seus simbolos e a no¢ao de derivagdo covariante. Em
1917, Levi-Civita construiu uma conexao simétrica (torsao nula) e compativel com a mé-
trica, chamada conexao de Levi-Civita, usando os simbolos de Christoffel.

No caso da geometria de Finsler, a forma de Hilbert, definida por Hilbert em
1900, desempenhou um papel fundamental. Sua diferenciacio exterior d4 imediatamente
uma conexdo, chamada conexdo de Chern, que se reduz a conexio de Christoffel/Levi-
Civita no caso Riemanniano.

Outras conexdes em espagos de Finsler foram definidas por Synge (1925), Taylor
(1925), Berwald (1925) e Cartan (1934). Em 1948, Chern resolveu o problema de equiva-
léncia da geometria de Finsler. Na solucdo deste problema, Chern deduziu uma familia de
conexodes que inclui como casos particulares as conexdes mencionadas acima. A conexao
de Chern que estudaremos € uma ‘“conexao especial” desta familia.

A conexdo de Chern ndo € construida diretamente sobre o fibrado tangente 7M,
como a conexdo de Levi-Civita, mas sobre o fibrado vetorial pull-back ©*T M, usando
o método do referencial mével e a diferenciacdo exterior, como veremos nas proximas
secoes.

A conexdo de Chern € de torsdo nula, mas nio € completamente compativel com
o produto interno de *TM definido por g. A propdsito, demostraremos que em espagos
Finslerianos, ndo € possivel ter uma conexdo em ©* 7'M simultaneamente de torsdo nula e

compativel com a métrica.
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2.2 A Conexao de Chern em w'TM

Antes de introduzir a conexao de Chern, daremos uma breve descri¢cao de fibrado
vetorial e de uma conexdo linear em um fibrado vetorial.

Um fibrado de vetores k-dimensional sobre uma variedade diferencidavel N € uma
variedade diferencidvel V com uma transformacao 1t : V — N de classe C™, tal que para
toda coordenada em um dominio U C N, ! (U) é difeomorfo a U x RK. e por restri¢ao ao
difeomorfismo 7! (x) é difeomorfo a {x} x R¥, para todo x € U. O conjunto V, := 1! (x)
€ chamado a fibra em x. Usualmente denotamos o fibrado de vetores por V.

Para um fibrado de vetores V sobre uma variedade N, uma sec¢do de V € uma
transformagdo X : N — V tal que X (x) € V; para todo x € N. Um referencial local de V
€ um conjunto {e,-}f.‘:1 de seccdes de V, de classe C, definidas em algum conjunto aberto
U C N tal que Vx € U, o conjunto {e;(x)}X_, é uma base para a fibra V; em x. Dado um
referencial local {e; 5'6:1 de V, qualquer sec¢do X de V pode ser localmente expressa por
X=X iei. Entdo X é de classe C* se, e somente, se todos os coeficientes X' sdo de classe
C*. Denotaremos por C*(V) o espago de todas as sec¢des de V de classe C* .

Podemos ver o fibrado vetorial V sobre a variedade N como a unido de espagos
vetoriais Vy indexados em N, V = |J,cn Vi. Seja V' o espaco vetorial dual de V. Por
defini¢do, V' € um espago vetorial de fungdes lineares em V. Entdo V* = |,y Vi € um
fibrado vetorial sobre N. Chamaremos V* o espaco vetorial dual de V.

Seja V um fibrado de vetores sobre uma variedade N. A conexdo linear V em V

¢ uma familia de transformagdes lineares V : T,N x C*(V) — V4, i.e,
V:nX)eT,NxC?(V)— V,X €V,,
com a seguinte condi¢do adicional
Vi(fX) =df(v)X + f()V X,
f € C*(M). Para um referencial local {e;}*_, de V, seja X = X'e;. Entdio
VX = {dX'(v) +Xj(o}}e,-,

onde {® j’} ¢ um conjunto de 1-formas em N. {(x)’j} sdo chamadas Formas de Conexdo
de V com respeito a {ei}le. Removendo v na identidade acima podemos expressar
VX :T,N — Vyou VX € TN ® V, por

VX ={dX'+ X0/} ®e;, X =X'e;.
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Seja

i goi — ok Ami
Qj:=dw; —0; Ny.

Cada Q J’ ¢ localmente uma 2-forma. O conjunto {Q ]l} ¢ chamado de Formas de Curvatura
de V com respeito a {¢;} = {e;}*_,. Se o conjunto {®'}, chamado coreferencial dual de

V*, denota a base dual de {¢;}, isto €, ®'(e;) = §;;, entdo
Q:=Qi0/ e

€ um tensor bem definido sobre N, o qual € uma se¢cdo de T*N®V.

Seja M uma variedade diferencidvel conexa. Seja
TMy:=TM\O={(x,y);xeM,y#0¢e TM}.

T My é chamado fibrado tangente “slit” , sobre M.
No esquema abaixo, apresentamos a projecdo T, sua diferencial dmw = 7, e a

aplicacdo m*, pull-back da projecdo m. (veja se¢do [I.3).

n:TMy — M

(x,y) — w(x,y) =x,

T, - T(Ly)(TMo) — Tn(x,y)M =TM
V — m(V)=v,

n M — T, (TMo)

0 — T,
onde T (®(V)) := 0(n.(V)) = o(v),

T'M={0:T:M — R; linear}

T (TMy) ={&: T,(TMp) — R; linear}.

A pull-back da proje¢do natural © induz um fibrado vetorial T*TM sobre T M
pois se b; é um referencial local de TM e 6’ é o coreferencial dual local de T*M entio

e; = (x,y,b') é um referencial local de T*TM e @' := n*0’ é o coreferencial local dual de
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n*T*M. Uma fibra de ©*TM no ponto (x,y) € TM é definida por
TTM|yy) = {(x,y,v)|v € LM} = T, M.

Em outras palavras , n*TM|(,,) € justamente uma cépia de T.M. n*TM ¢
chamado de fibrado tangente pull-back. Similarmente, definimos o fibrado cotangente

pull-back w*T*M, do qual a fibra em (x,y) é uma cdpia de T;"M.
T M|y = {(x,7,0) vy € 'M} =T M.

Deste modo, w*T*M pode ser visto como o fibrado vetorial dual de ©*7TM, no seguinte
sentido
(x,,0)(x,,v) =0(v), (8,v) € T, M x T,M.

Em um sistema de coordenadas adaptado (x’,y') em TM, onde (x') é um sistema
de coordenadas local em M e os (y')'s sdo os coeficientes de y = yi%|x. Seja {%, aiy,}
e {dx',dy'} o referencial local e o coreferencial natural para T(TMy) e T*(TM),
respectivamente. Entdo VT M que é o espago gerado por {aiyl}, istoé, VTM = span{aiy,-},
¢ um bem definido subfibrado de T'(T' M), o qual é chamado de fibrado tangente vertical
de M. ©*T*M pode ser identificado como o fibrado cotangente horizontal, HT*M :=
span{dx'}, de T*(TMy). Assim HT*M e ©*T*M podem ser vistos como um fibrado

vetorial dual de T*TM. Seja
0; : J
i= %)Y ﬁ ‘x .
Entdo {d,:} é um referencial local de T*T M.
O fibrado vetorial ©* 7'M tem uma sec¢do candnica Y definida por
Yiey) = (60,)-

| .
Como y = y’$|x € T:M , Y pode ser expresso por Y = y'd,..

Seja F uma métrica de Finsler em uma variedade M e seja

1

gij(%.3) = S [F 0 (x,),
(&
1 2
Cijk(x7y) = Z[F ]yiy./yk(xuy)'

Defina
G .= gijdxi Adx’
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C 1= Cijpdx' Ndx! NdrF,

onde g;; = gij(x,y) e Cijx = Cjji(x,y), G e C sdo tensores em TMy := TM\{0}. G e C sdo

chamados Tensor fundamental e Tensor de Cartan, respectivamente.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Chern) Seja (M, F) uma variedade de Finsler n-dimensio-
nal. Para um referencial local arbitrdrio {e;} de T*TM e seu coreferencial dual {®'}
de T*T*M, onde as I-formas ® em TM sdo chamadas formas de Hilbert, hd um tnico
conjunto de 1-formas {® ]’}, chamadas formas de conexdo de Chern, em TMy que sdo

caracterizadas pelas equagoes de estrutura

1. Torsdo Nula:

do' =o' Noj; 2-1)
2. Quase g-compativel:
dgij = g0 +gi®f +2C; o™, (2-2)
onde
o"i=dy' +yl o], (2-3)

Y :=yle; gij = gij(x,y) == G(ei,ej) e Ciji = Ciji(x,y) :=C(ei, e, ex).

Prova. Provaremos o teorema para um sistema de coordenadas locais (x',y") em TMj.

Fazendo ¢; = 0; e ®' := dx;. Localmente as 1-formas {® j’} podem ser expressas por
of = F}kdxk + H}kdyk, (2-4)

onde '}y =T/ (x,y) e [T} =TI}, (x,y).
Pelas propriedades da diferenciacio exterior (veja secao temos que dw' =

d*x' = 0, com isto a equacio (2-1)) é equivalente a seguinte equagio

0 — i

= dx/ (D jda Ty

= Jk(1<k)dx N T ggdx! Nda) + T dod Ayt
(Cjegjap ! N+ Ty do A d!) + T Ny
= (T}, <k jdxd Nk =Ty dod NdxF) + TLjdod A dyf
(Tl — T4 (jenydx! Adx + T dx! ndyF.

Jj(j<k)

(2-5)
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Deisde que dx/ A dx* e dx/ A dy* sdo linearmente independentes para todo i e j,

segue que F}k = F,fj e H}k =0, deste modo (2-4) se reduz a

o] = Tl
Seja N% = N(x,y) dado por
Nb:=y"T,;
e Cjjx = Cjjr(x,y) dado por
. 1 2 lag,-j
Cijk = Z[ ]yiyjyk - Ea—yk

Substituindo (2-3), (2-6) e (2-7) em (2-2)) temos que

dgij = giml—‘j’?;dxl + gmjri’lndxl + 2Cijm(dym +Nlmdxl)'

Calculando a diferencial total de g;; e usando (]23[) temos que

agij agij k

dgij = axkka+8ykdy
98ij |

= axllj dx' +2C;jmdy™.

Igualando a expressdo acima com (2-9)), obtemos

ag ij
ox!

dx' = (gimD J} + gL + 2CijmN}")dx'.
Como {dx'} é uma base de T, M temos que

9ij

o gimL [ + &m;Li]" +2C;jmN]".

Permutando os indices em (2-12))

3¢
ox!
o
ox/

= gjmly' +&ml}} +2CmN;",

gL'} + giml i +2CiuN7".

(2-6)

(2-7)

(2-8)

(2-9)

(2-10)

(2-11)

(2-12)

(2-13)

(2-14)
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Somando (2-13)) e (2-14) e subtraindo (2-12))

dgji  9dgi  0gij
S aijl 2 = 28} + 2CimNy" 4 2CimN} = 2C; My (2-15)

Da identidade (2-15) obtemos que

1 4 (981 g 9gij
k kl kl
=78 ( > le + 27— axllj — 8 (CijmN" + CiiNT' — CijmN["). (2-16)

Agora contraindo (2 com '

) 1 ag il agl' ag.. .
( L G

onde G' = G'(x,y) e dado por

1 1
G = EN’ ZF’ky yr (2-18)

|
Contraindo (2-17)) com Eyf temos

. IV PR de\ .
i 8 8l 8k 98jk\ ik )
“ =7 (axk+axj axl)”‘ 2-19)

Substituindo 2—19[) em (]2—17[) obtemos a férmula para N ; em termos de g;;. Sub-

stituindo (2-17) em (2-16) temos a formula para ', em termos de g;;. Assim definindo

oS F;k em termos de g;; temos a existéncia das 1-formas de conexdo ® ;, isto é, de uma

conexao linear V cuja unicidade segue da métrica F. 0J

. . 1 1 .
Observe que o G' definido acima como G' := iNl = 51" J’kyfyk podem ser
escritos como

OQN

i ‘ dgji | 9gi 9%k ik
¢ = (axk+8xj_axl vy

_ agjljk 9gjk i &
= <2Wyy alyy)

= & (1P - 1F). (2:20)

INIES U N SIS

pois

dgi agil
[F?|. = o ll]y’y e [Fz]xkylyk = 2a ;(y‘yk
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Observe também que com as formas de conexao de Chern {® ]’} com respeito ao

referencial local {e'} de T*T M, podemos definir uma conexao linear V em ©t*TM por
VX ={dX'+ X0/} ®e,

onde X = X (x,y) = X'(x,y)e; € C*(n*TM). Claramente, V é uma conexio bem-definida

e também livre de torsdo no seguinte sentido
Vxp(Y) = Vyp(X) = p[X,Y],

X,Y € C*(T(TMy)), onde p : T(TMy) — n*TM ¢é um fibrado vetorial definido por

J 9
p (@’(x,y)) =dilx, P (a_))i’(x’y)) =0.

V € chamada Conexdo de Chern.

Proposicao 2.2.1 Se uma forma de conexdo é g-compativel, isto é,

k k
dgij = 8kj®; +8ik®j,
onde gi; = gij(x,y) e {®}} sdo as formas de conexdo de Chern, entio as seguintes

afirmacgodes sdo equivalentes:

1. Existe um uinico conjunto de formas de conexdo com torsdo nula e g-compativel no
fibrado pull-back ©*TM;

2. A estrutura de Finsler é Riemanniana.

Prova. Pelo Teorema de Chern, dada uma estrutura de Finsler F', existe um tinico conjunto
de formas de conexdo no fibrado pull-back ©*TM, as formas de conexdo de Chern, que
tem torsdo nula, isto &, @/ A 0)]? = 0 e quase g-compatibilidade com a métrica, isto &,
dgij = gkj(y)l-k -l—g,-k(;)}‘ + 2Cijk0)”+k, onde Cjjx = Cjjk(x,y). Se a estrutura de Finsler é
Riemanniana, entdo temos que o Tensor fundamental g;; ndao depende de y e conse-
quentemente o Tensor de Cartan C;jy € identicamente nulo. Logo, pelo critério de quase
g-compatibilidade do Teorema de Chern, temos que dg;; = gk jwik + gik® Jl‘, donde segue

a equivaléncia entre (1) e (2). O

il
Proposi¢ao 2.2.2 Se G' = G'(x,y) é dado por G' = gZ (

i i , . 9G'
gij = 8ij(x,y) entdo N; = Nj(x,y) € tal que N} = NE

ogji , 98 _ 98k
oxk  ox/  ox!

) y/y*, onde
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Prova. Primeiramente observemos que g8/ = & js» NEste caso
a(gsigi]) — agsz ij + 25 ag” -0
ok ok S T kST
ou =
agsz 1] agljg .
ay ayk St
Contraindo a expressdo acima com g* segue que
9si ol _ 987 9875 08V
oyk oyk > oyk ™ oyk
Usando a expressio acima e que G' := g Gy, onde Gy = G;(x,y) é dado por
1 /dgy O g ,
G, = - gjl+ gllf_ 8 jk y]yk,
oxk  odx/ oxf
juntamente com o fato que g;; € homogénea de grau zero temos que
dG' B 9(g" Gy)
oy oy’
dg™ - dGy
— _G IA) >
dy/ * +8 dy/
o [1(dgji  dgw 98k ;
- -2 ia bsC G, is - J k28] J ok
g g ab] +g a J |: <axk + axj axl y y
ag og ag;
_ ia bs za ja ak Jjk k
= N, (2-21)
OJ

Agora vamos definir uma expressdao para Fi’; = Fi’; (x,y) em termos de g;; =

gis(x,y). Primeiramente facamos

5 9 ;0

— =— —N/'—
ot oxt T ayl’

onde Nij = Nl.j (x,y). Entdo de |D e do fato que C;jx = Cijk(x,y) permanece inalterado
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quando permutamos os indices i, j e k, temos que

vk _ L o (98i 98 98ij O%jm m  O8im \m . 98ij xm
by = 28 o Taw ~ad a0 gy V0 g™
_ Lo i_Nmi . i_Nmi _ i_Nmi iy
= 2g X i aym 8l o/ Jay’" 8li o / aym 8ij
_ L u ogj1 | dgii _ dgij
~ 28 (6xi o s ) (2-22)

Os simbolos Fi'; assim definidos sdo chamados os Simbolos de Christoffel de

segunda espécie.

2.3 Spray

Seja M uma variedade n-dimensional e T : TMy := TM\{0} — M uma projecéo

natural. O spray G = G(x,y) em uma variedade M é um campo vetorial especial em T M

da seguinte forma G = yiﬁ —2G' pw onde G' = G'(x,y) sdo fungdes locais homogéneas
x y
de grau 2.

G'(x,Ay) = A2G'(x,y), A > 0.

A curva y=7(t) em TM, é chamada uma curva integral de G se satisfaz
1= Gy. (2-23)

Seja Y(¢) uma curva integral de G. Entdo as coordenadas (x'(z),y'(¢)) de y(t)

satisfazem
#(t) =y'(1), ¥'(1) +2G' (x(1),¥(1)) = 0.

Seja o(t) := w(y(t)) um projecio de () sobre M. Entio as coordenadas (x'(z))
de o(t) satisfazem
&'(t) +2G'(o(r),6(t)) =0, (2-24)

onde identificamos 6(t) e 6(t) = G’(I)E |o(r) com suas coordenadas (x'(t)) e (¥(#)).
Inversamente, dada uma curva 6 = 6(f) em M o levantamento candnico é

definido como a curva formada por seus campos de vetores tangentes

0

6(1) :6i<t)$|6(t)'

As coordenadas de 6(¢) em TM sio (6'(t),6'(¢)). E facil mostrar que se o(¢) satisfaz
24), entdo (x'(¢),y'(t)) = (o'(t),6(t)) satisfaz (2-23), portanto o levantamento candnico

de ¢ € uma curva integral de G.
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A transformacdo ¢ = 6(7) em M é chamada geodésica de G se é uma curva de
classe C* e seu levantamento candnico Y(¢) := &(7) € uma curva integral de G em T M),
i.e., se satisfaz (2-23)). Em um sistema de coordenadas locais, as coordenadas (G(¢)) de

(6(1)) satisfazem (2-24).

Toda métrica de Finsler F = F(x,y) em uma variedade M induz um spray

dado por (2-20), isto €,
il

G =& 1Pt = [P}

Por (ZT8)
o1
G = EF;ky]yk,
onde I' ;k =T }k(x,y) sdo os Simbolos de Christoffel de segunda espécie definidos em

[22)), assim temos que a equagdo das geddesicas ¢ dada por

d*x . dx )
12 +2G' (X’E) =0,Vi=1,...,n.

ou, equivalentemente por

A% . dx\ dx’ dx*
AT ol )= —0, Vi=1,...n.
ar f"(x’dt) dr dt y Visleon



CAPITULO 3

Curvatura na Geometria de Finsler

3.1 Introducao

A restricdo da métrica a uma forma diferencidvel quadrética levou Riemann a
introduzir o tensor curvatura e a nocdo de curvatura seccional. O tensor curvatura de
Riemann representou um papel muito importante na solucdo do problema fundamental
de decidir quando duas estruturas Riemannianas diferem apenas por uma mudanga de
coordenadas. Um teorema, demonstrado por Cartan, afirma que a métrica €, em um certo
sentido, determinada localmente pela curvatura. Uma afirmacdo equivalente foi feita por
Riemann. Uma versao global deste teorema foi feita por Ambrose, em 1956, veja [15].

Na geometria de Finsler, obtemos a conexao de Chern pela diferenciagao exterior
da forma de Hilbert. A conexdo de Chern foi usada para resolver o problema fundamental
de equivaléncia de geometrias de Finsler. A equacdo de estrutura descrita pela propriedade
de torsdo nula da conexdo de Chern, produz, através da diferenciacdo exterior, uma
matriz de 2-formas, chamada forma de curvatura da conexdo de Chern, cujo primeiro
tensor de curvatura serd usado para definir a curvatura flag, um invariante geométrico que
generaliza a curvatura seccional da geometria Riemanniana. Além disso, a curvatura flag
¢ indiferente, quer usemos a conexdo de Chern, Cartan, Berwald ou Hashiguchi, veja [7]].

Apresentaremos neste capitulo o estudo das Equacgdes de Estrutura e das Identi-
dades de Bianchi, eles serdo uteis para demostrar propriedades da curvatura Riemanniana,
apresentaremos ainda o cdlculo da curvatura flag para métricas de Finsler localmente pro-

jetivamente flat.

3.2 Equacoes de Estrutura

Seja (M, F) uma variedade de Finsler n-dimensional e seja {e;} um referencial
local arbitrdrio para m*TM e {®} o coreferencial dual para ©*T*M. De acordo com

o Teorema de Chern temos que as formas de conexdo {®;} com respeito a {e;} sao
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unicamente determinadas por

do' = o/ No/; (3-1)
o — ..k .k etk
dglj = 8ij®; + 8kjO; +2C1]k0) ) (3-2)
onde
ntio._ g0 i i
0" i=dy' +y o], (3-3)

gij = 8ij(x,y) € Cijx = Cijx(x,y). Claramente, {®', "™} formam um coreferencial local

para T*(TMy). As formas de curvatura J’ sdo definidas por

Ql:=do!-of No/. (3-4)

Diferenciando (3-1]) obtemos que

d*o' = do/rof-o/ Ado]
= (@"ANO)AO -/ A(Q]+0"A®,) (3-5)
= —coj/\Q]?.

Pelas propriedades da diferenciagdo exterior (veja se¢do d>0’ = 0, assim
obtemos a seguinte identidade
o/ AQ[ =0, (3-6)

a qual € chamada de Primeira identidade de Bianchi.

Como ® ]’ ¢ uma 1-forma definida na variedade 7'M, ela pode ser expressa como

®f(x,y) = A (x,y)0 + B}, (x,y) 0",

novamente pelas propriedade da diferenciagcdo exterior temos que
d(x);(x,y) = dA;k(x,y) A (0f + o) + dB;k(x,y) A (0 + @)

= (dAj(x,y)+dB](x,y)) A (0 + ")

0A! OB!
_ Jk I ik
- < axl (xay)(") + axl

(x,y)wl> A ((J)k + 0)"+k) + (3-7)

0A! oB!
+ ]lk (x,y)(l)nH + _Jlk (x’y)wn—k—l A ((Dk + wn—}—k).
dy dy

Assim por (3-4) Q! é uma 2-forma definida na variedade TMo expressa como

1 . 1
Qli= ERj’k,(ok Ao+ Py Ao 4 Elek,co”“‘ A" (3-8)
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onde lekl - lekl(xay)a lekl = lek1<x7y) € lekl = lekl(x7y)'
Observe que
Ry rno' =R/ o' no' =R/ 0 na,
onde a primeira igualdade foi obtida trocando-se os indices k e [/, e a segunda segue da

anti-simetria do produto exterior (veja se¢io[I.3). De maneira andloga temos que

jSklmn—i-k A wn—i—l — jSlkmn—i-l A er—k — _jSlkmn—i-k A mn—i—l'

Assim, R e Q sdo anti-simétricos nos indices k e [, isto significa que

R/jy=-R/y (3-9)
e
Qi =—Qjn (3-10)
Substituindo (3-8)) em (3-6), obtemos
j 1 i k / i k n—+l 1 i n+k n+l\
ou . .
anj AR} o Ao’ + Pyl Aot A" 4 Emf ANQ[ o et =0,
0 que implica em
1 . . P . P . __—
0 = ij A (Rj’kl(k<l)m A +R sy ® A O )+ (P jeny @ N+ (3-11)

. , 1 . . .
k +1 +k +1 +k +1

+lek,(j>k)cof/\(o )A®" +§wf/\(Qj’kl(k<l)co” A" +Qj’k,(k>,)w" A,
Trocando os indices k e / na segunda e sextas parcelas, assim como j e k na

quarta parcela e usando a anti-simetria do produto exterior obtemos que:

1 i i i i j n

E(DJ/\(Rjkl_lek)(k<l)(9k/\wl+(ijl_lek)(j<k)0)]/\0)k/\0) T (3-12)
| ; ;

+§@J A (Qj K lelk)(k<l)0)n+k Ao =0.

Agora usando as idéias acima para os indices j, k e /, obtemos

_(lekl - lelk JrRkllj - Rkljl +Rlljk - Rllkj)(j<k<l)mj Ao A+ (3-13)
1. . .
(Q/u— Qi) (kty®’ A" N = 0.

(P = P ey ® Aot A" 4 5
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Logo da anti-simetria de R, temos que

E(lekl +lekl +Rkll] +Rkllj +Rlljk +Rlljk)(j<k<l)coj /\(Dk/\O)l + (3—14)

o | o | |
+(Pit = P e ® AN A 4 (01— Q) @ N AT =0,

ou seja

Ly ' ' k !
+5(Q)u = 0w n® A" A" =0, (3-15)

Pela independencia linear de &/ A @f A @/, &/ A of A @™ e @/ A @A 0"
para j < k < [, seus coeficientes se anulam separadamente e podemos tirar as seguintes

conclusoes:

1. 0 ji u =0 ji 1 1sto €, O € simétrico nos indices k e I. Como Q € anti-simétrico nos

mesmos indices, seque que Q jikl = 0. Assim, as formas de curvatura em (3-8) se

reduzem a |
Qi= 5R;',doak na' + Pl o Aot (3-16)
2. Pjikl = Pkijl isto é, P é simétrico nos indices k e [;
3.
Riy+R;+R ;=0. (3-17)
Seja
Q' :=do" — " Ao, (3-18)

diferenciando (3-3), obtemos que d@"' = d*y' +dy/ A ®] + y/dw/, neste caso usando
e temos que
Q = do""—o"No|
= &Y +dy Aoj+ydol - o' Ao; (3-19)
= (0" —y"ol) ol +y(Qj+o Ao,) - 0" Ao
= ij;.

Substituindo (3-16) em (3-19) podemos expressar Q' da seguinte forma

1. A
Ql == Elel(Dk A Q)l - lel(l)k A 0)"+l, (3—20)
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onde R\, = R, (x,y) e L', = L'}, (x,y) sdo dados por
Ry :=YRjy, Ly:=—yPiy

Observe que R, + R, =0, ja que por li temos que R}/ +R/;y/ = 0.
Temos também que
Yy R =0, (3-21)

pOiS Riklylyk +Rilkylyk — Riklylyk +Riklylyk — 2Riklylyk —0.
Fazendo R’ :=R',;y' = y/R i ', onde R, = R’ (x,y) obtemos o tensor Rieman-
niano
R:=Re;®e; (3-22)

que tem as seguinte propriedades
R\y*=0e Rij=Rj, (3-23)

onde R;; = R;j(x,y) é dado por R;; := gimR;?’. A primeira identidade segue de (3-21), ja
que
Ry = Riyy = ¥R} by = Riy'y*

e a segunda identidade serd provada em usando a Segunda identidade de Bianchi.

Em um sistema de coordenadas locais (x,y') em TMjy, o coreferencial local
natural de Mo {0, "'} é dada por ' = dx' e @ := dy' + N'dx/ onde, N"- = Ni(x,y) é
dado por N"- = y’"Fn’”, com F,ilj = Fn"”.( y). Substituindo 0)’ F dx em e usando

) d

= — Ni— obtemos

Sxi T oxi oyl

Q) = d(T}dx")—T 3l jdx' ndx*

o}, ar,
= =% —LdF Ndx' + 5 I ayk ndx + T3k A d!
ar, ar,
" k k
- axi dx* A dx! + ayj( HoNfdxX) Ndx + T gdx Adx' (3-24)
orj, orj or), o
= W_ a st"‘F Fsk dx /\dx + = ay /\dX

or! or!
— (5 <2+ T3 Fsk>dx Adx + =2 5 L@ pdx
y

Igualando a expressdo anterior com (3-16) vem que
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i

b 3Tl | dé nd L)
8k+ sk x/\x+ay

1
"R A dy! —ZRJkdx Adyx! — P/ TR A d

Como dxf Adx! e @k A dx! sdo linearmente independentes para todo k, [ e n+k

obtemos que

1 i Brl i
SR = 6{( +T5T
e .
1
pi =
Jlk oyk

,. 1 1
Ry = 2Rjkl+2R]kl
1 1,
= 2R]kl 2lek
or! or!
! k
= 5;< + 05 — < ijl +F,skrslz>
8ri, 8ri .
= 8_)j<_ 8Jl + (g — Tl y)

Observe que

) I A .
"o = o

L4+Ty;.
Contraindo (3-27) e (3-26) com y/ e usando as identidades acima temos

Rikl = R lkly

(3-25)

(3-26)

(3-27)

orj, arj \ . ar;k a;k ,-
o g Y\ ar e M )Y AT T Do Ti3-28)

ON} ON! , oN} aNi . . .

oxk ool oy"
oN l’ oN} oN;, i ON/
_|_

o~ ad TNIG MG

N

dG!

onde pela Proposicdo|2.2.2/temos que N ; =37
Y
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Contraindo (3-28)) com y' e usando que

i | G
o ) o N g PG (3-29)
ay! dy! dy! dykay!
obtemos que
. . ONi ONi ON' ON'!
I / ! ! Y
le :lely — axlﬁy — axlky +le ayk _Nk ayl

’G' | 0*G' ; 9G* &*G' ; 9G' &G
axkayly  oykox! Y+ oy! aykaysy NG aylaysy
oG' I*G' ; 0°G'  9G’ 9G'
oxk - dxioyk + aykayJ Tk oyt

(3-30)

= 2—

Onde a tltima igualdade decorre do Teorema de Euler e do fato que G' = G'(x,y) é

homogénea de grau 2.
Agora derivando (3 em relagdo a y'

OR! 0*G' ’G . G 9G/ &G
ko _ ¥ —y/ S -+ (3-31)
oy! dyloxk 7 oxigyk oylox/ayk ~ 9yl dykdy/
. 3G 9G/ ’G' 9G' 9°G/
+2G7 — — - —
dy/oykdy! oyt dyldy/  dyJ dykoy!
. i
e usando que N ; = — obtemos que
dy/
.1 /0R, OR
R, == — 3-32
43 (3yl 8y") 332

As duas ultimas igualdades nos dizem que o tensor Riemanniano, R := Rikei ®ej,

depende somente do spray da métrica de Finsler.

Definiciio 3.2.1 Se {®'} ¢ {® j’} sdo respectivamente o coreferencial e as formas de

conexdo de Chern em TMy em {e'} entdo as seguintes equagées:

do’ :oojAw’f

. 1 .
Q= doo”*’ — " A u); = Elez(D Ao’ — L0 Ao

sdo chamadas equacoes de estrutura do espaco de Finsler M.
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3.3 Identidades de Bianchi

Seja (M, F) uma variedade de Finsler n-dimensional. Seja {e;} o referencial local
de T*TM, {®',@"*'} o correspondente coreferencial local de T*(TMp) e {®;} o conjunto

das formas de conexdo com respeito a {e;}. Para uma funcéo escalar f = f(x,y) em T M),
defina fi,, = fiu(x,y) € fm = fm(x,y) por

df = fro* + fro" .

Ha uma maneira de definir derivada covariante de um tensor em 7 M usando a

conexao de Chern (veja [1]). Por exemplo se T = T; j(l)i R, T jlk © Tij k s@o definidas por
Tij|k03k + T 40" = d T — T of — Tikm]k-

Em um sistema de coordenadas adaptado (x',y"), os coeficientes, T;; = T;;(x,y),

sdo funcdes locais de (x',y’), onde y = yi$|x, Tijik = Tijik(x,y) € Tijx = Tijr(x,y) sdo

dadas por
oT:
Tiju = 5 = Tl = Tl j = Ty sy
e
aTi,-
Tijs = Fra

Recorde que as formas de curvatura, Q' = Q!(x,y) em (3-20) sio
. . 1. .
Q' =do" — " Noj = ER’,doak Ao’ — L0 Ao (3-33)

onde Rikl = Rikl (x,y) e Likl = Likl (x,).
Diferenciando (3-33) e usando (3-3), (3-4) e d(dw" ™) = 0 obtemos a Segunda
identidade de Bianchi,

dQ = d(de™)—d(0" Ao
= —[do" Ao —o" Adof]
= —d(dy +y o)) o+ o™ A (QF+ ol A o)) (3-34)
= [—dy'rno! Y (Q+of A A0))| Ao+ 0" A Q) +of Aoy
= (=dy —y'oj)rnof Aol + 0" Aof A0l —Q Ao+ oA,

= —Q/roj+a"TAQ
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A conexao de Chern é quase compativel com a métrica no sentido que
_ k k +k
dgij = gik®; + gkj®; + 2C; "™,
onde g;; = g;;(x,y). Por diferenciagdo exterior, temos que

d(dgij) = d(gu®]) +d(gxjof) +d(2C; "),

Na segﬁotemos como propriedades da diferencia¢do exterior que d(dg;j) =0

e dgirm }‘ =dgix N® }‘ +gid® ]I‘, neste caso podemos escrever a expressiao acima como
dgix N F + gudo  +dgi; Ao} + g jdof +2(dCij A"+ Cijdw™™) = 0. (3-35)
Isolando dg;; € dgy; no critério de quase g-compatibilidade e por (3-35)

(810 + 81k ®} +2Ci®" ) NOF + (gu®] + 81,0 +2Cj0" ™) A wf +
+gidof + g dof +2(dC;j A" + Cijdw™*) = 0. (3-36)

Trocando os indices dos somatérios das duas primeiras parcelas da dltima linha

por [

gil(doj +of Aof) +g(do] + of Aof) + (guf Aof +guo] Aof) +
+2C 0" A0 f 4+ 2C1 0" A 0f +2(dCij AT+ Cipda ) = 0. (3-37)

Usando li e o fato que (g ®! A ® }‘ + gu® jl A®©F) =0, a expressdo acima se

reduz a

gilQ} + gleil = ZC,'kl(Ojk A" 4 2ijl(l)l-k Ao — 2(dC,'jk Ao 4
+C;jpda™ ). (3-38)

Somando e subtraindo o termo 2C; jk(’Jlk A @ obtemos

guQ! + Q! = —2(dCij — 2Ciof —2C;0f —2C o) A" —2C; jde™ T -
—2C o A"t (3-39)

Isolando d@™ ™ em (3-18) e substituindo na expressdo acima segue que

gilQ} + gleil = —Z(Cijk‘l(x)k + Cijl,kCOnJrk) A — 2Cijk(.Q.k +@" A O)lk —
+of A", (3-40)
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Utilizando o fato que @' A @/ — o) A @™ =0, 1D e que g Q Jk = Qj

obtemos

Qii+Qj;; = _2(Cijk|lmk + Cl'jl,k(')n—’_k) A — 2Ciijk
_ _2Cijk|l('0k A mn-l—l o Cijl.kmn+k /\(Dn—i—l _
1
—2Cijk (ER’;,,(»“ Ao’ — LK, ot A m””’) (3-41)
_Z(Cijk|l — CistSkl)(J)k A O)n+l —

1
—Cj "N @' - 2Cijs(§RSkl(Dk Aol).
Por outro lado, trocando i por m em (3-16) e contraindo com g;,,
m 1 m -k 4 m .~k n+1
gimQj = Egim RO N+ i @ AT (3-42)

usando as igualdades

k . . Py—
gk = Qij, Rjixs:=gimR["yy € Pjirt = gimP}y

obtemos .
.Ql'j = ERjiklwk Ao + Pjiklw" A (3-43)
Usando (3-43) temos
1
Qij+Qji = S (Riju + Rjitt)0* A& + (Pyjpg + Pjint )0 A o™, (3-44)

Igualando (3-41) a (3-44) e usando que * A ®' e @' A @"* sdo linearmente
independentes temos que
Rijki + Rjiy = —2CijsRy,. (3-45)

Introduzindo a abreviacdo
Bijii = —CijsRy,
podemos escrever a expressao acima como
Riji + Ry = 2Bjji. (3-46)

A equagdo (3-46) juntamente com (3-17)) e com a anti-simétria de R (3-9) podem
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ser usadas para deduzir que
Ry ji — Rjitt = (Buji — Bjita) + (Bkirj + Bijki) + (Biji + Bjkit) - (3-47)

De fato, usando que Rjiy := gimR jmkl na igualdade (3-17) e fazendo uma permutacdo

ciclica dos subindices de R obtemos as igualdades

Rjixt + Ryijk + Riigj = 0,

Rixij+ Rjki + Ry ji = 0, (3-43)
Ryiji+Rikj+Rjuik =0 e

Ryjik + Rijii + Rijrr = 0.

Do lado direito de (3-47), segue que

2B ji — 2B jii + 2Bgirj + 2By jki + 2B ji + 2B jit = Raji + Rixji — Rjirt —
—Rijir + Ryirj + Rikrj + Ryjri + Rjixi + Rig ji + Ryijic + R jir + Ry it - (3-49)

Somando e subtraindo Ry j; € Rjj; e usando a anti-simetria de R em algumas
parcelas de (3-49)), obtemos

2By ji — 2B jixs +2Brirj + 2By jki + 2B jk + 2B jrit = Ry ji + Rk ji — Rjirg —
—Rijk1 + Ruitj + Rikij — Rijik — Rjrik — Ritkj + Riijie + R jkit — Ricjii + (3-50)
+Rji — Riaji + Rjiki — Rk -

Reorganizarmos as parcelas, a expressao (3-50) torna-se

2By ji — 2B jii + 2By j + 2By jki + 2B ji + 2B jkit = Raji + Riaji — Rjiki —
—Rjik; + Rigji + Rirt j + Rjrir + Rirj + Riijk + Rjjire — Rijir — Ryjik — (3-51)
—Ryjii — Rjiik + Ritkj — R jis

dai, de (3-48) segue que

2By ji — 2B jiki + 2Byitj + 2By jki + 2Bjg ji + 2B jrit = 2(Rutji — Rjina),

ou
By ji — Bjiki + Britj + Bijki + Bitjk + Bjkit = Riiji — Rjik-

o que nos da (3-47)).
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. 50 A ik o :
Contraindo a expressdo acima com y’/y* e usando o fato que B;jy; := —CjjsR’;

Rujiy’ Y —R iy’ o= —CklmR'?iyj Y+ CjimRy Y — ClLR | b N
—ClimRy'Y = CumR™ 'Y = CiemRy'y* (3-52)

Considerando R;; := giR";, R, := R';y' = ijjiklyl, e Rt := gmR ', podemos

mostrar que

Rugjiy'y* = gimR{" Y = —gimR{ vy = —gimRT = —Ry;

e
Rjity'y* = gimR Ty’ Y= —gimR Ty’ Y= —gmR} = —Ry.
dand =L L 9% h d
Recordando que Cjyy := Z[F ]yjykyl o) 1 e que g jx € homogénea de grau zero,
obtemos que todos os termos do lado direito de , no qual aparecem os subindices j

e k no tensor de Cartan sdo identicamente nulos.

Por || R”J’.kyj yk =0, assim obtemos de 1} que

Rij = Rji. (3-53)

3.4 Curvatura Flag

Seja (M, F) uma variedade de Finsler n-dimensional. Seja {b;} uma referencial
local para TM e {6;} o coreferencial local do espago dual 7*M. Entdo {e; := (x,y,b;)} é
o referencial local para T*TM e {®' := n*0'} é o coreferencial dual local de T*T*M. O
tensor Riemanniano R = R’ke, ® ok, definido em 1.' pode ser visto como uma familia

de transformagdes lineares
R={Ry|y € TM\{0},x € M},

onde
R, =R,b;®0" . .M — T.M

¢ definido por
Ry(v) := Ry b; @0 (v) = R, (x,y)V*b;, v=v'b; € T,M
e R}, = R’ (x,y) é dado por

dG! 9*G! aZGl oG oG/

Rie= oxk yaxfay T2 aylay 9yl oyk”

(3-54)
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onde G' = G'(x,y), R é chamado de Curvatura Riemanniana.
Para um vetor y = y'b; € T,M obtemos o produto interno em 7, M
gy(u,v) = gij(x,y)uivj, u=ub;, v=1'b;,
observe que
N i Lo j
&(ny) = gy = [F(0y)] 'y =5 [Frxy)],0
= F(xy). (3-55)
Seja
hy(”»") = gy(”ﬂ’) - F’z(x,y)gy(u,y)gy(v,y), (3'56)

hy € chamada a forma angular em T,M associada com y.

A seguir algumas propriedades bdsicas da curvatura Riemanniana:
1. Ry(y) =0, pois
Ry(y) = R (x,y)6 (yjbj) b= Rikyjﬁjkbi = Ry'D' =0
e usando o fato que G' é homogénea de grau 2 obtemos que

ik
ley —

2
= 2[67,¢ -2[6],v +26/[6],,-2[6],, G
0;

2. Ry, = A’Ry. De fato,

Ry,(v) = R, (x,Ay)0* (vjbj) b' = R, (x,\y)v/ & ;1 b’
= R (x, Vb = AR (x,y)V*D'
= 7\’2R)’(V)7

onde usamos o fato de que G’ é homogénea de grau 2, o que nos da

Rik(x,ky) = 2 [G’]xk —y/ [G’]

)C]y

Logo R', (x,y) também é homogénea de grau 2;

«+2G7 [Gl]yjyk - [G'] yi [G] 'z

[Gl} & yk - yj [Gi] xiyk )’k +2G [Gi] yiyk yk - [Gi] yi [Gi} yk yk
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3. gy (Ry(u),v) = gy (u,Ry(v)), pois usando que Ry; = Rj; temos que

gy (Ry(u),v) = gy (R 7 kb vib; > leu Vigi = Ryauy'

, , 0 . 0
= Rt = Rliukvlglk =gy (ukW,Rlivl—)

ox!
= & (uvRy(V)) .

Para um plano tangente P € T,M contendo y defina

8y (RY(M)v Lt)

A= e

(3-57)

onde u € P e P é o plano gerado por {y,u}. K = K(P,y) é chamada curvatura flag.

Em [20] vemos que através das propriedades bdsicas da curvatura Riemannina é
facil verificar que K = K(P,y), independe da escolha particular de u € P onde P é o espaco
gerado por {u,y}. Em dimenséo dois, P = T,M é o plano tangente, assim a curvatura flag
K = K(P,y) é uma funcdo escalar em T My, a qual é chamada Curvatura de Gauss.

Para instalar uma flag (bandeira, em inglés) na variedade diferencidvel M,
precisamos de um vetor, y € 7,M, ndo nulo, que servird de flagpole. Tal flag se descreve
por um lado ao longo do flagpole e outro lado transverso, digamos V := V’%, como
mostra a figura (3.1) . A curvatura flag que definimos ndo depende do comprimento do
lado ao longo do flagpole.

Seja

n
Ric := zigijgy(Ry(bi),bj),
i—
onde {b;} é uma base para T,M, g;; := g,(b;,b;) € (/) = (gij)~'. Ric é uma fungdo
escalar bem definida em 7M. Chamamos Ric de Curvatura de Ricci. Em um sistema de
coordenadas locais,
Ric —gJR,J =R" .

onde R;; = R;(x,y).

Proposicdo 3.4.1 Seja F = F(x,y) uma métrica de Riemanniana em uma variedade M.
Para qualquer plano tangente P C T,M, a curvatura flag K(P,y) = K(P) ¢é independente
de y € P\{0}.

Prova. Desde que F é Riemanniana g;; = g;;(x) e Rjikl =R .ikl( ) sao funcdes de x € M.
Assim R; jy 1= g,mR 1 880 fungdes de x € M e C;j, = 0. Segue de 1) e da anti-simetria
de R que

Rjixt = —Riju = Rijik,
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pois
Rijki + Rjit = —2CijsRy; = 0 € Riju + Rijie = 0.

Isto implica que
R (x,y)u'u* = Rjig (x)y7y' ull* = Ry (x)u b y/y! = R jy (x, u)y7y'.

Entdo para qualquer plano tangente P gerado por {u,y} C T,M,

R'k(xay)uiuk
K(Py) = : —
{gj1(x)gik (x) — 8i(x) g (x) 7y u'uit
_ Rji (x, u)y’y’
{g1(x)gir(x) — 8ij () gur () 7y uiuk
= K(Pu) (3-58)
e a curvatura flag K(P,y) = K(P) é independente de y € P\{0}. O

Para a métrica Riemanniana, a curvatura flag K = K(P) é chamada de curvatura
seccional de uma sec¢do P € T.M. Em duas dimensdes a curvatura de Gauss K = K(x) é

uma fungdo escalar em M.

Definicao 3.4.1 Seja F = F(x,y) uma métrica de Finsler em uma variedade M n-
dimensional. F ¢ dita ter curvatura flag escalar se K(P,y) = K(x,y) é uma fun¢do escalar
de TM\{0}. F é dita ter curvatura flag isotrépica se K (P,y) = K(x) é uma fungdo escalar
em M. F é dita ter curvatura flag escalar constante se K (P,y) = constante. F é chamada

métrica de Einstein se hd uma funcdo escalar K = K(x) em M tal que Ric = (n— 1)KF>.

Da Defini¢ao segue que uma métrica de Finsler em uma variedade M tem
curvatura escalar flag K = K(P,y) = K(x,y) se e somente se para todo y, u € T,M\{0}

Ry(u) = K{gy(y,y)u—gy(y,u)y}.

Isto é equivalente a seguinte expressdo R, = K[F?8y — gay™y'].
Por 1} temos que F2(x,y) = g,(y,y), daf a expressdo dada em |D pode
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ser escrita da forma

8y (Ry(u),u)
Fz(x,y)hy(u,u)
gy (Ry(u),u)
F2(x,y)[gy(u,u) — F~2(x,)gy(u,y)gy(u,y)]
gy (Ry(u),u)
F2(x,y)gy(u, u) — gy(u,y)gy(u,y)
gy (R)’(u)> u)

K(Ry) =

= . (3-59)
gy (v, y)gy(uu) — gy(u,y)gy(u,y)
Observe que
0 = gy(Ry(u) —Klgy(y,y)u—gy(y,u)yl,u)
= & (Rik”kbi — K[gapy"y u'b; — guy“u*y'by], Mlbz)
= g ((Rku —K[F ut gaky“uky‘])bi,ulbl>. (3-60)

Primeiramente vamos assumir que a curvatura flag € escalar, neste caso podemos
assumir u = b; e usando a bilinearidade do produto interno g,(u,v) temos que (3-60) é

nula, isto é,

0 = gy( ksk] F61] gakyaskjyi])bi,5ljbl)
= & ((R;—K[F?8;j— gajy"y'])bi,b;)
(le_K[F 5ij—gajy"yi])gi,-, (3-61)

contraindo a expressdo acima com g/!
8uR'; — 8;KF[8;;— F'F,;y'] =0

eportanto
R, =KF?[5; —F'F,)y']. (3-62)

Agora se Rik = KF?[8; — F’lekyi], entio Rikuk — K[F?u' — gy*u*y'] = 0, para
todo u. De (3-60) e da bilinearidade do produto interno temos que a curvatura flag dada

por
8y (R)’(u)a u)

k= gy (v, y)gy(u,u) — gy(u,y)gy(u,y)

¢é escalar.

Proposicao 3.4.2 Toda métrica de Finsler localmente projetivamente flat tem curvatura

escalar flag.
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Prova. Seja F uma métrica de Finsler localmente projetivamente flat em uma variedade
M. Por defini¢io em qualquer ponto x € M, ha um sistema de coordenadas locais (x,y)
em T M tal que os coeficientes spray sio da forma G’ = y'P, onde P = P(x,y) é uma funcio
escalar. Substituindo esse valor em ((3-54) obtemos,

N& (Py ) (Py) o(Py/)

. . . dy' ; ayi '
= 2P.y' —y/ (ijykyl+ijﬁ) + 2Py (Py yfy +P a J +Pja k

A(PY)  ;0*(Py)

R, =2 — :
k k7 oxJdyk

- a ay dy' ay’
_p. iyJ Al J 227 20
PyiPyyy’ + PP a -+ PPy a S+P 37 3y

= 2kayi — ijykyiy — Py Sik + ZPPykyjy yj + ZPPykijij + 2PPyjyj8jk —

—Pyy'Py’ — PP,;y'8 i — PPuy’8;; — P8;;8

Usando o Teorema de Euler
R, = 2Puy — Py’ — Pyy/8y+2PPuy' + 2P —
—Puy'P— PPy’ — PPy — P23
- (Pz_yijf) Ok + <2ka Px/y PPYk) ¥

Assim
R, = A8+ By, (3-63)
onde
A=P*—yip; (3-64)
€
B = (2Pu—y/Pyy—PPy) =3Py = PPy) + 4y
Temos que
By* = 2PuF—yip ]yky — PPyt
= 2Py —Pyy —P* =Py — P
= -A (3-65)
e que

Rix = iR} =gij(Ady+By') = Agi;du + Bgijy'
= Agjk+Bgijy'. (3-66)
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Contraindo (3-63) com gj;, usando (3-53)), isto € que R = Ryj e gxj = gkj €
ainda o fato que R;,, := gileﬁn temos

Agji+Bgijy' = Agij+Bgiy' (3-67)
€ portanto
Bgijy' = Bguy'. (3-68)
Contraindo (3-68) com y/, usando (3-65)), gijyiyj =F2e¢ gijyj = FF; obtemos
que
Bgijy'y’ = Bgay'y’,
ou equivalentemente

BF? = —Agjy' = —AFFy.

Isolando B temos

_ _AFyk
7
Substituindo o valor de B em (3-63)
R, = A8y +By = A8y — F~'F'). (3-69)

Recordando que por (3-64) A = P> — Piny™ e comparando o resultado acima

obtido com (3-62) temos que F' tem curvatura flag escalar dada por K = P%, ou equiva-
lentemente,
P2 P mym
K= F—; (3-70)
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Figura 3.1: Curvatura flag



CAPiTULO 4

Meétricas de Randers Localmente Dualmente
Flat

4.1 Introducao

Métricas de Randers foram primeiramente introduzidas pelo fisico G. Randers
em 1941 em estudos da relatividade, mais tarde em 1957, essas métricas foram aplicadas
na teoria da eletrostatica por R. S. Ingarden. Abaixo, veremos alguns dos motivos pelos

quais as métricas de Randers sdo uma importante classe das métricas Finsler.

e Elas ocorrem naturalmente em aplicacdes fisicas especialmente na eletrostdtica. Em
[4] temos que o Lagrangiano da relatividade dos elétrons € dado por uma fung¢do do

tipo Randers.

000) + 3000 012 + (2P + (7 + Ay

onde, @(x) e A sdo respectivamente versdes normalizadas dos potenciais elétrico

(escalar) e magnético (vector). A normalizac@o envolve constantes fisicas da teoria.

e As métricas de Randers sdo relevantes para o y-global espaco de Hilbert, em parti-

cular, para aqueles que ndo sao nem Riemannianos nem localmente Minkowskianos
(veja [[7]).

e Gracas ao Teorema de Yasuda-Shimada (veja [27]) as métricas de Randers forne-
cem exemplos interessantes de espacos de Finsler ndo Riemannianos com curvatura
flag constante. Em [4] encontramos a construcio e andlise detalhada de um desses

exemplos, o disco de Poincaré.

e Em um sentido mais geral, os espacos de Randers representam um meio no qual a
geometria Riemanniana conecta-se a geometria de Finsler. Uma grande quantidade
de espacos de Finsler pode ser construido fazendo com que a métrica Rieman-
niana satisfaca propriedades da curvatura de Ricci, juntamente com o significado

geométrico e topolégico das 1-formas (veja [7]]).



4.2 Caracterizagdo das Métricas de Randers Localmente Dualmente Flat 55

e Muitos novos invariantes geométricos sao primeiramente calculados para o espaco

de Randers. Este € o caso por exemplo da S-Curvatura dada em [26].

e Finalmente, de um ponto de vista axiomdtico os espacos de Randers formam uma
categoria independente, pois toda subvariedade de um espaco de Randers é um
espaco de Randers e o produto cartesiano de dois espagos de Randers é também
um espaco de Randers. Isso é possivel gragas ao bom comportamento das métricas

Riemannianas e das 1-formas (veja [7]).

As métricas de Randers que s@o localmente dualmente flat sdo utilizadas em
Geometria da Informacdo, elas surgem a partir da investigacao da estrutura geométrica de
uma distribuicdo de probabilidade e tem sido aplicada com sucesso em dreas como Infe-
réncia Estatistica, Teoria dos Sitemas de Controle, Teoria Multiterminal da Informacao,
(veja [22]).

4.2 Caracterizacao das Métricas de Randers Localmente

Dualmente Flat

Antes de demonstrar o teorema que caracteriza as métricas de Randers local-

mente dualmente flat vamos recordar que:

1. As métrica de Randers sdo da forma
F(x,y) = a(x,y) +B(x,),

onde ou(x,y) = +/a;;(x)y’y/ é uma métrica Riemanniana e B(x,-) = b;(x)dx'(-) é
uma 1-forma em M com B(x,y) = b;(x)dx'(y) = b;i(x)y' e

b:=|Blla(x)= sup  Blx,y)=<1
ox,y)=1, yeTeM

2. Se F = F(x,y) é uma métrica de Finsler do tipo Randers em uma variedade M
entdo: (veja Observagio )

(a) bi‘j(x)ej :=dbj(x) — bj(x)elj(x), onde 0’ = dx' e Olj(x) = l_"i,i(x)dxk denota a
conexdo de Levi-Civita de ou(x,y);

0 7i5() 1= 5 (b () by (0):

© sij(x) = 5 (by;() — (o)

(d) roo(x,y) := rij(x)y'y/;
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(©) sk0(x,) := Skm (X)y™;
() by (x) = rij(x) + i (%);
_ db; —k
() bjjj(x) = @(x) — b (x)I;(x).
Agora definindo s = s(x,y) como s := g, onde a = a(x,y) e B = PB(x,y) vamos

tomar y; :=a jkyj ,onde ajx = aji(x,y) e provar as seguintes identidades:

Ym BGg’Z BG’" O(,bk — Syk

a’xk_ o a W bm|ky +b a Nk y (12 (4‘1)

1. Derivando o coeficiente do spray da métrica o, Giy = G (x,y), dado por

ml

a r
Git = - { (0] " = [0] 4}

onde a;; = a;;(x), em relago a y*
dGg a" 2 r 2 2
ay,? = 1 { [05 Lryzyky + [05 ]xryl Ok — [OC ]xlyk}

a™ 2 r 2 2
= {0 ey + [0 g = [0 }-

Contraindo o resultado com y,,, onde y, := ap,y” € usando que a fungdo o €

positiva homogénea de grau um na varidvel y obtemos a primeira identidade.
o = Y 12] 4 [0y (0]
=5?%maww+wufwﬂw}
6]+ )= 03]}
= % {07 ey + [07] y" = [0 ' |
% {

o +2 [0 = [0}

1—
2. Em |b verificamos que o coeficiente spray de o é dado por G = El“a";yayb,

oG b,
Fe3 =g em by " = o "

bujk = byjk(x) € by = by (x), provamos a segunda identidade.

onde T, =T,y (x), substituindo —= — buLyy*, onde
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bm‘ky = (bmy )xk - bm ayk
G
= Bxk - bma—yk;

3. Para provar a ultima identidade € suficiente calcular a derivada de

ou(x,y) = \/ars(x)y"y*
em relagdo a yX e substituir o valor encontrado na derivada de s com respeito a y*.

Y 200 2000 o

Yk
v o2 o2 2

Como estamos trabalhando com uma métrica de Randers temos que F? =
o + 208 + B? derivando esta igualdade em relaciio a x* e usando as identidades provadas

acima obtemos que

[F?] o = 2000 + 200 B+ 208« +2BB
= 2(a+PB)ax+2(o+P)P«
= 2(a+B) (ot +Bye)
0 OG o agm
T )

_ 2(o+B) oG m dGy
- o {(ym ayk +a bm|ky +bm ayk
_ 9Gy m, , 904
= 2(1+ys) {(ym PN > +(x<bmky + by PN )}

oG
= 2(1+s) {W’? (ym + Oby) + Otbmkym} ,

ou equivalentemente

IG™
= 2(1+5) [—“(ym + by +0cbmzy’”]

7] e

+!
oG oG
= 2(1+y) lﬁ(ym +0tby) + (Bxl —bmﬁﬂ : (4-3)
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Agora derivando (4-3)) em relacdo a y*

aG’” aGm
[Fz]xlyk = 2Syk {ﬁ(}’m—kabm)—l—oc (Bxl a ; )] +
2

0-G" dG" [ 9y,
+2(1+S) |:aya; ()’m+ ab )+W(8yk -f—meL >:| +

+2(1+5) {ocyk <Bxl b a;?) +°‘<B E?yzgj )}

Observe que:

1. Gg é¢ homogénea de grau dois em relagdo a varidvel y;

a m
2. € homogénea de grau um em relacdo a varidvel y;

a k
3. Ym = ajmy’;

OYm a(a 'myj)
ayk - ajyk - ajmsjk - akm;

5. Oy = %, veja equacao |i
6. roo = Bxlyl —2b,,Gg, ja que recordando as defini¢des de rq € s;; dadas acima temos
) m aGm m\..[ m. [ m. [
Buy —2bmGy = (PBu— Y = O™y = ruay™ + spy™y
1 1
= 7100+ muy Y __bl\my Y
1 ;1 I
= oo+ <§bmlymy - Ebm|lymy)

= 7003

oGl oGl
7. byo = szykyl ok = <Bxl —bmﬁ) y' pois usando que b;;(x) = r;j(x) +

sij(x) temos

dG”
(Bxl — bmﬁ)yk}/l = (bm‘lym)ykyl = (rml(x)ym +Sml(x)ym>ykyl

= (r+su)y = o+ sio

== bk|0'
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Usando os argumentos acima juntamente com as identidades provadas em (4-1))

€ possivel mostrar que

oby — syk m .
[Pl = 2= |+ k) 2G5 + 0 (B’ — 26,6l ) | +

m

oG dy
+2(1+35) [W’?(ym +aby,) +2Gy, (a—y']:l + bmayk>:| +
oG™
—|—2(1 —|—S) |:(ka (Bxlyl _ meGgZ) +a <Bxlykyl — by P g>:|
y
ab, —
= Zlca—zsyk [(Ym + 0by) 2G4 0rgo) + (4-4)

oG
+2(1 +S) [W’? (ym + (Xbm> + ZGZZ (amk + %bm> + %}”00 + Otbko} .

Usando (4-3) e (@-4) obtemos

1 1
1P =1 = g (0 B om + o) 2680+ ol +
G
Yk
+ a’”OO‘f’OC(SkO""’kO)} - (4-5)

m

(Ym +0by) +2GY (amk + yg’:bm> +

—2(1+35)

ay/(: (ym+0€bm)+00(rkm—5km)ym}
2
b, —
= k(x—y,Byk [(ym + Oﬁbm) ZGI&1 + OC}’()()] +
Yk dGy
1 2GY —by) — —+
H145) |26 s+ ) -

+ %kroo +ou(sko + rvo — 2rk0 +25k0) | -

(ym + OCbm) +

Teorema 4.2.1 Seja F = o+ B uma métrica de Randers em uma variedade M. F =
F(x,y) é localmente dualmente flat se e somente em um sistema de coordenadas locais

adaptado, o. = a(x,y) e B = B(x,y) sastisfazem:

2 5 2
roo = 59[3 - §Tl32 + [T+ 3 (sz - bmem)] o’. (4-6)
0b; — 6
g0 = k3Bk)_ (4-7)
1 1
Gg = 3(20+7B)y" — 3 (1" — 0™, (4-8)

onde © = 1(x) é uma fungdo escalar, © = 0(x,y) é uma 1-forma em M dada por 6 = 0y,
0r = 0 (x,y) e 0" = 0"(x,y) é dado por 8" := a™8;, onde ajm = ajm(x) e (a™) = (ajm) .
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Prova. Suponhamos primeiramente que F = o+ B é dualmente flat, assim pelo Lema
[[.5.1]nés obtemos que (4-5) ¢ identicamente nula, isto &,

1. o I 2
O = 5 |:F j|xlyky — [F ]Xk
oby — Byx

= 0 [(Ym + 0b) 2Gg + auroo] + (1 +5) [2G&" (amk+%kbm> - (4-9)
m

- W‘f(ym +aby,) + %roo +ou(3sx0 — rko)] :

Multiplicando por o3

0 = (02bx—Byk) [(im + 0tbw) 2G + aurop] + (1 + g) o [2G&” (amk + %kbm) +

oG"
+%”00 — Wg(ym + O(.bm) + 06(3sk0 — }’ko)l
= (oczbk —Byi) [(ym + abp) 2GY + ourgo] + oo+ B) [2Gy (Octk + Yibm) —

Gm
a =W (Ocym —+ o b ) +ykl’()o + 062(35‘](0 — I’ko)} .
Reescrevendo (4-10)) como um polindmio em o temos:
o2 (2b3ymG) 4 202 (bib G + 08 (brroo) — 2BYiym G — 20Uy Bbm G —

—a(Bykroo) + 200 (amGly ) + 207 (yebmGyy) — o (ymaai/?) (b aaik) +

oG
+0 (rooyk) + 0 (310 — r10) + 207 B (@ Gyy) + 20 Byabn Gy ) — (Bym P )
3 IGy, ko3
—o Bbma—yk + aBrooy” + o’ B(3sk0 — ko) = 0,

portanto

oGl
4
oc{bak

oG
(3Sk0 — rko):| + ol |:2bkme&1 + brroo + ZamkG —Vm—=——F1 a T — (4-10)

aGm m m m
—[31%er,?c +B(3sk0 — Fko)] + 02 26y G + 2ykb G + rooyi + 2Pk G —

m

dG m m
_Bymﬁ} +a [_ZYkamGg — Byrroo + 2Bykbim Gy + Brooyk] —2BykymGe = 0.

Em [17] temos que {o*, o, &%, o, 1} formam uma base para os polindmios de grau menor

ou igual a quatro. Neste caso teremos que os coeficientes dos termos acima serdo nulos,
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em particular

i G aGm
2bybn Gy + brroo +2amik Gy, — Ym—=— ok —Bbm—=—7 +BBsko—r0) =0 (4-11)

et .
OC4 [ by, a =% —+ (3Sk0 — I’ko)} + 062 [ZbkymGgZ + 2ykmea + rooyk + ZBamng—

oGy
—Bym 5 k] 2BykymGo = 0. (4-12)

Note que como b, = by, (x) € y; := aj(x)y' temos

ImGy) _  IGg

ayk =Ym ayk +G’&1amk, (4_13)
AbnGl)  AGT
ayka = by, ay]?' (4-14)

Contraindo (4-11) com b, somando e subtraindo G"'b*a,, usando (4-13), @
[14) e usando o fato que

1. b2 = bby. pois b := +/akbby (veja exemplo|[1.5.5);
2. by = ayb®; by = by (x);

3. 50 := srob*; 50 = s0(x), Sxo = Swo(x) e b* = bk (x);

4. ro 1= rb*; ro = ro(x), ro = reo(x) e bk = bk (x),

obtemos que

0 = 2bib*buGy — bib*roo + 2, Gt — ymb* aan Bbub* aa(;;"
+B(3sko — rv0) b — Gb i + Gb
ou
26y G + b*roo + 3b, G — a(yam—yf&l)bk — BM% +B(3s0 —r9) =0,
equivalentemente
OmGa) Bbk—a( @) _ (20 4+ 3)b G2+ Bro0 + B(3s0— ro). (4-15)

ok oyk
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Contraindo (4-12)) com b¥, usando (4-13) e (4-14) e usando o fato que

B = by =blajy’ =bly; =by,

obtemos
4 kaGm 4 k k 2, ko m 2 k ~m
0 = —a'b,b a =W +o (3Sk()b — rob )—|-2OC bib*ym Gy +20yrb b Gy +
oG
+ 02 rooyrb* 4 202 B b G — 02 By bt =2 35 — 2Byiymb* G — o Bbr a, G+
—I—OLZBbkamngZ
ou
o(b,,G"
0 = —otpt % + o (350 — r0) + 20257y, G + 202y by b G +
0(y,, G
+orooyih® + 30 B au Gy — Oﬂzﬁbk% —2Byymb* Gy,
com isso

(b Gy) d(ymGe)
4 k 2 o
b o +o B—ayk

bF = o (3sg — ro) + o2 (26 Y G + 5Bb, G +

+Broo) — 22 ym G, (4-16)

Multiplicando (4-15)) por a* e (4-16) por B e subtraindo obtemos

IOmGa) d(bmGy) d(bnGy) d(ymGg)

4 o ot Bb 9(bnGy) oA BL¢ 202 o)k _
o B o Bb ot o Bb “oF —a B o b

ot (207 4+ 3)b,uG™ + o b2 oo + o B(3so + ro) — Bort (3so — ro) + 2By G —

—o*B(2b*yuGly + 5BbimGy + Broo),

isto €,

0
I0mGa) Prat —a?B?) = a?h?(202b,GT) + 02 (362b,GT) + 0?h? (0P rop) —

—(xzbz(ZBymGgZ) - 50‘262 (megcl) - (szerO + ZBZB)’mGZ:
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equivalentemente
Y0mG8) ol (o2 —B2) = oPH (202Gl + 0100 — 2ynGl) — B(202bnGl +
ayk - m-o 00 YmUg, mY o
+02rgo — 2Bym G 4 303 (02h,, G™) — 3022 (b, G™).
Assim
WomGa) i 3, ) 62 (o — ) = (202bu Gl + 0roo — 2pynGll) (020 — )
Ak mUaq = mUq, 00 ym G, :

4-17)
Pelas observagdes feitas no Apéndice temos que (0’h? — B?)o?(a® — B?) e
o (o — B2)(a?b* — B?) ja que (a’b* — B?) , (0> — B?) e o? sdo polindmios irredutiveis

Por (4-177)
a m
(CL2b2 BZ) | ( (yamka(x)bk 3mem0L> CL2<CLZ BZ),

como (a?b? — B?)a? (o — B?) temos que

(aZbZ . BZ) | (a(ymchl)bk . 3megL1> ]

oyk
Neste caso 3y G
(%bk — 3me’gz) = (02 — P*)T1(x,y). (4-18)
Analogamente
(205Gl + 0100 — 2BymGly) = o (o — B*)1a(x, y). (4-19)

Substituindo os resultados obtidos acima em (@-17)

(P50~ 30t ) (02 — B7) = (020 — ) - B

(202Gl -+ 6Pron — 2By G (@26 — ) = 0 (0 — B2)1a(x,) (02 — B2).

Observe que o lado esquerdo de (4-18) tém uma equagdo quadritica e o de (4
uma equacdo qudrtica em y, para que os lados direito respectivos também tenham

equagdes quadrdticas e qudrticas em y devemos ter que Ti(x,y) = Ta(x,y) = T(x) e



4.2 Caracterizagdo das Métricas de Randers Localmente Dualmente Flat 64

conseguimos as seguintes expressoes

20°bn Gy, + 07100 — 2Bym Gy = T(x)o* (o — B?) (4-20)
€ a .
R~ 36, Gyt = () (02 — B7), (4-21)
y

onde (4-20) pode ser reescrita como
2By G = (2by Gl + rop — T(x)0* +T(x) B . (4-22)

Desde que o ndo contém fator de B, raciocinio anilogo ao anterior nos leva as

seguintes expressoes

ymGy = 80, (4-23)
e
(2, Gy +roo — ’C()C)OL2 +1(x) Bz) =26, (4-24)
onde (4-24) pode ser reescrita como
1 T T
bnGg = 30 — 5700 + 5062 — EBZ (4-25)

Observe novamente que o lado esquerdo de ({#-23)) tém uma equagio ctbica e
o de (#-24) uma equacdo quadrética em y, para que o lados direito respectivos também
tenham equagdes ctibicas e quadréticas em y, devemos ter que 8 = 8(x,y) é uma 1-forma
de M dada por 6 := 0;,y%, onde 0; = ;(x).

) _ ' B L
Derivando lb e 1} em relagdo a y* e usando que Q0L = Yk, 100 := 7 vy
e rxo := rjy’, onde yg := awy', rij = rij(x), roo = roo(x,y) € rxo = rro(x,y), obtemos que

a m
(ym—foc) = 60" + 20001, = O30 + 20025 — 6,02 + 28y, (4-26)
dy o
€
a(b,, G 1
( an;k o) _ O + i — 5 (110 + ko) + T — B (4-27)

d
Substituindo (4-23) até (4-27) em (4-11) e (4-12) e usando % = a,,; obtemos
y

respectivamente



4.2 Caracterizagdo das Métricas de Randers Localmente Dualmente Flat 65

2 2
+am Gy — B(OkB + bk® — rro + Ty — TBbx) + B(3sk0 — r0)
= 2630 — byroo + T02by — T2 by + brrog + 2, G — 80> — 20y +
+a, Gy — B0 — BObx + Brio — Pk -+ Tk + B(3sk0 — vo)
= B(3sro + 0br — PO;) + (thy — 0,) 0% + 3, G — (20 +TB)yk

| T T
0 = 2b (Be — —rogo + —o? — EBZ> + brroo + 2a,u Gy — ekoc2 — 20y, +

0 = —o (ekB +0b;, — rio —I—’Eyk — ﬁ’l?bk) + 064(351(() — rk()) + Zbka2a26 +

2
—0*B(a?0k + 20yx) + 0*B(aum Gy ) — 20°Byid
= [(3sk0 + Obx — OkB) + (T — 8x)Blo® — (20 +TB) By + 3Bam Gl

1
+20%yy <59 ——roo+ = 06 — Bz> + o yrroo + 207 B G —

ou seja,

B(3Sko +0b; — |39k) + (thy — ek)oc2 + 3(1,,,kG’&1 — (29 + ’CB)yk =0 (4-28)

[(3sx0 + Obx — 0kB) + (thr — ;) B] o — (20 4 1B) By + 3Pai Gy = 0. (4-29)
Multiplicando (4-28)) por —3 e somando (4-29)

0 = —PB*(3sko+Obx — OkB) — B (Thy — Ok) — 3B G + B(20+TB)yx +
—l—[(3sk0 +0by — ekB) + (’Cbk — ek)B]oc2 — (29 + ’CB)Byk + 3BamkG’&1
= (3Sk0 —+ ebk — GkB) (062 — Bz)

Usando que (o> — B?) é ndo nulo, obtemos
3sk0 + Oby — GkB =0. (4-30)

Isolando sy na expressdo anterior provamos (4-/)). Lembrando que (4-7)) é uma

das equagdes que caracterizam as métricas de Randers localmente dualmente flat.

(6by — B6) _

Sk0 = — 3
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Para provar as outras duas dadas por (#-8)) e (4-6), primeiramente vamos contrair

(4-28) com a'* e usar que

1. sy == spoa™®; sy = sy (x,) e 500 = sko(x,¥);

2. b= bra'*; by = b (x).;

3. 0 :=0;a’%; 0 = 0;(x);

4. GMaa* = Gy, = G G = Gl (x,y);

5. .=yl
Assim obtemos

B(3s!y +6b' —pe) + (1b' —6')o* +-3GL, — (26 4-1B)y' = 0. (4-31)

Agora contraindo lb com a'*

35+ 0 —pol =0 (4-32)

e substituindo (4-32) em (@-31)) obtemos (@4-§).

1 1
Go = 3(20+7B)y' — 2 (1b' —6')0’
Para provar (#-6)) vamos multiplicar (#-8)) por b, e igualar a (4-23)), obtendo

S(02 ~ 7).

1 L, 1
bnGy = Sbm (20 +1B)y! -3 b (Th' — 61)0@:[39—5;’00—1—2

Isolando rog e usando o fato de que b,y = B e b, b™ = b* obtemos ([@d-6)), isto é

2 2
r00 = —=bn(204TB)y" + Zby(th"™ — 0™)ol> + 2P0 +t(0> — B?)
3 3
4 m 2 m 2 m 2 2 m2 2 2
= —gbmy 6——1:Bbmy +§bmrb —gbme o +20B +to” —1p
4 2
= —gﬁe——tﬁz 2 0 232 — gbme’"ocqugBGJr%wz—%cBZ

2
= 5]36—51[52+0c2 r+§(rb2—bm6m) ,

e concluimos a caracteriza¢do das as métricas de Randers localmente dualmente flat.
Reciprocamente vamos supor agora que F satisfaz (4-6) até (4-8) e seguir os

seguintes passos:
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1. Contraimos (4-8) com y,, e usamos que ¥y, = amy*y™ = o € 0,y = a;,0'y" =

0'y;, assim
1 1
G = 3(20+7B)y"ym — 3 (" = 0")alyy
1 1
= §(26+TB)(X2—§(TB—9)(X2
= 00’ (4-33)

1
2. Isolamos §bmem(x2 em 1) obtendo

o= o b bt

3. Substituimos (-34) em (4-8)) contraido com b,,. Isto nds leva a

1 1
bnGg = 3(20+1B)y" by — 3 (tb" — 0"’ b,,

3
1 1
= 5(26[3+’c[32)—§(*cb2—bm6m)0c2 (4-35)
2 s 1, ] 1.5, 1 5, 1 45,
= 39B+3’C[3 3tboc 200+39[3 61[3 +21:oc +3rocb
1 1 1
= GB—EFOO+§T(X2—§TBZ;

4. Derivamos (4-33) e (4-35) em relagdo a y* e usamos que 0lotx = yi € roo := rijy'y/,
desta forma

0 m
(y’”—f‘*) = 0;0% +20y; e
dy
(b, G 1
( aﬁ;k(x) = ekB+bke_§<rk0+rk0)+TYk—TBbk. (4-36)

5. Contraimos |D com a'* e obtemos
a™* (3spo + Oby — 0B) = 35’y + 0b' — B6' = 0. (4-37)

6. Reescrevemos (4-8) e usamos [{-37)), assim

0
3G — (20 +TB)y" + B(th™ — )0 + B(3sy + b — B =0.  (4-38)
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7. Contraimos (4-38)) com @, resultando em

3G i — (20 4 TB) i + (thi — 01) 0% + B(3s10 + Obr — PO;) = 0. (4-39)

8. Usamos para obter
0
0 = (0 —P?) (Bsio+0b;— 6:B) —
— B3GHam — (26 +1B)yi + (thy — 8x)0* + B(3sk0 + Oby — POL)] +
+  [3BGham — (20+TB)Byx + (Thi — 8x) 0> + (3sko + BBy — PO)B].

9. Substituimos (4-39) na expressao anterior e obtemos

[(3sk0 + Obx — BOk) + (b — B ) Bl — (20 +TB)Byx + 3PGlram =0.  (4-40)

10. Usamos as equagdes (4-33) até (4-36) em (4-39)) para reescrevé-la na forma

0 = 3Ghdm— (20+1B)yi+ (the — 0) 0 + B(3sk0 + Ob; — POy
= 2biBO — byroo + 102 by — TP by + brroo + 2, G — 00> — 20y +
+an Gy — B0k — BObk + Brio — Pyk + TB°br + B(3sko — o) (4-41)
— 2 (PO %rgo + gocz - %Bz) F brroo + 26, G — 0,02 — 28y, +
+amGe — B(OkB + br® — rro + Ty — b)) + B(3sx0 — 110)

oGl oG
= 2bibu Gy + brroo +2ami Gy “Ima — Bbm Fa ¢ +BBso—r10);

11. Usar as equagdes (4-33)) até (#-36) em (4-40) para reescrevé-la na forma

0 = {[(3sk0+0Obx — POy) + (thx — Ok)Blo® — (26 +TB)Byk + 3BGlyctuk | 08
= —o (GkB +0by — rio+ Tyk — B”Cbk) + OC 3Sk() — rk()) + 2bk0c20c29 +

1
—1-206 Vk <[39 — EV()() + OC — BZ + o ykr00—|—2(x Bamka (4-42)
— B0’ +20yi) + 0°B(amkGly ) — 20° By,

m

oGl
—bm g + (3sk0 — rko)] — 2ByymGo, +

oG}
+a? {ZbkymGZZ + 2ykbim G, + rooyk + 2PamkGo, — Bym—=— PN

12. Reescrevemos ({-5) da seguinte maneira
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3 2
o\ oby — Byk
[Fz}mk Yo [FY, = <—a3) —F (Y + b)) 2G + aro) +

| =

a‘3 m Yk aG&n
+ <$> (1 +S) {2Goc (amk+ abm> - a_yk(ym +

+aby,) + yj.lzroo +ou(sko + rv0 — 2rk0 + 2Sko)}
1 . I Ve
— <$) 0(,3 |:2bkme0L + brroo + Zamqu —ymﬁ_
oG 1 aG"
—Bby—=—2 + B(3s10 — —) 3 at[—b,—&
§ nayk +B(3sko rkO)]+(a3>{ [ mayk+
+ (3510 — 110)] + O [2b5ym G 4 2ykbm G + ooy +

Y ,
+2Bamkc'g—ﬁymW?]} —2BynG

Finalmente substituindo (4-41)) e (4-42)) na expressdo anterior temos que
S T
B [ ]x;yky —[F Ty =0.

Portanto pelo Lema [I.5.1] temos que F ¢ localmente dualmente flat em um sistema de

coordenadas adptado. OJ

4.3 Randers Localmente Dualmente Flat com Curvatura

Flag Quase-Isotropica

Nesta secdo vamos caracterizar as métricas de Randers que sdo localmente
dualmente flat e t€m curvatura flag quase isotrdpica, comecamos recordando que a
curvatura flag é o andlogo a curvatura seccional na geométria Riemanniana e que a
métrica de Finsler F em uma variedade M tem curvatura flag escalar se a curvatura flag

K(P,y) = K(x,y) é uma fungéo escalar em TM\{0}.
Definicao 4.3.1 A curvatura flag é quase isotropica se

3cumy™

0 (4-43)

K(Ry) =

onde ¢ = c(x) e & = 8(x) sdo funcdes escalares em M. Se ¢ =0 e d € R ¢é constante
entdo F tem curvatura flag constante e se K = 6(x) diremos que a métrica tem curvatura

isotropica.
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Em [24] encontramos o seguinte teorema

Teorema 4.3.1 Seja F = o+ B uma métrica de Randers localmente projetivamente flat
em uma variedade. Se F tem curvatura flag constante entdo vale uma das seguintes

afirmagoes :

1. F é uma métrica de Randers localmente isométrica F = |y| + by' em R", onde

0 < b < 1 ¢é constante.

2. Apos uma normalizacdo F é localmente isométrica a uma métrica de Randers na
bola B" C R".

PP PP @) ¢ ) (e

(1—=[x?) (I=x) 1+ (a,x)’

(4-44)

onde a € R" é um vetor constante com |a| < 1.

Este Teorema caracteriza as métrica de Randers localmente projetivamente flat
que tem curvatura flag constante. A partir de agora vamos nos preparar para caracterizar

as métricas de Randers localmente dualmente flat com curvatura flag quase isotrépica.

Teorema 4.3.2 Seja F = F(x,y) uma métrica de Finsler em um subconjunto U C R" F é

dualmente flat e projetivamente flat em U se e somente se

X

Fi.=CF Fyk (4-45)
onde C é uma constante.

Prova.Temos de (I-12) e (I-19) que se F ¢ localmente dualmente flat e projetivamente
flat ela satisfaz
[F2] " =2 [F?] » =0 Funyy" — Fu =0

respectivamente.
Usando essas duas igualdades, o Teorema de Euler e o fato de que F € positiva

homogénea de grau um na varidvel y obtemos

0 = [Fz]xmyk Y —2[F? .
— [2FFuyy" —2(2FFy)
— 2 (Fkuxmym + FFxmykym) —4FF, (4-46)
= 2FuFuy" +2FFy — 4FFy
— 2FuFuy" —2FFy.
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Isolando F« na igualdade anterior

2F kFxmym
—_ —
ka — T — ZF;,kP, (4-47)
) Fymy™ :
onde P = P(x,y) é dado por P := T equivalentemente
2FP = Fmy™. (4-48)

Derivando (4-48) com respeito a y' e usando que F é projetivamente flat

2(PyF +PFy) = Funygy" + Fy = 2F,. (4-49)

- xﬂly
Por 1} ,Fi= 2Fsz, assim substituindo esse valor na expressdo acima obtemos
PyF +PFy = Fu =2F,P,

ou equivalentemente
PyF —PF, = 0.

Notando que

=Y r_gv
F 9 y7

{ P} PyzF — PFyl ;
Y F?
temos que g ndo depende da varidvel y ou seja P = %CF onde C = C(x) é uma funcdo
escalar.

Substituindo P = %CF em (4-47) obtemos

X

Fi.= C(X)FFyk. (4-50)
Diferenciando || com respeito a x' e usando que [C(x)] y = 0 temos

Fog = C

X X

lFFyk + CFxlek + CFF;)kxz
= CxlFFyk -l-CszFyk +CF(Fxl)yk
= CXIFFyk +C(CFFy1)Fyk —|—CF(C(x>kuF;]1 + CFkuyl +CFFylyk),

ou equivalentemente

Fx’xk = kaFF;)/ + C(CFF;,;C)F;}[ + CF(C(X)ylFFyk +CFylek —I—CFF;,ky[).
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F € uma func¢do de classe C* portanto pelo Teorema de Schwarz (veja [[19])

F,0 = F,x. Subtraindo as duas expressoes

0 = Fkxl—lek:F<C1Fyk—CkFyl). 4-51)

X X X X

‘oo i 9 !
Como F € ndo nula CyFyx — CuFy = 0. Se y =y 50 tal que Cu(x)y' =0,
nés obtemos de (4-51) que caso (C,i,...,Cxr) # 0 entdo F(x,y) = 0, basta observar que
C

X

Fy V= szFykyl faz com que

CuF :Fkaxlyl =0Vkel,....n

X

assim existe C tal que Cyc # 0 e CycF = 0 faz com que F' = 0. De fato existe um vetor ndo

nulo (C,1,---,Cy) com essa propriedade, basta considerar que Cya(x) =0 paraa =2,...,n.

. 0
Entdo para y = y' — 5, com y!' =0,C.(x)y' =0e F =0 assim

1
8ab(,Y) = 5 [FA(x,)] up =0 (2 < a,b <),
paray = (0, V2, ,y") # 0, o que contradiz a regularidade de F, assim C é constante.

Reciprocamente, se F' satisfaz a igualdade

Fy = CFFy,

X

entdo derivando ambos os lados em relagio a y*, contraindo com y* e usando o lemal|l.5.2|

obtemos que F' € localmente projetivamente flat pois

Fyyy* = CFyFyy* + CFFuy = CFFy = F,. (4-52)

X
Agora fazendo

[Fz}xkylyk = 2 Fyl <kayk> ( hy lyk ]

| )
- 2_F1<CFF )y VF(F }
ol

— 2 (CFF) o+ F (F,
= 2(FgF+FF,)=2[F?],, (4-53)

temos pelo Lema[I.5.1|que F ¢é localmente dualmente flat. O

Proposicio 4.3.1 Seja F = F(x,y) um métrica de Finsler em um aberto U C R". Se F ¢

dualmente flat e projetivamente flat entdo a curvatura flag é constante.
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Prova. Segue da equagdo (3-70) calculada na Proposicdo (3.4.2)) que a curvatura flag para

o caso em que F € projetivamente flat, ¢ dada por

P? — kayk

K=

onde P = P(x,y) é uma fung@o escalar.

Pelo Teorema anterior, Fx = CF Fyk, neste caso

k
b kayk _ CFFyky _ lCF
2F 2F 277
1. . CCFFu Y 1, .,
e
P\* [P\ & ¢ ¢
K=(2) (22 === _ = (4-54)
F F? 4 2 4
Assim a curvatura flag é constante. 0

Exemplo 4.3.1 A métrica de Funk, dada no exemplo satisfaz Fx = CFFy com

1

C = *1, ela é localmente dualmente flat e localmente projetivamente flat com K = T

Prova. Sem perda de generalidade vamos considerar a métrica de Funk, na bola B* C R e

faremos os calculos para F dada por

2
R e B

0P P (459

Para simplificar a notacdo considere

©:= /Iy — (2P — (v,
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Derivando F em relagio a xX obtemos que

Fu = (P + ()Y +550) (1 - x?) — (O + (x,y)) (-245)®

! O (1 |x2)*
=P ) RO+ x|y
N ®(1—|x2)’
N —|)c|2 {(x,y) YK — |x|2yk® +2xk@% +2xF® (x,y)
O (1 |x2)?
O ) () +0) =X (v =[xy )?)
N O (1 |xP)’
N 2x5@% +2x¢@ (x,y) —xk (x,y)2 +xk (x,y>2
O (1—|xP)?
(% = 1) (0x,3) +©) =% (12 = Pl + (x,9)?)
N ®(1—|x2)’
N 2:4@2 + xk@ (x,y) +x* (x,y) ({x,y) + ©)
O (1 |x2)°
() +0) (F =y P e+ (x, )
N O(1—|xP)’
= FFy. (4-56)

Analogamente, para

PGP~ () oy
N (e B () -

obtemos que F« = —FFy*. Assim a métrica de Funk satisfaz Fx = CFFy* com C = +1
e usando a proposi¢ao anterior sua curvatura € dada por K = —%. 0

Em [4] encontramos o seguinte lema que relaciona os coeficientes do spray G,

de o da métrica de Finsler F = F(x,y), no caso em que F ¢ do tipo Randers.

Lema 4.3.1 Para um métrica de Randers F = o.+ B a relacdo entre os coeficientes spray
G'=G'(x,y) de F =F(x,y) e Gi, = G\ (x,y) de a.sd@o dados por G' = G, + Py' +Q', onde
P = P(x,y) é dado por P := % +s0, Q' = Q'(x,y) é dado por Q" := 05’y e e;j(x) = €;j :=
rij + bisj 4+ bjsi, epo(x,y) = eqo 1= eijyiyj, sij(x) = sij = aihshj, sio(x,y) = s’.0 = Sijyj,
sj(x) =sj:=bis';, 5j(x) = s; 1= bis'; e so(x) = 50 1= s7)".

Este lema serd importante para provar a seguinte proposi¢do que pode ser

encontrada em [6].
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Proposiciao 4.3.2 A métrica de Randers F = o+ B é localmente projetivamente flat se e

somente se 0. = O(x,y) é localmente projetivamente flat e 3 = B(x,y) € fechada.

Prova. Suponha que F = o+ B é localmente projetivamente flat entdo por defini¢cdo

G' =y'P, onde P = P(x,y) é uma funcio escalar, temos pelo lema anterior que
G' =G, +Py+ 0,

onde P := ﬁ +s0 e Q"= o',

Igualando as duas expressdes para G' temos que
Gl +Py"+ Q" = Py". (4-58)

Note que

" Y asy)

oy™ oy™
_ oa 50
= ot 0 %
o amjyj +am1y m_}_aasnjl'yj
N 20 S0 oy

= (x_lyms”(} + 05"} 8 jm
— ocflamkyks"}y] + o’
= O('71amkykamhShij + 0('amhshm

is k) h
= o Oy ¥ s+ ad™ spm,

(4-59)
ob, dby,
Usando a equag@o (1-21) temos que s;; = =—— h assim
ox"  oxh
0" il ob, 0b; mhl ob, by,
o Yo o) T G T o
_ oy ai_% —i—ocamhl ob,, by,
N Y y ox"  oxh oxh oxh
= 07 (4_60)

onde 5"} = 5" (x) = " (x)spm(x).

Observe também que P = P(x,y) é homogénea de grau um, fixado um i,

P(x, )My = G (x,hy) = MG (x,y) = A*P(x,y)y',
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com 1SS0
P(x,Ay) = AP(x,y)

e P = P(x,y) é homogénea de grau jd que

P(x,Ay) =

rij (MY Ay 4 2bi(x)Ay's j(x)Ay j) —5j(x)Ay
) J

2F (x,\y
A2 (rj(x)y'y +2bi(x)y's j(x)y7)

e J
2\F (x,y) Asj(x)y

= AP(x,y).

Derivando (4-58)) em relacdo a y" e usando (4-60) juntamente com o fato que P e P sdo
homogéneas de grau 1 obtemos

dGy d(Py™) O(Py")

e oy oy
0P e dy" oP , —oy"
B T T T
= (n+1)(P-P). (4-61)

Isolando Q' em (4-58) temos que Q' = (P —P)y' — Gi, onde Q' := as'ye P— P
é dado em (@-61), assim

; 1 J9G” . ;
i= ey i 4-62

onde ais'y = Ocsijyj =/ alsylys(aihshjyj).
Note que o lado direito de (4-62)) é quadratico em y. J4 que por (I-9) temos que

A —i d'(da, day day .
Giy = 5T,v, onde T,y = 5 ( S T~ oy ) entdo
_ _1—* n..s l_Gl — F S F n l__l—* n..s
n+1aym(2 nsyy>y o —2(n+1)(msy+ mn Y)Y = STy
| R P P
= Y ey (4-63)
Desde que (4-62)) é vilida para todo y vamos supor que y = Aw onde A < 0 neste
caso . |
\/ alskylkys(aihshjlyj) = mrm;nxyrkyi - El:nlskynkysa
equivalentemente

i j I = roi I=i 1S
MM arylys(@"sijy’) = N (nH)Fm'r"yy = 3Ty
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ou

2

M ayly (@ s jy’) =0 [

Multiplicando (4-62) por —A? temos que

AV ayly (@"syy’) = =\ {

_ . 1— ;
(n+ 1>Fm;nyryl - _Fnlsynys:| .

5 nlsynys:|

f‘m:ny ry F—

(n+1)

e concluimos que

_k2 T U LAV :7\‘2 T Vi T W
—(n—l—l) mrY Y 5 nsY )’} [—(n-i-l) mrY Y 5 nsy )’}

Observe que isso s6 € possivel se

1 - R
mrm:nyryl —5 )y =0
e consequentemente
OCSiO = 0

Da primeira igualdade temos que o € projetivamente flat pois

1 aa,
“ n410ym

e da segunda temos que pois sio = jyj = da'hs), jyj = 0 e considerando y pertencente a
{887} que € uma base para T,,M temos que a'’'s, =0V jfixado e portanto 0 = ajasy, i=
dnisnj = sji e pela Proposicdo temos que P é fechada.

A reciproca é imediata pois se o é projetivamente flat, G, = y'P e se B é fechada
novamente pela Proposi¢cdo temos que s;; = 0 e com isso Q= ocs"0 = aas), jyj =0,
assim por (4-58)) temos que G' = G, + Py' + Q' = y'(P+ P) e portanto F é projetivamente
flat.

Prova.

Lema 4.3.2 Seja F = a.+ B uma métrica de Randers localmente dualmente flat em um

variedade M. Suponha que o. = o(x,y) e B = B(x,y) satisfazem a seguinte equa¢do
(2 R2
roo = c(a” — %) —2Bso, (4-64)

onde ¢ = ¢(x) é uma fungdo escalar em M. Entdo F = F (x,y) é localmente projetivamente

flat em um sistema de coordenadas adptado com coeficiente do spray G' = G'(x,y) dado

. 1 .
por G' = EcFy’.
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Prova. Ultilizando as hipéteses do Lema podemos reescrever P e G' da seguinte

maneira

vivd
F = ;LFO — S50 = e”;;?y — 350
(r,-j +bis;j+ bjsi) yiyj
2F -0
_ iy +bisy'y +bsiy'y! 5
2F
roo +PBso+Pso s
2F 0
ro0 + 2Bso

= T So, (4‘65)

G = G&+Fyi+Qi
 roo--2Bso S
= G&—FOOZ—FBO)/’—SOyl—i—OLS’O, (4-66)

onde G!, = G, (x,y) denota os coeficientes do spray de o.

Provaremos que o € projetivamente flat em um sistema de coordenadas, isto &,
Gi, = Pyy' e B é fechada, ou seja s; ;i = 0. Pelo Teorema o e B satisfazem (4-6)) a
(4-8). Igualando (@-6)) e (#-64) obtemos

2 5 2
308 5152 + [’H— 3 (th? — bmem)] o = c(o — B?) — 2Bso,
ou equivalentemente
2 5 2
[Zso + 59 + <c - 51:) [3] B= {c -3 (th* — bme’”)} .

Desde que ¢ ndo contém nenhum fator de B temos que o> (B ndo divide o),

neste caso,
2
B {c—’t— 3 (tb? —b,,,em)}

Recordando que ¢ = ¢(x), T=1(x), by, = by (x) € 0,,, = 0,,(x) a divisdo acima sé é possivel
se

c—1T— % (tb* — by®™) =0 (4-67)

€ consequentemente,

2
250+ 56 + <c — §T> B=0. (4-68)
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De temos
_ Obb* — Bob

3 Y
e usando o fato que sp := srob¥, bFb, = b e 0Lk = b,,0™ pois, kb, = a*0,b’ay, =
8;,0;b° = 0,b°, obtemos

Skobk =

052 — Bb,, 0"
S0 = —%. (4-69)
Isolando sp em (4-68) e igualando a (4-6Y), segue que
1/5 1 0b> — Bb,,0"
S R = m7
2 <3T C>B 3 3
o 2 2 2 2 2 2
Z1B — Z1Bb% + Z1Bb* — P — ZPb, 0" = —Z0b* + 26, .
Equivalentemente
2 2 2 2 2 2 m
5(1—17 )6:5(1—19 )‘CB+[’C—0+§(‘5b — b, 0™B. (4-70)

Substituindo (4-67)) em (4-70) obtemos que 6 = tf3. Como 6 e  sdo 1-formas

O (x)dx* () = T(x) by (x)dx" (),

ou equivalentemente
0 (x)dx* — T (x)by (x)dxk = 0.

Considerando {dx*} é uma base de T, M, temos 0y = Thy.
Usando que 0y = th; e 0,0 = 0'a;,,b™ = 0'b; = b, 0" =0 podemos mostrar
que
* — by®™ = Thyb™ — by®" = 0,b™ — b, = 0.

Substituindo a igualdade acima em (4-67/)) obtemos que ¢ = T.
Substituindo 6 = 1 e 6; = by em (4-7)), temos
ebk — Bek . ebk — B’Cbk - bk(e — ’CB)

Sk0 — — 3 3 — 3 =0.

Usando que sxo = 0 temos que so = sgob* = 0 e podemos reduzir (4-64) i seguinte
expressdo rgo = c¢(0> — B?). Usando ainda que sx9 = O provamos que s’y = syoa’k =0 e
que s,y = 0, como a expressdo acima vale para todo y vale em particular para um y

d .
pertecente a uma base {— de T,M, neste caso, teremos s, = 0 e pela Proposi¢do

ox/
temos que 3 é fechada.
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Substituindo 6 = 1B, T = c e 8% = TH* em (4-8)) obtemos

| . . )
Gy = 5(2’55 +1B)y" = 1By = By, (4-71)

com isso ¢ € projetivamente flat em um sistema de coordenadas adaptado.
Pela proposi¢ao (#.3.2) temos que F ¢ projetivamente flat. Usando os resultados
acima obtidos em (4-66) obtemos que o coeficiente do spray de F = o+ 3 é dado por

G = G&+%y‘

2cB(o+B) +c(a —B?)
2F Y

_ c(2ap+o?—p?) ;

- oF B

cF? .

Ey

cF ;

= (4-72)

Assim pela definicdo F € projetivamente flat num sistema de coordenadas adaptadas. [J

O seguinte teorema encontrado em [25], serd ttil para a prova do Lema[.3.3|e

Teorema[4.3.4]a seguir.

Teorema 4.3.3 F = o+ 3 uma métrica de Randers em uma variedade M com curvatura
flag quase isotropica
30

K="+0(x) 4-73)

onde © = \i(x)y' é uma I-forma e 6 = ©(x) é uma funcdo escalar em M se, e somente
se, a curvatura Riemanniana R, de .= o(x,y) e a derivada covariante de B = B(x,y)

satisfazem as seguintes equagoes:

I_Qik = k(O(.ZBik — ykyi) =+ Otzl‘ik =+ t008,-k — l‘k()yi — tioyk — 3siosk0. (4—74)
Sijik = aixl(8+C%)b;+28sj+1j+ 20, — aj[(8+¢%)b; +2s; +1; + 2,4 (4-75)
rij = —b,'Sj — bjS,' + ZE(a,'j — bibj). (4-76)

onde ¢ = ¢(x) é uma funcdo escalar em M e
k=8—26%+ (8§+2)b* +1,,b" + 2Cmb"™. (4-77)

Neste caso

e - Exmym
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m m

. . . .
b tij = Sim8"j, 1j = b'tij, yi = aijy’, sgo = sy’ o =ty
too = tiy*y!, so = siy', s = bisij, s’ i= asy, j t ’) = a'y, »B= biy'.

e temos que s = b's;j, qij := Tims

Lema 4.3.3 Se F = o+ P € uma métrica de Randers localmente dualmente flat com
3cumy™

curvatura flag quase isotropica K = +6(x) entdo ela é localmente projetivamente

flat em um sistema de coordenadas adaptado, onde ¢ = c(x) é uma funcdo escalar em M.

Prova. Pelo teorema acima podemos escrever rpp COmo

roo = rijyiyj
= [—biSj — bjsi + 25(61,']' — bibj)]yiyj
= —b'siy! —bpy'siy' +2&(aiy'y’ — biy'bjy’)
= —Bso— Pso+2¢(a® — p?)
= 2&(0* —B%) —2PBso,

assim usando o Lemaf4.3.2]concluimos que F' ¢ projetivamente flat com coeficiente spray
dado por G' = ¢y'F. 0J

Teorema 4.3.4 Seja F = o+ [ uma métrica de Randers em uma variedade M. F é
localmente dualmente flat com curvatura quase isotropica se, e somente se, uma das

seguintes afirmacoes é satisfeita
1. F é localmente Minkowskiana.

2. o= aux,y) localmente satisfaz a equagdo projetivamente flat de Hamel: Oymuy™ =

O com curvatura seccional constante Ko = —C?<0e B =B(x,y) e tal que
oL y™
= 2XC)(; . Neste caso F = a.+ B ¢é localmente dualmente flat e localmente

1
projetivamente flat com curvatura flag K = _ZCZ' Para uma constante C # Q.

Prova. Suponhamos primeiramente que F = o+ 3 é uma métrica de Randers localmente
dualmente flat com curvatura flag quase isotrépica. Entdo usando o Lema[.3.3|temos que

F é projetivamente flat e, portanto, pelo teorema@ Fu = CFFy, onde C € constante.

, . 1
Pela proposi¢ao 4.3.1{o coeficiente do spray de F é dado por G' = Py*, onde P = ECF e

F tem curvatura flag constante K = ——C>.
Como F satisfaz Fix = CF Fy satisfaz também 2F Fy = 2FCF Fy = 2F FyC (a1 +
B), ou equivalentemente
2FFu = 2FFC(0+B). (4-78)
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Observando que F? = o + 20,8 + B vamos derivar essa igualdade com respeito a x* e

depois com respeito a y*:

2FFy = [0(2} Tt 2004 B 4208,k + [Bz]xk e
2FFy = [07] o+ 200 B+ 20 + [B7] .

Substituindo as expressoes acima em (4-7/8])

[0%] & + 2004 B+ 20B« + 2BB = Cor[o] w+CB 0] w +2CaBo
+2CB% oty + 2CaP By + 2CaPPyx +2CoPB, +2CB*B

vk s
ou
[07] .« —2C0By — CB[0?] | + (2B — C [0] , —2CBby)
2B (0 + B) — 20BC(aye +By) — 2B°C(0s +By) =0, (479)
Usando que B = by (x)y* e Fu — CF Fy = 0 temos que 2B (F« — CFFy) =0, com
1SS0

0 = 2B(Fu—CFFy)
= 2BFu—2BCFx(0+B)
= 2BFy —20BCF — 2B°CFy
= 2B(0t +Bu) —20BC(au +Byi) — 2B*Cys +Be). (4-80)

Usando (#-80) reduzimos a seguinte expressio
(0] = 2C0Boi — CB [0°] [+ (2B — C [07]  — 2CPy) = O, 4-81)

Considerando {a, 1} uma base para os polindmios de grau menor ou igual a um, temos

que isto é equivalente a duas equacoes:

[0%] 4 = 2C0B +CP [0] (4-82)

2B« = C [0*]  +2CPBby. (4-83)
De (4-82) awowx = o(Caby +CPouy), ou

o = C(aPy+Po) =C(of)y. (4-84)
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De 1' 2By = 2CaoL + 2CBByk, ou
Bu = C(ococyk + BByk). (4-85)

Se C =0 entio a=o(y) e B = B(y) sdo independentes de x e F = o.+ 3 é uma
Norma de Minkowski em uma vizinhanga de um sistema de coordenadas.

Se C # 0 entdo de temos que Oty = C(CyxBym + OByt + Byeotym +
Bovm). Utilizando o Teorema de Euler e o fato de que o e 3 sdo homdgeneas de grau 1

obtemos

Oy Y™ = (0L Bymy™ + OB g y™ =+ B Oy y™ 4 PO iy™ )
= C(oB+apy)
= C(of)
S (4-86)

Como 0tykymy™ = Ok, 0L € projetivamente flat com coeficientes spray G, =y'Py,

my™
onde P, = Y )
* 1 (b b
Por (4-85) B é fechada, isto é, s; i== ) =0, pois derivando (4-85
2 \ox/ ox
em relacdo a x' obtemos
By = C(Bxiﬁyk + BBykxi + i Ok + OCOCykxi), (4-87)

substituindo as expressoes

BxiByk = C((X(Xyi+BByi)Byk

oby
BBy = B
OOy = C((XByi + BOCyi)OCyk
OO, = OoC [(XByi + B(Xyi]yk

= (XC(OCyk Byi + aByiyk + Byk Oy + B(Xyiyk)

em (4-87), obtemos

Buy = C[C(ococyi + BByi)Byk + B% —l—C(OLByi +

—i—Bocyi)ocyk +oC (OCyk Byi + O€[3yiyk + Byk Oy + B(Xyiyk )], (4-83)
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De forma andloga,

ob;
B = C[C(ococyk + BByk)Byi + Bﬁ + C(OCByk +
+Botye) oty + OC (04 Bk + 0Pk 4 By + Botyeyi)]- (4-89)

Subtraindo as expressdes (#-88)) e (4-89) temos que

by Ob;
0 = Buy—Bug=B (a_xk - a_xk)

e portanto 3 é fechada.
Segue diretamente da Proposi¢do {.3.2] o resultado de que o é localmente

projetivamente flat e 3 é fechada.

m
Olym

Por (4-84)) temos que f = 2o

pois,

On = C(0Pym + Borym)
ony” = C(0fymy™ + Poyny™) = C(ap + of) = 2Cop.

Assim
Omy™ 2CocB

=C
20 20 P
e de (4-85) temos que P« = C(aou + PP, ). Neste caso

P(x:

[Pa]xmym = CBumy™
2
o (Gl 20800

_c Clo”]ymy +2cBl3ymy
_ CEZ 2+2C[52> >
= (a2 +B2).

A curvatura seccional para métricas projetivamente flat foi obtida na Proposi¢ao

.4.2]e é dada por (3-70),

(Poc)z - (Poc)xmym
(xz
CZBZ o C2(062 + B2)
o2
= —C. (4-90)
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Reciprocamente, se F = o+ 3 é localmente Minkowskiana entdo o = a(y) e
B =PB(y), assim a,x = 0, B+ = O e portanto [Fz}xky, Y -2 [Fz}xl =0, pelo Lema|1.5.1

temos que F' ¢ localmente dualmente flat. Observe também que neste caso Fii YW —Fy=

0, assim pelo Lema([I.5.2]temos que F ¢ localmente projetivamente flat e pela Proposigio
2

4.3.1/temos que K = R onde C ¢ uma constante. Assim uma métrica de Minkowski é
localmente dualmente flat com curvatura quase isotrépica.
Se a satisfaz a equagdo projetivamente flat de Hamel: Otmuy™ = 0k, com
B= O;Cg)&m e Ko = —C? < 0 entdo o tem curvatura quase isotrépica e valem as seguinte
igualdades
L. o = C(aP) e = C(0Py + Pty ).

2. Bxk = C(OLOCyk + ZBByk).

Para provar 1 basta isolar oy na expressio de B, deriva-la em relagdo a y* e

usar que Otymyky" = Olyk, assim
2C(“B)yk - ch’”ykym 0k = Ok 4 e = 20043

Para provar 2 basta verificar que se o, satisfaz o« y™ = O, entdo pela Proposi-
¢d0[3.4.2]sua curvatura seccional é dada por
(Poc)2 — (Poc)xkyk

KOL = (xz )

oLmy™
onde Py, = %. Neste caso teremos que Py, = CP e

(CB)2— (CP)wr* _

2
= el 4-91)

Isolando (CB . )y*

(4-92)

2 2

(CBu)Y =C (M) _c (C (0] ey +C[[32]yky’<> |

Considerando y pertencente a {%} que € uma base para T,M temos que para cada k

fixado
2By =2C (ococyk + Bﬁyk) . (4-93)
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Agora vamos utilizar os itens anteriormente demostrados para obter que

[0*] « = 20004
= 20C(aB + Bory)

= 2Co*Bx —CP [Ocz}yk 7

ou equivalentemente
(0] o —2Co*Byi — CB [o*] , = 0. (4-94)

yk

Temos também que
2B« = 2C(aoiy + BPy) = C [ocz]yk +2CBby,

ou equivalentemente
(2B — C [0?] = 2CBby) =0. (4-95)

Note que

2F (Fy —CFFy) = 2FFu—2F(CFFy)
F?| 4« —CF[F?]x
(0t+B)*] — CF[(0t+ B)?]
= [0?] 4 +204B +20Bu +2BP —
—C(o+B)( W]yk + 200 B + 20 2B, ) (4-96)
= [0?] + +2004B+ 20« + 2P — Car[0] =
—2CoBoux —2Co* B,k — 2CoBB i) — CP o]
—2CB% oy — 2CaPByx — 2CB*Byx)
= [0?] «—2Ca?By — CP [0]  + (2B —C [0°]  —2CBhy) +

+2B(0t + Bot) — 2CaB(0us + Bye) — 2CB (0L + e

= |
[

o

Substituindo (@-94)) e (4-93) em (4-96)) obtemos

2F (Fu — CFFyk) = 2BFu— ZCB(O(Fyk + BFyk)
= 2BF4— ZCBFyk (u+B)
= 2B(Fu —CFFyk).

Assim
2F (Fa — CFFyk) —2B(Fu — CFFyk) =20(F — CFFyk) =0.
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Como a € ndo nulo, Fy« = CFF e pelo Teorema@temos que F é localmente
dualmente flat e projetivamente flat em U. Portanto a métrica considerada € localmente

dualmente flat com curvatura quase isotropica. 0

Ha muitas métricas o que satisfazem a equacdo de Hamel com curvatura seccio-
(Xxmym

2Co

nal constante, Ky = —C? e =

Exemplo 4.3.2 SeC=+1e

bR (P (e))
- (01— RP)

entdo

g Ly _* (%)
2Co.  (1—xP)

e F = o+ P é a métrica de Funk na bola unitdria B" C R.

Prova. Vamos tomar

@ :— /P — (P12 - (x)).

Neste caso
o — (=207 y[>+2 (x,3) y") (1= [x*) — (20)(—24")®
20 (1 - [x2)*
2P 2 () v 4 20 Py P = 20x] (x, ) Y 4 24O
- 20 (1 - |x2)’
2P 2 () " 2Py 2 — 2] ()
- 20 (1 |x2)°
L 2D 2P 4 2 ) X
20 (1 [x[?)*
20" = 20 )y 2 ()
- 20 (1 [x2)’
€
oy = 2" 2 () YY" +2 (x,y) "y™
20 (1 |x)
2000 [P =20 (o) P+ 200 ) (xy)
- 20 (1 [x2)°

2 (x, ) (| = 232l + ((x,9)?)
20 (1 - [x)? '
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Assim

oy | 2600 | [ =P)T (x,y)
P="2ca = 20 (1—|x|2)? { 2(+)0 } _(i){(l—\ﬂz)z}'

A Geometria de Finsler e a Teoria dos Sprays sdo aplicadas em Geometria da in-
formacdo. Quando impomos que o spray tenha a forma G' = ) g"Hy;,onde H = H(x,y)
€ uma funcdo escalar, obtemos as métricas localmente dualmente flat. Quando exigimos
ainda que a curvatura flag seja quase-isotropica obtemos as métricas localmente dual-
mente flat com curvatura flag quase-isotropica. Tais métricas tem propriedades geométri-
cas especiais e um importante papel na Geometria de Finsler. Nesta dissertacdo o estudo
das estruturas de Finler, das formas diferenciais, da conexao de Chern, da curvatura flag e
das métricas de Randers localmente projetivamente flat auxiliaram na compreensao da ca-
racterizagcdo das métricas de Randers localmente dualmente flat e daquelas com curvatura

flag quase-isotropica.
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Apéndice

Aneis de Polinomios em 7 variaveis

Vamos recordar alguns fatos de &lgebra abstrata, uma analise mais detalhada
pode ser encontrada em [17].

1. Seja R um anel comutativo com elemento unidade, R[y] = R[y',---,y"] conhecido
como anel de polindmios nas n varidveis y',---,y" sobre R é também um anel
comutativo com elemento unidade. Quando R é um corpo F, obtemos o anel
de polinbmios em n variaveis sobre um corpo. Neste trabalho consideraremos os

polindmios nas variaveis y', - - - ,y" sobre o corpo dos niimeros reais;

2. R éum anel de integridade se é um anel comutativo e ndo possui divisores de zero,
neste caso R[y| também serd um anel de integridade. Particularmente quando F
é um corpo F[y] é um anel de integridade, assim podemos construir seu corpo de
fragdes; que é denominado o corpo das fungdes racionais em y!, - - - ,y" sobre F;

3. Um elemento f(y) que ndo é uma unidade em R[y] é denominado irredutivel (ou
elemento primo) se sempre que f(y) = g(v)h(y) com g(y) e h(y) € R[y], entéo g(y)
ou A(y) é uma unidade em R|[y].

(a) (o> —B?) é um polindmio irredutivel de y'. Para provar isso vamos considerar
dimensdo dois, proceder como na Proposicao e considerar a forma
normal de (> — B?) como

(0> =) = (") + (*)> = > (%) Vy=y'e; € TuM,

onde 0 < b= /dl/b;b; < 1 é anorma da 1-forma B. Como (o —B?) é
quadrético, se ele ndo & irredutivel, pode ser escrito como (o> — B?) = A.B,
onde A = A;y' e B = B;y' mais essa igualdade so é possivel se A|B; = 1,
AoB1 =A1By =0¢e AyBy = 1. Entretanto as igualdadades acima geram uma
inconsisténcia, pois se A|{B; =1 e AyB, = 1 entdo Ay, Ay, By e B sédo nédo
nulos e nao podemos ter A;B; = A1 B, = 0. Portanto (o> — B?) é irredutivel;
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(b) Analogamente (a?b?> — B?) e a? séo polinémios irredutiveis de y';

4. Dois elementos f(y) e g(y) em R[y] sdo primos entre si (ou relativamente primos)
se seu maximo divisor comum é uma unidade em R]y].

(a) Como o e a? — B? sao irredutiveis entdo seu maximo divisor ndo pode ser da
forma D = D;y’ e nem pode ser quadratico porque o> # o> — B2, neste caso

seu maximo divisor comum sera uma unidade e eles serdo primos entre si;

5. Um anel de integridade R, com elemento unidade, € um anel fatorial se todo
elemento ndo nulo de R pode ser escrito como produto de um numero finito de
elementos irredutiveis de R e se essa decomposi¢ao é unica a menos da ordem e
de associados dos elementos irredutiveis;

6. Seja R[y| € um anel fatorial, se f(y), g(v) e h(y) € R[y] e se f(y) é um elemento
irredutivel que divide g(y)h(y) entdo f(y) divide g(y) ou f(y) divide A(y).

Distorcao e S-curvatura

Em [11], [21], [20] e [23], encontramos estudos sobre uma quantidade néo
Riemanniana na Geometria de Finsler, a S-Curvatura. Para defini-la vamos fazer algumas
consideragdes. Seja V um espagco vetorial de dimenséo n e seja F = F(y) a norma de
Minkowski em V. Fixe uma base (b;) para V e seja

Vol (B")
OF := . . , 4-97
P Yol{(y) € RY [ F(yiby) < 1 @7
usando o defina uma n-forma em V por
dVe:=Gr0l A AD" (4-98)
onde (%) é uma base de V*, dual de V. Se F é uma norma de Minkowski,
-
gij() =5 [F7 0]y (4-99)
depende de y e 6F # /detg;;(y), em geral.
Defina
detg;;
e 1 Y98 0). (4-100)
OF

T =1(y) é chamada distorcéo de F.
Seja agora F' uma métrica de Finsler em uma variedade M. Desde que a
distorgao é definida para uma norma de Minkowski F, em todo 7,M, obtemos a fungao
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escalar T = t(x,y) em TM\{0} a qual é chamada de distorgdo de F. E natural estudar
a taxa de distorgdo ao longo de geodésicas. Para um vetor y € T,M\{0}, seja 6 = 6(r)
uma geodésica com 6(0) = x e 6(0) = y. Seja

d

S(e.y) = 5 |w(6(0).0(0)] li-o (@-101)

S = S(x,y) é chamada de S-curvatura.

A S-curvatura é uma importante quantidade ndo Riemannina da geometria de
Finsler, diremos que a métrica de Finsler tem S-curvatura isotropica se S = (n+ 1)cF,
onde ¢ = ¢(x) é uma fungéo escalar. Em [21] encontramos o seguinte lema que caracteriza
as métricas de Randers com S-curvatura isotropica.

Lema 4.3.4 A métrica de Randers F = o+ [} tem S-curvatura isotrépica, S = (n +
)c(x)F, se, e somente se, satisfaz rog = c(x)(a®> — B?) — 2Bso, onde o = a(x,y) e

B=B(xy).
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