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Fluxo de Curvatura Média e Hipersuperficies Tipo-7-Einstein

Rafael Marlon de Novais

Resumo

Fazemos uma andlise das solugdes auto-similares do Fluxo de Curvatura Média (FCM) por
superficies regradas e de revolucio em R?. Provamos que as solu¢des por movimento homotético
helicoidal cuja condicao inicial € uma superficie regrada nao cilindrica devem ser triviais. No
caso em que a condi¢do inicial é uma superficies de revolugdo, caracterizamos as solucdes em
termos da curvatura da curva geratriz.

Caracterizamos as solucdes soliton do Fluxo Redutor de Curvas (FRC) no toro de revolucao
T? C R3. Mostramos que as solu¢des devem ser assintdticas aos equadores do toro. Além
disso, generalizamos este resultado para as superficies de revolucio em R3.

Por fim, provamos que uma classe de hipersuperficies tipo-Einstein em S” x R e H" x R

sdo hipersuperficies de rotacao ou totalmente umbilicas.

Palavras-chave: Fluxo de Curvatura Média; Fluxo Redutor de Curvas; auto-similar; soliton;

tipo-Einstein; hipersuperficies de rotacao.



Mean Curvature Flow and 7'-Einstein-type hypersurfaces

Rafael Marlon de Novais

Abstract

We present an analysis of the self-similar solutions of Mean Curvature Flow (MCF) by ruled
and revolution surfaces in R3. We prove that homothetic helicoidal motion solutions whose
initial condition is a non-cylindrical ruled surface must be trivial. When the initial condition is
a surface of revolution, we characterize the solutions in terms of the curvature of the generatrix
curve.

We characterize the curve shortening flow (CSF) soliton solutions on the torus of revolu-
tion T? C R3. We show that the solutions must be asymptotic to the equators of the torus.
Furthermore, we generalize this result to surfaces of revolution in R3.

Finally, we prove that a class of Einstein-type hypersurfaces in S™ x R and H" x R are

rotational or totally umbilical hypersurfaces.

Keywords: Mean curvature flow; curve shortening flow; self-similar; soliton; Einstein-type;

rotation hypersurface.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos solu¢des auto-similares e solitons do Fluxo de Curvatura Média
(FCM) e hipersuperficies tipo-Einstein nos espacos produtos S™ x R e H" x R. Primeiramente,
discutiremos o FCM e, em seguida, trataremos sobre as variedades tipo-Einstein.

O FCM ¢ uma equacao de evolucdo geométrica para hipersuperficies de uma variedade
Riemanniana. Dizemos que uma familia de hipersuperficies evolui pela curvatura média se a
cada instante um ponto qualquer dessa familia estd se deformando com velocidade, na direcdo
normal, igual a uma funcido da curvatura média nesse ponto. O Fluxo Redutor de Curvas
(FRC), € uma versao do FCM, onde trocamos as hipersuperficies por curvas, pois esse fluxo é
estudado em variedades Riemannianas de dimensao dois. Para o FRC € considerada a curvatura
geodésica.

Naturalmente, hipersuperficies minimas sao solugdes triviais para o FCM pois elas ndo se
movem (velocidade normal igual a zero). No caso do FRC as solucdes triviais sdo as curvas
geodésicas.

As solugdes do fluxo podem ser classificadas como auto-similares quando estas evoluem
por movimentos dados por isometrias € homotetias. As solu¢des auto-similares do FCM estao
intimamente relacionadas com as singularidades do fluxo. Em [10] podemos encontrar vérios
resultados a respeito das singularidades, assim como nas referéncias citadas no mesmo. A
medida em que se aumenta a dimensdo, a classificacdo assim como a exibicdo de solugdes
exatas fica cada vez mais dificil. Podemos ver um pouco nos trabalhos [9, 10, 27, 28].

Em [9], as solugdes do FCM por superficies regradas no grupo de Heisenberg foram carac-
terizadas, além disso alguns exemplos explicitos foram apresentados.

Para o caso particular do FRC, em [19, 21], Halldorsson forneceu uma classificagcdo completa
para todas as solucdes auto-similares do fluxo no plano Euclidiano e no plano de Minkowski,
respectivamente.

Dentre as solucdes auto-similares existem os solitons, que s@o solucdes sob a acdo de grupos
de isometrias. Essas solu¢des aparecem como explosoes das singularidades do fluxo (para mais
detalhes veja [22, Secdo 1]). Em [28], Tenenblat e dos Reis classificaram as solug¢des soliton
do FRC na esfera. Em Tenenblat e da Silva [11] classificaram as solucdes soliton do FRC no
espaco hiperbdlico. Algumas solugdes explicitas para o FRC no cone de luz foram apresentadas
em [11]. Um exemplo bem conhecido de solugdo soliton do FRC € a curva Grim Reaper, que €

dada pelo grafico da fungdo f(z) = —Incos(x) paraz € (—7/2, 7/2).
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O estudo desse tipo de fluxo aparece na modelagem de fendmenos fisicos tais como pro-
pagacao de chamas e crescimento de cristais. Outras dreas interessantes em que o fluxo vem
sendo utilizado sdao no processo de criagdo de modelos digitais em 3D e no processamento de
imagens.

Em [3], os autores abordam alguns tépicos da disciplina de processamento de geometria
digital, que se trata de um ramo da ciéncia da computagcdo que aborda modelos mateméticos e
algoritmos para analise e manipulagdo de dados geométricos. Em [3, Capitulo 4] s@o discutidos
técnicas e algoritmos para suavizacdo de ruidos em superficies digitalizadas, que é onde o
FCM aparece como uma alternativa. Em [13], os autores propdem um algoritmo para remog¢ao
de ruido usando fluxo de curvatura. Além disso, os autores discutem as vantagens de usar o
FCM em vez de usar a difusdao. Basicamente, essa vantagem se da pela nao dependéncia da
parametrizacdo e por utilizar apenas propriedades intrinsecas da superficie.

No processamento de imagens o FRC ¢ utilizado com a finalidade de suavizar e filtrar
curvas que representam os contornos dos objetos de modo que sejam eliminadas pequenas
oscilagdes sem que a forma global dos contornos sejam alteradas. Em [2], € feita uma revisao
dos algoritmos mais comumente utilizados no processo de suavizagdo e filtragem de imagens,
além de apresentar uma solu¢do numérica para movimentos por curvatura com essa finalidade.

O estudo da estrutura de uma hipersuperficie imersa em um espagco ambiente diferente do
Euclidiano € bastante explorada dentro da geometria. Tentativas de aprofundar o conhecimento
sobre as caracteristicas geométricas como curvaturas principais e curvatura média de hipersu-
perficies em espacos diferentes do Euclidiano € recorrente (como em [15] e as referéncias ali
mencionadas). Recentemente, passou-se a considerar também espacos mais abstratos, como as
variedades de produto torcido (e em particular as variedades de produto).

Nos produtos S™ x R e H" x R, Daniel apresentou, em [12], condicdes necessarias e
suficientes a fim de que um variedade Riemanniana possa ser imersa isometricamente. E uma
classificacdo completa de suas hipersuperficies, com curvatura seccional constante e n > 3
foi apresentada em [25] por Manfio e Tojeiro. Mais ainda, os autores mostraram que essas
hipersuperficies devem ser de rotacdo, se n > 3. Quando n = 3 s@o de rotagdo ou sao
construidas sobre superficies planas, ou sobre S?, ou sobre H?.

A definicdo de hipersuperficies de rotacdo nos espagos produto S™ x R e H" x R foi
apresentada em [14] por Dillen, Fastenakels e Veken onde os autores fazem uma adaptacdo
para esses espagos do trabalho [15], no qual do Carmo e Dajczer estendem a nogdo classica
de superficies de rotagdo no espago Euclidiano R? para os espagos R"™!, S"1 ¢ H"*! em
dimensdes maiores.

Segundo o que foi apresentado em [24], Leandro, Pina e Dos Santos mostraram que hi-
persuperficies de Einstein em S” x R e H” x R, com n > 3, possuem curvatura seccional
constante. Com base nisso e nos resultados apresentados em [25], pode-se concluir que essas
hipersuperficies também sdo superficies de rotacdo quando n > 3 e em alguns casos quando

= 3. O presente trabalho busca estender essas descobertas a outras estruturas geométricas
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mais gerais, as variedades tipo-Einstein.

O conceito de variedade tipo-Einstein foi apresentado em [6] por Catino et al. com o
proposito de unificar vdrias outras estruturas geométricas que vem sendo amplamente estudadas
na literatura tais como solitons de Ricci, solitons de Yamabe e variedades quasi-Einstein. Uma
variedade (M", g), com dimensdo n > 3, é tipo-Einstein se existe um campo V' sobre M™ de
modo que

aRic + gﬁvg +4VP @ VP = oy,

para constantes «, 3,7y € R tais que (o, 8,7) # (0,0,0) e o uma aplicacdo diferencidvel sobre
M™. Aqui, V®(-) = g(V, ) representa a 1-forma metricamente dual de V', Ly, € a derivada de
Lie da métrica g com respeito a ' e Ric representa o tensor de Ricci com respeito a métrica g.

Tomando os parametros & = 1, § = v = 0 e considerando a fun¢do o constante, recuperamos

a equacdo de estrutura de uma variedade de Einstein, isto &,
Ric = og.

A métrica de Einstein aparece na literatura como ponto critico do funcional de Einstein-Hilbert
(para mais detalhes veja [1]).

Os solitons de Ricci sdo uma generalizagdo natural para as variedades de Einstein. Basta
considerarmos na defini¢do de tipo-Einstein os parimetros « = = 1,y7 =0 e afun¢do o € R

para obtermos

1
Ric + §£Vg =0g.

Os solitons de Ricci sdo solugdes do fluxo de Ricci, o qual exerce um papel relevante na demons-
tracdo da conjectura de Poincaré (para mais detalhes consultar [4] e as fontes ali mencionadas).

Voltando na defini¢do de tipo-Einstein e tomando os pardmetros « = v =0, = l e a
fungcdo 0 = R — ¢, onde R representa a curvatura escalar e ¢ € R € uma constante, obtemos a

equacdo de estrutura dos solitons de Yamabe:

1
§£vg = (R —0o)g.

Os solitons de Yamabe sdo solugdes do fluxo de Yamabe, que por sua vez foi introduzido com a
finalidade de resolver o problema de Yamabe, que trata da existéncia de métricas Riemannianas
de curvatura escalar constante.

No Capitulo 2, faremos uma anélise das solugdes auto-similares para 0 FCM em R?. Para
tal, propomos o conceito de movimento homotético helicoidal, que € em particular uma solugdo
auto-similar. Em [20], Halldorsson faz uma andlise das solu¢des auto-similares do fluxo tomando
como condi¢do inicial superficies helicoidais. Aqui, iremos considerar como condi¢do inicial
superficies regradas e superficies de rotacdo. Vamos provar que as solu¢des do FCM por

movimento homotético helicoidal em que a condicao inicial € uma superficie regrada devem
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ser triviais. No caso em que a condi¢ao inicial € uma superficies de rotacao apresentamos uma
caracterizacdo para a curvatura da curva geratriz. Além disso, solu¢cdes numéricas para este
caso serao apresentadas.

O FRC serd abordado no Capitulo 3. Na Secdo 3.1 apresentamos uma caracterizacdo das
solugdes soliton no toro de revolugio de R3. Mostraremos que as solu¢des devem ser assintéticas
aos equadores do toro. Além disso, vamos mostrar que as solucdes que sdo curvas simples e
fechadas nao podem separar o toro em duas regides simplesmente conexas. Também fornecemos
um sistema de equagdes diferencias das solugdes soliton do fluxo no toro. Utilizamos esse sistema
para plotar algumas solu¢des numéricas.

Na Secdo 3.2 generalizamos o que foi feito na Secdo 3.1 para superficies de revolucdo.
Mostraremos que as solucdes soliton do FRC nas superficies de rotacdo devem ser assintéticas
aos paralelos que sdo geodésicas. Além de fornecer um um sistema de equacdes diferenciais
das solucdes soliton do fluxo nas superficies de revolugao.

E por fim, o Capitulo 4 esta reservado para o estudo das variedades tipo-Einstein. Mostrare-
mos que uma classe de hipersuperficies tipo-Einstein em S” x R e H" x R sdo hipersuperficies
de rotacdo ou sao totalmente umbilicas. Ao longo do capitulo veremos como os valores dos
pardmetros «, 3 e -y afetam a classificacdo dessas hipersuperficies. Terminamos mostrando um

exemplo de hipersuperficie tipo-Einstein que € de rotacao.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como objetivo apresentar conceitos basicos que sdo fundamentais para o
desenvolvimento do texto. No que se segue, serdo apresentadas definicoes, resultados gerais e

iremos fixar a notagao que serd utilizada ao longo do trabalho.

1.1 Geometria diferencial de superficies

Nos capitulos 2 e 3, serdo estudados o Fluxo de Curvatura Média, tendo como espaco
ambiente o espago Euclidiano R3. Para isso, utilizaremos conceitos da geometria de R? e de
algumas de suas superficies.

Os conceitos apresentados nessa se¢do, assim como as demonstragdes omitidas podem ser
consultados em [17].

Sejam M C R? uma superficie regular orientada e ov uma curva parametrizada pelo com-
primento de arco em M. Considere N o campo normal unitariode M, T =o' eV = N AT.
O referencial ortonormal {N,T,V} é denotado Triedro de Darboux e satisfaz as seguintes

equacgoes:
T = kyV + Kk, N; V' = —k,T + 1,N; N' = —k,T —1,V. (1.1)

Aqui, k4, K, € T, sd0, respectivamente, a curvatura geodésica, curvatura normal e tor¢do
geodésica de . Tais equacdes sdo denominadas Equagoes de Darboux.
Seja X (u,v) uma superficie de R3. Uma curva regular ®(s) = X (u(s),v(s)) é uma

geodésica de X se, e somente, se satisfaz o sistema de equagdes diferenciais

u” + T (u)? + 2010/ + T, (v')? = 0,
0 (12)

V7 T () + 20" + T3, (v)* =
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1.1. Geometria diferencial de superficies

Os simbolos de Christoffel sao dados por

GE, —2FF, + FE, GE,— FG, 2GF, — GG, — FG,

It = rL=—"2_-~-* 71! =
1 20EG — F2) 27 9(EG - F?)’ 22 20EG — F2)
2 _ 2EF, — EE, — FE, , FEG,-FE, , EG,—2FF,+FG,
W EG-F2) ' B EG-F? 2  2EG-F?)

Onde usamos a notacdo £/, F, (G pararepresentar os coeficientes da primeira forma fundamental.

1.1.1 Produto vetorial em R?

Em R3, considere a base candnica
er = (1,0,0), es = (0,1,0), es = (0,0,1).

Dados u, v € R?, definimos o produto vetorial de u e v como sendo o Unico vetor u A v € R3

tal que, para todo w € R3, tem-se que
(u Av,w) = det(u, v, w),

onde
Uy U2 U3

det(u,v,w) = v, vy w3

wp W2 W3

COM U = Y Ui, V=D Vi€ €W = D W;€;.

Algumas propriedades do produto vetorial:

a) uNv=—vAu.
b) u A v = 0 se, somente, se u € v sdo linearmente dependentes.

¢) (uAv,u) =(uAv,v)=0.
d) (Mu+ Av) Aw = Mu A v+ Av A w, para quaisquer \; e Ay reais.

e) (uAv)ANw = (u,wyv — (v, w)u.

Se u(s) = (ui(s),uz(s),us(s)) e v(s) = (vi(s),v2(s), v3(s)) sdo aplicagdes diferencidveis

em R3, entdo u(s) A v(s) também € diferencidvel. Além disso, vale

d d
—(u(t) Av() = - (u(t) Av(t) +ult) A = ((D)).
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1.1. Geometria diferencial de superficies

1.1.2 Superficies de revolucio em R3

Seja X : U C R? — R3 uma superficie de revolugdo em R? em torno do eixo z com curva

geratriz a(v) = (¢(v), 0, ¥(v)) tal que ¢(v) > 0. Entdo, X pode ser parametrizada por

X(u, v) = (¢(v) cos(u), ¢p(v)sin(u), ¥(v)), (1.3)
onde ¢ e 1 sdo fungdes diferencidveis, com v em algum intervalode Re 0 < u < 27.

Observacao. Existem casos em que a curva geratriz de certas superficies intercepta o eixo de
rotacao, como ocorre nas esferas e nos paraboloides, por exemplo. Nessas circunstancias, para

os pontos tais que ¢(vy) = 0 devemos ter ¢'(vg) = 1.
Logo,
Xu = (=¢(v)sin(u), ¢(v) cos(u), 0);

Xy = (¢'(v)cos(u), ¢'(v) sin(u), P'(v));
o/ (0)] = V(@) + (' ()2

Um campo normal unitario em X € dado por

(' (v) cosu, P (v) sinu, —¢'(v)). (1.4)

A partir de um célculo direto, obtemos os coeficientes da primeira e segunda formas funda-

mentais.
E = ¢* F =0; G =%
! /! /_ /.10
__ f=o AT
/| ||

Sendo assim, as curvaturas gaussiana e média sao dadas, respectivamente, por:

¢/(¢//¢, _ gb/w/l)
oo/t

K=-—

¢(¢//w/ _ ¢/,¢)//) _ ¢/|O/|2.

H—
26|/

(1.5)
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1.1. Geometria diferencial de superficies

Os simbolos de Christoffel sao dados por

F%l = 0; F%z = EQ F%z = 0;
¢¢/ <O/,O//>

2 _ . 2 _ 0. 2 _
I'f, = T I, = 0; [y = o
Substituindo os simbolos de Christoffel no sistema (1.2) temos que o sistema de equacdes

diferenciais das geodésicas de uma superficie de revolugdo é dado por

2 /
u’ + qb;b u'v' = 0;
1.6)
¢¢/ <O/,O/l> (
v — |O/|2(u’)2 + P (V)2 = 0.

1.1.3 Toro T?

O toro T? é uma superficie de revolu¢do em R? obtida quando a curva geratriz é um circulo
a(u) = (R+rcosu,0,rsinu) deraior, centradoem (R, 0,0) com R > r. Uma parametrizagdo

para o toro T? em R? € dada por
X (u, v) = ((R+ rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu), (1.7)
onde 0 < u,v < 27. Logo,

Xu(u,v) = (—rsinucosv, —rsinusinv, rcosu); (1.8)

Xy(u,v) = (=(R+rcosu)sinv, (R+ rcosu)cosv, 0). (1.9)
Um campo normal unitério é dado por
N(u,v) = (—cosucosv, —cosusinv, —sinu).
Os coeficientes da primeira e segunda forma sdo dados por

E =r? F=0; G:(R+rcosu)2;

e=r; f=0; g = cosu(R + rcosu).
O tensor métrico € dado por

g = r’du® + (R + r cos u)*dv*. (1.10)
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1.1. Geometria diferencial de superficies

As curvaturas Gaussiana e média sdo, respectivamente

Cos U
K="
r(R 4+ rcosu)
e
7 — R+ 2rcosu

r(R+rcosu)

Os simbolos de Christoffel sao dados por

sinu(R 4 rcosu)

Fh = 0; F%z = 0; F%Q = ’

7 Sin u

FQ :0 F2 e
H ’ 12 R+ rcosu’

F%Z - 0.

Substituindo os simbolos de Christoffel no sistema (1.2) temos que o sistema de equagdes

diferenciais das geodésicas do toro T? é dado por

sinu(R + rcosu)

u// (,U/)2 — O’
r
(1.11)
v — —R247—0 sinu uw'v' = 0.
7 COS U

A seguir iremos investigar as isometrias de T?. Considere ¢ um campo tangente sobre T?

que estd parametrizado por (1.7). Entao,
g = Cl(ua U)Xu + Cz(u7 'U)Xva

onde (' sdo fungdes diferencidveis. Suponha que ¢ seja um campo de Killing. Isto €, um campo
para o qual a derivada de Lie da métrica g se anula, L£.g = 0. A equagdo anterior ¢ chamada de

equacao de Killing [16, Capitulo 3]. Em coordenadas a equacao de Killing € dada por

0 = LCQ(XWXU);
= g(VXuC,Xv) "‘Q(XH,VXug);
= gg(XuaXv) _g([C’XuLXU) _g([C7Xv]7Xu>;

Que pode ser reescrita como,

2
Z (€"Ongis + 0:C gy + 0;¢ ga) = 0,

k=1
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1.1. Geometria diferencial de superficies

com 0; = X, e J» = X,,. Usando a notacdo 0;(-) = (-) ;, segue-se que

2
Z (¢"gij + Cgin + Cigan) =0, (1.12)

k=1
onde
g1 = 9(Xu, Xu); 912 = 9(Xu, Xo); 922 = g(Xo, Xo).
A partir de (1.10), temos que
2

g =17 g12 = 0; g2 = (R +rcosu)’.

Tomando a equagao de Killing (1.12) parat = 1 e 5 = 2, obtemos

2
0 = Z (Cﬁg% + C];lek) ;

k=1

B agl N o 1 N CQ N o 2 ‘
= g21 90 J11 ou g22 90 g12;
SIS
= o g1 9u 922-
Logo,
act ,  I¢ 2 _
v +%(R+rcosu) =0 (1.13)

Fazendo ¢ = j = 1 na equacdo (1.12), temos que

2

0 = Z (Ckgll;k + lelglk + Cﬁglk) ;
k=1

2
0911 8Ck 8(’“
_ k .
- Z<C ok T au kT gy 9w )

k=1

Og11 851 agl Og11 aCQ aCQ
_ k 2 .
= ( o + B g1 + 0 g1 +¢ 0 + D0 g12 + En g12;

act

= 2—=27r°.

ou "

Dai, )
88% =0 (1.14)
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1.1. Geometria diferencial de superficies

Considerando 7 = 7 = 2 na equacao (1.10), obtemos

2
0 = Z (¢Fga2m + g + Cogan) ;

k=1
= C'gma+Cgma+ C;22922 + C?2922;
= Clg [(R+ rcosu)?] + C22 [(R+ rcosu)?] + 28—62(}% + 7 cosu)?
du v v '
Entao,
1 S
¢ rsmu:%(R—krcosu). (1.15)

Da equacdo (1.14) podemos afirmar que ¢! nio depende da varidvel u, ou seja, € uma fungio
apenas de v. Sendo assim podemos escrever ¢! = w(v). Agora, podemos usar esse fato para
reescrever as equacoes (1.13) e (1.15), respectivamente, como

o>

w’r2—|—%(R+rcosu)2:0 (1.16)

o¢>  rsinu
v (R—i—rcosu)w' (1.17)

Integrando ambos os membros de (1.17) em relacdo a v obtemos

2= ﬁ—niw(a(v) + o(u)), (1.18)

onde Q(v) + o(u) é uma primitiva de w(v). Isto é,

d
o () +o(w)) = w(v).

Substituindo (1.18) na equagao (1.16), temos que

wrzs 2 ((T&m(v) + a(u))) (R + rcosu)? = 0.

Ou \ (R+rcosu)
Logo,
0 rsinu
C e el KV ’ R 2=0.
w'r +{8u ((R—i—rcosu)) (v)—l—a(u)}( + 7 cosu)
Como
0 rsinu _ reosu(R + rcosu) + r?sin® u
ou \(R+rcosu)) (R + 7 cosu)? ’
temos que

w'r? 4 [rcosu(R + rcosu) + r?sin® u]Q(v) + o’ (u) (R + r cosu)® = 0.
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1.1. Geometria diferencial de superficies

Derivando ambos os membros em relagdo a v obtemos

w"r? + [r cosu(R + r cosu) + r* sin® ujw = 0.

Derivando ambos os membros em relagdo a u,
[rsinu(R + 2r cosu) + 2r? sinu cos ujw = 0.
. T
Em particular, tomando v = —, temos

(rR)w = 0.
2
Ou seja, w = 0. Utilizando este fato em (1.18), concluimos que —— = 0, mas isso quer dizer

v
que ¢? ndo depende da variavel v, sendo assim ¢* = w(u) é uma fungdo apenas de .
2

Voltando a equagdo (1.16) podemos afirmar que Ty = 0. Ou seja, ¢? = w(u) = A, onde
u

A € R é uma constante. Portanto,
(=0X,+ AX,.

Denotando por {9y, 02, 3} a base candnica de R? e

X(u, v) = [ (R+rcosu)cosv, (R4 rcosu)sinv, rsiny | ,

z Y

z

podemos escrever [18, Capitulo 4, Secdo 4.6.12]
C = A(—y@l + 1'82)

Deste modo, se U! ¢ uma familia a 1-parAmetro de isometrias de T? entdo

d

E‘Pt(p) = C(¥'(p));

Uo(p)=p; peT=
Um calculo direto nos da
Uz, y, z) = (zcost — ysint, rsint + ycost, z),

onde

2
(R— \/x2+y2) + 22 =72
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1.1. Geometria diferencial de superficies

Portanto, dada uma curva parametrizada pelo comprimento ® em T?, escrevendo ®(s) =

(x(s), y(s), z(s)), temos

cosé(t) —sin&(t) 0 x(s)
@'(s) = W(0(s)) = | sine(t) coset) 0 || wis) |, (1.19)
0 0 1 z(s)

onde ¢ é uma fungio diferencidvel tal que £(0) = 0. Com isso, concluimos que as isometrias de

T? geradas por campos de Killing podem ser escritas na forma

cosé(t) —sin&(t) 0
['(t)= 1 sin&(t) cos&(t) 0 |. (1.20)
0 0 1

1.1.4 Superficies regradas em R?
Seja M? C R3 uma superficie regrada (ver [17]). Entdo, M? é dada por

X(s,u) = p(s) +uw(s), (1.21)

onde 3 é uma curva em R? e w(s) € TyR3, |w| = 1, é um campo tal que (3, w’) = 0.
Dizemos que M? C R? é ndo-cilindrica quando w’(s) # 0 para todo s. Caso contrario dizemos
que ela € cilindrica.

Considere M? C R3 ndo-cilindrica. Neste caso, podemos supor (w’, w’) = 1. Entéo,
Xs=0'(s) +u-w'(s), X, = w(s), X ANXy =0 ANw+u-w Aw.
Assim, (w',w) = (w', f') = 0, dai
B Aw = ' (1.22)

para alguma fungdo A = A(s). A funcdo A é chamada de pardmetro de distribui¢do. Podemos
reescrever
X, AX, =\ +u-vw ANw,

portanto,

EG — F? = | X, A X, |* =\ + 2
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1.1. Geometria diferencial de superficies

O campo normal unitdrio sobre X (s, u) é dado por

X ANXy M 4u-w Aw

N = -
|Xs A Xu| vV )\2 + U2

Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

(1.23)

E=(X,,X,) = |B/|2 +u23 F=(X,,X,) = <B/7w>; G = (Xy, Xy) =1

Além disso,
Xss = ﬁ// +u- w,la Xsu = w/7 qu =0.

Entdo, os coeficientes da segunda forma fundamental sdo

A
= (N, X)) =0; = (N, Xsu) = ———;
9= (N, X = (N = P
e = (N, Xq) = ! A, By + X - u(w', w") — ulw Aw', B7) — u?(w Aw',w")).

Considerando o referencial ortonormal {w, w’, w A w'} em R? temos
B = (8, wyw+ (B, w)w + (B',w Aw)w Aw' = Fw+ dw Aw'. (1.24)
Desde que (', w’) = 0 e do fato de que w € unitdrio, obtemos
(8" w') = —(8,w") = F = AJ,
onde J := (w A w’,w”). Tomando a derivada de
A= (8 ANw, w') (1.25)

obtemos
B"ANw+ ' Aw = Nuw' + M.

Portanto, como |w’| = 1 teremos
(B Nw,w') = N.

Podemos concluir que
ANF = AJ) —uN —u?J

Nserar:
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1.2. Fluxo de Curvatura Média

Finalmente, obtemos as curvaturas gaussiana e média respectivamente,

g — [ —N?
K = = 1.26
EG—F? (N +u?)? (1.26)
e
— 2 ! 2
H:Eg 2[F+Ge  AF+AJ+uN +u'J (1.27)

2(EG — F2) 2(\2 + u?)3/2

1.2 Fluxo de Curvatura Média

Nesta secdo, definimos o Fluxo de Curvatura Média, bem como apresentar as solugdes auto-
similares e soliton. Sobre as solucdes auto-similares, em [10] foram estudadas as singularidades
do fluxo e consequentemente as solugdes auto-similares. Em [22] sdo discutidos uma série de
exemplos de solugdes soliton.

Seja X : M™ — Q™! uma hipersuperficie n-dimensional, em uma variedade Riemanniana
Q"+, com campo normal unitdrio N. Uma familia a um parAmetro de imersdes X(M) =
X (M, t) com M, = X Y(M) é uma solugdo para o Fluxo de Curvatura Média (FCM) com

condig¢do inicial M se

onde H' = H(-,t) representa a curvatura média e N* = N(-, t) o normal unitédrio de M;. Por
simplicidade de notac@o estamos identificando X (M) por M. Nessas condi¢des dizemos que
M evolui pelo Fluxo de Curvatura Média.

Observe que a curvatura média de uma solu¢do do FCM € dada por
2%
<§(» t), N(-, t>> = H(, t). (1.28)

Dizemos que uma familia de imersdes X'(-) = X (-, t) se move de maneira auto-similar (ver

[20]), quando é da forma
X(, ) =c®T()X(-, 0)+O(t): te7T.

Aqui temos, J C R um intervalo contendo 0 e o : 7 - R, T': J — SO(2)e© : T — Q
fungoes suaves tais que o(0) = 1, I'(0) = Id e ©(0) = 0.
Note que, M se move de maneira auto-similar pelo fluxo de curvatura média se, e somente,

H =o' (0)(X, N) + (I'(0)X, N) + (©/(0), N). (1.29)
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1.3. Imersoes Isométricas em S™ x R e H" x R

Isso é uma consequéncia de se tomar t = 0 em (1.28) e denotar H = H(-,0) e N = N(-,0).
Para um estudo mais aprofundado veja [20].

Dentre as solucdes auto-similares para o FCM existem aquelas que denotamos por solitons.
Um soliton M do FCM quando a familia de imersdes X M) = X (M, t) puder ser escrita
como

X(M, t) = WX (M),

onde U'(-) = U(-,¢) é uma familia a um pardmetro de isometrias de (2 tal que ¥°(-) = Id € a
aplicacao identidade (ver [22]).

O Fluxo Redutor de Curvas (FRC) pode ser visto como a versao do FCM quandon = 1. Seja
® : U C R — Q2 uma curva em uma variedade Riemanniana bidimensional 2. Uma familia
a um parametro de curvas ®!(-) = ®(-, ¢) é uma solugdio para o Fluxo Redutor de Curvas com

condigdo inicial ¢ se

onde, K)Z e n' representam a curvatura geodésica e o campo normal unitdrio de ®°.

et L\,
<E’ n > — k. (1.30)

A curva ® é um soliton do FRC quando a familia de curvas ®'(-) = ®(-, t) puder ser escrita

Em particular, note que

como
D' (s) = W' (D(s)).

onde U(-) = U(-,¢) é uma familia a um pardmetro de isometrias de (2 tal que ¥°(-) = Id € a

aplicacao identidade.

1.3 Imersoes Isométricasem S” x Re H" x R

No capitulo 4, serdo estudadas hipersuperficies tipo-Einstein imersas em S™ x R e H" x R.
A seguir, apresentaremos alguns conceitos basicos sobre as imersdes nesses espagos. Para mais
detalhes sobre imersdes isométricas consulte [16, Capitulo 6]. A respeito das imersdes nos
produtos S™ x R e H" x R, veja [12], onde condicdes necessdrias e suficientes para que uma
variedade Riemanniana possa ser imersa isometricamente foram apresentadas.

Denote por Q" (¢) a esfera unitdria S™ ou espago hiperbdlico H", onde ¢ = 1 oue = —1 sdo
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as respectivas curvaturas. Em relacdao aos modelos, estamos considerando

§" = {(@r,. . wan) €EM a3 42+ a2, =1},
i = {(x17...’xn+1)EL”+1|_$%+:C§+"-+$$L+1:_171;1>O}7

com métrica induzida pelo respectivo espaco ambiente, onde E"*! € o espaco Euclidiano
(n+1)—dimensional e L""! é 0 espaco Lorentziano (n+1)—dimensional com métrica candnica
ds* = —da?} +da3 + ... + da?.,. A base candnica do espago ambiente serd denotada por
01y Onga.

Seja M™uma hipersuperficie em Q" (¢) x Re N seu normal unitdrio. Denote por 1" a proje¢ao

ortogonal de 0,, ., sobre o espaco tangente de M". Assim, temos a seguinte decomposi¢do

n+2

9,

Tn42

=T + VN, (1.31)

onde v € uma funcao diferencidvel de M", chamada fun¢do angulo.
A conexdo Riemanniana, o tensor curvatura e o operador forma de M™ em Q"(¢) x R, serdo
denotados respectivamente por V, R e .S. Em relacio ao tensor curvatura estamos considerando

a seguinte convencao:
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V xy|Z.
Nesse contexto, a equacao de Gauss € dada por

<R(X7 Y)Z’ W> = 5(<X7 W><K Z> - <X’ Z><Y7 W>
(X, T)(Z, )Y, W) + (Y, T) (W, T) (X, Z)
- <KT><ZaT><X7 W> - <X7T><W>T><Y> Z>)
+(SX, WWSY, Z) — (SX, Z)(SY,W). (132)

Uma vez que 0, ,, ¢ uma campo de vetores paralelo em Q"(¢) x R, tem-se que

VXT = VSX,

X(v) = —(X,S8T). (13

Seja II segunda forma fundamental de M™, isto é, [I[(X,Y) = (SX,Y). Dizemos que M ¢
totalmente geodésica se 11 = 0. Se II(X,Y) = A(X,Y") para alguma funcdo A de M™, dizemos
que M™" € totalmente umbilica.

Estamos considerando o tensor de Ricci definido por
Ric(Y, Z) = traco{X — R(X,Y)Z}.

A equagdo do tensor de Ricci para uma hipersuperficie em Q"(¢) x R é dada pelo Lema a
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seguir e sua demonstragido pode ser encontrada em [24].

2

Lema 1.3.1. Seja M"™ uma hipersuperficie em Q"(c) x R, entdo o tensor de Ricci de M™ é

dado por
+nH(SY,Z) — (SY,SZ), '
onde Y, Z campos quaisquer sobre M"™ e H é a curvatura média.
Tomando a equagdo 1.34 em um referencial ortonormal {e; };_, sobre M" obtemos
Ric(e;, e;) = [e(n — 1 — |T) + nHX;, — \Aj] 05 + (2 — n)tit;, (1.35)

onde 7' = t;e;.

1.3.1 Hipersuperficies de Rotacao

A nogio cldssica de superficies de rotacio no espago Euclidiano R? foi estendida em [15]
por do Carmo e Dajczer para dimensdes maiores, mais especificamente para hipersuperficies em
R»+1, S**+1 e H**!. Em [14], Dillen, Fastenakels e Veken fazem uma adaptacao dessa extensao
para os espacgos produto S” x R e H"” x R.

n

A fim de simplificar a escrita, para representar o espago ambiente de ()(¢)” x R vamos

utilizar anotagdo R? =E"sec =1eR} =L"seec = —1.

Defini¢do 1.3.1. Considere um subespago 3-dimensional P? de R”"2, contendo o €ixo z,,1o.
Entdo, (Q(e)" x R) N P3 = Q'(¢) x R. Seja P? um subespaco 2-dimensional de P3, também
contendo o €ixo 7, 5. Denote por Z o grupo das isometrias de R"™2, que mantém Q(¢)" x R
globalmente invariante e P? pontualmente fixado. Finalmente, seja & uma curvaem Q(¢)! x R
que ndo intercepta P2. A hipersuperficie de rotagdo M™ em Q(g)" x R com curva geratriz « e

eixo de rotagdo P? € definida como a Z—orbita de a.

Ainda em [14], os autores apresentaram parametrizagdes para essas hipersuperficies de
rotacao e suas respectivas curvaturas principais. Ademais, foi provado um critério para verificar
quando uma hipersuperficie em ()(g)" x R é de rotagio.

As hipersuperficies de rotacdo em S™ x R sdo parametrizadas por

f(s,t1, ..o tno1) = (cos(s),sin(s)p1(tr, ... ta1),...,sin(s)en(te, ..., ta1), al(s)),

para alguma fun¢@o a, onde ¢ = (1, . . ., p,) é uma parametrizagio ortogonal da esfera unitdria

Sn=! ¢ E™. Suas curvaturas principais so dadas por

—a”(s) a(s)

M TT @@ ¢ T AT aee

cot(s),
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com multiplicidades 1 e n — 1 respectivamente.
Em H" x R temos uma particularidade com relaciio ao plano de rotacido P2, ele pode ser
Riemanniano, Lorentziano ou degenerado. Se o plano P? é Lorentziano, a parametrizagio é

dada por

f(s,t1,. .., ta_1) = (cosh(s),sinh(s)pi(t1,. .., ta1),...,sin(s)@n(t1, ..., ta1), a(s)),

onde ¢ = (p1,...,p,) é uma parametrizagdo ortogonal da esfera unitdria S"~! C E". As

curvaturas principais sdo dados por

= —CL”(S) (& :&CO S
M Ar PR P e

com multiplicidades 1 e n — 1 respectivamente.

No caso Riemanniano a parametrizacio € dada por

f(s,t1, .. ta_1) = (cosh(s)p1(t1, ..., tu1),...,cosh(s)pn(t1, ..., th_1),sinh(s),a(s)),

onde ¢ = (1, ..., p,) é uma parametriza¢do ortogonal do espaco hiperbdlico H" ! C L™, As

curvaturas principais sao dados por

A\ =

() —a(s) tanh(s)

A+ @22 " (@)

com multiplicidades 1 e n — 1 respectivamente.

Se o plano de rotagdo P? € degenerado, a parametrizagio é dada por

1 5=,
f(s,ta, ... t,) = (3,5752,...,375”,—%—§;ti,a(s)).

As curvaturas principais sao dadas por

sa'(s) + s*a”(s) sa'(s)

A+l = T Ty (e

com multiplicidades 1 e n — 1 respectivamente.

A seguir, temos o critério para verificar quando uma hipersuperficie de Q™(¢) x R é de

rotacao.

Teorema 1.3.2 ([14]). Seja M™ uma hipersuperficie em Q"(c) x R com n > 3 e operador
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1.4. Hipersuperficies Isoparamétricas

forma

I
Suponha que \ # e ST = XT. Entdo, M" é localmente uma hipersuperficie de rotacdo.

1.4 Hipersuperficies Isoparamétricas

Uma hipersuperficie M"~1 de Q"(¢) € isoparamétrica quando suas curvaturas principais
sdo constantes.

A seguir, temos uma constru¢ao que serda fundamental na demonstracdo de alguns resultados
do capitulo 4. Seja ¢ : M — Q"(e) uma hipersuperficie com campo normal unitdrio 7.

Considere sua familia de hipersuperficies paralelas ¢, : M"~1 — Q" (&) dada por

¢s(1) = Ce(s)p(x) + Se(s)n(x), (1.36)

onde

Cls) = { cos(s), se € =1, e S.(s) = { sin(s), se € =1,

cosh(s), se e = —1, sinh(s), se € = —1.

Seja f: M™:= M™ x I — Q"(¢) x R uma hipersuperficie definida por

f(.%', 5) = ¢3($) + a(s)an+27 (1.37)

para alguma func¢do diferencidvel a : I — R, com derivada positiva em um intervalo aberto
I C R. A func¢do a serd chamada de fungdo altura.

Foi provado por Cartan em [5], que uma hipersuperficie ¢ : M"~! — Q" (¢) é isoparamétrica
se, e somente se, cada hipersuperficie paralela da familia ¢, definida em (1.36) possui curvatura
média constante, isto €, a curvatura média de ¢, depende apenas de s (veja [7] e [8, Teorema
3.6]).

Além disso, Cartan apresentou uma relagdo entre as curvaturas principais de uma hipersu-

perficie isoparamétrica, conhecida como identidade de Cartan.

Teorema 1.4.1 (Identidade de Cartan). Seja M"™~ ' C Q"(¢) uma hipersuperficie isoparamé-
trica com curvaturas principais distintas \y, ..., A\q com multiplicidades m., . .., mg, respec-

tivamente. Se d > 1, para cada i, 1 <1 < d, entdo

ij% 0. (1.38)
j#i v

31



1.5. Variedades Tipo-Einstein

A partir da identidade (1.38), Cartan foi capaz de classificar as hipersuperficies isoparamé-
tricas para o caso ¢ = —1. Se d = 1, entdo M" ! é totalmente umbilica. Para d > 2, pela
Identidade de Cartan, verifica-se que existem no maximo duas curvaturas principais distintas, ou
seja d = 2, e neste elas sdo reciprocas. Além disso /™! é um subconjunto aberto do produto
Sk x H**~! em H".

O caso € = 1 ndo sofre tantas restricdes sobre o numero d de curvaturas principais distintas
impostas pela Identidade de Cartan. Existem exemplos, dados por Cartan, para 1 < d <
4. Entretanto, para d < 3 as hipersuperficies foram classificadas. Se d = 1, entdo M" !
¢ totalmente umbilica. Se d = 2, entdo a hipersuperficie € um produto de duas esferas
SP(r1) x S%(ry) em S", comp+q = n—1eri +ri = 1. Parad = 3, as curvaturas
principais devem possuir mesma multiplicidade m € {1,2,4,8}, e M"~'é um tubo de raio
constante sobre um plano projetivo imerso em S3™+1,

Para mais detalhes a respeito destas classificacdes consulte [7] e suas referencias.

1.5 Variedades Tipo-Einstein

Em [6], foi apresentado o conceito de estrutura que generaliza vérias outras estruturas rele-
vantes que sao estudados na literatura, como solitons de Ricci, solitons de Yamabe e variedades

quase-Einstein. Essa estrutura mais geral € chamada de variedade tipo-Einstein.

Definicdo 1.5.1. Considere n > 3. Dizemos que (M",g) é uma variedade tipo-Einstein se
existem V' € X(M™), chamado vetor potencial, e 0 € C*°(M") de modo que

aRic + gﬁvg + VP @ VP = oy, (1.39)
onde a, 3, € R sdo constantes tais que (a, 3,v) # (0,0,0). Aqui, V°(-) = g(V, -) representa
a 1-forma metricamente dual do campo V' com respeito a métrica g.

A seguir, apresentamos um quadro que ilustra como uma estrutura tipo-Einstein € capaz de

unificar outros tipos de estruturas.

Tabela 1.1: Estruturas consideradas pela Defini¢ao 1.5.1

Estrutura al|p ¥ o
Variedades de Einstein 10 0 ceR
Riccti solitons 1|1 0 oceR
Yamabe solitons 01 0 R —c
Variedades quasi-Einstein | 1 | 1 | —1/k oceR
Quase Ricci solitons 1)1 0 |oelC®M)
Quase Yamabe solitons 0|1]—-1/k R—c
Gradiente conforme solitons | 0 | 1 0 o€ C>®(M)
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Capitulo 2

Solucoes Auto-similares para o FCM em
R?}

Este capitulo € baseado no trabalho [23]. Nosso objetivo € estudar uma classe de solucoes
auto-similares para o FCM em R3. Para tal, considere como condic¢des iniciais superficies
regradas e superficies de rotacao, evoluindo por meio de um movimento homotético helicoidal,
que seré definido a seguir.

E importante ressaltar que, para compreender bem este capitulo, é fundamental ler a Secio
1.1. Nessa secdo, encontram-se as notacdes utilizadas, as parametriza¢des empregadas ao longo
do capitulo e detalhes importantes sobre a geometria de superficies do espaco Euclidiano R?.

Isso contribuird significativamente para uma melhor compreensao do contetido apresentado.

Defini¢fio 2.0.1. Seja X : M? — R3 uma superficie do espaco Euclidiano R®. Um movimento
homotético helicoidal de M ¢é uma familia de imersdes X (M, t) = L(X(M)) tal que L' é da
forma

L'() = o(®)L(#)(-) + O(1).

As fungdes T', © e o representam rotagdo, translagdo e dilatagdo em R3, respectivamente, para
cada t. A translagdo ©O(t) ocorre apenas na dire¢do do eixo de rotacdo de I'(¢). Além disso,
0(0) = 1,T'(0) = Id é a aplicagdo identidade e ©(0) = 0.

Observe que um movimento homotético helicoidal é em particular um movimento auto-

similar.

2.1 Solucoes auto-similares para o FCM em superficies re-

gradas

O Lema a seguir é uma caracterizacio das solu¢des auto-similares para o FCM em R3. Tal

caracterizacdo serd bastante util para demonstracdo de nosso resultado principal.
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

Lema 2.1.1. Seja X : U C R?> — R3 uma superficie regrada néo-cilindrica em R®. Entdo,

X'(s, u) é uma solucdo auto-similar para o FCM em R3 se, e somente, se

(

((0)w, A w) = 0
M/ (O)w,w') + ()8, 0 Aw) +{O/(0),w/ Aw) +0'(0) (5, w! A w) =0
A(T(O)8, ) + (0/(0), w) + o' ()5, wh) + 5 (w A, ') = 0
MB, ) =

\

Além disso, N = (' N w, w') deve ser constante.

2.1

Prova do Lema 2.1.1. Seja X : U C R? — R? uma superficie regrada ndo-cilindrica como
em (1.21). Considere X* (s,u) = o(t)I'(t) X (s, u)+O(t) uma solugdo auto-similar para o FCM

em R3. Entdo, por (1.29), temos que
(¢"(0)T'(0)X +T7(0)X +©'(0), N) = H.

Utilizando a equagdo (1.23), do campo normal unitario /N, obtemos

(CO)X,N) = <F/<0)<5 ) %>

= (EG - F*)7YX(I(0)(8 + uw), W' + uw’ A w)
= (EG - F*)7'2(\I(0)8,w') + uMI"(0)w,w')
+ uw(I"(0) 8, w" A w) + u*{T"(0)w, w' A w))

a(0)(T(0)X,N) = ¢'(0) <F(0)(ﬂ+uw), XN X, >

| X A X

= o' (0)(EG — F*)~Y2(T(0)(6 4 uw), M’ + uw' A w)

= o'(0)(EG — F?)7V2(MI(0)3,w') + uML(0)w, w')
+ w(L(0)B,w" A w) + u*(T(0)w, w A w))

= o' (0)(EG — F?)"'2(\B, w') +u(B,w’ Aw)),

(
(

onde /3 := [3(s) e w := w(s) sdo dados por (1.21).
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

Lembrando que |w| = 1, vamos definir as seguintes funcdes de s:

W e O AN~ T <
[l i

q\

o

=

S\

>

£

I

q\
~—~

@)
~—
—~
X

&
~—

Deste modo, podemos escrever

AV +u\W +uY +u?Z
VA2 4+ u?

(T'(0)X,N) = 2.2)

AB + uA

COX,N) =~

(2.3)

Além disso,

@8 = (00 0T

= (EG — F2)~V2(e'(0), M +u - w' Aw)
= (EG — F?)7V2(\O/(0),w') + u(0'(0),w Aw)).
Isto €,

_AC +uD
VRt

Combinando as equagdes (1.27), (1.29), (2.2), (2.3) e (2.4) obtemos a seguinte equagao:

(©'(0), N) (24)

AV +udW +uY +u?”Z N AC + uD N AB+uA _)\F+)\2J—i—u)\’+u2j
VOXERTE V21 w2 2t 2\ +u2)32

Um célculo direto mostra que a equagdo acima € um polindmio de quarta ordem na varidvel
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

u. Ou seja,

1
2utZ + 20 (MWW +Y + D+ A) + 2u*(\Z + NV +C + B) + §J)

+u2NW +2X32(Y + D+ A) + X) + 203 (V + C + B) + A\F + \*J = 0.

A partir da equagdo acima, utilizando a igualdade entre polindmios, podemos deduzir que

(

Z = 0;

M =—(Y + D+ A);

ANV +C+B) = —%J; (2.5)
N =0;

A= 0.

Portanto,

p

(0(0)w, 1w A w) = 0
I (0)w, w"y + (I7(0) B, w" A w) 4+ (0'(0),w' Aw) + o'(0){(B,w A w) = 0;
MO8, w) + (0/(0), ) + 0" ()5, w) + 5 (w A, ) = 0

N =0;

Mg w) =0

A\

\

Reciprocamente, suponha que (2.5) seja satisfeito. Entao,

(L'(0)X,N)—H = {(o'(0)T'(0)X +T'(0)X +©(0), N) — H
AB +uA+ AV +ud\W +uY +u?Z + \C +uD
VA2 4+ 2
ANF + X2 T +uN +u?J
2(\2 + u?)3/2
AMV+C+B)+ulY +D+ A) + \uW N NT +u?J
VA2 + u? 2(\2 4 u2)3/2
1
—QJ—AUW—FU/\W N )\2J+u2J
VAZ 2 2(A2 4 u2)3/2
1
—2(\% + u2)§J + (N +u?)J
2()\2 +u2)3/2

= 0.
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

Como visto na Segdo 1.1.4, as superficies regradas de R? sdo parametrizadas por X (s, u) =
B(s) + uw(s), onde 3 € uma curva em R3 e w(s) é um campo unitério tangente a 3. Um fato
interessante e util € que, a partir do campo w(s), podemos formar um triedro de Darboux. Veja

no lema a seguir.
Lema 2.1.2. Seja X : U C R? — R? uma superficie regrada ndo-cilindrica em R® parame-
trizada por (1.21). Entdo, os campos {w, w', w' AN w} satisfazem as equagoes de Darboux, isto
é,

w" =K' A w — w;

(W' ANw) = —krgu',

onde k, = (w A w',w") é a curvatura geodésica.

Prova do Lema 2.1.2. Em R?, considere o referencial ortonormal {w,w';w A w'} . Note que,
w C S? é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Portanto, em p = w(s) podemos
afirmar que {w'(s), —w(s), w(s) Aw'(s)} é um triedro de Darboux.

Nesse referencial podemos escrever a expressdo de w” como sendo
w” = prw + paw’ + p3w A w'. (2.6)
Os coeficientes de w” sao dados por
p1 = (W w) = —1; p2 = (w" W'y = 0; ps = (W wAW) =K,
Utilizando os coeficientes de (2.6), obtemos

(wAw) = W AW +wAw;
= wA (k' ANw — w);
= KwA(wAw')—wAw;
= Kow(w,w') — Kyw' (w, w);
/

- —ligw .

]

O plano e o helicéide sdao superficies regradas ndo-cilindricas, também sdo superficies
minimas, logo sdo solucdes triviais do FCM em R3. Queremos fornecer uma classificacio
para as solucdes auto similares do FCM quando a condi¢do inicial é uma superficie regrada
ndo-cilindrica em R3. Mostraremos que a condigdo inicial deve ser trivial. Mas antes de mostrar
tal resultado, que sera exibido no Teorema 2.1.4, vamos exigir uma condi¢ao adicional (de que
w C S? seja uma geodésica), o que vai facilitar nosso trabalho na sequéncia quando formos

demonstrar o Teorema 2.1.4.
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

Teorema 2.1.3. Seja X : U C R? — R® uma superficie regrada nao-cilindrica em R?,
X (s, u) = B(s) + uw(s),

w| = 1. Sejam X'(s, u) = L'(X(s, u))

uma solugdo auto-similar para o FCM e L'(-) = o(t)T'(¢)(-) + ©(t) um movimento homotético

onde 3(s) é uma curva em R* e w(s) € TpyR?,

helicoidal em R3. Se w C S? é uma geodésica, entdo X deve ser trivial.

Prova do Teorema 2.1.3. Seja X é uma superficie regrada ndo-cilindrica satisfazendo (1.21).
Nestas condig¢des, w € uma curva em S? parametrizada pelo comprimento de arco.

Note que, se A = 0, da equacdo (1.26) concluimos que a curvatura Gaussiana de X &
identicamente nula, logo X € um plano.

A partir daqui iremos assumir A # 0. Observe que J = (w A w’, w") € a curvatura geodésica
de w vista como uma curva da esfera S%. Se J = 0, entdo w é uma geodésica de S?. Portanto, w”
¢ uma combinagdo linear de w e w'. Desde que (w”, w) = —1 e (w”,w') = 0, temos w” = —w.

Por outro lado, combinando (1.24) com a dltima equagdo de (2.1) obtemos
B = wAw.
Tomando a derivada da equagdo acima obtemos

g = AMw' Aw' +wAw")
= Mw' Aw' —wAw)
= 0.

Com isso concluimos que 3’ € constante, e consequentemente, /3 deve ser uma reta ortogonal a

w. Portanto, X € o helicdide. O

B(s0) + uw(sp)

w(sp)

Figura 2.1: [ perpendicular a w

A seguir temos a classificacdo mencionada. A ideia inicial por trds do resultado que serd

apresentado era mostrar solugdes explicitas para o fluxo. Por esse motivo, toda a demonstragcdo
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

foi realizada em coordenadas.

Teorema 2.1.4. Seja X : U C R? — R? uma superficie regrada ndo-cilindrica em R3,
X (s, u) = B(s) + ww(s),

w| = 1. Suponha que X*(s, u) = L'(X (s, u))

¢ uma solugdo auto-similar para o FCM e que L'(-) = o(t)T'(t)(-) + ©O(t). é um movimento

onde [3(s) é uma curvaemR® e w(s) € Ty R?,

homotético helicoidal em R3. Entdo, X é trivial.

Prova do Teorema 2.1.4. Nossa estratégia serd escrever J e w em coordenadas e com o auxilio
do Lema 2.1.1, vamos explicitar suas expressoes.

Pelo que acabamos de ver na demonstragdo do Teorema 2.1.3, se A = 0 entdo X € trivial e
ndo hd mais nada a mostrar. Sendo assim, a partir daqui vamos assumir A # 0. Do Lema 2.1.1

temos que

(

(I'(0)w, w Aw) = 0;

AT (0)w, w"y + (L'(0)5,w' A w) = 0;
kg = —2X(L'(0)8, w');

(6", w) = 0.

2.7)

Onde, r, = (w A w',w") é a curvatura geodésica de w C S? e \ € constante.
Sabendo que L = oT'+© é uma movimento homotético helicoidal em R? podemos descrevé-

lo, sem perda de generalidade, por

cos&(r) —siné(r) 0
L(1) = [ siné(r) cosé(r) 0| e ©O(r)=(0,0,¢(7)),
1

0 0
tal que
0 -1 0
Ir'oy=al1 0 0 and ©'(0) = 5(0,0,1), (2.8)
0

coma =¢(0),b=¢'(0),c=0'(0)e&(0) =0.
Seja )A(t(s,u) = L'(X(s,u)) uma solu¢do para o FCM em R?® com condi¢do inicial
X(s,u) = B(s) +ww(s), onde 5(s) = (w1(s), 22(s), 3(s)) € w(s) = (y1(s), y2(s), ya(s))-
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

Usando o fato de que |w| = 1, da primeira equagdo do sistema (2.7) temos

0 = (I"0)w,w Aw)
= a{—vy2(yays — y2y3) + y1(—v1ys + v1y3)}
= a{ys(—yavh — 1) + us(yi +v3)}
= afyzys +ys(1—y3)}
= ays.

Logo, oua = 0 ou y; = 0.

Agora temos trés possibilidades a considerar:
M a#0 e y53=0;, (A a=0 e y,=0 A a=0 e y;#0.

Caso(I):a#0ey; =0.
Nestas condic¢des temos que

(w', e3) = 0.

Entretanto, 3 € constante, daf w deve ser uma curva plana em R?, ortogonal ao eixo de rotacio
€3.

Como |w| = 1, localmente w é um circulo de raio r < 1 em S?, dado por
w(s) = <rcos (s/r),rsin(s/r), V1 — 7“2). 2.9
Um célculo direto nos mostra que

w' = (—sin(s/r),cos(s/r),0);

wAw = (mcos (s/r), V1 —r2sin (s/r), —r);

W' = (_%cos(s/r),—%sin@/r)ﬂ);

V1—1?

/\ /’ 1 —
(w AW, w") .

Se r = 1, entdo X € uma solugdo trivial para o FCM. De fato, quando » = 1 temos
kg = (w A w',w") = 0 e pelo Teorema 2.1.3, X' € um helicéide.
Considere r < 1. A partir de (2.8) temos

I'(0O)w = (—arsin(s/r),arcos(s/r),0)
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

L'0)s = o(0)I0)s+1I0)8+ 6'(0) = (cx1 — axe, cxg + axy, cxs + b).
Da segunda e terceira equagdes do sistema (2.7) temos, respectivamente,

0 = MI'(0)w,w')y + (L'(0)3,w" ANw) = (Aa — cxz — b)r
+V'1 —1r2[(ccos(s/r) + asin(s/r))xy + (csin(s/r) — acos(s/r))x2] (2.10)

0 = MO8 + o Aul,u)

J1— 2
= MN(acos(s/r) — csin(s/r))x; + (asin(s/r) + ccos(s/r))za] + 5 ~. (2.11)
Além disso, a ultima equagdo do sistema (2.7) nos fornece
0 = (f,w)
= rajcos(s/r) +raysin(s/r) + x5V 1 —r2. (2.12)
Reescrevendo as equagdes (2.10), (2.11) e (2.12) obtemos

b— A
(ccos(s/r) + asin(s/r))zy + (csin(s/r) —acos(s/r))zy = T<Cm\3/5 @) ;(2.13)

J1— 2
—(csin(s/r) —acos(s/r))xy + (ccos(s/r) + asin(s/r))xy = — 2r>\r ;o (2.14)

/ /1 _ 2

xhcos(s/r) + aysin(s/r) = _Lve T (2.15)

r

Tomando a derivada de (2.14) e combinando com (2.13) obtemos

(cxs +b— la)

m

Uma vez que estamos considerando uma superficie regrada ndo-cilindrica parametrizada por

ri[acos(s/r) — csin(s/r)] + x5[asin(s/r) + ccos(s/r)] =

linhas de estric¢do, temos (', w') = 0, combinando esse fato com (2.15) e a equagdo acima,

obtemos

(cxs +b— Aa) N axhy/1 —r?

=0.
m r
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

Entao,

, _ r(cwz+b—Aa)

= 2.16
s a(l —r?) (2.16)
Da equagio (1.22), temos 5/ A w = Aw’. Dai,
A= (8 Nw,w')y = xhr — (\/1 — 7"2> [z cos(s/r) + x5 sin(s/r)].
Combinando as equagdes (2.15) e (2.16) com a expressdo de A dada acima obtemos
/ /1 2
= xyr — (\/1 —7"2) [——x?’ . ! }
/
Y 2.17)
r
Entao,
b
A= cx?’f; . (2.18)
ar

Como A é constante, devemos ter ¢ = 0 ou ¢ # 0 com z3(s) constante.

Se ¢ # 0, teremos x3(s) constante. Logo, de (2.16) segue-se que

—b+ Aa
z3(s) = —

Substituindo na equacdo (2.18) obtemos

(1—7)A =0,

que é uma contradi¢do, pois sabemos que r < 1 e A # 0.

Se ¢ = 0, da equagao (2.18) temos

e em conjunto com a equacao (2.16) obtemos

Por outro lado, da equagdo (2.17) temos

b

A= —

ar?

b
(1—r)b=0.

Como r < 1 devemos ter b = 0, mas isso implica em A = 0 que € uma contradicao.

Portanto, podemos concluir que o Caso (I) ndo ocorre.

Caso (II): a = 0 e y, = 0.
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

De maneira andloga ao caso anterior, quando y; = 0, a curva w serd dada por (2.9). Além
disso, como o caso r = 1 € trivial, podemos considerar » < 1. Tomando a = 0 na equacgdo

(2.8), temos I'/(0) = 0. Assim, podemos reescrever (2.7) da seguinte forma:

(L'(0)B,w" AN w) = 0;
ML'(0)5,w') + %(w AW w"”) =0; (2.19)
(6", w) = 0.

Da primeira e segunda equagdes do sistema (2.19) obtemos, respectivamente,

0 = (L'(0)B,w Aw)
= ¢V 1—12(zycos(s/r) + zosin(s/r)) — r(cxs +b) (2.20)

0 = MI(0)B,w) +%(w/\w',w”>
N

= 2cA(—zysin(s/r) 4+ x9 cos(s/r) + (2.21)
r
Além disso, a ultima equagdo do sistema (2.19) nos da
0 = (8, w)
= xjrcos(s/r) + zyrsin(s/r) + 25V1 — r2. (2.22)

Podemos assumir que ¢ # 0. Caso contrdrio, de (2.21) terfamos /1 — r2 = 0, acarretando
emr = 1.

Agora, tomando a derivada de (2.21) e combinando com (', w") = 0 obtemos
x1cos(s/r) + xosin(s/r) = 0.

Entao, da equagdo anterior em conjunto com (2.20) vé-se que

b
T3 = ——
re

Desse modo, da equacdo (2.22) segue-se que
x cos(s/r) + x4y sin(s/r) = 0.
Por outro lado,

A= ANw,w')y =— (m) [ cos(s/r) + x5 sin(s/r)] = 0.
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

O que € uma contradi¢do, uma vez que A\ # 0.

Caso (III): a =0 e y; # 0.
Considerando ¢ = 0 no Lema 2.1.1 obtemos o sistema (2.19). Entdo, tomando a derivada

da primeira equacao do sistema (2.19) e utilizando o Lema 2.1.2 obtemos

0 = %(L’(O)ﬁ,w’ A w)

(@’ (OT(0)8 +T(0)8 + ©(0)), w’ Aw) + (L'(0)B, (w' A w)')
(ef',w' ANw) + (L'(0)3, kyw")

= (B’ 0 ANw) + Kk (L'(0)8,w').

Combinando a equagdo anterior com (1.25) temos
cA = K (L(0)5,w"). (2.23)
Da segunda equacdo de (2.19) temos

2e\? = —/{3.

Se ¢ = 0, entdo k, = 0 e do Teorema 2.1.3, X € trivial. A partir de agora vamos assumir
c < 0.
Note que w é uma curva em S? de curvatura geodésica constante r, = v/ —2cA?. Tomando

a derivada da segunda equacao do sistema (2.19), teremos que

0 — %((L’(O)B,w’)—i—%%)

= ((L'(0)8), w') + (L'(0) 8, w")
= (B ') + (L(0)B, rg(w Aw) —w)
= (B, w") + Ky (L'(0)8,w" ANw) — (L'(0)5, w).

Entdo, de (1.21) e da primeira equagdo do sistema (2.19), temos

(L'(0)8,w) = 0.

Sendo {w,w’,w A w'} um referencial ortonormal em R3, da equagdo anterior, da primeira
equacdo de (2.19) e por (2.23) obtemos

L'0)s = Qu/,

Kg
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

0 que acarreta em

§o= Zw

Combinando a terceira equacao de (2.19) e a equacdo anterior temos

0 = (B, w)
= (A Aw— H—gw, w)
= Muw' Aw, w)y — —(w, w)
Rg
A

v —2c)\?

Logo \/%20 = 0, o que € uma contradic¢ao.

Com isso concluimos que ndo hd outras solucdes além das trivias.

2.1.1 Solucoes auto-similares para o FCM em superficies cilindricas

Outro exemplo de superficies regradas no espaco Euclidiano sdo as superficies cilindricas.
No préximo resultado, usaremos esse tipo de superficie como condig¢do inicial para as solucoes

auto-similares do FCM em R?3.

Lema 2.1.5. Seja X : U C R? — R3 uma superficie regrada cilindrica em R?,
X(s, u) = B(s) + uw(s),

onde ((s) é uma curva em R* e w(s) € T R3, |w| = 1. Entdo, Xt(s, u) = LY(X (s, u)) é
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

uma solugdo auto-similar para o FCM com condigdo inicial X se, somente, se

(I (0)w, B’ Aw) =0

(2.24)
(L0)5, ' A w) = 5

(B {3, w7 ),

onde L'(-) = o()T'(t)(-) + O(t) é um movimento auto-similar em R>.

Proof of Lemma 2.1.5. Considere uma familia a um parAmetro de superficies X*(s,u) =
L'(X(s,u)) em R?, onde X : U C R*> — R3 é uma superficie regrada cilindrica e L' é
um movimento auto-similar.

Podemos reescrever X da seguinte maneira
X'(s,u) = o()[ ()X (s,u) + O(t),

onde I', © e o representam rotagao, translacdo e dilatacdo, respectivamente. Sabemos que Xté

uma solugdo para 0 FCM em R? se, somente, se

Xt
ot

= H'(s,u)N'(s,u);

XO(s,u) = X(s,u),

paratodot € J C R.

Suponha X uma solugdo para o FCM. Em ¢ = 0, podemos ver que
(d'(0)X +T"(0)X + ©'(0), N) = H.

Além disso, os coeficientes da primeira e segunda forma e o campo normal unitdrio sdo dados,

respectivamente, por

E=|8; F=(8,w); G=1

1 8 A w

ez\/ﬁw,ﬁ/\w% f=9=0 N:W‘

Portanto,
_ Eg—-2fF+Ge 1

"= 2(EG — F?) - 2(|8']2 — F2)3/2 (8", B Nw).

Por outro lado,

1

(0 (0)X +T'(0)X + ©'(0), N) = (L'(0)8, B' A w) +u(T"(0)w, B Aw)) .
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2.1. Solucoes auto-similares para o FCM em superficies regradas

Combinando as duas equagdes anteriores obtemos o sistema de equacoes (2.24). [

Teorema 2.1.6. Seja X : U C R?> — R3 uma superficie regrada cilindrica em R3. Se

Xt(s, u) = LY(X (s, u)) é uma solugdo auto-similar para o0 FCM com condigdo inicial
X (s, u) = p(s) + vw(s),

onde L'(-) = o(t)L'(¢)(:) + O(t) é um movimento homotético helicoidal, 5 uma curva plana,

w(s) = (o, Yo, 20) € |w| = 1, entdo X é dado por uma das seguintes superficies:
(1) B(s) = (0, h(s), q(s));

axo(w, 7) = 0;
zo| PR
2e0{B, 1) + 2b{uw, 1) — 2awo(f, 7) = U

7? = (w, 7)*

(1) B(s) = (h(s), q(s), 0);

alh’ — zo{w, 7)] = 0;
20|72k

2c20(B, m) + 2bzo(er, m) + 2aq(yoh’ — 20q') = = (w,

Aqui, a, b e ¢ sdo constantes relacionadas com rotagdo, translagdo e dilatacdo da superficie
X no espaco Euclidiano. Além disso, T, 1 e k sdo, respectivamente, o tangente, o normal e a

curvatura de (3.

Prova do Teorema 2.1.6. Seja L'(-) = o(¢)['(t)(-) +©(¢) um movimento homotético helicoidal
de R3 dado por

1 0 0
I'(t) =10 cos&(t) —siné&(t) e O(t) =(¢(t),0,0)
0 sin&(t) cos&(t)

tal que

I'0)=al0 0 —1|, ©(0)=5b(1,0,0) e o' (0)=c,

onde a = ¢£'(0), b = ¢’(0) e 0'(0) = ccom £(0) = 0.

Item (I) Suponha que a familia X*(s, u) = L'(X (s, u)) sejauma solugdo para 0 FCM em R? com
condi¢do inicial X (s,u) = B(s) + uw(s), onde S(s) = (0, h(s), q(s)) e w(s) = (xq, Yo, 20)-
Dai, ' = (0, I/, ¢'), 5’ Nw = (20h' — yoq', xoq', —xoh') e L'(0)5 = (b, ch — aq, cq + ah).
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2.2. Solugoes auto-similares para o FCM em superficies de revolugdo

Logo, da primeira equagao do sistema (2.24) temos
(I'(0)w, B ANw) = —axo(20q¢" + yoh') = 0. (2.25)
Entao, da segunda equacdo do sistema (2.24) temos

2czo(hg’ — qh’) + 2b(20h" — yoq') — 2ax0(qq" + hh')
B Io(q/h// B q//h/) 226
()2 ()% — (o' + 20¢')? '

Item (IT) Agora, vamos considerar o caso onde (s) = (h(s), ¢(s), 0) e w(s) = (xo, Yo, 20)-
ASSim’ ﬂ/ = (h/7 q/’ 0)’ BI Nw = (Zoqla _ZOhla yOh/ - foq/) € L/(O)B = (Ch + b’ cq, aq) Uma

vez que |w| = 1, da primeira equagdo do sistema (2.24) temos
T'(0)w, B Aw) = al(z2 +yd)h — zoyod] = al(1 — 23)h' — zoyoq] = 0.
Portanto, da segunda equacgdo do sistema (2.24) temos

2cz9(hq’ — qh') + 2bzoq" + 2aq(yoh’ — x0q')
ZO(q,h// _ q//h/)
(W24 (¢')? — (o' + yoq')?

Agora, considerando que 7, 1) € K, s30 o vetor tangente, o vetor normal e a curvatura de f3,

respectivamente, concluimos a prova. O

2.2 Solucoes auto-similares para o FCM em superficies de

revolucao

Em [20] o autor apresentou uma anélise das solugdes auto-similares para o FCM por su-
perficies helicoidais. Aqui vamos estender essa ideia para as superficies de revolucdo. No
Teorema a seguir iremos caracterizar solugdes por superficies de revolu¢do que se movem por
movimento homotético helicoidal em R3. Veremos que a fim de conhecer as solu¢des do FCM
por superficies de revolugdo, devemos verificar a condi¢do (2.27) para a curvatura x de curvas
em R?,

No teorema a seguir, vemos que as solugdes para o FCM em R? através de superficies de re-
volucdo sao caracterizadas pela curvatura da sua curva geratriz. Essa abordagem de caracterizar
solugcdes do fluxo pela curvatura foi inspirada no trabalho [28]. Os autores apresentaram uma
caracterizagcdo por meio da curvatura geodésica para as solu¢des do FRC na esfera e, a partir

dai, foram capazes de classificar o comportamento de tais solugdes.
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2.2. Solugoes auto-similares para o FCM em superficies de revolugdo

Teorema 2.2.1. Seja X : U C R? — R? superficie de revolugdo em R? satisfazendo

X(u, s) = (¢(s) cos(u), ¢(s)sin(u), ¥(s)),

onde ¢, 1 sdo fungoes reais diferencidaveis. Suponha que X'(s, u) = L'(X (s, u)) seja uma
solugdo auto-similar para o FCM com condi¢do inicial X tal que L' é uma movimento homotético

helicoidal em R3. Entdo, X é uma condigdo inicial para o FCM se,e somente, se a curvatura k
de a(s) = (0, ¢(s), 1(s)) é dada por

o= (2c<a, o)+ 2bles )+ s T>) , 2.27)

ondeT =o', n= (0,9, —¢)ees =(0,0,1).

Prova do Teorema 2.2.1. Seja X : U C R? — R3 uma superficie de revolu¢do de R® como
em (1.3). Considere uma familia a um parmetro de superficies X*(s,u) = L'X (s, u) onde L'

¢ um movimento homotético helicoidal de R3. Entio,
X(s,u) = o(O)T(H)X (s, u) + O(t),

onde I, © e o representam rotacdo, translacdo e dilatagdo em R?3, respectivamente. Logo, X' é

uma solugdo para o FCM em RR? se, somente, se

Yt
O — HY(s, u)N'(s,u);
)?O(S,u) = X(s,u),

para todo ¢.
Suponha que X seja uma solucdo para o FCM. Sendo assim, em ¢ = 0 temos

(¢"(0)I'(0)X +T7(0)X +©'(0), N) = H. (2.28)
Como L' é um movimento homotético helicoidal, podemos supor I" e © dados por

cos&(t) —sin&(t) 0
I'(t) = | sin&(t) cos&(t) 0 e O() = (0,0, (1)
0 0 1
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2.3. Exemplos

Entao,
0 -1 0
F’(O) =all 0 0], @'(0) =0(0,0,1) e a'(O) =c, (2.29)
0O 0 O

onde a = ¢'(0) e b= ¢'(0) com £(0) = 0.
Um cdlculo direto a partir da equagdo (2.28) (e utilizando as equacgdes (1.4), (1.5) e (2.29))

implica em
GO = V") = (¢ + 7)) = 26(6" +47)[e(¥'¢ — ve) — bg). (2.30)
Considere «(s) = (0, ¢(s), ¥(s)) uma curva plana. Logo sua curvatura ~ é dada por

B _w//(b/ + ¢//wl
- (¢/2+w/2)3/2‘

Substituindo a curvatura de o na equagao (2.30) obtemos

o = % (2c<a, 0 + 2b(es, 1) + <63(’b7>> ,

onde 7 = o/(s),n = (0,¢, —¢') e ez = (0, 0, 1). O

Ao representar graficamente as solugdes de (2.27) percebemos que alguns gréficos sao

semelhantes aos gréaficos apresentados em [19]. Veja a proxima se¢do de exemplos.

2.3 Exemplos

2.3.1 FCM por superficies de revolucao

Considere uma curva a(s) = (0, ¢(s), ©¥(s)), plana parametrizada pelo comprimento de
arco. Suponha que « satisfaga o Teorema 2.2.1. Entdo, combinando (¢')? + (¢)* = 1 com com

a equacao da curvatura de o dada pela equagdo (2.27) obtemos

"=y <2c<¢¢’ ) — 2+ %) ; @.31)
" (2c<<z>w’ ) — 2+ 5) . 2.32)

As constantes c e b estdo associadas, respectivamente, com a dilatacdo e a translacdo exercidas

sobre a superficie de revolucdo gerada por o. Quanto ao sinal das constantes temos que, para
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2.3. Exemplos

c negativo ocorre um movimento de encolhimento, para ¢ positivo ocorre um movimento de
expansdo e para ¢ = ( a dilatacdo ndo ocorre. Quando b = 0 ndo ocorre translacdo.

Nem sempre conseguimos solucionar sistemas de equacdes como em (2.31) e (2.32), nesses
casos uma boa alternativa € fazer uma andlise qualitativa das solugdes para uma melhor com-
preensdo de sua geometria (ver [19, 20, 22, 28]). A seguir, vamos plotar algumas solucdes,
solu¢des numéricas, observando que algumas delas possuem comportamento semelhante ao de
solugdes para o fluxo redutor de curvas em R? dado por [19].

Dadas condig¢des iniciais a respeito das funcdes ¢ e 1 obtemos a curva geratriz e o tipo de

movimento pelo qual a solu¢do do FCM ir4 evoluir:

Se a curva a possui condi¢des iniciais
¢(0> =1, (0> =0,
¢'(0) = /0,75, ¢'(0) = /0,25,

temos uma solu¢@o se movimentando por trans-
03 1 15 2 235 lagﬁ-O.

<

Figura2.2: b=1; c=0.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

¢(0) =1, ¥(0) =0,
¢'(0) =1, '(0) =0,

temos uma solucao se movimentando por
I translagdo combinada com expansao.

Figura2.3: b=1; c=1.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

9(0) =1, ¥(0) =0,
) ¢/(0) =1, ¢,(0) )
temos uma solugao se transladando e enco-

02 04 06 08 0 12 14 16 lhendo.

Figura2.4: b=1; c = —2.
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2.3. Exemplos

03 0 5..06 07 10 11

Figura2.5: b=1; c = —2.

Figura2.6: b =0; ¢ = —2.

-1

Figura2.7: b=0; c = 2.

Figura2.8: b =1; c = —4.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

¢(0) =1, ¥(0) =0,
¢'(0) =1, Y(0) =1,

temos uma soluc¢ao se transladando e enco-
Ihendo.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

$(0) =1, ¥(0) =0,
¢'(0) =0, Y(0) =1,

temos uma soluc¢do se encolhendo.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

¢(0) =1, $(0) =0,
¢'(0) =0, Y(0) =1,

temos uma solugdo expandindo.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

$(0) =1, ¥(0) =1,
¢'(0) =1, U(0) =1,

temos uma solucao se movimentando por
translacdo combinada com encolhimento.
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2.3. Exemplos

08

0.6

Figura2.9: b =1; c = —4.

Figura 2.10: b = 0; ¢ = —6.

Figura2.11: b = 0; ¢ = —2.

X(s,u)

o Item (I) é trivialmente satisfeito.

Se a curva « possui condigdes iniciais

¢(0) = 0,5, $(0) = 0,5,
¢'(0) = —1, Y(0) =1,

temos uma solucdo se movimentando por
translacao combinada com encolhimento.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

¢(0) =1, ¥(0) =0,
¢'(0) =0, Y(0) =1,

temos uma soluc¢do se encolhendo.

Se a curva « possui condi¢des iniciais

¢(0) =1, ¥(0) =1,
¢'(0) =0, Y(0) =1,

temos uma solucdo se movimentando por
encolhimento.

2.3.2 FCM por superficies cilindricas

Exemplo 1. A ideia aqui € explorar o Teorema 2.1.6 como uma fonte para se buscar exemplos
de solugdes para o FCM por superficies cilindricas.

Vamos comegar analisando o Item (I). Para tal, considere uma solugdo cilindrica dada por

= P(s) + uw(s),

onde 5(s) = (0, h(s), q(s)) ew(s) = (xo, Yo, 20). Note que, para solugdes comzg =0e b =0
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Por outro lado, se xg # 0 e yop = 0 (ou z5 = 0), da equagdo (2.25) temos ¢’ = 0 (ou A’ = 0).
Entdo, de (2.26) temos (bzg —cq—axoh)h’ = 0. Uma vez que ¢ é constante, a inica possibilidade
¢ h constante. Portanto, a solucéo deveria ser da forma X (s, u) = (uxg, ho, qo + uzo).

Para analisar o Item (II), vamos considerar uma solugdo cilindrica dada por
X(s,u) = B(s) +uw(s),

onde S(s) = (h(s), q(s), 0) ew(s) = (xo, Yo, 20). De maneira andloga, note que solug¢des com

20 = 0 e a = 0 satisfazem o Item (II) trivialmente. Assim como para solucdes tais que xy = 0
b

eh(s) = -
Exemplo 2. Agora, iremos analisar o Teorema 2.1.6 em busca de solucdes de translacio exatas
para o FCM por superficies cilindricas.

Vamos considerar uma solu¢do que satisfaca o Item (I) e assumir a = ¢ = 0, isto €, apenas
solugdes por translagao.

A anélise qualitativa para solu¢des auto-similares € considerada por vérios autores. E o
Grim Reaper é uma dessas solucodes exatas.

Em (2.26) tomando 5(s) = (0, s, ¢(s)), obtemos

—l'oq”
AN
2b(20 — Yoq ) _ 1+ q/2 — (yo + Zoql)z ‘

Vamos fornecer agora a primeira familia de solugdes considerando b = 1/2, xy # 0, yo # O e

zo = 0. Dai temos

yoq = %ﬁ_% (2.33)
Assumindo, por exemplo, yo = 1/2 e xg = —1,
q(s) = ﬂ:# arctan (%M) .
Portanto,
X(s, u) = (—u, s+ %, %g arctan (%\/M)) : (2.34)
Outro caso para considerar € xo = —1 e yo = 1. Entdo, para (2.33) temos

q(s) = £v2s + 2.
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2.3. Exemplos

Portanto,

X(s, u) = (—u, u+s, V2s +2). (2.35)

W T PO R A (N B |
0 2 40 0 80 100

Figura 2.12: Gréfico de (2.34) Figura 2.13: Gréfico de (2.35)

A solucao Grim Reaper também pode ser obtida considerando zy # 0, 2y # 0 e yo = 0. Dai,

—IL'()(]//
14 ¢7 = (204')*

2b20 =

Com efeito, assuma b = zo = 1 e 29 = 1/2. Dessa forma, temos

Entao,

2 (3( (V3 VY
q(s) = glog 2 (sm (78> — cos (73)>

€ uma solucdo para a equacao diferencial acima. E com isso, obtemos a solu¢do Grim Reaper

2
u 2 3(. (V3 V3
X(s,u)=[u,s, 5 + glog 1 (sm (7,9) — COS <73>>
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Grim reaper

Figura 2.14
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Capitulo 3

Solucoes Soliton para o FRC em algumas

superficies de R’

O Fluxo Redutor de Curvas (FRC) € a versao do Fluxo de Curvatura Média (FCM) para
dimensio dois. Neste capitulo, estudaremos as solucdes do FRC no toro de revolugio T? C R3.
Mostraremos que as solugdes soliton do fluxo sdo assintéticas ao equador do toro T2. Na

sequéncia, vamos estender esses resultados para superficies de revolugao.

3.1 Fluxo Redutor de Curvas em T2

No que se segue, considere o Toro T? C R? parametrizado por (1.7), isto &,
X(u, v) = ((R+rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu).

Baseado nas equacdes (1.8) e (1.9) vamos considerar o seguinte referencial ortonormal adaptado

ao Toro T?:
er = (—sinucosv, —sinusinv, cosu);
es = (—sinw, cosv, 0);
N = e Aeg = (—cosucosv, —cosusinv, —sinu). 3.1)

A partir do referencial acima podemos escrever
Xuu =71N, Xy = (R+rcosu)|(sinu)e; + (cosu)NJ, Xuw = —(rsinu)es.

Seja ®(s) = X (u(s), v(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em TZ.

Denotando por 7' = &’ o campo tangente e por 17 0 campo normal normal unitdrio de ®, temos

T=uX,+vX,=(ur)e + [v'(R+rcos(u))]es (3.2)
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

n=NA® =—[v(R+rcos(u))le + (u'r)es, (3.3)

Os campos 7', N, e n formam um Triedro de Darboux (ver Secdo 1.1), e consequentemente,

valem as Equa¢des de Darboux (1.1), ou seja,
T =kn+ kN, 10 =—-rT+717,N e N =—k,T—1,n, (3.4)

onde kg4, Ky € T4 A0, respectivamente, a curvatura geodésica, a curvatura normal e a tor¢do

geodésica de ®. Derivando a equacdo de 7' (3.2), obtemos

T = u'X, +0"X, +2u'v Xy + ()2 X + (V') Xy
= [u"r+ (V')*(R +rcos(u))sin(u)]e; + [v"(R + rcos(u)) — 2ruv’ sin(u))ey
[(u')?r + cos(u) (R + 7 cos(u)) (v')?] N.

_|_

Entdo, da primeira equacdo de (3.4), obtemos

tin = (T',N) = (u')*r + (v')*(R + 7 cosu) cos u (3.5)

kg = (T',n) = r[R +rcosu)(v"v —u"v') — v sin(u)(1 + r*(v')?). (3.6)
Sendo que nesta segunda utilizamos o fato de que |T'| = 1, isto é,
r?(u)? + (V)*(R+ rcosu)? = 1. (3.7)
Derivando a equagao (3.7),
w'y"r* + 00" (R + rcos(u))? — ru/(v/)? sin(u) (R + r cos(u)) = 0. (3.8)

Tal equagado nos serd util mais adiante.

Devemos destacar que, quando a func¢éo u € constante a curva ®(s) = X (u(s), v(s)) serd
uma geodésica de T?, mais precisamente, um equador. Fato andlogo ocorre quando a fungio
v € constante. Pois, dai, tem-se que ®(s) = X (u(s), v(s)) € um meridiano de T?, ou seja,
uma geodésica. Uma vez que geodésicas sao solugdes triviais para o FRC, nos resultados que
vamos estudar neste capitulo nio iremos considerar esse tipo de curva. Por esse motivo, daqui
por diante vamos considerar ®(s) = X (u(s), v(s)) em um intervalo tal que u e v ndo sdo

constantes.
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

3.1.1 Solucdes soliton para o FRC no toro T?

No lema a seguir, iremos fornecer uma caracteriza¢ao para a curvatura geodésica das solugdes
soliton do FRC em T?.

Lema 3.1.1. Seja ® : I C R — T? C R? wma curva parametrizada pelo comprimento de arco
em T2, Entdo, ®(s) = X (u(s), v(s)) é uma condicdo inicial para o FRC no toro se, e somente,
se

K

g =ar(R+rcosu)u, (3.9)

onde kg4 representa a curvatura geodésica de ® e a é uma constante. Se a = 0 temos uma

geodésica.

Demonstragdo. Seja ® uma solugdo soliton para o FRC no Toro T?. Entdo, de (1.30), devemos

00
o )T

onde x4 € a curvatura geodésica e 1) € o campo normal unitario de ®. Por se tratar de um soliton

ter

em T2, podemos expressar a familia de curvas Pt por (1.19).

Derivando (1.19) em ¢ = 0, e utilizando (3.1), teremos

5 = I'(0)® = ¢'(0)(R + r cos u)es.

Denotando a = £'(0), substituindo a identidade anterior e a equacdo (3.3) na equacdo de x,
concluimos a primeira parte da prova.

Reciprocamente, seja ®(s) = (x(s),y(s), z(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco em T? com normal unitario 1(s) = (71,72, 73). As fungdes x(s), y(s) e z(s) sdo dadas
por (1.7), e as fungdes 171 (s), n2(s) e n3(s) sdo dadas por (3.3).

Suponha que

kg = ar(R + rcosu)u’.

Considere uma familia a um pardmetro de curvas ®'(s) = I'(¢)®(s) tal que

cosat —sinat 0
['(t) =] sinat cosat 0
0 0 1

Uma vez que I'(¢) é uma isometria de T? (verificamos isso em (1.20)), temos
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

para todo ¢t. Note que

n' =T (t)n = (n1 cos at — ny sin at, n; sin at + 1, cos at, n3).

Além disso,

0"
E(s) =T"(t)®(s) = a(—zsinat — ycos at, x cos at — ysin at, 0).
Logo,
oot : :
20" = a(—zsinat — ycosat)(n cosat — ny sin at)

+a(x cosat — ysin)(n sin at 4 1, cos at)
= a [—xm sin at cos at — ym cos® at + xn, sin? at + yn, cos at sin at]
+a [(17771 cos at sin at — yn; sin® at + a1, cos® at — yn, sin at cos at}
= al-ym +any
= a{—(R+rcosu)sinv[v(R+ rcosu)sinucosv — u'rsin v
+(R + 7 cosu) cosv[v' (R + rcosu) sinusinv 4+ u'r cos v} }
= ar(R+rcosu)u

_ t
= Ry

]

No teorema a seguir iremos fornecer um sistema de equacdes diferenciais das solucdes
soliton para o FRC no toro T?. Um fato interessante a respeito deste sistema € que a partir dele
podemos recuperar o sistemas de equacdes diferenciais das geodésicas do toro T? (1.11), uma

vez que geodésicas sdo solugdes triviais do fluxo.

Teorema 3.1.2. Seja ® : [ C R — T? C R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco em T, Entdo, ®(s) = X (u(s), v(s)) é uma solucdo soliton para o fluxo redutor de curvas
em T? se, somente, se

,  sinu(R + rcosu)

u” + (v')? = —a(R + rcosu)?u'v';
r

2rsin u

"o U
R+ rcosu

/U/ — aT2 (ul)2.

Além disso, se a = 0 obtemos o sistema de equacées diferenciais das geodésicas de T?.

Demonstragao. Comparando as expressoes para a curvatura geodésica dadas pelo Lema 3.1.1
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

e pela equagao (3.6), obtemos

/i "1

ra[R + r cos(u)|u’ = r[R + rcos(u)|(v"u' — u"v') — ' sin(u) (1 + r*(u')?).

Dai,

au’ W =d) Wsin(u)
(14+72(w)?)  (14+72(w)?)  r[R+rcos(u)] (3.10)

Multiplicando a equagdo (3.10) por u/r? e a equacdo (3.8) por v’ resulta em

v'u'r sin(u) (1 + r?(u)?)
[R + 7 cos(u)]

", oro1.2

a(u')*r? + = (" (u)*r?* — u"v'u'r?)

w'v'u"r? 4+ (V)" (R + 7 cos(u))? = ru’ (v')? sin(u) (R + r cos(u)).

Combinando as duas ultimas equagdes e utilizando o fato de ® ser parametrizada pelo compri-

mento de arco, isto €, a equacgdo (3.7), obtemos

2u/v'r sinw

’U”ZCL’/‘Q u/2 -/
()" + R+ rcosu

(3.11)

Por outro lado, multiplicando a equagio (3.10) por (R + r cos u)?v’ e a equagdo (3.8) por v/,

temos que

pwww+w@wx3+m%m2_.—%m%3+mwmgmmu+ﬁmy)

— au'v'(R+rcosu)?

u” (u')?r? + V'V (R4 1 cos(u))? = r(u)*(v')?sin(u) (R + r cos(u)).

Pelas duas dltimas equagdes, e novamente usando o fato de que ¢ € parametrizada pelo compri-
mento de arco (3.7), tem-se que

v’ sin(u)

u" = —v'(R+rcosu) + a(R + r cosu)u’

,
]

Na Sec¢ao 3.1.2 vamos plotar algumas solucdes numéricas (aproximadas) do sistema obtido

no Teorema 3.1.2.
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

A fim de provar os préximos resultados vamos definir a seguinte fungdo auxiliar:

!/
A(s) = _uls)
1 —r2u/(s)?
Observe que, quando a curva ¢ estd parametrizada pelo comprimento de arco, A estd bem
definida. De fato, por (3.7),

1—7r*()* = (v)*(R+rcosu)’* >0

Como R > r ndo teremos (R + rcosu) = 0, assim 1 — r?(u’)? = 0 se, somente, se v’ = 0. Ao
longo do deste capitulo vamos supor que o conjunto dos parimetros para os quais v’ = 0 ndo
¢ denso. Note que, em um aberto no qual v = 0, ® é um meridiano de T?, que por sua vez
¢ uma geodésica. Como geodésicas sao solugdes triviais para o FRC ndo estamos interessados
nesse caso. Nao iremos tratar dos casos de pontos isolados. Dito isso, podemos assumir que
1—7r*(u)* > 0.

Observacao. Sendo ¢ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, e uma vez que nao
temos interesse em solugdes triviais, acabamos de ver que 1 — r?(u/)? > 0, logo |u/| < %, isto

é, v’ é limitada.

O resultado a seguir tem um caréter técnico, sua finalidade € auxiliar a demonstra¢do do

nosso resultado principal, o Teorema 3.1.5.

Teorema 3.1.3. Seja ® : I C R — T? C R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco em T?. Se ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do FRC em T?, entdo

Ky(s) = £A(s) (c + r/,-;j) , ceR. (3.12)

Demonstragdo. Combinando as equagdes (3.7) e (3.8) temos que

1(7\2 //1_ 2(.,,1\2
w(v) (R+rcosu)sinu:u’u"+v( r(w))
r V2

Da equagdo anterior combinada com (3.11) e novamente utilizando (3.7), obtemos

2ulu//,01,r.2
11— r2(u’)?

Reescrevendo a equacgao diferencial acima tem-se que:

[U// + CLT’2(U/)2H1 o TQ(UI)2] + 7’22/[(1/)2]' =0
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

que, por sua vez, € equivalente a

d v’ _ —ar?(u)? (3.13)
ds \1—r2(uw)2) 1 —7r2(u)* '
Isolando v’ em (3.7) temos
+/1 —r2(u)?
' = . 3.14
Y R+ rcosu ( )

Utilizando a equagdo da curvatura geodésica dada pelo Lema 3.1.1 em conjunto com a

equacdo (3.14), obtemos
kgv" = Laru'\/1 — r2(u)2.

Que pode ser reescrita como

< v > . arv’
1= r2W?) = eI
Derivando ambos os membros e utilizando (3.13) temos

n d u o d v
ards Ko/ 1 — 12(u/)? ds \1 —r2(u)?

B ar?(u’)?
1— r2(uw)?

/ 2
- e L) .
1 —7r2(u)?

Considerando a fun¢do auxiliar A na equagédo anterior,

¥ (A) A, (3.15)

Logo,
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

e, integrando ambos os membros,

onde c € R. O]

A seguir temos mais uma ferramenta que serd crucial para a demonstragao do Teorema 3.1.5,
o Lema de Barbalat [29, Lema 4.2].

Lema 3.1.4 (Barbalat). Se a funcdo diferencidvel f(s) possui limite finito quando s — oo, e se

f'(s) é uniformemente continua, entdo f'(s) — 0 quando s — oc.

Vale ressaltar que um soliton ®(s) = X (u(s), v(s)) do FRC no toro estd definida para todo

pardmetro real, uma vez que R? € o um espaco de recobrimento para toro T?.

Teorema 3.1.5. Seja ® : ] C R — T? C R® uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco. Se ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do FRC em T? com [, K} < oo, entio ® é

assintotica aos equadores.

Demonstragdo. Primeiramente vamos verificar que v € limitada. Tomando a derivada de (3.9)

obtemos
Ky = ar(R+rcosu)u” — ar’(u')? sinu. (3.16)

Dai, multiplicando a equagdo anterior por %,

K—;A _ 1 o r(u)? sinu ‘
Kg 1 —r2(u/)? R+ rcosu
Note que
"
N = “ . (3.17)
(1 — r2(w)2)3
Entao,
lf_’gA _ 1 o r(u')?sinu
Kg 1—72(u/)? R+ rcosu
r(u')?sinu

= (1—7*(W)>N — .
( ) (R+rcosu)y/1 —r2(u)?

Por outro lado, desenvolvendo a equacdo (3.15) tem-sem que

K“;] / 2
—N =N £rr A%
Kg
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3.1. Fluxo Redutor de Curvas em T?

Com isso, podemos combinar as duas ultimas equagdes, acarretando em

r(u')?*sinu

r?(W)N = Fre,A% — .
() Tt (R+rcosu)y/1—r2(u)?

Usando a defini¢do de A e isolando A’, segue-se que

A — $a(R + rcosu)u’ sin u
1 —7r2(u)? r(R+rcosu)y/1—r2(u)?
Sendo assim, por (3.17),
[u”| B a(R + rcosu)u sinu
L—r2(w)? 1 —r2(u)? r(R + rcosu)
1 | sin u|
< R -
< lall( JrTCOSU”T+7"](R+7"cosu)|
e, consequentemente,
| 1 1
— < R - .
1—r2(u)? — al( +T)r+7‘](R—i—rcosu)|

Usando o fato de que R — r < R+ rcosu < |R + r cos u| obtemos

la|(R? —1?) +1

1/
<
vl < r(R—r)

(3.18)

A desigualdade anterior mostra que u” € limitada como querfamos, mais que isso, mostra

também que v’ é uniformemente continua.

Defina )
)= [ w2

Observe que [ = k* > 0, sendo assim f € ndo decrescente. Como f < oo, o limite lim f(s)

existe. o
Afirmamos que f’ é uniformemente continua. Para verificar tal afirmagdao mostraremos que

f" € limitada. Observe que " = 2k k,. Entdo, por um cdlculo direto a partir de (3.9), (3.16),

(3.18) e usando o fato de que |u/| < I, temos

1"l = 2|ar(R+rcosu)u” — ar?(u')? sinul|ar[R + r cos uu/|

IN

1
lar(R + r cosu)u” — ar*(u')?sinular(R 4 7)~
,

IN

a(R+7)(lar(R + rcosu)u”| + |ar®(u')? sin ul)
a(R+7r)(ar(R+7)|u"| + ar?|u'|*)
a*(R+r)(r(R+7)[u"| +1).

IN

IN
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Logo, | f”| é de fato limitada e, consequentemente, f’ é uniformemente continua como afirma-
mos.
Nessas condi¢des, podemos aplicar o Lema de Barbalat para obter
lim f'(s) = lim k2 = 0. (3.19)

§—00 §—00 9

E com isso provamos que as extremidades de ¢ sdo assintdticas a geodésicas.
Agora vamos buscar essas geodésicas. Sabemos que o angulo ¢ que a curva ® forma com

os meridianos de X € dado por

1
- (X, T).
cosp = 1 (X T)

Substituindo (1.8) e (3.2) na equacdo do angulo obtemos
cos p = ru.

Combinando a equagdo da curvatura geodésica (3.9) com o limite (3.19) podemos inferir que

lim,_,., v’ = 0. Logo,

lim cos p = r lim v’ = 0.
5—00 5—00
Ou seja, as extremidades de ® sdo perpendiculares aos meridianos (no infinito). Uma vez que
os equadores sdo geodésicas perpendiculares aos meridianos, concluimos que as extremidades
de ® sdo assintdticas aos equadores.
Um fato interessante que vale destacar e de facil verificagdo € que a identidade x,, = rK
é trivial para qualquer equador do toro T?. Basta substituir (3.7) em (3.5) considerando u

constante. Agora, como u'(s) — 0 (quando s — oc0), temos que

lim k, =r lim K,
S5—00 S5—00

onde K = % € a curvatura Gaussiana. Ou seja, as extremidades de ¢ possuem a mesma

propriedade. u

Lema 3.1.6. Seja ® uma curva simples e fechada em uma superficie M?. Seja dt sua evolugado
pelo fluxo redutor de curvas. Denote por R; a regido delimitada por Pt e por A(t) a drea de
R;. Suponha que R; seja uma regido simples. Entdo,

A _ / KdA — 2. (3.20)
dt A
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Demonstragcdo. Como pode ser visto em [31, Secdo 2], a primeira variagao da drea € dada por

dA
E—‘L“

onde V € a velocidade do fluxo na dire¢cdo normal.

Uma vez que Pt ¢ solucdo do FRC, temos

HP!
V:<5?”>=%

Sendo R, é uma regido simples, pelo Teorema de Gauss-Bonnet, segue-se que

%:—/ IitdS:/ KdA — 2.
dt R: g R

Como consequéncia direta do Teorema 3.1.5 temos o resultado a seguir.

Teorema 3.1.7. Se um soliton do FRC em T? é uma curva fechada e simplesmente conexa que

delimita uma regido simples, entdo ele ndo separa o T? em duas componentes conexas.

Demonstragdo. Seja ® um soliton do FRC em T?. Suponha ® uma curva fechada e simplesmente

conexa, de modo que separe T? em duas componentes conexas.

']I‘Q

—a

Figura 3.1: Ideia da demonstracao.

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet podemos escrever

/ /{gds+//KdA:27r.
OR R

Pela equacgdo da primeira variacao da drea (3.20), temos

dA
Kods + — = 0.
/BR g dt
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Uma vez que a drea é preservada por isometrias, devemos ter A(¢) constante, logo

/ Kgds = 0.
OR

Utilizando a caracterizac¢do da curvatura geodésica dada pelo Lema 3.1.1 obtemos
0= / Kyds = ar/ (Ru' 4 7 cosu)ds = arRu + r®asinu + c,
OR OR

onde c € R.
Logo,

0 = rRu(s) +r*sinu + E,
a

Tomando a derivada em ambos 0os membros obtemos
0=ru(R+rcosu).

Como R >re—1<cosu < 1tem-se que R+ rcosu > 0. Sendo assim, devemos ter u’ = 0.
Ou seja, @ deve ser um equador de T?. Mas isso € uma contradi¢do com a hipétese inicial de
que ® é uma curva que separa T? em duas componentes conexas.

Portanto, um soliton do FRC em T? nio pode separar o toro T? em duas componentes

conexas. L]

Como ja sabemos da geometria diferencial, curvas as quais possuem curvatura geodésica
constante igual a K, = 0 sdo geodésicas. E as geodésicas sdo solugdes triviais para o FRC.
Inspirado por esses fatos podemos questionar se existem solucdes para o FRC em T? cuja
curvatura geodésica € constante e ndo nula. No resultado a seguir procuramos responder esse

questionamento.

Corolario 3.1.7.1. Ndo existe solucdo soliton para o FRC em T? com curvatura geodésica

constante ndo nula.

Demonstracdo. Seja ® um soliton do FRC em T? com curvatura geodésica constante ndo nula.

Entdo, pelo que vimos no Teorema 3.1.3, da equagdo (3.15) temos

-1

d u
— | = Frk.
ds 1 —r2(u)? i
Integrando ambos os membros,
1 — 2(,,1\2
1=r(w)” = (ag F rus)?,

(u')?
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com ag € R.

Agora iremos resolver a equacdo anterior com a finalidade de encontrar a funcdo u. Rees-

crevendo,

1 = [(ap F rrs)® + r?(u')>.
Isolando v/,

u'(s) = 1 : (3.21)

V(ao Fres)? +r?
Logo,
= P

coma; € R.

Além disso, combinando as equacdes (3.21) e (3.14) obtemos

Vi) = £ () o VIR

K

ou seja,

V'(s) =+ (E) ( (a F rtis)

K/ (ag Fres)?+r2
Finalmente, integrando ambos os membros, obtemos

a
v(s) = —5.3 log ((Frrs + ag)® + 1) + as
where a; € R.
Desde modo, ao determinar u e v, acabamos de encontrar uma solugao para o FRC.
Entretanto, ao se considerar a fun¢do u encontrada na equacao da curvatura geodésica (3.9),

podemos ver que a curvatura geodésica nao € constante. Ou seja, uma contradigdo. U

3.1.2 Exemplos

Nessa se¢do gostariamos de apresentar solu¢cdes numéricas para o FRC em T?. Para tal,
plotamos em um software matematico as solugdes do sistema dado pelo Teorema 3.1.2. Nas
figuras abaixo podemos observar o que foi dito no Teorema 3.1.5, isto &, as extremidades das

solugdes sdo assintdticas aos equadores.
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Figura 3.3: Condi¢oes iniciais: u(0)

Figura 3.2: Condigdes iniciais: u(0) = 7,
v(0) =%, 4/(0) = 0,v'(0) = 1, £(0) = 3. v(0) = 7, 4/'(0) =0,0'(0) = 1,£'(0) =

s
4

)

-

Figura 3.5: Condi¢des iniciais: u(0) = m,

Figura 3.4: Condi¢oes iniciais: u(0) = m,
v(0) =Z,4/'(0) =1,0(0) =1,£(0) = 3. v(0) = 5, 4/(0) = 1,v(0) = 1,£'(0) = 2.

O

Figura 3.7: Condigdes iniciais: u(0) = 0,

0(0) = m, W/(0) = 1, /(0) = 1, £(0) =
10.

Figura 3.6: Condigdes iniciais: u(0) = 0,

v(0) = 7, '(0) = 1, v'(0) = 1, £'(0) =
—0, 1.
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Figura 3.9: Condi¢des iniciais: u(0) = m,
Figura 3.8: Condigdes iniciais: u(0) = m, v(0) = m, ¥/(0) = 1, v'(0) = 0, £(0) =
v(0) =, ' (0) =1,2'(0) =0,£(0) = 1. -0, 5.

=4 =

Figura 3.10: Condigdes iniciais: u(0) = m, Figura 3.11: Condicdes iniciais: u(0) =
v(0) = m, ¥/ (0) = 1, v'(0) = 0, £(0) = —m, v(0) = —m, ¥/(0) = =5, V'(0) = 0,
10. £(0) = —10.

Figura 3.12: Condigdes iniciais: u(0) = 4,
v(0) = m, ¥'(0) = 1, v'(0) = 0, £(0) = Figura 3.13: Condigdes iniciais: u(0) = ,
—15. v(0) =, 4/ (0) = m, o' (0) = m, &(0) = .
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3.2 Fluxo Redutor de Curvas em superficies de revolucao

Na se¢do anterior mostramos que as solugdes soliton do FRC no toro de revolugdo sao
assintdticas aos equadores, que por sua vez sao os unicos paralelos do toro que sdo geodésicas.
Naturalmente surge o questionamento se € possivel estender esses resultados para alguma familia
de superficies. Nesta se¢dao temos o objeto de responder esse questionamento, vamos generalizar
para superficies de revolugio em R? a andlise que fizemos na Se¢io 3.1 no toro de revolugio.
Mostraremos que certas solugdes soliton para o FRC em uma superficie de revolu¢do sao
assintdticas aos paralelos que sdo geodésicas.

Seja M? uma superficie de revolu¢do em R? parametrizada por (1.3), ou seja

X (u, v) = (¢(v) cos(u), ¢(v)sin(u), P (v)) (3.22)

com curva geratriz a(v) = (¢(v), 0, ¥(v)) parametrizada pelo comprimento de arco, isto &,

dp\* (dp\?
(%) *(%) -

Em M? vamos considerar o seguinte referencial ortonormal:

ey, = (—sinu, cosu, 0);
ey = <q§ COS U, q.ésin u, @b) ;
N = e Ney= <w cos u, @sin u, —¢> : (3.23)

A fim de simplificar a notacao, estamos denotando

. do . dy . d% . d%)
¢_dv’ ¢_dv’ gb_olv?’ @b—dvz‘
A partir do referencial dado, temos que
X, = (e, X, = e, (3.24)

Xuw=—=(00)es = (G9)N,  Xpw= (@ = DN,  Xu=(d)er

Seja ®(s) = X (u(s), v(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em M?2.

Entao,

T=uX,+vX,=Wd)es + (v)es (3.25)

n=NAT=—")er + (u¢)e,, (3.26)
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onde T' = &' é o campo tangente e 17 é o campo normal normal unitario de .

Os campos T, N, e n formam um Triedro de Darboux, logo
T =km+ 6N, 0 =—-rT+717,N e N =—k,T—1,n, (3.27)

onde kg4, Ky € T4 A0, respectivamente, a curvatura geodésica, a curvatura normal e a tor¢do

geodésica de ®. Derivando 7', obtemos

T = u'X,+0"X, + 200 Xy + () Xou + (v)* Xy
= (W'¢+2uv'd)er + V' — (W)’ pdles + [~ (u)’drp + (v)* () — )] N.

Da primeira equagdo de (3.27), vemos que

kin = (T',N) = —()2 ) + (V')* () — )

kg = (T',n) = (u'v" —u"V)p — u'dp(1 + (v)?), (3.28)
nesta segunda utilizamos o fato de que |T'| = 1, isto é,
(W)*¢* + (v)* = 1. (3.29)

Derivando a equacgdo (3.29) em relacdo a s, temos

"¢ + ()2 pdv’ + v'v" = 0. (3.30)

Nos resultados que estudaremos daqui por diante vamos considerar apenas os solitons de
M? do tipo

P'(s) = W' (D(s)), (3.31)
onde a familia de isometrias \Tlt() = U(-,t) é da forma

cos&(t) —sin&(t) 0
U= | sing(t) cosé(t) 0
0 0 1

Além disso, vamos considerar que a curva geratriz a(s) = (¢(v), 0, ¥ (v)) de M? satisfaga

18], || < oo. (3.32)
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3.2.1 Solucoes soliton para o FRC nas superficies de revolucao

No lema a seguir, vamos fornecer uma caracterizagdo para a curvatura geodésica das solugdes
soliton do FRC em M?2.

Lema 3.2.1. Seja ® : I C R — M? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Entdo, ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do FRC em M? se, e somente, se

kg = —agu', (3.33)

onde kg representa a curvatura geodésica de ® e a é uma constante. Se a = 0 temos uma

geodésica.

Demonstracdo. Seja ® uma solugio soliton para o FRC em M?2. Entio, de (1.30), devemos ter

()
ot ) = Ky,
onde £, 7 é 0 campo normal unitédrio de ®. Por se tratar de um soliton em M?, podemos escrever
P = UH().
Derivando a equacdo anterior em ¢ = 0 e utilizando (3.23) teremos

980 9v°

Tl W@ = [£'(0)¢es.

Denotando a = £’(0), substituindo a identidade anterior e a equagdo (3.26) na equagdo de x,
concluimos a primeira parte da prova.

Reciprocamente, seja ®(s) = (x(s),y(s), z(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco em M? com normal unitério 1(s) = (71,72, 73). As fungdes z(s), y(s) € z(s) sdo dadas
por (3.22), e as fungdes 11 (s), 72(s) e n3(s) sdo dadas por (3.26).

Suponha que

kg = —adu'.

Considere uma familia a um parmetro de curvas ®*(s) = W!(®(s)) tal que

cosat —sinat 0
U= | sinat cosat O
0 0 1

Como W! é uma isometria de M?, note que
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paratodot, e
n' = \Tftn = (my cos at — e sin at, ny sin at + 1y cos at, n3).

Além disso,

0" ot
E(s) =5 (s) = a(—zsinat — y cosat, x cosat — ysinat, 0).
Logo,
ot ' ‘
el = a(—zsinat — ycosat)(n cosat — ny sin at)

+a(x cosat — ysin)(n sin at 4 1, cos at)
= a [—xm sin at cos at — ym cos® at + xn, sin? at + yn, cos at sin at]
+a [(17771 cos at sin at — yn; sin® at + a1, cos® at — yn, sin at cos at}
= a[—ym + an
= a[—¢sinu(v'sinu + u'¢o cos u)
+¢ cos u(—v' cosu + u' ¢ sin u)]
= —ag

_ t
= Ry

]

No teorema a seguir, assim como fizemos no Secao 3.1, vamos fornecer um sistema de
equacdes diferenciais das solucdes soliton para o FRC em M2. Note que a partir deste sis-
tema podemos recuperar o sistemas de equacgdes diferenciais das geodésicas das superficies de

revolugdo (1.6).

Teorema 3.2.2. Seja ® : I C R — M? C R? uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco. Entdo, ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do FRC em M? se, somente, se
o
u' + _¢ulvl _ a(v’)Q;

¢
(3.34)

V! — ¢¢<u/)2 — _aulvlng'
Além disso, se a = 0 obtemos o sistema de equagées diferenciais das geodésicas de M?.

Demonstragdo. Igualando as equagdes (3.28) e (3.33), referentes a curvatura geodésica, temos
que
(U/UH . u/lvl)¢ . u’(;.ﬁ(l + (’Ul)2) — —CM/QS
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Logo, ‘
w'o(1+ (v))
¢

Multiplicando a equagao 3.30 por u e a equacdo 3.2.1 por v’ obtemos respectivamente

u/'U// _ u//UI — _avl _'_

(u/)2¢2u// _ _(ul)3¢¢bvl _ u'v'v”

Combinando as duas tltimas equagdes, temos

(W26 + (0 Ju” = a(v')? = ()00

Utilizando a equagido 3.29, podemos reescrever

) WVO(L— (vP) Wi+ (v))

u/l — a(vl)
¢ ¢
Logo, .
2 1.,/
u// — CL(U’)Q _ uv (b
¢
Por outro lado, multiplicando a equacdo 3.30 por v e a equacgio 3.2.1 por u/¢? obtemos

respectivamente

(U/)QU” _ —u/v/u”gb2 _ (u/)2(1}/)2(;5g.b
e

_u/u//v/¢2 _ _au/v/¢2 + (u/)2¢¢(1 + (U/)2) o (u/)2¢2v//.

Combinando as duas ultimas equacdes, temos
[(1)?¢" + ()" = —au'v'¢” + (u/)?60(1 + (v')?) — (') (V)¢9
Utilizando a equagao 3.29, concluimos que

" = _au/v/¢2 + (u/)2¢¢

Defina a seguinte fun¢do auxiliar:

A(s) = V)
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Uma vez que ®(s) = X (u(s), v(s)) estd parametrizada pelo comprimento de arco, A estd bem
definida. De fato, por (3.29),

1 — (U/)Q — (u1)2¢2 Z 0

Como ¢ > 0, teremos 1 — (v')? = 0 se, somente, se v’ = 0. No que se segue, assumiremos que o
conjunto de parAmetros para os quais v’ = 0 nao é denso. Em um conjunto aberto onde u" = 0,
a curva ® pode ser considerada como um meridiano de T?, que é uma geodésica. No entanto,
como geodésicas sdo solugdes triviais para o FRC, ndo estamos interessados nesse caso. Nao

iremos abordar os casos de pontos isolados. Logo, 1 — (v')? > 0.

Observac¢iao. Uma vez que ndo temos interesse em solugdes triviais, teremos que 1 — (v')? > 0,

logo |v'| < 1. Isto é, v € limitada.

Teorema 3.2.3. Seja ® : I C R — M? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Se ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do FRC em M?, entao

Kg(s) = £A(s) (c+ /H3> ; c€eR. (3.35)
I

Demonstragdo. Podemos reescrever a equagio (3.30) isolando «”, dai

" ¢ [ U/U/U”
U =——uv — .
¢ (u')?¢?
Utilizando a equacdo (3.29) e a primeira equagdo de (3.34) na equagdo anterior temos
i u" — a(v/)Q B wu'v"
B 2 1— (V)%
Logo,
QUIUIU//
" __ "2
u = —CL<U ) — 1——('(]/)2

Note que, a equagdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma

W[ = ()] + @) —a(v)?
[1—()* 1—(v)*
Sendo assim, ; / ( /)2
i (o) o

Por outro lado, isolando u' na equacéo (3.29), temos

v
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Combinando a equacdo da curvatura geodésica (3.33) com a equagdo anterior obtemos

kot = Fav'y/1 — (V')?,

que podes ser reescrita como

u av’

WP /TR

Derivando ambos os membros e comparando com a equacao (3.36), segue-se que

Considerando a fun¢fo auxiliar A podemos escrever

ii (A) = A2
ds \ kg

Logo,
- <5(2)
ds \ kg
A2 A
B = e (—>?
Ky ds \ K4
= ()
ds \ K
/152] = 4+ A 92 :
(5
g $ds Kg

E integrando ambos os membros

mg:j:A(c+/I/i§>,

onde ¢ € R.

(3.37)

E finalmente temos o resultado principal deste capitulo, generalizando o Teorema 3.1.5.
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Teorema 3.2.4. Seja ® : I C R — M? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.
Se ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do FRC em M? com [, k> < oo e |, |¢| < oo, entdo as

duas extremidades da curva sdo assintoticas aos paralelos que sdo geodésicas.

Demonstragcao. Derivando a equacgdo da curvatura geodésica (3.33), temos
5y = —ald(v')? + &',

Multiplicando a equagio anterior por 2, e usando o fato de que
Kg

UI/

L
temos
/ A —av’ 10 IN\2 "
T m[cb(v) +¢U]
— ; év’ 2 U”
B 1—(v')? [¢( S
Q%(U/)Z V"
NI V0P
— ¢(U’)2 4 A/[l o (1}/)2]

P/ 1= (v)?

Desenvolvendo a equacao (3.37) vemos que

A
n'g— =N+ /igAZ.
Kg
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Substituindo na equacdo anterior,

Nt A2 = %Jﬂ\’[l—(v’)z]
N@)? = ¢ngA2+¢ (ﬁ(i’);}lﬁ
I |
M= qE(:’g)2< 15(1/)2) T i(uy
N = qtl_ﬁ(gv,)Q 5 1(?(0/)2
M= ili%? 0 1i(v'>2
=GP~ et =T
Logo, |
o] < o+ 2.
Defina

fls) = /Fv

Note que [ = k? > 0, logo f € ndo decrescente. Uma vez que f < oo, o limite lim f(s) existe.
§—00

Além disso, f” € uniformemente continua. De fato, veja que f” = 2x]r,, entdo

'l = 2l = a(d(v')? + ¢v")|| — agV|
20°¢ ' ||$(v')* + |
2a°¢|$(v')? + ¢’
2a%6(|9||v'|* + ¢lo”])
20°¢(|¢| + ¢|v"|)

20°¢(|¢| + |alé” + |¢])
20°¢(2|¢| + |al¢?).

IANIAN IA CIA

IN

Com isso mostramos que | f”| é limitada, e consequentemente f’ é uniformemente continua
como afirmamos.
Nas condicdes em que a funcdo f se encontra, € possivel aplicar o Lema de Barbalat 3.1.4.

Ao fazer 1sso, obtemos
lim f'(s) = lim x2 = 0. (3.38)

§—00 §—00
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Mostrando que as extremidades de ® sdo assintéticas a geodésicas.

Denotando por 6 angulo que a curva ¢ forma os meridianos de X, sabemos que

1

cosf =
| X0

(X,, T).
Substituindo (3.25) e (3.24) na equacao acima, temos
cosf =,

Utilizando a equacdo da curvatura geodésica (3.33) em conjunto com o limite (3.38), concluimos

que lim,_,., v = 0. Logo,

lim cosf = lim v = 0.
S—00 S$—00

Isso mostra que as extremidades de ® sdao perpendiculares aos meridianos. Portanto ¢ deve ser

assintética aos paralelos que sao geodésicas. [

Teorema 3.2.5. Seja ® um soliton do FRC em M? e ¢(v) integravel. Se ® é uma curva fechada e

simplesmente conexa que delimita uma regido simples de M?, entdo ® é um paralelo e geodésica
de M?.

Demonstragcdo. Seja h(v) uma fungdo tal que 4/(v) = ¢(v). Suponha que a regido R delimitada
por ® seja simples.

Pelo Teorema de Gauss-Bonnet podemos escrever

/ ﬁgds+//KdA:2ﬂ.
OR R

Da primeira variagdo da area (3.20), temos que

dA
Kods + — = 0.
/;)R g dt

Uma vez que a drea é preservada por isometrias, devemos ter A(¢) constante, daf

/ Kgds = 0.
AR

Pela caracterizagao da curvatura geodésica dada pelo Lema 3.2.1,

0= / kgds = —a [ ¢v'ds = —ah(v) +c,
OR OR

onde ¢ € R.
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Logo,
c
0= —ah(v -
)+,
Tomando a derivada em ambos 0os membros obtemos
0= —agv'.

Como ¢ > 0, devemos ter v’ = 0. Ou seja, ® deve ser um paralelo de M? e pelo Teorema 3.2.4

concluimos que deve ser uma geodésica. ]

3.2.2 Solucoes soliton para o FRC no catenoide

Seja C' o catenoide parametrizada por

X(u, v) = ()\ cosh (;) cos(u), A cosh (;) sin(u), s) :

/12 2
onde s = Aln (%) el e R.

A curva geratriz do catenoide € a catendria, dada por

alv) = </\ cosh (;) ,0, s) .

Apesar da catendria estar parametrizada pelo comprimento de arco, ela ndo satisfaz as condicdes
de limitacdo (3.32). Ou seja, o Teorema 3.2.4 ndo se aplica ao catenoide. Isto quer dizer que ndo
teremos, necessariamente, solugdes assintdticas ao equador central, que por sua vez € o tinico
paralelo do catenoide que € uma geodésica. A seguir temos algumas solu¢des numéricas nas

quais podemos atestar esse fato.

Figura 3.15: Condigdes iniciais: u(0) = 2,
Figura 3.14: Condigdes iniciais: u(0) = 1, v(0) = 1,d/(0) = —1,2'(0) = 1, £(0) =
v(0) = 1,4/(0) =2,2'(0) = 1,¢(0) = 1. 1.
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Figura 3.17: Condi¢des iniciais: u(0) = 4,
Figura 3.16: Condigdes iniciais: u(0) = 0, v(0) = 0,u/(0) = 1, V'(0) = 755, £'(0) =
v(0) = 0,/(0) = 5.v'(0) = 15.£'(0) = 3

5

3.2.3 Solucoes soliton para o FRC no cilindro

Seja C' o cilindro reto parametrizada por

X (u, v) = (cos(u), sin(u), v). (3.39)

Note que a curva geratriz o(v) = (1,0, v) estd parametrizada pelo comprimento de arco e
satisfaz a condi¢do (3.32). Logo, vale o Teorema 3.2.4. Isto €, as solugdes soliton do FRC no
cilindro vao ser assintéticas aos paralelos, que sao geodésicas do cilindro.

A seguir temos algumas solu¢des numéricas de solugdes no cilindro.

Figura 3.18: Condigdes iniciais: u(0) = 1, Figura 3.19: Condigdes iniciais: u(0) = 1,
0(0) = 5./(0) = %, v'(0) = 3. £(0) = 0(0) = 3.4/(0) = ¥, v'(0) = 3. £(0) =
1

= 1

5- .
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Figura 3.20: Condi¢des iniciais: u(0) = 1, Figura 3.21: Condigdes iniciais: u(0) = 1,
0(0) = 5, w'(0) = 3%, v'(0) = 3, £(0) = 0(0) = 5, u/(0) = 5, v'(0) = 5, £(0) =
1
—3. —1.
2

Vale ressaltar que os solitons que estamos considerando sao forma (3.31), onde as isometrias
sdo rotagoes.

No que se segue iremos fazer uma andlise das solucdes soliton da forma
P'(s) = W' (B(s)) = D(s) + (0,0,£(1)) (3.40)

onde \/I;t() = (-, t) é uma familia a 1-pardmetro de transla¢des ao longo do eixo de rotagdo de
C'. Por outro lado, dado que o cilindro e o plano sido isométricos, entdo nao ha muita novidade
neste caso. E vamos ver que estas solucdes sdo do tipo Grim Reaper.

De (3.23), temos que um referencial ortonormal em C' é dado por

ey = (—sinu, cosu, 0);
€ = (Oa 07 1)a
N = e ANeg = (cosu, sinu, 0).

A partir das equacodes (3.28), (3.29) e (3.30), obtemos
kg = u'v" —u"V'; (') + (v)* = 1; u'u" + 0" = 0. (3.41)

Lema 3.2.6. Considere o cilindro C C R3. Seja ® : I C R — C uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco. Entdo, ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do FRC em C se, e

somente, se
Kg = au’, (3.42)

onde kg4 representa a curvatura geodésica de ® e a é uma constante. Se a = 0 temos uma
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geodésica.

Demonstragdo. Seja @ uma solucdo soliton do tipo (3.40). Entéo,

OO
Wa n ) = Ry,

onde r4 € a curvatura geodésica e ) € o campo normal unitério de ®. Note que

09" , ,
= (0.0, €(0) =[O

De (3.26), temos que
n=—)er+ (v)es,

escrevendo a = £'(0), e utilizando equag@o de x, concluimos a primeira parte da prova.
Reciprocamente, seja ®(s) = (z(s), y(s), z(s)) uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco em C' com normal unitédrio 7(s) = (11,72, 73). As fungdes z(s), y(s) e z(s) sdo dadas
por (3.39) e as fungdes 7;(s), 172(s) € n3(s) sdo dadas por (3.26).
Suponha que

Rg = au .

Considere uma familia a um parametro de curvas dada por
P (s) = W' (D(s)) = B(s) + (0,0, at).

Note que W' é uma isometria por translag¢do do cilindro C'. Logo preserva a primeira forma.

E deste modo a curvatura geodésica também € preservada, isto €,

para todo ¢. O normal unitdrio da familia ndo € alterado por translacdo, logo é dado por

TIt = ‘I’tﬁ = (771, M2, 773) =1.

Além disso,

od! vt
W(S) = W@(S) = (0, 0, a) = aes.
Logo,
OPt
<W7nt> = <a62777>
= <a€2777>
= au
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]

As solucdes por translacdo, dadas a seguir, ndo serdo exploradas tdo a fundo devido ao
trabalho [19].

Teorema 3.2.7. Seja ® : I C R — C C R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco no cilindro C. Entdo, ®(s) = X (u(s), v(s)) é um soliton do fluxo redutor de curvas em

C se, somente, se

(3.43)

Além disso, se a = 0 obtemos o sistema de equagoes diferenciais das geodésicas de C.

Demonstragao. Comparando as equagdes da curvatura geodésica dadas em (3.41) e (3.42),
podemos observar que

ulvl/ . U///U/ — aul.

Considerando a equagdo anterior e a terceira equacdo de (3.41) temos o seguinte sistema

u/,U// _ U”U/ — a/u/;
(3.44)

wu” + V" = 0.

Multiplicando a primeira equacdo de (3.44) por ¢’ ¢ a segunda por v" obtemos respectiva-

mente

<u1)2vu —du' = a<ul)2

/) 2.1

u'u"v" + (V)" = 0.

Combinando as duas Gltimas equagdes e utilizando o fato de que (v/)? + (v')? = 1, obtemos

Por outro lado, multiplicando a primeira equagao de (3.44) por v’ e a segunda por u’ obtemos

respectivamente

ul/UI/U// . u"(v’)2 — aulvl

(ul)Qu// + UIUIU” = 0.
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Combinando as duas tltimas equagdes e novamente utilizando (u’)? + (v')? = 1, segue-se que

u

= —au'v.

A seguir algumas solucdes numéricas no cilindro a partir de (3.43).

Figura 3.22: Condi¢oes iniciais: u(0)
-1, v(0) = 6, W'(0) = 3, V'(0) =
¢'(0) = -3

Figura 3.24: Condi¢oes iniciais: u(0)
—1, v(0) = 1, W/(0) = 3, v'(0) =
€(0) = 3.

Wl

W=
S

-

0
Figura 3.23: Condicdes iniciais: u(0) =
-1, v(0) = 1, ¥(0) = 3, V'(0) = 3,
£(0) =1,
Figura 3.25: Condi¢des iniciais: u(0) =
—1, v(0) = =3, '(0) = L, v'(0) = 1,

£(0) = 15-
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Figura 3.26: Condigdes iniciais: u(0) = Figura 3.27: Condigdes iniciais: wu(0)
—1, v(0) = =3, ¥/(0) = %, v/(0) =

3 7 —1, 0(0) = =3, ' (0) = %, v(0)
¢'(0) = 15- §'(0) =

I
W

-

L
100"
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Capitulo 4
Hipersuperficies Tipo-7-Einstein

No que se segue trabalharemos com hipersuperficies Tipo-Einstein em Q"(¢) x R que
possuem 7' como vetor potencial. Essas hipersuperficies serdao denotadas por Tipo-1'-Einstein.
Veremos aqui que uma classe de hipersuperficies Tipo-7-Einstein sdo hipersuperficies de
rotacdo. As hipersuperficies de rotagdo possuem a caracteristica de ter o campo 7’ como dire¢ao
principal, para mais detalhes veja [14]. Em [30], Tojeiro apresentou uma classificagcdo para

hipersuperficies que possuem essa caracteristica.

Teorema 4.0.1. /30, Teorema 1] Seja f a aplicacdo definida em (1.37), onde ¢4 é definida
por (1.36). Entdo f define, em seus pontos regulares, uma hipersuperficie que possui T como
direcdo principal. Reciprocamente, qualquer hipersuperficie M"™ em Q" () x R, n > 2, com

funcdo dngulo v # 0, que possui T' como direcdo principal é localmente dada por f.

Além disso, foi mostrado que
a—as e V= ————. 4.1)

Logo,
a'(s)

1+ a(s)?

As curvaturas principais também sdo conhecidas:

IT| = 4.2)

/
A = —&Af e A\, — , 4.3)
V14 d(s)? (v/1+d(s)?)3
paral <17 <n —1,de modo que ST = A\, 1" e A} sdo as curvaturas principais de ¢4 que, por

sua vez, sdo dadas por
3o eS:(s) + )\?Cg(s)

. 4.4
" OL(s) = APS.(s) 4

Estamos denotando por )\f as curvaturas principais de ¢. Note que ao derivar a equagao (4.2)
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obtemos a equagao (4.3), isto é
d

ds
Essa caracterizagdo apresentada por Tojeiro serd de extrema importancia nas demonstragdes

An T|. (4.5)

dos teoremas deste capitulo. Em linhas gerais nossa estratégia serd verificar que em certas
condicdes T € uma direcdo principal para hipersuperficies Tipo-7'-Einstein, dessa forma temos
um arsenal de equagdes fornecidas por tal caracterizacdo. Num segundo momento iremos
estudar a multiplicidade das curvaturas principais e atestar que o operador forma € do tipo
dado pela Equagao 1.3.2. Desse modo, pelo Teorema 1.3.2 conclui-se que as hipersuperficies

Tipo-T-Einstein sdo de rotacao.

4.1 Hipersuperficies tipo-Einstein em S"” x R e H" x R

A seguir temos um condicdo com o propdsito de garantir que 7' € uma dire¢do principal
de uma hipersuperficies Tipo-7'-Einstein. Um fato interessante sobre tal condi¢cdo é que as

hipersuperficies que a satisfazem ndao podem ser totalmente umbilicas.

Lema 4.1.1. Seja M™, n > 3, uma hipersuperficies Tipo-T-Einstein tal que v # as(n — 2).
Considere p € M™ de modo que T (p) # 0. Entdo, T(p) é um autovetor do operador forma e p

é ndo umbilico.
Demonstragdo. Utilizando a equagao (1.33) na derivada de Lie temos

*CTg(Xv Y) = g(VXT7Y) +g(X, VYT> =2v (g(SX7 Y))7

Seja {e;};_, um referencial ortonormal de dire¢Ges principais sobre /™. Considere T' =

> tie;. Aplicando a equagdo
aRic + gﬁvg +T° @ T = 0g
no referencial e considerando as equacdes 1.34 e 4.1 obtemos

[ae(n — 1 — |T]) + anH\; — alAj + BrX; — 0] 6y
+ [ae(2 —n) + 7] t;it; = 0. (4.6)

Considerando ¢ # j na equagdo (4.6) notamos que t;t; = 0. Uma vez que estamos
considerando 7' # 0, para algum k devemos ter ¢, # 0 e, consequentemente T’ = te,. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que 7' = t,e, com ST = A\, 1. Por contradi¢do,

suponha que p € M" seja umbilico. Em p, temos que \; = ...\, = A. Considerando
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4.1. Hipersuperficies tipo-Einstein em S™ X R e H" x R

1<i=j5<n-—1e:=j = nnaequagio (4.6) obtemos, respectivamente

ae(n —1—|T]*) + (anH + Bv)A —aX? —o = 0,
ae(n —1)(1 = |TP) +y|T]* + (anH + Bv)A —aX? —o = 0.

Fazendo a subtragdo das duas equagdes anteriores obtemos
(v — ae(n —2))|T]> = 0.

Sendo assim, devemos ter 7'(p) = 0 ou v = as(n — 2) que € uma contradigdo.

Com isso concluimos que M ™ ndo possui pontos umbilicos. [

Sabe-se que o conjunto de pontos para os quais o vetor potencial de um gradiente Ricci
soliton se anula, € um conjunto de medida nula. No caso de uma variedade tipo-Einstein, isto
€, equacdes de estrutura na sua forma mais geral, desconhecemos a natureza desse conjunto.
Sendo assim, nos resultados que se seguem, vamos considerar que o vetor potencial 7' ndo se
anula. Vale ressaltar que para o caso 7' = 0, a equacdo de estrutura (1.39) se transformar na
equacdo de estrutura de uma hipersuperficie de Einstein, e estas j4 foram classificadas em [24].

A seguir, veremos como os valores das constantes «, /3 e -y apresentados na Defini¢do 1.5.1

influenciam na classificac@o das hipersuperficies Tipo-7-Einstein.

Teorema 4.1.2. Seja M", n > 3, uma hipersuperficie Tipo-T-Einstein, com o # 0, v #
ag(n —2) ev # 0. Se o é constante, entdo M™ possui exatamente duas curvaturas principais

distintas e é localmente uma hipersuperficie de rotagao.

Demonstragdo. Por hipétese,

a#0, v#0 e y#ac(n—2).

Pelo Lema 4.1.1, sabemos que 7' é uma direc¢do principal. Sendo assim, podemos considerar
T =t,e,com ST = \,T.

Considerando 1 < ¢ =75 <n —1e? = j = n naequagdo (4.6) temos, respectivamente,

ae(n —1—|T]*) + (anH + Br)\i —aX! —o = 0; 4.7)
ae(n — 1)(1 = |T) +y|T]? + (anH + Brv)\, — a2 —a = 0. (4.8)

A partir da equagdo (4.7) podemos escrever
(A — \j)[(anH + Br) —a(X; + ;)] = 0. 4.9)

Agora, mostraremos que a equagdo (4.9) implica que entre as (n — 1) primeiras curvaturas

existem no maximo duas distintas. Suponha que existam pelo menos trés distintas, digamos )\;, ,
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iy € Aiy. Por 4.9, devemos ter

1512

n

I51%

51/’ )\i3+)\’i1 :nH+_
n

/\Zl+)\,2:nH+ )\12+)\13:nH+7
Mas as equagdes anteriores acarretam em \;,, = \;, = A;;, 0 que € uma contradi¢do. Logo,
existem no maximo duas curvaturas principais distintas entre as (n — 1) primeiras. A seguir,
mostraremos que na verdade ndo existem duas curvaturas principais distintas, ou seja, devemos
ter)\1 :)\2 = :)\n—l-

Suponha que existam duas curvaturas principais distintas entre as (n — 1) primeiras, A\; e Ay

de multiplicidades p e g, respectivamente. Por (4.9), obtemos
naH + fv = a(A + Ag). (4.10)

Usando a defini¢do da curvatura média I/ podemos escrever

A1+ gha + A\,
na(p ! qn2 )4—61/:&()\14—/\2),

dai

aX, + v =a(l —p)A + a(l — ¢) ..

Combinando as equagdes (4.7) e (4.10), vé-se que
ac(n —1— T + a(A + X))\ —aXl —o =0,

logo
aMdg =0 —ag(n —1—|T)?).

Em resumo, temos

a\, + v = a(l—p)\ +a(l —q)A (4.11)

aldy = o—asg(n—1—|T]). (4.12)

Por hipétese, a fungdo angulo v € ndo nula, logo podemos aplicar o Teorema 4.0.1. Deste
modo, sabemos que M" € localmente dada por (1.37). Dai, (4.8) implica em

ag(n —1)(1 = |TP) + 4T + [a(p i + ¢ha + A\) + Br]A, — ad — o = 0.
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Aplicando as caracterizagdes (4.2) e (4.3) na equacao anterior obtemos
ac(n — D)1 —|T) +4|T|? + ar,(=p|T|X; — ¢|T|A5) + BrvA, — o = 0.
Entao,
ac(n — 1)(1 —|TP) +4|T|* — al|T|(pAs + qA3) + BrA, — o = 0.

Denote por H, a curvaturamédia da familia de hipersuperficies paralelas ¢,. Usando a defini¢do

de H,;, podemos escrever
ae(n —1)(1 = |TP) +y|Tf — a(n — )N\, |T|Hy, + B, — o = 0. (4.13)

Suponha A, # 0. Como o # 0 segue da equagdo (4.13) que H,, depende apenas de s. De
fato, note que (3, v e o s@o constantes, além disso as equagdes (4.1) e (4.3) mostram que ||, v
e A, dependem apenas de s.

Como vimos na Secdo 1.4, o fato da curvatura média da familia ¢, depender apenas de s
implica em ¢ ser isoparamétrica, ¢ pelo que vimos até aqui, com duas curvaturas principais

distintas. Pela identidade de Cartan (1.38) temos que
AAS 42 =0.

Pelas caracterizacdes (4.2) e (4.3) temos

() () +==0

My = —¢|T)?. (4.14)

Entao,

Combinando as equagdes (4.12) e (4.14) obtemos

TP = acn—1)—o

)

2ce

implicando que |T'|> é constante. Da equagdo (4.5), temos )\, = 0, o que € uma contradigo.
Portanto devemos ter obrigatoriamente \,, = 0.

Sabendo que \,, = 0, vamos dividir a demonstracdo em dois casos: ac(n —1) —v # 0 e
ag(n—1)—~=0.

Primeiro vamos considerar

Mm=0 e as(n—1)—~v#0.
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Da equacao (4.8) temos que
TP = aen—1)—o

ae(n—1) =~ (4.15)

Pela decomposi¢ao (1.31) podemos escrever

(Oppia» O

Tn+4+2

y=(T+vN, T+vN) = 1-|T?=1

Dai,
2= g—7
ag(n—1) —~'
Usando as caracterizacdes (4.2) e (4.3) em conjunto com (4.15), podemos reescrever as
equacoes (4.11) e (4.12). Da equagdo (4.11), temos

—Bv
T

a(l —=p)A] +a(l —q)A;,. (4.16)
E, pela equagao (4.12),
a(=|TIN)(=ITIN3) = 0 — as(n — 1 = |T|?).

Combinando a equacdo anterior com (4.15) obtemos

ac(n—1)—o

Oé)\i)\; = —T + ae
= —Jae(n—1)—~]+as
= v—aeg(n—2)#0. 4.17)

Observe que, a partir da equacdo (4.17), podemos afirmar que A\j # 0 e A5 # 0. Uma vez
que p+qg=n—12> 3, devemos ter p # g # 1. Sem perda de generalidade, suponha p # 1.
Combinando as equagdes (4.16) e (4.17) obtemos

(1—-4q)
1—p)

pv 5 —ag(n—2)| =
W& + [y (n—2)]=0.

0]
(1-p

(X3)* +

—~

Como a, 7, |T'| e v s@o constantes, temos que A5 é raiz de um polindmio do segundo grau, ou
seja, A3 € constante. Consequentemente, da equacdo (4.17) também temos ] constante.

Em particular, A\] e A5 ndo dependem de s, pois independentemente do valor de s tem se que
\$ € raiz do mesmo polindmio. Sendo assim, como \) = )\f, logo \; = )\f para cada valor de

s. Deste modo, a equagdo (4.17) pode ser reescrita como

aX?N) =~ —as(n —2).
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Por outro lado, da caracterizagado (4.4) temos

\o _ £8:(5) + ACe(s)
T CL(s) — APS(s)

Logo,
X (Co(s) — A/S(s)) = £S.(s) + A/ C-(s),

desenvolvendo mais um poco obtemos
(A$)2S.(s) = —eS.(s),
dai concluimos que
(A7)? = —=. 4.18)

Isso nos mostra que ¢ € uma hipersuperficie isoparamétrica, logo pela identidade de Cartan
temos que
AN = —¢,

que, em conjunto com (4.3) e (4.18), implica em
M=) = XN=X = M=l

Entretanto, estamos supondo a existéncia de duas curvaturas principais distintas. Logo,
temos uma contradi¢do. Sendo assim, devemoster Ay = Ay = ... = \,_1 = ue A\, = \. Pelo
Teorema 1.3.2, concluimos que M" é localmente uma hipersuperficie de rotacdo. Pelo Lema
4.1.1 é também ndo umbilica.

Para finalizar, vamos considerar o caso
Mm=0 e as(n—1)=nr.
Da equagdo (4.8) temos
VL= |TP) + 4T =0 = 0.

Desenvolvendo a equacio acima obtemos
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Além disso, as equacoes (4.11) e (4.12) nos fornecem

a(l=p)A\l+a(l—g)A; = —%, (4.19)
AIAS = e (4.20)
Combinando (4.19) e (4.20) podemos escrever
(1-9) 2 pv
Q M)+ ————=A +ae=0.
T—p"™ Ta—pm™

Uma vez que A\, = 0, da equag@o (4.5), temos |7T’| constante e, consequentemente, da decom-
posicdo (1.31), também teremos v constante. Por uma argumentacdo andloga a que fizemos
anteriormente, a partir da equacdo acima podemos concluir que Aj e \j sdo constantes e inde-
pendem de s.

Usando a independéncia de s da mesma forma que fizemos em (4.18), obtemos
(N = <.
Logo ¢ € isoparamétrica, com duas curvaturas principais distintas. Pela identidade de Cartan
AN = —e.

Por outro lado, da equacdo(4.20) para s = 0 tem-se que

AN =¢,
o que € uma contradi¢do.
Portanto, concluimos que Ay = Ao = ... = \,_1 = pe A\, = A, ou seja, M" € localmente
uma hipersuperficie de rotacdo. E pelo Lema 4.1.1 é ndo umbilica. [

No Teorema 4.1.2 mostramos que M" é localmente uma hipersuperficie de rotacdo. Na
verdade podemos afirmar um pouco mais, M" é conformemente plana (para mais detalhes veja
[26], Teorema 1). A seguir, vamos considerar &« = 0. Note que, as hipdteses o constante e
~v # ae(n — 2) ndo serdo mais necessdrias. Esta segunda, no teorema anterior, tinha o objetivo

de garantir que 7' fosse uma dire¢do principal.

Teorema 4.1.3. Seja M™, n > 3, uma hipersuperficie Tipo-T'-Einstein, com o = 0. Entdo, M"

possui no mdaximo duas curvaturas principais distintas. Em particular, se v = 0ev % 0, M" ¢é

totalmente umbilica.

Demonstragdo. A demonstragao serd dividida em dois casos: v # 0 e v = 0. Vamos comegar

pelo caso v # 0. Note que pelo Lema 4.1.1, 7" € uma direg@o principal, isto é, T = t,e,
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com ST = A\, T. Considerando 1 <7 =j < n—1e? = j = n na equagido (4.6), temos,

respectivamente

Bvi—o = 0,
B, — o +4|T> = 0.

Se 8 = 0, devemos ter ¢ = 0. Logo,
TP =0.

Como estamos supondo v # 0, isso implicaria em 7" = 0, o que € uma contradi¢do. Sendo

assim, devemos ter 5 # 0. Logo,
(N —Xj)Br=0; V i#j. (4.21)
Da equagdo (4.21) segue-se que \; = \j, paral <i,5 <n — 1, ou seja,
M= =Ao =1
Agora o caso v = 0. Da equagdo (4.6), temos que
Bvi=0, V1<i<n.

Observe que pela Definig¢do 1.5.1, (a, 8,7) # (0,0, 0), logo devemos ter 5 # 0. Sendo assim,

Portanto, M™ é totalmente umbilica. L]

Até o momento ndo consideramos o caso o # 0 e v = 0, no préximo teorema abordaremos

€SSe caso.

Teorema 4.1.4. Seja M", n > 3, uma hipersuperficie Tipo-T-Einstein tal que o # 0, v =0 e
v # ag(n — 2). Entdo, 0 = . Além disso,

a) ou M"™ é uma hipersuperficie de rota¢do, em particular é um cilindro sobre uma hipersu-

perficie totalmente umbilica de Q" (¢) x R;

b) ouezl,n:1+3eM"éumabert0deSp(r1) X SUry) xR, comp+qg=n—1e
o

2 2 _
ri +r; =1L

Demonstragdo. Vale ressaltar que nao existe a necessidade de se considerar o caso o = 0, pois

com o = 0 e v = 0, a equagdo de estrutura (1.39) se tornaria trivial e ndo haveria nada a se
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verificar. Nessas condic¢oes, da equacdo (1.33), temos que ST = A\, T com A\, = 0, isto €, T' é
uma dire¢do principal. E, da equagdo (1.31), segue-se que |7| = 1.

Considerando 1 < ¢ =7 <n — 1e? = j = n naequagdo (4.6), temos, respectivamente,

ag(n —2)+anH\ —a); —o = 0, (4.22)
v = o. (4.23)

Note que o € obrigatoriamente constante.

Logo, da equagdo (4.22) temos que
(N —A\)anH —a(X+X;)] =0, 1<ij<n-—1 (4.24)

Argumentando de maneira completamente andloga ao que fizemos em (4.9), da equagao
(4.24), podemos concluir que existem no maximo duas curvaturas principais distintas entre as
(n — 1) primeiras.

Considere 0 caso A\; = Ay = --- = \,_;. Podemos afirmar que essas curvaturas sao nao
nulas, caso contrdrio, das equagdes (4.22) e (4.23), teriamos 7 = ac(n — 2), o que é uma
contradicao.

Entdo, \y = Ay = ... = N,y = pe N\, = A, ou seja, M" € localmente uma hipersu-
perficie de rotacdo e, pelo Lema 4.1.1, ndo umbilica. Em particular, € um cilindro sobre uma
hipersuperficie totalmente umbilica de Q" (¢) x R

Agora, considere o caso em que existem duas curvaturas principais distintas entre as (n — 1)
primeiras. Digamos \; e Ay de multiplicidades p e ¢, respectivamente. Da equacdo (4.24)
podemos escrever

nH = M\ + A (4.25)

Usando a definicao da curvatura média H de M"™ podemos reescrever as equagdes (4.25) e
(4.22), respectivamente, como

0 = (I-pA+(1—q, (4.26)
alhy = v —ag(n—2). (4.27)

Note que, por hipétese v # as(n — 2), dai A} # 0e Ay # 0.

Uma vez que 0,,,, = 7, sabemos que M" € localmente um cilindro vertical sobre a

n—+2
hipersuperficie ¢ : M"1 — Q"(¢). Sendo assim, as curvaturas principais \; e Ay coincidem
com as curvaturas principais Xf e )\3 de ¢ (esse mesmo argumento foi utilizado em [24] na prova

do Teorema 1). Entdo, da equacdo (4.26) temos

0=(1—pA]+ (1 —q)As.
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Como p+q = n—1 > 2,n30 podemos ter p = ¢ = 1. Sem perda de generalidade, considere

p # 1. Entao,
(1-19)
(1—p)

Observe que também temos ¢ # 1, pois Xf # 0.
Se 1= ag(n —2)

2= =)y (4.28)

> 0, da equacdo (4.27) podemos afirmar que )\f e )\3 possuem mesmo

1—
sinal. Note que —% < 0, pois p,q > 1. Mas isso € uma contradi¢cdo, pois ambos 0s
—Pp
membros de (4.28) devem possuir o mesmo sinal.

v — ag(n — 2)

Logo < 0, e da equagao (4.27) segue-se que Xf e )\g’ possuem sinais opostos.

Multiplicando ambos os membros de (4.28) por o&\%5 e utilizando a equacao (4.27) obtemos

(1—q)

) (A2 + [y — as(n — 2)] = 0.

«

—~

Sendo assim, )\g € raiz de um polindmio de grau dois, logo € constante. Portanto, /\(f e )\g
sdo constantes. Com isso, podemos afirmar que ¢ € uma hipersuperficie isoparamétrica com
duas curvaturas principais distintas. Pela identidade de Cartan (1.38), devemos ter Xbe = —¢.

Utilizando este fato em (4.27), obtemos
ac(n —3) —v=0. 4.29)

Da equagdo 4.1 temos que

o = (1P osn=2)

Observe que, pela equagdo anterior, devemos ter ¢ = 1. E da equacdo, (4.29) segue-se que
n = J + 3.
o —n—1
Sendo assim, temos uma hipersuperficie isoparamétricade M~ C S™, com duas curvaturas
. .. . - . L . . L. —n—1
principais distintas. Segundo a classifica¢do para hipersuperficies isoparamétricas M~ C S"
L . —n—1
apresentada em [7, pagina 4], concluimos que M~~~ = S? (r) x S? (r3), com r2 + 72 = 1.
[

No Teorema 4.1.5 iremos abordar um caso particular de hipersuperficie tipo 7-Einstein em
quea=0,6=1,vy=0e0 =R — ¢, onde R é curvatura escalar e ¢ € R € uma constante.

Essas hipersuperficies sdo conhecidas como solitons de Yamabe.
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Teorema 4.1.5. Seja M™, n > 3, um soliton de Yamabe em Q" (¢) x R, com vetor potencial T.

Entdo, M™ possui curvatura escalar constante ou é totalmente umbilico.

Demonstragdo. Contraindo a equagao do tensor de Ricci (1.35) obtemos
R =e(n —2|T]*) + (nH)* — |IIJ>. (4.30)
Considere a equacdo de estrutura do soliton de Yamabe
1
(R—c)g = §£Tg. (4.31)
Note que, pela equacgdo (1.33) temos

ETg(X, Y) = g(VXT, Y)+9(X, VyT)
= gwSX,Y)+g(X,vSY)
= 2uv(g9(SX.Y)).

Sendo assim, se v = 0, da equagdo (4.31) concluimos que a curvatura escalar € constante,
isto é, R = c.

Por outro lado, se v # 0, substituindo (4.30) na equacao (4.31) obtemos
vAi=¢e(n —2[T*) + (nH)? — |II|> —¢, Vie{l,...,n}.

Mostrando que M™ € uma hipersuperficie totalmente umbilica.
Note que quando a fun¢do angulo v € ndo nula, os solitons de Yamabe satisfazem o Teorema

4.1.3, ou seja, sdo totalmente umbilicos. L]

4.2 Exemplos

Nesta secao, vamos construir um exemplo de hipersuperficie que satisfaga o Teorema 4.1.2.
Considere uma hipersuperficie M™ em H" x R nas hipéteses do Teorema 4.1.2. Uma vez que
M™ € de rotagdo, vamos supor que seu plano de rotacdo é degenerado e dessa forma podemos
utilizar os resultados obtidos em [14] para obter uma parametrizagdo de M" e suas curvaturas

principais.

Exemplo 3. Seja M", n > 3, uma hipersuperficie Tipo-7-Einstein em H" x R, com v #
ag(n — 2) e o constante. Suponha v € R\{0} e v # 0. Entdo, M" é uma hipersuperficie de
rotacdo ndo umbilica. Se M™ possui plano de rotacdo degenerado, sua parametrizacio € dada

por

I s¢
f(S,tQ,...,tn) = (S,Stg,...,stn,—%— 5;t§701ln|5’ +02),
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onde c1, c2 € R sdo constantes. E as curvaturas principais sao

De fato, como estamos nas condicdes do Teorema 4.1.2, M™ € de rotagdo. Supondo que seu

A=0 e

plano de rotacdo € degenerado, pelo que foi estudado em [14, Sec¢do 3], temos

N sa'(s) + s*a”(s) L sa'(s) _ 432)
(1+ (sa/(s))2) T i a0 |
/ 2
1
(N CLAC) R — 4.33
T = T Ga (o) Y T sd(9)? (4.339)
Vamos denotar as curvaturas principais por Ay = Ao = ... = \,_1 = pe A\, = A. Sendo

assim, tomando 1 <: =75 <n —1e? = j = n naequagdo (4.6), obtemos, respectivamente

ae(n —1—|T]*) + (anH + Bv)u — ap* —a = 0,

e
ae(n —1)(1 = |TP) +y|T]? + (anH + Bv)A —aX? —o = 0.
Aplicando a defini¢ao da curvatura média H nas equacdes anteriores podemos reescrever,
respectivamente,
ag(n —2) —o+aev® +a(n —2u+ prju+aipy = 0, (4.34)
e
ac(n —1)? =y’ +y—o+an—Du+Brvjx = 0. (4.35)
Se a(n — 1)u + Br = 0, utilizando (4.32) e (4.33) obtemos
—a(n —1)(sd'(s)) + B8 = 0.
Dai, .
a(s) = %;
Integrando ambos os membros,
a(s) = a(nﬁ— D In|s| + ¢,

onde ¢ € R € uma constante.
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Caso contrdrio, se a(n — 1) + Sv # 0 da equagéo (4.35) temos que
o —v—lag(n—1) — v

A= a(n—1)p+ Br

Substituindo a expressdao de A na equagdo (4.34) obtemos

a?(n —1)(n — 2)p® + aB(2n — 3)vu?
+ [a(n — 2)0 — any|T] + 827
+ apfer® + B(§ — ag)y =0, (4.36)

onde § = ae(n — 1) — o.
Substituindo (4.32) e (4.33) em (4.36) obtemos

[@?(n —2)(n — 1) + a(n — 2)§ — ay]d'(s)?
+ s HaB(2n — 3) + B(0 — ae)]d'(s)?
+ s [a(n — 2)§ + B%]d(s) + BIs ™ = 0,

que pode ser reescrita como

[@*(n —2)(n — 1) + a(n — 2)§ — ay](sd'(s))?
+[aB(2n = 3) + B(0 — ag)|(sd(s))?
+ [a(n — 2)d + B%(sd'(s)) + B35 = 0.

Uma vez que sa’(s) € raiz de um polindmio de grau trés, podemos afirmar que
sd'(s) = ¢,
onde c; é uma constante. Logo,
a(s) = ¢y Inls| + o,

onde ¢y, co € R sdo constantes.

De toda forma, substituindo a(s) nas equagdes das curvaturas principais (4.32), obtemos

&1

A=0 e
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