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Resumo

Rosero García, Hector Andrés. Superfícies Isocurvadas no Semiespaço Eucli-
diano Tridimensional. Goiânia, 2017. 65p. Dissertação de Mestrado. Instituto
de matemática e estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho, desenvolvemos as bases do conceito de Superfície Isocurvada, introdu-
zido em [2] por Barroso e Roitman, isto é, uma superfície imersa numa variedade 3-
dimensional M a qual tem a mesma curvatura Gaussiana induzida por duas métricas dife-
rentes em M. Segundo isso, mostramos um método geométrico para a geração de exem-
plos não triviais de superfícies isocurvadas elípticas e hiperbólicas no caso particular de
M = R3

+ com as métricas conformes Euclidiana e hiperbólica. Também exibimos alguns
exemplos subjacentes ao método acima.

Palavras–chave

Curvatura Gaussiana, métricas conformes, espaço hiperbólico, superfícies míni-
mas, congruência de geodésicas.



Abstract

Rosero García, Hector Andrés. Isocurved surfaces in Euclidean three-
dimensional half-space. Goiânia, 2017. 65p. MSc. Dissertation. Instituto
de matemática e estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we develop the basics of the concept of Isocurved Surface, introduced in
[2] by Barroso and Roittman, that is, a surface immersed in a 3-dimensional manifold M

and which have the same Gaussian curvature induced by two different metrics. Later on,
we show a geometric method to generate non-trivial examples of elliptic and hyperbolic

isocurved surfaces for the particular case of M = R3
+ and the Euclidean and hyperbolic

metrics induced on it. We also exhibit some examples coming from the geometric method
above.

Keywords

Gaussian curvature, conformal metrics, hyperbolic space, minimal surfaces,
congruence of geodesics.
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Introdução

O cenário típico em problemas sobre geometria de subvariedades é usualmente
dado por uma variedade Riemanniana M e a busca por uma subvariedade S ⊂ M com
algumas propriedades geométricas especiais com respeito ao ambiente Riemanniano em
M. Neste sentido, inumeráveis trabalhos tem sido escritos na procura de generalizar
subvariedades que, sob condições particulares, possuem curvaturas, tensores ou algumas
outras propriedades geométricas iguais. Neste projeto, que será baseado no trabalho de
Barroso e Roitman ([2]), vamos considerar um problema que generaliza a questão acima
no seguinte sentido, ao invés de uma única métrica em M, iremos considerar um par de
métricas, g1 e g2, e buscar por uma subvariedade S⊂M com uma propriedade especial que
depende de ambas as métricas g1 e g2. É claro que se as métricas g1 e g2 são arbitrárias
este problema pode se tornar um tanto complicado. Entretanto, assumindo que g1 e g2

estão numa mesma classe de métricas conformes, existe um fértil e ainda inexplorado
campo a ser estudado. Nesta ordem de ideias, vamos considerar o problema abaixo.

Lembramos que duas métricas g1 e g2 numa variedade Riemanniana M são ditas
conformes se existe f ∈ C∞(M,R) tal que g1 = f 2g2 chamada comumente de fator de
conformidade ou fator conforme (ver [5]). Como foi implícito acima, o fato de "ser
conforme a"gera uma relação de equivalência no conjunto das métricas Riemannianas
sobre M.

Seja S uma superfície imersa em R3
+ := {(x1,x2,x3) ∈ R3;x3 > 0}, e ds2

e e ds2
h

as métricas Euclidiana e hiperbólica em R3
+ dadas por

ds2
e =dx2

1 +dx2
2 +dx2

3,

ds2
h =

ds2
e

x2
3
.

Vamos denotar por Ke e Kh as curvaturas Gaussianas das métricas em S induzidas por ds2
e

e ds2
h, respectivamente. Em geral, ao longo deste trabalho, os diferentes elementos com

índices h e e, farão referência aos calculados segundo a métrica hiperbólica ou euclidiana
respectivamente.

Problema: Encontrar superfícies imersas em R3
+ tais que Kh = Ke.
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Para simplificar nosso trabalho, tais superfícies serão chamadas de Superfícies

Isocurvadas.
Alguns exemplos triviais de superfícies isocurvadas surgem naturalmente, os pla-

nos horizontais imersos em R3
+ tem Kh = Ke ≡ 0, no presente trabalho procuramos por

uma generalização destas superfícies, propriedades particulares e métodos geométricos
concretos que permitam encontrar infinitos exemplos não-triviais de superfícies isocurva-
das. Com este objetivo, organizamos nosso estudo como segue.

No capítulo 1, Preliminares, introduzimos os conceitos básicos da geometria de
superfícies que serão utilizados ao longo do trabalho, bem como o conceito e exemplos
imediatos de superfícies isocurvadas.

No capítulo 2 procuramos por uma generalização das superfícies isocurvadas,
localmente elas podem ser vistas como o gráfico de uma função diferenciável ϕ(u,v) de-
finida num domínio em ∂R3

+, com o que obteremos uma expressão em termos e equações
diferenciais parciais e uma classificação relacionada diretamente com a geometria pró-
pria da superfície. Também neste capítulo é mostrada uma propriedade de invariância da
condição de isocurvatura nas superfícies paralelas (no sentido hiperbólico) da superfície
original.

Como é comum no campo das equações diferenciais parciais, nem sempre é fácil
encontrar soluções explícitas para as EDP que caracterizam as superfícies isocurvadas, o
que faz com que se seja conveniente encontrar um método geométrico mais apropriado
para a geração de exemplos não triviais destas superfícies.

No capitulo 3, mostramos métodos geométricos para obter estes exemplos a
partir da surpreendente relação que as superfícies isocurvadas tem com as superfícies
minimas imersas em R3 e as superfícies mínimas tipo-tempo em L3. Esta relação é obtida
ao estudar as congruências de geodésicas de H3 que tem superfícies isocurvadas como
superfícies ortogonais.

Finalmente, no capítulo 4, fazendo uso desses métodos geométricos e a geração
de superfícies mínimas a partir de dados de Weierstrass, mostramos alguns exemplos
relacionados às superfícies mínimas mais conhecidas na literatura, assim como alguns
outros exemplos não triviais.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Ao longo deste trabalho estudaremos superfícies, e suas propriedades, em ambi-
entes euclidianos e não euclidianos, faremos uso de conceitos geométricos já conhecidos
como as curvaturas principais, curvatura média, gaussiana, seccional ou extrínseca de
uma variedade ou uma superfície em R3, métricas conformes, geodésicas, campos vetori-
ais, entre outros, que podem ser estudados mais a fundo em inumeráveis fontes bibliográ-
ficas clássicas (ver por exemplo [7], [8], [22]). Alguns destes conceitos necessários vão
ser expostos neste capítulo e, alguns outros, ao longo do texto conforme for preciso.

1.1 Superfícies no espaço Euclidiano.

Definição 1.1 Seja S um subconjunto não vazio de R3. Diz-se que S é uma superfície
regular se, para cada p ∈ S existem uma vizinhança V ⊂ R3 de p, um aberto U ⊂ R2 e

um homeomorfismo diferenciável X : U → V ∩ S tal que a diferencial dXq : R2 → R3 é

injetora para todo q ∈U.

Dizemos que a aplicação X é uma parametrização de S.
Um vetor tangente a um ponto p ∈ S é um vetor tangente a uma curva parame-

trizada diferenciável α : (−ε,ε)⊂ R→ S com α(0) = p. O conjunto de todos os vetores
tangentes a S em p, denotado por TpS é chamado de plano tangente a S em p. Se X é
uma parametrização de S em p, então TpS coincide com o subespaço vetorial gerado por{

∂X
∂xi

; i = 1,2.
}

, onde p = X(q).

O produto interno natural de R3 induz em cada plano tangente a S, TpS, um pro-
duto interno 〈,〉p, esta restrição do produto interno canônico de R3 aos planos tangentes
é chamada de primeira forma fundamental I de S. Logo, para cada p ∈ S, Ip : TpS→ R e

Ip(w1,w2) = 〈w1,w2〉 , (1-1)

com w1,w2 ∈ TpS.
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Em coordenadas locais (ver [7]), dada uma parametrização X(u,v) e o ve-
tor tangente w ∈ TpS, podemos ver w = α′(0) para uma curva parametrizada α(t) =

(u(t),v(t)), t ∈ (−ε,ε) com p = α(0) = X(u0,v0), donde

Ip(α
′(0)) =

〈
α
′(0),α′(0)

〉
=
〈
Xuu′+Xvv′,Xuu′+Xvv′

〉
=〈Xu,Xu〉(u′)2 +2〈Xu,Xv〉(u′)(v′)+ 〈Xv,Xv〉(v′)2

=E(u′)2 +F(u′)(v′)+G(v′)2

(1-2)

e se definem assim os coeficientes E, F , G da primeira forma fundamental como

E = 〈Xu,Xu〉 , F = 2〈Xu,Xv〉 , G = 〈Xv,Xv〉 . (1-3)

Uma superfície regular S é dita orientável se é possível cobrir ela com uma
família de vizinhanças coordenadas tais que, para cada ponto p ∈ S contido em duas (ou
mais) vizinhanças desta família, o Jacobiano do cambio de coordenadas é positivo em p.
Equivalentemente em R3, ver [7], uma superfície regular S é orientável se e somente se
existe um campo vetorial unitário N : S→R3. Neste caso, dizemos que N determina uma
orientação em S e, se S é de fato orientável, a aplicação N toma valores na esfera unitária
S2, e a aplicação N : S→ S2 é chamada de aplicação normal de Gauss.

A aplicação de Gauss é diferenciável, e a sua diferencial dNp em p∈ S é linear de
TpS em TpS2∼= TpS, além de mais, é auto-adjunta, o que permite associar a dNp uma forma
quadrática IIp, chamada de segunda forma fundamental, em TpS e definida da seguinte
forma:

IIp(w1,w2) =
〈
−dNp(w1),w2

〉
,

com w1,w2 ∈ TpS. Consequentemente, a segunda II forma fundamental é uma forma
bilinear simétrica sobre TpS, para todo p ∈ S.

Em coordenadas locais, os coeficientes da segunda forma fundamental e, f , g

(em alguns textos chamados de l, m, n), vem dados por

e = 〈N,Xuu〉 , f = 〈N,Xuv〉 , g = 〈N,Xvv〉 .

Definição 1.2 As curvaturas principais k1,k2 de S em um ponto p, são os autovalores de

dNp. Dessa forma, se definem a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K por:

H =
k1 + k2

2
=

tra(−dNp)

2
(1-4)
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e

K = k1k2 = det(−dNp), (1-5)

onde tra e det denotam, respectivamente, o traço e o determinante de dNp.

Podemos também obter expressões para as curvaturas média e Gaussiana em
em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais em coordenadas
locais como segue

H =
eG−2 f F +gE

2(EG−F2)
, K =

eg− f 2

EG−F2 . (1-6)

Definição 1.3 Uma superfície S ⊂ R3 e dita mínima se sua curvatura média é identica-

mente nula (H ≡ 0).

1.2 Espaço hiperbólico

Diferentes modelos equivalentes podem ser usados para definir o espaço ambi-
ente, em termos da geometria hiperbólica, no qual vamos considerar imersas as nossas
superfícies, a continuação, definiremos os que serão mais uteis para este trabalho e alguns
dos seus elementos e propriedades particulares. [20].

1.2.1 Modelo do semi-espaço

Seja R3
+ := {(x1,x2,x3) ∈ R3;x3 > 0}, munido com a métrica

ds2
h =

ds2
e

x2
3
=

dx2
1 +dx2

2 +dx2
3

x2
3

.

Definimos H3 = (R3
+,ds2

h), chamado de modelo do semi-espaço superior do espaço hi-
perbólico. Pode-se mostrar (ver [8]) que H3 é uma variedade diferenciável com curvatura
seccional constante igual a −1.

Em cada um dos modelos do espaço hiperbólico as linhas geodésicas, em
diante chamadas h-geodésicas, tem formas diferentes de ser definidas, no modelo do
semi-espaço acima definido, as h-geodésicas da variedade são semi-retas verticais e
semicírculos perpendiculares ao plano x3 = 0(≡ ∂R3

+) com centro também nesse plano.
Podemos notar que ds2

e e ds2
h são métricas conformes, em R3

+, com fator de
conformidade x2

3.

1.2.2 Modelo do hiperboloide

Um outro modelo do espaço hiperbólico 3-dimensional se define como uma sub-
variedade do espaço 4-dimensional de Lorentz-Minkowski L4 = (R4,〈,〉L), onde 〈,〉L é o
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semi-produto interno Lorentziano, definido para x=(x1,x2,x3,x4),y=(y1,y2,y3,y4)∈R4

como
〈x,y〉L =−x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4.

O chamado modelo de Minkowski do espaço hiperbólico é definido pelo conjunto

H3 = {v ∈ L4;〈v,v〉L =−1,x1 = 0},

munido com a métrica ambiente ds2
L =−dx2

1 +dx2
2 +dx2

3 +dx2
4.

As h-geodésicas neste modelo são interseções de H3 com hiperplanos que
passam pela origem de L4, e são da forma λ(t) = e1 cosh(t)+ e2 sinh(t). Ver [20], seção
3.2.

O modelo de Minkowski definido acima vai ser útil principalmente na seção
2.2, onde estudaremos propriedades puramente hiperbólicas das superfícies. Não deve
ser confundido com o espaço L3 onde na Seção 3.2 consideraremos imersas algumas
superfícies; um estudo resumido da geometria de superfícies no espaço 3-dimensional de
Lorentz-Minkowski L3, pode ser encontrado no Apêndice A em conjunto com algumas
referencias aí citadas.

Existem vários outros modelos equivalentes para definir e estudar diferentes
componentes da geometria hiperbólica em diferentes dimensões, que não vão ser estu-
dados neste trabalho, porém, se precisar, o leitor pode encontrar um breve estudo destes
modelos e outros detalhes em [3].

1.3 Superfícies Isocurvadas

Voltando ao modelo do semi-espaço, e dando continuidade ao problema estabe-
lecido na nossa introdução, consideramos agora uma superfície S imersa em R3

+; como
R3
+ admite as duas métricas conformes ds2

e e ds2
h, S herda as duas métricas induzidas pelo

ambiente, e, com isto, os elementos geométricos próprios induzidos por cada uma delas.
O nosso propósito, a continuação, é estudar as curvaturas Gaussianas relativas às métricas
Euclidiana e hiperbólica induzidas sobre S e caracterizar superfícies tais que Ke = Kh e as
suas propriedades particulares.

Os exemplos mais imediatos para garantir inicialmente a existência das superfí-
cies isocurvadas são os planos paralelos a ∂R3

+, x3 = c para c = cte., pois Ke = Kh = 0 em
todo ponto, não assim os planos não horizontais, pois por definição a métrica e curvaturas
se vem afetados pelas variações na terceira coordenada. Tomando agora um cone circular
C de eixo vertical e vértice v ∈ ∂R3

+, temos novamente Ke = Kh ≡ 0, donde C −{v}, é
também uma superfície isocurvada (Ver Figura 1.1 (a)).
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(a) Família de cones. (b) Superfície regrada.

Figura 1.1: Exemplos de superfícies isocurvadas.

Para um último exemplo, ainda com curvatura nula, considere uma curva tractriz
α contida num plano vertical P, a partir de α podemos construir uma superfície regrada S

com a família de retas horizontais que passam pelos pontos de α e são perpendiculares (no
sentido Euclidiano) a P (ver Figura 1.1 (b)), como é fácil calcular a partir dos coeficientes
da primeira e segunda forma fundamentais de S, Ke ≡ 0, de igual maneira, como veremos
no seguinte capítulo, Kh ≡ 0, logo S é isocurvada.



CAPÍTULO 2
Princípios básicos das superfícies isocurvadas

Neste capítulo estabelecemos a EDP característica dos gráficos isocurvados, bem
como a invariância da propriedade de isocurvatura para superfícies paralelas no sentido
hiperbólico.

2.1 A EDP caraterística dos gráficos isocurvados.

Nosso primeiro objetivo no estudo das superfícies isocurvadas, será caracterizá-
las mediante identidades que permitam gerar uma quantidade suficiente de exemplos que
justifique nosso estudo e o estudo das suas propriedades particulares. Com isso em mente,
vamos agora mostrar a relação entre as curvaturas Gaussianas Ke e Kh de S⊂R3

+. Suponha
Ne um campo de vetores normal unitário sobre S, daí, com o produto interno euclideano,
para todo p = (x1,x2,x3) ∈ S, 〈Ne(p),Ne(p)〉e = 1; agora, na métrica hiperbólica teremos

〈Ne(p),Ne(p)〉h,p =
〈Ne(p),Ne(p)〉e

x2
3

=
1
x2

3
, donde 〈x3Ne(p),x3Ne(p)〉h,p = 1

para todo p∈ S, e assim x3Ne é um campo normal unitário sobre S no sentido hiperbólico.
Da geometria clássica de superfícies, lembramos que as curvaturas principais,

ke
1 e ke

2, são obtidas como autovalores da aplicação dNe,p : TpS→ TpS, isto é, dNe,p(ei) =

ke
i (ei), (i = 1,2), onde e1 e e2 são as direções principais de dNe,p. Em termos hiperbólicos,

com Nh ≡ x3Ne,

dNh,p(v) =
d
dt

Nh(p+ tv)|t=0 =
d
dt
(x3Ne)(p+ tv)|t=0

fazendo v = ei temos que dNh,p(ei) = e3Ne(p)+ x3dNe,p(ei), donde encontramos que as
curvaturas principais euclidianas e hiperbólicas estão relacionadas por

kh
i = x3ke

i +n3, i = 1,2; (2-1)

onde n3 é a terceira coordenada de Ne em p.
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Com isto, é possível calcular a curvatura média e gaussiana de S em termos hiperbólicos,
por um lado

Hh =
kh

1 + kh
2

2
=

x3ke
1 + x3ke

2 +2n3

2
= x3He +n3; (2-2)

por outra parte, a curvatura extrínseca de S vem dada por

Kext = kh
1kh

2 = (x3ke
1 +n3)(x3ke

2 +n3) = x2
3Ke +2Hex3n3 +n2

3,

agora, aplicando a equação de Gauss, ([8]) Kh = Kext +k0, onde k0 é a curvatura seccional
da variedade, temos que a relação entre a curvatura gaussiana euclideana e a curvatura
gaussiana hiperbólica está dada por

Kh = x2
3Ke +2Hex3n3 +n2

3−1. (2-3)

Observação 2.1 Este resultado pode ser generalizado para qualquer métrica ḡi j =

δi j/ f 2 conforme à métrica euclidiana, onde em termos gerais as curvaturas principais

vão estar relacionadas pela equação k̄i = f ke
i + 〈N,∇ f 〉, conseguindo analogamente

expressões que relacionam as curvaturas média e Gaussiana como foi feito acima, [5].

Exemplo 2.1 No capítulo 1 foi mencionado que para uma superfície Σ regrada ho-

rizontalmente a partir de uma tractriz contida no plano xz como a vista na figura

1.1 (b), Kh ≡ 0. De fato. Aplicando a equação 2-3 para uma parametrização de Σ,

X : Ω ⊂ R2→ R3 X(u,v) = [u− tanhu,v,sechu], vemos que x2
3Ke +2Hex3n3 +n2

3−1 =

sechu∗0+ cschusechu tanhu+ tanh2 u−1 = 0 para todo ponto de X(Ω).

Localmente, podemos considerar a superfície S como o gráfico de uma função
diferenciável ϕ definida num domínio de ∂R3

+ ([7], [22]) e aplicar as definições clássicas
para curvaturas média, gaussiana e campo normal em 2-3. Explicitamente (ver por
exemplo [7]), elas estão dadas por

x3 = ϕ, Ke =
ϕuuϕvv−ϕ2

uv
(1+ϕ2

u +ϕ2
v)

2 , He =
(1+ϕ2

u)ϕvv−2ϕuϕvϕuv +(1+ϕ2
v)ϕuu

2(1+ϕ2
u +ϕ2

v)
3/2

Ne =
(−ϕu,−ϕv,1)
(1+ϕ2

u +ϕ2
v)

1/2 , donde n3 =
1

(1+ϕ2
u +ϕ2

v)
1/2 ;

donde 2-3 é equivalente a

Kh = ϕ
2 ϕuuϕvv−ϕ2

uv
(1+ϕ2

u +ϕ2
v)

2 +ϕ
(1+ϕ2

u)ϕvv−2ϕuϕvϕuv +(1+ϕ2
v)ϕuu

(1+ϕ2
u +ϕ2

v)
2 +

1
(1+ϕ2

u +ϕ2
v)
−1.

Agora, no nosso caso particular, procuramos por superfícies tais que Kh = Ke,
assim, o gráfico de uma função diferenciável ϕ é uma superfície isocurvada se, e somente
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se, ϕ é solução da seguinte equação diferencial parcial

(1−ϕ
2)

ϕuuϕvv−ϕ2
uv

1+ |∇ϕ|2
− ϕ[(1+ϕ2

v)ϕuu−2ϕuϕvϕuv +(1+ϕ2
u)ϕvv]

1+ |∇ϕ|2
+ |∇ϕ|2 = 0 (2-4)

onde |∇ϕ|2 = ϕ2
u+ϕ2

v . Estudaremos um pouco mais a importante igualdade obtida acima.
A equação 2-4 é uma EDP de Monge-Ampere de segunda ordem do tipo misto,

isto é, uma equação da forma

A(ϕuuϕvv−ϕ
2
uv)+Bϕuu +2Cϕuv +Dϕvv +E = 0, (2-5)

onde A, B, C, D e E são funções em termos de u, v, ϕ, ϕu e ϕv ([14]). O estudo
das equações de Monge-Ampere é extenso, e escapa aos objetivos do nosso trabalho,
porém a classificação analítica de ditas equações ([14], [17]) pode ser interpretada
geometricamente e será utilizada para classificar as superfícies isocurvadas e os métodos
para calcular novas superfícies com a propriedade de isocurvatura.

Seja agora ∆ = AE−BD+C2, a equação 2-5 (e de igual maneira 2-4), ou as suas
soluções, são classificadas como elípticas se ∆ < 0, hiperbólicas se ∆ > 0 ou parabólicas

no caso que ∆ = 0. Esta classificação será agora adotada também para as superfícies
isocurvadas obtidas como solução da equação 2-4, isto é, se ϕ é solução elíptica de 2-4 é
uma solução elíptica, a superfície isocurvada será denominada também como superfície

isocurvada elíptica, de maneira análoga se ϕ for hiperbólica ou parabólica assim será
classificada a superfície. A seguinte proposição relaciona esta classificação diretamente
com a geometria própria da superfície.

Proposição 2.1 Seja S uma superfície isocurvada que é o gráfico de uma função ϕ(u,v)

definida num domínio do plano x3 = 0. Para pontos (u,v,ϕ(u,v)) tais que o vetor normal

a S não é vertical, i.e. ‖∇ϕ‖ 6= 0, seja ρ(u,v) o raio euclidiano do circulo ortogonal a

x3 = 0 que representa a h-geodésica que passa através de (u,v,ϕ(u,v)) e é ortogonal a S

nesse ponto. Então ϕ é

• Uma solução elíptica de (2-4) se e somente se ρ > 1 ou ‖∇ϕ‖= 0.

• Uma solução parabólica de (2-4) se e somente se ρ = 1.

• Uma solução hiperbólica de (2-4) se e somente se ρ < 1.

Prova. Rescrevendo novamente a equação (2−4) na forma (2-5) temos

1−ϕ2

1+ |∇ϕ|2
(ϕuuϕvv−ϕ

2
uv)−

ϕ(1+ϕ2
v)

1+ |∇ϕ|2
ϕuu +

2ϕuϕvϕ

1+ |∇ϕ|2
ϕuv−

ϕ(1+ϕ2
u)

1+ |∇ϕ|2
ϕvv + |∇ϕ|2 = 0,

(2-6)



2.1 A EDP caraterística dos gráficos isocurvados. 21

igualdade que se tem se, e somente se

(1−ϕ
2)(ϕuuϕvv−ϕ

2
uv)−ϕ(1+ϕ

2
v)ϕuu+2ϕuϕvϕϕuv−ϕ(1+ϕ

2
u)ϕvv+(|∇ϕ|2)(1+|∇ϕ|2)= 0.

(2-7)
Deste modo, temos A = 1−ϕ2, B =−ϕ(1+ϕ2

v), C = ϕuϕvϕ, D =−ϕ(1+ϕ2
u) e

E = (ϕ2
u +ϕ2

v)(1+ϕ2
u +ϕ2

v), e o discriminante ∆ é dado por

∆ = AE−BD+C2

= (1−ϕ
2)(|∇ϕ|2)(1+ |∇ϕ|2)−ϕ

2(1+ϕ
2
u)(1+ϕ

2
v)+ϕ

2
ϕ

2
uϕ

2
v

= (1−ϕ
2)(ϕ2

u +ϕ
2
v)(1+ |∇ϕ|2)−ϕ

2(1+ |∇ϕ|2)

= (1+ |∇ϕ|2)(|∇ϕ|2−ϕ
2|∇ϕ|2−ϕ

2)

=−(1+ |∇ϕ|2)(ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2)

Donde ϕ é elíptica nos pontos em que |∇ϕ|2 = 0, pois ∆ =−ϕ2 < 0. Suponha agora que
|∇ϕ|2 6= 0. Vamos calcular o raio da h-geodésica que passa através de P = (u,v,ϕ(u,v))

ortogonal a S nesse ponto. A dita geodésica está contida no plano Σ que contem o vetor
normal em P, η e é perpendicular ao plano x3 = 0, isto é, o gerado pelas direções unitárias
e1 e e3 onde e3 é o vetor canônico (0,0,1) e e1 é a projeção (normalizada) de η em ∂R3

+.
Daí, tomando η = (−ϕu,−ϕv,1), temos e1 =

π(η)
‖π(η)‖ =

(−ϕu,−ϕv,0)
|∇ϕ| .

Assim, podemos notar em Σ, η = |∇ϕ|e1 + e3. Rotacionando este vetor π/2
radianos, obtemos o vetor auxiliar

η̃ =

[
cos(π/2) −sin(π/2)
sin(π/2) cos(π/2)

][
|∇ϕ|

1

]
=

[
−1
|∇ϕ|

]
=−e1 + |∇ϕ|e3,

ou, em termos da base canônica,

η̃ =

(
ϕu

|∇ϕ|
,

ϕv

|∇ϕ|
, |∇ϕ|

)
.

O centro σ da h-geodésica procurada está na interseção da reta α(t) = P+ tη̃ com ∂R3
+,

logo,

σ = (u,v,ϕ)+ t0

(
ϕu

|∇ϕ|
,

ϕv

|∇ϕ|
, |∇ϕ|

)
,

tal que t0|∇ϕ|+ϕ = 0, donde t0 =−ϕ/|∇ϕ| e assim

σ = (u,v,ϕ)− ϕ

|∇ϕ|

(
ϕu

|∇ϕ|
,

ϕv

|∇ϕ|
, |∇ϕ|

)
=

(
u− ϕϕu

|∇ϕ|2
,v− ϕϕv

|∇ϕ|2
,0
)
. (2-8)
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O raio ρ é a distancia (euclidiana) entre P e σ, isto é,

ρ =

∣∣∣∣(u,v,ϕ)−(u− ϕϕu

|∇ϕ|2
,v− ϕϕv

|∇ϕ|2
,0
)∣∣∣∣

=

(
ϕ2ϕ2

u
|∇ϕ|4

+
ϕ2ϕ2

v
|∇ϕ|4

+ϕ
2
)1/2

= ϕ

(
|∇ϕ|2

|∇ϕ|4
+1
)1/2

=
ϕ
√

1+ |∇ϕ|2
|∇ϕ|

(2-9)

Com isto, ρ = 1⇔ ϕ2(1+ |∇ϕ|2) = |∇ϕ|2, donde ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2 = 0⇔ ∆ = 0,
e ϕ é parabólica. Analogamente, ρ > 1 ⇔ ϕ2(1 + |∇ϕ|2)− |∇ϕ|2 > 0 ⇔ ∆ < 0, pois
−(1 + |∇ϕ|2) é sempre negativo, e assim ϕ é hiperbólica. Finalmente vemos também
que ρ < 1⇔ ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2 < 0⇔ ∆ < 0 e, neste caso, ϕ é elíptica, com o que
conclui a demonstração. �

Note que, dependendo da função ϕ, ela pode ser de diferentes tipos (elíptica, hiperbólica
ou parabólica) dependendo do domínio onde seja estudada, de igual maneira, como será
comentado no capítulo 4, podemos encontrar superfícies isocurvadas que mudam também
a sua classificação em diferentes pontos.

2.2 Invariância das superfícies isocurvadas

No estudo clássico da geometria de superfícies é conhecido que, em grande
parte dos casos, as propriedades e informações relevantes de uma superfície S podem ser
herdados por superfícies que são resultado de uma ou varias transformações (translações,
rotações, etc.) da superfície original. Nos diferentes modelos da métrica hiperbólica,
estas transformações podem afetar de maneira negativa as curvaturas e propriedades das
superfícies isocurvadas, pois as translações verticais ou rotações afetam diretamente a
coordenada x3 e, com isto, a relação entre curvaturas gaussianas e médias, resultando
na perda das propriedades que são objetivo principal do nosso estudo. Porém, como
veremos adiante, certas relações menos intuitivas entre superfícies, como o conceito de
paralelismo hiperbólico ou as congruências geodésicas podem preservar ou inclusive
dotar as novas superfícies da propriedade de isocurvatura desejada. Definimos a seguir
estes dois conceitos usando o modelo hiperbólico de Minkowski, (H3 ⊂ L4). Um estudo
mais completo destas relações em geometrias não euclidianas pode ser encontrado em
[21].

Em termos gerais, uma congruência geodésica num espaço tridimensional M de
curvatura seccional constante, é uma família a 2-parâmetros de geodésicas em M, isto é,
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sob certas condições, uma aplicação que associa, a cada ponto de uma subvariedade N de
M uma geodésica de M. Localmente uma congruência geodésica em H3 ⊂ L4 é dada por

cosh(λ)X(u,v)+ sinh(λ)ξ(u,v),

onde X : Ω ⊂ R2→ H3 é uma inclusão isométrica e ξ é um campo vetorial unitário em
H3.

Definição 2.2 Seja S ∈ H3 uma superfície orientável, e seja N um campo normal em S.

Dizemos que uma superfície St é h-paralela a S se existe uma congruência de geodésicas

entre S e St tal que a distância entre pontos correspondentes é constante, isto é, para cada

p ∈ S temos pt = cosh(t)p+ sinh(t)N, onde t 6= 0 é uma constante real. Dizemos que S e

St são superfícies h-paralelas a uma distância t

Embora as métricas euclidiana e hiperbólica tenham a mesma relevância na
definição de superfícies isocurvadas, a seguinte propriedade sugere que essas superfícies
podem ter uma descrição geométrica alternativa unicamente em termos da geometria
hiperbólica.

Teorema 2.3 Seja S uma superfície isocurvada e St a superfície h-paralela à distância t.

Se St é suave, então é também uma superfície isocurvada.

Prova. A equação 2-3 que define as superfícies isocurvadas, pode ser readaptada da
seguinte maneira: Por definição, Kh = Ke, logo Kext = Kh +1 = Ke +1, assim

Kh +1− x2
3Ke−2Hex3n3−n2

3 = 0⇔ Kh +1− x2
3Ke− x2

3−2Hex3n3−n2
3 + x2

3 = 0

⇔ Kext(1− x2
3)−2Hex3n3−n2

3 + x2
3 = 0

(2-10)

mas Hh = x3He +n3, donde He =
Hh−n3

x3
, e assim, (2-10) é equivalente a

Kext(1− x2
3)−2

Hh−n3

x3
x3n3−n2

3 + x2
3 = 0

⇔ Kext(1− x3)−2Hhn3 +n2
3 + x2

3 = 0
(2-11)

Portanto, basta provar que se (2-11) vale para S, então

Kt
ext(1− (xt

3)
2)−2Ht

hnt
3 +(nt

3)
2 +(xt

3)
2 = 0 (2-12)

se cumpre para St , onde as quantidades com superíndice t são relativas à superfície St . Para
isto, é conveniente começar por reescrever S e St no modelo do hiperboloide H3⊂L4 para
obter assim expressões mais manejáveis no modelo do semi-espaço superior.
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Sejam P = (p1, p2, p3, p4) e η = (η1,η2,η3,η4) o vetor posição e o campo
normal de S no modelo do hiperboloide de H3. Então, a superfície paralela St , neste
modelo, tem vetor posição e campo vetorial normal unitário dados por [Ver [21], p. 23-26]

Pt = cosh(t)P+ sinh(t)η e η
t = sinh(t)P+ cosh(t)η. (2-13)

Agora, considere-se a aplicação φ : L4→ R3
+

φ(u1,u2,u3,u4) =

(
u2

u1−u4
,

u3

u1−u4
,

1
u1−u4

)
que aplica a folha superior do hiperboloide−u2

1+u2
2+u2

3+u2
4 =−1 sobre o semi-espaço

superior. Usando φ e 2-13, vemos que a terceira coordenada e o vetor normal euclidiano
de S e St estão dados por

x3 =
1

p1− p4
, xt

3 =
1

Pt
1−Pt

4

=
1

cP1 + sη1− cP4 + sη4

=
1

c(P1−P4)+ s(η1−η4)

(2-14)

e
n3 =−

η1−η4

P1−P4
, nt

3 =−
s(P1−P4)+ c(η1−η4)

c(P1−P4)+ s(η1−η4)
(2-15)

onde c = cosh t e s = sinh t.
Usando 2-14 e 2-15 podemos ver que 2-11 é equivalente à expressão

Kext((P1−P4)
2−1)+2Hh(P1−P4)(η1−η4)+(η1−η4)

2 +1 = 0. (2-16)

Vamos também precisar das seguintes igualdades (as quais podem se encontrar
em [21]), que relacionam a curvatura gaussiana e média de S com as da superfície h-
paralela St .

Kt
h =

Kh

cosh2t− sinh2tHh + sinh t2Kh
, (2-17)

Ht
h =
−sinh2t + cosh2tHh− sinh t cosh tKh

cosh2t− sinh2tHh + sinh t2Kh
. (2-18)

Podemos adaptar 2-17 e 2-18 usando as identidades elementares da trigonometria
hiperbólica e novamente o fato de Kext − 1 = Kh e Kt

ext − 1 = Kt
h, donde, retomando a
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notação de 2-14 e 2-15,

Kt
ext =

kext−1
c2 + s2−2scHh + s2(kext−1)

+1

=
kext−1+ c2 + s2−2scHh + s2(kext−1)

s2kext−2scHh + c2

=
(s2 +1)(kext−1)+ c2 + s2−2scHh

s2kext−2scHh + c2

=
c2kext−2scHh + s2

s2kext−2scHh + c2

(2-19)

e

Ht
h =

(c2 + s2)Hh−2sc− sc(kext−1)
s2kext−2scHh + c2

=
(c2 + s2)Hh−2sc− sckext− sc

s2kext−2scHh + c2

=
(c2 + s2)Hh− sc(kext +1)

s2kext−2scHh + c2 .

(2-20)

Substituindo 2-19 e 2-20 em 2-12 obtemos que

c2kext−2scHh + s2

s2kext−2scHh + c2

(
1−
(

1
c(P1−P4)+ s(η1−η4)

)2
)

+2
(c2 + s2)Hh− sc(kext +1)

s2kext−2scHh + c2
s(P1−P4)+ c(η1−η4)

c(P1−P4)+ s(η1−η4)
+

(
s(P1−P4)+ c(η1−η4)

c(P1−P4)+ s(η1−η4)

)2

+

(
1

c(P1−P4)+ s(η1−η4)

)2

= 0.

Multiplicando esta última igualdade por (c(P1−P4)+ s(η1−η4))
2(s2kext−2scHh + c2) temos

(c2kext−2scHh + s2)[(c(P1−P4)+ s(η1−η4))
2−1]

+2((c2 + s2)Hh− sc(kext +1))(s(P1−P4)+ c(η1−η4))(c(P1−P4)+ s(η1−η4))

+(s2kext−2scHh + c2)[(s(P1−P4)+ c(η1−η4))
2 +1] = 0.

Expandindo completamente esta expressão teremos

Kext [c2(c(P1−P4)+ s(η1−η4))
2− c2−2s2c2(P1−P4)

2−2s3c(P1−P4)(η1−η4)

−2sc3(P1−P4)(η1−η4)−2s2c2(η1−η4)
2 + s2(s(P1−P4)+ c(η1−η4))

2 + s2]

+2Hh[(c2 + s2)(s(P1−P4)+ c(η1−η4))(c(P1−P4)+ s(η1−η4))− sc(c(P1−P4)

+ s(η1−η4))
2 + sc− sc(s(P1−P4)+ c(η1−η4))

2− sc]

+ s2(c(P1−P4)+ s(η1−η4))
2− s2−2sc[sc(P1−P4)

2 + s2(P1−P4)(η1−η4)

+ c2(P1−P4)(η1−η4)+ sc(η1−η4)
2]+ c2(s(P1−P4)+ c(η1−η4))

2 + c2 = 0,
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fatorando a equação acima, obtemos

Kext [c4(P1−P4)
2 + s4(P1−P4)−2s2c2(P1−P4)

2 + s2− c2]

+2Hh[c4(P1−P4)(η1−η4)+ s4(P1−P4)(η1−η4)−2s2c2(P1−P4)(η1−η4)]

+(c4−2s2c2 + s4)(η1−η4)
2 + c2− s2 = 0,

donde finalmente

Kext [(c2− s2)2(P1−P4)
2− c2 + s2]+2Hh[((c2− s2)2)(P1−P4)(η1−η4)]

+(c2− s2)2(η1−η4)
2 + c2− s2 = 0.

Mas c2− s2 = cosh t2− sinh t2 = 1, donde,

Kt
ext(1− (xt

3)
2)−2Ht

hnt
3 +(nt

3)
2 +(xt

3)
2 = 0

⇔ Kext [(P1−P4)
2−1]+2Hh[(P1−P4)(η1−η4)]+(η1−η4)2+1 = 0

Isto é, St é uma superfície isocurvada se, e somente se, S é isocurvada. �

A família de cones vista na seção 1, Fig. 1.1 (a), é um exemplo simples de uma
família de superfícies isocurvadas h-paralelas.



CAPÍTULO 3
Construção de superfícies isocurvadas

Com as ferramentas e propriedades estabelecidas até agora, encontramos-nos
ante um dos principais objetivos do nosso estudo, a construção de métodos geométricos
explícitos para encontrar famílias de exemplos não triviais de superfícies isocurvadas.
Baseados na classificação dada na seção 2.1, mostraremos neste capítulo métodos para
construir infinitos exemplos de superfícies isocurvadas elípticas e hiperbólicas (se desco-
nhece ainda um método geral para a construção de exemplos de superfícies isocurvadas
parabólicas) e, no capítulo seguinte, construiremos alguns exemplos de maneira explícita.

Nos métodos a seguir retomaremos o conceito de congruência de geodésicas
já mencionado na seção 2.2, no sentido de associar a cada ponto de uma superfície
Σ uma família de geodésicas CΣ que pode ter associada uma superfície isocurvada
como superfície ortogonal. Como mostrará o teorema 3.2 e 3.4, o elemento base para
a congruência no nosso método resulta ser uma superfície simplesmente conexa e mínima
em R3 para o caso das isocurvadas elípticas, ou mínima do tipo tempo (timelike) em L3

para o caso das superfícies isocurvadas hiperbólicas.

3.1 Superfícies isocurvadas elípticas

Lembrando que as geodésicas em H3 no modelo do semi-espaço superior são
representadas ou por círculos ortogonais ao plano x3 = 0 (com centro contido também
neste plano) ou por linhas verticais em R3

+, começaremos por definir, desde uma superfí-
cie qualquer Σ simplesmente conexa em R3, uma congruência de h-geodésicas CΣ cujos
elementos serão também representados por círculos ou semi-retas geodésicas de H3.

Definiremos a congruência CΣ para as h-geodésicas que são semicírculos verti-
cais, o caso das linhas verticais pode ser tratado como um caso limite. Assim, de agora em
diante, assumiremos que para todo p∈ Σ o plano tangente TpΣ é não horizontal. Como foi
visto na demonstração da proposição 2.1, um círculo ortogonal ao plano x3 = 0 é deter-
minado de maneira única pelo seu centro σ, que pertence ao plano, seu raio R e um vetor
horizontal e1 (no sentido euclidiano) que, juntamente com e3 = (0,0,1), definem o plano
vertical onde o círculo está contido. Com isto em mente, definimos CΣ como segue.
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Seja Π12 : R3 → ∂R3
+ a projeção natural ortogonal sobre o plano x3 = 0,

J :R2→R2 a rotação positiva por π/2 radianos também no plano x3 = 0 e N = (n1,n2,n3)

um campo vetorial normal e unitário sobre Σ.
Para cada p ∈ Σ definimos o centro do círculo como

σ(p) = Π12(p) (3-1)

a direção e1 como

e1(p) =
J(Π12(N(p)))
|Π12(N(p))|

(3-2)

e o raio da geodésica como

R(p) =
1

|Π12(N(p))|
. (3-3)

Com isto, fica completamente definida a congruência de h-geodésicas aos parâ-
metros p e t, dada por

λ(p, t) = σ(p)+R(p)(cos te1(p)+ sin te3), (3-4)

para p ∈ Σ e t ∈ (0,π). É natural perguntarmos agora, sob quais condições iniciais em Σ a
nossa congruência de h-geodésicas CΣ admite uma superfície ortogonal.

Se a existência de uma distribuição suave de planos associada a CΣ, de modo
que tais planos forem ortogonais as h-geodésicas de CΣ, for previamente garantida, é
imediato pensar em utilizar uma versão geométrica do teorema de Frobenius (Ver [23],
[1]) para verificar as condições de existência de superfícies integrais desta distribuição.
Porém, embora pode ser mais complicado, é também mais interessante considerar um caso
mais geral no qual a congruência CΣ não necessariamente define ou tem associada uma
distribuição suave de planos. Com isto, como veremos mas adiante, é possível considerar
auto-interseções e singularidades nas superfícies isocurvadas resultantes que são o objeto
do nosso método.

Seguindo esta ideia, procuramos pelo cumprimento de uma condição mais fraca
que a existência da distribuição suave de planos, propriamente dito, pela existência de
uma aplicação diferenciável Y : Σ→ R3

+, dada por

Y = σ(p)+R(p)[cosθe1(p)+ sinθe3], (3-5)

com σ(p), e1(p) e R(p) definidos como em 3-1, 3-2 e 3-3, respectivamente, e onde
θ : Σ→ R é uma função diferenciável desconhecida tal que para cada ponto p ∈ Σ onde
Y é imersão, o plano tangente a Y , em Y (p), é ortogonal à geodésica de CΣ associada a
p (λ(p, t)). Se Y cumpre de fato esta última condição (λ(p, t) ortogonal a Y em Y (p)),
diremos que Y tem a propriedade de ortogonalidade.
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A condição geométrica acima mencionada pode ser reformulada em termos de
um sistema de Frobenius para estabelecer a existência da função desconhecida θ. A
seguinte proposição mostra que, salvo um caso limite, a função θ existe se, e somente
se, Σ é uma superfície mínima.

Teorema 3.1 Seja Σ uma superfície simplesmente conexa orientada no semi-espaço

superior tal que para todo p ∈ Σ, TpΣ é não horizontal. A função θ, que aparece na

expressão da aplicação Y dada por 3-5 e tal que Y tem a propriedade ortogonal, existe se

e somente se Σ é uma superfície mínima ou um cilindro vertical sobre uma curva plana

contida no plano ∂R3
+.

A demonstração deste teorema pode parecer um pouco longa e, para não perder
a ideia da mesma, será dividida em três partes. Primeiro vamos procurar por um sistema
que estabeleça uma condição de integrabilidade para nossa família de h-geodésicas, isto
é, uma condição para a existência de uma superfície ortogonal a CΣ, com isto, vamos
trabalhar dois casos: primeiro, os pontos em Σ onde TpΣ é não vertical e a superfície pode
ser tratada localmente como o gráfico de uma função diferenciável Ψ(u,v), e a seguir,
com uma parametrização geral, trabalharemos no caso em que TpΣ é vertical, o que
prova a parte dos cilindros verticais mencionada no enunciado do teorema e completa a
demonstração.

Prova. Pela definição, Y tem a propriedade de ortogonalidade, se, e somente se, o plano
tangente em cada ponto p ∈ Σ e ortogonal ao vetor tangente da geodésica λ(p, t), λ′, no
ponto de interseção,

λ
′ =

d
dθ
(σ+R[cosθe1 + sinθe3])∣∣ d

dθ
σ+R[cosθe1 + sinθe3]

∣∣
=

R[−dθsinθe1 +dθcosθe3]

|R[−dθsinθe1 +dθcosθe3]|

=
Rdθ(−sinθe1 + cosθe3)√

R2(dθ)2[sin2
θ+ cos2 θ]

=−sinθe1 + cosθe3,

donde 〈dY,−sinθe1 + cosθe3〉 = 0. Trabalhando com uma parametrização qualquer em
coordenadas u e v, temos

0 = 〈Yu,−sinθe1 + cosθe3〉

= 〈σu +Ru(cosθe1 + sinθe3)+R(cosθe1 + sinθe3)u,−sinθe1 + cosθe3〉

= 〈σu +Ru cosθe1 +Ru sinθe3−Rθu sinθe1 +Rcosθ(e1)u

+Rθu cosθe3 +Rsinθ(e3)u,−sinθe1 + cosθe3〉.

(3-6)
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Para simplificar a expressão obtida acima podemos fazer uso dos seguintes fatos: com
e3 constante, temos que (e3)u = 0. Além disso, a terceira coordenada do vetor (e1) é
nula, logo 〈(e1)u,e3〉 = 0. Por outro lado, 〈e1,e1〉 = 1 implica que 2〈(e1)u,e1〉 = 0 e
〈(e1)u,e1〉= 0. Em coordenadas canônicas, σu = (1,0,0), logo 〈σu,e3〉= 0. Finalmente,
lembrando que 〈e3,e1〉= 0, de 3-6 obtemos

0 = 〈σu +(Ru cosθ−Rθu sinθ)e1 +Rcosθ(e1)u +(Ru sinθ+Rθu cosθ)e3,−sinθe1 + cosθe3〉

= 〈σu,−sinθe1〉+ 〈σu,cosθe3〉+ 〈(Ru cosθ−Rθu sinθ)e1,−sinθe1〉

+ 〈(Ru cosθ−Rθu sinθ)e1,cosθe3〉+ 〈Rcosθ(e1)u,−sinθe1〉+ 〈Rcosθ(e1)u,cosθe3〉

+ 〈(Ru sinθ+Rθu cosθ)e3,−sinθe1〉+ 〈(Ru sinθ+Rθu cosθ)e3,cosθe3〉

=−sinθ〈σu,e1〉+ cosθ〈σu,e3〉− sinθ(Ru cosθ−Rθu sinθ)〈e1,e1〉

+ cosθ(Ru cosθ−Rθu sinθ)〈e1,e3〉−Rcosθsinθ〈(e1)u,e1〉+Rcos2
θ〈(e1)u,e3〉

− sinθ(Ru sinθ+Rθu cosθ)〈e3,e1〉+ cosθ(Ru sinθ+Rθu cosθ)〈e3,e3〉

=−sinθ〈σu,e1〉−Ru sinθcosθ+Rθu sin2
θ+Ru sinθcosθ+Rθu cos2

θ

= Rθu− sinθ〈σu,e1〉.
(3-7)

Procedendo de maneira análoga para v, temos

0 = 〈Yv,−sinθe1 + cosθe3〉

= 〈σv +Rv(cosθe1 + sinθe3)+R(cosθe1 + sinθe3)v,−sinθe1 + cosθe3〉

= Rθv− sinθ〈σv,e1〉.

(3-8)

De 3-7 e 3-8 podemos concluir que

θu =
sinθ

R
〈σu,e1〉 e θv =

sinθ

R
〈σv,e1〉. (3-9)

A fim de expressarmos a condição de integrabilidade em termos das de-
rivadas cruzadas isoladas, faremos a mudança de variável sinθ = 1/coshβ, assim

cosθ =
√

1− sech2
β = tanhβ. Deste fato, e usando 3-9, temos

θu cosθ =−sinhββu

cosh2
β
⇒
(
〈σu,e1〉
Rcoshβ

)
cosθ =− tanhββu

coshβ
⇒ βu =−

〈σu,e1〉
R

,

θv cosθ =−sinhββv

cosh2
β
⇒
(
〈σv,e1〉
Rcoshβ

)
cosθ =− tanhββv

coshβ
⇒ βv =−

〈σv,e1〉
R

.
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Assim, a condição de Frobenius para a integrabilidade é dada por(
〈σu,e1〉

R

)
v
=

(
〈σv,e1〉

R

)
u
. (3-10)

Como foi dito anteriormente, trabalharemos agora os dois casos possíveis para p ∈ Σ:
Caso 1. Suponha TpΣ não vertical, assim, Σ pode ser representada localmente como o
gráfico de uma função diferenciável ψ definida sobre um domínio Ω ⊂ ∂R3

+ e uma carta
local de Σ é dada por X(u,v) = (u,v,ψ(u,v)). Além disso, a função θ pode ser escrita
novamente nestas coordenadas locais como uma função θ : Ω→ R.

Seguindo nossa construção geométrica dada em 3-1, 3-2 e 3-3, temos explicita-
mente

σ(p) = Π12(p) = (u,v,0), (3-11)

e1(p) =
J(Π12(N(p)))
|Π12(N(p))|

=
(−ψv,ψu,0)
|∇ψ|

, (3-12)

e

R(p) =
1

|Π12(N(p))|
=

∣∣∣∣(−ψv,ψu,1)
(−ψv,ψu,0)

∣∣∣∣=
√

1+ |∇ψ|2
|∇ψ|

, (3-13)

daí, 〈σu,e1〉=−ψv/|∇ψ|, 〈σv,e1〉= ψu/|∇ψ|, e assim

(
〈σu,e1〉

R

)
v
=

(
−ψv√

1+ |∇ψ|2

)
v

=
−ψvv(1+ |∇ψ|2)+ψv (ψuψuv +ψvψvv)

(1+ |∇ψ|2)3/2 ,

(3-14)

e (
〈σv,e1〉

R

)
u
=

(
ψu√

1+ |∇ψ|2

)
u

=
ψuu(1+ |∇ψ|2)−ψu (ψuψuu +ψvψuv)

(1+ |∇ψ|2)3/2 ,

(3-15)

donde 3-10 é garantido se, e somente se,

ψuu(1+ |∇ψ|2)−ψu (ψuψuu +ψvψuv) =−ψvv(1+ |∇ψ|2)+ψv (ψuψuv +ψvψvv)

⇔ (ψuu +ψvv)(1+ψ
2
u +ψ

2
v)−ψ

2
uψuu−ψuψvψuv−ψvψuψuv−ψ

2
vψvv = 0

⇔ ψuu(1+ψ
2
v)−2ψuψvψuv +ψvv(1+ψ

2
u) = 0.

(3-16)

A igualdade final em 3-16 caracteriza uma superfície mínima vista como gráfico de uma
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função diferenciável ψ (ver, por exemplo [7] Cap. 3). Isto é, θ(u,v) existe se, e somente
se, Σ é uma superfície mínima.

Caso 2. Pontos nos quais TpΣ é vertical. Seja X̄ uma parametrização geral de Σ

dada por
X̄ = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)).

Sabemos que ter TpΣ vertical implica que o vetor normal a Σ em p é horizontal. Com
respeito à parametrização X̄ dada acima, o campo normal N é dado por

N =
X̄u× X̄v

|X̄u× X̄v|
=

(yuzu− zuyv,zuxv− xuzv,xuyv− yuxv)

|(yuzu− zuyv,zuxv− xuzv,xuyv− yuxv)|
(3-17)

e assim, N será horizontal nos pontos nos quais xuyv− yuxv = 0. É claro também que o
raio das nossas h-geodésicas será igual a 1 nesses pontos. Com isto, a nossa condição de
integrabilidade de Frobenius (nos pontos nos quais N é horizontal) é dada por

(〈σu,e1〉)v = (〈σv,e1〉)u. (3-18)

Agora, com a definição de X̄ , σ = (x,y,0), usando a informação em 3-17 temos que

(〈σu,e1〉)v =

(〈
(xu,yu,0),

(yuzu− zuyv,zuxv− xuzv,0)
|yuzu− zuyv,zuxv− xuzv,0|

〉)
v

=

(
x2

uzv− xuxvzu + y2
uzv− yuyvzu√

z2
v(x2

u + y2
u)+ z2

u(x2
v + y2

v)−2zuzv(xuxv + yuyv)

)
v

,

(3-19)

e analogamente

(〈σv,e1〉)u =

(
−x2

vzu + xuxvzv− y2
vzu + yuyvzv√

z2
v(x2

u + y2
u)+ z2

u(x2
v + y2

v)−2zuzv(xuxv + yuyv)

)
u

. (3-20)

Ao calcular as respectivas derivadas, o resultado é uma série de extensas equações, porém,
fatorando de maneira apropriada, e utilizando a igualdade xuyv− yuxv = 0, o resultado é
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obtido de maneira direta:

c[(〈σu,e1〉)v− (〈σv,e1〉)u]

=
[
(2xuxuvzv + x2

uzvv− xuvxvzu− xuxvvzu− xuxvzuv +2yuyuvzv + y2
uzvv

−yuvyvzu− yuyvvzu− yuyvzuv)(z2
v(x

2
u + y2

u)+ z2
u(x

2
v + y2

v)−2zuzv(xuxv + yuyv))

−(x2
uzv− xuxvzu + y2

uzv− yuyvzu)(zvzvv(x2
u + y2

u)+ z2
v(xuxuv + yuyuv)

+zuzuv(x2
v + y2

v)+ z2
u(xvxvv + yvyvv)− zvvzu(xuxv + yuyv)− zvzuv(xuxv + yuyv)

−zuzv(xuvxv + xuxvv + yvyuv + yuyvv))]−
[
(−2xvxuvzu− x2

vzuu + xuuxvzv

+xuxuvzv + xuxvzuv−2yvyuvzu− y2
vzuu + yuvyuzv + yvyuuzv + yvyuzuv)

(z2
v(x

2
u + y2

u)+ z2
u(x

2
v + y2

v)−2zuzv(xuxv + yuyv))− (−x2
vzu + xuxvzv− y2

vzu

+yuyvzv)(zvzuv(x2
u + y2

u)+ z2
v(xuxuu + yuyuu)+ zuzuu(x2

v + y2
v)+ z2

u(xvxuv + yvyuv)

−zuvzu(xuxv + yuyv)− zvzuu(xuxv + yuyv)− zuzv(xuuxv + xuxuv + yvyuu + yuyuv))]

=− z3
v [y

2
uxuuxv− yuxuyuuxv− yuxuxuuyv + yuux2

uyv]+ z2
v [2y2

uxuvxvzu− yuyuux2
vzu

+ yuxuuyvxvzu−2xuyuvxvyuzu−2xuyvxuvyuzu + xuyvyuuxvzu− xuxuuy2
vzu

+2x2
uyuvyvzu + y2

uzuux2
v−2yuzuuxuyvxv + zuux2

uy2
v ]− zvzu[y2

uxvvxvzu− yuyvvxuxvzu

−2yuyuvx2
vzu− yuyvxuxvvzu +2yuyvxuvxvzu + yvvx2

uyvzu +2yuvxuyvxvzu

−2xuy2
vxuvzu +2zuvy2

ux2
v−4yuzuvxuyvxv +2zuvx2

uy2
v ]− z2

u[zuyuxvyvvxv− zuyuxvxvvyv

− zuxuyvyvvxv + zuxuxvvy2
v− zvvy2

ux2
v−2yuxuyvzvvxv + x2

uy2
vzvv]

=− z3
v [(yuxuu + xuyuu)(yuxv− xuyv)]

+ z2
v [(2yuxuvzu− yuuxvzu + yvzuxuu−2xuyuvzu)(yuxv− xuyv)+ zuu(yuxv− xuyv)

2]

− zuzv[(yuxvvzu− yvvxuzu−2yuvxvzu +2yvxuvzu)(yuxv− xuyv)+2zuv(yuxv− xuyv)
2]

− z2
u[zu(yvvxv− xvvyv)(yuxv− xuyv)− zvv(yuxv− xuyv)

2]

=0,

onde c é o denominador das derivadas (〈σu,e1〉)v e (〈σv,e1〉)u que em virtude
de 3-19 e 3-20 é o mesmo para as duas derivadas e é diferente de zero. Logo
(〈σu,e1〉)v− (〈σv,e1〉)u = 0, concluindo assim que, para uma parametrização geral de Σ,
a condição de integrabilidade é sempre cumprida nos pontos nos quais o vetor normal é
horizontal. Logo θ existe sempre que Σ é um cilindro vertical sobre uma curva em ∂R3

+.�

Do teorema 3.1 temos como conclusão que podemos partir de uma superfície
mínima Σ e construir uma congruência de geodésicas CΣ que admite superfícies orto-
gonais, mas ainda não foi estabelecido se estas superfícies ortogonais possuem alguma
propriedade geométrica particular. Nesse sentido, em seguida mostramos um dos resulta-
dos principais do presente estudo, a saber, se a aplicação Y associada a CΣ é uma imersão,
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então Y (Σ) é uma superfície isocurvada.
Para demonstrar este fato, partindo de uma superfície orientada imersa em R3

+

arbitrária S, se encontram as condições em S tais que seja ortogonal às h-geodésicas de CΣ

induzidas por uma superfície Σ através do método geométrico visto anteriormente. Com
isto, se obtém o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Seja S uma superfície imersa em R3
+. Se S é ortogonal as h-geodésicas

da congruência CΣ induzida por uma superfície imersa e orientada Σ, então S é uma

superfície isocurvada.

Prova. Seja p∈ S. Sem perda de generalidade podemos supor que o plano tangente em a S

em p, TpS não é vertical. De fato, se tivéssemos TpS vertical, poderíamos substituir S pela
superfície h-paralela St , para um t suficientemente pequeno St continuará sendo imersão,
e o Tpt St será não vertical (pois segue o caminho da h-geodésica perpendicular a S em p,
que é um semicírculo). Para o seguinte argumento, vamos supor também que TpS é não
horizontal e trataremos deste caso como um caso limite no final da demonstração.

Em uma vizinhança do ponto p, a superfície S pode ser vista como o gráfico de
uma função ϕ suave definida num domínio Ω no plano x3 = 0. Usaremos u e v como
coordenadas, denotando assim o gráfico como

Y (u,v) = (u,v,ϕ(u,v)).

A superfície S é ortogonal à família de h-geodésicas CΣ, logo, como foi estabelecido na
prova da proposição 2.1, em cada ponto de ϕ(Ω) temos a direção e1, o centro σ e raio R

da h-geodésica de CΣ associada, dados por

e1 =
(−ϕu,−ϕv,0)
|∇ϕ|

, (3-21)

σ =

(
u− ϕϕu

|∇ϕ|2
,v− ϕϕv

|∇ϕ|2
,0
)

(3-22)

e

R =
ϕ
√

1+ |∇ϕ|2
|∇ϕ|

, (3-23)

e assim, existe uma função diferenciável ψ definida em Ω tal que Σ é localmente
parametrizada por uma aplicação X dada por

X(u,v) = σ(u,v)+ψ(u,v)e3. (3-24)

Seja N o campo normal a Σ e θ o ângulo entre N e o plano x3 = 0. Da nossa construção
geométrica, temos que a projeção de N sobre o plano x3 = 0 é dada por−J(e1) e a relação
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entre o ângulo θ e o raio é dada por R = 1
cosθ

Donde

sinθ =
√

1− cos2 θ =

√
1− 1

R2 =

√
R2−1

R

e N pode ser escrito como

N =−cosθJ(e1)+ sinθe3

=− 1
R

J(e1)+

(√
R2−1

R

)
e3.

(3-25)

A ortogonalidade de N com respeito a Σ, 〈dX ,N〉 =0, implica que

0 =〈Xu,N〉

=

〈
σu +ψue3,−

1
R

J(e1)+

√
R2−1

R
e3

〉

=−
〈

σu,
1
R

J(e1)

〉
+

〈
σu,

√
R2−1

R
e3

〉
−
〈

ψue3,
1
R

J(e1)

〉

+

〈
ψue3,

√
R2−1

R
e3

〉
,

onde o segundo e terceiro termos são nulos, e portanto

ψu

√
R2−1

R
− 1

R
〈σu,J(e1)〉= 0

e
ψu =

〈σu,J(e1)〉√
R2−1

. (3-26)

Da mesma forma,

0 = 〈Xv,N〉=

〈
σv +ψve3,−

1
R

J(e1)+

√
R2−1

R
e3

〉
, (3-27)

donde
ψv =

〈σv,J(e1)〉√
R2−1

(3-28)

e a condição de integrabilidade de Frobenius para esse sistema fica estabelecida pela
igualdade (

〈σu,J(e1)〉√
R2−1

)
v
−
(
〈σv,J(e1)〉√

R2−1

)
u
= 0. (3-29)

Para expressar 3-29 em termos da função ϕ, fazemos uso das equações 3-21, 3-22 e 3-23,
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obtendo as seguintes fórmulas

Je1 =
(ϕv,−ϕu,0)
|∇ϕ|

,

σu =

(
1− (ϕ2

u +ϕϕuu)|∇ϕ|2−ϕϕu(2ϕuϕuu +2ϕvϕuv)

|∇ϕ|4
,

−(ϕuϕv +ϕϕuv)|∇ϕ|2−ϕϕv(2ϕuϕuu +2ϕvϕuv)

|∇ϕ|4
,0
)
,

σv = (−(ϕvϕu +ϕϕuv)|∇ϕ|2−ϕϕu(2ϕuϕuv +2ϕvϕvv)

|∇ϕ|4
,

1− (ϕ2
v +ϕϕvv)|∇ϕ|2−ϕϕv(2ϕuϕuv +2ϕvϕvv)

|∇ϕ|4
,0),

√
R2−1 =

√
ϕ2(1+ |∇ϕ|2)
|∇ϕ|2

−1 =

√
ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2

|∇ϕ|
.

(3-30)

Assim,

〈J(e1),σu〉=
〈
(ϕv,−ϕu,0)
|∇ϕ|

,

(
1− (ϕ2

u +ϕϕuu)|∇ϕ|2−ϕϕu(2ϕuϕuu +2ϕvϕuv)

|∇ϕ|4
,

−(ϕuϕv +ϕϕuv)|∇ϕ|2−ϕϕv(2ϕuϕuu +2ϕvϕuv)

|∇ϕ|4
,0
)〉

=
ϕv

|∇ϕ|
− ϕv(ϕ

2
u +ϕϕuu)|∇ϕ|2−ϕϕuϕv(2ϕuϕuu +2ϕvϕuv)

|∇ϕ|5

+
ϕu(ϕuϕv +ϕϕuv)|∇ϕ|2−ϕϕuϕv(2ϕuϕuu +2ϕvϕuv)

|∇ϕ|5

=
ϕv|∇ϕ|4−ϕv(ϕ

2
u +ϕϕuu)|∇ϕ|2 +ϕu(ϕuϕv +ϕϕuv)

|∇ϕ|5

=
ϕ3

v +ϕvϕ2
u−ϕϕvϕuu +ϕϕuϕuv

|∇ϕ|3
,

〈J(e1),σv〉=
〈
(ϕv,−ϕu,0)
|∇ϕ|

,

(
−(ϕuϕv +ϕϕuv)|∇ϕ|2−ϕϕu(2ϕuϕuv +2ϕvϕvv)

|∇ϕ|4
,

1− (ϕ2
v +ϕϕvv)|∇ϕ|2−ϕϕv(2ϕuϕuv +2ϕvϕvv)

|∇ϕ|4
,0
)〉

=− ϕv(ϕuϕv +ϕϕuv)|∇ϕ|2−ϕϕvϕu(2ϕuϕuv +2ϕvϕvv)

|∇ϕ|5

− ϕu

|∇ϕ|
+

ϕu(ϕ
2
v +ϕϕvv)|∇ϕ|2−ϕϕuϕv(2ϕuϕuv +2ϕvϕvv)

|∇ϕ|5

=
ϕϕuϕvv−ϕ3

u−ϕuϕ2
v−ϕϕvϕuv

|∇ϕ|3
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donde obtemos as seguintes expressões

〈J(e1),σu〉√
R2−1

=
ϕ3

v +ϕvϕ2
u−ϕϕvϕuu +ϕϕuϕuv√

ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2|∇ϕ|2
,

〈J(e1),σv〉√
R2−1

=− ϕ3
u +ϕuϕ2

v−ϕϕuϕvv +ϕϕvϕuv√
ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2|∇ϕ|2

.

(3-31)

Das expressões

(ϕ3
v +ϕvϕ

2
u−ϕϕvϕuu +ϕϕuϕuv)v =

3ϕ
2
vϕvv +ϕvvϕ

2
u +3ϕuϕvϕuv +ϕ(ϕ2

uv +ϕuϕuvv)−ϕ
2
vϕuu−ϕ(ϕvvϕuu +ϕvϕuuv),(√

ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2|∇ϕ|2
)

v
=

ϕϕv(1+ |∇ϕ|2)+(ϕ2−1)(ϕuϕuv +ϕvϕvv)√
ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2

|∇ϕ|2 +2
√

ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2(ϕuϕuv +ϕvϕvv),

(ϕ3
u +ϕuϕ

2
v−ϕϕuϕvv +ϕϕvϕuv)u =

3ϕ
2
uϕuu +ϕuuϕ

2
v +3ϕuϕvϕuv +ϕ(ϕ2

uv +ϕvϕuuv)−ϕ
2
uϕvv−ϕ(ϕuuϕvv +ϕuϕuvv),

e(√
ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2|∇ϕ|2

)
u
=

ϕϕu(1+ |∇ϕ|2)+(ϕ2−1)(ϕuϕuu +ϕvϕuv)√
ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2

|∇ϕ|2 +2
√

ϕ2(1+ |∇ϕ|2)−|∇ϕ|2(ϕuϕuu +ϕvϕuv),

temos que a igualdade 3-29 é garantida se, e somente se,

(1−ϕ
2)

ϕuuϕvv−ϕ2
uv

|∇ϕ|2 +1
−ϕ

ϕvv(ϕ
2
u +1)−2ϕuϕvϕuv +ϕuu(ϕ

2
v +1)

|∇ϕ|2 +1
+ |∇ϕ|2 = 0,

que coincide com a expressão 2-4 que caracteriza a superfície isocurvada. Logo a função
ψ existe se, e somente se, S é uma superfície isocurvada. Foram então encontradas as
condições necessárias para S ser de fato perpendicular às h-geodésicas de CΣ, o fato de
Σ ser imersão garante a existência da função ψ, com o que concluímos esta parte da
demonstração.

Para finalizar, foi assumido para os argumentos acima que TpS fosse não horizon-
tal, a fim de que pudéssemos tomar as h-geodésicas perpendiculares como semicírculos
e dar sentido à aplicação X em 3-24. Suponhamos agora que TpS é horizontal. Estamos
então diante dois casos possíveis, a saber, ou existe uma vizinhança U de p tal que, para
todo q ∈U , TqS é horizontal, ou p é tal que existe uma sequência de pontos pn em S que
converge a p tal que TpnS é não horizontal para cada n.
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No primeiro caso, a vizinhança U está contida num plano horizontal, o que
implica que ela é de fato uma superfície isocurvada. No segundo caso, e pelo argumento
principal desta demonstração, a condição de isocurvatura está garantida para todo ponto
pn, logo, por continuidade da curvatura Gaussiana, deve ser também satisfeita por p,
assim, S é uma superfície isocurvada. �

Observação 3.1 Da equação 3-13, temos que R(p) > 1, logo, em virtude do teorema

acima e a proposição 2.1 que classifica as superfícies isocurvadas, temos que as superfí-

cies geradas pelo nosso método são, de fato, superfícies isocurvadas do tipo elíptico.

3.2 Superfícies isocurvadas hiperbólicas

Uma pequena variação do método geométrico usado para construir superfícies
isocurvadas elípticas partindo de uma superfície mínima em R3, irá nos permitir construir
superfícies isocurvadas hiperbólicas a partir de superfícies mínimas tipo-tempo no espaço
de Minkowski L3, isto é (análogo á definição de L4 no capítulo 1), R3 com a métrica
de Lorentz ds2

L = dx2
1 +dx2

2−dx2
3. Uma breve introdução aos elementos geométricos no

espaço de Minkowsi pode ser encontrada no Apêndice A e as referencias aí citadas.
Para uma superfície dada Σ, do tipo tempo, orientada imersa em L3 com campo

normal unitário segundo a métrica de Minkowski, N, induzimos a congruência de h-
geodésicas, CΣ, como segue. Usando a nova métrica, definimos o centro σ e o plano
vertical contendo o circulo exatamente como foi feito no inicio da seção 3.1, a única
diferença está na escolha do raio: novamente consideramos o raio como a inversa do
tamanho da projeção horizontal de N, mas, dado que agora usamos a métrica de L3, o
comprimento desta projeção é agora maior ou igual a 1 (ver eq. 3-35). Neste sentido a
expressão de R muda e a função raio será agora menor ou igual a um, o que nos mostra
que, pela proposição 2.1, obteremos de fato superfícies isocurvadas hiperbólicas.

Observação 3.2 Os fatos estudados nesta seção são análogos aos estudados na seção

3.1, razão pela qual as demostrações serão um pouco mais diretas. Alguns dos detalhes

omitidos referentes à geometria no espaço de Lorentz-Minkowsi podem ser encontrados

no apêndice A.

Explicitamente, os elementos que que determinam a família de h-geodésicas CΣ

para uma superfície Σ de tipo-tempo dada como o gráfico X(u,v) = (u,v,ψ(u,v)) vem
dados por:

N =
Xu×L Xv

|Xu×Xv|L
=

(−ψu,−ψv,−1)
|(−ψu,−ψv,−1)|L

=
(−ψu,−ψv,−1)
(|∇ψ|2−1)1/2 , (3-32)
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note que, pelo fato de Σ ser de tipo-tempo, o campo N é de tipo-espaço, e assim
〈N,N〉L = |∇ψ|2−1> 0. Por outra parte, tomando novamente J como a rotação horizontal
por π/2 radianos, e Π12 a projeção sobre o plano horizontal x3 = 0 temos

σ(p) = Π12(p) = (u,v,0), (3-33)

e1(p) =
J(Π12(N(p)))
|Π12(N(p))|

=
(−ψv,ψu,0)
|∇ψ|

, (3-34)

R(p) =
1

|Π12(N(p))|
=

√
|∇ψ|2−1
|∇ψ|

. (3-35)

Análogo à seção anterior, vamos procurar por uma aplicação diferenciável
Y : Σ→ R3

+ da forma
Y = σ+R(cosθe1 + sinθe3), (3-36)

onde σ, e1, e R são definidos por 3-33, 3-34 e 3-35 respectivamente e θ : Σ→R é de novo
uma função diferenciável desconhecida tal que, para cada ponto p ∈ Σ onde Y é imersão,
o plano tangente a Y em Y (p) é ortogonal á h-geodésica de CΣ associada a p. Mais uma
vez, se Y satisfaz esta última condição, diremos que Y tem a propriedade ortogonal.

Teorema 3.3 Seja Σ uma superfície orientada em L3 com um campo de vetores normal

N e tal que, para cada p∈ Σ, TpΣ é não horizontal. A função θ, que aparece na expressão

da aplicação Y dada por (3-36), e tal que Y possuí a propriedade ortogonal, existe se,

e somente se, Σ é, ou uma superfície mínima (na métrica de Lorentz), ou um cilindro

vertical sobre uma curva contida no plano x3 = 0.

Prova. Inicialmente, vamos supor Σ como o gráfico de uma função diferenciável ψ

definida num domínio aberto Ω ⊂ ∂L3
+, usando u e v como coordenadas, escrevemos

uma carta local de Σ como
X(u,v) = (u,v,ψ(u,v)).

A função θ em 3-36 pode ser escrita nestas coordenadas locais como θ : ω→ R. Pela
propriedade ortogonal de Y , temos que

〈dY,−sinθe1 + cosθe3〉= 0.

Assim, nas direções de u e v, temos que

θu =
sinθ

R
〈σu,e1〉, θv =

sinθ

R
〈σv,e1〉 (3-37)
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Fazendo a mudança de variáveis sinθ = 1/coshβ, cosθ = tanhβ, obtemos que

βu =−
〈σu,e1〉

R
e βv =−

〈σv,e1〉
R

(3-38)

e a condição de integrabilidade de Frobenius é dada novamente por(
〈σv,e1〉

R

)
u
=

(
〈σu,e1〉

R

)
v

(3-39)

Aplicando as expressões 3-33, 3-34 e 3-35 (esta última é quem marca a maior
diferença com o resultado do teorema 3.1) em 3-39, temos que(

〈σv,e1〉
R

)
u
=

ψuu(|∇ψ|2−1)−ψu(ψuψuu +ψvψuv)

(|∇ψ|2−1)3/2 ,(
〈σu,e1〉

R

)
v
=
−ψvv(|∇ψ|2−1)+ψv(ψuψuv +ψvψvv)

(|∇ψ|2−1)(3/2)
.

(3-40)

Logo, (βu)v = (βv)u se, e somente se,

ψuu(|∇ψ|2−1)−ψu(ψuψuu +ψvψuv) =−ψvv(|∇ψ|2−1)+ψv(ψuψuv +ψvψvv)

⇔ (ψuu +ψvv)(ψ
2
u +ψ

2
v−1)−ψ

2
uψuu−ψ

2
vψvv−2ψuψvψuv = 0

⇔ ψuu(ψ
2
v−1)−2ψuψvψuv +ψvv(ψ

2
u−1) = 0

⇔ ψuu(1−ψ
2
v)+2ψuψvψuv +ψvv(1−ψ

2
u) = 0.

(3-41)

Isto é, Y possui a propriedade ortogonal se, e somente se Σ é uma superfície
mínima (ver no Ap. A, equação A-10). Para demostrar a parte referente aos cilindros
verticais, note que para uma parametrização arbitraria X̃= (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) temos
novamente R = 1 e xuyv−yuxv = 0 nos pontos nos quais o vetor normal é horizontal, com
o que a condição de integrabilidade nestes pontos é a mesma encontrada na equação 3-18
na demostração do teorema 3.1, onde já foi garantida, o que conclui nossa demostração.
�

Mostramos agora, analogamente ao teorema 3.2, que as superfícies ortogonais à
congruência CΣ são novamente superfícies isocurvadas.

Teorema 3.4 Seja S uma superfície imersa em L3
+. Se S é ortogonal às h-geodésicas da

congruência CΣ induzida por uma superfície imersa Σ orientada tipo tempo, então S é

uma superfície isocurvada.

Prova. Seja p ∈ S com TpS não vertical nem horizontal. Em uma vizinhança do ponto p, a
superfície S pode ser vista como o gráfico de uma função ϕ suave definida num domínio
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Ω no plano x3 = 0 nas coordenadas u e v, denotando assim o gráfico como

Y (u,v) = (u,v,ϕ(u,v)).

Por hipótese, a superfície S é ortogonal à família de h-geodésicas CΣ, logo em
cada ponto de ϕ(Ω) temos a direção e1, o centro σ e raio R da h-geodésica de CΣ associada,
dados em termos de ϕ novamente pelas equações 3-21, 3-22 e 3-23, e assim, existe uma
função diferenciável ψ definida em Ω tal que Σ é localmente parametrizada por uma
aplicação X dada por

X(u,v) = σ(u,v)+ψ(u,v)e3. (3-42)

Tomando N o campo normal euclidiano unitário, e o raio em termos da função ψ, temos
que

N =
[−ψu,−ψv,1]√
|∇ψ|2 +1

e R =

√
|∇ψ|2−1
|∇ψ|

logo, sendo θ o ângulo entre N e o plano x3 = 0, a relação entre o ângulo θ e o raio é dada
por

R =
√

1− tan2 θ,

donde, pela nossa construção geométrica de CΣ,

N =−cosθJ(e1)+ sinθe3 =
−J(e1)√

2−R2
+

√
1−R2

2−R2 e3.

A ortogonalidade de N com respeito a Σ implica que

0 = 〈Xu,N〉=−
〈σu,J(e1)〉√

2−R2
+ψu

√
1−R2

2−R2

e

0 = 〈Xv,N〉=−
〈σv,J(e1)〉√

2−R2
+ψv

√
1−R2

2−R2 ,

donde
ψu =

〈σu,J(e1)〉√
1−R2

e ψv =
〈σv,J(e1)〉√

1−R2
(3-43)

e a condição de integrabilidade de Frobenius para ψ fica dada pela igualdade(
〈σu,J(e1)〉√

1−R2

)
v
=

(
〈σv,J(e1)〉√

1−R2

)
u
. (3-44)
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fazendo uso das equações 3-21, 3-22 e 3-23, obtemos que

〈J(e1),σu〉√
1−R2

=
ϕ3

v +ϕvϕ2
u−ϕϕvϕuu +ϕϕuϕuv√

|∇ϕ|2−ϕ2(1+ |∇ϕ|2)|∇ϕ|2
,

〈J(e1),σv〉√
1−R2

=− ϕ3
u +ϕuϕ2

v−ϕϕuϕvv +ϕϕvϕuv√
|∇ϕ|2−ϕ2(1+ |∇ϕ|2)|∇ϕ|2

.

donde, traz calcular as derivadas cruzadas, temos que o sistema 3-44 é integrável se e
somente se

(1−ϕ
2)(ϕuuϕvv−ϕ

2
uv)−ϕ(ϕuu(ϕ

2
v+1)−2ϕuϕvϕuv+ϕvv(ϕ

2
u+1))+|∇ϕ|2(|∇ϕ|2+1)= 0

isto é, se e somente se S é isocurvada, como por hipótese Σ é imersão a integrabilidade
está garantida, logo S é isocurvada, como queríamos demostrar. �



CAPÍTULO 4
Exemplos

Baseados principalmente nos métodos estabelecidos no capítulo 3, mostraremos
no presente capítulo alguns exemplos relevantes de superfícies isocurvadas elípticas,
hiperbólicas e parabólicas.

É preciso também mencionar que nem todas as superfícies isocurvadas podem
ser classificadas globalmente entre elípticas, hiperbólicas e parabólicas, isto é, existem
superfícies isocurvadas suaves que mudam de tipo (de elíptico a hiperbólico e vice-
versa) com curvas suaves onde são parabólicas (o espaço de pontos com geodésicas
perpendiculares de raio 1). Um exemplo simples deste tipo de superfícies é a família
de cones vista na Figura 1.1 (a), cujas superfícies são elípticas nos pontos com x3 <

cos(θ/2), parabólicas no nível x3 = cos(θ/2) e hiperbólicas nos pontos nos quais x3 >

cos(θ/2), onde θ é o ângulo de abertura do cone.

4.1 Superfícies isocurvadas elípticas

Lembrando do visto no capitulo 3, utilizando o nosso método geométrico para a
congruência de geodésicas CΣ a partir de uma superfície minima, imersa e simplesmente
conexa Σ em R3, garantimos a existência de superfícies ortogonais a CΣ que além disso
resultam ser isocurvadas, com isto, temos a possibilidade de construir exemplos de
superfícies isocurvadas a partir da grande quantidade de superfícies mínimas conhecidas
na literatura (ver, por exemplo [6], [7], [24]), é natural então pensar nas superfícies
mínimas mais representativas e procurar sua superfície isocurvada associada para obter os
exemplos mais interessantes. Nesse sentido, a limitada quantidade de superfícies mínimas
que podem ser representadas como o gráfico de uma função diferenciável (em um domínio
suficientemente grande para se tornar interessante) supõe uma dificuldade, para nossa
sorte, encontramos uma interpretação que irá nos librar do limitado mundo dos gráficos.

De 3-14 e 3-15 temos que

dβ =
Ψu√

1+ |∇Ψ|2
dv− Ψv√

1+ |∇Ψ|2
du., (4-1)
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Segundo [18], se Ψ é solução da EDP de gráfico mínimo (3-16) definida num domínio
simplesmente conexo D⊂R2, a equação 4-1 é uma forma exata em D, e β= β(u,v), coin-
cide com a terceira coordenada x∗3(u,v) da imersão conjugada X∗ (superfície conjugada)
de X(u,v) = [u,v,Ψ(u,v)], ainda quando X∗ não é o gráfico de β.

Nesse sentido, no nosso método para encontrar as superfícies isocurvadas, pro-
curamos por uma parametrização equivalente à descrita na seção 3.1:

Y = σ(p)+R(p)[(tanhβ)e1 +(coshβ)e3], (4-2)

para o que precisaremos simplesmente de exemplos de superfícies mínimas e as suas su-
perfícies conjugadas sem exigir gráficos de nenhuma espécie, reduzindo nosso problema
à geração de superfícies mínimas em R3 e calcular sua correspondente superfície isocur-
vada.

Na década de 1860, Karl Weierstrass (1815-1897) e Alfred Enneper (1830-1885)
mostraram um método simples e eficiente para a geração de superfícies mínimas a partir
de duas funções f (analítica) e g (meromorfa) arbitrarias definidas no plano complexo
ou o disco unitário, tais que f g2 é holomorfa ([6], [12], [13]). Assim, uma superfície
mínima pode ser representada a partir das funções f e g, chamadas também de dados de

Weierstrass da superfície.
Usando esta representação de Weierstrass (as vezes chamada também de

Weierstrass-Enneper) para obter superfícies mínimas e suas superfícies conjugadas ob-
temos agora também uma base para a geração de infinidade de exemplos não triviais de
superfícies isocurvadas.

4.2 Exemplos de superfícies isocurvadas elípticas

4.2.1 Superfície isocurvada de revolução

As duas superfícies mínimas mais conhecidas são talvez o helicóide e o cate-
nóide, sendo uma a conjugada da outra, o helicoide é (em geral, e além do plano) a única
superfície mínima regrada, enquanto seu par, o catenoide, é a única superfície minima de
revolução (ver [7] sec. 3.5). Dentre as diferentes parametrizações para o helicoide, traba-
lhamos com a dada pela representação de Weierstrass para os dados f = iez e g = ce−z

com z = x+ iy,

X(x,y) =
[(

c2 e−x−ex

2

)
siny,

(
c2 e−x−ex

2

)
cosy,−cy

]
, (u,v)∈Ω⊂R2, c = cte.∈R,

(4-3)
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(a) Helicoide. (b) Catenoide.

Figura 4.1: Helicoide e catenoide (Para c = 2 em 4-3 e 4-4).

que generaliza o helicoide descrito em [7], esta representação é também mais apropriada
pela sua relação com a tangente e o cosseno hiperbólicos que utilizaremos depois na
construção da nossa superfície isocurvada. Sua superfície conjugada é o catenóide

X(x,y) =
[(

c2 e−x+ex

2

)
cosy,−

(
c2 e−x+ex

2

)
siny,cx

]
. (4-4)

ver Figura 4.1.
Construímos agora os elementos necessários para a expressão explícita da (fa-

mília) isocurvada, isto é, o centro σ, o vetor normal N, o vetor horizontal e1 e o raio das
nossas h-geodésicas em CΣ nas coordenadas x e y de acordo com as equações 3-2 e 3-3:

σ(x,y) =
[(

c2 e−x−ex

2

)
siny,

(
c2 e−x−ex

2

)
cosy,0

]
, (4-5)

N(x,y) =
[−c2 e−x+ex

2 siny,−c2 e−x+ex

cos y,0]× [c2 e−x−ex

2 cosy, c2 e−x−ex

2 siny,−c]

|[−c2 e−x+ex

2 siny,−c2 e−x+ex

cos y,0]× [c2 e−x−ex

2 cosy, c2 e−x−ex

2 siny,−c]|

=

[
2cex

e2x+c
cosy,− 2cex

e2x+c
siny,

c2− e2x

e2x+c2

]
,

(4-6)

e1(x,y) =

[
2cex

e2x+c siny, 2cex

e2x+c cosy,0
]

∣∣∣[ 2cex

e2x+c cosy,− 2cex

e2x+c siny,0
]∣∣∣ = [siny,cosy,0] (4-7)

e

R(x,y) =
1∣∣∣[ 2cex

e2x+c siny, 2cex

e2x+c cosy,0
]∣∣∣ = c2 e−x+ex

2c
. (4-8)

Note que o campo normal à superfície é a rotação do campo N(x,0) em torno do eixo
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(a) Superfície resultante para c = 2 em 4-9. (b) Desenho para c = 1/2 em 4-9.

Figura 4.2: Superfície isocurvada de revolução

vertical, e, pelo fato de Σ ser periódica no eixo vertical, N(x,y) é também periódico de
período 2π na coordenada v, o que se traduz posteriormente em uma congruência CΣ

periódica em torno ao eixo vertical e motiva a identificar a nossa superfície isocurvada
como uma superfície de rotação.

Obtemos assim a família de superfícies isocurvadas no parâmetro real c dada por

Y=σ(x,y)+R(cosθe1 + sinθe3)

=σ(x,y)+R(tanhβe1 +
e3

coshβ
)

=

[(
c2 e−x−ex

2

)
siny,

(
c2 e−x−ex

2

)
cosy,0

]
+

(
c2 e−x+ex

2c

)[
siny tanhcx,cosy tanhcx,

1
coshcx

]
=

[
−e−x(e2cx(e2x(c−1)c2(c+1))+ e2x(c+1)− c2(c−1))

2c(e2cx+1)
siny,

−e−x(e2cx(e2x(c−1)c2(c+1))+ e2x(c+1)− c2(c−1))
2c(e2cx+1)

cosy,
ex(c−1)(e2x+c2)

c(e2cx+1)

]
.

(4-9)

Na Figura 4.2 encontramos um esboço da superfície para dois valores de c.

4.2.2 Superfície isocurvada 1-periódica

Como foi mencionado acima, o helicóide é um exemplo de superfície periódica
no eixo vertical, o que forneceu afinal uma superfície isocurvada de rotação, baseados
agora numa superfície mínima periódica ao longo de um eixo horizontal, a projeção do
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Figura 4.3: Superfície mínima de Catalan. Esq. Um ciclo (para
y ∈ (0,2π)). Dir. Alguns ciclos de Σ ao longo do eixo
x2.

campo normal será novamente periódica mas desta vez se dará ao longo do eixo, o que
se traduz numa congruência de geodésicas (e ad posteriori numa superfície isocurvada)
1−periódica (periódica ao longo de uma direção) também ao longo desse eixo. O exemplo
clássico de uma dita superfície mínima "horizontalmente 1−periódica"é a superfície de
Catalan (Figura 4.3), descoberta pelo matemático belga E. C. Catalan (1814-1894) em
1885, que soluciona o problema de Björling para uma cicloide ao longo de uma linha reta
(ver [6]), o que a faz ideal para o nosso propósito.

Com os dados de Weierstrass (z,1/z) para z = r eit , obtemos a parametrização

X=

[
1
4

r2(cos2 t− sin2 t)− lnr
2

,−1
2
(r2 sin t cos t + t),r cos t

]
, (4-10)

e X∗3 = r sin t, com o que definimos os vetores

N(x,y) =
[

2r cos t
r2 +1

,−2r sin t
r2 +1

,
1− r2

r2 +1

]
, (4-11)

e1(x,y) =

[
2r sin t
r2+1 ,

2r cos t
r2+1 ,0

]
∣∣∣[2r cos t

r2+1 ,−2r sin t
r2+1 ,0

]∣∣∣ = [sin t,cos t,0] (4-12)

e o raio

R =
1∣∣∣[2r cos t

r2+1 ,−2r sin t
r2+1 ,0

]∣∣∣ = r2 +1
2r

, (4-13)

e obtemos a superfície isocurvada parametrizada por

Y(x,y) =
[

1
4

r2(cos2 t− sin2 t)− lnr
2

,−1
2
(r2 sin t cos t + t),0

]
+

r2 +1
2r

[
sin(t) tanh(r sin t),cos(t) tanh(r sin t),

1
cosh(r sin t)

] (4-14)
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Figura 4.4: Superfície isocurvada associada à superfície mínima
de Catalan. Esq. Um ciclo. Dir. Alguns ciclos ao longo
o eixo x2.

cuja representação gráfica pode ser vista na Figura 4.4.

4.2.3 Superfície isocurvada tipo Scherk

Uma outra superfície minima conhecida é a superfície minima de Scherk, a qual,
além de ter propriedades interessantes no estudo das superfícies mínimas, proporciona um
exemplo de superfície isocurvada 2−periódica. Foi apresentada em 1848 pelo matemático
alemão Heinrich Scherk no seu trabalho Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb

gegebener Grenzen, sendo o primeiro exemplo de uma superfície minima completa,
imersa e 2−periódica, pelo que sua congruência de geodésicas é também dois periódica.

A superfície em questão, chamada também às vezes de primeira superfície de

Scherk, pode ser escrita como o gráfico da equação

ϕ(x,y) = ln
cosy
cosx

, (4-15)

com o que podemos aplicar nosso método usando as equações para gráficos estudadas
no capítulo 3. É preciso agora mencionar que a superfície conjugada vem dada por
ϕ∗(x,y) = arcsin(sinxsiny). Esta superfície é chamada de segunda superfície de Scherk

ou torre de Scherk, ela é novamente uma superfície periódica (no eixo vertical) e foi
posteriormente generalizada ao conceito de Saddle towers ou torres de selas.

Dando passo ao nosso assunto central, calculamos o vetor normal N, o vetor
horizontal e1 e o raio das nossas h-geodésicas em CΣ em termos das coordenadas x e y
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Figura 4.5: Superfície mínima de Sherk. Um periodo (esq.) e 9
períodos (dir.)

obtendo

N(x,y) =
[− tanx, tany,1]
|[− tanx, tany,1]|

=

[
− sinxcosy√

cos2 xsin2 y+ cos2 y
,

sinycosx√
cos2 xsin2 y+ cos2 y

,
cosxcosy√

cos2 xsin2 y+ cos2 y

]
,

e1(x,y) =

[
− sinycosx√

cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y
,− sinxcosy√

cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y
,0

]
(4-16)

e

R(x,y) =
1∣∣∣∣[− sinxcosy√

cos2 xsin2 y+sin2 xcos2 y
, sinycosx√

cos2 xsin2 y+sin2 xcos2 y
,0
]∣∣∣∣

=

√
cos2 xsin2 y+ cos2 y√

cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y
,

(4-17)
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a) Superfície isocurvada tipo Scherk
b) Vistas frontal e superior

Figura 4.6: Superfície isocurvada associada à primeira superfície
mínima de Sherk.

donde obtemos a parametrização da nossa superfície isocurvada (ver na Fig. 4.6)

Y(x,y) =σ(x,y)+R(cosθe1 + sinθe3)

=[x,y,0]+

√
cos2 xsin2 y+ cos2 y√

cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y

([
−sinycosx tanh(arcsin(sinxsiny))√

cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y
,

−sinxcosy tanh(arcsin(sinxsiny))√
cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y

,0

]
+

[
0,0,

1
cosh(arcsin(sinxsiny))

])

=

[
x− sinycosx

√
cos2 xsin2 y+ cos2 y

cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y
tanh(arcsin(sinxsiny)),

y− sinxcosy
√

cos2 xsin2 y+ cos2 y
cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 y

tanh(arcsin(sinxsiny)),√
cos2 xsin2 y+ cos2 y√

cos2 xsin2 y+ sin2 xcos2 ycosh(arcsin(sinxsiny))

]
.

(4-18)

4.3 Superfícies isocurvadas hiperbólicas

Para trabalhar com superfícies mínimas de tipo-tempo, é preciso definir alguns
aspectos análogos aos trabalhados em R3 para superfícies mínimas como as utilizadas
para gerar exemplos de superfícies isocurvadas elípticas. Além do visto no Apêndice A,
introduzimos a seguir, alguns conceitos necessários para nosso objetivo.
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Seja M uma variedade bidimensional conexa e orientável. Uma função
f : M → R, nas coordenadas u e v, é dita Lorentz-holomorfa se fv = 0 e Lorentz-anti-

holomorfa se fu = 0, isto é, f (u,v) = f (u) ou f (u,v) = f (v) respectivamente.
De um modo análogo ao mostrado por Weierstrass e Enneper para superfícies

mínimas, existe uma certa representação de Weierstrass para superfícies mínimas de tipo-
tempo no espaço de Lorentz-Minkowski L3 com funções Lorentz-holomorfas e Lorentz-
anti-holomorfas. Nesse sentido, o seguinte resultado é obtido de [15].

Teorema 4.1 (Representação de Weierstrass para superfícies minimas de tipo-tempo em
L3) Sejam q,r : M→L3 funções Lorentz-holomorfa e Lorentz-anti-holomorfa respectiva-

mente. Então o sistema

ϕu =

(
1
2
(1+q2),−12(1−q2),−q

)
f (u)

ϕv =

(
−1

2
(1+ r2),−12(1− r2),−r

)
g(v)

(4-19)

define uma superfície mínima de tipo-tempo ϕ : M → L3. Onde f (u) e g(v) são tam-

bém aplicações Lorentz-holomorfa e Lorentz-anti-holomorfa respectivamente. Reciproca-

mente, toda superfície mínima tipo-tempo pode ser representada pelo sistema 4-19 salvo

translações.

A prova do teorema acima pode ser encontrada também em [15], acompanhada
da seguinte definição.

Definição 4.2 Seja ϕ(u,v) = X(u) +Y (v) uma superfície mínima tipo-tempo. Então,

claramente, ϕ∗(u,v) = X(u)− Y (v) é também uma superfície mínima tipo-tempo. A

superfície ϕ∗ é chamada de superfície mínima tipo-tempo conjugada de ϕ.

Finalmente, neste caso, a função β em 3-38 resulta ser o menos da função altura
de X∗, que chamaremos de X∗3, isto é, β = −X∗3. Com o que novamente fazemos uso da
representação de Weierstrass em 4-19 para gerar superfícies mínimas que serão base para
exemplos de superfícies isocurvadas hiperbólicas.

4.3.1 Superfície isocurvada Hiperbólica tipo Enneper

Em 1864 Alfred Enneper apresentou uma superfície mínima para os dados de
Weierstrass (1,z) que não é imersão em R3 e que, conjuntamente com o catenóide, são
as únicas superfícies mínimas com curvatura total igual a −4π [19]. No espaço L3 [15]
e dimensões superiores [4], existem também superfícies do tipo Enneper tipo-tempo que
vamos usar para gerar um exemplo hiperbólico de superfície isocurvada.
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a) Superfice de Lorentz-Enneper b) A superfície e a sua conjugada

Figura 4.7: Superfície mínima Lorentz Enneper e a sua conjugada.

Seguindo [10] (onde podem se encontrar vários outros exemplos de superfícies
Lorentz Enneper) e [15], consideramos a superfície de Enneper tipo-tempo dada por

X(x,y) = A(x)+B(y)

onde

A(x) =
1
2

[
x2,x− x3

3
,x+

x3

3

]
e B(y) =

1
2

[
−y2,y− y3

3
,−y− y3

3

]
.

De maneira explícita,

X(x,y) =
[

x2

2
− y2

2
,
x3

6
− x

2
+

y3

6
− y

2
,
x3

6
+

x
2
− y3

6
− y

2

]
, (4-20)

donde, pelo teorema 4.1, a superfície conjugada X∗ vem dada por

X∗(x,y) =
[

x2

2
+

y2

2
,
x3

6
− x

2
− y3

6
+

y
2
,
x3

6
+

x
2
+

y3

6
+

y
2

]
. (4-21)

Na Figura 4.7 ilustramos as superfícies X e X∗.
Com a parametrização 4-20, calculamos o campo normal NL e o raio e direção

e1 das h-geodésicas em CX como segue

NL =
Xx×L Xy

|Xx×L Xy|L
=

[
−xy+1

xy−1
,

y− x
xy−1

,− x+ y
xy−1

]
, (4-22)

R =
1

|Π12(NL)|
=

xy−1√
(x2 +1)(y2 +1)

, (4-23)
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Figura 4.8: Superfície isocurvada asociada à superfície Lorentz
Enneper.

e1 =
J(Π12(NL))

|Π12(NL)|L
=

[
y−x
xy−1 ,

xy+1
xy−1 ,0

]
∣∣∣[−xy+1

xy−1 ,
y−x
xy−1 ,0

]∣∣∣
=

[
y− x√

(x2 +1)(y2 +1)
,

xy+1√
(x2 +1)(y2 +1)

,0

]
.

(4-24)

Fazendo uso de 4-23, 4-24 e 4-21 obtemos a parametrização Y(x,y) da superfície
isocurvada associada a X

Y(x,y) = σ(u,v)+R [cosθe1 + sinθe3]

=σ(u,v)+R

[
tanh(−X∗3)e1 +

1
cosh

(
−X∗3

)e3

]

=

[
y2x4− x2y4

2(y2 +1)(x2 +1)
+ tanh

(
3x+ x3 +3y+ y3

6

)
(x− y)(xy−1)
(y2 +1)(x2 +1)

+
x4− y4 + x2− y2

2(y2 +1)(x2 +1)
,

−x5y2− x2y5

6(y2 +1)(x2 +1)
+ tanh

(
3x+ x3 +3y+ y3

6

)
x2y2−1

(y2 +1)(x2 +1)

+
(x+ y)(x3y− x4 + x2y2 +2x2 + xy3− y4 +2y2 +3)

6(y2 +1)(x2 +1)
,

xy−1√
(y2 +1)(x2 +1)cosh

(
3x+x3+3y+y3

6

)
 .

(4-25)

Parte desta superfície pode ser vista na Figura 4.8.
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Figura 4.9: Curva tractriz. Para a = 1, os semicírculos de raio 1
são perpendiculares à curva.

4.4 Superfícies isocurvadas parabólicas

Como é mencionado em [2], não é conhecido ainda um método geral para a ge-
ração de exemplos não-triviais de superfícies isocurvadas parabólicas, porém, lembrando
o teorema 2.1 no capítulo 2, sabemos que estas devem ser perpendiculares a uma família
de h-geodésicas de raio ρ = 1; pela sua definição coloquial, uma curva tractriz define a
trajetória de um objeto que aponta a um ponto fixo e é "puxado"desde um eixo horizontal
l por um ponto P que se move em linha reta a uma distancia constante a, logo, a curva
tractriz é, em todo ponto, perpendicular a um semicírculo com centro em l e de raio a,
nesse sentido (Fig. 4.9), fazendo a = 1, a superfície na Figura 1.1 (b) é um exemplo
(quase trivial) de superfície isocurvada parabólica.

Uma certa generalização do exemplo acima é fornecida por Robert Bryant em
resposta a uma pergunta de P. Roitman em MathOverflow.net ([2], [9]) sobre estudos
prévios a [2] sobre superfícies isocurvadas. A família de exemplos de Bryant tem para-
metrizações da forma

X(u,v) = [a(u)+ cosu(v− tanhv),b(u)+ sinu(v− tanhv),sechv], (4-26)

onde a(u) e b(u) são funções diferenciáveis tais que

a′(u)cosu+b′(u)sinu = 0.

A escolha mais simples, a(u) ≡ b(u) ≡ 0, gera a superfície de revolução com
respeito ao eixo x3 que tem à tractriz como curva de perfil (ver Figura 4.10 (a)). Uma
outra escolha (Fig. 4.10 (b)) da como resultado uma superfície tendo a tractriz como
curva de perfil regrada por curvas logarítmicas.
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a) Rotação da tractriz

b) Superfície isocurvada parabólica para a(u) =− ln tan(2s+π

4 ) e b(u) = ln tan( s
2).

Figura 4.10: Superfícies isocurvadas parabólicas.



APÊNDICE A
Geometria de superfícies no espaço de
Lorentz-Minkowski

No presente apêndice, vamos fazer uma curta introdução à geometria diferencial
de superfícies no espaço de Lorentz-Minkowski L3 utilizado ao longo do capitulo 3
(Sec. 3.2 e 4.3), em especial para superfícies de tipo-tempo, começando pelos elementos
geométricos básicos do espaço e pulando depois até a geometria das superfícies e os
conceitos de curvatura já utilizados nas demostrações de alguns teoremas. Um estudo
mais completo da geometria diferencial de curvas e superfícies no espaço de Lorentz-
Minkowski pode ser encontrado em [16], de onde será tomada a maior pate da informação
neste resumo, e onde podem se encontrar também algumas demonstrações que aqui
omitimos.

A.1 Conceitos básicos

[25]Consideramos V um espaço vetorial n−dimensional sobre os reais, uma
forma bilinear simétrica q : V ×V → R é dita

1. positiva (resp. negativa) definida se u 6= 0 implica q(u,u) > 0 (resp. q(u,u) < 0)
para todo u ∈V ,

2. não-degenerada se q(u,v) = 0 para todo v em V implica u = 0,
3. indefinida se existem u e v em V tais que q(u,u)< 0 e q(v,v)> 0.

Uma forma bilinear simétrica não-degenerada q é chamada de produto escalar. Dado um
produto escalar 〈,〉 em V , dois vetores u,v ∈V são ditos ortogonais se 〈u,v〉= 0.

Definição A.1 Um vetor v 6= 0 em um espaço V com produto escalar 〈,〉 indefinido é dito

1. de tipo-espaço se 〈v,v〉> 0,

2. de tipo-tempo se 〈v,v〉< 0 ou

3. de tipo-luz se 〈v,v〉= 0.
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O número de vetores de tipo-tempo em uma base ortonormal de um espaço V dotado
de uma produto escalar não depende da escolha da base [11], e é chamado de índice do
produto escalar, ou índice de (V,〈,〉).

Seja R3 o espaço vetorial real com a sua estrutura usual, denotamos por B =

{e1,e2,e3} a sua base canônica, onde e1 = {1,0,0}, e2 = {0,1,0} e e3 = {0,0,1}, e por
(x1,x2,x3) as coordenadas de um vetor x respeito à base B. A métrica usual em R3 é a
chamada métrica Euclidiana 〈,〉e dada por

〈u,v〉e = u1v1 +u2v2 +u2v3.

Definição A.2 O espaço de Lorentz-Minkowski é o espaço métrico L3 = (R3,〈,〉L) onde

a métrica 〈,〉L é

〈u,v〉L = u1v1 +u2v2−u2v3, (A-1)

e é chamada de métrica Lorentziana (as vezes referida também como métrica de Min-

kowski).

De acordo com a definição A.1, um vetor v ∈ L3 vai ser chamado de tipo-espaço

se 〈v,v〉L > 0, de tipo-tempo se 〈v,v〉L < 0 ou de tipo-luz se 〈v,v〉L = 0. Como pode ser
visto facilmente, a mesma base canônica B é base para L3, e assim L3 é um espaço com
índice 1 (e3 é de tipo-tempo). Em geral os espaços vetoriais com produto escalar são
chamados de Euclidianos se o produto escalar tem índice 0 e Lorentzianos quando tem
índice 1.

Segundo diferentes autores o vetor v = 0 pode ser considerado como de qualquer
dos tipos acima enumerados, no presente trabalho, consideramos o vetor 0 como de tipo-
espaço, com isto, o cono de luz, C = {(x,y,z) ∈ L3 : x2

1 + x2
2− x2

3 = 0}−{(0,0,0)}, e o
conjunto de vetores de tipo-tempo, T = {(x,y,z) ∈ L3 : x2

1 + x2
2− x2

3 < 0}, são conjuntos
com duas componentes conexas cada um (ver Figura A.1).

Dado um subespaço vetorial U ⊂ L3, consideramos a métrica induzida 〈,〉U :

〈u,v〉U = 〈u,v〉L, u,v ∈U. (A-2)

Classificamos um subespaço U de L3 como

1. de tipo-espaço se a métrica 〈,〉U é definida positiva,
2. de tipo-tempo se a métrica 〈,〉U tem índice 1,
3. de tipo-luz se a métrica 〈,〉U é degenerada.

Pode se mostrar que U é um subespaço de tipo-espaço (resp. tipo-tempo) se e
somente se U⊥ é de tipo-tempo (resp. tipo-espaço). Dois vetores de tipo-espaço u,v ∈ L3

são linearmente independentes se, e somente se, 〈u,v〉= 0.
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Figura A.1: Representação clássica do espaço L3 (Esq.) e a pseu-
doesfera unitária (Dir.). Os conjuntos de luz e tempo,
C e T , tem cada um dois componentes disjuntos, os
quais são em ocasiões referidos como futuros e passa-
dos, um vetor v de tipo-tempo, por exemplo, se consi-
dera dirigido para o futuro se está contido no mesmo
cone de tempo que o vetor e3, isto é, se 〈v,e3〉L < 0, e
é dito dirigido ao passado se 〈v,e3〉L > 0

.

Proposição A.3 Seja P ⊂ L3 um plano vetorial. As seguintes afirmações são equivalen-

tes:

1. P é um subespaço de tipo-tempo.

2. P contem dois vetores de tipo-espaço linearmente independentes.

3. P contem um vetor de tipo-tempo.

Proposição A.4 Seja P ⊂ L3 um plano vetorial. Seja η um vetor ortogonal a P respeito

à métrica Euclidiana. Então P é um plano de tipo-espaço (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se,

e somente se η é um vetor de tipo-tempo (resp. tipo-espaço, tipo-luz).

Dado um vetor u em L3 (resp. R3) a sua norma é definida por |u|L =
√
|〈u,u〉L|

(resp. |u|e =
√
〈u,u〉e). Um vetor será dito unitário se a sua norma é 1. O lugar geométrico

dos vetores unitários está composto pelos hiperboloides de uma folha x2 + y2− z2 = 1
(para os vetores de tipo-espaço) e de duas folhas x2 + y2− z2 = −1 (para os vetores de
tipo-tempo) representados na Figura A.1.

Se u é um vetor de tipo-tempo, o cono de tipo-tempo de u é o conjunto C(u) =

{v ∈ T : 〈u,v〉L < 0}, este conjunto é no vazio, pois u ∈C(u).
Uma das diferencias entre R3 e L3 é a veracidade da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, que mostra que se u,v ∈ R3, então |〈u,v〉e| ≤ |u|e|v|e, e a igualdade é atingida



A.1 Conceitos básicos 59

só se u e v foram proporcionais. Não entanto, no espaço de Minkowski, e para vetores de
tipo-tempo, existe uma certa desigualdade de Cauchy-Schwarz invertida ([16]).

Teorema A.5 Sejam u,v ∈ L3 dois vetores de tipo-tempo. Então

|〈u,v〉L| ≥ |u|L|v|L

e a igualdade se tem se, e só se, u e v são proporcionais. No caso que ambos vetores

estiverem contidos no mesmo cono de tempo (〈u,v〉L < 0), existe um único número φ≥ 0
tal que

〈u,v〉L =−|u|L|v|L coshφ

o número φ acima definido, é chamado o ângulo hiperbólico (ou ângulo de tipo-tempo

[20] p. 59) entre u e v.

Cabe agora perguntar-se como definir o ângulo entre dois vetores quaisquer em
L3, porém, limitações geométricas próprias do espaço fazem que para certas combinações
de vetores isto não seja possível, (ver [16] Sec. 1.2 e Tma. 2.14). Em principio, sejam u, v

vetores linearmente independentes em L3−C (isto é, que não sejam de tipo-luz), o ângulo
entre eles pode ser definido dependendo do plano P determinado por u e v, e la métrica
induzida nele, a qual pode ser Riemanniana, Lorentziana ou degenerada.

1. Se o plano gerado é Riemanniano, a definição de ângulo entre os vetores (que no
caso são de tipo-espaço) é o usual do espaço Euclidiano.

2. Se o plano é Lorentziano, é isométrico ao espaço bidimensional de Lorentz-
Minkowski L2 e a definição de ângulo é invariante sob isometrias. É suficiente
agora considerar só os vetores unitários, O conjunto de vetores unitários de L2 tem
quatro componentes conexas,

T1
+ = {(x,y) ∈ L2 : x2− y2 =−1,y > 0}

T1
− = {(x,y) ∈ L2 : x2− y2 =−1,y < 0}

E1
+ = {(x,y) ∈ L2 : x2− y2 = 1,x > 0}

E1
− = {(x,y) ∈ L2 : x2− y2 =−1,x < 0}

os vetores em T1
+∩T1

− são de tipo-tempo e os contidos em E1
+∩E1

− são de tipo-
espaço. Já foi definido o caso em que os dois vetores estão no mesmo cone de
tempo. Considere agora dos vetores unitários de tipo-espaço contidos na mesma
componente (u,v ∈ E1

+ ou u,v ∈ E1
−) então, 〈u,v〉L ≥ 1, e se define o ângulo entre

dois vetores de tipo-espaço, como segue:

Definição A.6 Sejam u,v ∈ L3 dois vetores não nulos de tipo-espaço tais que

u/|u|L e v/|v|L estejam na mesma componente de vetores unitários, então o ângulo
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∠(u,v) = φ é o (único) número φ ∈ [0,∞) tal que

coshφ =
〈u,v〉L
|u|L|v|L

. (A-3)

Não definimos o ângulo entre dois vetores unitários (tipo-espaço ou tipo-tempo),
que não pertenceram á mesma componente, nem o ângulo entre vetores tipo-tempo
e tipo-espaço.

3. Um terceiro caso aparece quando o plano P é de tipo tempo. Necessariamente u e v

não são de tipo-tempo e neste caso não definimos o ângulo entre dois vetores.

O produto vetorial u×L v entre dois vetores u = (u1,u2,u3) e v = (v1,v2,v3) em
L3 é definido como

u×L v =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~−k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣ (A-4)

Note que, ao igual que em R3, (u×L v) ⊥ u e (u×L v) ⊥ v. E, se denotamos por u×e v

o produto vetorial Euclidiano, o produto u×L v é a reflexão de u×e v respeito ao plano
x3 = 0 [16].

Damos agora uma grande pulada na teoria da geometria diferencial em L3 para
passar a os conteúdos utilizados ao longo do nosso trabalho, em especial do terceiro
capitulo, introduzindo agora os conceitos de superfícies de tipo-tempo e tipo-espaço e
as suas curvaturas Gaussianas e medias, dando sustento ao mostrado particularmente nas
demonstrações dos teoremas 3.3 e 3.4.

A.2 Superfícies de tipo-tempo e tipo-espaço em L3

Seja M uma superfície regular, simplesmente conexa e (possivelmente) com
bordo ∂M não vazio. Seja x : M → L3 uma imersão, isto é, tal que dxp : TpM → R3 é
injetiva. Identificamos o plano tangente TpM com (dx)p(TpM), e consideramos a métrica
induzida (ou pullback) x∗(〈,〉p), dada por

x∗(〈,〉p)(u,v) =
〈
dxp(u),dxp(v)

〉
L , u,v ∈ TpM,

assim, x : (M,x∗〈,〉) → (L3,〈,〉L) é uma imersão isométrica. A métrica x∗ pode ser
definida positiva, de índice 1, ou degenerada.

Definição A.7 Seja M uma superfície. Uma imersão x : M→ L3 é dita de tipo-espaço,

(respectivamente tipo-tempo ou tipo-luz) se todos seus planos tangentes (TpM,x∗〈,〉p) são

de tipo-espaço (respectivamente tipo-tempo ou tipo-luz). Uma superfície não-degenerada

é uma superfície de tipo-espaço ou tipo-tempo.
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Note que a característica de uma superfície imersa em L3 independe de sua
posição no espaço, além disso, ela pode mudar seu tipo em diferentes pontos da mesma
superfície, pelo tanto uma superfície em geral não está necessariamente classificada
como um dos tipos acima descritos. Um exemplo de isto é a esfera S2 = {(x,y,z) ∈
R3 : x2 + y2 + z2 = 1}, a região {(x,y,z) ∈ S2 : |z| < 1/

√
2} é de tipo-tempo, a região

{(x,y,z) ∈ S2 : |z| > 1/
√

2} é do tipo-espaço, e os níveis {(x,y,z) ∈ S2 : |z| = 1/
√

2}
são de tipo-luz. Pelo argumento anterior, vamos tratar as condições de tipo-espaço e tipo-
tempo como um assunto local.

A.2.1 Cálculos locais de curvatura

Segundo [16], sec. 3.3, e as ideias em [7], mostramos agora o calculo em
coordenadas locais das curvaturas para uma superfície (de tipo-tempo ou espaço) imersa
em L3.

Consideramos a parametrização local ψ nas coordenadas u,v, dada por

ψ : I ⊂ R2→ L3,

de uma imersão em S. Seja B = {ψu,ψv} uma base local do TpS para p ∈ ψ(U).
Sejam E = 〈ψu,ψu〉L ,F = 〈ψu,ψv〉L ,G = 〈ψv,ψv〉L os coeficientes da primeira forma
fundamental respeito de B. Tomando o campo normal unitário

N =
ψu×L ψv

|ψu×L ψu|L
, (A-5)

os coeficientes da segunda forma fundamental vem dados por

e =−〈Nu,ψu〉L = 〈N,ψuu〉L ,

f =−〈Nv,ψu〉L = 〈N,ψuv〉L ,

e =−〈Nv,ψv〉L = 〈N,ψvv〉L .

Notamos

N = ε =

 −1, se S é de tipo-espaço

1, se Sé de tipo-tempo
(A-6)

e definimos as curvaturas média e Gaussiana por

H = ε
eG−2 f F +gE

2(EG−F2)
, K = ε

eg− f 2

2(EG−F2)
. (A-7)

Exemplo A.1 Sejam ϕ diferenciável em ω ⊂ R2, a superfície de tipo-tempo S dada por

X3 = ϕ(u,v) e X : Ω→ L3 a parametrização usual X(u,v) = (u,v,ϕ(u,v)), por A-4 e a
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definição de norma, o campo normal (de tipo-espaço) é dado por

N =
(−ϕu,−ϕv,−1)√
|∇ϕ|2−1

,com |∇ϕ|2 = ϕ
2
u +ϕ

2
v ,

note que se S for de tipo-espaço teríamos N de tipo-tempo e |∇ϕ|2− 1 < 0. Finalmente,

um cálculo direto fornece os coeficientes da primeira e segundas formas fundamentais

E = 1−ϕ2
u, F =−ϕuϕv, G = 1−ϕ2

v ,

e = ϕuu√
|∇ϕ|2−1

, f = ϕuv√
|∇ϕ|2−1

, g = ϕvv√
|∇ϕ|2−1

,
(A-8)

e as curvaturas média e gaussiana ficam determinadas por

H =
1
2

ϕuu(1−ϕ2
v)+2ϕuϕvϕuv +ϕvv(1−ϕ2

u)

(|∇ϕ|2−1)3/2 , K =−ϕuuϕvv−ϕ2
uv

(|∇ϕ|2−1)2 . (A-9)

Do exemplo anterior, concluímos também que o gráfico de uma função diferen-
ciável ϕ é uma superfície minima (H ≡ 0) respeito à métrica de Lorentz se, e somente se,

ϕuu(1−ϕ
2
v)+2ϕuϕvϕuv +ϕvv(1−ϕ

2
u) = 0 (A-10)

em todo ponto do domínio de ϕ.
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