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Resumo

Como professor das séries finais do ensino fundamental, tenho observado que dentre
as quatro operacOes béasicas, a divisao é a que apresenta maior grau de dificuldade
para os alunos. Tendo como motivagao diminuir essa dificuldade o presente trabalho
aborda a congruéncia modular como uma maneira de levar o aluno a enxergar a divisao
euclidiana sob um aspecto diferente. Considerando que desde os anos iniciais o aluno
tem contato com conceitos da aritmética modular, neste trabalho é sugerida uma abor-
dagem diferenciada do processo de divisibilidade. O estudo aborda topicos de algebra
em nivel avancado, para que o professor aprimore seus conhecimentos nesta area, e li-
mitado a propriedades operatoérias basicas com o cuidado de nao exceder a capacidade
de aprendizagem dos alunos desta fase do ensino. Sera apresentada uma aplicagao da
congruéncia modular em situagoes do cotidiano, e na resolucao de problemas basicos
de divisibilidade afim de tornar a aprendizagem mais interessante e atraente para o

aluno.

Palavras-chave

Aritmética, Divisibilidade, Algebra, Congruéncia, Polinémios.



Abstract

As a teacher in the final grades of elementary school, I have observed that among
the four basic operations, the division is the one that presents the greatest degree of
difficulty for students. With the motivation to reduce this difficulty, the present work
approaches the modular congruence as a way to take the student to see the Euclidean
division in a different aspect. Considering that since the early years the student has had
contact with concepts of modular arithmetic, in this work it is suggested a differentiated
approach to the divisibility process. The study addresses algebra topics at an advanced
level, so that the teacher can improve his knowledge in this area, and limited to basic
operative properties, taking care not to exceed the learning capacity of students at this
stage of teaching. An application of modular congruence will be presented in everyday
situations, and in solving basic problems of divisibility in order to make learning more

interesting and attractive to the student.

Keywords
Arithmetic, Divisibility, Algebra, Congruence, Polynomials.
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Introducao

A busca pelo desenvolvimento sempre foi algo inerente ao ser humano, desde o seu
surgimento até os dias atuais. A partir do momento em que passou a viver em grupo o
desejo de se adaptar, desvendar, melhorar, foi potencializado. Tais impulsos sao vistos
no desenvolvimento da linguagem como forma de manter a convivéncia nas comunida-
des e realizar atividades coletivas. Houve o mesmo senso em relagao aos nimeros, que
com perseveranca e paciéncia, ao longo dos séculos alcangou desenvolvimento notavel.
Muitas mentes dedicadas ao seu estudo e em muitos casos, vidas que foram sacrifica-
das, privadas de conforto e até ceifadas em consequéncia de suas descobertas (Galileu
Galilei para citar um exemplo). No entanto a marcha para o aperfeigpamento foi im-
placavel, e as transformagoes sofridas pela matematica de modo geral, e especialmente
pela teoria dos nimeros foram marcantes. A teoria dos nimeros, objeto de estudos
de tantas civilizacdes como, Egito, Babilonia, Roma, India, entre outras, sofreu um
aperfeicoamento tao significativo que se tornou um dos principais eixos da matematica
moderna, a aritmética. Esta trata das operacoes e das propriedades numéricas.

Neste trabalho aborda-se conceitos relacionados & aritmética, em especial a con-
gruéncia modular, que trata da divisao de ntimeros inteiros considerando em um grau
de destaque o resto desta divisao. Tal abordagem permite ao professor a elabolagao
de aulas e atividades que envolvam o processo de divisibilidade sob esse aspecto. Em
seguida é apresentada uma extensao de seus principios basicos para o conjunto deno-
minado anel dos polindmios com coeficientes reais, como proposta para que o professor
aborde, ja no ensino médio, tais conceitos nas operagoes com polindmios.

Abordar uma situacao de diferentes formas, desenvolver miltiplas estratégias para
solucionar problemas é uma das intmeras recompensas que recebe o avido estudante
da matemética. A divisibilidade é exposta sob um aspecto diferente dos métodos

tradicionais, todavia, utilizando-se de uma ferramenta que compoe os fundamentos da



educacao matemaética no ensino bésico, a congruéncia modular, que tem como base os
conceitos e propriedades da divisao euclidiana, presente na vida dos estudantes desde
os primeiros anos de sua vida escolar; mas que tem de maneira geral seu espectro
ofuscado pela maneira como é ensinada, pois desde o inicio do aprendizado seu ensino
tem como principal objetivo identificar o quociente da divisao, nao considerando as
intmeras possibilidades de desenvolvimento do conhecimento que sao oferecidas ao se
considerar como elemento de grande importancia nao o quociente, mas o resto.

As propriedades apresentadas nas aplicagoes exibidas no capitulo 4 se limitam aque-
las que podem ser compreendidas e aplicadas pelos alunos dos anos finais do ensino
fundamental, entre o sexto e sétimo anos, e uma transicao de algumas propriedades
convenientes do conjunto dos nimeros inteiros para o anel dos polindbmios com coefici-
entes reais, que podem ser aplicadas por alunos do ensino médio.

Tendo por fundamento a proposta da base nacional comum curricular (BNCC), que
¢ a de proporcionar ao aluno a oportunidade de produzir e desenvolver o conhecimento,
este trabalho propoe ao aluno a oportunidade de ampliar sua visao sobre essa parte
da construgao e teoria dos ntmeros (a divisibilidade), teoria que tem se mostrado
fundamental ao desenvolvimento tecnolégico sem precedentes experimentado no final

do século vinte e inicio do século vinte e um. Em consonancia com Fiorentini:

"garantir ao futuro cidadao essa forma de pensamento e de
leitura do mundo proporcionada pela matemaéatica que é uma
das principais finalidades da educagao matemaética comprometida
com a formagao da cidadania, tendo em vista que a matemaética
esta visceralmente presente na sociedade tecnologica em que vi-
vemos, podendo ser encontrada sob inimeras formas em nosso
cotidiano, ou seja, a principal razao pela qual ensinamos e apren-
demos matematica tem a ver com o modo de vida do homem

moderno (FIORENTINI, 1995, p. 32)".

Uma estratégia fundamental para o processo de ensino e aprendizagem da mate-
mética é despertar no aluno o interesse pelo objeto estudado, promover situacoes que
estimulem a curiosidade e desencadeiem um processo que permita a construgao de
novos conhecimentos, eis o sentido da educagao matematica.

O tema escolhido é justificado por apresentar conhecimentos importantes a vida e
ao cidadao moderno. Sao muitas as aplicacoes da congruéncia modular, dentre elas po-
demos destacar os conceitos que envolvem as propriedades das operagoes; a construgao
de codigos; nas mudancas de bases numéricas, no estudo de modelagem de fendémenos

periddicos em diferentes campos do conhecimento. A congruéncia modular é vista na



vida cotidiana, como em um relégio de ponteiros, no qual o dia ¢ dividido em dois pe-
riodos de 12 horas cada um; nos ciclos do calendario que se repetem em meses, semanas
e dias; mais ainda nos c6digos numéricos de identificacao, como o cédigo de barras,
cadastro de pessoas fisicas (CPF), nos nimeros de cartdes de crédito, etc.

O objetivo geral é apresentar ao professor a proposta de uma abordagem diferente,
nao convencional e ao mesmo tempo atrativa para os alunos, afim de que seu interesse
e motivagao sejam despertados para a aprendizagem da matemética. Ja os objetivos
especificos sao: fazer com que o aluno entenda de maneira ampla o processo de di-
visibilidade; definir e relacionar a congruéncia modular com a divisibilidade; permitir
ao aluno aplicar as propriedades dos niimeros inteiros a outros conjuntos com caracte-
risticas semelhantes, no caso os polindbmios; proporcionar ao aluno a possibilidade de
enxergar a matematica aplicada em seu cotidiano.

No Capitulo 1 sao apresentados dados importantes referentes & educagao matema-
tica no Brasil, o que apresenta um quadro insatisfatério da proficiéncia em matemaética
(também em lingua portuguesa e ciéncias), por parte do estudante brasileiro, no que
diz respeito a sua formacao profissional e ao exercicio de sua cidadania. Apresentamos
alguns aspectos importantes que compoe a base do processo ensino-aprendizagem como
o contexto social do aluno, o desenvolvimento de habilidades mediante a resolugao de
problemas, e a formacao continuada do professor. Nos Capitulos 2 e 3, aborda-se como
fundamentagao teorica (apenas os aspectos necessarios ao nosso estudo), as estruturas
algébricas dos anéis de nimeros inteiros e dos polinomios, dando atencao ao aspecto
da divisao euclidiana. No Capitulo 4 é feita uma relagao de situagoes do cotidiano
onde a aritmética é aplicada, e exercicios tanto de nivel fundamental como de nivel
médio como motivagao ao professor, com o propoésito de que ele amplie e aplique essa
metodologia em sala de aula. Nas consideracoes finais faremos uma reflexao sobre os
propositos do trabalho e as mudancas que a proposta fara para a melhora do nivel da

educagao matematica brasileira.



Capitulo 1

Fatores que influenciam a

educacao matematica brasileira

O objetivo deste capitulo é trazer alguns elementos que permitem comparagoes
da condicao dos estudantes da educacao basica brasileira diante do cenario mundial,
diante do fato de os alunos brasileiros terem sido classificados com um nivel de desen-
volvimento inferior, e até insatisfatorio em relacao a alguns paises. Para uma visao
mais ampla do quadro apresentado aqui, o leitor podera obter mais informacoes em .

A matematica quando vista corretamente pode desenvolver no estudante uma série
de habilidades que lhe sao tuteis em varios aspectos, independentemente da area profissi-
onal ou social onde ele esteja inserido. Habilidades como raciocinio logico, capacidade
de enfrentar e resolver problemas, criagao de estratégias para solucao de problemas
em diferentes situagoes, desenvolvimento do potencial de adaptacao e transposicao de
ideias para diferentes situagoes, ampliacao de conceitos com o objetivo de solucionar
problemas ou de desenvolver novos conhecimentos, generalizacao de teorias afim de se
criar algo inédito, sao algumas das vertentes da devida compreensao de uma das dis-
ciplinas de mais ampla capacidade de desenvolvimento intelectual e cognitivo; sendo
tal capacidade sintetizada nas competéncias relacionadas ao estudo desta disciplina.

Segundo a BNCC o estudo da matematica deve:



"Desenvolver raciocinio logico, o espirito de investigacao e a
capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos mateméticos para compreender e atuar no mundo,
... fazer observacoes sistematicas de aspectos quantitativos e qua-
litativos presentes nas praticas sociais e culturais, de modo a in-
vestigar, organizar, representar e comunicar informacgoes relevan-
tes, para interpreta-las e avalia-las critica e eticamente, produ-
zindo argumentos convincentes."(EDUCACAO, 2017, p. 267)

Contudo, a matematica no contexto do sistema tradicional de ensino brasileiro, de
modo geral, nao tem sido ensinada de maneira a facinar e libertar a mente de seus
estudantes como poderia e deveria fazer.

O mais importante estudo sobre educagao realizado no mundo, o programa inter-
nacional de avaliacdo de estudantes (Pisa), tendo sua tultima avaliagao realizada em
2018, revelou que o Brasil quando comparado com outros 78 paises que participaram
da avaliagao possui nivel de proficiéncia abaixo do minimo necesséario, tanto para que
os alunos exercam alguma atividade econdmica que exija conhecimentos em leitura,
matematica e ciéncias, quanto para o exercicio da cidadania. A edigao 2018, revela
que 68,1% dos estudantes brasileiros, com 15 anos de idade, nao possuem nivel basico
de matematica, o minimo para o exercicio pleno da cidadania. Em ciéncias, o ntimero
chega a 55% e, em leitura, 50%. Os indices estao estagnados desde 2009. Dentre os
quesitos em que os alunos brasileiros foram pontuados com baixa proficiéncia estao, si-
tuagoes de incapacidade na compreensao de textos e na resolugao de calculos e questoes
cientificas simples e rotineiras. Se comparado a média dos paises da Organizacao para
a Cooperagao e Desenvolvimento Econémico (OCDE), o Brasil apresenta resultados
ainda piores nas trés areas avaliadas, conforme a relagao abaixo:

e Leitura: OCDE 487 pontos, Brasil 413 pontos;

e Matematica: OCDE 489 pontos, Brasil 384 pontos;

e (iéncias: OCDE 489 pontos, Brasil 404 pontos;

Realizado a cada trés anos, o Pisa tem o objetivo de mensurar até que ponto os
jovens de 15 anos adquiriram conhecimentos e habilidades essenciais para a vida social
e econdmica. Em 2018, 79 paises e 600 mil estudantes participaram do teste, que ocorre
desde 2000. Mais de 40% dos jovens que se encontram no nivel basico de conhecimento
sao incapazes de resolver questoes simples. Dos 10.961 alunos brasileiros participantes
do Pisa, apenas 0,1% apresentou nivel maximo de proficiéncia na area de matematica.

Em termos de escolarizacao, os estudantes brasileiros estao trés anos e meio atras



dos paises da OCDE (489), quando o assunto é proficiéncia em matematica as escolas
particulares (473) e federais (469) tém rendimentos bem superiores & média nacional
(384), diferentemente das institui¢oes de ensino publicas estaduais (374) e municipais
(314), que estao abaixo da média do Brasil.

Como uma das providéncias a serem tomadas para a melhora do nivel do desem-
penho dos alunos brasileiros esta a necessidade de se estabelecer praticas educacionais
que objetivem elevar o nivel de nossos alunos, a fim de se alcancar um dos objetivos
propostos pela Lei de Diretrizes e Bases da educagao brasileira, que é o de garantir o
pleno desenvolvimento do educando, seu preparo para o exercicio da cidadania e sua
qualificacio para o trabalho (EDUCACAO, 1996).

Diante da atual conjuntura, faz-se necessario a analise de pontos importantes a

serem melhorados para se elevar o nivel da educagao matematica brasileira.

1.1 O contexto social do aluno

Outro aspecto importante a ser considerado é o contexto social do aluno, com o
proposito de criar uma ligagao entre a sua realidade e o conhecimento transmitido pelo
professor. Ha a necessidade de se perceber a importancia de entender um pouco melhor
quem sao os alunos em um aspecto mais amplo, de pessoa com sonhos e objetivos de
vida, afim de o estimular para que ele se sinta parte do contexto do ensino, e assim
seja provocado a construir juntamente com o professor a aula proposta. Gasparin nos

lembra que:

“Sao jovens que vivenciam a paixao, o sentimento, a emoc¢ao, o
entusiasmo, o movimento. Anseiam por liberdade para imaginar,
conhecer, tudo ver, experimentar, sentir. O pensar e o fazer,
o emocional e o intelectual, estao entrelacados, de maneira que
estao inteiros em cada coisa que fazem”.(GASPARIN, 2001, p. 8)

O contexto histérico-social do aluno é fator importante como pratica metodologica,
as Diretrizes Curriculares de Matemaética para a Educacao Bésica, propoem um ensino
da matemética que considere o cotidiano e a cultura do aluno e que o leve a apropriar-
se do objeto matematico historicamente construido e assim possa agir criticamente e

com autonomia nas suas relagoes sociais.



Explorando a experiéncia matematica obtida pelo aluno em seu cotidiano, a escola
garante uma aprendizagem mais significativa e com melhores resultados, permitindo
que ele estabeleca a ligacao entre a pratica da vida e a teoria apresentada pela escola
afim de que problemas sejam resolvidos com as conexoes que podem ser estabelecidas
entre os diferentes temas matematicos, e posteriormente destes com outras areas do

conhecimento.

1.2 A resolugao de problemas

A resolugao de problemas como motivagao inicial para a apresentacao e desenvol-
vimento de conceitos matematicos tem sido apontada como uma estratégia de grande
valor, despertando um interesse inicial por parte do aluno, induzindo seu envolvimento
com o problema proposto e permitindo que ele se sinta desafiado e por sua propria
experiéncia e habilidades desenvolva estratégias de resolugao. A propria Histéria da
Matematica mostra que ela foi construida como resposta a perguntas provenientes de
diferentes origens e contextos, motivadas por problemas de ordem pratica (divisao de
terras, calculo de quantidade de produtos), por problemas vinculados a outras cién-
cias como a fisica, astronomia, entre outras, bem como por problemas relacionados a

investigacoes internas a propria Matemdtica.

1.3 A formacao continuada do professor

A preparacao do professor para enfrentar os questionamentos dos alunos também é
um aspecto a ser considerado com o objetivo de melhorar o sistema de ensino. Tendo
em vista o alto desenvolvimento tecnolégico e as rapidas mudancas sociais e culturais
que marcaram o final do século XX e inicio do século XXI, devemos considerar que a
formacao do professor, além de ser um requisito exigido por lei, deve ser continuada
e contextualizada, considerando-se que a quantidade e diversidade de informacoes ad-
quiridas pelo aluno sao grandes. Esse amplo e rapido desenvolvimento do aluno acaba
por de certo modo forgar o professor a se reorganizar, e atualizar tanto sua maneira
de enxergar o seu corpo discente, quanto a sua forma de lecionar em um ambiente
educacional altamente dinamico, onde novas maneiras de aprender e ensinar chegam

constantemente ao alcance da sociedade.



As deficiéncias no ensino da matematica brasileira possuem raizes em varios seg-
mentos, este trabalho visa apresentar uma proposta de intervencao pedagogica que
alcance os topicos acima abordados. Obviamente nao hé aqui a pretengao de apresen-
tar uma tunica ferramenta para a solucao do problema, mas uma alternativa ao ensino
que traga em seu escopo os aspectos mencionados, ou seja, mostrar que a matemaética
estd presente no contexto social do aluno, trazer uma visao diferenciada do ensino para
o professor aperfeicoando assim sua atuacao em sala de aula, proporcionar ao estu-
dante uma visao mais ampla da matematica através do estudo da divisao euclidiana,
afim de que se crie novas abordagens dos problemas a serem resolvidos, ampliando o
sentido da operacao de divisao de nimeros inteiros, incentivando um olhar diferente,
pois de modo geral os alunos sao ensinados a observarem apenas o quociente de uma
divisao euclidiana, porém, acreditamos que a analise de todo o processo de divisao e em
especial o resto pode dar maior sentido e ampliar a visao do aluno sobre o universo dos
numeros. Uma outra condigao a ser atingida pelo estudo é a de extender propriedades
dos niimeros inteiros para o conjunto dos polindmios, que sao elementos importantes
no estudo da matematica, afim de oferecer novas ferramentas para a execugao de ope-
ragoes e resolugao de problemas que os envolvam. Acreditamos que a nivel pratico esse
¢ um aspecto inicial para o processo de reversao do quadro insatisfatorio da educacao

matemética atual.



Capitulo 2

O desenvolvimento das

estruturas algébricas dos anéis

Considerando o elevado grau de organizacao e estruturacao da matemética moderna,
seria de bom alvitre, abordarmos inicialmente um pouco de sua historia ao longo dos
séculos, a fim de entender um pouco melhor seu processo de desenvolvimento. Para
um estudo mais detalhado da historia da matematica aconselho o leitor a pesquisar em

(BOYER, 1974) que foi utilizada como referéncia desta segao.

2.1 Conhecendo um pouco da histéria da algebra

As origens da matematica remontam a tempos antigos, as nog¢oes mais primitivas
dos conceitos de ntmeros, grandezas e formas podem ser encontradas nos primeiros
registros da humanidade, e vislumbres de conceitos mateméticos podem ser vistos em
formas de vida que podem ter suas origens milhoes de anos antes de os seres humanos
povoarem a Terra. O desenvolvimento dos varios ramos da matematica percorreu um
longo caminho, caminho esse que nao pretendemos refazer aqui devido aos objetivos
especificos deste trabalho, porém, intenciono dar através de uma abordagem sucinta
maior sentido ao que iremos estudar, dando a oportunidade ao leitor de conhecer um

pouco do contexto histérico dos desafios e dificuldades encontrados no caminho, e o



alto nivel de comprometimento e dedicacao das mentes que se ocuparam por anos a
ardua tarefa de desvendar o até entao desconhecido universo da aritmética e algebra,
tornando assim, o estudo deste trabalho mais interessante e completo.

Nagoes como Babilonia e Egito podem ser apontadas como originadoras dos concei-
tos de niimeros e de expressoes algebricas, tais conceitos surgiram a partir de questoes
praticas cotidianas como, medigoes de areas de regioes agricolas para a cobranca de im-
postos, e a divisao de bens de consumo como paes, cevada e trigo. Porém a medida que
as civilizacoes se desenvolviam e se organizavam, a necessidade de desenvolvimento da
matematica se fazia cada vez mais presente. Assim, ao longo dos séculos outras nagoes
se juntaram contribuindo para o desenvolvimento da matematica como conhecemos
hoje.

Nesse percurso destacamos algumas contribuigoes dadas por civilizagoes como: Me-
sopotamia (equagoes quadréaticas e cibicas), Grécia (nimeros figurativos e propor¢oes),
em especial com Euclides (Teoria dos niimeros e Os elementos), China e India (repre-
sentacao do zero, tridngulo aritmético, divisdo com resto), Arabia (numeros arébes,
problemas algébricos) em especial al-Khowarizmi com o estudo das equagoes linea-
res e quadraticas, podendo ser reconhecido como o pai da algebra, Europa na idade
média (sequéncia de Fibonacci, Teoria dos nimeros). Contudo, o desenvolvimento e

estruturagao da matematica se deu em um ritmo sem precedentes a partir do século

XIX.

"O século dezenove pode ser considerado como o século
de maior desenvolvimento da matematica de todos os tempos,
excetuando-se apenas a Grécia antiga no seu periodo mais pro-
dutivo, merecendo o titulo de idade adurea da matemética, por
desenvolver propriedades e generalizacdes no campo da algebra,
com quantidade e qualidade sem precedentes, o que tornou a ma-
temaética a ferramenta poderosa que possuimos".(BOYER, 1974)

Podemos mencionar alguns nomes de destaque como George Peacock (1791 - 1858)
um dos fundadores da Analytical Society, escola de estudos no Trinity College, Cam-
bridge. Com o objetivo de reformar o ensino da matemaética e a notagao do célculo,
Peacock nao produziu novos conhecimentos matematicos mas seu trabalho foi marcado
por implementar a ideia de reformular, estruturar e formalizar a algebra na Inglaterra.
Tendo como motivacao a geometria de Euclides que continha tal estruturagao formal.

Um apoio para as ideias de Peacock foi Augustus De Morgan (1806-1871) que juntos

criaram o que ficou conhecida por escola inglesa de matematica. De Morgan nascera
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na India, estudou e se graduou na Inglaterra, mas por motivos religiosos néo conseguiu
lugar de destaque em Cambridge ou Oxford. Porém, por ser um jovem de grande
talento, aos vinte e dois anos tornou-se professor da recém criada Universidade de
Londres. Apesar de possuir uma visao altamente filosofica sobre a matematica e seus
simbolos, De Morgan acreditava que as propriedades da algebra dos ntimeros inteiros
(apesar da grande controvérsia existente na Ingraterra sobre os niimeros negativos)
poderia ser transferida para outro conjunto, o dos ntimeros complexos, que de maneira
simploria ele acreditava seriam os dois tinicos conjuntos possiveis na algebra. Nesse
ponto um outro nome se torna importante, Willian Rowan Hamilton (1805 - 1865),
Hamilton ficou 6rfao sendo ainda menino, tendo sua tutela sob a responsabilidade de
um tio. Possuia habilidade intelectual incomum, aos cinco anos de idade ja lia grego,
hebraico e latim, e aos dez anos ja conhecia varias linguas orientais. Apesar de seu
talento para a linguistica, Hamilton nutria um interesse especial pela matematica, e
bastou um econtro inusitado com um calculista da época para fazé-lo se decidir por
ela.

Hamilton entrou no Trinity College Dublin, e ainda jovem, aos vinte e dois anos foi
nomeado Royal astronomer na Irlanda, diretor do observatério de Dunsink e professor
de astronomia. Hamilton acreditava na relacao entre tempo e espaco, em uma ligacao
indissoluvel entre eles, quase que como uma antecipacao das ideias de Einstein sobre
a teoria da relatividade geral, porém, sua grande contribuicao a algebra se daria por
extender propriedades. Seu problema motivador foi a multiplicagao de niimeros com-
plexos representados por pares ordenados que ele acreditava ser entidades orientadas
no plano. Quando procurou efetuar a operagao no espago, n uplas com n maior que
dois encontrou dificuldades, pois a comutatividade da multiplicacao de inteiros nao lhe
permitia concluir a operagao com os complexos. Tal problema lhe exigiu mais de uma
década de estudos até que em um parque, passeando com sua esposa, porém com 0s
pensamentos imersos no universo mateméatico Hamilton percebeu que poderia descon-
siderar a comutatividade da multiplicacao, a semelhanca do que fez Lobachevsk afim
de criar uma nova geometria desconsiderando o postulado das paralelas. Hamilton deu
origem as propriedades dos quatérnios. Assim Hamilton percebeu a liberdade que a
matematica possui de criar dlgebras fundamentadas e significativas sem a necessidade
de se prender ao rigor primitivo de seus fundamentos. Deu entao inicio ao desenvol-
vimento de uma nova era da algebra, ampla e estruturada que proporcionou o grande

desenvolvimento da mateméatica atual.
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2.2 Uma abordagem sobre os anéis

Um anel é uma estrutura algébrica composta por trés elementos: Um conjunto nao
vazio e duas operacoes, adicao e multiplicacao. Essas operagoes nao sao necessaria-
mente a adicao e multiplicagao de ntimeros que conhecemos desde o inicio de nossos
estudos na educagao bésica. Poderiamos, por exemplo, considerar o conjunto de todas
as fungoes continuas com dominio em um intervalo real, nossa adi¢ao aqui seria soma
de fungoes e a multiplicacao, multiplicacao de funcoes. Porém nesse capitulo restringi-
remos nosso estudo aos conjuntos numeéricos e as operagoes de adicao e multiplicacao
serao as usuais de tais conjuntos. As informacoes aqui apresentadas tem como referén-
cias (GARCIA; LEQUAIN, 2001),(HERNSTEIN, 1970), (DOMINGUES; IEZZI, 2003)
(BOYER, 1974).

Definicao 2.2.1. Dado um conjunto A nao vazio, uma operagcao em A € uma func¢ao
x tAXA — A. A imagem desta funcao x((x,y)) aplicada em um par ordenado (x,y)

pela fungao € denominado usualmente por x * y

Definigao 2.2.2. Um conjunto nao vazio A € dito um anel associativo se em A estdo
definidas duas operacoes, indicadas por + e - respectivamente, tais que para todos a,b

ecem A:

1) a+ b esta em A.

2) a+b=0b+a.

3) (a+b)+c=a+ (b+c).

4) Existéncia do elemento 0 em A, tal que a + 0 = a.
5) Existe o elemento —a em A, tal que a + (—a) = 0.
6) a-bestd em A.
Va-(b+c¢)=a-c+a-be(b+c)-a=a-c+a-b.

8 a-(b-c)=1(a-b)-c

Denotaremos um anel por (A, +,-), ou quando nao houver perigo de confusao,
apenas por A. Além disso, para simplificacdo da escrita, a operacao a - b seré

denotada por ab.
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A propriedade (4) garante a existéncia de um elemento neutro para a adicdo. E
imediato verificar que esse elemento € tinico e serd chamado de zero e denotado por
0. De fato, se 0 e 0’ sdo dois elementos neutros para a adi¢ao, temos 0 = 040" = 0
onde na primeira igualdade usamos o fato de que 0’ é elemento neutro, e na

segunda, o fato de que 0 é elemento neutro.

Dado um elemento x € A, a propriedade (5) garante a existéncia de um simétrico
para x com respeito a adigao, podemos verificar que esse simétrico é tinico. De
fato, se y e y' sdo simétricos de x, entdo tem-se que, y = y+0 = y+ (z +3') pois

y' é simétrico de z. Assim, y = (y+x)+y =0+, logoy =7v'.

O elemento neutro da adi¢ao 0 possui a seguinte propriedade: Vr € A, tem-se
que, 0 -z = 0. De fato, basta observar que 0-x = (04+0)- 2 =0 -2+ 0-x,
somando o simétrico —(0 - x) a ambos os membros teremos 0 =0 -

Se além das propriedades (1) a (8) citadas anteriormente, o anel possuir o ele-

mento neutro da multiplicacao, isto é,

9) Existee € Atalque Vo € Aje-x =z ex e =z, tal elemento serd chamado
unidade de elemento unidade de A, e A serda chamado de anel com unidade ou
anel unitdrio. O elemento neutro da multiplicagao é tinico e ele serad chamado de

um e denotado por 1.

Se A possuir a seguinte propriedade:

10) Comutatividade de multiplicacdo a-b = b-a Va,b € A, entdo, A serd um anel

comutativo ou abeliano.

Apresentaremos a seguir alguns tipos particulares de anéis importantes.

Exemplo 2.2.3. O conjunto das matrizes de ordem 2 com coeficientes nos inteiros e
com as operagoes usuais de soma e multiplicagao de matrizes, (My(Z), + , -) formam

um anel com unidade

porém nao comutativo, denominado anel das matrizes de ordem 2.

Exemplo 2.2.4. O conjunto dos nimeros inteiros com as operacoes usuais de soma

e multiplicacao de inteiros forma um anel comutativo denominado anel dos inteiros.
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Além disso, o conjunto dos nimeros racionais com as operagoes usuais de soma e
multiplicagao formam um anel comutativo denominado anel dos racionais. (Z , + , )

e (Q, +, ), ambos com unidade.

Definicao 2.2.5. Seja A um anel comutativo com elemento unidade. Se para esse anel

¢ vdlida a lei do cancelamento do produto, ou seja, se uma igualdade do tipo:
a-b=0
em que a eb € A, so for possivel para
a=0o0ub=0
entao se diz que A € um anel de integridade ou dominio de integridade.

A contrapositiva dessa afirmagao é a seguinte: Se a # 0 e b # 0 entao, a - b # 0.
Alguns anéis de integridade sao: (Z ,+,:), (Q,+,-), R, +,)e(C,+, )

Definigao 2.2.6. Seja A um anel unitario, a € A é chamado inversivel se existirb € A

tal que a -b="b-a =1, neste caso b é dito o inverso de a, e o denotaremos b = a~".

Definicao 2.2.7. Chamamos de corpo a todo anel comutativo, com identidade A, onde
todo x € A com x # 0 existe x=! € A, ou seja, um corpo é um anel comutativo com

unidade, onde todo elemento nao nulo € inversivel.

2.3 Ideais

Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Diremos que B é um subanel
de A, se:

1) Dados quaisquer a,b, € B;a —b € B; onde a —b=a+ (—b),
2) Dados quaisquer a,b € B, a-b € B.

Podemos observar que a definicao de subanel é equivalente a afirmar que o conjunto
B, munido das operacoes de A restritas a B, é um anel. Ou seja, um subanel é um
anel dentro de outro anel.

Podemos mencionar alguns subanéis: Z é um subanel de Q; Q é um subanel de R; 27
é um subanel de Z, pois se tomarmos 2m e 2n € Z teremos, 2m—2n = 2-(m—n) € 27,
o conjunto dos ntmeros impares {2k + 1, k € Z}, nao é um subanel de Z. De fato,
note que 1,3 € B,mas3-1=2¢ B.
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Definigao 2.3.1. Seja A um anel comutativo, um subconjunto nao vazio B de A
serd chamado um ideal de A, se, para quaisquer r e y € B e para qualquer a € A,

verificarem-se as sequintes relagoes:
1) x —y € B;
2) a-x € B.

Observe que todo ideal é um subanel de A. Além disso, se A é um anel, entao {0}

e o proprio A sao ideais de A . Sao chamados de ideais triviais do anel.

Exemplo 2.3.2. No anel dos inteiros 7. , sao ideais os subconjuntos nZ = {0, £n, £2n, ...

qualquer que seja o inteiro n. De fato:

Se x ey € nZ, entdo x = rn ey = sn para convenientes inteiros v e s. Logo
r—y=rn—sn=(r—s)n, em quer — s € inteiro. De onde, x —y € nZ.

Sejam a € Z e x € nZ; entio v = nq(q € Z) e, portanto, ax = a(nq) = (aq)n, em

que aq € inteiro, o que mostra que axr € ni.

Proposigao 1. Considere I um ideal de A. Se I contém algum elemento inversivel de
A, entao I = A.

Demonstracao. Temos que I C A, pois é um ideal de A, devemos entao mostrar que
AcCl.

Tomando x € I um elemento inversivel de A. Dado qualquer a € A, a- 27! € A,
como [ é um ideal, (a-z71) -z € I, logo, a- (z-x7') € Lentao a € I. Portanto,
AcCI. O

Definicao 2.3.3. Um ideal M de A com M # A é chamado de ideal mazimal se para
todo ideal I tal que M ; I C A, temos que [ = A.

Exemplo 2.3.4. Seja 0o anel A =7 e o ideal I = 27, se J for um ideal diferente de
I e que contém I, entao, contém algum nimero impar da forma x = 2n + 1,n € Z
em J. Como 2n é um elemento de I, temos que 1 = (x — 2n) estd em J, o que pela

proposicao 2.5.1 nos leva a conclusao de que J = A. Portanto, I € ideal maximal.

2.4 Relagoes de Equivaléncia

O conceito de relagoes e classes de equivaléncia sera fundamental para o nosso traba-

lho, pois trara propriedades importantes das relacoes entre conjuntos, por esse motivo
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nesta secao faremos uma abordagem desse tema com algumas defini¢oes e propriedades
importantes. Trabalharemos com a nocao intuitiva de conjuntos numéricos e as pro-
priedades basicas de suas operagoes, que posteriormente serao estendidas para outros
conjuntos que assumem caracteristicas similares. As referéncias que fundamentam a
elaboracgao dessa se¢ao estao em e .

Dentro do contexto da mateméatica os motivos das relagoes sao geralmente deno-
minados de operacoes, e os subgrupos como subconjuntos ou conjunto das partes. As

defini¢Oes a serguir apresentam com mais rigor tais ideias.

Definigao 2.4.1. Seja um conjunto A, serd denominado conjunto das partes de A, e
denotado por P(A), o conjunto P(A), tal que os seus elementos sao todos os subcon-

juntos de A.
Exemplo 2.4.2. .
1) Se A ={a,b}, entio P(A) ={0,{a},{b},{a,b},};
2) Se A=1{1,2,3}, entao P(A) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},
{1,2,3}};
3) Se A=10, entao P(A) = {0}, pois o unico subconjunto de A é o ().

Definigao 2.4.3. Dados dois conjuntos A e B nao vazios, o produto cartesiano de

A por B serd o conjunto de todos os pares ordenados (a,b) tais que a € A e b € B,

Ax B={(a,b)|ac Aebe B}.

Exemplo 2.4.4. Se A= {a,b} e B={c,d,e} entao,
A x B ={(a,c),(a,d), (a,e),(b,c), (b,d),(be)}
B x A={(c,a),(c,b),(d,a),(db),(ea),(eb)}

Definicao 2.4.5. Uma relagao bindria R em um conjunto A € qualquer subconjunto

do produto cartesiano A X A, isto é, R C A x A.

Do mesmo modo, dados dois conjuntos A e B com, A # B, uma relagao R entre os

conjuntos A e B, sera qualquer subconjunto de A x B.

Exemplo 2.4.6. Se A = {a,b,c}, tem-se que A x A = {(a,a), (a,b), (a,c),
(b,a), (b,0), (b, ¢), (¢,a); (c,b); (c,c)}, entao R = {(a,a),(b,a),(c,b),(c,a)} € uma rela-

cao em A.
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No contexto deste trabalho, denotaremos que o elemento z € A esta relacionado
com o elemento y € A por xRy, ou o equivalente a dizer que o par (z,y) € R.

Seja R uma relagdo em A diremos que R é:
1) Reflexiva: Se a se relaciona com a. aRa, Va € A;

2) Simétrica: Para a,b € A, se a se relaciona com b, tem-se a relagdo de b com a.

aRb, implica bRa;

3) Transitiva: Para a,b e ¢ € A, se a se relaciona com b e, b se relaciona com c,

tem-se que a se relaciona com c. aRb e bRc, implica aRc;

4) Antissimétrica: Para a,b € A, se a se relaciona com b, e b se relaciona com a,

tem-se que a é igual a b. aRb e bRa, implica a = b.

Uma relagao binéaria R sobre um determinado conjunto A, pode ser caracterizada

pelas propriedades acima citadas que ela possuir.

Definicao 2.4.7. Seja R uma relacao sobre A. R € dita uma relagdo de ordem sempre

que for simultaneamente, reflexiva, antissimétrica e transitiva.

Exemplo 2.4.8. Seja R a relagio menor que (<) sobre o conjunto dos nimeros intei-

ros, entao R é:
1) Reflexiva, pois, Vx € 7, tem-se que x < x;

2) Antissimétrica, pois, Vx ey € Z, tem-se que, se x < y teremos y > x nesse caso

rRy e yRx se,e somente se, v = y;
3) Transitiva, pois, Vx,y e z € Z tem-se que, se x <y ey < z, entio x < z.

Observe que a relagao R € uma relagiao de ordem sobre o conjunto dos nimeros

nteiros.

Definicao 2.4.9. Seja R uma relacao sobre A. R é dita uma relagdo de equivaléncia

sempre que for simultdneamente, reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 2.4.10. Seja T o conjunto de todos os tridngulos de um plano. Considere a

relagao de semelhanga de triangulos S = {(x,y) € T x T;x ~ y}, entao S é:

1) Reflexiva, pois, qualquer tridngulo é semelhante a si mesmo, logo Vx € T, tem-se

que T ~ x;
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2) Simétrica, pois, se um tridngulo x é semelhante a um tridngulo y, tem-se que y

¢ semelhante a x, ou seja, Vr,y € T, tem-se que x ~ y implica y ~ x;

3) Transitiva, pois, tomados trés triangulos, x, y e z, se, x € semelhante a y ey €
semelhante a z, tem-se que x € semelhante a z, ou seja, Vx,y,z € T, tem-se que

r e~y ey~ zimplica x ~ z.
Observe que S € uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto T .

Definigao 2.4.11. Seja R uma relagio de equivaléncia em um conjunto A e a um ele-
mento arbitrdrio qualquer de A. Denomina-se classe de equivaléncia de a pela relagcao
R, ao conjunto a = {x € A | zRa}. Ou seja, @ é o conjunto formado por todos os

elementos de A que estao relacionados com a.

Exemplo 2.4.12. Seja 7Z o conjunto dos nimeros inteiros e consideremos R a rela¢do
de divisao destes inteiros por 4 deizando resto 0 e 1, ou seja, R = {x € Z|x = 4k e

x =4k + 1,k € Z}. Vamos determinar o conjunto de todos os elementos de R.

Os numeros que deixam resto 0 sao todos os multiplos de 4, ou seja, os nimeros da
forma 4k, k € Z. Logo 0 = {..., =12, —8,—4,0,4, 8,12, ...}.

Os nameros que deixam resto 1 sao todos os multiplos de 4 mais 1, ou seja, os
nimeros da forma 4k + 1, kZ. Logo 1 = {..,—11,-7,-3,1,5,9,13,

O teorema a seguir mostra que as classes de equivaléncia de dois elementos de um
conjunto A sao idénticas ou disjuntas, além disso fornece a confirmacao de que todo
elemento de uma classe de equivaléncia @ possui a mesma classe de equivaléncia de a,

ou o equivalente a dizer que @ pode ser representado por T, para todo x € a.

Teorema 2.4.13. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto A, se, a e b

sao elementos quaisquer de A, entdo as declaracoes a sequir sao equivalentes:

Demonstra¢ao. 1) @ = {x € AlxRa} Como R é uma rela¢ao de equivaléncia, aRa

(pela propriedade reflexiva), logo a € a.
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2) Seja z € a, entao xRa, como por hipodtese aRb, segue da propriedade transitiva

que xRb, assim z € be a C b.

Por outro lado se, b € b. Por hipétese, aRb sendo R uma relacio de equivaléncia,

temos que bRa, portanto b € @. Logo, b C a@.

3) Se, @ # b, onde @ = {z € AlzRa} e b = {y € AlyRb}. Suponhamos por
contradicio que exista ¢ € @aN b, ou seja, ¢ € @ e ¢ € b. Sendo assim, cRa e cRb,
o que pela propriedade transitiva nos garante que aRb. Assim por (ii) temos que

@ = b, o que gera uma contradicdo com a hipétese. Portanto, @Nb = ()

Reciprocamente suponha, aNb = (. Suponhamos aRb o que por (1) garante que
a = l_), ou seja, a € b. E certo que a € a, sendo assim, a estd em a e a esta em b
o que contradiz a hipotese de que @b = (). Portanto @ # b.

O]

Exemplo 2.4.14. Seja uma relagao R sobre o conjunto dos nimeros inteiros, dada
por aRb sempre que o resto da divisio de a e b por 2 forem iguais, ou seja, (5,21)

pertence a R, (6,14) pertence a R, mas (7,12) néao pertence a R.

Vamos verificar que R é uma relacao de equivaléncia. De fato,

1) R é reflexiva, pois, Vax € Z, tem-se que a divisdo de x por 2 deixa resto r e é

evidente que r = r, logo, zRx.

2) R é simétrica, tomando z,y € Z, se xRy, entdo x e y deixam o mesmo resto na

divisao por 2, logo yRx.

3) R é transitiva, sejam x,y, z € Z, se xRy, entao x e y deixam o mesmo resto ¢ na
divisao por 2, e se yRz, tem-se que y e z deixam o mesmo resto s na divisao por
2. Como t e s sao os restos de y na divisao por 2, concluimos que t = s, portanto,
TRz.

Como os restos da divisao de um niimero inteiro por 2 sao 0 e 1, podemos representar

as classes de equivaléncia da seguinte forma:

0={.,—4,-2024,.}=—2=1,
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1={.,-3,-1,1,3,5,..} = =1 =5,
ou seja, a classe de equivaléncia pode ser representada por qualquer elemento do con-

junto.

2.5 Anéis Quocientes

Nessa secao abordaremos de maneira simplificada os conceitos bésicos de anel quoci-
ente, definindo as operagoes de adicao e multiplicacao que sao caracteristicas dos anéis.
Omitiremos as expressoes classes laterais a direita e a esquerda, considerando que tra-
taremos de anéis comutativos. Deixamos para o leitor interessado em maiores detalhes
as referéncias em e .

Definimos uma relagao de equivaléncia dentro de um anel A por: Para Va,b € A
temos que aRbse a—b € I, onde I é um ideal (fixo) de A. Assim, tem-se que R é uma
relacao de equivaléncia e a classe de equivaléncia de um elemento de A é denotada por
a = a+ I. Quando consideramos uma rela¢do de equivaléncia (~) sobre um conjunto
A podemos definir o conjunto quociente A/ ~ que ¢ o conjunto de todas as classes de
equivaléncia dos elementos de A; Assim, A/ ~= {a: a € A}. Dependendo da relagao
de equivaléncia podemos definir uma estrutura de anel dentro desse conjunto, neste
caso o conjunto quociente serd denominado de anel quociente.

Sabendo que no conjunto quociente dois elementos sao iguais, se pertencem a mesma
classe de equivaléncia, ou seja, se a,b € A tem-se que a = b, se a e b € T onde T é uma
classe de equivaléncia do anel A, para provar que A/l é um anel vamos verificar que
valem as propriedades que definem um anel.

Sejam a,b,c € Ae I oideal em A, denotaremos por X =a+IleY =b+IleZ =c+1.

Adigao

Definimos a adigao da seguinte forma: (a 4+ 1)+ (b+ 1) = (a +b) + I.

Al) Comutatividade da soma
Sejam X +Y =(a+ 1)+ b+I1)=(a+b)+leY+X=0b+1)+(a+1]) =
(b+a)+1=(a+0b)+ 1.

A2) Associatividade.
X+Y+2)=(a+D)+[b+D)+(c+ D] =(a+I)+[(b+c)+I] =(a+b+c)+]1.

20



A3)

A4)

M1)

M2)

M3)

(X+Y)+Z=[(a+ 1)+ O+ D]+ (c+1I)=[(a+b)+I]+(c+I)= (a+b+c)+ 1.

Elemento neutro
Considere e = 0+ I, onde 0 é o elemento neutro de A, X +e = (a+1)+(0+1) =
(a+0)+I=a+1=X.

Simétrico

Considere X = a+1, onde a € A, como A é um anel segue que existe o simétrico
de a, —a € A. Afirmamos que —X = —a + I é o simétrico de X. De fato, temos
que X +(—=X)=(a+1)+(—a+I)=a+(—a)+ [ =0+I=c¢

Afim de verificar as demais propriedades precisamos definir a operac¢ao de multi-
plicagdo. Para tal podemos proceder de maneira natural propondo que, (a+1)(b+
I) = (ab+ I). No entanto, precisamos ter certeza de que isto tem significado.
Em outras palavras temos que provar que se a+1 =a'+1eb+1 = b+ 1, entao,
com relagao a nossa defini¢cao de multiplicagao, (a+ I)(b+ 1) = (a' + I)(V' + I).
De modo equivalente, precisa ser estabelecido que ab+ I = a'b’ + I. Com essa
finalidade observamos primeiramente que, como a+ I = a’ + I, a = o’ + u; onde,
uy € I; analogamente, b = b'+uy onde us € I. Mas entao ab = (a'+uqp)(b' +ug) =
a'b + u b + a’us + ugue; como I é um ideal de A, u b’ € I,a'us € I e uquy € 1.
Consequentemente, u b’ + a’ug + ujus = uz € I. Mas entao, ab = a'l’ + us,
donde deduzimos que ab + I = a'b' + uz + I. O resultado de tudo isso é que
ab+ I = d'b + I. Uma vez definida a multiplicacao podemos verificar as demais

propriedades afim de mostrar que A/ é um anel.

Distributividade a direita
(X+Y)Z={(a+D)+b+D)(c+I)=(a+b) +)(c+I)=(a+bec+]I=
ac+bc+ 1= (ac+I)+(bc+I)=(a+1)(c+ )+ b+ I)(c+I)=XZ+YZ

Distributividade a esquerda
Z(X+Y) = (c+D)((a+1)+(b+1)) = (c+I)((a+b)+1) = c(a+b)+I = ca+cb+1 =
ac+bc+I=(ac+ 1)+ (bc+I)=(a+I)(c+ 1)+ O+ I)(c+])=XZ+YZ.

Associatividade da multiplicacao
XYZ)=(a+D((b+1)(c+1)=(a+I)(bc+I)=abc+I
(XY)Z=(a+1)b+1))(c+1)=(ab+I)(c+1)=abc+ I
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A/I é agora um anel. Evidentemente, se A é comutativo, entao A/I também o
é,pois (a+1)(b+1)=ab+I=ba+1=(b+1)(a+1I). (A reciproca porém nao
é verdadeira). Além disso, A possui o elemento unidade 1, entdo A/l possui um

elemento unidade 1 + 1.

Assim, estamos em condi¢oes de definir o conceito de anel quocinte como é visto na

definicao abaixo.

Definigao 2.5.1. Sejam A um anel comutativo e, I um ideal de A. Definimos o anel
quociente de A por I, dadas as operacoes de adicao e multiplicacao acima demonstradas
e definidas como, Ya,b € A,x € I;

Adig¢ao (a+z)+ (b+z) = (a+0b) +x.

Multiplicagao (a+z)- (b+x) = (a-b) + z.

A/l ={a+zla€ A execl} ouo equivalente A/I ={a | a € A} onde,a =a+x

Exemplo 2.5.2. Considere A = Z e I = 5Z. Vamos construir o anel quociente
A/l =7/57.

Consideremos o anel 5Z como {5k |k € Z}, temos que Z/5Z = {a + bk,a € Z}
tomando,

a =0 tem-se 0 + bk = {..., —10,—5,0,5,10,...} =1

a=1tem-se 1 +5k=1{.,-9,-4,1,6,11,...}

a=2tem-se 2+ 5k ={...,—8,-3,2,7,12, ...}

a=3temse3+5k={..,—7,-238 13, .}

a =4 tem-se 4+ 5k = {...,—6,—1,4,9,14, ...}

a =5 tem-se 5+ bk = {..., —10,-5,0,5,10,...} =1
Note que, quando k£ = 0 e k = 5, os elementos se repetem, entao os valores de a seguem

um ciclo de a = 0 até a = 4, portanto o anel quociente é tal que,

dessa forma 5Z representa o anel dos ntimeros inteiros médulo 5, ou em simbolos, Zs.

2.6 Congruéncia Modular

Antes de iniciarmos esta se¢ao, enunciaremos suscintamente o conceito de divisao eu-

clidiana no conjunto Z dos ntmeros inteiros. Dados dois ntimeros inteiros positivos a
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e b a < b, existe um tunico par (¢q,r) de nameros inteiros nao negativos de forma que,
b=a-q+r, 0<r <|al|, onde os nimeros b, a, g e r sdo chamados de dividendo,
divisor, quociente e resto, respectivamente, da divisao de b por a. Tomando como
exemplos os inteiros 9 e 4, temos que 9 = 4 - 2 4+ 1 onde, os nameros 9,4,2 e 1 sao
o dividendo, divisor, quociente e o resto respectivamente. Assim, podemos abordar o
tema da congruéncia modular como veremos a seguir.

Dado um ntmero natural m. Dizemos que dois inteiros a e b sao congruentes
modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m forem iguais, ou o equivalente,
a é congruénte a b modulo m se, mla — b, (mdividea — b) e escrevemos da seguinte

forma:
a="bmodm

A congruéncia moédulo m é muito 1til em problemas de divisibilidade no conjunto
dos inteiros por ser uma relacao de equivaléncia. Podendo-se estabelecer as seguintes

propriedades fundamentais.

Proposigao 2. Sejam m € N,a,b,c,d € Z, dada a congruéncia modular a = b mod

m, valem as sequintes propriedades:
1) Reflexiva;
2) Simeétrica;
3) Transitiva;
4) Soma e subtra¢ao membro a membro;
5) Produto membro a membro;
6) Lei do cancelamento;

7) Poténcia com expoente natural.

Demonstracao.
1) Tem-se que, m | a — a logo, a = a mod m.

2) Sabendo que m | a — b= —(b— a) segue que a = b mod m e b = a mod m.
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3) Sem|a—bem|b—c, entdo m | (a —b)+ (b— c) o que implica m | a — ¢ logo, se

a =bmod m e b =c mod m, entao a = ¢ mod m.

4) Suponha que a = b mod m e ¢ = d mod m, entao m | a —b e m | ¢ — d logo,m |

(a+c)—(b+d) portanto, atc = b£d mod m. O caso da subtracdo segue analogamente.

5) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, temos que m | (b —a) + (d — ¢) isso implica

m | d(b— a) + a(d — ¢) logo, m | ac — bd portanto, ac = bd mod m.

6) Suponhamos que ac = bc mod m e mdc(c,m) = 1 entao, m | ac — bec = ¢(a — b) logo,

m | a — b portanto, a = b mod m.

7) Demonstraremos esta propriedade por indugao matematica.

Suponha que a = b mod m, tem-se que para o menor n natural é véilida a con-
gruéncia a' = b' mod m. Suponhamos que ¢ verdadeira a congruéncia a™ = b mod
m. Mostraremos que é valida para, a"™' = 0"*! mod m. Pelo item v temos que

a' -a® = bt - b™ mod m. Portanto, a”*! = b" ! mod m. O

2.7 Os anéis 7,

Nesta secao é feita a apresentacao do anel dos inteiros moédulo n, ou Z,, que sao
anéis quocientes dos inteiros médulo um natural n.Para um estudo mais detalhado ver
(JANESCH; TANEJA, 2011).

Considerando a relagao de congruéncia a = b mod n em 7Z , define-se como classe

de equivaléncia de a o conjunto
a={be€Z;b=amodn}.
Dado b € Z;
bea< b=amodn
enl|((b—a)
< nz | (b—a), para algum x € Z
Sb=a+nx, v e’

Portanto @ = {a + nx;x € Z}, isto é @ é o conjunto dos multiplos de n somados

com a. Sendo assim,
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a=a+nZ=a+nx, <.

Lema 2.7.1. Sejam a,b € Z e n € N, n > 2 as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1) @=b.

2) a =b mod n.

Demonstracao. 1 = 2. Pela propriedade reflexiva, a = a mod n, entao a € @ = b.
Segue que a € b, e pela definicdo de b tem-se que a = b mod n.
2 = 1. Para demonstrar esta parte devemos mostrar que os conjuntos @ e b séo
iguais. Para isso provaremos que @ C b. A inclusao contréria segue de forma analoga.
Seja x € @ entao, x = a mod n. Por hipotese, a = b mod n, e pela propriedade

transitiva, segue que = b mod n. Portanto, = € b. O

Proposigao 3. Para cadan € N,n > 2 temos que Z,, = {0,1,---n — 1} € um conjunto

com exatamente n elementos.

Demonstragao. Sendo Z,, o anel quociente de Z por n tem-se que; {0,1,---n — 1} C Z,.
Temos que mostrar a inclusao contraria, para isso, tome @ € Z, como a € um numero
inteiro e n ¢ um numero natural maior ou igual a 2, podemos dividir a por n obtendo

um quociente ¢ inteiro e um resto r natural. Assim,
a=nqg+7r0<r<n.
Logo,
a—1r=nq
o que implica,
a =1 mod n.

Pelo lema 2.7.1 tem-se que, @ = 7. Sabe-se que r € {0,1,--n — 1} logo, @ = 7 =
(0.1, -n=1.

Para mostrar que 7Z,, possui exatamente n elementos, devemos mostrar que os ele-
mentos de {0,1,---n — 1} sdo distintos dois a dois. Suponha que isto ndo é verdade,
ou seja, existem z e y pertencentes a {0,1,---n— 1} com = # y e T = 7. Sem perda de
generalidade podemos assumir que x < y. Como T = ¥ temos que x = y mod n logo,
n | y —x o que é impossivel pois 0 < y — x < n. Portanto, z = y e os elementos de
{0,1,- - -n — 1} sao distintos dois a dois. O
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Para mostrar que Z, é um anel devemos definir as operacoes de adicao e multi-
plicagao, considerando que os elementos de Z, sao classes de equivaléncia, devem ser
definidas de forma que seus resultados nao dependam da escolha dos elementos de cada

classe. Sendo assim,

)a+b=a+b

2) @a-b=a-b.

Proposicao 4. As operagoes 1 e 2 estao bem definidas isto €, a,b,x,y € Z,a =7 e

b=7 implicaa+b=T+7Fea-b=7-7.

Demonstracao. Pela proposicao 2.6.1 temos que: a = x mod n e b = y mod n entao,

a+b=r+ymodnea-b=2x-ymodn.

Pelo lema 2.7.1 segue que: a +b=2 fyea-b=7-7.
Assim,a+b=T+7 ]

Proposicao 5. (Z,,+,-) € anel comutativo com unidade.

Demonstragao. Sejam a,b,c € Z,

S
+
=
Il
S
_I_
Sl
I
S
_l’_
S
I
SN
_l’_
Sl

, na segunda igualdade usamos a comutatividade

3) Elemento neutro.
Dado @ € Z,, tem-se que a € Z. Sabe-se também que 0 € ZeO0+a=a+0 = a.
Entao,a=a+0=a+0ea=0+a=0+a,

isto é, 0 é o elemento neutro de Z,,.

4) Elemento simétrico.
Dado @ € Z,, tem-se que a € Z. Sabe-se também que —a € Z e a + (—a) =
(—a) +a = 0. Entdo, 0 = (—a) +a=(—a)+ae0=a—a=a+ (—a) isto ¢,

(—a) € o simétrico de a.

5)awgazqaﬁya i
(b-c)y=a-(b-c)=(a-b)-c=(a-b)-c=(a-b)-c

b-¢) =

S|
Q|
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6)a-(b+c)=a-b+a-ce(@+b)-c=a-c+b-c.
a-(b+e)=a-(b+c)=a-(b+c)=a-bta-c=a-b+a-c=a-b+a-c
A outra igualdade é anéloga.

7Va-b=b-a
G-b=a-b=b-a=0b-a.
8) Unidade.

Dado @ € Z,,, temos que a € Z. Como 1 € Zea-1=1-a = a tem-se que,
d=1-a=1-aea=al=a-1.

Portanto, 1 ¢ a unidade em Z,,.

Assim mostramos que Z,, é um anel com unidade.

[]

Apresentamos uma suscinta abordagem da aritmética modular no conjunto dos
nimeros inteiros, tendo em vista nosso objetivo de apresentar uma proposta junto
aos professores da educacao basica, passaremos no proximo capitulo para o estudo dos
polinémios que sera de grande valor para o enriquecimento da experiéncia de professores

e alunos na sala de aula.
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Capitulo 3

Anel de polinémios

3.1 Nota historica

Como vimos anteriormente, o inicio do século XIX foi marcado pelo rapido e amplo
desenvolvimento da algebra. Nomes importantes como Hamilton e Peacock contri-
buiram para essa revolucao das estruturas algébricas. No entanto ainda nos séculos
I e II da nossa era, o matemético grego Diofanto ja havia introduzido, mesmo que
sem grandes avancos posteriores, simbolos para indicar uma variavel e suas poténcias
dentro de uma equacao algébrica. Mais tarde, no inicio do século XVI, houve outro
avanco significativo com a descoberta de féormulas de resolucao para equagoes do ter-
ceiro e quarto grau, no entanto, os raciocinios utilizados eram em grande parte verbais
e ainda vinculados & geometria. Porém essa visao seria radicalmente transformada com
a contribuicao do francés Francois Viete, que em 1591 introduziu a linguagem de for-
mulas, o que tornou possivel pela primeira vez na historia escrever genericamente uma
expressao algébrica como uma equacao do segundo grau, mas, a linguagem de Viéte
ainda nao era precisa e clara, entao nao atingiu maiores progressos. Alguns anos depois
René Decartes também daria sua contribuicao nesse sentido, apesar de nao expressar
grande preocupagao com enunciados e formalismos tedricos, Decartes introduziu a no-
tacao algébrica que utilizamos hoje, representando as variaveis pelas letras x, y, z e as
constantes por a, b, ¢, etc, bem como a notagao de poténcia que conhecemos.

Tais contribuicoes foram fundamentais para a elaboracao dos conceitos de polind-

mios e suas propriedades, bem como para o sucesso das profundas transformagoes e
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estruturagao algébrica ocorrida durante o século XIX.

Nos topicos deste Capitulo é feita uma abordagem mais detalhada e aprofundada,
com o proposito de enriquecer o conhecimento do professor. (DOMINGUES; IEZZI,
2003), (BOYER, 1974)

3.2 Construindo o anel

A construgao feita neste capitulo tem por referéncia (GARCIA; LEQUAIN, 2001).
Dado um anel A, dizemos que a sequéncia (ag, ay, - -, ay,, - -+) € um polindbmio numa
variavel em A, onde a; € A e a; # 0 para um namero finito de indices. Denotaremos

por P[X] o conjunto dos polinémios na variavel z em A.

Definicao 3.2.1. Dois polinémios sao iguais se, e somente se, seus termos correspon-
dentes forem iguais, ou seja p = (ag, a1, a9, ) € igual a g = (by, b1, by, - - +) se, a; = b;
Vi > 0.

Definicao 3.2.2. A adi¢ao de polindmios serd denotada por ® e defnida da sequinte
forma:
<a07a17 te ) @ (b07bl7 te ) - (ao + b07a1 + b17 t )

Definicao 3.2.3. A multiplicacio de polindmios serd denotada por ® e definida da
sequinte forma:

(a/Oaa/la .. ) ® (b(hbla .. ) — (co’ch .. )
Onde,

co = agbo

c1 = CLUbl + CleO

cn = agby, + a1bp—1 4 -+ - 4+ ap_1b1 + anbo

Seja o anel (A, +, ) comutativo com unidade 14, mostraremos que o conjunto P[X]
com as operacoes @ e ® anteriormente definidas, também é um anel comutativo com
unidade, provaremos que P[X] satisfaz todas as propriedades de anel demonstradas
a seguir. Para tanto, dados os polindémios f = (ag,a1,as2, - ),g = (by,b1,b2,- - ) €

h = (co,¢1,¢a,- - +) pertencentes a P[X]:
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Al)

A2)

A3)

Ad)

A5)

M1)

Fechado para adi¢ao. Pela definicao da operacao de adi¢ao de polinémios, temos
que f @& g = (ag + by, a; + by, - - ), devemos mostrar que existe um indice k, tal
que a; + b; = 04 para todo i > k, pois a; + b; € (A, +, ), entao existe um indice
7, tal que a; = 04 para todo ¢ > j e um indice [, tal que b; = 0 para todo ¢ > [, se

tomarmos k = maz{j,(}, devemos ter a; + b; = 04 + 04 = 04, para todo i > k.

Associatividade

(f ®g)®h=((ap,ar,a,- ) ® (bo, by, by, - )

(co,c1, o) = (ag+bo,ar + by, ) ® (co, 1, €2, -+ -) = ((ag+bo) + co, (ay +by) +
¢y ) = (ap + (bg + o), a1 + (b1 +¢1), - - +) = (ag, a1, a9, ) ® ((bo, by, bo,--+) ®
(co,c1,2,-+2)) = f @ (g h).

Comutatividade
f@g = (a‘07a17a27'")@<bO7b17b27"') = (a0+bO7a’1+b17a’2+b27"') -
(bO+a07bl+alab2+a27“') = (b(]?bl)an'")@(ama‘l;aQa“') :g@f

Existéncia do elemento neutro da adicao

Seja e € P tal que, e = (04,04, ) temos que: fde =edf = f paratodo f € P.
De fato, f@e = (ag,a1,a2, ) ®(04,04,04, ) = (ap+04,a1+04,a24+04, ) =
(a07a17a27 e ) = I

Temos por Az que f G e =e® f. Assim o polinémio e = (04,04,04,---) €0

elemento neutro da adigao e também chamado de polindémio nulo.

Existéncia do elemento simétrico da adi¢ao. Tomando, —a;Vi > 0 como o ele-
mento simétrico de a; € A temos o polinémio x = (—ag, —ay, —ay, - - -), fazendo
f®x = (ap,a1,a2,- - ) ® (—ag, —ai, —ag,- - ) = (ap + (—ap), a1 + (—ay),as +
(—ag),-++) =04,04,04,---) = e. Portanto, z = —f.

Fechado para a multiplicacao. Pela definicao de multiplicacao de polinémios,
temos que f ® g = (do,dy,ds,- - ) onde, d,, = Zaibn_i entao devemos mostrar

que existe um indice k, tal que d, = 04 para;:‘godo n > k. Pela definicao de
polinémio sabemos que existe um indice j, tal que a; = 04, para todo i > j e
um indice [, tal que b; = 04 para todo ¢ > [, se tomarmos k = j + [ teremos,
dy=ag-by+ay-by_1+az-by_o+---+agyr)y bu_(jr1)+-+an_1-by+a,+bo,
como os coeficientes a; com indice maior ou igual a 7 + 1 sao iguais a 04 e

comon >k =j 4+l assimn—(j+1) >j+1+1—(j+1) = [ entdo os
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coeficientes b; com indice maior do que i > n — (j + 1) s@o iguais a 04, logo
dn = &o'bn+a1'bn71+az'bn72+"‘+a(j+1)'bnf(j+1)+"'+an,1'b1+an+b0 = OA
para todo n > k.

Assim precisamos mostrar que os polinémios p e ¢ sao iguais, o que pela igualdade

de polinémios implica em p,, = ¢, Yn > 0. De fato,

= = (Y ) o= Y b= Y

i+j=n i+j=n a+p=i a+B+j=n a+p+j=n
(bg - ¢j) = g Ao - ( E b - ¢;) = g Qo - 2y = @n. Portanto os polinémios
aty=n B+i=v aty=n
sao iguais.

Portanto devemos mostrar que os polinémios 7 e s sao iguais, ou seja, r, = s, €
n > 0. De fato,

re= Y ai-(bjte) =Y (ai-b)+(ai-c) =Y (a;-b)+ > ai-c;=

i+j=n i+j=n i+j=n i+j=n
d, +t, = s,. Logo, os polindbmios r e s s@ao iguais. Analogamente se demonstra

que, (f®g)Oh=(fOh)®(gOh).

Satisfazendo todas as propriedades acima temos que P[X] é de fato um anel.

Resta mostrar que é comutativo e com unidade.

Portanto devemos mostrar que os polindémios f e w sao iguais, ou seja, f, = w, €
n=0
Como k; = 04 para todo i > 1 e kg = 1, temos que:
n
wn:Zaz"wn—i:a0'0A+a1'0A+a2'0A+"'+an'1AZan-

i=0
Portanto os polinomios f e w sdo iguais, e o polinémio k = (14,04,04,---) é 0

elemento neutro da multiplicacao.

Concluimos que P[X] é um anel comutativo com unidade.

Denotaremos o anel dos polinémios por A[X] e o chamaremos de anel dos polinémios

sobre o anel A na variavel X.

A fim de simplificar a escrita e tornar mais praticas as operacoes e manipulagoes

com os polinémios, faremos algumas convencgoes: Utilizaremos o simbolo X para de-

signar o elemento (0,1,0,0, - --), empregaremos o termo a; para representar o elemento

(a;,0,0,0,--+), assim o simbolo a; ird representar duas coisas distintas, o termo a; do

anel A e o elemento (a;,0,0,0,---) do anel dos polinomios A[X]|. Também, ao invés de

escrevermos @ e (® escreveremos + e - para representar respectivamente a adigao e a
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multiplica¢ao tanto em A quanto em A[X], isso ndo causara confusao pois as operagoes
no anel dos polinémios sao as operagoes usuais de adicao e multiplicacao. Com essas
convengoes o polindmio (ag, ai, as, - - +) sera igual & soma a, + a1 + agx® + - - - + a,a™,

entao,
n
P:{ZaianGNeaieA}
=0

Sempre que 0 < 7 < n, os elementos a; sao denominados de coeficientes, as parcelas
a;x* serao os termos, o termo a;X® é chamado monémio de grau i e quando n for o
maior expoente de X, diremos que o polinémio possui grau n, o coeficiente ag é chamado
termo constante, nao definiremos o grau do polinomio ¢(z) = 0 Vg(x) € A[X].

Convencionando que:

1) Paratodo n natural chamamos ¢(z) = 0+0z+...4-0z" de polinémio identicamente

nulo e denotaremos por g(x) = 0.
2) Denotaremos por polindémio constante sempre que q(x) = ay.

3) Nao escreveremos o termo a;x" quando a; = 0.

Para qualquer polindmio ¢(x) se existir um maior n natural tal que a,z™ # 0, entao
definimos o grau de ¢(z) como sendo n e denotaremos por Grau(q(zx)), e o coeficiente
a,, serd chamado de coeficiente lider. Por exemplo ag + a2 + asx? + aszx® possui grau
3, e az ¢ o coeficiente lider, observe também que a; = 0 para todo ¢ > 3 tais termos
existem porém nao sao escritos. Os polindmios de grau zero, sao do tipo Q(X) = a
com a # 0 e sao chamados polindmios constantes.

Sera denominado monico todo polinémio cujo coeficiente lider for igual a 1.

Com as operagoes de adicao e multiplicacao definidas e as convencoes acima intro-

duzidas estamos em condigoes de mostrar algumas propriedades de tais operacoes no

anel dos polinémios.

Teorema 3.2.4. Sejam os polindmios nao nulos p(z) = ag + a1 + axx® + - - - + a,x" e
q(z) = by + byw + byx® + - - - + b, ™ pertencentes a A[X|, tais que a adi¢ao (p + q)(x)

¢ diferente do polindmio nulo. Entdao

Grau(p + q)(v)) < max{Grau(p(z)), Grau(q(z))}
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Demonstra¢ao. Suponhamos que a, # 04 € b,, # 04, assim temos Grau(p(x)) =n e
Grau(q(z)) = m, com isso temos que considerar quatro casos:
1) n=mea,+b, #0a.
Entao (p+¢)(X) = (ap+bo) + (a1 + b))z +- -+ (a, +b,)x™ onde a,, +b, # 04 €0
coefciente lider da adigao (p+¢)(x) e o grau da adigao é Grau(p+q)(z) = n = m.
2) n=mea,+b, =04

Entao (p + q)(z) = (ag + bo) + (a1 + by)x + - - - + (ag + bg)x* + (a, + b,)z" =
(ap+bo) + (a1 + b))z + -+ -+ (ar + bk;)l’k-

Se ap + by # 04, entdo sera o coefciente lider da adi¢ao (p + ¢)(x) e o grau da

adigdo Grau(p+ q)(x) =k <n=m.

Se ay + by = 04, entao repetindo o argumento, quantas vezes forem necessarias,
concluimos que existe um indice 7 tal que a; + b; # 04, pois a adigao (p+ ¢q)(x) é
diferente do polindmio nulo por hipotese, entao a; + b; serd o coefciente lider da
adigao (p + ¢)(x) e o grau da adicao serd Grau(p+ q)(z) =i < k <n=m.

3) n#men<m.

Entao (p+ ¢q)(x) = (ap + bo) + (a1 +b1)x + - - - + (04 + by )™, pois a; = 04 para
todos i > n.

Entao 04 + by, = by, # 04 € o coefciente lider da adi¢ao (p + q)(z) e o grau da
adigdo ¢ Grau(p + q)(x) =m

4) n#mem <n. 34 Entao (p+q)(x) = (ag+bo) + (a1 + b1)x+ -+ (a, +04)x™,
pois b; = 04 para todos i > m.

Entéo a, + 04 = a, # 04 é o coefciente lider da adi¢ao (p + ¢)(X) e o grau da
adigao sera Grau(p + q)(x) = n.

Portanto, em qualquer caso temos que
Grau(p + q)(z)) < maz{Grau(p(x)), Grau(q(x))}.

]

Teorema 3.2.5. Seja A um anel comutativo com unidade 14. Entao A[X] é um anel
comutativo com unidade. Além disso, se A é um dominio de integridade, entao A[X]

€ um dominio de integridade.
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Demonstracao. Considerando as propriedades Aq, Ay, As, Ay, As, M1, Mo,

Ms, My, M5, Mg, anteriormente descritas, temos demonstrada a primeira parte do te-
orema. Basta entdo mostrarmos a tultima parte, para isso suponhamos que ¢(x) e
d(z) € A[X] nao nulos, tais que Grau(q(xz)) = n e Grau(d(z)) = m. Vimos na de-
monstracao da propriedade M1 do fechamento da multiplicacao, que para todos os
coefcientes de indice ¢ > n+m o coefciente é igual a 04, ou seja, ¢; = 04, assim o maior
indice possivel para o coefciente ¢; ser diferente de 04 é o do indice n 4+ m, portanto a
maior possibilidade para o maior expoente de x que possui o coefciente diferente do 04
é n+m, desta forma Grau(q(x)-d(z)) < n+m = Grau(q(x)) + Grau(d(x)). Agora, se

A é um dominio de integridade, temos para o coeficiente ¢, ., a seguinte consequéncia:

aq = 04,580 >n

Crnim = Z aqbgs

a+B=n+m bﬁ = OA, seﬁ >m

Portanto ¢, = ag-0a+a1-04+---4+ap by +04-0pp1+---+04-0g =ay - by,
como A é um dominio de integridade e a,, # 04 € b,, # 04, entao a, - b,, # 04, assim
o coefciente lider da multiplicagao (¢(z) - d(x)) é o a,, - by, e o grau da multiplicagao é

Grau((q(x) - d(z)) = n+m = Grau(q(z))+ Grau(d(z)). O

Sabemos que no anel dos nimeros inteiros (Z) o elemento unidade é o nimero um

(1). O teorema a seguir define o elemento unidade em A[X].

Teorema 3.2.6. Sejam A um dominio de integridade e p(x) € A[X]. Entao p(x) é
uma unidade em A[X] se, e somente se, p(x) é um polindmio constante e ag € uma
unidade em A. Em particular, se A é um corpo, as unidades em A[X] sdo os polinomios

constantes nao nulos.

Demonstracao. .
Suponhamos primeiramente, que p(z) ¢ uma unidade em A[X]. Entdo p(z)-g(x) = 14
para algum g(z) € A[X]. Pelo teorema 3.2.4, temos que Grau(p(x)-g(z)) = Grau(p(z))
+ Grau(g(x)) = Grau(l,) = 0. Como o grau de polinémio é um ndamero inteiro nao
negativo, temos que Grau(p(xz)) = 0 e Grau(g(z)) = 0, Portanto, p(z) e g(x) sao
polinémios constantes, sendo p(x) = ag e g(z) = bp, temos que p(x)-g(z) = ag-by = 14,
portanto ag € uma unidade em A.

Reciprocamente, suponhamos que p(x) = ag é um polindmio constante e ag é uma

1

unidade em A, assim existe g(z) tal que g(x) = ag' , onde a; ' é o inverso multiplicativo
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de ag. Entdo p(z) - g(x) = ag-ag' = 14. Portanto p(z) é uma unidade em A[X]. Se A
é um corpo, os elementos diferentes do elemento neutro da adicao sao unidades, entao

os polindmios constantes niao nulos, sao unidades em A[X] O

Definicao 3.2.7. Seja p(x) um polindmio em um anel A[X]. Se existe a € A tal que,
p(a) =0 (zero de A). Entao a € dito raiz de p(x).

Exemplo 3.2.8. Considerando p(x) € R[X] definido como: p(z) = X* — 1. Os

nimeros reais —1 e 1 sao suas raizes pois, p(—1) = p(1) = 0.

Em A[X] define-se que:

1) O polindmio constante p(z) = a para algum a em um dominio de integridade in-

finito A ndo possui nenhuma raiz, pois para qualquer u € A tem-se que p(u) # 0.

2) O polinémio identicamente nulo p(z) = 0 em um dominio de integridade infinito

A, possui infinitas raizes, pois para todo elemento a € A tem-se que p(a) = 0.

Teorema 3.2.9. Se p(z) € A[X] e a € A entio, p(a) = 0 se, e somente se, 3
q(z) € A[X] tal que p(x) = (x — a)q(x). Por consequéncia, se grau(p(x)) = n, entao
grau(q(x)) =n —1

Demonstragao. Suponha p(z) = ap,2™ + ap_ 12"+ - - + a1x + ag e pla) = a,a” +
Ap_ 10" P+ aa+ ag

Se p(a) = 0, entao p(z) = p(z) — p(a) = ap (2™ — ") + ap_1 (2" —a™ 1)+ +
ai(r — ). Em todas as parcelas ha um elemento da forma (z* — a¥) para concluirmos
basta mostrar que (r — «) divide tais parcelas para k = 1,2,3, - - -.

E facil ver que
22— a?= (v —a)(z+a)
23— a3 = (v — a)(2? + ax + o?) suponha que 2% — ¥ = (z —a)(z* L +axb 2+ +
a*~2x 4+ a*~1) aplicando a propriedade distributiva tem-se que z* — o* = 2 + azF =1 +
oot 2?2 bl —aab Tt — - — aF Tl — of = 2% — of mostrando que de fato a
conjectura ¢ verdadeira.
A reciproca do teorema ¢ imediata pois, se p(z) = (z — a)q(z) tem-se que p(a) =
(0 — a)gla) =0 a

Corolario 3.2.10. Dado um polinémio p(z) em A[X], ndo nulo e de grau n, entdo

p(x) possui no mdzximo n raizes.
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Demonstra¢ao. Sejam ay,as,as,- - -, a; raizes distintas de p(z), entdo pelo teorema
3.2.7 tem-se que p(z) = (z — a1) - ¢1(x), como p(ay) = 0, pois az ¢ raiz e a; # as,
temos que ¢;(az) = 0, logo ay é raiz de ¢i(x) e novamente pelo teorema 3.2.7 tem-
se que p(z) = (x —ay) - (r — az2) - g2(x). Repetindo o raciocinio para az segue que,
az—aj # 0, a3 —as # 0, logo devemos ter ¢o(3) = 0, sendo ag raiz de go(x) e portanto,
p(r) = (r—ay)-(x—ag) - (r—a3)-q(x). Procedendo de maneira analoga com ay, - - -, ax
concluiremos que: p(x) = (r —ay) - (r —az) - (x —ag) - - - (x — ag) - qx(x) de forma que,
Graugg(z) > 0. Considerando o grau de p(z), e aplicando a propriedade distributiva
em (x —ay) - (x —a2) - (x —as) -+ - (x — ag) teremos n = k + Graugy(X), sendo que
Graug(x) > 0 segue que k < n. Portanto, a quantidade de raizes de um polinémio de

grau n ¢ menor ou igual a n. O]

Corolario 3.2.11. Dado um polinémio p(x) em um anel A, o unico que se anula para

todo a € A é o polinémio identicamente nulo, ou seja, p(x) = 0.

E facil ver que p(z) = 0 = ag+a10+ao2?+-+a,2" onde, ag = a; = ay = --+a, = 0.
Podemos observar que, se ag # 0 entdao p(x) é constante e nao se anula em nenhum
ponto. Se algum a; # 0 para ¢ > 0, entdo p(z) possui grau i e pelo corolario 3.2.8

possui no maximo % raizes.

3.3 Algoritmo da divisao de polinémios

Com as propriedades ja definidas, tanto para o anel dos nimeros inteiros, como tam-
bém para o anel dos polinémios, especialmente os conceitos de divisao euclidiana dos
numeros inteiros onde os niimeros inteiros b e a com b > a podem ser escritos como
b=a-q+r, 0 <r < a, sendo que g e r sao Unicos e correspondem ao quociente e
o resto da divisao euclidiana de b por a. Com todas as similaridades existentes en-
tre os polindbmios e os nimeros inteiros, podemos falar em uma divisao euclidiana de
polinémios. Os fundamentos desta teoria foram extraidos de (GARCIA; LEQUAIN,
2001).

Considerando o fato de que os polindémios formam um anel, devemos ter uma ope-
racao de divisao que se assemelha & divisao euclidiana dos ntimeros inteiros,ou seja, a
divisdo de um polinémio p(z) por um polinémio nao nulo ¢(z) nos fornece como quoci-
ente o polinémio d(z), e como resto o polinomio r(z), ou seja p(z) = q(z) - d(z) + r(x).

Sabendo também que dois polindmios sao iguais se, e somente se, os coeficientes das

36



respectivas poténcias da variavel forem iguais, e que ao dividirmos um polindémio p(x)
de grau n por (z — «), onde o é uma das raizes do divisor, o polinémio resultante g(x)
terd grau n — 1, pode-se estabelecer uma relagao entre polindmios conhecida como o
método dos coeficientes a determinar. Vejamos como isso pode ser feito.

Dado o polinoémio p(z) = ap,a™ + ay—12" 1 + - - - + a1 + ao dividi-lo por (z — ) é
obter q(z) = by_12" "1 + b, 22" 2 4 - - - + bz + by tal que p(z) = (z — ) - q(x) + 1.
Devemos ter entao,

p(1) = apa"+a, 12"+ Fartag = (2—a) (by_ 12" by _ox™ 24 by +bo)

aplicando a propriedade distributiva, tem-se b,_ 12" + b,_ox" "' + - - - + by2? + byr —

n—1 n—2 __

ab, 1z — ab,_sx -+« —abjx — aby de modo que para cada termo de mesmo
expoente em p(z) ocorre a seguinte igualdade de coeficientes:

apx™ = by_12" = b,_1 = a,
anflxn_l = bn72$n_1 - abnflxn_l = bn72 - Oébn,1 =Qp—1 = bn72 =0p-1+ Oébnfl

an—Ql‘n72 = bn—an72 - abn—Ql‘n72 = bn—3 - abn—Z = Qp-2 = bn—3 = ap—2 + abn—2

ag = —aby +1r =1 =ag+ aby.

Nos exemplos abaixo apresentaremos algumas situacoes em que variacoes do resul-
tado acima podem ser utilizadas.

Pode-se realizar divisoes por polinomios do tipo x — a de uma maneira simples e

rapida. Tal procedimento é conhecido por dispositivo pratico de Briot-Ruffini.
Exemplo 3.3.1. Vamos dividir p(z) = 32% — 52> +x — 2 por h(z) =z — 2

No algoritmo abaixo: 3,—5,1 e —2 sdo os coeficientes de p(z), 2 é a raiz de h(x).
Para realizarmos a divisao, repetimos o primeiro coeficiente, multiplicamos a raiz de
h(x) por ele e em seguida somamos ao segundo coeficiente, o resultado aparece abaixo
da linha, esse resultado sera multiplicado pela raiz de h(z) e somado ao terceiro coefi-

ciente e o processo segue até o ultimo coeficiente.

[x=2,stage=8, tutorlimit=8 tutor=true|3x® — 52% + x — 2
Os valores 3, 1,3 sdo os coeficientes do quociente ¢(z) e 4 é o resto. Pelo algoritmo

temos:

qz) =3 +x+3er=4

p(z) = h(z)q(z) + r ou seja, 32 — 522 + 2 — 2 = (v — 2)(32% + x + 3) + 4
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Outra consequéncia importante do resultado acima é o de que o resto da divisao de um

polinémio p(z) por x — a é p(a), sabendo que,

pla) = (a—a)qla) +r=0-qg(a) +r=r=1=p(a)

Exemplo 3.3.2. Vamos calcular o resto da divisio de p(z) = 223 — x* + 5x — 3 por
h(zx) =2z —4

p(4) =2(4)3 — (4> +5(4) —3=128 — 16 +20 — 3 = 129
Logo, o resto desta divisao é 129.

Teorema 3.3.3. Seja A[x] o anel dos polinémios e f(z),g(z) € Alz], com g(x) # 0,

entao existem q(x),r(x) € Alz], dnicos tais que;

onde r(z) = 0p ou Grau(r(z)) < Grau(g(z)).

Demonstracao. Existéncia.

Se f(xz) = 04 ou Grau(f(x)) < Grau(g(z)), entdo a prova estéd terminada com
d(2) = 04 ¢ r(x) = f(x), porque f(x) = 04 - g(x) + f(z).

Se f(z) # 04 e Grau(g(z)) < Grau(f(z)), entdo a demonstragao da existéncia sera
por indugao completa ! sobre o grau de f(z). Seja Grau(f(x)) = n, suponhamos f(x) =
@™+ 12" ayz+ag com a, # 04 € g(x) = bpd™ A b1 2™ F b+ b
com b,, #04 e m < n.

Se Grau(f(z)) = 0, entao Grau(g(z)) = 0. Portanto f(z) = ag e g(z) = by com
ag, by # 0f,como A é um anel, by ¢ uma unidade, ou seja, possui inverso multiplicativo,
assim ag = b - (b~ 'ag) + 0, entao o teorema é verdadeiro para n = 0, com ¢(z) = b~ ag
er(z) =04.

Suponhamos que o teorema é verdadeiro para polinémios com grau menor do que
n = Grau(f(x)), devemos mostrar que o teorema é verdadeiro para polindomios com

grau n. Como b, # 04, b, ¢ uma unidade, assim multiplicamos o polinémio g(x) por

!Para uma melhor compreensao deste principio, ver [15] p. 24.
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anb, tx™ ™ para obter a,b, ta" ™ g(x) = a,b, ta" T (b x™ +by ™ bz +by) =
AnZ™ + Qb Yo 12" 4 @b by - a, b Y™

"ML g(x) tem 0 mesmo grau m e 0 mesmo

Como os polindmios f(x) e a,b, '
coeficiente lider a,, a diferenca f(z) —a,b,,'z" ™ g(x) ¢ um polinémio de grau menor

que n. Por hipotese de indugao, existem ¢;(z) e ri(x) em Alz] tais que,

f(x) = anby,'z"™" - g(w) = qi(w) - g(x) + ()
com 71(z) = 04 ou Grau(ri(z)) < Grau(g(x)).Portanto,
f@) = (@) - g(w) +ri(w) + anby, 2" - g()
f(@) = g(z) - [a1(z) + anby, 2" "] + 71(2)

Se tomarmos ¢(z) = qi(x) + a,b,,'z"™ e r(z) = r1(x), temos que o teorema é ver-
dadeiro para os polinémios de grau n. Portanto pelo principio da indugao completa o
teorema é verdadeiro para todo polinémio independente de seu grau.

Unicidade. Sejam ¢;(x), ¢2(x), r1(z), m2(2) € A[X], tais que f(x) = q1(x) - g(z) +
ri(x) e f(z) = qa(x) - g(x) + r2(x), onde 1 = 04 ou Grau(ri(z)) < Grau(g(x)), e
ry = 04 ou Grau(ra(x)) < Grau(g(z)).Assim

@ (x) - g(@) +ri(x) — @2(2) - g(x) —ra(2) = f(zx) — f(2) =0

0(2) - 9(2) — () - 9(x) = ral) — 11 (2)

9(@) - (1 (z) — @2(2)) = r2(z) — ri(2)

Se q1(x) # ¢a(x), temos Grau(g(x)) - (¢1(x) — q2(x))) = Grau(ra(x) — ri(z
como A é dominio de integridade pelo Teorema 2.4.1, temos Grau(g(z)) - (¢1
@2(x))) = Grau(g(x))+ Grau(qi(z) — ¢2(x)) entdo, Grau(re(z) — ri(x)) = Gra ( (x )
+ Grau(qi(x) — g2(x)). Assim, Grau(ra(X) —r(x)) > Grau(g(x)).

No entanto, Grau(ry(z)—r1(z)) < max Grau(ri(x)), Grau(ry(x)), mas como Grau(r(z)) <
Grau(g(z)) e Grau(re(z)) < Grau(g(x)),temos que, Grau(ry(z)—ri(z)) < max Grau(ri(z)), Grau(s
Grau(g(z))

Portanto temos uma contradigao. Logo ¢;(x) = ¢a2(x) e temos g(z)-(q1(z) —q2(x)) =
ro(z) — () = g(x) - 04 = 1ro(x) — 1 (x) = 04 = ro(x) — ri(z) = ro(x) = ri(z)

Concluimos que existem tnicos polindémios ¢(z) e r(x) tais que f(z) = q(z)(x) +
r(z). O

Exemplo 3.3.4. Sejam os poliomios f(x) = 2+ 23— 722+ 92 —1 e g(x) = 22+ 3z —2

vamos realizar a divisao de f(x) por g(x).
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[style=D,stage=11] 2* + 2* — T2? + 9z — 12* + 3z — 2

Observe que z? — 2z + 1 é o quociente (g(z)) e 2z + 1 é o resto (r(x)), entdo

f(z) = g(x) - q(z) + r(x), além disso o grau de r(x) ¢ menor do que o grau de g(z).

3.4 Maximo divisor comum, Minimo muiltiplo comum
e divisibilidade

Definigao 3.4.1. Sejam F um corpo e a(x), b(z) € F[z| com b(z) nao nulo. Dizemos
que b(x) divide a(x), ou que b(x) é um fator de a(x), e escrevemos b(x) | a(x), se
a(z) = h(x) - b(z) para algum h(x) € Flz]|. Neste caso, diremos que a(x) é mailtiplo de
b(x).

Ao aplicarmos o algoritmo da divisdo nos polindémiosa(z) e b(z) € Flz| com b(x)

nao nulo, se o polinémio do resto for o polinoémio nulo, entao b(z) divide a(z).

Teorema 3.4.2. Sejam F um corpo e a(x), b(x) € Flx] com b(x) # 0. Entdo valem

as sequintes propriedades:
1) Se b(x) | a(z), entio ¢ - b(x) | a(x), para todo ¢ € F e ¢ # 0.
2) Se a(z) | b(z) e b(z) | ¢(x), entdo a(z) | c(x).
3) Se a(z) | b(z) e a(z) | c(x), entdo a(z) | (b(z) + c(x)).
4) Se a(z) | b(z), entdo a(z) | b(x) - c(x), para todo c(z) € Fla].

5) Se a(z) | b(z) e a(x) | ¢(x), entao a(x) | (b(x) - d(z) + c¢(x) - e(x)), para quaisquer
d(z) e e(x) € Flx].

6) Se a(z) | b(x) e b(x) | a(z), entdo a(x) = c¢- b(x),onde ¢ é uma constante de F.
7) Se b(z) | a(x), entdo Grau(b(z)) < Grau(a(x)).

Demonstragao. 1) Se b(x) | a(x), entao a(x) = b(zx) - h(z) para algum h(x ) € Flz].

Se b(x)
Assim temos: a(r) = 1p - b(z) - h(z) = c- ¢! - b(x) - h(z) = ¢ b(x)[c™! - h(z)].
Portanto, ¢ - b(z) | a(x).
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(x) | b(z) e b(z) | ¢(x), entdo temos:

b(x) = a(z) - ¢1(x), para algum ¢, (z) € Flz] e
c(x) = b(z) - ¢2(x), para algum ¢o(z) € F[z] assim,
c(x) = a(z)1(x) - g2(x) e como ¢;(z), ¢2(x) € F|x], temos que a(x) | c¢(z).
3) Se a(x) | b(x) e a(zx) | c(z), entdo temos:
b(x) = a(zx) - ¢1(x), para algum ¢;(x) € Flz] e
c(x) = a(z) - ¢2(x), para algum g¢o(z) € F[z], assim,
b(x) + c(z) = a(z) - ((2) + @(x)) com qi(z) + ¢(z) € Flz], entdo a(z) |
(b(z) + c(x))

4) Se a(z) | b(z), entdo b(x) = a(x)(z) para algum ¢(z) € F|z], e para todo ¢(z) €
F[z] temos: b(z) - ¢(x) = a(zx) - q(x) - ¢(x) e como g(x) - ¢(r) € Flx] entdao

a(z) | b(z) - ().

5) a(z) | b(z) e a(x) | ¢(x), temos pelo item 4 que:
a(x) | b(z) - d(x), para algum d(x) € F|x] e
a(x) | ¢(z) - e(x), para algum e(x) € F[z], entdo pelo item 3 temos que;
a(x) | (b(x) - d(z) + ¢(x) - e(x)) para quaisquer d(z),e(x) € Flx].
6) Se a(z) | b(x) e b(x) | a(z), entdo temos:
b(x) = a(z) - ¢1(x), para algum ¢ (z) € Flz] e
a(x) = b(x) - ¢2(x), para algum ¢z(x) € F[z] assim,

a(z) = a(z) - q(z) - g2()
desta forma Grau(a(z)) = Grau(a(z)) - ¢1(z) - g2(z), sendo F[z] dominio de in-
tegridade, temos que Grau(a(z)) = Grau(a(z)) + Grau(q(x)g(x)), com isso

Grau(q(z)g(x)) = 0,0u seja Grau(qi(x)) + Grau(g2(X)) = 0, o que implica

~— ——

Grau(qi(x)) = 0 e Grau(ge(z)) = 0. Portanto, gz(x) = ¢ é um polindémio cons-

tante e a(x) = c¢- b(x).

7) Suponha b(x) | a(z), entao a(z) = b(x) - h(z) para algum h(x) € F[x]. Temos que
Grau(a(z)) = Grau(b(z))+ Grau(h(z)). Uma vez que o grau dos polinémios sao
nameros naturais, devemos ter 0 < Grau(b(z)) < Grau(a(z)).

[

Definicao 3.4.3. Sejam F um corpo e a(x),b(x) € Flz], ambos nao nulos. O mdzimo

divisor comum (mdc) entre a(z) e b(z) € o polindmio monico de maior grau que divide
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a(x) e b(x), ou seja:

1) d(zx) | a(z) e d(z) | b(z);

2) Sec(zx) | a(x) e c(x) | b(x), entdo o Grau(c(x)) < Grau(d(z)).

Teorema 3.4.4. Seja F' um corpo e a(x),b(x) € Flx], ambos nao nulos. Entao,
existe um unico mdzimo diwvisor comum d(x) entre a(x) e b(x). Alem disso, existem
polinomios u(x) e v(x), nao necessariamente nulos tais que d(x) = a(zx) - u(x) + b(zx) -

v(x).

Demonstracao. Existéncia.

Seja S o conjunto de todas as combinagoes lineares de a(z) e b(z), isto &,
S =a(x) -m(x)+bz) - n(x);m(x),n(z) € Flz]

observe que S contém polindmios ndo nulos, ao menos a(x) e b(x) pois, a(zr) = a(z) -
lp+b(x)-0p eb(z) = a(z)-0p+b(z)-1p. Assim, o conjunto de todos os graus em S é
um conjunto nao vazio de inteiros nao negativos, que tem um menor elemento, Assim
existe um polindémio w(z) de menor grau em S. Se d é o coeficiente lider de w(x),
entao t(z) = d~' - w(z) é um polinémio monico de menor grau em S. Pela definigao de
S temos que:

existem u(x),v(z) € Flz], tal que t(z) = a(x)(z) + b(x) - v(z).

Vamos mostrar que t(x) é o méximo divisor comum entre a(x) e b(x). Sabemos que
existem ¢(z) e r(z), tal que a(x) = q(z) - t(z) + r(z), com r(z) = 0F ou Grau(r(x)) <

Grau(t(x)). Em consequéncia temos que:

r(z) = a(z) = q(z) - t(x)

r(z) = a(z) — q(z) - la(z) - u(z) + b(z) - v(z)

r(z) = a(z) = q(z) - a(z) - u(z) = g(z) - b(x) - v(2)
r(z) = a(z) - [1 = q(z) - u(@)] + [b(z) - [=¢(z) - v(2)]

Assim, r(z) ¢ uma combinagao linear de a(x) e b(z), portanto r(z) € S, e como t(x)
é o polindmio moénico de menor grau em S nao ha a possibilidade de Grau(r(x)) <
Grau(t < (z)), entdo a tnica possibilidade é r(x) = Op. Portanto a(z) = q(z) - t(z) +
r(z) = q(z)-t(z) + 0p = q(x) - t(x), de modo que ¢(z) | a(x). Analogamente se mostra

que t(z) | b(z). Assim provamos a primeira propriedade: O
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1) t(x) | a(z) e i(z) | b(z)
Se c(z) | a(z) e c(2) |
c(z) [ a(z) - u(z) + b(z)(x) =

Grau(c(x)) < Grau(t(z)). Assim provamos a segunda propriedade:

b(x), entao por (5) do teorema anterior
t

(x), com isso ¢(z) | t(z) e por (7) temos que

2) Se ¢(z) | a(x) e c(x) | b(z), entdo Grau(c(z)) < Grau(t < (x))

portanto £(x) é o méaximo divisor comum de a(z) e b(x).

Unicidade.

Vamos mostrar que além de t(z) ser o maior divisor comum de a(z) e b(z), ele
também ¢é tnico.

Suponha que d(x) seja um dos maximos divisores comuns de a(z) e b(x). Devemos

provar entao que d(z) = t(z). Como d(x) é o maximo divisor comum de a(z) e b(x),
entdao existem f(z),g(x) € F[z] tais que a(x) = d(x) - f(z) e b(x) = d(x) - g(x).
Portanto,

t(z) = a(x) - u(z) + b(x) - v(x)

t(x) = [d(z) - f(2)] - u(@) + [d(z) - g(x)] - v(2)

t(x) = d(@)[f(z) - u(z) + g(x) - v(z)]. Logo,

Grau(t(z)) = Grau(d(z)) + Grau([f(z) - u(z) + g(z) - v(2)])

como t(z) e d(z) sdo maximos divisores comuns, temos que: Grau(t(z)) = Grau(d(x))

consequentemente,

Grau([f(z) - u(z) + g(z) - v(z)]) =0

assim, f(z)-u(z) + g(x) - v(x) = ¢ para alguma constante ¢ € F', o que significa que
t(z) = d(x) - c. Sendo d(z) e t(x) polindomios monicos, o coeficiente lider do primeiro
membro da igualdade é 1z e 0 segundo membro é ¢, entao devemos ter ¢ = 1p. Portanto,
d(z) =t(z) = a(z) - u(x) + b(z) - v(z) sendo o tnico maximo divisor comum de a(z) e

b(x).

Definicao 3.4.5. Seja F' um corpo e a(x),b(x) € F[z], ambos nao nulos. O minimo
maltiplo comum (mme) de a(z) e b(z) é o polindmio ménico de menor grau que €
maltiplo de a(x) e b(z).

O polinémio m(x) é o minimo maltiplo comum entre a(x) e b(x) se satisfaz

1) a(z) | m(z) e b(x) [ m(z);
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2) Se a(x) | c¢(x) e b(z) | c(z), entao o Grau(m(x)) < Grau(c(x)).

Teorema 3.4.6. Sejam F um corpo e a(x);b(x) € F[X], ambos nao nulos, com os
coeficientes lideres a e b respectivamente, e sendo q(x) o quociente da divisao de a(x) -
b(x) pelo mdc(a(x);b(x)). Entao existe um inico minimo maltiplo comum entre a(x)

e b(z), que é
mme(a(z); b(z)) = q(z) -a™t - b7L

Demonstracao. Existéncia.

Denotaremos por d(x) o mdc(a(x);b(x)), sendo assim, d(z) | a(x) e temos que
d(x) | a(z) - b(x), assim podemos escrever a(z) - b(x) = d(z) - q(z), como d(z) é monico
e o coeficiente lider de a(x) - b(z) ¢ igual a a - b, entdo o coeficiente lider de g(x) ¢ igual
aa-b. Assim ¢(x)-a~'-b~! ¢ monico.

Para provar que m(z) = q(x) - a='-b~' é o mme(a(z); b(x)), devemos mostrar que
m(z) satisfaz as duas propriedades da definigdo de minimo multiplo comum.

Multiplicando os dois lados da igualdade m(z) = q(x) - a™ - b~ por d(z) temos:
d(x) -m(z) = d(z) - q(x) -a™" - b7
d(z) -m(z) =a(z)-b(x)-a=t 07!
como b(z) = d(z) - h(z) para algum h(z) € F[z], temos
d(z) -m(z) =a(z)-d(z) - h(z)-at- b1
além disso, sendo F[z| um dominio de integridade, segue que:
m(z) = a(z)-h(z)-a=t b7,

portanto a(z) | m(x). Analogamente se prova que b(z) | m(z). Assim provamos a
primeira propriedade

1) a(z) [ m(zx) e b(z) | m(z).

Seja ¢(x) € F[X] tal que a(z) | ¢(x) e b(z) | c(x) ou seja, c¢(x) = a(z) - f(z) para
algum f(z) € F[X], ¢(x) = b(x) - g(x) para algum g¢(z) € F[X]. Entao, existem
u(z);v(x) € F[X] tais que d(z) = a(z) - u(z) + b(z) - v(x), multiplicando os dois lados
da igualdade acima por ¢(x) temos o seguinte:
c(x)-d(z) = c(z) - a(z) - u(z) + c(z) - b(z) - v(x)

c(z) - d(z) = b(x) - g(x) - a(z) - u(z) + a(z) - f(z) - b(x) - v(z)
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)+ f
q fﬂ) [ ( ) u(z) + f
co(x) = q(x) - [g(z) - ulz) + f(z) - v(z)],
portanto ¢(z) | ¢(z), e temos que a~' - b - ¢(x) | c(z), ou seja, m(z) | ¢(x). Sabemos

que Grau(m(x)) < Grau(c(z)). Assim provamos a segunda propriedade:
2) Se a(x) | c(x) e b(z) | ¢(z), entdao o Grau(m(x)) < Grau(c(z)).

Portanto m(x) = g(z) - a=* - b~! é minimo miltiplo comum de a(z) e b(x).

Unicidade.

Vamos provar que m(z) é o tinico minimo multiplo comum entre a(z) e b(x).
Suponhamos que t(x) seja qualquer minimo multiplo comum entre a(z) e b(z). Para
provar a unicidade, devemos mostrar que m(z) = t(z), na demonstracao de existéncia
do mme(a(z);b(x)), demonstramos que m(x) divide todos os multiplos comuns de a(x)
e b(z), em particular m(z) | t(z), ou seja, t(x) = m(x) - f(x) para algum f(z) € F[X].
Assim, Grau(t(z)) = Grau(m(x)) 4+ Grau(f(z)). Como t(x) e m(z) sdo minimos mul-
tiplos comuns, entao o Grau(t(x)) = Grau(m(z)), consequentemente Grau(f(z)) = 0.
Assim f(x) = ¢ para alguma constante ¢ € F. Portanto, t(z) = m(z)c. Como m(x) e
t(x) s@o polinémios ménicos, o coefciente lider do lado esquerdo da igualdade é 1r e o
do lado direito é ¢, entao devemos ter ¢ = 1p . Portanto ¢(x) = m(z) = q(z) -a™' - b7}

¢ o tnico minimo multiplo comum de a(x) e de b(z). O

3.5 Irredutibilidade

Como os polindmios apresentam varias propriedades similares as dos niimeros inteiros,

vamos introduzir o conceito de irredutibilidade em um corpo de polindémios F[z].

Definicao 3.5.1. Um elemento a em um anel [A] comutativo com unidade, serd cha-

mado de associado de um elemento b € A, se a = b - u para alguma unidade u € A.

Observe que se um elemento a é associado a um elemento b, entao b é associado de
a, pois se, a = b-u, entdo b = a - u~! e u~! ¢ uma unidade. Por exemplo no anel dos
nimeros inteiros Z , os unicos associados de um ntumero inteiro n sao n e —n, porque

somente 1 e -1 sdo as unidades em Z.
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Teorema 3.5.2. Se I' é um corpo e a(x);b(x) € F[X], entao a(z) € associado a b(z)

se, e somente se, a(x) = b(z) - ¢ para algum polindmio constante nao nulo c.

Suponha que a(z) ¢ associado a b(z), ou seja, a(x) = b(x) - u(x) onde u(z) é uma
unidade de F'[X]. Pelo Corolario 2.1.17 as unidades em F|X] sdo os polinomios constan-
tes nao nulos, assim a(x) = b(x) c¢ para algum polinémio ndo nulo c. Reciprocamente,
se a(x) = b(x)c para algum polinémio constante nao nulo ¢, entdao novamente pelo
Teorema 2.4.2 sabemos que ¢ é uma unidade em F[X]. Portanto a(x) é associado a
b(x).

No anel dos ntmeros inteiros Z, um nimero p diferente de zero dito primo, se nao
for uma unidade, ou seja, p # +1, e seus tnicos divisores sdo +1 (as unidades) e £p
(os associados de p). Se F' é um corpo, entdo as unidades em F[X] sdo os polino-
mios constantes nao nulos, assim podemos enunciar a seguinte defni¢cao de polindmio

irredutivel.

-

Definicao 3.5.3. Seja F' um corpo. Um polinémio nao constante p(z) € F[X] é
dito polindmio irredutivel se seus unicos divisores sao seus associados e os polindmios
constantes nao nulos (as unidades). Um polindémio nao constante que nao € irredutivel

€ chamado de redutivel.

Exemplo 3.5.4. Considere o polinomio f(x) = 3z + 1 em R, temos que os divisores
de f(x) sao de grau 0 ou 1. Os divisores de f(x) de grau 0 sao polindmios constantes
nao nulos. Se g(x) € um divisor de f(x) de grau 1, entao, 3x + 1 = g(zx) - h(x), com
isso o Grau(h(z)) = 0, de modo que h(z) = ¢, entio g(x) = c™* - (3x + 1), assim g(z)

¢ um associado de f(x). Portanto, f(x) € irredutivel em R[X].

Teorema 3.5.5. Seja F' um corpo, entao todo polinomio de grau 1 pertencente a F[X]

é irredutivel em F[X].
A demonstragao segue da generalizacao do argumento do exemplo 2.4.5.

Teorema 3.5.6. Seja F' um corpo. Um polindémio nao nulo f(x) é redutivel em F[X]

se, e somente se, f(x) pode ser escrito como produto de dois polindmios de grau menor.

Suponha que f(x) é redutivel em F[X], entdao f(x) tem um divisor g(z) € F[X]
que nao ¢é associado a f(x) e ndo é um polindémio constante nao nulo, ou seja, f(x) =
g(x) - h(z). Se g(z) ou h(x) tem o mesmo grau de f(z), entdao um deles tem grau igual

0. Como um polinébmio de grau 0 é um polinémio constante nao nulo em F[X], isso
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signica que ¢g(z) é um polindmio constante nao nulo ou um associado de f(z), ou seja,
contrario a hipotese. Portanto, tanto g(z) como h(z) tem grau menor que f(z).
Reciprocamente, suponha que f(z) pode ser escrito como produto de dois polino-
mios de grau menor, ou seja, f(z) = g(z) - h(x), onde Grau(g(z)) < Grau(f(x)) e
Grau(h(z)) < Grau(f(x)), entdo Grau(g(z)) # 0 e Grau(h(z)) # 0, assim g(x) e h(x)
sdo polinémios nao constantes nao nulos. Se g(z) ¢ um associado de f(z), entao temos

que g(x) = f(x) - ¢ para algum polinémio constante nao nulo c¢. Portanto,

lp- f(z) = g(z) - h(z)
lp- fz) = (fﬂ) ¢ h(z)
lp=c-h(z)

Assim Grau(lp) = Grau(c) + Grau(h(z)), como Grau(lp) = Grau(c) = 0. Com
isso Grau(h(xz)) = 0, o que ndo pode ocorrer. Logo g(z) ndo pode ser associado de

f(z), de maneira analoga h(z) também nao pode ser associado de f(x). Portanto f(z)
é redutivel em F[X].

Teorema 3.5.7. Seja F' um corpo. Cada polinémio nao constante em F[X| € irreduti-
vel ou pode ser escrito como produto de polindmios irredutiveis em F[X]. Esta escrita

€ unica no sequinte sentido: Se,

f(x) = pi(x) - pa() - - pr(2) € f(7) = () - () - - - ().

com cada p;(x) e q(x) irredutivel, entdo r = s, ou seja, o numero de polindmios

irredutiveis € o mesmo. Apds, se necessdrio, os qi(x) serem reordenados temos,
pi(x) € um associado a q;(x)(i = 1;2;3;-- ;7).

Demonstragao. Vamos provar que f(z) € F[X] sendo um polindémio nao constante
é irredutivel ou pode ser escrito como produto de polinémios irredutiveis em F[X].
Considere Grau(f(z)) = n, temos que n > 1, faremos a demonstragdo por indugdo
completa sobre n. No caso de n = 1, pelo Teorema 2.4.17, f(x) é irredutivel, portanto
a propriedade é vélida. Suponhamos que a propriedade é valida para todo polindémio
de grau menor que n, ou seja, nossa hipotese de inducao é que qualquer polindémio
em F[X] de grau menor que n ¢ irredutivel ou pode ser escrito como produto de
polindmios irredutiveis em F[X]. Se f(z) ¢ irredutivel em F[X], nada temos que
fazer. Caso contrario, f(z) é redutivel em F[X], portanto pelo Teorema 2.4.18, f(x)

pode ser escrito com produto de dois polindémios de grau menor, ou seja, f(z) =
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g(x) - h(z) onde Grau(g(z)) < n e Grau(h(z)) < n. Aplicando a hipotese de indugao
em g(z) e h(z), ou seja, que g(x) ou h(x) é irredutivel ou pode ser escrito como
produto de polinémios irredutiveis em F[X]. Assim f(z) é irredutivel ou pode ser
escrito como produto de polindémios irredutiveis em [X]|, entdao a propriedade é valida
para n. Portanto pelo principio da inducao completa a propriedade é valida para
todo n > 1. Vamos provar que esta fatoragao é tnica, a menos da ordem de fatores.
Suponhamos que f(z) = pi(z) - pa(z) - =+ e pr(2) = qi(2) - @2(2) - - - ¢5(x) com p;(z) e
g;(z) irredutiveis. Como pi () - [p2(z) - - - pr(x)] = q1(x) - g2() - - - gs(2), logo pi(w) |
¢1(z) - q2(x) - - - gs(x), entdo py(z) | g;(z) para algum j. Reorganizando os g;(x)’s,
podemos assumir quep;(x) | ¢1(x). Como ¢i(x) é irredutivel, temos que pi(x) é um
polinémio constante ou um associado de ¢;(x). No entanto,p;(x) é irredutivel, e pela
defnicao de polinémio irredutivel nao pode ser um polinémio constante. Portanto,
p1(z) é um associado de ¢y (z), com p;(z) = ¢; - ¢1(x) para algum polindmio constante
1. Portanto g,(z)-[c1-pa(2) pa(e) -1 (2)] = pr(2) p2(2) - Pr(2) = 01(2) 4a(2) -+ s 2)
podemos cancelar ¢;(x), temos

pa(x) - [er - p3(2) - - - pr()] = () - @3(2) - - - (),

usando o mesmo argumento com relagao ps(x), teremos

ps(x) - [el-c2-pa(x) - - pe(@)] = () - qu(@) - - - gs().
Usando o mesmo argumento e eliminando continuamente um polindémio irredutivel de
cada lado da igualade a cada etapa. Se r = S, entao esse processo prova a unicidade da
escrita. Entao para completar a demonstracao do teorema, devemos mostrar que r = s.
Suponhamos por contradi¢do que r # s, ou seja, 7 < s ou r > s. Primeiro, suponha
que 7 > s, apos as etapas do processo anterior, todas os g¢;j(x)'s serao eliminados e

teremos o seguinte,

c1-C2- - Cs Poyp1(T) - Poya() - - - pr(x) = 1p.

Isto mostra que p,(z) | 1r , pelo Item (7) do Teorema 2.4.9, temos Grau(p,(z)) <
Grau(lp) = 0, assim Grau(p.(z)) = 0, mas p,(x) é irredutivel e pela defnigao de
polinémio irredutivel, temos que Grau(p,(z) > 1, logo chegamos a uma contradigao.
Portanto, r > s nao pode ocorrer. Analogamente mostra-se que r < s também leva a
uma contradicao e nao pode ocorrer. Portanto, r = s é a tnica possibilidade. Conclui-

mos entao que a fatoracao é tnica. ]
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3.6 Divisao como relacao de equivaléncia e congruén-

cia de polindmios

A divisao de polindémios se assemelha & divisao dos niimeros inteiros, nos permitindo
estabelecer uma relagdo de equivaléncia, e pelo algoritmo da divisao nos oferece a
oportunidade de extender a linguagem de congruéncia modular para os polinémios.

Pelo teorema 2.4.7 sabemos que

p(x) = q(x) - d(z) + r(z)

onde r(x) = 0 ou Grau(r(z)) < Grau(q(z)). Em consequéncia temos que,

p(x) —r(x) = q(z) - d(x)
logo,
q(z) - d(z) | p(x) —r(z)
ou o equivalente,
p(x) —r(z) = 0 modg(z) - d(x)

Portanto a congruéncia modular pode ser transposta para o corpo dos polinémios.
Vamos mostrar que a divisao de polindémios é uma relagao de equivaléncia.

Dados os polindémios p(x) = a, + a1z + - - - + apz”, q(x) = by, + bz + - - - + bya™ e

d(z) = ¢, + 1 + - - - + ¢,z pertencentes a A[X] onde p(x), q(z) e d(x) sao diferentes

do polinémio identicamente nulo, a divisao é:

Refleziva. Pois d(z) | p(z) — p(x) = 0.

Simétrica. Se d(z) | p(x) — q(x) entdo, d(z) | —(p(z) — q(z)) = q(z) — p(x) como os

coeficientes sao inteiros, sabemos que para quaisquer a, ¢ inteiros, se ¢ divide a, entao

c divide —a.

Transitiva. Se d(x) | p(x) — q(x) e d(z) | g(z) — s(x) logo, d(z) | p(z) — q(z) + q(x) —

s(x) = p(z) — s(z), entado d(z) | p(x) — s(z).

Em consequéncia do fato de a divisao ser uma relagao de equivaléncia podemos definir

a equivaléncia na relagao de congruéncia, ou seja,

Reflexiva: p(x) = p(x) modd(z).

Simétrica: p(x) = q(x) modd(z), entdo ¢(z) = p(x) modd(zx).

Transitiva: p(x) = q(x) modd(z) e q(x) = s(x) modd(z) entdo, p(z) = s(x) modd(z).
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Podemos definir algumas propriedades operatérias importantes na congruéncia dos

polinoémios.

Proposigao 6. Sejam p(z),q(x), f(x), g(x),d(x) € Alx] com d(z) # 0.

1) Se p(x) = q(x) modd(x) e f(x) = g(x) modd(x), entao p(x)+ f(x) = q(z) + g(x)
modd(z).

2) Se p(x) = q(x) modd(zx) e f(x) = g(x) modd(x), entao p(z) - f(x) = q(x) - g(x)
modd(x).

Demonstracao. Suponhamos que p(z) = ¢(x) modd(z) e f(z) = g(x) modd(z). Logo,
temos que d(z) | p(x) — a(x) e d(z) | () — g(z).

1) Basta observar que d(z) | (p(z) — ¢(x)) + (f(x) — g(x)) e, assim d(z) | (p(x) +
f(@)) = (q(x) + g(x)). Portanto, p(z) + f(z) = q(z) + g(x) modd(z).

2) Sabendo que d(z) | g(z) — f(x) e d(x) | g(x) — p(x) tem-se respectivamente que,
d|q(x)-(9(z) = f(z)) e d| f(z) - (q(z) = p(x)) mas, q(z) - (9(z) = f(x)) + f(2) -
(q(x) = p(x)) = q(z) - g(x) — f(z) - p(x) logo, d(x) | q(x) - g(z) — f(z) - p(x).
Portanto, ¢(z) - g(x) = f(z) - p(x) mod d(z).

[

Proposicao 7. Sejam p(x),q(x), f(x),d(z) € Alz] com d(z) # 0. Tem-se que p(z) +
f(z) = q(x) + f(z) mod d(x) se, e somente se, p(x) = q(x) mod d(x).

Demonstragao. Se, p(x) = q(z) mod d(x), segue imediatamente da proposigao 2.4.1 i)
que p(x) + f(x) = q(z) + f(z) modd(x) pois, f(x) = f(x) mod d(z). Reciprocamente,
fla

se p(z) + f(x) = q() + f(z) modd(z), entao d(x) | p(x) + f(z) = (¢(z) + f(2)), o que
acarreta que d(x) | p(x) — ¢(x) e, consequentemente, p(z) = g(z) modd(x). O

50



Capitulo 4

A congruéncia modular na
resolucao de problemas da
educacao basica

Nesse capitulo abordaremos através de exercicios, algumas situagoes em que o uso
da congruéncia moédulo m pode ser apresentado aos alunos da educagao basica como
uma ferramenta que em muitos casos podera facilitar a abordagem e resolucao de
problemas, como também lhes dar uma compreensao mais significativa das estruturas
das operagoes numéricas no conjunto dos nimeros inteiros.

O objetivo dessa abordagem é dar ao professor do ensino basico algumas referéncias
de situagdes (ndo apenas de questdes) em que é posssivel se aplicar os conceitos de
congruéncia modular no contexto da sala de aula, cabendo a cada professor a analise
de outras situagoes que possam ser apresentadas aos alunos afim de que o ensino da
matemaética se torne mais significativo, dindmico e atrativo.

Iniciamos nossa lista com algumas situacoes interessantes do cotidiano, para des-
pertar o interesse por parte dos alunos, mostrando que a congruéncia modular esta

presente em seu dia a dia.
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4.1 A obtencao do digito verificador do CPF

As pessoas que faziam anualmente a declaragdo de imposto de renda no Brasil, a
partir de 1965, recebiam juntamente com o Manual de Orientacoes e formulérios, o
Cartao de Identificagao do Contribuinte (CIC), que era um numero de registro criado
para controle desse tipo de imposto, porém, o Decreto-lei de 30 de dezembro de 1968
alteraria o Registro de Pessoas Fisicas criado em 29 de novembro de 1965, para Cadastro
de Pessoas Fisicas (CPF). A inscrigdo no Cadastro de Pessoas Fisicas, requerido pelo
Ministério da Fazenda a partir desse decreto, se estenderia a todas as pessoas fisicas,
contribuintes ou nao do imposto de renda. O CPF é um documento emitido pela
secretaria da receita federal. A idade minima exigida para que uma pessoa seja inscrita
no cadastro vem diminuindo nos ultimos anos. Atualmente, assim que a crianca nasce
ja deve ser registrada. O nimero do CPF é composto por 11 digitos, obedecendo a
seguinte estrutura: 8 Digitos base + 1 digito da regiao fiscal + 2 Digitos verificadores.

Os nove primeiros digitos sao a base do calculo para se determinar o décimo e
décimo primeiro digitos, que sao os verificadores, sendo que esses serao um primeiro
indicativo de que o documento ¢é legitimo. Diremos que serd um indicativo pois esse
nao é o Unico critério para se determinar se o niimero é verdadeiro ou falso, pois além
de verificar a parte matematica o nimero do CPF deve constar no cadastro de registros
da receita federal.

O nono algarismo identifica a unidade fiscal onde o CPF foi emitido, seguindo uma

tabela pré-definida, como segue abaixo.
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Digito Regiao
0 RS
1 DF, GO, MS, MT e TO
2 AC, AM, AP, PA, RO e RR
3 CE, MA e PI
4 AL, PB, PE e RN
5 BA e SE
6 MG
7 ES e RJ
8 SP
9 PR e SC

Tabela de Regioes Fiscais

Fonte: receita.economia.gov.br

O numero do CPF é composto da seguinte sequéncia: didsdsdsdsdedrds

dodiody1, onde a sequéncia dydodzdsdsdgdrdg é fornecida pelo sistema da receita federal,
o digito dy indica a regiao fiscal de origem do documento, e os digitos verificadores, dyq
e di; sao calculados pelo seguinte algoritmo: dy -1 +dy-2+ds-3+ds-4+ds-5+dg -
6+d;-7T+4+dsg-8+dy-9= X e verificada a sua congruéncia modll, ou seja, X =y
mod 11 sendo que o valor de y serd o primeiro digito verificador.

Para o segundo digito verificador incluimos diy = y e o algoritmo segue da seguinte
forma: dy-0+dy-14+d3-2+dy-3+ds-4+dg-5+d7-6+dg-T+dg-8+dig-9=W
e novamente verifica-se a congruéncia modll, W = K mod 11, onde o valor de K sera

o segundo digito verificador. Quando y = 10 ou K = 10 o algarismo considerado sera

0 (zero).

Vamos calcular os digitos verificadores de um CPF ficticio, cujos nove primeiros

digitos sao 310232101. Pelo algoritmo acima teremos:

3:1+1-24+0-3+2-4+3-5+2-6+1-7+0-8+1-9=256

5 =1 mod 11
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logo o primeiro digito verificador é 1.

Vamos calcular o segundo digito verificador

3-0+1-14+0-24+2-34+3-4+2-54+1-64+0-7+1-8+1-9=52
52 = 8 mod 11

entao o segundo digito verificador é 8, portando o niimero completo do CPF sera
310232101-18.

Como o nono algarismo é 1, pela tabela das regioes fiscais, nosso CPF ficticio foi emitido
em uma das unidades federativas DF, GO, MS, MT ou TO.

4.2 Digito verificador do cartao de crédito

Na década de 1920 alguns comerciantes nos Estados Unidos ofereciam aos seus clientes
cartoes como cortesia para usarem em compras, sendo que estes cartoes eram aceitos
apenas pelos comerciantes que os emitiam. O Diners Club aprimorou essa prética,
criando cartoes que eram aceitos em varios tipos de estabelecimentos, cobrando dos
comerciantes uma taxa percentual em cada transacao, porém, com a perspectiva de
que os portadores dos cartoes gastariam mais que os nao portadores, pois além de ser
um simbolo de status, também havia a comodidade do pagamento de apena uma fatura
mensal.

Ao final de seu primeiro ano de operacoes o Diners Club conquistou 42 mil membros,
tornando-se em 1953 o primeiro cartao de débito aceito internacionalmente.

Porém, anos depois, ele ganhou dois concorrentes de peso. O primeiro deles, o Ban-
kAmericard, foi aceito em uma infinidade de estabelecimentos. Ele é o que conhecemos
hoje como VISA. Neste mesmo ano, o Master Charge também foi criado.

Embora o seu sucesso nao fosse tao grande quanto do VISA, conquistou grande
clientela e chegou a mudar o nome para MasterCard. Hoje, é a segunda bandeira de
cartoes mais forte do mundo.

A maioria dos cartdes de crédito no Brasil sao formados por 16 digitos, os 6 pri-
meiros se referem & instituicao financeira emissora, sendo que o primeiro desses digitos
identifica a bandeira do cartao, se for visa comeca com 4, se for mastercard comeca
com 5 e etc. Os 9 digitos seguintes sao identificadores do cliente e o tltimo é o digito
verificador, que confere junto com o codigo de seguranca, a autenticidade do ntmero

do cartao.
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O digito verificador ¢é calculado com uma férmula conhecida por algoritmo de Luhn,
em homenagem ao seu criador, Hans Peter Luhn (1896 - 1964) engenheiro da Interna-
tional Business Machines, IBM.

A verificagao do nimero do cartao de crédito se da da seguinte maneira:

Sejam ay, as, as, ay, as, ag, ar, ag, Ay, A1g, A11, 412, 413, 14, G415, A1 0s digitos do cartao.
Multiplica-se os algarismos de ordem impar por 2 e os de ordem par por 1. Ao se

multiplicar os digitos de ordem fmpar por 2 deve-se considerar a seguinte restri¢ao:

2a1, se 2a; < 10
2a1 =

2a; — 9, se 2a; > 10
Soma-se os produtos obtidos e verifica-se a congruéncia médulo 10, ou seja, 2-a; + 1 -
as+2-a3+1l-as+2-a5+1-a6+2-a7+1-ag+2-a9+1-a10+2-a11+1-a1o+2-
aj3+1-a14+2 a5+ 1-a36 =0 (mod 10).
Vamos utilizar a sequéncia 4593 6000 0968 9060 como o niimero ficticio de um cartao

de crédito e verificar se é autentico através do algoritmo.
2:4+1-5+2-94+1-3+2-6+1-0+2-04+1-0+2-0+1-94+2-6+1-8+2-9+1-0+2-6+1-0 = 0

(mod 10)
8454 (18—9)+34 (12— 9)+0-+0-+0+0+9+(12—9)+8+(18—9)+0+(12—9)+0 = 0
(mod 10)
60 = 0 (mod 10).

Verificamos que o nimero do cartao esta correto pois a soma dos produtos é congruénte
a zero modulo 10.
Do mesmo modo que no caso do CPF, esse nao é o tnico critério utilizado para se

verificar a autenticidade do nimero do cartao de crédito.

4.3 Cobdigo de barras

A pratica realizada por comerciantes, especialmente supermercados conhecida como
balanco era muito comum, até meados do século XX. Consistia em fechar as portas por
um dia, com o propoésito de fazer a contagem manual de suas mercadorias, por mais de

uma vez e por mais de um funcionario. Esta era a forma de se controlar os estoques,
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porém este método acarretava prejuizos por perda de vendas neste dia e podia haver
erros de contagem.

Surgiu entao a necessidade de contabilizar de forma mais eficaz esses produtos.
Apos varios estudos e tentativas de elaboracao de um sistema eficiente, em 1973 um
codigo foi formalmente aceito e utilizado nos Estados Unidos e no Canada, codigo esse
conhecido por UPC (Universal Product Code). No estado de Ohio em junho de 1974
em um supermercado uma caixa de chicletes foi o primeiro produto a ser passado pelo
caixa tendo o cédigo lido por um scanner. O coédigo era composto por 13 digitos que
eram traduzidos por barras brancas e pretas com um padrao pré-estabelecido. Mais
tarde o codigo foi aprimorado de modo a identificar o pais de origem do produto.

Desde sua criacao, os codigos sofreram algumas alteracoes, porém nao vamos dis-
cutir essas mudancas, vamos dar atengao apenas a versao que foi introduzida no Brasil
em 1983, e que ¢ utilizada hoje. Essa versao é composta por 13 digitos e conhecida por
EAN (European Article Numbering System). O sistema de codigo de barras é muito
popular em nossos dias. Desde um simples picolé, a um refrigerador sao identificados
pelos codigos de barras. Nesta secao vamos discutir alguns aspectos dos codigos de
barras e sua ligagdo com a matematica, especialmente com a congruéncia modular.
(77)

Quem nunca foi em um supermercado e notou que ao operador passar um produto
pelo leitor 6tico por mais de uma vez, ele nao realizou a leitura, entao o operador
digita os algarismos que estao abaixo das barras fazendo com que o sistema reconhecga
o produto que esta sendo vendido. Vamos utilizar o c6digo de barras da Figura 4.1

tanto para identificar a finalidade dos nimeros quanto para calcular o digito verificador

T
/TIN

789 99999 1234
PAIS  EMPRESA PRODUTO D,V.

do codigo.

Figura 4.1: Coédigo de barras

Fonte: Ficticio
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Os trés primeiros digitos identificam o pais de cadastro do produto (ndo necessaria-
mente onde ele foi produzido, mas onde foi registrado), o Brasil utiliza 789, a Argentina
por exemplo, usa 779, Portugal, 560, Alemanha, qualquer um entre 400 e 440 e assim
por diante. Alguns paises como Estados Unidos e Canada fogem a essa regra pois
utilizam apenas 12 digitos em seus codigos de barras. O segundo bloco de 5 digitos(em
nosso exemplo a sequéncia ¢ de 5 digitos, mas ela pode variar de 4 a 7 digitos), iden-
tificam a empresa que fabricou o produto, os codigos identificadores das empresas sao
fornecidos pela GSI, organizagao mundial que estabelece parametros para comunicagao
empresarial em 150 paises, os proximos quatro digitos identificam o produto. Forne-
cem informacoes especificas do produto, como, quantidade, tipo de embalagem, peso
e tamanho. por esse motivo o codigo estampado em um fardo de suco é diferente do
que consta em uma caixa de 1 litro ou uma lata de 350 ml, ou de alguma embalagem
menor que componha o fardo. Para completar a sequéncia do codigo, é utilizado um
digito que tem a funcao de "digito verificador", sua utilidade é mostrar ao computador
que fez a leitura do codigo se os outros digitos estao corretos. O digito verificador é
calculado conforme o seguinte algoritmo:

Sejam a1a2a3a405a6070809010011012 08 12 primeiros digitos de um cédigo de barras,
os digitos de ordem fmpar sao multiplicados por 1, e os de ordem par, sao multiplicados
por 3, a seguir somam-se tais produtos a;-1+as-3+az-14+a4-34+as5-14+ag-3+ay-
l+ag-34+ag-1+aig-34+ a1+ an-3 o digito verificador que chamaremos aqui
de x adicionado & soma acima deve resultar em um nimero multiplo de 10, ou seja,
a1-1+ay-3+as-14+a4-3+as-14+ag-3+ar-1+ag-3+ag-1+a1g-3+a11-1+a12-3+2x = Omod10.

Vamos aplicar o algoritmo ao cédigo da figura 4.1

7-1+8-3+9-1+9-3+9-1+9-34+9-1+9-3+1-14+2-3+3-14+4-3+x2=0
mod 10

161 4+ 2 = 0 mod10.

Portanto, x = 9 é o digito verificador.

4.4 Critérios de divisibilidade

Os critérios de divisibilidade por alguns niimeros sao ensinados aos alunos do ensino

fundamental e podem ser abordados do ponto de vista da congruéncia modular, dando
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aos estudantes tanto a oportunidade de conhecerem um pouco mais das estruturas dos
nimeros inteiros, quanto de instiga-los a desenvolverem tais critérios, privilégio que no
método tradicional de ensino lhes é negado, pois o material didatico apresenta apenas
os resultados afim de que sejam memorizados e aplicados como uma regra na resolugao
dos problemas de divisibilidade.

A seguir apresentaremos algumas divisibilidades que fazem parte do curriculo da
segunda fase do ensino fundamental, consideraremos que os alunos tenham um coheci-
mento prévio de poténciacao, ao menos das poténcias de base 10, e da expansao decimal

dos ntimeros inteiros, ou seja, um numero natural N seja da forma:

N=a,-10""'4+a,1-10" 2+ 4+ay 10+ a;.

4.4.1 Divisibilidade por 2

Tomando um nimero natural na sua forma extendida, ou seja,
N:an-l()"’l-l—an_l-10”’2+---+a2~10+a1

observe que 10! = 10"2 = ... = 10 = 0 (mod 2) multiplicando cada termo por
Ap,Qn_1," - -, Gz € somando membro a membro teremos, a, - 10"~ ! + a,_; - 10772 +
<+ 4ay-10 = 0 (mod 2), somando a; a ambos os membros da congruéncia temos,
an - 10"t +a, 1 -10""2 + - +ay-10 + a; = a; (mod 2), o que mostra que N sera

divisivel por 2 se a; o for, isso ocorrera quando a; for par.
Exemplo 4.4.1. Verifique se 1983 € divisivel por 2.
Note que a expansao decima de 1983 é:
1-10°+9-102+8-10+3
aplicando a congruéncia modular teremos,
1983 =1-10>+9-10>+8-10+ 3 (mod 2),

mas sabemos que 10 =0 (mod 2), logo 1983=1-0+9-0+8-0+ 3 = (mod 2),
como 3 = 1 (mod 2), por transitividade segue que 1983 = 1 (mod 2). Portanto, 1983
nao é divisivel por 2.

Observagao. Analogamente obtemos as divisibilidades por 5 e por 10.
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4.4.2 Divisibilidade por 3

Consideremos o nimero N na sua expansao decimal,
N:an-10”_1—1—%,1-10”_2+~~~+a2'10+a1

observe que 10"~! = 10"2 = ... = 10 = 1 (mod 3). Multiplicando cada termo por

Gy Gp_1, -+, Ao € somando membro a membro teremos,
Ay - 10"+ a, 110" 24+ 4+ ay-10=a, + ap_1 + -+ as (mod 3)
somando a,
an 10" 4 a, 110" 2+ 4 ay-104+a; =ap +ap_1 + -+ as +a; (mod 3).

Concluimos que N sera divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos o for.
Observagao. Visto que 10 deixa o mesmo resto na divisao por 3 e por 9, o critério

de divisibilidade por 9 segue em sentido analogo.
Exemplo 4.4.2. Verifique se 1467 € divisivel por 3.
1467 =1-10° +4-10*46-10+7
como
10 =1 (mod 3)
aplicando a congruéncia modular
1-10°4+4-102°+4+6-10+7=14+4+6+7=18 =0 (mod 3).

Portanto 1467 é divisivel por 3.

4.4.3 Divisibilidade por 4

Consideremos o nimero N na sua expansao decimal,
N=a, - 10"t +a, ;- 10" 2+ 4+ay-10+a

observe que 10"~! = 10”72 = ... = 10> = 0 (mod 4) multiplicando cada termo por

QpyQAp_1, - - -, a3 € somando membro a membro teremos,
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an - 10"+ a, 110" 24+ -+ a3 - 102 = 0 (mod 4)
somando as - 10 + a; a ambos os membros
an - 10" 4+ a, 110" 24+ 4+ az3-10* + ay - 10 + a1 = as - 10 + a; (mod 4).

Portanto, para que N seja divisivel por 4 é necessario que o nimero M = ay - 10 4 a;
seja divisivel por 4.
Exemplo 4.4.3. Verifique se 135478 € divisivel por 4.
135478 =1-10°4+3-10* +5-10°+4-10* +7-10+ 8
sabemos que,
1-10°=3-10"=5-10>=4-10> =0 (mod 4)
como
7-10+8 =78 =2 (mod 4).

Concluimos que 135478 nao é divisivel por 4. Além disso sabemos pela congruéncia
que o resto de sua divisao euclidiana por 4 é 2.
Observagio. Sabendo que a, - 10" ' =aqa, ;- 10"2=---=a4-10°> = 0 (mod 8)

em sentido analogo obtemos o critério de divisibilidade por 8.

4.4.4 Divisibilidade por 6

Pela propriedade de congruéncia, a = b (mod k) < a = b (mod m) e a = b (mod n)
onde m -n =k e mdc(m,n) = 1 segue que N =0 (mod 6) & N =0 (mod 2) e N=0
(mod 3).

Para que um mumero natural seja divisivel por 6, basta que ele seja divisivel por 2 e

por 3 simultaneamente.
Exemplo 4.4.4. Verifique se 239/ € divisivel por 6.

Como 4 = 0 (mod 2), sabemos que 2394 ¢é divisivel por 2, e2+3+9+4=18=0
(mod 3), temos que 2394 é divisivel por 3. Portanto 2394 é divisivel por 6.
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4.5 Exercicios de livros didaticos

A seguir apresentaremos um lista de exercicios que apresentam sugestoes de situagoes
onde a congruéncia modular pode ser aplicada. Ficando livre cada professor para am-
pliar esta lista com novas situacoes e atividades interessantes que motivem e ensinem

seus alunos ainda mais. As referéncias para os exercicios a seguir estdo em (CARVA-

LHO; REIS, 2017) e (RUY; CASTRUCCI, 2015).

Exemplo 4.5.1. A duragao do ano solar (tempo que a Terra leva para dar uma volta
completa em torno do Sol) nao é exatamente de 365 dias, mas dura aproximadamente
365 dias e 6 horas. Por isso, sobram cerca de 6 horas todos 0s anos. Para corrigir esse
problema, a cada 4 anos acrescenta-se o dia 29 de fevereiro ao calenddrio. Os anos
com um dia a mais sao chamados bissextos, e todos sao mailtiplos de 4. Mas fiquem
atentos! Para que os cdlculos do calenddrio tenham éxito, os anos que terminam com

00 so sao bissextos se eles forem maltiplos de 400.

a) Verifique se 0 ano 1822, que foi o ano da Independéncia do Brasil foi bissexto.
Podemos escrever: 1822 = 0 mod4? Se a resposta foi sim, entao é bissexto, se a
resposta for nao, entao nao sera.

Do critério de divisibilidade por 4 podemos reduzir a nossa congruéncia em 22 = 0
mod4? Nao, pois 22 = 2 mod4. Portanto, 1822 nao foi ano bissexto.

b) O ano de 1900 foi bissexto?

Note que 1900 = 300 mod 400. Logo, a resposta é nao.

Exemplo 4.5.2. Na sequéncia da figura 4.2, as figuras sao formadas por cubos colados
uns aos outros. Se a superficie externa precisar ser pintada, observe que na etapa 1
com 1 cubo serao pintados 4 quadrados, na etapa 2 com 2 cubos, serao pintados 10

quadrados e na etapa 3 com 3 cubos, serao pintados 14 quadrados.

Figura 4.2: Cubos

a) Quantos quadrados seriam pintados na décima etapa?
Observe que em cada fase o niimero de quadrados pintados é sempre um miltiplo da
fase, somado a dois, ou seja na fase 10 o namero sera 10 -4 + 2 = 42. Logo, o niimero

de quadrados pintados sera 42.
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b) Ha alguma fase em que 105 quadrados serao pintados?
Chamando o namero de quadrados de z devemos ter x = 2 mod 4, mas 105 = 1 mod

4. Portanto a resposta é nao.
Exemplo 4.5.3. Verifique se 7539 € maltiplo de 3.

Pelo critério de divisibilidade por 3, poderiamos somar os algarismos, porém pela
congruéncia modular, podemos somar os restos de cada algarismo na sua divisao por

3.

7=1mod 3
5=2mod 3
3=0mod 3
9=0mod 3

Podemos somar entao, 1 +2+ 0+ 0 =3 = 0 mod 3. Portanto 7539 ¢ multiplo de 3.

Observacao: Um raciocinio analogo pode ser usado para os multiplos de 9.

Exemplo 4.5.4. Sabe-se que o maior nimero possivel divisivel por 11e menos que 300
¢ dado por 300 —r, em que r representa o resto da divisao de 300 por 11. Assim, qual

o maior numero, menor que 300, que € divisivel por 117

Para respondermos a pergunta basta estabelecermos a congruéncia, 300 = 3 mod
11, sendo 3 o resto, temos que o maior ntimero menor que 300 divisivel por 11 ¢é 300 -

3 = 297.

Exemplo 4.5.5. Qual o menor nimero natural que se deve adicionar a 706 para se

obter um nimero divisivel por13?

Estabelecendo a congruéncia, temos que: 706 = 4 mod 13, logo devemos somar 9
ao resto, pois 4 + 9 = 13 fazendo com que 706 + 9 = 715 seja divisivel por 13.

Como uma proposta de atividade ludica a ser realizada no ensino fundamental
e médio, afim de que os alunos se interessem ainda mais pelo tema da congruéncia
modular, pode ser realizada uma competicao de "tabuada modular". Como exemplo

podemos mencionar a tabuada de 2 mod 6.
2-1=2
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2-3=0
2-4=2
2-5=4
2:-6=0
2.-7=2
2:-8=4
2:9=0
2-10=2

Além de analisar o padrao que ocorre nos resultados dos produtos, os alunos podem
ampliar seus conceitos das operacoes percebendo que as propriedades matemaéticas sao
aplicadas a outros ambientes que vao além dos tradicionais apresentados a eles até
entao, e que € justamente essa ampla capacidade de adaptagoes que fez da matemaética
a ferramente tao poderosa que temos, capaz de dar suporte ao avango tecnologico sem

igual alcangado no século 21.

4.6 Congruéncia aplicada em polindmios

No anel dos polindmios podemos definir a mesma estrutura de divisao euclidiana exis-
tente no anel dos ntimeros inteiros, dessa forma podemos encontrar o resto da divisao
de um polinémio por outro observando que dado um polinémio p(z) com coeficientes
inteiros, tem-se que: p(x) = q(z)-d(z)+r(z), onde r(z) é o resto da divisao de p(z) por
q(z). Uma vez que polindmios e nimeros inteiros possuem propriedades aritméticas
similares no que diz respeitos a fatoracao tnica e a divisao com resto tinico. Podemos
aplicar as propriedades de congruéncia dos inteiros nos polindmios como verificaremos

a seguir.

Exemplo 4.6.1. Calcule o resto da divisao de p(x) = x* + 5z + 6 por q(z) = = + 2.
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Por defini¢ao temos que:
r+2=0mod(z + 2)
r = —2 mod(x + 2), multiplicando por 5 ambos os membros
bz = —10 mod(z + 2) (a)
x = —2 mod(x + 2), elevando ao quadrado ambos os membros
2? = (—2)% mod(z + 2), temos
2?2 = 4 mod(z +2) (b)

podemos somar (a) e (b). Como o termo independente de p(x) tem grau menor do que
q(z), podemos somé-lo livremente, pois o resto de sua divisao euclidiana por = + 2 sera

ele proprio. Entao temos,
22+ 5r+6=4— 10+ 6 mod(z + 2)
obtemos entao,
22 + 52+ 6 = 0 mod(z + 2).
Portanto, o resto da divisao de x? + 5z + 6 por = + 2 é 0 (zero).

Exemplo 4.6.2. (Colégio Naval - 2012). Seja P(x) = 2222 42012z +2013. O resto
r(x) da divisao de p(x) por d(z) = z* + 1 € tal que r(—1) é:

Sabemos que,
z* +1 =0 mod(z* + 1),
entao
' = —1 mod(z* + 1)
elevando ambos os membros a 503 temos,
(z4)°93 = (—1)%%3 mod(z? + 1)

logo

64



22912 = —1 mod(z* + 1)
multiplicando ambos os membros por 2 temos,
222012 = —2 mod(x? + 1)
como 2012z e 2013 tem grau menor do que z* + 1, podemos somé-los, entdo teremos
222012 4+ 20122 + 2013 = 20122 + 2011 mod(z* + 1)
o resto r(z) éigual a 2012x 42011 e r(—1) = 2012+ (—1) 42011 = —2012+2011 = —1.

Exemplo 4.6.3. (Colégio Naval - 2010). Sejam P(x) = 22?010 — 522 — 13z + 7 e
q(r) = 2 + x + 1. Tomando r(x) como sendo o resto da divisio de p(x) por q(z), o

valor de r(2) serd:
Temos que
2>+ 2+ 1= 0 mod(z? + z + 1) entao,

LL’Q

—z — 1 mod(z? +z + 1), (a)

multiplicando por z ambos os membros teremos,

23 = —2? — x mod(z? + x + 1), mas por (a) temos que,
3= —(—x — 1) — x mod(z? + x + 1), 0 que equivale a,
23> = —1 mod(2? + z + 1), elevando ambos os membros a 670, tem-se que,

22919 = 1 mod(2? + x + 1), multiplicando ambos os membros por 2,
222019 = 2 mod (2% + x + 1),

por (a) temos que —5x? = —5- (—z — 1) = 5z + 5 somando aos termos de menor grau,

tem-se

222010 — 522 — 13x +7=5x+5— 132+ 7+ 2 mod(z* + x + 1), resultando em
222010 — 522 — 132 + 7 = —8z + 14 mod(2? + = + 1),
Portanto, r(z) = -8z + 14 e r(2) = =8 -2+ 14 = —2.
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Exemplo 4.6.4. (Unicamp). Determine o resto da divisdo de x'°° +x +1 por 2% — 1

Como
2?2 — 1 =0 mod(z? — 1)
entao,
r? = 1 mod(z? — 1)
logo,

042 +1=@)+2+1=1"42+1=2+2mod (2% —1).
o resto da divisao é x + 2.

Exemplo 4.6.5. (UEL). Na divisio de 2° + 2z* — 32 + 2® — 32 + 2 por 2® + x + 1,

determine o resto.
4+ 2+ 1=0mod(z*+z+1)
72 = -2z — 1 mod(z® +z + 1)
2’ =—(z+1) mod(z? +z +1)
2> =1 mod(z? +x +1)
' =x mod(z® + x + 1)
2° = —2r —1mod(z? +z + 1)
logo,
24204 =323+ 22 -3 +2=—2—-14+2r—-3—2—1-3r+2 = —3z—3mod(z* +z+1)
Portanto, o resto da divisao ¢ —3x — 3.

Exemplo 4.6.6. (UFPI). Se o polinomio x° — 2z* + ax® + bx* — 2x + 1 for divisivel

pelo polinomio x* — 2z + 1, entdo determine o valor de a + b.
temos que,
2?2 — 22 +1=0mod(z? — 2z + 1)
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22 = 2x — 1 mod(z? — 2z + 1)
23 =3z — 2 mod(z? — 2x + 1)
' = 4z — 3 mod(z? — 27 + 1)
25 = 5x — 4 mod(z? — 22 + 1)

20 =22 +ard + b —2x+1=5r—4—2(4r —3) +aBx —2)+ b2z — 1) —2x + 1 =
S5z —4 —8x + 6+ 3ax —2a +20x —b—2x+1= (3a+2b—5)xr+ (—2a — b+ 3)
mod(z? — 2z + 1) portanto o resto é (3a+2b—5)z + (—2a — b+ 3). Como o polindémio
é divisivel por (z? — 2z + 1), devemos ter (3a + 2b — 5)z + (—2a — b+ 3) = 0z + 0.

3a+2b-5=0
-2a-b+3=0
resolvendo o sistema temos que a =1 e b= 1. Logo, a + b = 2.

Exemplo 4.6.7. (UNITAU). Encontre o valor de b para o qual o polinémio p(x) =
1521% + bx'® + 1 seja divisivel por x — 1.

Sabemos que,
r—1=0mod(z — 1),
=1 mod(x — 1),
Logo,
1% = 1% mod(x — 1) e ,2'% = 1'% mod(z — 1)
entao,
1520 + b5 +1=15-1+b-1+1=16+ b mod(z — 1).

Como p(z) é divisivel por x — 1, temos que o resto é igual a zero, ou seja, 16+b=0e
b= —16.

Exemplo 4.6.8. (Colégio Naval). Determine o resto da divisao de p(z) = x'?"+2'%41
pord(z) =23 +1
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Sabendo que,
34+ 1=0mod(z*+ 1)
segue que,
23 = —1 mod(z® + 1)
logo,

mod(z3 + 1).

Portanto, o resto da divisao de p(z) por d(z) é igual a 1.

Exemplo 4.6.9. (IME). Prove que: p(x) = 2999 + 2888 4+ 2777 ... 42111 11 ¢ divisivel
por; d(z) =2+ 28+ 27+t +1

Observe inicialmente que, para um polindémio (z" — 1) vale a seguinte igualdade:
(z"—1) = (x—1)- (2" ' +2"2+---+x+1). De fato, pois se aplicarmos a propriedade
distributiva ao segundo membro da igualdade teremos, (z—1)-(z" ' +2" 2+ 412+1) =
I i o s e e R R A

Pela igualdade acima, temos que:
=) =(@-D@"+22+2"+- -+ +1)
segue entao que,

2 —1=0mod(z? +a®+2"+- -+ +1)

r9=1mod(2® + 28 +2"+ - +2+1)

logo,
P +a¥+2"+ - +r+1mod(z® +28+ 2"+ 2+ 1)

Portanto,

provando que p(z) é divisivel por d(z).
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Exemplo 4.6.10. (CHINA). Se p(x) = 2°° + 29 +-- -+ 2+ 1, qual € o resto quando
p(='")

é dividido por p(x)?
Sabendo que,
20— 1=z -D@"2+2%+- +ax+1)
tem-se que,
2% —1=0mod 2% +--- +2+1)
logo,

219 =1mod 2%+ - +z+1)

Observando que,
1+1+1+---+1+1=100mod (2% +---+z+1) concluimos que o resto da divisao

100)

de p(z'"?) por p(x) é igual a 100.
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Consideracoes finais

Considerando a realidade escolar, a proposta do trabalho é de expandir os concei-
tos de congruéncia na educacao basica, especificamente ao aluno da segunda fase do
ensino fundamental e do ensino médio visto que o tema das congruéncias é abordado
somente no ensino superior e em turmas preparatorias para olimpiadas de matematica.
Porém seus principios bésicos sao passiveis de restrigoes e adaptagoes de forma que o
estudante destes niveis possa compreender e aplicar em diversas situagoes do seu nivel
de aprendizado.

Apesar de a congruéncia modular nao fazer parte do curriculo da educacgao basica,
seus principios estao presentes no cotidiano dos jovens adolescentes, através dos codigos
de barras, CPF’s, da divisao das horas nos reldgios analogicos, etc. Quando considera-
mos o vivel de abstragao da matematica, a proposta de intervencao pedagogica deste
trabalho a trara para a realidade do aluno, tornando assim mais concretos os seus
principios, e em consequéncia despertando o seu interesse e prazer pelo estudo desta
disciplina.

Pretende-se com a proposta fornecer ao professor uma ferramenta que lhe possibilite
a realizacao de abordagens interessantes do ponto de vista do aluno para o estudo
da divisibilidade, e suas aplicacoes, a fim de que seja um elemento a mais para que
se reverta o quadro atual de baixo nivel de compreensao dos conceitos matematicos
revelado na tultima avaliagdo do PISA em 2018, e especialmente que seja mudada a
situacao da educagao matematica brasileira para que o aluno possa se qualificar tanto
para a vida profissional, quanto para o exercicio da cidadania, qualificacao esta que até
o momento dos tltimos testes aplicados foi revelada insuficiente.

Foi sugerida aqui uma sugestao de ensino diferenciado para a melhora do nivel de
conhecimento dos alunos da educacao béasica, deixamos como uma motivagao para os

professores comprometidos com a educagao dos jovens estudantes para que pesquisem
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e utilizem outros temas da matematica (pois s@o intimeros) que estao presentes na
vida moderna, com seus avancos tecnolégicos, tendo em vista que os jovens estao
imersos no mundo das tecnologias, aplicativos de celular, internet, jogos virtuais, etc.
H4 uma grande quantidade de temas interessantes relacionados diretamente com a
matematica, como criptografia, linguagens de programacao, roboética, que serao grandes
instrumentos para despertar ainda mais no aluno o interesse e a paixao pelo estudo

desta disciplina que foi considerada por Carl Friedrich Gauss como a rainha das ciéncias.
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