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RESUMO

O celular na sala de aula tem sido foco de debates entre especialistas e até leis tem sido
propostas com a finalidade de proibir o seu uso nesse ambiente. Entdo, por que propor o uso do
GeoGebra no celular no ensino/aprendizagem de Geometria Euclidiana Plana? Particularmente,
raramente fazia uso de recursos tecnoldgicos como computador e software para ministrar aulas
de Matemdtica. Ouvia falar sobre 0 GeoGebra mas ndo tinha curiosidade e interesse em conhecer.
Porém, s6 me despertou a atengdo durante as aulas de Geometria do PROFMAT em 2019. Em
seguida, em 2020, na disciplina de Trabalho de Conclusdo de Curso foi proposta uma pesquisa
para andlise de dissertagdes no banco de dissertacdes do PROFMAT com o intuito de observar
a estrutura e organizacao segundo as normas da ABNT. No entanto, pude observar que havia
muitos trabalhos voltados para o ensino de Matematica utilizando o GeoGebra no computador.
Mas, nem todas as escolas sdo equipadas com laboratérios com computadores, ou quando tém,
s@0 muitas as burocracias que acabam dificultando o uso pelos professores. Logo, diante dessa
realidade, apresentamos neste trabalho o uso do software GeoGebra no celular como ferramenta
de auxilio no ensino/aprendizagem de Geometria Euclidiana Plana, tendo em vista que o celular
€ uma tecnologia que faz parte do dia a dia dos alunos e apds instalado pode ser usado de
forma offline na escola (sala de aula), em casa, ou seja, onde estiver, superando as dificuldades e
barreiras encontradas. Por fim, apresentamos uma proposta de ensino com o uso do GeoGebra no
celular para realizar as constru¢des geométricas elementares, possibilitando aulas mais dindmicas,
atrativas, para melhorar o desempenho e aprendizagem dos alunos. Deixamos como sugestao
para o professor, que inicie com uma aula de oficina para auxiliar os alunos na instalacao do
software e reconhecimento das ferramentas contidas na Janela de Ferramentas, facilitando assim

o seu trabalho com os alunos durante as aulas.

Palavras-chave: GeoGebra no celular. Geometria euclidiana plana. Constru¢des geométricas.



il

ABSTRACT

Cell phones in the classroom have been the focus of debates among experts and even laws have
been proposed with the aim of prohibiting their use in this environment. So, why propose the
use of GeoGebra on cell phone in teaching/learning Flat Euclidean Geometry? Particularly,
was rarely used technological resources such as computers and software to teach Mathematics
classes. I heard about GeoGebra but had no curiosity or interest in knowing about it. However, it
only came to my attention during PROFMAT’s Geometry classes in 2019. Then, in 2020, in the
course Completion Work discipline, a research was proposed for the analysis of dissertations in
the PROFMAT dissertation bank in order to observe the structure and organization according
to ABNT norms. Nevertheless, I could observe that there were many works aimed at teaching
Mathematics using GeoGebra on the computer. But not all schools are equipped with computer
labs, or when they are, there are many bureaucracies that end up making it difficult for teachers to
use them. Therefore, in light of this reality, we present in this work the use of GeoGebra software
on cell phones as a tool to aid in teaching/learning Flat Euclidean Geometry, considering that
mobile phones are a technology that is part of the daily lives of students and after installed it can
be used offline at school (classroom), at home, that is, wherever you are, overcoming difficulties
and barriers encountered. Finally, we propose the use of GeoGebra on cell phones to carry out
elementary geometric constructions, enabling more dynamic and attractive classes to improve
student performance and learning. We leave it as a suggestion for the teacher to start with a
workshop class to help students install the software and recognize the tools contained in the Tool

Window, thus facilitating their work with students during classes.

Keywords: GeoGebra on mobile. Flat euclidean geometry. Geometric constructions.
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INTRODUCAO

Com o avanco da tecnologia foi possivel popularizar o uso de tablets, celulares, internet e
outras tecnologias, que até pouco tempo atrds eram restritas a uma parcela pequena da populacio.

Segundo dados de pesquisa do (IBGE, 2019), em 2019, a Internet era utilizada em 82,7%
dos domicilios brasileiros, sendo maior parte desses domicilios concentrados nas dreas urbanas
das Grandes Regides do pais. Entre os brasileiros com 10 anos ou mais de idade, a utilizacdo
da Internet subiu de 74,7%, em 2018, para 78,3%, em 2019. A pesquisa revela também que o
celular € o equipamento mais usado para o acesso a internet, com 98,1% em 2018 e 98,6% em
2019 estando presente em 94% das residéncias. Da populagdo com 10 anos ou mais anos de
idade, 81% tinha telefone movel celular para uso pessoal, ou seja, a utilizagao de celulares faz
parte do cotidiano didrio das criangas e jovens que o manuseiam, em geral, de forma quase que

autonoma e as vezes melhor do que muitos adultos.

O celular na sala de aula tem sido foco de debates entre especialistas e até leis tem sido
propostas com a finalidade de proibir o seu uso nesse ambiente. No entanto, com este tipo de
censura, tanto a educacio quanto a sociedade, todos perdem. De acordo com Sérgio Amadeu,
pesquisador de Comunicagdo Mediada por Computador e da Teoria da Propriedade dos Bens

Imateriais,

nio faz sentido proibir que os alunos tenham acesso a um meio de comunicacio
que cada vez mais vai adquirir importancia na sociedade. Ao contrdrio, se existe
problemas do uso indevido nas escolas, esse ¢ um bom lugar para ensinar como
devem se portar com o celular. Algumas atitudes, como por exemplo, usar o
celular para jogar, tirar fotos ou selfies, enviar ou receber mensagens, requer
uma postura da escola em relacio aos alunos. Ora, se é impossivel ensinar um
comportamento de uso de celular a um estudante, o que serd possivel? (VIANA;
BERTOCCHI, 2013).
Em 2020, por exemplo, com o avanc¢o da pandemia do coronavirus, o celular tornou-se
uma importante ferramenta para os alunos. Em virtude do distanciamento social para evitar a
propagacdo do virus, houve a necessidade repentina de as aulas acontecerem de forma remota,
tendo que baixar e instalar aplicativos, conectar para assistir aulas, fazer pesquisas, postar ativida-
des em plataformas, etc.. Tudo isso tem contribuido para a realizacdo de novos comportamentos
em relacdo ao uso do celular em busca da aprendizagem.
Observamos que nas aulas de Matematica, sdo utilizados diferentes recursos didéticos,
tais como: materiais manipuldveis, como régua, compasso, tesoura, cartolina, entre outros.

Considerando que o GeoGebra é um software de geometria dinamica que possibilita através de

suas ferramentas especificas a construcao de pontos, retas, angulos, poligonos e outros elementos



da Geometria Euclidiana Plana, proporciona o entendimento e manipulagdo dos conceitos por
meio das visualizagdes gréficas, tornando-os palpaveis e dando sentido aos mesmos. De fato,
como aponta Vaz (2014), e citado por Nunes (2019, p.11) “o uso de software de geometria
dindmica traz a possibilidade de a aprendizagem ocorrer de outra forma, sem ser apenas pelo
quadro branco e o pincel ou até mesmo quadro e régua”.

Desse modo, considerando o acesso dos alunos ao celular e a sua expertise em lidar com
as tecnologias, objetivamos com esse trabalho, propiciar aos professores de Matematica e aos
alunos da Educacao Baésica, a oportunidade de conhecerem e usarem o software GeoGebra no
celular como ferramenta de auxilio no ensino/aprendizagem de Geometria Euclidiana Plana.
Assim sendo, destinamos um capitulo apresentando as orientacdes de uso do software, € em
outro, os conceitos e as propriedades de conteidos de Geometria Euclidiana plana com os passos
e as ferramentas a serem utilizadas, de forma a auxiliar a compreensao em cada construgao.

Um dos beneficios em utilizar o GeoGebra no celular, € que serd preciso conectar a
internet apenas uma vez para fazer a sua instalacio, podendo utilizi-lo depois de forma offline.
Assim sendo, esperamos que a utiliza¢do dessa ferramenta possa subsidiar os professores quanto
a superacao da auséncia de laboratérios com computadores e acesso a internet nas escolas, uma
vez que nem todos ainda contam com essa tecnologia.

Apesar do GeoGebra ser uma ferramenta de auxilio na elaboragdo de situacdes que
favorecem a constru¢ido de conhecimentos pelo aluno, ele por si s6, ndo pode ensinar nada a
ninguém. Para que haja aprendizagem efetiva e significativa, se faz necessario, a elaboracao de
situacdes de uso com esse recurso, € que o professor tenha dominio sobre a utiliza¢do pedagdgica
da tecnologia. O professor ao preparar sua aula, deve fazer as constru¢des tentando identificar
de forma antecipada os possiveis questionamentos e as possiveis dificuldades que seus alunos
poderio ter. E necessario estar preparado para contornar as situagdes inusitadas e fazer com que
os alunos reflitam e percebam o que de fato estd por trds das construgdes que eles estdo fazendo,
além de auxilid-los nas justificativas das construcoes.

A partir dessa perspectiva, mostraremos que o GeoGebra no celular pode estar presente
nas aulas de Geometria plana no Ensino Fundamental para realizar as constru¢des geométricas
elementares. Assim, possibilitard aulas mais dindmicas e atrativas, elevando a motivacao e o
desempenho dos alunos quanto as constru¢des geométricas, entendimento e aplicacdes de suas
propriedades.

Esta dissertacdo esta dividida em quatro capitulos. No primeiro capitulo, apresentamos



a fundamentacdo tedrica, iniciando com uma breve contextualizacio histérica da geometria, da
régua e do compasso. A seguir, discorremos sobre as tecnologias educacionais na sala de aula,
e, sobre 0 uso do GeoGebra no celular no ensino de Geometria Euclidiana Plana. No segundo
capitulo, apresentamos as orientacdes para instalacdo do GeoGebra no celular, configuracido da
Calculadora Grafica GeoGebra, e suas principais ferramentas no estudo de Geometria Euclidiana
Plana. No terceiro, apresentaremos uma proposta de ensino com o uso do GeoGebra no
celular nas construcdes geométricas elementares dos conteidos, em geral estudados no Ensino

Fundamental. O quarto finaliza com as consideragdes finais.



1 FUNDAMENTACAO TEORICA

Iniciamos o capitulo com uma breve contextualizacdo historica de geometria, régua e
compasso, pois sdo os contetidos e ferramentas que vamos trabalhar nos capitulos posteriores.
Apbs, apresentamos uma fundamentacio para a utilizacio de tecnologias educacionais na sala de
aula. Evidentemente, as tecnologias ja sao utilizadas nas salas de aulas desde o seu surgimento,
como o quadro giz (lousa), o livro didatico, o compasso, a régua, etc., porém, com O avango
tecnoldgico, novas tecnologias vém surgindo, como por exemplo, o computador, o tablet e o
celular, sendo este tltimo nosso foco principal no desenvolvimento deste trabalho. No entanto,
a introducgdo dessas tecnologias como ferramentas educacionais ainda é um processo lento e
pouco utilizado pelos professores em sala de aula. Sendo assim, trataremos do uso do celular no
ambiente escolar como uma ferramenta para auxiliar o processo de aprendizagem e nio para

conduzi-lo.

1.1 Uma breve contextualizacao historica da geometria, da régua e do compasso

A palavra Geometria tem origem grega que significa: “geo”, terra, € “metria”, medir,
portanto, medir a terra. Essa traduc@o nos dé pistas de como os estudos a seu respeito iniciou
e o motivo pelo qual ela se desenvolveu durante muitos séculos. E um ramo da Matemdtica
milenar que desempenha grande representatividade para a humanidade. As primeiras nog¢des
geométricas surgiram da necessidade de o homem resolver situagdes-problema para efetuar
medidas, tais como, comparar distancias, calcular dreas, e a demarcar terras que eram devastadas
pelas enchentes do Rio Nilo, entre outros.

A maior parte do desenvolvimento da geometria que conhecemos hoje € resultado dos
esforcos feitos, através de muitos séculos, para construir-se um corpo de conhecimentos 16gico
que correlacionasse os dados geométricos obtidos da observacdo e medida. No ano 300 a.C.,
Euclides de Alexandria (330 a.C.-260 a.C.), matematico grego, um dos mais importantes da anti-
guidade, compilou e publicou sua obra intitulada Os Elementos, na qual exp0s, sistematicamente,
os conhecimentos de Geometria Plana de seu tempo, doravante denominada como Geometria
Euclidiana. Os Elementos, ao lado da Biblia, € um dos livros mais reproduzidos e estudados de

todos os que ja foram escritos na histéria do mundo ocidental.



Figura 1 — Euclides de Alexandria

Fonte: escolaeducacao.com.br
Segundo Muniz Neto (2013, p. IX), epistemologicamente, poder-se-ia arguir que ha pelo

[...] menos quatro razdes distintas para a inser¢do de contetidos de Geometria
nos ciclos Fundamental e Médio de ensino: a pragmatica, a cultural, a meto-
doldgica e a matemadtica. Do ponto de vista pragmatico, as vdrias aplicacdes
da Geometria as ciéncias e ao cotidiano sdo, decerto, razdo de sobra para sua
presenca nos curriculos escolares; no que concerne a cultura ocidental, poder-
se-ia argumentar que Os Elementos de Euclides, por representarem a maior
sintese do conhecimento humano num horizonte de mil e novecentos anos
(até a formulacao Newtoniana da Fisica, no século XVII), constituem-se em
uma heranca cultural de assimilacio obrigatdria pelas novas geragdes; no que
concerne a metodologia do ensino de Matematica, a apresentacio cuidadosa
da Geometria nos ciclos Fundamental e Médio reveste-se de extraordindria
importancia, pelo simples fato de se configurar em uma das melhores instancias
para expor os alunos, de maneira sistemdtica, a argumentagao 16gico-dedutiva
que caracteriza a Matemadtica como corpo de conhecimento; por fim, em relacdo
a formagdo matemadtica dos estudantes, o ensino de Geometria é imprescindivel
para a construgdo de um corpo de conhecimentos que possibilite uma transi¢do
suave dos mesmos para o ensino superior.

Nesse contexto, para Muniz Neto (2013, p. IX) “todas as razdes elencadas no paragrafo
anterior sd@o de suma importancia e devem ser contempladas, tanto em sala de aula quanto na
formacao dos professores que ministrarao os contetidos de Geometria nos dois ciclos iniciais de

3 2
ensino”.

O instrumento utilizado para tracar segmentos de reta e medir comprimento de segmentos,
¢é a régua, graduada geralmente em centimetros e milimetros. E composta por uma lamina de
madeira, plastico ou metal. Na Figura 2 o segmento AB mede 4 cm, o segmento AC mede 9 cm,

e o segmento BC mede 5 cm.



Figura 2 — Régua Graduada

A B Cc
Ocm 1 2 3 4 5 6 7 a8 9 10
Oinch 1 2

e b b beeebeen e benn b
Fonte: O autor (2021)

Observe que ao colocar a régua sobre a reta contendo os pontos A, B e C, ao ponto B,
corresponde (na régua) o nimero 4 e ao ponto C, o nimero 9. A medida do segmento BC, por
exemplo, € obtida pela diferenca 9 — 4 = 5. Observe também que a régua pode ser colocada
em muitas outras posi¢des e nimeros diferentes corresponderiam aos pontos B e C. No entanto,
em cada caso, a diferenca entre eles seria sempre 5, que é a medida do segmento BC. Logo,
para calcular o comprimento de um segmento AB qualquer, basta posicionar a régua sobre tal

segmento e fazer a diferenca B — A, ou seja, a diferenca dos niimeros correspondentes a B e a A.

As primeiras unidades de medida referiam-se direta ou indiretamente ao corpo
humano: palmo, pé, passo, braga. Por volta de 3500 a.C., quando na Meso-
potdmia e no Egito comecaram a ser construidos os primeiros templos, seus
projetistas tiveram de encontrar unidades mais uniformes e precisas. Adota-
ram a longitude das partes do corpo de um tinico homem (geralmente o rei)
e com essas medidas construiram réguas de madeira e metal, ou cordas com
nés, que foram as primeiras medidas oficiais de comprimento (DICIONARIO
ENCICLOPEDICO CONHECER, 2021).

As construgdes com régua e compasso ja aparecem no século V a.C., época dos pitago-

ricos, e tiveram enorme importancia no desenvolvimento da Matemdtica grega.
Na Grécia antiga, a palavra niimero era usada s6 para os inteiros e uma fracao
era considerada apenas uma razdo entre nimeros. Estes conceitos, naturalmente,
causavam dificuldades nas medidas das grandezas. A nocdo de nimero real
estava ainda muito longe de ser concebida, mas, na época de Euclides, século
IIT a.C., uma ideia nova apareceu. As grandezas, no lugar de serem associadas
a ndmeros, passaram a ser associadas a segmentos de reta. Assim, o conjunto
dos nimeros continuava discreto e o das grandezas continuas passou a ser
tratado por métodos geométricos. Nasce entdo nesse periodo uma nova dlgebra,
completamente geométrica onde a palavra resolver era sindnimo de construir.
Construir, significava para os gregos, construir apenas com régua € compasso
(WAGNER, 1993, p. 1).

O compasso € um instrumento de desenho, utilizado para desenhar arcos de circunferéncia.
Com ele, pode-se marcar um segmento numa reta com comprimento igual a outro segmento
dado, construir um hexdgono regular, obter o centro de uma circunferéncia inscrita (incentro) ou

circunscrita (circuncentro) em um tridngulo, entre outros.



A histéria do compasso provavelmente iniciou-se as margens do rio Nilo. Como todo ano
o rio Nilo inundava as terras as suas margens apagando as marcas fisicas de cada propriedade,
surgiu a necessidade de medir e dividir as terras para os agricultores. Para riscar ou medir
segmentos usavam cordas esticadas com nds, ja para desenhar arcos ou circulos, prendiam uma

corda a duas estacas, cravavam uma na terra, esticavam a corda e giravam a outra em torno desta.

Figura 3 — Corda com Nés e Compasso de Corda

&

Fontes: Matemética 8° Ano - Dante / docplayer.com.br

O compasso parabdlico que conhecemos hoje foi inventado pelo polimata Leonardo da
Vinci, matemdtico italiano. Os compassos comuns possuem uma ponta seca, em forma de agulha,
que determina um ponto fixo no papel, e outra ponta dotada de um estilete de grafite para tragar

a circunferéncia, tendo como centro a ponta seca.

Figura 4 — Compasso Parabdlico

Fonte: O autor (2021)



1.2 Tecnologias Educacionais na Sala de Aula

A palavra educacdo vem do latim, educare, educere, cujo significado literal é “conduzir
para fora” ou “direcionar para fora”. Em sua origem, o significado de “direcionar para fora” era
empregado com o sentido de disciplinar ou preparar uma pessoa para o mundo, para viver em
sociedade, ou seja, conduzir para fora de si mesma, mostrando as diferengas que iria encontrar
no mundo.

Num sentido mais amplo e moderno, educagdo tem como significado os hébitos, valores
e costumes em uma determinada cultura, que sdo transferidos de geracdo para geracdo, e assim,
formada através das situagOes presenciadas e das experiéncias vividas por um individuo ao
longo de sua vida. A educacido, ainda no seu sentido mais amplo, atinge também os ambientes
escolares, levando o individuo da educacgdo infantil a graduacdo de nivel superior, com objetivos
determinados, tendo os conhecimentos adquiridos para exercer sua fung¢do pessoal e profissional
no meio em que foi inserido e educado.

Em seu sentido técnico, educagdo € um processo continuo de desenvolvimento, que
capacita o individuo de forma fisica, intelectual e moralmente para integrar-se a sociedade ou ao
grupo a que pertence.

Nao ¢é dificil notar a presenga da tecnologia no nosso dia a dia, basta olhar a nossa
volta para algumas méquinas e equipamentos como a TV, o forno-microondas, o aparelho de
tomografia, o caixa eletrdnico do banco, o brinquedo de controle remoto, o computador, o celular,
e tantos outros. Hoje, em quase todas as dreas de atividade humana, pode-se notar a existéncia
da tecnologia que parece que veio pra ficar.

Para Filé (2011), “a tecnologia estd presente na maioria de nossas atividades desde longa
data. Por isso, muitas vezes, interagimos com determinados produtos, de forma tao familiari-
zada, que nem paramos para observar que foram criados pelo homem e que nao apareceram
simplesmente (LANGHI, 2017, p.11)”.

O termo tecnologia indica a aplicacdo dos conhecimentos cientificos a producio ge-
ral. De acordo com Kenski (2012), e citado por Langhi (2017, p.11), “tecnologia implica no
planejamento, construcio e utilizacdo de um equipamento em um determinado tipo de atividade”.

Assim como o avango da tecnologia vem se tornando presente cada vez mais na vida
das pessoas, principalmente no mundo do trabalho, ela deve estar também nas nossas escolas
ao alcance dos professores para inserir em suas aulas como recurso integrante da construcao do

aluno enquanto sujeito individual e social.



Como se pode perceber, a introdu¢do dos computadores como ferramenta educacional é
um processo lento e pouco utilizada pelos professores na rede publica ou privada de ensino em
nosso pais. Nao se trata apenas da introdu¢do de um equipamento para ser adaptado a realidade
de sala de aula, mas sim de um novo coadjuvante, que exige uma mudanca radical no trabalho do
professor. Ao pensar na preparacio de uma aula a ser realizada em um laboratério de informatica,
muitos questionamentos comegam a surgir diante do professor: O que lhe acontecerd se estragar
algum computador. Se conseguira responder a todas as dividas que os alunos tiverem a respeito
do programa que serd utilizado, assim como manter a disciplina dos alunos.

De acordo com Rolkouski (2013, p. 19), em alguns casos

[...] a burocracia é tamanha que, para se conseguir a chave do laboratério
de informatica, € necessdrio um planejamento detalhado de tudo o que ali se
passard: quais programas serdo utilizados, os conteidos a serem trabalhados, o
nimero de alunos por méaquina, o conhecimento técnico do professor, enfim, um
sem nimero de informagdes que acabam por desestimular a utilizacdo daquele
espaco.

Diante das dificuldades encontradas pelos professores e alunos no ensino/aprendizagem
de Geometria Euclidiana plana, tais como, a burocracia citada por Rolkouski (2013), a auséncia
de laboratérios com computadores e acesso a internet nas escolas, agendamentos e deslocamento
da sala para o laboratdrio, e principalmente pelo manuseio de objetos como compasso, régua e
transferidor, a escolha do software GeoGebra no celular, se d4, tendo em vista que serd preciso
conectar-se a internet apenas uma vez para baixar o aplicativo que depois podera ser usado de
forma offline na escola, em casa, na zona rural, ou seja, onde estiver podera estudar Geometria
na palma da méo.

Quando nos referimos ao termo tecnologia, logo pensamos em mdaquinas e equipamentos,
porém, vale lembrar que estamos diante de um contexto escolar, logo devemos pensar nas
tecnologias educacionais, desde as mais simples as mais complexas, fundamentais para um
trabalho educacional transformador e de qualidade.

Para Abte (1982, p. 17), a Tecnologia Educacional

[...] fundamenta-se em uma opcao filoséfica, centrada no desenvolvimento
integral do homem, inserido na dindmica da transformacio social; concretiza-se

pela aplicacdo de novas teorias, principios, conceitos e técnicas, num esfor¢o
permanente de renovagdo da educagdo (POCHO et al., 2014, p. 9).

As técnicas dizem respeito as maneiras pelas quais lidamos com a tecnologia. De

acordo com Japiassu e Marcondes (2006), e citado por Langhi (2017, p.11), “a técnica indica
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a aplicacdo pratica do conhecimento cientifico tedérico a um campo especifico da atividade

humana”. Dessa forma, as diversas tecnologias usadas pelo professor refletirdo o propésito da

Tecnologia Educacional se forem utilizadas num contexto pedagdgico que vise a renovagdo da

educacdo mediante o desenvolvimento integral do homem (aluno), que esta inserido no processo

dinamico de transformacao social (ambiente s6cio-econdmico-cultural).

Para Aranha (2006), Gauthier, Tardif (2013), € importante constar que as tecnologias

[...] sempre estiveram presentes no decorrer da histéria da educagdo, desde as
comunidades tribais, passando pela antiguidade oriental, grega e romana, na
idade média com a educac¢do mediada pela fé, pelo renascimento com o periodo
da Reforma e Contra Reforma, na pedagogia realista do século XVII, no ideal
liberal de educacdo do século XVIII, na educacio nacional do século XX, na

educacdo para a democracia do século XX até a educacdo contemporanea do
século XXI (LANGHI, 2017, p.12).

A todo momento recebemos informacdes a uma velocidade gigantesca. Isso pode se
tornar um grande desafio para o professor que pretende manter-se atualizado constantemente.
Caso esse professor ndao busque essa atualizagdo, podera se tornar um ‘“analfabeto” em sala de
aula devido a mesma forma que ele tem acesso as informacoes, seus alunos também terem por
meio das mais diversas tecnologias. Porém, em muitos casos a tecnologia educacional ainda é
um problema para o professor, uma vez que este ainda ndo tenha aprendido a uséd-la, como por
exemplo, o computador.

Assim, vivenciar novas formas de ensinar e aprender, incorporando as tecnologias,
requer cuidado com a formacdo inicial e continuada do professor, que precisa se alfabetizar
tecnologicamente. Para Sampaio & Leite (1999), o conceito de

[...] alfabetizacdo tecnoldgica do professor, envolve o dominio continuo e
crescente das tecnologias que estdo na escola e na sociedade , mediante o
relacionamento critico com elas. Este dominio se traduz em uma percep¢ao
global do papel das tecnologias na organizacdo do mundo atual e na capacidade
do professor em lidar com as diversas tecnologias, interpretando sua linguagem
e criando novas formas de expressao, além de distinguir como, quando e por

que sdo importantes e devem ser utilizadas no processo educativo (POCHO et
al., 2014, p. 15).

E necessario ao professor dominar a utilizacdo pedagdgica das tecnologias, de forma
que elas facilitem a aprendizagem e que sejam objeto de conhecimento a ser democratizado e
instrumento para a constru¢io de conhecimento.

Segundo Pocho et al. (2014, p. 10), as tecnologias podem ser agrupadas em
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[...] duas categorias: independentes e dependentes. Tecnologias independentes
sa0 as que ndo dependem de recursos elétricos ou eletronicos para a sua produ-
¢do e/ou utilizagdo. Tecnologias dependentes sdo as que dependem de um ou
varios recursos elétricos ou eletronicos para serem produzidas e/ou utilizadas.

Dentre as tecnologias independentes, podemos citar, por exemplo, cartaz, grafico, histéria
em quadrinhos, jogos, livro didatico, quadro de giz, etc., ja, dentre as tecnologias dependen-
tes, podemos citar, os Ambientes Virtuais de Aprendizagem (AVA), blog, chat ou bate-papo,
férum de discussdo, podcasting, computador, internet e suas ferramentas, celular, programas de
computador (software), entre outras. Diante de tantas tecnologias educacionais conhecidas pelo
professor, vamos discorrer sobre algumas que julgamos estarem mais ligadas ou préximas ao seu
convivio e praticas pedagdgicas, tais como, o livro didatico, quadro de giz (lousa), computador,
internet e suas ferramentas, celular, programas de computador (software).

O livro didético é uma das tecnologias mais usadas nas salas de aula. E um material
impresso que, baseado nas areas do curriculo, contém um roteiro bésico de conteudos de uma
ou vdrias dreas do conhecimento e € especifico para cada nivel de ensino. De modo geral, traz
o conteddo da drea de conhecimento, gravuras pertinentes ao assunto, atividades de aplicacao,
e, muitas vezes, traz sugestdes para o professor de como ele pode planejar as aulas e trabalhar
os contetidos. Hé muitas maneiras de utilizar o livro diddtico. E importante, tanto para o
professor quanto para o aluno, ao receber o livro manusea-lo para conhecer cada uma de suas
sessOes, como assuntos abordados, formato das atividades, etc.. Quanto aos exercicios, cabe ao
professor desenvolver junto aos alunos a habilidade de interpretagdo dos enunciados propostos
e a autonomia gradativa. Convém entdo, durante a leitura, orienta-los no sentido de destacar
as ideias, as informagdes ou dados principais. E indispensdvel a correc¢io dos exercicios e
situagdes-problema, por ser mais um momento importante de aprendizagem.

O quadro de giz, existente praticamente em qualquer sala de aula, também € um dos
recursos tecnolégicos mais antigo, muito usado nas atividades pedagdgicas. Na maioria das
vezes, € usado para exposicao de contetidos e correcdo de atividades, tornando dessa forma, o
trabalho do professor um tanto quanto tradicional. Hoje, em muitas salas de aulas, o tradicional
quadro de giz foi substituido pela lousa (quadro branco de acrilico) na qual se escreve com
pincel especial. Para fazer um bom uso, o professor deve organizar a apresentacdo do contetiido e
correcdo dos exercicios, assegurar boa visibilidade por parte de todos os alunos evitando reflexos,
escrevendo de forma legivel ou desenhando em bom tamanho, escrever e falar alternadamente,

posicionando-se ao lado do quadro para ndo impedir a visao e voltando-se para os alunos ao
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falar, ndo sobrecarregd-lo com variedade de cores, simbolos, setas, circulos ou tracos.

O computador, é um equipamento que recebe, guarda, manipula (dados e informagdes).
Seu funcionamento depende de programas (softwares), que sao ferramentas de trabalho, contendo
instrucdes sobre o que fazer. Existem dois tipos de programas usados nos computadores, os de
sistemas e os de aplicacdo aos sistemas operacionais (Windows, Linux, OS etc.) e os aplicativos
(editores de textos, de imagens, de planilhas, banco de dados etc.). Os sistemas operacionais
gerenciam o funcionamento bésico do computador, criando um ambiente adequado para a
utilizacdo e execucdo de outros programas; os aplicativos sdo os destinados a execugado de tarefas
especificas, de acordo com as necessidades e interesse do usudrio.

Para que o uso do computador na escola produza bons resultados, € importante saber
quais os programas a serem instalados sdo adequados a situagcdo de ensino-aprendizagem na
qual o professor pretende usar. E de suma importincia que o professor tenha um conhecimento
basico de informadtica, pois assim, poderd utilizar alguns softwares nao especificos para a area
educacional. Estes softwares possuem ferramentas que permitem ao aluno produzir textos,
preparar relatorios, resolver problemas, construir tabelas e gréaficos, trabalhar com geometria,
etc..

Internet, € a rede universal da qual todo e qualquer usudrio, com um computador com
dispositivo de conexdo e acesso a um provedor local (diretamente ou interligado a uma rede),
pode participar. Surgiu em 1969 com o objetivo de tornar possivel a comunicacao entre os
pesquisadores de algumas universidades norte-americanas que utilizavam diferentes tipos de
computadores e sistemas. Popularizou-se a partir da década de 1980, permitindo o acesso
individual e comercial. A internet pde a disposi¢do de quem a acessa, a0 mesmo tempo € em
todos os cantos do mundo, uma infinidade de informagdes sobre os mais variados assuntos.

Para ter acesso a rede, é necessdrio um celular ou um computador, linha telefonica, cabo
ou transmissdo via radio e um provedor. E formada por milhares de locais virtuais chamados de
sites ou sitios, em que ficam armazenadas as informacgdes. Esses sites estao interligados entre si
através de roteadores, que sdo dispositivos capazes de decidir como transmitir os dados da forma
mais eficiente possivel entre os diferentes pontos que compde a rede.

A internet pode e deve ser utilizada em diversas situacdes de aprendizagem. Nessa
rede encontramos ambientes virtuais de aprendizagem que usam um conjunto de ferramentas
especificas customizadas para a aprendizagem como o e-learning (educacdo a distancia via

internet), chat, forum, www, correio eletronico, etc.. Ao usar a rede universal (internet) como
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Tecnologia Educacional, ela nos oferece vérias vantagens como, a utilizacdo de diferentes
ferramentas para a comunicagdo entre as pessoas, sites de busca, rapidez na busca e informacoes,
diversas linguagens como videos, dudio, texto, e, interatividade em tempo real com pessoas de
qualquer parte do mundo.

O celular é um telefone que utiliza a tecnologia movel para manter-se em comunicagao,
pois, permite seu uso durante a movimentacdao do usudrio. Hoje em 2021, € praticamente
impossivel viver sem o celular, uma invenc¢ao que pode ser considerada uma revolucao, um dos
maiores progressos humanos no ambito da comunicac@o. Juntamente com a internet, o celular
foi capaz de atingir o cotidiano das pessoas e fazer parte de suas vidas, pois, é possivel fazer
de tudo em um celular: olhar a previsao do tempo, locomover em uma cidade grande usando o
GPS, fazer transacgdes bancdrias, compras, tirar fotos, comunicar pelas redes sociais, etc.. Seja
no trabalho, na escola, na faculdade, nos momentos de lazer, estamos a todo tempo conectados

a0s nossos dispositivos.

1.3 O Uso do GeoGebra no celular no Ensino de Geometria Euclidiana Plana

As tecnologias sempre existiram, estiveram e estao presentes em nosso meio nos mais
diversos setores como ferramentas que usamos para solucionar da melhor forma possivel,
situagOes-problema de forma pratica, segura e em tempo reduzido. Em relacdo ao setor edu-
cacional, € de suma importincia para as questdes administrativas e influenciando no processo
de ensino/aprendizagem. Vém para facilitar o trabalho dentro e fora da escola o que ndo quer
dizer que seja vista com bons olhos por todos, pois, hd uma grande quantidade de profissionais
da educacdo, principalmente professores, que niao aceitam e nao usam as novas tecnologias
na sua prética pedagdgica como instrumento transformador a seu favor e dos alunos (LIMA;
ANDRADE; DAMASCENO, 2021).

Essa rejeicdo muitas vezes se da devido a falta de conhecimento sobre como utilizar no
processo de ensino/aprendizagem uma tecnologia educacional que eles mesmos ndo vivenciaram
e se sentindo as vezes até temorosos achando que o computador ocupard seu lugar.

E claro que o computador é capaz de armazenar muitas informacdes e organiza-las
segundo seus parametros, até apresentd-las seguindo uma programacao pré-definida, com ani-
macdes, pequenos videos, etc.. Porém, estd limitado, ndo é capaz de orientar um raciocinio,
conduzir uma discussdo, ou relacionar informagdes para as quais nao foi programado. Dessa

forma, um computador provavelmente ndo podera ocupar o lugar de um professor que ndo se
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limite apenas a transmitir informagdes. A utilizacdo do computador e do celular no ambiente
escolar € feita para auxiliar o processo de aprendizagem, mas nao para conduzi-lo.

Dentre as tecnologias desenvolvidas recentemente, provavelmente, o celular seja a mais
usada pela populacdo mundial, agora cada vez com mais avancos tecnoldgicos envolvidos
(MULLER, 2015). Mas por outro lado, ainda ha professores que ndo concordam com o seu uso
em sala de aula, temendo que os alunos possam usd-lo para outros fins como jogar, tirar fotos ou
selfies, navegar na internet em busca de outros sites.

De acordo com Silva Junior (2017, p.119) “o advento da internet, apds os anos 90,
contribuiu para tornar concreta a profecia do filésofo e educador canadense Marshall McLuhan,
de que o mundo se transformaria em uma aldeia global”. Ou seja, o avancgo dessa tecnologia
tornaria as comunidades conectadas entre si, encurtando a distincia entre as pessoas € 0 mundo
globalizado. O mundo virtual tem feito parte cada vez mais da vida cotidiana de criangas e
adolescentes. Por convencao, “virtual” é tudo o que estd associado a internet. A internet, o
celular e muitos outros novos equipamentos de tecnologia da informagao e comunicagdo (TIC)
vao transformando os comportamentos e as formas de se aprender, relacionar com a familia, com
0s amigos e com as novas possibilidades de viajar pelo mundo sem sair de casa.

Assim como as TIC permitem o acesso e o desenvolvimento de saberes, a intimidade
com recursos de diversificadas tecnologias, principalmente os computadores, a internet, € os
celulares, tem despertado preocupacdo, principalmente de pais e de professores. Educados por
outros métodos, os adultos de hoje, responsaveis pela educagdo, formacao, cuidados e seguranca
das criancas e adolescentes, ttm como desafio o uso seguro das TIC tanto em casa como na
escola. Da mesma forma que os pais orientam seus filhos desde pequenos quanto aos riscos e
perigos de conversarem com pessoas estranhas, nao aceitarem balas e doces de desconhecidos,
olhar para os dois lados ao atravessar a rua, eles devem também orientar e conscientiza-los sobre
0s riscos e perigos quanto ao uso da internet. Apesar dos riscos existirem, no Brasil ainda ha
uma caréncia de pesquisas que indiquem com precisdo 0s principais riscos a que nossas criangas
e adolescentes estdo expostos durante suas conexdes online.

A pesquisa mais ampla e recente € a

[...] TIC Kids Online Brasil 2014 realizada pelo Comité Gestor da internet
no Brasil e publicada em 2015. O objetivo central da pesquisa foi mapear
oportunidades e riscos associados ao uso da internet por criangas e adolescentes
brasileiros, de 9 a 17 anos de idade. A TIC Kids Online Brasil 2014 revela que
15% das criangas e dos adolescentes participantes da pesquisa tiveram contato
com a internet pela primeira vez até os 7 anos de idade, na fase de alfabetizacao.
Ressalte-se o fato de 37% das criancgas entre 9 e 10 anos declararam ter feito
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o primeiro acesso com até 7 anos de idade, demonstrando uma tendéncia do
primeiro acesso acontecer cada vez mais precocemente (SILVA JUNIOR, 2017,
p- 121 grifo do autor).
N3do seria exagero, se dissermos que nossos alunos hoje, ficam mais tempo com um
celular na mao conectados a rede internet do que com um livro de leitura ou um livro didético de

estudos. A grande questdo € que esse tempo ndo € utilizado em fungdo dos estudos e sim com

redes sociais, jogos, séries, etc..

Os dados da TIC Kids Online Brasil 2014 mostram que 60% das criangas e
dos adolescentes usuarios de internet declararam acessar a rede, no minimo,
uma vez por dia, e 21% declararam acessar mais de uma vez por dia, o que
denota a sua assiduidade quanto ao acesso a rede. Mesmo entre as criangas e
adolescentes das classes D e E, a frequéncia de acesso € alta: 37% deles usam a
internet uma vez ao dia e 25% utilizam por mais de uma vez ao dia. Quanto a
quantidade de horas, constatou-se que 23% deles utilizam a internet por mais
de quatro horas por dia. Nos finais de semana, essa proporcao passa para 41%
(SILVA JUNIOR, 2017, p. 121 grifo do autor).

Portanto, devido ao fato das criancas e adolescentes passarem conectados durante grande
parte de seu tempo livre, had razdes suficientes para o desenvolvimento de a¢des e politicas
voltadas para a promog¢do de um uso seguro da internet e das TIC, tanto em casa, quanto em sala
de aula (na escola).

Uma das agdes € a utilizacdo do software de geometria dinamica GeoGebra no celular
durante as aulas de Geometria, pois, propicia momentos diferenciados ao aluno, principalmente
com as construgdes geométricas euclidianas planas. O aplicativo possui uma interface facil
de usar e possibilita a constru¢do de pontos, retas, poligonos e outros objetos geométricos
através de suas ferramentas especificas ou a inser¢ao de funcdes na Caixa de Entrada. Permite
também modificar as caracteristicas dos objetos, tais como, cor, espessura da linha, estilo da
linha, tamanho do ponto, movimentar os objetos construidos, etc., tornando aquele momento
agradavel e voltado para a aprendizagem.

Logo, para fazer uso do GeoGebra no celular em sala de aula para o ensino/aprendizagem
de geometria euclidiana plana, € necessdrio que se faca um planejamento com os objetivos que
se pretende alcangar, e além do mais, realizar um trabalho de conscientizag@o e preparacio para
que os alunos vejam o celular como parte do seu material didatico, como um instrumento de
auxilio a aprendizagem.

Nas aulas de Matematica sdo utilizados diferentes recursos didaticos, materiais manipula-

veis, como régua, fita métrica, compasso, tesoura, cartolina, entre outros. Esses materiais nao

estdo sempre a disposicao dos alunos. O celular deve ser visto como um desses recursos, €, assim
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como qualquer um deles, deve ter hora certa para ser utilizado. Alguns combinados, tais como,
desligar a rede wi-fi, ndo usar a camera, etc., também sdao importantes para manter o foco nos
objetivos durante a aula, uma vez que o aplicativo pode ser usado de forma offline. Dessa forma,
o professor estard enriquecendo sua aula, fugindo um pouco do tradicional e possibilitando ao
aluno a conhecer e usar essa ferramenta tecnoldgica cada vez mais presente na sua vida e na
sociedade.

De acordo com Langhi (2017, p.13), “no Brasil, a partir dos estudos de Mizucami (2014),
podemos dizer que a educacao no século XX passou por varios tipos de abordagens: tradicional,
comportamentalista, humanista, sociocultural e cognitivista”.

Como dissemos anteriormente, com o uso do GeoGebra no celular, o professor foge
um pouco do tradicional, portanto, vamos dar énfase a abordagem tradicional. A abordagem
tradicional ndo se embasa em teorias ou estudos validados e especificos, trata-se de uma concep-
¢do e uma prética educacional que persiste ao longo dos anos, em suas diferentes formas e que
passaram a fornecer um quadro referencial para todas as demais abordagens que a sucederam.
Nessa concepg¢do, o adulto € considerado como um homem acabado, “pronto” e o aluno um
“adulto em miniatura” que precisa ser atualizado.

As agOes de ensino estdo centradas na figura do professor, seu papel é basicamente o de
transmitir certos contetidos que sdo predefinidos e o aluno um receptor passivo das informagdes.
Pode se dizer que o professor é o agente e o aluno o ouvinte. Para facilitar o entendimento
pode-se aplicar a expressao educagdo bancdria, que foi proposta por Paulo Freire (1975), que é
a tipologia que mais se aproxima do que se entende por ensino nesta abordagem, ou seja, uma
educacdo que se caracteriza por “depositar” no aluno, conhecimentos, informagdes, dados, fatos,
etc..

Na concepcao tradicional, a inteligéncia, ou qualquer outro nome dado a atividade mental,
é uma s6, inata e geral. E uma faculdade capaz de acumular e armazenar informagdes. Os
resultados desse processo sdo apresentados aos alunos por meio de transmissao, para que sejam
armazenados, evidenciando-se assim, o cardter cumulativo do conhecimento adquirido pelo
individuo.

A abordagem tradicional é caracterizada pela concep¢ao de educagdo como um produto,
ja que os modelos a serem alcancados sdo pré-estabelecidos. Trata-se, da transmissdo de ideias
selecionadas e organizadas logicamente. A escola € o lugar por exceléncia onde se realiza a

educacdo, a qual se restringe, a um processo de transmissdo de informacdes em sala de aula.
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O processo de ensino/aprendizagem ocorre habitualmente da mesma forma, onde os
alunos sao “instruidos” e “ensinados” pelo professor, que ja traz o contetido pronto e o aluno
se limita passivamente a escuta-lo. E para essa finalidade o professor utiliza a aula expositiva
geralmente escrevendo o contetido na lousa e explicando para os alunos para que possam fazer as
atividades propostas no livro. O nivel de conhecimento adquirido pelo aluno € atribuido através
de notas, uma vez que esses alunos sao avaliados conforme sua capacidade de reproducdo do
conteddo que foi comunicado a sala como um todo.

Podemos notar que nessa abordagem tradicional o professor busca com maior intensi-
dade a concentracdo do aluno para que este possa memorizar a maior quantidade possivel de
informacdes. Os recursos tecnoldgicos mais utilizados s@o a lousa, o caderno, o livro e as acdes
do professor durante a aula.

A medida que a humanidade vem se desenvolvendo, as tecnologias também vao se
expandindo e assumindo papéis importantes relacionados ao trabalho, ao conhecimento e,
principalmente a educacdo. A implantagcdo de novas tecnologias de suporte a educacdo em sala
de aula faz com que o aluno tenha interesse e motivagao para buscar a informacao desejada,
transformando assim o paradigma tradicional da educacdo como ‘“depdsito bancério”, para
a educacdo como entretenimento. Porém, ndo se deve prezar somente pela utilizacdo das
tecnologias em si, mas sim pela reflexdo critica e pelo uso responsavel. Nao basta usar apenas
para dizer que estd fazendo algo diferente, € preciso inovar, produzir algo novo, encontrar
processos diferenciados, renovar em termos de pratica pedagdgica, usar de acordo com o
planejamento e objetivos a que se quer chegar, sendo, logo passara a pertencer ao quadro dos
elementos desmotivadores da escola.

De acordo com Christensen, Horn e Johnson (2012), conforme citado por Langhi (2017,
p.17), “a principal forma de se promover a inovagdo na sala de aula, em qualquer nivel de
ensino, € o desenvolvimento de um sistema de aprendizagem centrado no aluno”. Diante da
realidade da organizacdo do ensino brasileiro, sabemos que essa individualizac¢do s6 serd possivel
com a parceria entre metodologias pedagdgicas e o uso das TIC para auxiliar o aluno em sua
aprendizagem.

Para Sampaio & Leite (1999, p. 25), a Tecnologia Educacional,

[...] portanto, ampliou seu significado, constituindo-se no estudo tedrico-pratico
da utilizacdo das tecnologias, objetivando o conhecimento, a andlise e a utili-

zacdo critica destas tecnologias, ela serve de instrumento aos profissionais e
pesquisadores para realizar um trabalho pedagégico de construcdo do conhe-
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cimento e de interpretacdo e aplicagc@o das tecnologias presentes na sociedade
(POCHO et al., 2014, p. 14).

Segundo D’ Ambroésio (1986), conforme citado por Alves (2017, p.15) “os alunos em
muitos momentos e situagdes se sentem mais confortdveis com o ensino através do uso de
tecnologias como o computador e softwares educativos do que com o préprio professor”. Isso
ocorre, por exemplo, uma vez que o professor nao consegue ajudar a todos a0 mesmo tempo
diante das dificuldades nas constru¢des geométricas, enquanto ajuda uns os outros ficam ociosos,
e com o uso de softwares, principalmente com o celular o trabalho se torna mais dinamico e
eficiente.

As vezes o aluno ndo tem habilidades para manusear bem o compasso e nio consegue
fazer com que, por exemplo, ao tragar as mediatrizes relativas de um tridngulo, estas se encontrem
no mesmo ponto (o circuncentro). J4 com o uso do GeoGebra no celular, ele substitui a régua,
0 compasso e o transferidor por um simples clique com o dedo indicador podendo visualizar e
comprovar esse encontro de forma mais convincente e atrativa.

Tecnologias como computadores, tablets e celulares, possibilitam que os alunos partici-
pem de jogos digitais, realizem pesquisas na internet, facam construgdes geométricas planas de
forma colaborativa e interativa. Porém, a aprendizagem precisa ser significativa, para que nao
ocorra de forma mecanica, mnemonica, decorativa.

Segundo Langhi (2017, p.18), “a aprendizagem significativa é o processo pelo qual uma
informacdo se relaciona de maneira ndo arbitrdria e substancial na estrutura cognitiva do aluno”.
Em outras palavras, os novos conhecimentos que se adquirem relacionam-se com o conhecimento
prévio que o aluno possui. D4-se o nome a esse conhecimento prévio de subsungor. Por exemplo,
ao construir a mediatriz usando o GeoGebra, o0 aluno precisa saber os conceitos de ponto médio
e de retas perpendiculares, para que possa compreender que aquela reta tragada pelo software
perpendicularmente a reta base, e que passa pelo seu ponto médio, é a mediatriz.

Conforme citado por Langhi (2017, p.19), “Ausubel e cols. (1980) indicam que se
o individuo ndo possuir um conjunto de conhecimentos prévios (subsuncores) sobre o novo
conceito ou proposicao a ser aprendida, a aprendizagem significativa ndo ocorrerd”.

Para que a aprendizagem significativa aconteca, sdo necessarios trés fatores: predis-
posi¢do do individuo (este precisa estar disposto a querer aprender), material potencialmente
significativo (estar devidamente organizado e apresentar conceitos gerais antes dos mais especifi-

cos), € estrutura cognitiva capaz de assimilar a nova informacao (nela devem estar disponiveis os



19

conceitos subsuncores especificos com o qual o novo material € relaciondvel).

Para Gravina (1996) e, Arcavi e Hadas (2000), conforme citado por Alves (2017, p.15) “o
GeoGebra, bem como outros softwares de geometria dinamica, amplia o ensino e aprendizagem
sobre os conhecimentos geométricos, onde, através das experimentagdes e construgcdes geométri-
cas, sdo feitas as deducdes”. Portanto, ao introduzir os conceitos e propriedades matemaéticas, o
professor poderd levantar questionamentos, que através da visualizag¢do gréfica oferecida pelo
software, os alunos poderdo argumentar, fazer dedugdes e tirar conclusdes. Na resolucdo de um
sistema de equagdes (2 x 2), por exemplo, através da visualizacdo das posi¢des relativas das retas
obtidas de cada equacdo, poderd dizer se o sistema tem uma tnica solucao, infinitas solugdes ou
nenhuma solugao.

De acordo com Sérgio Dantas, pode-se dizer que softwares como o GeoGebra apresentam
um novo modo de pensar, compreender e fazer Matemética, ndo devendo ser encarados apenas
como um aprimoramento da régua e do compasso para trabalhar com construcdes geométricas
(VICHESSI, 2014).

Para tracar a mediatriz, por exemplo, com alguns comandos o GeoGebra define automati-
camente o seu lugar geométrico e ndo o faz em etapas, como fazemos a mao usando compasso e
régua. Nao que ndo seja importante o uso fisico do compasso e régua, mas que o aluno obtenha
uma habilidade melhor e mais eficiente para fazer suas construgdes de acordo com os conceitos
e as propriedades inerentes. Para Emerson Rolkouski, com o uso do software, tiramos o foco dos
procedimentos mecanicos e priorizamos os conceitos (VICHESSI, 2014). Assim, podemos dizer
que ensinar usando softwares, ndo significa apenas introduzir tecnologia nas aulas, e sim agregar
possibilidades para que os objetivos sejam alcangcados quanto a exploracdo e aprendizagem dos
conceitos.

Goldenberg, Scher e Feurzeig (2008), conforme citado por Silva e Penteado (2009, p. 4)
“destacam que o arrastar permite ao usudrio mover livremente certos elementos de um desenho
e observar outros elementos que correspondem as condicdes alteradas”. Dessa forma a tela
fornece a impressao de que o desenho estd sendo deformado continuamente em todo o processo
de arrastar, enquanto mantém as relacdes que foram especificadas como essenciais a constru¢ao
original. Isso permite agilidade na investigacdo, pois figuras que demorariam muito tempo para
serem construidas com as tecnologias tradicionais como papel, lapis, compasso, lousa e pincel,
por exemplo, sdo criadas rapidamente na tela do celular.

Uma das habilidades que o aluno deve desenvolver em Geometria no Ensino Fundamental,
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destacada na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), é construir, utilizando instrumentos de
desenho ou softwares de geometria dinamica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30°
e poligonos regulares (BRASIL, 2018, p. 315).

Para construir um pentdgono regular, por exemplo, ao dividir a circunferéncia em cinco
arcos correspondentes a cinco angulos internos de 72°, utilizando compasso ou transferidor, as
medidas devem ser feitas com certa precisio, caso contrdrio, ao terminar, € possivel que o tltimo
arco fique menor e o angulo correspondente também, levando o aluno a uma frustragdo por nao
ter conseguido concluir sua constru¢@o de forma correta. J4 com o uso do GeoGebra no celular,
com poucos cliques o aluno podera construir angulos com medidas fixas, poligonos regulares
e outros objetos como mediatriz, bissetriz € os pontos notdveis do tridngulo concluindo suas

construgdes com seguranga € precisao.
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2 GEOGEBRA

O GeoGebra é um software de matematica dinimica que combina conceitos de Geometria
e Algebra em um mesmo ambiente. O termo geometria dindmica é comumente utilizado para
designar programas interativos que permitem a criacao e manipulacdo de figuras geométricas a
partir de suas propriedades. Permite também modificar as caracteristicas dos objetos, tais como,
cor, espessura e estilo da linha, tamanho do ponto, etc.. O aplicativo possui uma interface facil
de usar e permite a constru¢do de pontos, retas, poligonos e outros objetos geométricos através
de suas ferramentas especificas ou a inser¢ao de funcdes na Caixa de Entrada que podem criar e
modificar os mesmos objetos geométricos, bem como visualizar e verificar suas propriedades, de
forma interativa.

O “arrastar” é um importante recurso do GeoGebra. E possivel clicar sobre um ponto do
objeto geométrico construido e depois arrastd-lo pela tela do celular provocando mudancas em
sua configuracdo. Isso permite uma diferenciagcdo entre construir uma figura ou simplesmente
desenhd-la. Ao construir uma figura, o usudrio deve usar as propriedades referentes aos elementos
da figura, sendo ela ndo mantém seu formato original ao ser arrastada. Assim, ao construir um
retangulo, por exemplo, sem a utilizacao de suas propriedades, usando apenas segmentos de retas,
quando um de seus vértices € arrastado o usudrio obterd um novo quadrilatero cujas propriedades
ndo correspondem as do retangulo original.

Por outro lado, quando o usudrio utiliza corretamente as propriedades geométricas na
construcdo, a dindmica dos movimentos possibilita que ele perceba o que permanece invariante,
levando-o a compreender tais propriedades e motivando-o a fazer novas construgdes e a testar
suas convicgdes. O paralelismo, a perpendicularidade, os angulos retos do retangulo, a soma dos
angulos internos de um triangulo, etc., sdo alguns exemplos.

Sua distribui¢do € livre, nos termos da General Public License (GNU), e € escrito em
linguagem Java, o que lhe permite estar disponivel em vdrias plataformas. Foi desenvolvido
em 2001 pelo austriaco Markus Hohenwarter, e se tornou um lider na area de softwares de
matematica dindmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia
e Matemdtica. Recebeu diversos prémios de software educacional na Europa e nos EUA. O
aplicativo do software pode ser baixado e instalado através de vérias lojas de App, ou o download
pode ser feito no site <https://www.geogebra.org/download>. Acesso em: junho de 2021.

Utilizamos nessa pesquisa a loja do Play Store para descrever as orientagdes para instala-

¢do do GeoGebra no celular.
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2.1 Orientacoes para instalacdo do GeoGebra no Celular

Para a instalacdo do GeoGebra no celular, € preciso estar conectado a rede Internet.

Assim feito, clique no icone do “Play Store”.

Figura 5 — Play Store

>

Contatos Calculadora Play Store

® G

Telefone Google Mensagens Internet

Fonte: O autor (2021)
Digite geogebra classic na caixa superior Pesquisar apps e jogos.

Figura 6 — Geogebra Classic

B =l 6% @ 15:51

geogebra classic

geometria euclidiana

brasil escola

s6 matematica

® © it
1234567l e]o]o

giwleflrjtiyfu

ajsjdjiflaglh

Fonte: O autor (2021)



Clique em Suite GeoGebra Calculadora.

Figura 7 — Suite GeoGebra Calculadora

B &= .l 6% B 15:59

< geogebra classic

Suite GeoGebra Calculadora
International GeoGebra Institute + Educacéo
43% 23MB B 500 mil+

Calculadora Grafica GeoGebra
International GeoGebra Institute - Educacéo
42% 12MB 10 mi+

GeoGebra Geometria
International GeoGebra Institute + Educacao
41% 12MB @ 1mi+

Calculadora Grafica GeoGebra 3D
International GeoGebra Institute * Educagdo
42% 20MB B 1mi+

GeoGebra CAS Calculator
International GeoGebra Institute = Educacéo
43% 19MB (] 100 mil+

GeoGebra Scientific Calculator

Fonte: O autor (2021)
Clique em Instalar e aguarde.

Figura 8 — Botdo Instalar

OEO BN =l 7% B 16:08

< Q

Suite GeoGebra
Calculadora

International GeoGebra Institute

43% (L]

1 mil avaliagbes 23 MB Classificagao Liy

Fonte: O autor (2021)

Pronto! Clique no icone do GeoGebra para iniciar!
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Figura 9 — Icone do GeoGebra

olr ©

Contatos GeoGebra Play Store E-mail

OcBEE

Telefone Google Mensagens Internet

Fonte: O autor (2021)

2.2 Configuracao da Calculadora Grafica do GeoGebra

Ao abrir o GeoGebra pela primeira vez no celular, aparecera na tela a frase “Choose
GeoGebra Calculator” que em portugués significa “Escolha Calculadora GeoGebra”. Em

seguida clique no icone Graphing que significa “Gréfica”, ou seja, Escolha Calculadora Gréfica

do GeoGebra.

Figura 10 — Calculadora Gréfica do GeoGebra

Choose GeoGebra
Calculator

£

3D Calcu
lator

X:

Geometry

Fonte: O autor (2021)
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A tela inicial do GeoGebra é também a drea de trabalho do software, composta pela

Janela Geométrica, Caixa de Entrada, Janela de Algebra, e Janela de Ferramentas.

Janela Geométrica é onde aparecem graficamente os objetos, tais como, pontos, retas, poligonos

€ outros.

Caixa de Entrada € o local destinado para digitar as caracteristicas dos objetos que se pretende

construir.

Janela de Algebra ¢ onde sao inseridas, através da Caixa de Entrada, as coordenadas de um

ponto, a equacao de uma reta, as funcdes, etc..

Janela de Ferramentas possibilita criar cada objeto usando sua ferramenta especifica, sem fazer
uso da Janela de Algebra.

A Figura 11 mostra a visdo da area de trabalho do GeoGebra.

Figura 11 — Area de trabalho

ela
étrica

Caixa de
Entrada

Janela de Janela de
Algebra Ferramentas

& ey ™

Fonte: O autor (2021)

Ao clicar na Caixa de Entrada, aparece imediatamente na parte inferior do celular, o
Teclado Virtual destinado a digitagdo dos caracteres numéricos, alfanuméricos, € a insercao de

simbolos, como raiz quadrada, médulo, dentre outros.
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Figura 12 — Teclado Virtual

Fonte: O autor (2021)

2.2.1 Configuracao Geral

No canto superior direito encontra-se a engrenagem que permite fazer as seguintes
Configuragdes: Geral, Janela de Visualizacado, e Algebra. Para fazer as configuracdes gerais

clique na Engrenagem de Configuracdes e em seguida em Geral.

Figura 13 — Engrenagem de Configuragdes

o

Engrenagem de
Configuragdes

Algebra

Exibir Eixos

Exibir Malha

Fonte: O autor (2021)

Arredondamento: clique em Arredondamento e em seguida na quantidade de casas decimais

desejadas. Por exemplo, escolhendo uma casa decimal.
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Figura 14 — Arredondamento

0 Casas Decimais

1 Casas Decimais

2 Casas Decimais

3 Casas Decimais

Y 4 Casas Decimais

5 Casas Decimais
Janela de Kioahi
Visualizagao gebra

10 Casas Decimais

Arredondamento 13 Casas Decimais
13 Casas Decimais

R 15 Casas Decimais
Unidade de Medida de Angulos
Grau 3 Algarismos Significativos

Rotular 5 Algarismos Significativos
Apenas para os Pontos Novos

10 Algarismos Significativos

Fonte: O autor (2021)

Unidade de Medida de Angulos: clique em Unidade de Medida de Angulos para definir a

unidade: Grau, Radianos, ou Graus, minutos, segundos.

Figura 15 — Unidade de Medida de Angulos

-3

Janela de R
Visualizagao Algebra

-3

Arredondamento

Janela de Algebra 13 Casas Decimais

Visualizagéo

Arredondamento Grau

13 Casas Decimais )
. Radianos

Unidade de Medida de Angulos

Grau

Graus, minutos, segundos

Coordenadas
Rotular A=(xy)
Apenas para os Pontos Novos

Tamanho da Fonte

Fonte: O autor (2021)

Rotular: clique em Rotular para definir o tipo de rétulo. Rétulo, € o nome que o GeoGebra da
automaticamente a um objeto criado. Por exemplo, ponto A, reta 1@ (rétulo £), angulo ABC

(rétulo o).



Figura 16 — Rotular

Janela de
Visualizagao

Arredondamento
Casas Decimais

Unidade de Medida de Angulos

Coordenadas

Janela de
Visualizagdo

Algebra

Algebra Arredondamento

(Cacac Nocin

Para Todos os Objetos Novos
Menos para os Objetos Novos

Apenas para os Pontos Novos

Coordenadas

Tamanho da Fonte
4 pt

Fonte: O autor (2021)

Coordenadas: clique em Coordenadas para definir o tipo de coordenadas.

Figura 17 — Rotular

Janela de

Geral Visualizagao

Arredondamento

sas Decimais

Unidade de Medida de Angulos

Grau

Rotul

lar
penas |

Coordenadas

Tamanho da Fonte
14 pt

Tamanho da Fonte: clique em Tamanho da Fonte para definir o seu tamanho.

Janela de

Visualizacao Algebra

Algebra Arredondamento

Unidade de Medida de Angulos

Rotular

Apenas pa

A=(xY)
Alx1y)

A:(x.y)
lailoma

Fonte: O autor (2021)
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Figura 18 — Tamanho da Fonte

Janela de

Visualizagao Algebra

Janela de

Arredondamento Visualizagao

3 Casas Decimai

Algebra

Unidade de Medida de Angulos

Rotular ida de Angulos

penas para os P

Coordenadas

Tamanho da Fonte
4 pt

Idioma

uguese / Portugus

Fonte: O autor (2021)
Idioma: clique em Idioma e em seguida em Portuguese / Portugués (Brasil).

Figura 19 — Idioma

Macedonian / MaKejOHCKM Ja3nk

Mongolian / MoHron xan

Nepalese / Adreft
Norwegian / Bokmal
Norwegian / Nynorsk

Janela de Persian / 1%

Visualizago #lgebra

Polish / Jezyk polski

Arredondamento A " c
3 Casas Decimai Portuguese / Portugués (Brasil) IAIgebra

Unidade de Medida de Angulos Portuguese / Portugués (Portugal)

Romanian / Roména

Rotular

; N Russian / Pycckuit a3blk
penas para os Pontos Novo

Coordenadas Sinhala / 80e0@

Serbian / cpncku

Tamanho da Fonte

3 Slovak / Slovensky jazyk
P

Slovenian / Slovens¢ina
Idioma
Portuguest Spanish / Espafiol

Fonte: O autor (2021)

2.2.2 Configuracao da Janela de Visualizacao

Clique na Janela de Visualizacdo para fazer suas configuragdes.

29
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Figura 20 — Janela de Visualizacdo

Janela de
Visualizagao

Algebra

Exibir Eixos

Exibir Malha

Pontos Sobre a Malha
Modo Automti

Fonte: O autor (2021)

Exibir Eixos: ao clicar em Exibir Eixos pela primeira vez, os eixos que compdem o plano

cartesiano serdo ocultados, ao clicar pela segunda vez, serdo exibidos novamente.

Figura 21 — Exibir Eixos

Janela de
Algebra Visualizagao

f

Algebra

Exibir Eixos Exibir Eixos

Exibir Malha Exibir Malha

Pontos Sobre a Malha
Modo Automético

Pontos Sobre a Malha
M » Automatico

Fonte: O autor (2021)

Exibir Malha: ao clicar em Exibir Malha pela primeira vez, a malha serd ocultada permanecendo

apenas os eixos, ao clicar pela segunda vez, serd exibida novamente.
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Figura 22 — Exibir Malha

-

-2

Janela de
Janela de : Visualizagio
Visualizagdo Algebr

Algebra

Exibir Eixos Exibir Eixos

Exibir Malha Exibir Malha

Tipo da Malha

Pontos Sobre a Malha

Pontos Sobre a Malha
ico
Mc Al ratic

Modo Automa

Fonte: O autor (2021)

Tipo de Malha: clique em Tipo de Malha para definir: Malha Principal, Malhas Principais e

Secundarias, Polar ou Isométrica.

Figura 23 — Tipo de Malha

Janela de
Visualizagao

f

Janela de
Visualizagéo

Algebra Algebra

Janela de
Visualizagao

Algebra

Exibir Eixos Exibir Eixos

i wEW i

Exibir Malha Exibir Malha

Exibir Eixo Malha Principal

Tipo da Malha

Tipoda Nl Malha Principal

Malhas Principais e
Secundérias

Pontos Sobre a Malha Exibir Mall

Modo Automético

Pontos So Malhas Principais e
Modo Autorr  Secundarias

Tipo da Polar
Polar

Distancia, Comprimento ou Perimetro Distancia,

Pontos So  |sométrica
torr

Legendas Legendas Isométrica Modo A

Fonte: O autor (2021)

Pontos Sobre a Malha: clique em Pontos Sobre a Malha para definir: Modo Automatico,

Ajustar a Malha, Fixar a Malha ou Desativar.



Figura 24 — Pontos Sobre a Malha
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Janela de
Visualizagao

Exibir Eixos

Exibir Malha

Tipo da Malha

Pontos Sobre a Malha
Modo Automati

Distancia, Comprimento ou Perimetro

Legendas

" Ja
Algebra Visu

Exibir Eixos

Exibir Malha

Tipo da Malha

nela de
ualizagao

Modo Automatico
Ajustar a Malha
Fixar a Malha

Desativar

b ou Perimetro

Fonte: O autor (2021)

Algebra

Distancia, Comprimento ou Perimetro: clique em Distancia, Comprimento ou Perimetro para

definir o intervalo nos eixos x e y. Ao clicar em Modo Automético esta funcio serd desabilitada

e o intervalo nos eixos serd igual a 1 (uma unidade). Desse modo, serd permitido também

modificar para outro intervalo desejado, apenas no €ixo X, no eixo y, ou em ambos.

Figura 25 — Intervalo nos Eixos

Janela de
Visualizagao

Exibir Eixos

Exibir Malha

Pontos Sobre a Malha
Modo Au atico

-1
-2

Algebra

<
Perimetro

Distancia, Comprimento ou

I Modo Automético

Distancia, Comprimento ou Perimetro

Fonte: O autor (2021)

Legendas: clique em Legendas e em seguida em Exibir para ativar ou desativar as legendas x

e/ou y nos respectivos eixos.
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Figura 26 — Legendas

Algebra

< Legendas

Exibir Eixos

Exibir
Exibir Malha

Pontos Sobre a Malha
Modo Automtico

Distancia, Comprimento ou Perimetro

Fonte: O autor (2021)

2.3 Janela de Ferramentas

Nesta secao daremos €nfase as principais ferramentas utilizadas no estudo da Geometria
Plana Euclidiana. Clique na Janela de Ferramentas localizada na parte inferior da tela do
celular para ter acesso as ferramentas da Calculadora Grafica do GeoGebra, através das janelas:
Ferramentas Béasicas, Medi¢oes, Construcdes, Retas, Poligonos e Circulos.

Ao clicar na Janela de Ferramentas, deslize as ferramentas que aparecem para cima e

clique na op¢cdo MAIS para mostrar todas as ferramentas.

Figura 27 — Janela de Ferramentas

Janela de
Ferramentas

Fonte: O autor (2021)
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2.3.1 Ferramentas Basicas

Na janela Ferramentas Bdsicas apresentaremos as ferramentas: Mover, Ponto e Intersec-
¢do de Dois Objetos.

Note que, ao clicar na ferramenta desejada, esta ficard destacada com a cor “azul” e
aparecera na parte inferior do celular uma barra com as orientagdes do que fazer referentes a
essa ferramenta.

A segunda imagem da Figura 28 mostra a barra com as orientacgdes ao clicar, por exemplo,

na ferramenta Ponto.

Figura 28 — Janela Ferramentas Bésicas

Ferramentas Basicas

Ferramentas Basicas

A
D

N

Editar

Fonte: O autor (2021)

Mover: esta ferramenta permite arrastar, selecionar, € manipular objetos. E uma das ferramentas
mais usadas no software. Pode ser selecionada de duas maneiras: clicando em Mover na janela
Ferramentas Bésicas, ou na seta ° que aparece no canto inferior direito ao clicar em qualquer

outra ferramenta.

Ponto: cria um ponto em um espaco livre na Janela Geométrica, em um objeto ou em uma
intersecc¢do. Basta clicar na ferramenta e depois no local desejado. No GeoGebra a rotulacio é
automatica de acordo com sua configuracio, ou seja, ao criar um ponto, automaticamente ele
recebe um nome ou rétulo. Essa nomeagao se da usando as letras maidsculas do nosso alfabeto
(A, B, C...). Posteriormente, quando estivermos falando sobre o Campo de Entrada, mostraremos

outra forma de se criar pontos.
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Interseccio de Dois Objetos: com esta ferramenta obtém-se o ponto de intersec¢do entre dois
objetos clicando diretamente sobre a interseccdo dos mesmos ou clicando sucessivamente sobre

cada um dos dois objetos aos quais se deseja marcar o ponto de intersec¢ao.
2.3.2 Medicoes

Na janela Medicdes serdo apresentadas as ferramentas: Angulo; Distancia, Comprimento

ou Perfmetro; Area; e Angulo com Amplitude Fixa.

Figura 29 — Janela Medi¢oes

Medigdes

Pontos

Fonte: O autor (2021)

Angulo: esta ferramenta permite construir e medir um angulo definido por trés pontos, onde o
segundo ponto clicado é o vértice do angulo. E possivel também fazer isso, clicando sobre um
dos lados do angulo, depois sobre o ponto que € o vértice e por dltimo sobre o outro lado. Se
o sentido dos cliques for anti-horario, o GeoGebra marcard o maior angulo definido pelos trés

pontos. Se for hordrio, marcard o menor angulo.

Distancia, Comprimento ou Perimetro: esta ferramenta mostra na Janela Geométrica o com-
primento de um segmento ou distancia entre dois pontos. Também mostra o perimetro de um

poligono, circulo e conicas. Para isso, basta clicar no segmento, poligono ou circulo.

Area: esta ferramenta mostra a drea da regido limitada por um poligono, circunferéncia e conicas.

Para tal, basta clicar no seu interior.

Angulo com Amplitude Fixa: esta ferramenta permite construir um angulo com amplitude fixa
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(valor do angulo) a partir de dois pontos. Para isso, clique nos dois pontos, sendo que o segundo
ponto a ser clicado serd o vértice do angulo. O software abrird uma janela para que seja digitado

o valor da medida do angulo e o sentido, anti-hordrio ou horério.

2.3.3 Construcoes

Na janela Construgdes serdo apresentadas as ferramentas: Ponto Médio ou Centro, Reta

Perpendicular, Mediatriz, Reta Paralela, Bissetriz, e Reta Tangente.

Figura 30 — Janela Construcdes

Construgoes

Fonte: O autor (2021)

Ponto Médio ou Centro: esta ferramenta permite criar o ponto médio entre dois pontos, o ponto
médio de um segmento, o centro de uma circunferéncia, de uma conica. Para criar o ponto
médio de um segmento clique diretamente sobre a linha do segmento ou sobre seus pontos de

extremidades. Para criar o centro de uma circunferéncia ou conicas, basta clicar sobre elas.

Reta Perpendicular: com esta ferramenta pode-se construir uma reta perpendicular a uma reta,
semirreta, segmento, eixo ou lado de um poligono passando por um ponto. Assim, para criar uma
reta perpendicular passando por um ponto, clique sobre este ponto e sobre uma reta, semirreta,

segmento, eixo ou lado de um poligono.

Mediatriz: esta ferramenta permite construir a reta perpendicular que passa pelo ponto médio
de um segmento. Para tal, clique sobre o segmento ou sobre seus pontos de extremidades.

Reta Paralela: com esta ferramenta pode-se construir uma reta paralela a outra reta, semirreta,
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segmento, eixo ou lado de um poligono. Assim, para criar uma reta paralela, clique sobre um

ponto e em seguida sobre uma reta, semirreta, segmento, eixo ou lado de um poligono.

Bissetriz: com esta ferramenta pode-se construir a bissetriz de um angulo. Para isto, clique nos
trés pontos que determinam o angulo. O segundo ponto a ser clicado sera o vértice do angulo.
Dessa forma, o software construird a bissetriz do menor angulo definido pelos trés pontos. Outra
maneira para construir a bissetriz, € clicando sobre os lados do dngulo. Nesse caso, o0 GeoGebra

construird as bissetrizes dos dois angulos determinados por esses lados.

Reta Tangente: com esta ferramenta pode-se construir, a partir de um ponto, as retas tangentes
a uma circunferéncia, a uma conica ou a uma funcao. Para tal, clique no ponto e depois na

circunferéncia, conica, ou grifico de uma funcao.

2.3.4 Retas

Na janela Retas serdo apresentadas as ferramentas: Segmento, Reta, Semirreta, e Seg-

mento com Comprimento Fixo.

Figura 31 — Janela Retas

Poligonos

Fonte: O autor (2021)

Segmento: esta ferramenta possibilita criar um Segmento de Reta que une dois pontos de duas
maneiras: crie os pontos na Janela Geométrica e clique sobre eles a seguir; outra maneira, clique

em duas posicoes diferentes na “Janela Geométrica” com a ferramenta ativada.

Reta: esta ferramenta possibilita criar uma Reta que passa por dois pontos de duas maneiras:
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crie os pontos na Janela Geométrica e clique sobre eles a seguir; outra maneira, clique em duas

posicdes diferentes na Janela Geométrica com a ferramenta ativada.

Semirreta: esta ferramenta possibilita criar uma Semirreta a partir de dois pontos: crie os pontos
na Janela Geométrica e clique primeiro no ponto que serd a origem e em seguida no outro ponto;
ou, clique em duas posicdes diferentes na Janela Geométrica com a ferramenta ativada, sendo a

primeira posicdo a origem dessa semirreta.

Segmento com Comprimento Fixo: esta ferramenta possibilita criar um Segmento de Reta com
comprimento definido de duas maneiras: crie um ponto na Janela Geométrica, ative a ferramenta
e clique sobre o ponto. Imediatamente aparecerd na tela uma Caixa de Didlogo solicitando a
medida do comprimento. Digite o valor (inteiro ou decimal) e clique sobre o botao o« |

Outra maneira é, com a ferramenta ativada, clique na Janela Geométrica para criar um dos
extremos. Digite o valor (inteiro ou decimal) da medida do comprimento solicitado na Caixa de

Didlogo que aparecera na tela e clique em o« §
2.3.5 Poligonos

Na janela Poligonos serdo apresentadas as ferramentas: Poligono, Poligono Regular,

Poligono Semideformdvel, e Poligono Rigido.

Figura 32 — Janela Poligonos

Poligonos

Circulos

Fonte: O autor (2021)

Poligono: esta ferramenta permite construir um Poligono de n lados. Clique na ferramenta e na
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Janela Geométrica onde deseja criar os vértices do poligono. Para fechar o poligono, clique no

primeiro vértice novamente.

Poligono Regular: esta ferramenta permite construir um Poligono Regular com n lados. Clique
na ferramenta e em duas posicdes diferentes na Janela Geométrica para construir o primeiro lado.
A seguir, digite a quantidade de lados do poligono solicitados na Caixa de Didlogo que aparecerd

na tela e clique em o« |

Poligono Semideformavel: esta ferramenta permite construir um Poligono Semideformavel, ou
seja, € possivel modificar sua estrutura clicando em um dos seus vértices, exceto o vértice inicial.
Para tal construgdo, clique na ferramenta e em seguida na Janela Geométrica onde deseja criar
os vértices do poligono. Clique no primeiro vértice novamente para fechar o poligono. Para
modificar sua estrutura, clique no botao Mover ° e em seguida em um dos vértices e arraste,
exceto o primeiro vértice. Ao clicar no primeiro vértice ou no seu interior, € possivel arrastar o

poligono como um todo para outra posi¢do na Janela Geométrica.

Poligono Rigido: esta ferramenta permite construir um Poligono Rigido, ou seja, em que ndo é
possivel modificar sua estrutura. Para tal, clique na ferramenta e em seguida na Janela Geométrica
onde deseja criar os vértices do poligono. Clique no primeiro vértice novamente para fechar o
poligono. Ao clicar no primeiro vértice ou no seu interior, € possivel arrastar o poligono como
um todo para outra posi¢ao na Janela Geométrica. Ao clicar no segundo vértice, € possivel fazer
uma rotagdo em torno do primeiro vértice. Para realizar esses dois tltimos procedimentos, clique

primeiramente no botdo Mover °
2.3.6 Circulos

Na janela Circulos serdo apresentadas as ferramentas: Circulo dados Centro e Um de
seus Pontos, Compasso, Semicirculo, Circulo: Centro Raio, Circulo definido por Trés Pontos,

Arco Circular, Arco Circuncircular, Setor Circular, Setor Circuncircular.
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Figura 33 — Janela Circulos

Circulos

Conicas

Fonte: O autor (2021)

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos: esta ferramenta permite construir um circulo a
partir do centro e um de seus pontos. Clique na ferramenta e em seguida clique em duas posi¢des
diferentes na Janela Geométrica. O primeiro clique define o centro e o segundo o ponto do

circulo.

Compasso: esta ferramenta permite construir um circulo fazendo a fun¢do de um compasso.
Crie dois pontos distintos ou um segmento (que serd equivalente a abertura do compasso) para
definir o raio, e depois crie um terceiro ponto que serd o centro. Clique na ferramenta e em
seguida nos dois pontos ou nas extremidades do segmento e finalmente no terceiro ponto que

sera o centro do circulo.

Circulo: Centro & Raio: esta ferramenta permite construir um circulo a partir do centro e
do comprimento do raio. Clique na ferramenta e em seguida na Janela Geométrica ou em um
ponto qualquer para criar o centro. A seguir, digite o valor (inteiro ou decimal) da medida do

comprimento do raio solicitado na Caixa de Didlogo que aparecerd na tela e clique sobre o botdao

Circulo definido por Trés Pontos: esta ferramenta permite criar um circulo a partir de trés
pontos, de duas maneiras: a primeira €, crie trés pontos distintos na Janela Geométrica, clique
na ferramenta e finalmente nos trés pontos; a outra, clique na ferramenta e em seguida em trés

posicdes diferentes na Janela Geométrica.
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Semicirculo: esta ferramenta permite criar um semicirculo a partir de dois pontos, de duas
maneiras: uma é, crie dois pontos distintos na Janela Geométrica, em seguida clique na ferramenta
e finalmente nos dois pontos; a outra, clique na ferramenta e em seguida em duas posi¢des

distintas na Janela Geométrica.

Arco Circular: esta ferramenta permite construir um arco circular a partir do centro e dois de
seus pontos. Para tal, clique na ferramenta e em seguida na Janela Geométrica primeiramente
para criar o centro, e finalmente em duas posi¢des diferentes. Se o sentido dos cliques for o
anti-horario o GeoGebra construird o menor arco definido pelos trés pontos, caso contrario, serd

construira o maior arco.

Arco Circuncircular: esta ferramenta permite construir um arco circular a partir de trés pontos,
de duas maneiras: uma €, crie trés distintos na Janela Geométrica, em seguida clique na
ferramenta e finalmente nos trés pontos; a outra, clique na ferramenta e em seguida em trés

posicdes diferentes na Janela Geométrica.

Setor Circular: esta ferramenta permite construir um setor circular a partir do centro e dois
pontos. Clique na ferramenta e em seguida em trés posi¢des diferentes na Janela Geométrica, de
modo que o primeiro clique seja o centro. Se o sentido dos cliques for o anti-horério, o GeoGebra

construird o menor setor definido pelos trés pontos, caso contrério, construird 0 maior setor.

Setor Circuncircular: esta ferramenta permite construir um setor a partir de trés pontos da
circunferéncia de duas maneiras: uma €, crie trés pontos distintos na Janela Geométrica, em
seguida clique na ferramenta e finalmente nos trés pontos; a outra, clique na ferramenta e em

seguida em trés posi¢Oes diferentes na Janela Geométrica.

2.4 Janela de Algebra

Ao clicar na Janela de Algebra localizada na parte inferior da tela do celular, a Caixa de

Entrada serd exibida permitindo a insercao de equagdes, funcdes, coordenadas de pontos, etc..
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Figura 34 — Janela de Algebra

Caixa de
Entrada

Fonte: O autor (2021)

Ao inserir, por exemplo, a equacdo de uma reta ou as coordenadas de um ponto na Caixa
de Entrada, estes objetos sdo apresentados na Janela Geométrica permitindo uma visualizagao

algébrica e geométrica de forma simultanea, como mostra a Figura 35.

Figura 35 — Reta e Ponto

®

X

1 2 3

Fonte: O autor (2021)

Os trés pontinhos [ : ] dispostos a direita da equacdo ou das coordenadas do ponto na

Caixa de Entrada, permitem alterar suas configuracdes, tais como, espessura, tamanho, cor, etc..

Seguem 0s passos para mudar a cor e a espessura daretar: 2x +y =2. Cliqueem [ : ] e em
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seguida em Configuragdes. Clique agora em “Cor” e escolha a cor “azul” e clique na “seta” a
esquerda da palavra “Cor” para voltar. Com o dedo indicador, deslize o “Botao” para a direita

para aumentar a espessura da linha. Clique na Janela Geométrica.

Seguem os passos para mudar a cor € o tamanho do ponto A. Clique em [ : ] e em seguida em
Configuracdes. Clique agora em “Cor” e escolha a cor “vermelha” e clique na “seta” a esquerda
da palavra “Cor” para voltar. Com o dedo indicador, deslize o “Botdo” para a esquerda para

diminuir o tamanho do ponto. Clique na Janela Geométrica.

Figura 36 — Reta e Ponto Alterados

Fonte: O autor (2021)
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3 UMA PROPOSTA DE ENSINO COM O USO DO GEOGEBRA NO CELULAR
NAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS ELEMENTARES

Podemos observar que as figuras geométricas como tridngulos e quadrildteros estao
sempre presentes nas construgdes, nas estruturas metdlicas, e em muitos outros objetos. Isso
ocorre devido a precisdo das medidas dos angulos e as propriedades dessas figuras que garantem
funcionalidade, praticidade e seguranga, sendo usadas desde a Antiguidade.

A Figura 37 mostra a parte externa da Piramide no pétio do Museu do Louvre, um dos
principais pontos turisticos de Paris, capital da Franca. Observe que suas faces sao formadas por

estruturas metdlicas e painéis de vidro que compdem uma malha de figuras geométricas.

Figura 37 — Pirdmide do Louvre

Fonte: casavogue.globo.com

Nas séries iniciais, as figuras geométricas como as que foram citadas acima sdo estu-
dadas de forma concreta, experimental, ou seja, medindo, recortando e constatando algumas
propriedades. Porém, se quisermos demonstrar, isto €, provar logicamente alguma propriedade
que constatamos de modo experimental, devemos recorrer a Geometria dedutiva.

O matematico grego Euclides (330 a.C. - 260 a.C.) foi um dos primeiros a tratar a
Geometria de forma dedutiva, e o primeiro a organizar e sistematizar logicamente todos os
estudos de Geometria até entdo conhecidos, reunindo-os em sua obra denominada Os Elementos.

Apresentaremos a seguir, os conteidos de Geometria Euclidiana Plana referentes ao
Ensino Fundamental com uma proposta de uso do GeoGebra no celular nas constru¢des geomé-
tricas elementares e na verificagdo da veracidade dos conceitos e propriedades. Esperamos que
apods o término desse capitulo, tanto professores quanto alunos possam se sentir motivados para
usarem o GeoGebra no celular no estudo de outros assuntos de Matematica nas séries seguintes

do Ensino Médio, como por exemplo, Fungdes, Geometria Espacial e Geometria Analitica.
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3.1 Conceitos primitivos de ponto, reta e plano

As nocdes de ponto, uma reta, ou um plano sdo aceitas como conceitos primitivos, ou
seja, conceitos que prescindem de defini¢des formais, mas que precisam existir para o estudo
da Geometria. Em geral, denotamos pontos e retas, respectivamente, por letras maitsculas e
minusculas do nosso alfabeto, e, planos e circulos, respectivamente, por letras mindsculas e

maiusculas do alfabeto grego.

Ponto ¢ um objeto adimensional, isto €, ndo possui forma nem dimensao. A grosso modo,

€ um sinal grafico deixado por um lépis, caneta, pincel, etc..

Figura 38 — Pontos no Plano

A

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

A
°

+ Entrada...

Ferramentas a serem utilizadas: Ponto

Em Ferramentas Bésicas, ou Pontos, clique na ferramenta Ponto e a seguir na Janela Geométrica.

Outra maneira: na Caixa de Entrada da Janela Algebra, digite o nome do ponto e suas coordenadas
entre parénteses e separadas por virgula. Para tal, clique, na Caixa de Entrada, nas letras [ABC],
na tecla de maiuscula/mindscula ao lado da tecla [ z ], na tecla [ A ], nos nimeros [123], na tecla
de igualdade [ = |, na tecla [ ( ] para abrir o paréntese, digite o valor da abscissa x, clique na
tecla virgula [ , ], digite o valor da ordenada y, e finalmente na Janela Geométrica ou na tecla
[ENTER] no canto inferior direito do teclado indicada pela seta [<—]. Repita o processo para

outros pontos.

Reta é um conjunto de pontos que nio fazem curvas. E infinita em ambas as direcdes.
Como esses pontos ndo ocupam a mesma posi¢ao na reta € possivel medir a distancia entre eles,
entretanto, como nao possuem dimensao ou forma, ndo € possivel medir sua largura. Assim
sendo, dizemos que a reta € unidimensional, pois, possui apenas uma dimensdo. Escrevemos jﬁ

para representar uma reta que passa por dois pontos distintos A e B.
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Figura 39 — Retas no Plano

\s r

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

s

Ferramenta a ser utilizada: Reta

Em Retas, clique na ferramenta Reta e em seguida em duas posi¢des diferentes na Janela

Geométrica.

Outra maneira: na Caixa de Entrada da Janela Algebra, digite a equacio da reta. Por exemplo,
para escrever a equacdo de uma reta t: 3x + y = 2, clique, na Caixa de Entrada, nas letras [ABC],
na letra [ t ], nos simbolos [ #& ], na tecla dos dois pontos [ : ], nos nimeros [123], no niimero [
3 ]enaletra [ x ], no sinal de adi¢do [ + ], na letra [ y ], no sinal de igualdade [ = ], no ndmero [
2 ], e finalmente na Janela Geométrica ou na tecla [ENTER] no canto inferior direito do teclado

indicada por [<—]. Repita o processo para outras retas.

Semirreta: um ponto A situado sobre uma reta r, a divide em duas partes denominadas
semirretas de origem A. Tomando dois pontos B e C sobre r, um a direita e outro a esquerda de

A, representamos as semirretas de origem A por zﬁ e IR' .

Figura 40 — Semirreta E de origem A

aA—

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.
-4

Ferramenta a ser utilizada: Semirreta

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta e em seguida em duas posi¢cdes diferentes na Janela

Geométrica.

Segmento de Reta: dados dois pontos distintos A e B sobre uma reta r, o conjunto de
pontos da reta r situados de A até B, determinam o segmento AB. Escrevemos AB para representar

o comprimento do segmento AB.
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Figura 41 — Segmento de Reta AB

—

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.
./l

Ferramenta a ser utilizada: Segmento

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e em seguida em duas posi¢des diferentes na Janela

Geométrica.

Plano € uma regidao composta por um conjunto de pontos. O objeto formado por esse

conjunto de pontos € uma superficie plana que ndo faz curva e infinita para todas as direcoes.

Figura 42 — Plano

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

&
A T >{ ?\‘ AA
/ ° — . ' o
. Intersegao de  Exibir / ) Exibir /
Ferramentas a serem utilizadas: Reta Ponto RetaParalela Dois Objetos Esconder Poligono Esconder

Em Retas, clique na ferramenta Reta e em duas posicdes diferentes na Janela Geométrica para
criar a reta que passa por A e B. Essa reta receberd automaticamente o rétulo (nome) de f.

Em Pontos, clique na ferramenta Ponto e em algum lugar fora da reta criada anteriormente, um
ponto C serd criado.

Em construcdes, clique na ferramenta Reta Paralela e a seguir no ponto C e na reta f, criando
assim uma reta g paralela a reta f passando por C.

Em Retas, clique na ferramenta Reta e a seguir nos pontos B e C para criar a reta .

Em construcdes, clique na ferramenta Reta Paralela e a seguir no ponto A e na reta / para criar a

reta i paralela a reta i passando por A.
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Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos e sobre as
retas g e i para criar o ponto D de intersec¢ao das mesmas.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas retas f, g, h € i, e em qualquer outra
ferramenta para ocultd-las ficando apenas os quatro pontos.

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C, D e no ponto A novamente
para fechar o poligono.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo, nos lados BC e CD, para ocultar os
rétulos b e c. Ainda em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nos lados ABe AD,
nos pontos A, B, C, D, e, em qualquer outra ferramenta para ocultar tais objetos e obter assim o

plano.

3.2 Circunferéncia e Circulo

Além de pontos, retas, semirretas e segmentos, as circunferéncias e os circulos sao objetos
de grande importancia no estudo de Geometria Euclidiana plana. Imagine a humanidade sem
a circunferéncia ou o circulo. Como seria 0 mundo sem a roda? A roda foi uma das maiores
invencdes da humanidade. O antigo povo egipcio ja fazia uso de toras de madeira para transportar

grandes pesos.

Figura 43 — Transporte com toras de madeira

Fonte: Construindo Piramides — Prof Luciano Mannarino

Veiculos com rodas puxados por animais ja eram usados na antiga Mesopotamia. Um
dos vestigios deixados pelas civiliza¢des que habitaram essa regido € uma pedra de argila, datada
de 3500 a.C., com o desenho de uma carroca que usava discos de madeira como rodas. Com
o tempo, para que a roda se tornasse mais leve e veloz, foram-se fazendo aberturas, o que deu
origem a roda com raios. Por volta de 2000 a.C., sumérios e persas usavam rodas feitas de

madeira com aros e protegidas por uma circunferéncia de metal para evitar o desgaste.
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Figura 44 — Representacio da evolugdo da roda

Fonte: sucesso.powerminas.com/texto-motivacional-reinventando/

A partir dai a roda foi se desenvolvendo, encontrando-se cada vez mais diferentes
aplicagdes ao longo da Histdria. Atualmente a circunferéncia e o circulo estdo presentes nao
s6 na roda, mas também em muitos outros objetos do cotidiano, como em engrenagens que
movimentam maquinas € motores, em rodas-gigantes nos parques de diversdes e em pontos
turisticos, etc., sendo extremamente importantes na vida do ser humano e para o desenvolvimento
da humanidade.

A Figura 45, € uma fotografia tirada durante a filmagem do filme Tempos Modernos,
em 1936, mostrando Charles Chaplin, no papel de Carlitos, lubrificando uma maquina cheia de

engrenagens.

Figura 45 — Mdquina com engrenagens circulares

Fonte: photos.com

Dados um ponto O e um ntimero real » > 0, o conjunto dos pontos P do plano que estio a
distancia r de O, tais que OP = r, € denominado de circunferéncia de centro O e raio r. Dizemos
também que, a circunferéncia de centro O e raio r € a curva plana obtida quando posicionamos a

ponta seca do compasso no ponto O e tomamos sua abertura igual ao raio r.
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Figura 46 — Circunferéncia de centro O e raio r

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

Raio

© |

eqe CirCUiO: CANCELAR “
Ferramentas a serem utilizadas: Centro & Raio

Em Circulos, clique na ferramenta Circulo: Centro & Raio e na Janela Geométrica para criar
o centro A. A seguir, digite o valor (inteiro ou decimal) da medida do comprimento do raio r

solicitado na Caixa de Didlogo. Clique no botao o« §

Dada uma circunferéncia I (I€-se gama) de centro O e raio r, denominamos, corda, raio,

e didmetro, de elementos da circunferéncia.
Corda ¢ um segmento que une dois pontos quaisquer da circunferéncia.
Raio é um segmento que une o centro O a um dos pontos P da circunferéncia.

Diametro ¢ uma corda da circunferéncia que passa pelo seu centro O.

Na Figura 47, estdo representados a corda AB, os raios OC, OD, OP, e o didmetro CD de

uma circunferéncia I

Figura 47 — Elementos da circunferéncia

Fonte: O autor (2021)
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No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.
=

Ferramenta a ser utilizada: Segmento

Para tracar uma corda, em Retas, clique na ferramenta Segmento e em duas posi¢des diferentes
na circunferéncia.

Para tracar o didmetro repita os passos anteriores de modo que o segmento obtido passe pelo
centro da circunferéncia.

Para tracar o raio, clique na ferramenta Segmento e em seguida, no centro e na circunferéncia.

A regido plana limitada por uma circunferéncia de centro O e raio r, e pelo conjunto dos
pontos P do plano cuja distancia ao centro O € menor que r, isto é, tais que OP < r, € denominada

circulo.

Figura 48 — Circulo de centro O e raio r

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

[% o P Transparéncia
Circulo dados o [ ] P
®
Mover

Ferramentas a serem utilizadas:  Centroe

Em Circulos, construa uma circunferéncia de centro O € raio r.

Clique na ferramenta Mover e em seguida sobre a circunferéncia.

Clique nos trés pontinhos [ : ] na Caixa de Didlogo que abrird e depois na Caixa Nome para
nomear o circulo.

Em Estilo das Legendas selecione “Nome”.

Por dltimo, em Transparéncia deslize o “Botdo” para a direita para preencher o circulo.

O conjunto dos pontos P compreendidos entre dois pontos de uma circunferéncia, in-
cluindo estes, ¢ denominado Arco de Circunferéncia. Se estes pontos ndo forem as extremida-
des do diametro teremos dois arcos denominados de arco menor e arco maior; caso contrario,

teremos dois arcos iguais denominados de semicirculos.
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Na figura 49, estdo representados, respectivamente, o arco menor AB e o arco maior BA,

e os semicirculos CD e DC.

Figura 49 — Arcos e Semicirculos

D
Fonte: O autor (2021)
No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.
Circulo dados Arco
Ferramentas a serem utilizadas: Centro e Arco Circular  Circuncircular

Para construir um arco de circunferéncia, em Circulos, crie uma circunferéncia.
Clique na ferramenta Arco Circular, e a seguir, no centro e em dois pontos distintos da circunfe-

réncia.

Outro modo: na Janela Circulos, crie uma circunferéncia.

Clique ja ferramenta Arco Circuncircular, e a seguir, em trés pontos distintos da circunferéncia.
Note que o semicirculo corresponde a metade da circunferéncia. Assim, podemos

representar um semicirculo de outra maneira.

Figura 50 — Semicirculo

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

(= g R /o — Poni.o Médio

Ferramentas a serem utilizadas: Semicirculo Segmento  Mover ou Centro

Em circulos, clique na ferramenta Semicirculo e em dois pontos distintos da Janela Geométrica.

Para tracar o didmetro, em Retas, clique na ferramenta Segmento e depois nos dois pontos das
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extremidades do semicirculo.

Para deixar o didmetro tracejado, clique na ferramenta Mover e sobre o mesmo. Clique no “trago
horizontal” [ — ] na Caixa de Didlogo que abrird, a seguir em Estilo e na forma desejada.

Para criar o centro, em Constru¢des, clique na ferramenta Ponto Médio ou Centro, e a seguir nas

duas extremidades do didmetro ou em qualquer posi¢ao sobre o mesmo.

A regido plana formada pelo conjunto dos pontos P do plano e limitada por dois raios e
um arco de um circulo de centro O e raio r, ¢ denominada setor circular. A figura 51 representa

~

um setor circular de centro O, raio OA = OB = r, € arco AB.

Figura 51 — Setor Circular

B

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

© 2 Y

. Circulo dados Setor
Ferramentas a serem utilizadas: Centroe Setor Circular ~ Circuncircular

Em Circulos, clique na ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos e em dois lugares
distintos na Janela Geométrica.
Clique na ferramenta Setor Circular e a seguir, no centro, no ponto ja existente na circunferéncia,

e em outro lugar qualquer na circunferéncia.

Outro modo: Em Circulos, crie uma circunferéncia.

Clique na ferramenta Setor Circuncircular e em trés posi¢des distintas na circunferéncia.

3.3 Angulos

Os angulos se fazem presentes no meio em que vivemos, mesmo que de forma des-
percebida. Sua utilizagdo € de suma importancia para a construcao de rampas, de moveis, na

inclinacao dos telhados, nos quadros de pinturas, e em outras diversas situacoes.
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Dadas duas semirretas zﬁ e ﬁ, denominamos angulo, a figura formada por essas

semirretas com a mesma origem A.

Figura 52 — Angulo

B
.

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

7

Ferramenta a ser utilizada: Semirreta

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta e em duas posi¢cdes distintas na Janela Geométrica
para criar a semirreta 1@ Clique no ponto A e em uma posi¢ao qualquer na Janela Geométrica,

acima da semirreta E para criar a semirreta R .

As semirretas sdo chamadas de lados do angulo, e a origem comum de vértice do angulo.
Podemos representar um angulo de varias maneiras distintas. Por exemplo, o dngulo da Figura
52, pode ser representado por BAC ou por CAB. Ao utilizarmos esta notacio, a letra indicativa
do vértice deve sempre ficar entre as outras duas, as quais representam pontos das semirretas que
formam o angulo. No caso em que o vértice ndo € vértice simultaneo de outros angulos, pode-se
usar apenas a letra indicativa do vértice para representar o angulo. Por exemplo, o angulo da
Figura 52, pode ser representado apenas por A.

E comum também a utilizacdo de letras mindsculas do alfabeto grego e do nosso alfabeto
para representar angulos. Assim € conveniente escrever a letra indicativa do angulo préximo do
vértice.

Ao criar um angulo no GeoGebra, este serd nomeado automaticamente com uma letra do

alfabeto grego.

Figura 53 — Angulo o e 4ngulo d

Fonte: O autor (2021)
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No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

S &L R
Angulo Mover/o

Ferramentas a serem utilizadas: Semirreta

é‘

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta e em duas posi¢gdes distintas na Janela Geométrica
para criar a semirreta zﬁ Clique no ponto A e em uma posi¢do qualquer na Janela Geométrica,
acima da semirreta zﬁ, para criar a semirreta R

Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo e nos pontos B, A e C ou nas semirretas zﬁ e R .
Para trocar o nome do angulo para uma letra do nosso alfabeto, clique na ferramenta Mover, no
angulo a, nos trés pontinhos [ : ] na Caixa de Didlogo que abrira.

Clique em Estilo das Legendas e selecione “Nome”. Na Caixa Nome apague o angulo que 14 se

encontra. Clique nas letras [ABC] e em seguida nas teclas [ a ] e [ENTER] [«+].

Um angulo pode ser convexo ou nao convexo. Na Figura 54, o angulo da esquerda é

convexo, enquanto o da direita € ndo convexo.

Figura 54 — Angulo convexo e ndo convexo

A B

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

S

Ferramentas a serem utilizadas: Semirreta Angulo

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta e em duas posi¢des distintas na Janela Geométrica
para criar a semirreta zﬁ Clique no ponto A e em uma posi¢do qualquer na Janela Geométrica,
acima da semirreta zﬁ, para criar a semirreta R

Para construir o Angulo convexo, em Medi¢des, clique na ferramenta Angulo e nos pontos B, A e
C ou nas semirretas zﬁ e R

Para construir o dngulo nio convexo, em Medicdes, clique na ferramenta Angulo e nos pontos C,

A e B ou nas semirretas R e zﬁ

Associamos a todo angulo um valor numérico para medir a regido que ele ocupa no

espaco, ou seja, a abertura entre as semirretas, cuja unidade de medida € denominada grau.
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Assim sendo, divida um circulo I'" de centro A em 360 arcos iguais e tome pontos X e Y, como
extremos de um desses 360 arcos. Dizemos que a medida do angulo XAY é de 1 grau, denotado

por 1°, e escrevemos XAY =1°.

Figura 55 — Grau como unidade de medida de angulos

Fonte: O autor (2021)

O instrumento utilizado para medir dngulos € o transferidor. Posicione o vértice do
angulo no centro do transferidor, como indicado. Quando uma das semirretas estiver apontando
para 0°, a outra apontard para o angulo formado por elas naquele sentido. A Figura 56 representa
um angulo ABA’ = 120° (cento e vinte graus) no sentido anti-horario, por isso, acompanhamos

no transferidor os nimeros dispostos nesse sentido.

Figura 56 — Transferidor

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

Angulo com Amplitude
Fixa
Angulo

1207

(® sentido anti-hordrio -
-,
O sentido hordrio . / % é.
Angulo com
Ferramentas a serem utilizadas: wvews (| Amplitude  Semirreta Mover Angulo

Para criar um angulo com medida fixa, como o da Figura 56, em Medicdes, clique na ferramenta
Angulo com Amplitude Fixa e em duas posicdes distintas na Janela Geométrica, sendo que, o

segundo clique serd a origem do angulo.
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A seguir, na Caixa de Didlogo que aparecerd, digite a medida do angulo, por exemplo, 120°,

selecione o sentido anti-hordrio, e clique em o« }

Note que o GeoGebra mostrard o angulo destacado e com seu respectivo valor.

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta. A seguir no vértice B e no ponto A para criar a
. — L e / . . _§

semirreta BA, no vértice B e no ponto A’ para criar a semirreta BA'.

Clique na ferramenta Mover e arraste o ponto A ou B. Perceba que a medida do angulo ndo se

modifica.

Para criar um angulo com medida ndo fixa, em Medicdes, clique na ferramenta Angulo e em trés

posi¢des distintas da Janela Geométrica, sendo que o segundo clique serd o vértice do angulo,

ou, nas duas semirretas se o angulo ja estiver construido.

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta. A seguir no vértice B e no ponto A para criar a
. = . . . ?,

semirreta BA, no vértice B e no ponto C para criar a semirreta BC.

Clique na ferramenta Mover e arraste o ponto A, B ou C. Perceba que a medida do angulo se

modifica.

Ao escrevermos BAC, estaremos nos referindo ao dngulo convexo BAC, a menos que se
diga o contrdrio, isto é, ao Angulo BAC tal que 0° < BAC < 180°. Diremos que um angulo BAC é
agudo quando 0° < BAC < 90°, reto quando BAC = 90° e obtuso quando 90° < BAC < 180°.

O angulo reto é muito usado nas propriedades de figuras geométricas retangulares, e em
relacdo a altura, pois esta € o segmento de reta que liga o ponto “mais alto” de uma figura a sua

base, formando um angulo de 90°.

Figura 57 — Angulos Agudo, Reto e Obtuso

o = 90°
o <90° o =90°

A B A B A B

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.
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Angulo com Amplitude
Fixa

Angulo

120°

@ sentido anti-horério
°

O sentido horério A‘
Angulo com
oqe CANCELAR E
Ferramentas a serem utilizadas: “ Amplitude

Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo com Amplitude Fixa e clique em duas posi¢des
distintas na Janela Geométrica sendo que o segundo clique serd a origem do angulo.

A seguir, na Caixa de Didlogo que aparecera, digite a medida do angulo agudo, selecione o
sentido anti-hordrio, e clique em ﬂ

Repita o processo para o angulo reto e para o angulo obtuso.

Alguns angulos sdo considerados notaveis, devido sua importincia na Geometria, princi-
palmente na Trigonometria e nos cdlculos que envolvem as razdes trigonométricas (seno, cosseno
e tangente), e também por serem encontrados com frequéncia na natureza e nas atividades huma-

nas. Esses angulos medem 30°, 45° e 60°.

Figura 58 — Angulos Notdveis

o =60°

Y

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.
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Ferramentas a serem utilizadas:
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Angulo com
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Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo com Amplitude Fixa e clique em duas posicdes
distintas na Janela Geométrica sendo que o segundo clique serd a origem do angulo.

A seguir, na Caixa de Didlogo que aparecerd, digite a medida do dngulo, 30°, selecione o sentido
anti-horario, e clique em ﬂ

Repita o processo para os angulos de 45° e de 60°.
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Além dos angulos notdveis 30°, 45° e 60°, temos também outro importante angulo, o
angulo de 180°.

Um angulo cuja medida € igual a 180° € denominado angulo raso. Como uma volta
completa na circunferéncia representa um angulo de 360°, e 180° é a metade de 360°, o angulo
raso também € chamado de meia volta.

Note que as semirretas que formam um angulo raso sdo semirretas opostas de mesma
origem pertencentes a uma reta. Se marcarmos um ponto qualquer sobre uma reta, ao medir o

angulo formado nesse ponto, encontraremos 180°.

Figura 59 — Angulo Raso

o =180°
. N
C A B
Fonte: O autor (2021)
No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.
Angulo com Amplitude
Fixa
Krigiis
120°
@ sentido anti-horario
O sentido horario .CL'
Angulo com
oge CANCELAR =
Ferramentas a serem utilizadas: “ Amplitude

Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo com Amplitude Fixa e clique em duas posi¢des
distintas na Janela Geométrica sendo que o segundo clique serd a origem do angulo.
A seguir, na Caixa de Didlogo que aparecerd, digite a medida do angulo, 180°, selecione o sentido

anti-hordrio, e clique em ﬂ

Dois angulos sdo ditos complementares se a soma de suas medidas for igual a 90°.
Assim, se o e 3 sdo as medidas de dois angulos complementares, entdo, & + 8 = 90°. Dizemos
que o é o complemento de 3 e vice-versa. Entao, oo =90° — 3 e B = 90° — . Por exemplo, dois

angulos medindo 40° e 50° sdo complementares, pois, 40° + 50° = 90°.
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Figura 60 — Angulos Complementares

A

B 500
o 400

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

Angulo com Amplitude
Fixa
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Ferramentas a serem utilizadas: “ Amplitude  Semirreta  Angulo —

Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo com Amplitude Fixa e clique em duas posi¢des
distintas na Janela Geométrica sendo que o segundo clique serd a origem do angulo.

A seguir, na Caixa de Didlogo que aparecera, digite a medida do angulo, 90°, selecione o sentido
anti-hordrio, e clique em ﬂ

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta, nos pontos B € A, B e A’ para criar os lados BA e BA’
do angulo reto ABA’. A seguir, clique no ponto B e no interior do angulo para criar a semirreta
BC que dividir o angulo reto em outros dois: ABC e CBA’.

Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo, nos pontos A, B, C para obter a medida do dngulo 8

= ABC. Clique nos pontos C, B, A’ para obter a medida do angulo y = CBA'.

Abra a Janela de Algebra.

Clique na Caixa de Entrada, nas letras [ABC], na letra [ a ], nos nimeros [123] e na tecla de
igualdade [ =].

Clique novamente nas letras [ABC], na tecla [af}], na letra grega 3, nos ndimeros [123] e na
tecla de adigdo [ + |.

Clique novamente nas letras [ABC], na tecla [a87], na letra grega ¥, nos nimeros [123] e na
tecla [ ENTER ] no canto inferior direito [«].

Logo, conclui-se que o = 3 +y = 90°.

Ainda com a Janela de Algebra aberta, arraste o ponto C no interior do angulo ABA’

e verifique que a soma dos angulos B = ABC e y = CBA’ continua igual a 90°, ou seja, sio
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complementares.

Dois angulos sdo ditos suplementares se a soma de suas medidas for igual a 180°. Assim,
se a e B sdo as medidas de dois dngulos suplementares, entdo, & + 8 = 180°. Dizemos que o é o
suplemento de f e vice-versa. Entdo, o = 180° — 3 ¢ B = 180° — . Por exemplo, dois dngulos

medindo 60° e 120° sdao suplementares, pois, 60° + 120° = 180°.

Figura 61 — Angulos Suplementares

B 1200

A
v

"
=

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: proceda como na demonstracio da Figura 60 (Angulos Complementares),

substituindo 90° por 180°.

Se duas retas distintas se intersectam, formam-se quatro angulos, como mostra a Figura
62. Os angulos BAC e EAD, de mesmo vértice A, sdo opostos pelo vértice (OPV), assim como,

BAD e EAC também o sdo.

Figura 62 — Angulos OPV

Fonte: O autor (2021)

Dois angulos OPV tém a mesma medida.

Demonstraciio: Queremos demonstrar que o = 8. Considerando a Figura 62, temos que, BAC
=, EAC =6 e EAD = B3, a e 6 sio suplementares, ¢ § também o sio.

Logo,
oa+0=180° ¢ B+6=180°

Das duas igualdades, escrevemos:
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a+0=0+06
Subtraindo 6 em ambos os membros da igualdade, obtemos:

«+6-60=P+6-06
a+0=6+0
o=p.

Portanto, demonstramos que dois angulos OPV sdo sempre congruentes (mesma medida).

No GeoGebra: abra a Janela de Ferramentas.

>

Intersegao de / o
Ferramentas a serem utilizadas: Reta Dois Objetos  Angulo Mover

Em Retas, clique na ferramenta Reta e construa duas retas concorrentes (que se intersectam no
mesmo ponto).

Para criar o ponto E de interseccao das retas, que serd o vértice dos quatro angulos, em Ferramen-
tas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersecdo de Dois Objetos e a seguir nas duas retas.
Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo e a seguir clique nos pontos B, E, D, nos pontos A,
E, C, compare os valores dos angulos AEC e BED, e constate sua igualdade.

De forma andloga ao passo anterior, clique nos pontos C, E, B, nos pontos D, E, A, compare 0s

valores dos Angulos AED e BEC, e constate sua igualdade.

Interessante: Clique na ferramenta Mover e arraste com o dedo um dos pontos A, B, C ou D, e

observe o que acontecerd com os valores dos angulos.
Figura 63 — Igualdade de Angulos OPV

D B

Fonte: O autor (2021)
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3.4 Poligonos

Uma linha fechada, formada apenas por segmentos de reta do mesmo plano, e que ndo se

cruzam é denominada poligono (poli = muitos; gono = angulo).

No conjunto de figuras abaixo, a primeira € um exemplo de poligono, enquanto a segunda

e a terceira ndo sdo, pois, a segunda ndo é fechada e a terceira possui cruzamento de linhas.

Figura 64 — Poligonos

—

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

I;. [% _ . Transparéncia
o T — : % .

Ferramentas a serem utilizadas: Peligono  Mover

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, na Janela Geométrica quantas vezes for o nimero
de lados do mesmo, e a seguir no ponto inicial para fecha-lo.

Para tirar o preenchimento do poligono, clique na ferramenta Mover, no seu interior, nos trés
potinhos [ : ] na Caixa de Didlogo que aparecerd, e em Transparéncia arraste o “Botdo” para a

esquerda.

A regido plana limitada, correspondente ao poligono ABCDE da Figura 65, € denominada

de regiao poligonal.

Figura 65 — Regido Poligonal

A

Fonte: O autor (2021)
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Um poligono pode ser convexo ou nao convexo. O poligono é dito convexo, se ao
tomarmos quaisquer dois pontos X e Y na regido limitada por ele, o segmento de reta que os une
sempre estiver inteiramente contido nessa regido. E ndo convexo, se o segmento de reta que os

une nao estiver inteiramente contido nessa regido.
Na Figura 66 o poligono ABCDE € convexo e o poligono PORST € nao convexo.

Figura 66 — Poligono convexo e ndo convexo

A P l R

D C T 5

Fonte: O autor (2021)

Observacao: A partir de agora, quando ndo mencionarmos o tipo do poligono, consideraremos

que o poligono citado € convexo.

Considerando os poligonos das Figuras 67 e 68, dizemos que seus elementos sdo: vérti-

ces, lados, diagonais, angulos internos, angulos externos.

Figura 67 — Elementos de um poligono

Fonte: O autor (2021)

Vértices: os pontos A, B, C, De E.
Lados: os segmentos de reta AB, BC, CD, DE e EA.

Diagonais: os segmentos de reta que ligam um vértice a outro vértice ndo consecutivo a ele AC,

AD, BD, BE ¢ CE.
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Figura 68 — Elementos de um poligono

Fonte: O autor (2021)

Angulos internos: os angulos formados por dois lados consecutivos: A, B,C, D e E.
Angulos externos: os angulos formados por um lado e o prolongamento do lado consecutivo a

ele: a, b, ¢,deeé.

Em qualquer poligono convexo, o nimero de vértices, de lados, de angulos internos e de

angulos externos € o mesmo.

Alguns poligonos recebem nomes especiais de acordo com o seu nimero de lados.

Veja:

* Triangulo (tri = trés): 3 lados.

* Quadrilatero (quadri = quatro): 4 lados.
* Pentdgono (penta = cinco): 5 lados.

* Hexdgono (hexa = seis): 6 lados.

* Heptdgono (hepta = sete): 7 lados.

* Octdgono (octo = oito): 8 lados.

* Enedgono (enea = nove): 9 lados.

* Decdgono (deca = dez): 10 lados.

* Undecdgono (um + dez): 11 lados.

* Dodecagono (dois + dez): 12 lados.

* Pentadecdgono (cinco + dez): 15 lados.

* Icosdgono (icos = vinte): 20 lados.

Um poligono convexo é chamado de poligono regular quando tem todos os lados com a

mesma medida e também todos os angulos internos com a mesma medida.



66

Figura 69 — Poligono Regular

E D

A

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

Ferramentas a serem utilizadas:

Poligono Regular

Veértices
: o
k Transparéncia
CANCELAR “ Pollgono o : é‘ ‘@
Regular  Mover

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono Regular, em duas posi¢des diferentes na Janela

Geométrica, digite o nimero de vértices na Caixa de Didlogo que aparecera.
Para tirar o preenchimento do poligono, clique na ferramenta Mover, no seu interior, nos trés

potinhos [ : ] na Caixa de Didlogo, e em Transparéncia arraste o “Botdo” para a esquerda.
Em todo triangulo a soma das medidas dos trés angulos internos é igual a 180°.

Demonstracao: Consideremos um tridngulo ABC qualquer. Pelo ponto A, trace uma reta r

paralela ao lado BC (sem formalidades) obtendo os angulos &, beeé, tal que a + b+ é=180°.

Figura 70 — Soma dos angulos internos de um tridngulo

A
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Fonte: O autor (2021)

Note que:
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* 4 é a medida do Angulo A.

« b é a medida do angulo B, pois, a reta r ¢ paralela ao lado BC, e os angulos b e B sdo
alternos internos.

« ¢ é a medida do 4ngulo C, pois, a reta r é paralela ao lado BC, e os 4ngulos ¢ e € sdo

alternos internos.

Portanto, como d + b + ¢ = 180° (Angulo raso), concluimos que A + B + € = 180°.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

"
> d,
o

Ferramentas a serem utilizadas; Poligono  Angulo

+  Entrada..

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono e crie um tridngulo ABC qualquer na Janela
Geométrica.

Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo e nos pontos B, A e C ou nos lados BA e AC, a seguir
nos pontos A, C e B ou nos lados AC e CB, e por dltimo nos pontos C, B e A ou nos lados CB e

BA.

Abra a Janela Algebra.

Clique na Caixa Entrada, nas letras [ABC] e na tecla [a8¥] no canto inferior esquerdo, a seguir
clique na letra grega o, nos nimeros [123] e no sinal de adicao [ + ].

Clique novamente nas letras [ABC] e na tecla [a8¥] no canto inferior esquerdo, a seguir clique
na letra grega 3, nos nimeros [123] e no sinal de adigdo [ + ].

Clique nas letras [ABC] e na tecla [ ] no canto inferior esquerdo, a seguir clique na letra
grega 7Y, nos nimeros [123] e no sinal de igualdade [ = ].

Por dltimo, clique na tecla [ENTER] no canto inferior direito indicada por [«].

Verifique o resultado, ou seja, que a + 3 + ¥ = 180°.
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Figura 71 — Soma dos angulos internos de um tridngulo no GeoGebra

a = Angulo(B, A, C)
o

- 92

3 = Angulo(A, C, B)

e

— 36

v = Angulo(C, B, A)
(©]

Fonte: O autor (2021)

Se um poligono convexo tem n lados, a soma das medidas de seus dangulos internos S; é

dada por S; = (n—2)-180°.

Demonstracao: A partir da soma das medidas dos angulos internos de um triangulo (180°),

observe o que acontece nos demais poligonos convexos:

no triangulo (3 lados): no quadrilatero (4 lados): no pentagono (5 lados)

Figura 72 — Soma dos angulos internos de um poligono de n lados

A
C B
Fonte: O autor (2021)
S;=1-180°=180° S; =2 -180°=360° S; =3 - 180° =540°
T T T
3-2 4-2 5-2
(ndmero de lados menos 2) (nimero de lados menos 2) (nimero de lados menos 2)

A+B+C =180
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A partir de um poligono de 4 lados, se o poligono convexo tem n lados, ele pode ser
decomposto em (n — 2) tridngulos (conforme se vé nas figuras acima). E como a soma das

medidas dos angulos internos de cada tridngulo € igual a 180°, concluimos que

Si = (n—2)-180°.

Em todo poligono convexo, a soma das medidas dos dngulos externos (S.) € igual a 360°.

Demonstracao: Consideremos o pentdgono ABCDE da Figura 73.

Figura 73 — Soma dos angulos externos de um poligono de n lados

Fonte: O autor (2021)

Como a soma de um angulo interno com um angulo externo adjacente a ele € igual a

180°, temos que:

A+a=180°
B+b=180°
C+¢é=180°
D+d=180°
E+é=180°

Dai,

Si + Se = 900°.
Como §; =(5-2) - 180°=3 - 180° = 540°, temos que:

540° + S, =900°

Subtraindo 540° em ambos os membros da igualdade:
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540° - 540° + S, =900° — 540°
Se =360°.

Vamos mostrar que, 0 que ocorreu nesse pentigono convexo, também ocorre em qualquer

poligono convexo.

Demonstracao: Consideremos um poligono convexo qualquer de »n lados. Sabemos que a soma
de um angulo interno com o angulo externo adjacente a ele € igual a 180°. Como temos n vértices,
teremos 7 - 180° ao todo (S; + S,).

Assim:
S;i+S,=n-180°
Como §; = (n—2) - 180° temos que:

(n—-2)-180°+ S, =n-180°
180°n — 360° + S, = 180°n

Subtraindo 180°2 em ambos os membros da igualdade:

180°7n — 180°n — 360° + S, = 180°n — 180°n
-360°+ S, =0°

Somando 360° em ambos os membros da igualdade:

—360° + 360° + S, = 0° + 360°
S, =360°. c.q.d.

Considerando um poligono regular de n lados,

* se a; ¢ a medida de cada angulo interno desse poligono, temos:

S; n—2)-180°
ai=+ = (n=2)-180° })1 .

* se a, ¢ a medida de cada angulo externo desse poligono, temos:

Se _ 360°

dp, = .
e n n
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O niimero de diagonais (D) de um poligono convexo de n lados, é dado por D = n'(n2_3).

Demonstracao: Considerando os poligonos da Figura 74, note que de cada um dos seus vértices

partem (n — 3) diagonais.

no triangulo (3 lados): no quadrilatero (4 lados): no pentagono (5 lados)

Figura 74 — Nimero de diagonais de um poligono

A
L B
Fonte: O autor (2021)
T T T
3 — 3 =0 diagonal 4 — 3 =1 diagonal 5 — 3 =2 diagonais
(nimero de lados menos 3) (ndimero de lados menos 3) (nimero de lados menos 3)

Como o poligono de n lados possui n vértices, pode parecer que teremos n - (n — 3)
diagonais. Mas como se vé na figura 82, a diagonal AC é a mesma diagonal CA. Assim, ao

contarmos as diagonais estamos contando-as duas vezes. Logo, € preciso dividir n - (n — 3) por 2.

Portanto, o niimero de diagonais (D) de um poligono convexo de n lados, é¢ dado por

3.5 Triangulos

Como j4 dissemos anteriormente no inicio deste capitulo, as figuras geométricas estio
sempre ao alcance do nosso olhar, principalmente os tridngulos, devido a sua rigidez, isto €, ndo
se deforma, nao é possivel mudar a sua forma mantendo-se as medidas dos lados como os demais
poligonos, condi¢do que garante funcionalidade e seguranca, principalmente na construcao civil,
estruturas metdlicas, estruturas de pontes, torres, dentre outros objetos.

A cupula geodésica, por exemplo, € uma estrutura arquitetonica que se caracteriza por sua
leveza e resisténcia, em razao do formato esférico e dos tridangulos que compdem sua estrutura.
Os triangulos, juntos, formam pentdgonos e hexdgonos. Essas cipulas podem ser feitas de

diversos materiais, como o bambu ou a fibra de carbono.
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A Figura 75 mostra a cipula geodésica do museu Biosfera de Montreal, em Montreal,

Canadd, dedicado ao meio ambiente. E notdvel a presencga dos tridangulos em sua estrutura.

Figura 75 — Ciipula geodésica do museu Biosfera de Montreal

Fonte: pt.wikipedia.org

Um poligono de trés lados é denominado triangulo.

Figura 76 — Triangulo

Fonte: O autor (2021)

O triangulo € o unico poligono que ndo possui diagonal, e o tnico poligono rigido. Os

demais poligonos podem ser “deformados” mantendo-se as medidas dos lados.

Figura 77 — Quadrilateros e Pentdgonos

Fonte: O autor (2021)

Considerando o triangulo da Figura 78, dizemos que seus elementos sdo: vértices, lados,

angulos internos, angulos externos.
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Figura 78 — Elementos de um tridngulo

Fonte: O autor (2021)

Vértices: os pontos A, Be C.
Lados: os segmentos de reta AB, BC e CA.
Angulos internos: os Angulos formados por dois lados consecutivos: A, B e C.
Angulos externos: os angulos formados por um lado e o prolongamento do lado consecutivo a
ele: 4, bee.
Observe que:
* 0 lado oposto ao 4ngulo A é o lado BC.
* B é 0 angulo oposto ao lado AC.

* os angulos internos nao adjacentes ao angulo externo @ sdo B e C.

* A e 4 sdo angulos adjacentes suplementares: A + d = 180°.

Com base no que foi estudado, e sem demonstrar, vamos enunciar a condicao de exis-

téncia de um triangulo, conhecida como desigualdade triangular:

Em todo triangulo, a medida de um lado é sempre menor do que a soma das medidas dos

outros dois lados.

Assim, se a, b e ¢ sdo as medidas, na mesma unidade, dos trés lados de um triangulo,

segue da desigualdade triangular que

a<b+ec, b<a+c, c<a+b.

Figura 79 — Triangulo de lados abc

a

Fonte: O autor (2021)
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Por exemplo, com trés segmentos medindo 2 cm, 3 cm e 4 cm, € possivel construir um

triangulo, pois, pela desigualdade triangular, temos que: 2<3+4,3<2+4e4 <2+ 3.

Figura 80 — Desigualdade Triangular

LT
LA
3 cm 2 em
4 cm
Fonte: O autor (2021)
No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
a=2 a_s c’rn// < L ]
—.=, « Q5
- ./.
Controle Segmento Distancia, Angulo com Exibir /
Ferramentas a serem utilizadas: Deslizante com Comprimento ~ Amplitude  Segmento  Esconder
Controle Deslizante
iy
- Angulo com Amplitude
. Fixa
5.0 .
A Segmento com
o 120° Comprimento Fixo
0.05 (®) sentido anti-horrio Eamprimsnia
(O sentido horario = : STarntiG k
CANCELAR “ CANCELAR n CANCELAR “ [ ] - &, % o

Para verificar a existéncia do tridngulo de lados 2 cm, 3 cm e 4 cm, como se vé na Figura 88,
em Ferramentas Bdsicas, clique na ferramenta Controle Deslizante e na Janela Geométrica para
criar o controle deslizante a.

Na caixa que abrird coloque 0 (zero) para minimo e 1 (pode ser outro valor préximo) para
maximo. Clique em o« §

Na barra do controle deslizante arraste o botdo a um pouco para a direita. Repita o processo para
criar o controle deslizante b.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento com Comprimento Fixo e na Janela Geométrica.
Digite 4 na Caixa de Didlogo que abrir para criar o segmento AB = 4 cm, base do triAngulo.
Clique em o« }

Em Medigdes, clique na ferramenta Distincia, Comprimento ou Perfmetro e no segmento AB.
Ainda em Medigdes, clique na ferramenta Angulo com Amplitude Fixa, nos pontos B e A, nessa
ordem. Na Caixa de Didlogo apague 45° e digite o controle deslizante a. Clique em o« }

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e nos pontos A € B, nessa ordem, para criar o segmento
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AB'. Clique no ponto A e no segmento AB’ para criar o segmento AC.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, no segmento AB’ entre C e B/, e
depois no ponto B’ para ocultar tais objetos.

Clique na ferramenta Mover, no segmento AC, nos trés pontinhos [ : ], em Estilo das Legendas e
em Valor. Clique em qualquer lugar da Janela Geométrica.

A seguir, clique no ponto C e arraste-o sobre o segmento AB’ de modo a obter o comprimento AC
=3 cm. Clique no ponto C novamente, nos trés pontinhos [ : ], e em Tamanho deslize o “Bot&o”
na linha horizontal para a esquerda para diminuir o tamanho do ponto C.

Clique em Estilo das Legendas e em Escondido para ocultar o ponto C, e, em Exibir Rastro para

permitir desenhar a curva pontilhada.

Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo com Amplitude Fixa, nos pontos A e B, nessa ordem.
Na Caixa de Didlogo apague 45° e digite o controle deslizante b. Selecione o “sentido horério”,
clique em o« }

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e nos pontos B e A’, nessa ordem para criar o segmento
BA’. Clique no ponto B e no segmento BA’ para criar o segmento BD.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, no segmento de reta DA’, e no ponto A’.
A seguir em qualquer ferramenta para ocultar tais objetos.

Clique no segmento BD, nos trés pontinhos [ : ], em Estilo das Legendas e em Valor. Clique na
Janela Geométrica.

A seguir, clique no ponto D e arraste-o de modo a obter o comprimento BD = 2 cm. Clique no
ponto D novamente, nos trés pontinhos [ : ], em Tamanho deslize o “Botdo” na horizontal para a
esquerda para diminuir o tamanho do ponto D. Clique em Estilo das Legendas e em Escondido
para ocultar o ponto D, e, em Exibir Rastro para permitir desenhar a curva pontilhada.

Por dltimo, para verificar a intersec¢do dos lados medindo 2 cm e 3 cm, que serd o terceiro
vértice do tridngulo, proceda da seguinte maneira: com o dedo, arraste os botdes dos controles
deslizantes a e b, ou, clique na Janela Algebra, v4 até os controles deslizantes a e b, posicione

os botdes no inicio ou no final da linha, e clique nas respectivas teclas Play a sua direita.

Ja, com trés segmentos medindo 1,5 cm, 2 cm e 4 cm, nao € possivel construir um
tridngulo, pois, 1,5 <2 +4 e 2 < 1,5 + 4, o que satisfaz a desigualdade triangular, porém, 4 >

1,5 + 2, contradizendo a desigualdade triangular.
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Figura 81 — Desigualdade Triangular

2cm '\III / 1,5 cm
V!
cm

4

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: para verificar a nao existéncia do tridngulo de lados 1,5 cm, 2 cm e 4 cm, devido
nao ocorrer a intersec¢ao dos lados de medidas 1,5 cm e 2 cm, como se vé na Figura 81, basta

seguir os passos descritos para a verificacao da Figura 80.

Um triangulo pode ser classificado de acordo com a medida dos seus lados ou de acordo

com a medida dos seus angulos.

De acordo com a medida dos seus lados:
* Tridngulo Equildtero: possui todos os lados congruentes, isto €, todos os lados do
tridngulo possuem a mesma medida.
Figura 82 — Triangulo Equilétero

A

c 2
Fonte: O autor (2021)
AB=AC =BC
 Tridngulo Isésceles: possui dois lados congruentes, ou seja, possui dois lados iguais e um
diferente.

Figura 83 — Triangulo Isésceles

A

C B
Fonte: O autor (2021)

AB = AC # BC
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* Tridngulo Escaleno: possui todos os seus lados com medidas diferentes.

Figura 84 — Triangulo Escaleno

A

c H B

Fonte: O autor (2021)
AB # AC # BC

De acordo com a medida dos seus angulos:
* Tridngulo Acutangulo: possui todos os dngulos internos menores que 90° ou seja, a

medida de cada angulo interno é um angulo agudo.

Figura 85 — Tridngulo Acutangulo

A

75°

67° 380

Fonte: O autor (2021)

* Triangulo Obtusangulo: possui um dos seus angulos internos com medida maior que 90°

e menor que 180°, ou seja, um angulo obtuso.
Figura 86 — Tridngulo Retangulo
A
55°

90°
. 35°

Fonte: O autor (2021)

* Triangulo Obtusangulo: possui um dos seus angulos internos com medida maior que 90°

e menor que 180° ou seja, um angulo obtuso.
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Figura 87 — Tridngulo Obtusangulo

A
35°

115°

30°
C B

Fonte: O autor (2021)

3.5.1 Construcao de um triangulo qualquer

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

I/\‘ k Transparéncia
Q5+

Ferramentas a serem utilizadas: Peligono  Mover

ees

Para construir um tridngulo sem levar em conta as medidas dos seus lados, em Poligonos, clique
na ferramenta Poligono e em trés posi¢des diferentes na Janela Geométrica para criar os vértices

A, B e C. Clique novamente no primeiro ponto (A) para fechar o tridngulo.

Clique em Mover, no interior do triAngulo, nos trés pontinhos [ : ], e em Transparéncia deslize o

“Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento.

Figura 88 — Triangulo ABC qualquer

A

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

Segmento com
Comprimento Fixo

Comprimento Raio ame @ X
&

. Segmento Circulo: Intersegao de
— o | —_— ] om | CeetofRale Dols:0bjetss

Ferramentas a serem utilizadas:

® “:‘/'
=
Exibir / Distancia,
Esconder Segmento Comprimento

Para construir um tridingulo cujas medidas dos lados sido conhecidas, por exemplo, AB = 6 cm,
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BC =4 cm, e AC = 3 cm, em Retas, clique na ferramenta Segmento com Comprimento Fixo, em
algum lugar na Janela Geométrica, e na Caixa de Didlogo que aparecera digite 6 (comprimento
do segmento AB). Clique em o« §

Em Circulos, clique na ferramenta Circulo: Centro & Raio, no ponto A, digite 3 (comprimento
do segmento AC) na Caixa de Didlogo, e em o« § Clique no ponto B, digite 4 (comprimento do
segmento BC), e em ﬂ

Va até Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos e a seguir nas duas circunferén-
cias.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas duas circunferéncias, no ponto D, e
em qualquer outra ferramenta para ocultar os objetos selecionados.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e C, B e C para criar, respectivamente,
os segmentos AC e BC.

Em Medicdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e a seguir sobre cada
um dos lados do tridngulo.

Verifique se os lados sdo aqueles desejados.

Figura 89 — Triangulo conhecendo os lados

C

A = B
6

Fonte: O autor (2021)

3.5.2 Construcao de um triangulo equilatero

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

Poligono Regular
Vértices ',.x ®
4 "/
) 2
. e ([El)|  FOOOm Circulo dados o
Ferramentas a serem utilizadas: Regular  Segmento Centro e Mover
@ em
>\/ b‘ AA /
Intersegdo de  Exibir / Exibir/  Distancia,

Dois Objetos  Esconder Poligono Esconder Comprimento

Como o triangulo equildtero é um poligono regular, podemos proceder de duas maneiras para

fazer a sua construgio:
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17 maneira: em Poligonos, clique na ferramenta Poligono Regular, em duas posi¢des diferentes
na Janela Geométrica para criar o lado AB, e na Caixa de Didlogo que abrira digite 3 (nimero de

vértices do tridngulo). Clique em o« }

2% maneira: em Retas, clique na ferramenta Segmento e em duas posi¢des diferentes na Janela
Geométrica para criar o lado AB.
Em Circulos, clique na ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, e a seguir nos

pontos A e B, repita o processo clicando nos pontos B e A, nessa ordem.

Observacao: se necessdrio ajuste o zoom para ver toda a figura. Para tal, clique em Mover e

com os dedos (indicador e polegar) faca o ajuste.

Em Pontos, clique na ferramenta Intersec¢cdao de Dois Objetos e nas duas circunferéncias.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas duas circunferéncias, no ponto D,
no segmento AB e em qualquer outra ferramenta para ocultar os objetos selecionados.

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C, e no ponto A novamente para
fechar o poligono.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo e nos lados do poligono para ocultar os
rétulos.

Em Medicdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e a seguir sobre cada
um dos lados do tridangulo e verifique que as medidas dos seus sdo congruentes.

Os pontos A e B sdo modveis. Clique na ferramenta Mover, arraste o ponto A ou B e verifique que

os lados continuam congruentes.
Figura 90 — Tridngulo Equilatero

C

AL B

Fonte: O autor (2021)
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Em todo triangulo, a medida de um angulo externo é igual a soma das medidas dos dois

dangulos internos ndo adjacentes a ele.

Demonstracio: Considere o tridngulo ABC, de angulos internos A, B e C, e, angulos

externos a, be ¢, da Figura 91:

Figura 91 — Angulo Externo

Fonte: O autor (2021)

Temos que:

A+B+C=180° e A+a=180°

Comparando as duas igualdades acima, temos que:

A+a=A+B+C
v
a=B+C,

em que d é a medida de um angulo externo, e B e C sao angulos internos nao adjacentes a ele.

De modo anélogo, temos que:

>
1]
>
+
o

b=A+C e

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

Ferramentas a serem utilizadas:

AA
-/-’ t}. [% - . Transparéncia 4‘
Exibir / o B — i .

Semirreta  Esconder  Poligono  Mover Angulo

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta e em duas posicoes diferentes na Janela Geométrica
para criar a semirreta ﬁ Clique no ponto B e em outra posi¢ao para criar a semirreta R . Clique
nos pontos C e A, nessa ordem, para criar a semirreta (Zl)

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Rétulo e sobre as semirretas para ocultar os

rétulos.
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Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C e no ponto A novamente
para fechar o tridAngulo. Clique em Mover, no interior do tridAngulo, nos trés pontinhos :, e em
Transparéncia deslize o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento. Clique na Janela
Geométrica.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Rétulo e sobre os lados do tridngulo para
ocultar os roétulos.

Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo, nos lados AB e BC, em BC e CA. Clique também

no lado AB e na semirreta (ﬁ, depois do ponto A, ou seja, fora do lado CA.

Abra a Janela Algebra.

Clique na Caixa Entrada, nas letras [ABC] e na tecla [af3}] no canto inferior esquerdo. A seguir
clique na letra grega 6, nos ndmeros [123] e no sinal de adi¢do [ = ].

Clique novamente nas letras [ABC], na tecla [¢t37], na letra grega 3, nos nimeros [123] € no
sinal de adi¢do [ + ].

Clique nas letras [ABC], na tecla [ 3], na letra grega «, e na tecla [ENTER] no canto inferior
direito indicada por [<—].

Verifique o resultado y = 6 = B + «, ou seja, que a medida do 4ngulo externo y € igual a soma

das medidas dos angulos internos B e & ndo adjacentes a ele.

Figura 92 — Angulo Externo

a = Angulo(A, B, C)
(@)

— 63

3 = Angulo(B, C, A)

@

— 34
Angulo(c, h)

—_ 97

Fonte: O autor (2021)
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3.5.3 Casos de congruéncia de tridngulos

Dois tridngulos ABC e MNP sdo congruentes se seus seis elementos (trés lados e trés

dangulos) sdo congruentes.

Figura 93 — Congruéncia de Triangulos

A M

C H B P + N

Fonte: O autor (2021)

* O tridngulo ABC e o triangulo MNP sao congruentes. Indicamos assim: AABC = AMNP.

* A, Be C sao os vértices correspondentes aos vértices M, N e P, respectivamente.

A

« AB=MN, ACZMP ¢ BC=NP, e A=M, B

I
112

Ne Cx=P.

Entdo, para saber se dois tridngulos sdo congruentes, teremos de verificar toda vez a
congruéncia dos seis elementos?

A resposta é NAO. Se vocé escolher de forma conveniente, basta verificar a congruéncia
de trés elementos. Se ela ocorrer, os outros trés também sao congruentes e, consequentemente,
os tridngulos também o sdo.

Vejamos a seguir os quatro casos em que a congruéncia de trés elementos garante a

congruéncia dos triangulos:

1° caso: LAL (lado, angulo, lado)
Dois triangulos sdo congruentes quando possuem dois lados e o angulo compreendido

entre eles respectivamente congruentes.

Figura 94 — Caso LAL

C B P N

Fonte: O autor (2021)

Temos que AABC =2 AMNP, pois, AB=MN, A= M e AC = MP.
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2° caso: LLL (lado, lado, lado)
Dois tridngulos sdo congruentes quando possuem os trés lados respectivamente congru-

entes.

Figura 95 — Caso LLL

C H B P :: N

Fonte: O autor (2021)
Temos que AABC =2 AMNP, pois, AB = MN, AC = MP e BC = NP.
3° caso: ALA (angulo, lado, angulo)

Dois triangulos sao congruentes quando possuem um lado e os dois dngulos adjacentes

a ele respectivamente congruentes.

Figura 96 — Caso ALA

C B P N

Fonte: O autor (2021)

Temos que AABC = AMNP, pois, A= M, AB=MN e B

I

N.

4° caso: LAAo (lado, angulo, Angulo oposto)
Dois triangulos sdo congruentes quando possuem um lado, um angulo adjacente e o

dangulo oposto a esse lado respectivamente congruentes.

Figura 97 — Caso LAAo

C B P N

Fonte: O autor (2021)

A A

Temos que AABC =2 AMNP, pois, AB=MN, A=M e C = P.

I
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Em todo triangulo isosceles, os angulos opostos aos lados congruentes sdo também

congruentes.

Figura 98 — Triangulo Is6sceles

A

1
1
|
|
I
I
|
|
|
|
&

C

M
Fonte: O autor (2021)

Demonstracio: considerando o tridngulo is6sceles da Figura 98, de lados AB = AC, queremos
mostrar que B = C. Para tal, vamos tracar o segmento de reta AM que liga o vértice A ao ponto
M, médio de BC, e verificar que AABM =2 ANACM. Segue entio que:

» AB =2 AC, dado inicialmente.

« BM = CM, pois, M é o ponto médio de BC.

o AM = AM, pois, é segmento comum aos AABM e ANACM.

Logo, pelo caso LLL, podemos afirmar que AABM = AACM e, a partir disso, concluir
que B=C.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

>,\/ ® ;m/'
Intersegao de Exibir / . Disténcia,
Ferramentas a serem utilizadas: Segmento  Compasso  Dois Objetos  Esconder ~ Angulo  Comprimento

7N
/ (e

-—e

Vamos construir um tridngulo ABE isésceles de base AB, lados AE = BE, e mostrar que os
angulos da base A e B sdo congruentes.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e construa dois segmentos AB e CD (sugestio: CD >
AB) na Janela Geométrica.

Em Circulos, clique na ferramenta Compasso, nas extremidades do segmento CD e no ponto A.
Clique novamente nas extremidades do segmento CD e no ponto B para criar, respectivamente,

as circunferéncias de centro A e centro B.
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Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos e nas duas
circunferéncias para obter o ponto E, vértice do tridngulo ABE.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto e a seguir nas duas circunferéncias, no
segmento CD, nos pontos C, D, F e em qualquer outra ferramenta para ocultar tais objetos. Em
Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e E, B e E para obter, respectivamente, 0s
lados AE e BE.

Em Medic¢des, clique na ferramenta Angulo e nos lados, AB e AE, AE e BE, BE e BA. Ainda
em Medicdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e nos lados AB, AE e

BE.

Pronto! Verifique a igualdade dos lados AE e BE, e, dos angulos da base, A e B, opostos a estes.
Os pontos A e B sao mdveis. Clique na ferramenta Mover, arraste o ponto A ou B e observe que

as medidas dos lados AE e BE mantém iguais, e dos ngulos da base A e B também.

Em todo triangulo equildtero, os trés angulos sdo congruentes e cada um deles mede 60°.

Figura 99 — Triangulo Equilétero

C

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

Poligono Regular

Veértices Y
4 ‘\'/
, & R
Poligono
CANCELAR n Regular f\ngufo Mover

Construa um tridngulo ABC equilétero qualquer.

Ferramentas a serem utilizadas:

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono Regular, em duas posi¢des diferentes na Janela
Geométrica para criar o lado AB, e na Caixa de Didlogo que abrird digite 3 (niimero de vértices

do triangulo). Clique em o« }
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Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo e nos lados, AC e CB, CB ¢ BA, BA ¢ AC.

Pronto! Verifique que os angulos A = B = € = 60°.
Os pontos A e B sao mdveis. Clique na ferramenta Mover, arraste o ponto A ou B e observe que

as medidas dos angulos A, B e C continuam iguais a 60°.

3.6 Quadrilateros

Todo poligono de quatro lados é denominado quadrildtero.

Vamos separar os quadrilateros em dois grupos: dos paralelogramos e dos trapézios.
3.6.1 Paralelogramos

Paralelogramo ¢ todo quadrildtero que possui os lados opostos paralelos.

Figura 100 — Paralelogramo

A B

D C
Fonte: O autor (2021)

AB | CD e AD | BC
Vejamos algumas propriedades dos paralelogramos:

1? propriedade: Em todo paralelogramo, dois angulos opostos sdo congruentes (medidas iguais)

e dois angulos ndo opostos sdo suplementares (soma das medidas € igual a 180°).

Figura 101 — Propriedades do Paralelogramo

A B

o=
or =

o=
o=

D C
Fonte: O autor (2021)
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Demonstraciio: Se ABCD é um paralelogramo, temos que AB || CD, e considerando BC uma
transversal, entdo, b e ¢ sdo angulos colaterais internos. Logo podemos afirmar que b + ¢ =
180°, ou seja, b e ésio angulos ndo opostos suplementares. Temos também que AD || BC, e
considerando AB uma transversal, entdo, d + b =180° (angulos colaterais internos). Segue entdao

que,
b+¢=180° e a+b=180"
Das duas igualdades, vem:
b+é=a+b.
Subtraindo b em ambos os membros da igualdade:

b-b+é=a+b-b.

>
1]

>
1l
IS

Portanto, b e ¢ sdo angulos ndo opostos suplementares, e, d € ¢ sao angulos opostos

congruentes.
De maneira andloga, considerando:

 AB || CD e a transversal AD, concluimos que @ e d sdo angulos ndo opostos suplementares,
e, b e d sdo angulos opostos congruentes.
 AD || BC e a transversal AB, concluimos que @ e b sio angulos nio opostos suplementares.

* AD || BC e a transversal CD, concluimos que ¢ e d sdo Angulos ndos opostos suplementares.

2? propriedade: Em todo paralelogramo, os lados opostos sdo congruentes.
prop p g p g

Figura 102 — Propriedades do Paralelogramo

A B

Fil
7 N
y S
™

~
~

M
R\W
£

D C

Fonte: O autor (2021)

Demonstracio: Queremos demonstrar que AB = CD e AD = BC. Tracamos a diagonal AC.

No AABC e ANADC, temos:
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* £ =2, pois, sdo angulos alternos internos, com AB || CD.
* § =W, pois, sdo dngulos alternos internos, com AD || BC.

* AC = AC, lado comum aos dois triangulos.
Logo, pelo caso ALA, concluimos que AABC = AADC.

Portanto, AB = CD ¢ AD = BC.

3? propriedade: Em todo paralelogramo, as diagonais intersectam-se ao meio.

Figura 103 — Propriedades do Paralelogramo

B

Fonte: O autor (2021)

Demonstragio: Considerando o paralelogramo ABCD da Figura 103 e as diagonais AC e BD,
temos que AAEB = ACED, pelo caso ALA. Da congruéncia desses tridangulos, deduzimos que
AE =CE e BE ~DE, ou seja, o ponto E, intersec¢iio das diagonais, é o ponto médio das duas

diagonais.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

/ .A /‘/)’ L\\\ /
Intersegao de o
Mover

Ferramentas a serem utilizadas: Reta Ponto  RetaParalela  Dois Objetos

Para construir um paralelogramo e verificar suas propriedades, em Retas, clique na ferramenta
Reta e em duas posi¢des diferentes na Janela Geométrica para criar a reta que passa por A e B.
Essa reta receberd automaticamente o nome (rétulo) de f.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Ponto e em algum lugar fora da reta
criada anteriormente, para obter o ponto C.

Em construgdes, clique na ferramenta Reta Paralela, e a seguir no ponto C e na reta f, criando
assim uma reta g paralela a reta f passando por C.

Em Retas, clique na ferramenta Reta e a seguir nos pontos B e C para criar a reta h.

Em construcdes, clique na ferramenta Reta Paralela e a seguir no ponto A e na reta & para criar a
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reta i paralela a reta h passando por A.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos e sobre as
retas g e i para criar o ponto D de intersec¢ao das mesmas.

Exceto o ponto D, todos os outros sdo livres podendo mover-se. Para tal, clique na ferramenta
Mover e arraste o ponto A ou B ou C e verifique que as retas f e g, e, as retas s e i permanecem,

respectivamente, paralelas.

Figura 104 — Propriedades do Paralelogramo

Fonte: O autor (2021)

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas quatro retas, e a seguir em qualquer
ferramenta para oculti-las, deixando apenas os quatro pontos visiveis.

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C e D, e no ponto A novamente
para fechar o poligono, ou seja, o paralelogramo.

Clique na ferramenta Mover, no centro do poligono, nos trés pontinhos [:] na Caixa de Didlogo
que abrird, e em Transparéncia arraste o “Botdao” para a esquerda para retirar o preenchimento
do poligono.

Em Editar, clique em Exibir/Esconder Rétulo e em cada um dos lados do paralelogramo.

Em Medigdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e em cada um dos
lados do paralelogramo para obter os comprimentos dos lados.

Clique na ferramenta Angulo e nos lados, AB e BC, BC e CD, CD e DA, DA e AB para obter a

medida dos angulos.

Observe que os lados opostos AB = CD e AD = BC, os 4ngulos opostos A = C e B =D, e que,
os angulos ndo opostos A e B, Be C, C e D, D e A sio suplementares, ou seja, suas somas sio
todas iguais a 180°, verificando assim as trés propriedades.

Por tltimo, clique na ferramenta Mover e arraste um dos pontos A ou B ou C, e observe o que

acontecerd com as medidas dos lados opostos e dos angulos opostos.
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Figura 105 — Propriedades do Paralelogramo

A 20 B

117° 39

11 11

3 1170

D 20 C
Fonte: O autor (2021)
Losango é um paralelogramo que possui os quatro lados iguais.

Figura 106 — Losango

A

c

Fonte: O autor (2021)

AB = BC = CD = DA

O losango possui as mesmas propriedades do paralelogramo, ja demonstradas. Porém,

vamos enunciar mais uma.

Propriedade: As diagonais de um losango sio perpendiculares entre si e estdo contidas

nas bissetrizes dos seus angulos internos.

Demonstracao: Consideremos o losango ABCD da Figura 107.

Figura 107 — Propriedades do Losango

Fonte: O autor (2021)
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Analisando os elementos do AAEB e do AAED, temos:

» AB = AD, pois, sio lados do losango.
« EB = ED, pois, E é o ponto médio da diagonal BD, e o losango é um paralelogramo.
o« AE =~ AE, pois, é lado comum.

Logo, pelo caso LLL, temos que AAEB = AAED e que, X = §.

Como £ + y = 180° entdo, X = 90° e y = 90°.

Portanto, AC e BD sio perpendiculares entre si.

Analisando os elementos do AABC e do AADC, temos:

« AB > AD, pois, sao lados do losango.
* BC = DC, pois, sdo lados do losango.
* AC = AC, pois, é lado comum.
Logo, pelo caso LLL, temos que AABC = AADC e que, 7 = 8 e 4 = 3.

Portanto, AC estd sobre as bissetrizes do AelC.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

>( .

S » ~

/ &2, Lz | e
e G -

Intersegao de Exibir /
Ferramentas a serem utilizadas: Reta Compasso Dois Objetos  RetaParalela  Esconder Poligono

Transparéncia AA c;m/' 4’

/o ® Exibir / Distancia, .
Mover Esconder Comprimento  Angulo

Crie duas retas f e g concorrentes. Para tal, em Retas, clique na ferramenta Reta e em duas
posicdes diferentes na Janela Geométrica para criar a reta f que passa pelos pontos A e B. A
seguir clique no ponto B € em uma posi¢do abaixo da reta f para obter a reta g passando por B.
Em Circulos, clique na ferramenta Compasso, nos pontos B € A para definir o comprimento do
segmento AB e a seguir no ponto B novamente.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos, na reta g
e na circunferéncia de centro B para obter o ponto D interseccdo de ambas.

Em Construcdes, clique na ferramenta Reta Paralela, no ponto E e na reta f para obter a reta h
paralela a f.

Em Circulos, clique na ferramenta Compasso, nos pontos B e A para definir o comprimento do
segmento ABea seguir no ponto E.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos, na reta h
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e na circunferéncia de centro E para obter o ponto F' intersec¢do de ambas.

Em Retas, clique na ferramenta Reta, nos pontos A e F para criar a reta i.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas retas f; g, e i, nas duas circunfe-
réncias, nos pontos C, D e G, e, em qualquer outra ferramenta para oculta-los ficando apenas os
pontos A, B,E e F.

Em Poligonos, clique em Poligono e nos pontos A, B, E, F e no ponto A novamente para fechar o
poligono.

Clique na ferramenta Mover, no interior do poligono, nos trés pontinhos [:], e em Transparéncia

~ A0

arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do poligono.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e E, B e F para criar as diagonais AE e
BF.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo, nos lados e nas diagonais para ocultar
os rotulos.

Em Medicdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, nos lados do losango,
e verifique que os mesmos possuem a mesma medida, ou seja, sdo iguais. Ainda em Medigdes,
clique na ferramenta Angulo, clique na diagonal BF e AE, nessa ordem, para verificar que elas
formam angulos retos, sendo assim, perpendiculares.

Clique no lado AF e na diagonal AE, na diagonal AE e no lado AB, nessa ordem, e verifique que

a diagonal AE divide o angulo A em dois de mesma medida, estando assim, contida na bissetriz

desse angulo. Proceda de forma analoga para os angulos B, E e F.

Observe que os pontos A e B sdo mdveis. Clique na ferramenta Mover, em A ou B, arraste-os e
verifique que, os lados continuam com as mesmas medidas, a interseccdo das diagonais continua
formando angulos retos, e, por ultimo, que as diagonais dividem os vértices em dois angulos

iguais, mantendo assim todas as propriedades.

Figura 108 — Propriedades do Losango

Fonte: O autor (2021)
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Retangulo ¢é todo quadrildtero cujos dngulos sdo retos (90°).

Figura 109 — Retangulo

Fonte: O autor (2021)

A A

A=B=C=D=90°

Vejamos algumas propriedades dos retangulos:

1? propriedade: As diagonais de um retangulo sdo congruentes.

Figura 110 — Retangulo

A B A B
: ~ -~ :
\\ ,I
bl =
// \\I
. . . :: Ll .
D C D @ D &

Fonte: O autor (2021)

Demonstrac¢io: consideremos o retingulo ABCD da Figura 110. Vamos mostrar que AC = BD.
Analisando os elementos do AADC e do ABCD, temos:

« AD = BC, pois, sio lados opostos de um retangulo, que é um paralelogramo.

* D = C, pois, sdo angulos retos.

« DC = DC, pois, é lado comum.

Logo, pelo caso LAL, temos que AADC = ABCD.
Portanto, AC = BD.

2" propriedade: As diagonais de um retdngulo intersectam-se ao meio.
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Figura 111 — Propriedades dos Retangulos

A B

Fonte: O autor (2021)

Demonstracio: Considerando o retingulo ABCD da Figura 111, as diagonais ACeBD, e as
propriedades ja demonstradas, temos que AAEB = ACED, pelo caso ALA. Da congruéncia
desses tridngulos, deduzimos que AE =2 CE e BE = DE, ou seja, o ponto E, intersec¢do das

diagonais, € o ponto médio das duas diagonais.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
. XX
/ ° ,‘/ [%
Reta Intersegao de o
Mover

Ferramentas a serem utilizadas: Reta Ponto  RetaParalela Perpendicular Dois Objetos

u enci AA p o
~ Transparéncia
P i -
Exibir / ® Exibir / Distancia,
Esconder Poligono Segmento Esconder Comprimento

Para construir um retangulo e verificar suas propriedades, em Retas, clique na ferramenta Reta e
em duas posi¢cOes diferentes na Janela Geométrica para criar a reta que passa por A e B. Essa reta
receberd automaticamente o rétulo (nome) de f. Em Pontos, clique na ferramenta Ponto e em
algum lugar fora da reta criada anteriormente, um ponto C sera criado.

Em construcdes, clique na ferramenta Reta Paralela e a seguir no ponto C e na reta f, criando
assim uma reta g paralela a reta f passando por C.

Em Construgdes, clique na ferramenta Reta Perpendicular e a seguir no ponto A e na reta g, no
ponto B e na reta g para criar as retas 4 e i, perpendiculares a reta g.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos e sobre
as retas g e i para criar o ponto D de intersec¢dao das mesmas, e sobre as retas g e h para criar o
ponto E de intersec¢do das mesmas.

Os pontos A e B sdo livres podendo mover-se. Para tal, clique na ferramenta Mover e arraste
o ponto A ou B e verifique que as retas f e g, e, as retas h e [ permanecem, respectivamente,

paralelas mantendo as propriedades.
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Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas quatro retas, no ponto C e a seguir
em qualquer ferramenta para oculti-las, deixando apenas os quatro pontos visiveis.

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, D, E, e no ponto A novamente
para fechar o poligono, ou seja, o retdngulo.

Clique na ferramenta Mover, no centro do poligono, nos trés pontinhos [:] na Caixa de Didlogo

~ %

que abrird, e em Transparéncia arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento
do poligono.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e nos pontos A e D, nos pontos B e E para criar,
respectivamente, as diagonais AD e BE.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos e nas duas
diagonais para obter o ponto F intersec¢do das mesmas.

Em Editar, clique em Exibir/Esconder Rétulo, em cada um dos lados do retangulo e nas duas
diagonais.

Em Medicodes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e em cada uma das

diagonais para obter seus respectivos comprimentos.

Observe que as diagonais AD = BE, ou seja, possuem a mesma medida, e que, pelas propriedades
j4 demonstradas, intersectam-se ao meio.
Por ultimo, clique na ferramenta Mover e arraste um dos pontos A ou B, e observe o que

acontecerd com as medidas das diagonais.

Figura 112 — Propriedades dos Retangulos

A B

Fonte: O autor (2021)

Quadrado é um retdngulo que possui os quatro lados iguais.
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Figura 113 — Quadrado

D C

Fonte: O autor (2021)

AB = BC = CD =~ DA

O quadrado possui as mesmas propriedades do retangulo.

Demonstracao: andlogas as demonstra¢des do retangulo, ja demonstradas.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

Poligono Regular
L
. k Transparéncia _ .
ey CANCELAR n Pollgono o [ ] i éa
Ferramentas utilizadas: Regular  Mover
) . AA o
- ~ L " .
~ @ X = P L
Reta Intersegio de Exibir / Exibir / Distancia,

Reta Perpendicular Compasso DoisObjetos Reta Paralela Esconder Poligono Esconder Angulo Comprimento

Por ser o quadrado um poligono regular, podemos proceder de duas maneiras diferentes para

fazer a sua construgio:

1* maneira: em Poligonos clique na ferramenta Poligono Regular e em duas posi¢des diferentes
na Janela Geométrica. Na Caixa de Didlogo que abrird digite o numero de vértices (4) e clique

em E3

Clique na ferramenta Mover, no interior do quadrado, nos trés pontinhos [ : ], e em Transparéncia

~ A0

arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do poligono.

2? maneira: em Retas, clique na ferramenta Reta e em duas posi¢des diferentes na Janela
Geométrica para criar a reta f que passa por A e B.

Em Construgdes, clique na ferramenta Reta Perpendicular, no ponto A e na reta f, no ponto B e
na reta f para criar as retas g e h perpendiculares a reta f.

Em Circulos, clique na ferramenta Compasso, no ponto B, no ponto A € no ponto B novamente
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para criar a circunferéncia de centro em B.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos, na reta h
e na circunferéncia para obter o ponto C de interseccao.

Em Construgdes, clique na ferramenta Reta Paralela, no ponto C e na reta f para obter a reta i
paralela a reta f.

Em Ferramentas Bdsicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢dao de Dois Objetos, na reta g
e na reta i para obter o ponto E de interseccao.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas retas f, g, A, i, no ponto D, na
circunferéncia, e, em qualquer outra ferramenta para ocultar tais objetos deixando apenas os
quatro pontos.

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C, E, e no ponto A novamente
para fechar o poligono.

Clique na ferramenta Mover, no interior do quadrado, nos trés pontinhos [ : ], e em Transparéncia

~ 00

arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do poligono.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo e nos lados do quadrado para ocultar os
rotulos.

Ainda em Medicdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e nos lados do
quadrado.

Verifique que as medidas dos lados sdo iguais, e os angulos sdo retos, ou seja, medida igual a 90°.

Os pontos A e B sao moveis podendo arrastd-los. Para tal, clique na ferramenta Mover, no ponto

A ou B e arraste observando que as propriedades do quadrado se mantém.

Figura 114 — Propriedades do Quadrado
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Fonte: O autor (2021)
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3.6.2 Trapézios

Trapézio é todo quadrildtero que possui apenas dois lados paralelos denominados de

base maior e base menor.
Figura 115 — Trapézio

A B

Fonte: O autor (2021)
AB | CD

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
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Para construir um trapézio qualquer, em Retas, clique na ferramenta Segmento e em duas
posicdes diferentes na Janela Geométrica para criar o lado AB.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Ponto e em outra posi¢do abaixo do
segmento AB para criar o ponto C.

Em Construgdes, clique na ferramenta Reta Paralela, no ponto C e no segmento AB para criar a
reta g paralela 2 AB passando por C.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Ponto e sobre a reta g para criar o
ponto D.

Clique na ferramenta Mover e arraste os pontos C e D sobre a reta g de modo a obter o segmento
CD, base maior do trapézio. Clique na Janela Geométrica.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, no AB, na reta g, €, em qualquer outra

ferramenta para oculti-los, ficando apenas com os quatro pontos.

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C, D, e no ponto A novamente
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para fechar o poligono.

Clique na ferramenta Mover, no interior do poligono, nos trés pontinhos [ : ], e em Transparéncia
arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do poligono.

Clique na Janela Geométrica.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo e nos lados do poligono para ocultar os
rétulos.

Pronto! Obtemos o trapézio ABCD de bases AB (menor) e CD (maior), e lados ndo paralelos AD

e BC.
Vamos analisar dois importantes tipos de trapézios: retangulo e isdsceles.

Trapézio retangulo ¢é aquele que tem dois angulos internos retos.

Figura 116 — Trapézio Retangulo

A B

Fonte: O autor (2021)

No trapézio retangulo, um dos lados que ndo € base, ¢ perpendicular as duas bases, isto é,

formam angulos retos. No trapézio retingulo ABCD da Figura 116, temos:

a base menor e CD é a base maior.

D>> :;|

e D sdo angulos retos.

« AD 1L ABe AD L DC.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

. X ®
s — ~
e P == ) JpS
. Reta Intersegao de  Exibir / )
Ferramentas a serem utilizadas: Segmento Pponto Reta Paralela Perpendicular Dois Objetos Esconder Poligono

AA

Q Transparéncia -d.
o — i e & Exibir/
Mover Angulo

Esconder

]

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e em duas posi¢cdes diferentes na Janela Geométrica
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para criar o lado AB.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Ponto e em outra posi¢ao abaixo do
segmento AB para criar o ponto C.

Em Construcdes, clique na ferramenta Reta Paralela, no ponto C e no segmento AB para criar
a reta g paralela 2 AB passando por C. Ainda em Construgdes, clique na ferramenta Reta
Perpendicular, no ponto A e na reta g para criar a reta h perpendicular ao segmento AB e 2 reta g.
Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos e nas retas
g e h para criar o ponto D de intersec¢dao das mesmas.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas retas g e s, no segmento ABe, em
qualquer outra ferramenta para ocultar tais objetos.

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C, D, e no ponto A novamente
para fechar o poligono. Clique em Mover, no interior do poligono, nos trés pontinhos :, € em

~ 0

Transparéncia arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do poligono.
Clique na Janela Geométrica.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo e nos lados do trapézio para ocultar os
rotulos.

Em Medic¢des, clique na ferramenta Angulo e nos lados CD e DA, DA e AB, nessa ordem, para
criar os Angulos retos D e A.

Os pontos A, B e C sao méveis. Clique na ferramenta Mover e no ponto A ou B ou C e arraste.

Observe que vai surgindo novos trapézios retangulos.

Trapézio isésceles é aquele que tem os dois lados ndo paralelos congruentes.

Figura 117 — Trapézio Is6sceles

A B

Fonte: O autor (2021)
AD =~ BC

Em um trapézio isosceles os angulos adjacentes a uma mesma base sdo congruentes e as

diagonais também sdo congruentes.
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Figura 118 — Propriedade do Trapézio Isdsceles

A B A B

D C D C

Fonte: O autor (2021)

A A

A=B, C=D e AC=BD

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

©®
> -
/ ‘:_. :/ 3 l/n
Intersegao de Exibir /
Ferramentas a serem utilizadas: Segmento Compasso Reta Paralela Dois Objetos  Esconder Poligono

AA o
[% Transparéncia d‘
o P & Exibir / Disténcia,

Mover Esconder Comprimento Angulo

e
|

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e em duas posi¢cdes diferentes na Janela Geométrica
para criar o lado AB (base maior do trapézio). Clique no ponto B e acima do segmento AB, um
pouco a sua esquerda de modo que B e o novo ponto C ndo fiquem alinhados na vertical.

Em Circulos, clique na ferramenta Compasso, clique nos pontos B, C e em B novamente para
criar a circunferéncia de raio BC e centro B. Clique agora, nos pontos B, C e A para criar a
circunferéncia de raio BC e centro A.

Em Construcdes, clique na ferramenta Reta Paralela, no ponto C e no segmento AB para criar a
reta h paralela a AB passando por C.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccido de Dois Objetos, na reta
e na circunferéncia de centro A.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, na reta 4, no ponto D, nas duas
circunferéncias e nos segmentos AB, BC, CE, e, em qualquer outra ferramenta para oculta-los.
Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, nos pontos A, B, C, E, e A novamente para fechar
o poligono.

Clique na ferramenta Mover, no centro do poligono, nos trés pontinhos [ : ], e em Transparéncia

~A00

arraste o “Botd0” para a esquerda para retirar o preenchimento do poligono. Em Editar, clique
em Exibir/Esconder Rétulo e nos lados do poligono para ocultar os rétulos (nomes) dos lados.
Os pontos B e C do trapézio sao moveis, logo para verificar suas propriedades proceda da

seguinte forma:
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Em Medic¢des, clique em Distancia, Comprimento ou Perimetro e nos lados do trapézio para
obter suas medidas. Clique em Mover, arraste o ponto B ou C e observe que as medidas dos
lados ndo paralelos sdo iguais. Ainda em Medicdes, clique em Angulo, nos lados AE e EC, EC
e CB, CB e BA, BA e AE para obter as medidas dos dngulos internos. Clique em Mover, arraste
o ponto B ou C e observe que as medidas dos angulos da base maior sdo iguais, e, da base menor
também o sdo.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A € C, em B e E, para criar as diagonais
AC e BE.

Em Medigoes, clique em Distancia, Comprimento ou Perimetro e nas diagonais para obter suas

medidas. Clique em Mover, arraste o ponto B ou C e observe que suas medidas sdo iguais.

Em todo trapézio, a medida da base média é igual a média aritmética das medidas das

bases maior e menor do trapézio:

Fonte: O autor (2021)

Demonstracio: Consideremos o trapézio ABCD da Figura 119, no qual AB e CD sio as bases,

e, E e F sdo, respectivamente, os pontos médios dos lados AD e BC.

* Tracamos A_Q | BC e obtemos trés paralelogramos: ABFP, PFCQ e ABCQ, sendo P, o
ponto de interseccdo de AQ com EF. Dai, temos que:
AB = PF = QC.

e EP= ZZQ, pois, é base média do triAngulo ADQ.

« EF =EP + PF = 22 1 PF = DO42PT _ DO+PFAPF _ DO+QCHAB

Como D_Q + @ = CD é a medida da base maior e AB é a base menor, temos que,

-1 _ AB+CD
EF = -
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No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

L] cm
. AA /
. / Q
Ponto Médio Exibir / Distancia, +  Entrada o

Ferramentas utilizadas: ouCentro Segmento  Esconder Comprimento — Mover

Construa um trapézio ABCD qualquer. (Se necessdrio, seguir os passos para construcao do
trapézio da Figura 115).

Em Construgdes, clique na ferramenta Ponto Médio ou Centro e nos lados AD e BC para obter,
respectivamente, seus pontos médios E e F.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento e nos pontos E e F para obter o segmento EF, base
média do trapézio.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo e no segmento EF para ocultar o rétulo
f

Em Medig¢des, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e nos lados AB,EF e

CD para obter seus respectivos comprimentos e verificar que, EF = ‘%.

Outra maneira de verificar sem usar o passo anterior:

Abra a Janela Algebra.

Clique na Caixa Entrada, nas letras [ABC], na tecla de Maitscula/Mintscula ao lado da letra [ z
], e digite EF.

Clique nos numeros [123] e no sinal de igualdade [ = ]. Clique na tecla [ ( ] para abrir o paréntese.
Clique novamente nas letras [ABC], na tecla de Maidscula/Minuscula, e digite AB.

Clique nos nimeros [123] e no sinal de adicao [ + ].

Clique novamente nas letras [ABC], na tecla de Maiuscula/Minuscula, e digite CD. Clique fora
do paréntese.

Clique nos nimeros [123], no sinal de divis@o [ = ], no ndmero 2, e na tecla [ENTER] no canto
inferior direito indicada por [«].

Verifique o resultado, ou seja, que a base média EF do trapézio é igual 2 média aritmética das
medidas de suas bases AB e CD.

Os pontos A, B, C e D sdo mdveis. Clique na ferramenta Mover, em um deles e arraste. Observe

que a propriedade continua vélida!
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3.7 Interpretacio Geométrica de Sistemas Lineares
3.7.1 Posicoes relativas entre duas retas

Duas retas contidas no mesmo plano podem ser:

Concorrentes: quando se intersectam em um tnico ponto.

Figura 120 — Retas Concorrentes

9
E
f

Fonte: O autor (2021)

Paralelas coincidentes: quando se sobrepdem. Possuem infinitos pontos em comuns.

Figura 121 — Retas Paralelas Coincidentes

/

Fonte: O autor (2021)

Paralelas distintas: quando nao possuem pontos em comum.

Figura 122 — Retas Paralelas Distintas

/
/
Fonte: O autor (2021)

3.7.2 Solucio e classificacido de um sistema linear (2 X 2)

Muitas situacdes-problema recaem em sistemas com duas equagdes e duas incégnitas
(2 X 2) para serem solucionadas. A solu¢cdo de um sistema linear (2 X 2), estd diretamente

relacionada com a posicao entre duas retas.
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e Se as retas sdo concorrentes, o sistema é SPD (Sistema Possivel e Determinado), isto &,
possui apenas uma solugao.

* Se as retas sdo paralelas coincidentes, o sistema é SPI (Sistema Possivel e Indeterminado),
isto é, possui infinitas solucgoes.

* Se as retas sao paralelas distintas, o sistema € SI (Sistema Impossivel), isto €, ndao possui

solucdo.

Existem alguns métodos usados para resolver algebricamente esse tipo de sistema, como
por exemplo, o método da substituicdo e o método da adi¢cdo. Porém, a solucdo desses siste-
mas pode ser verificada de forma geométrica, e, a fim de auxiliar o aluno na compreensao e
interpretacdo de tal solucdo, apresentaremos os passos para utilizar o software GeoGebra no
celular.

E importante que o aluno determine inicialmente, de forma algébrica, a solugdo do

sistema usando um dos métodos citados. Por exemplo:

x+y =1
a)

x—y =3

x+ =2
b) Y

2x+2y =4

x—y =-1
c) Y

x—y =1

Como sdo sistemas lineares aparentemente simples, a maioria dos alunos ndo deverd ter
problemas para encontrar as solucdes. Logo apds determinarem as solugdes, o professor devera
indaga-los a respeito da interpretacdo geométrica de cada sistema. Para responder, os alunos

deverao utilizar o software GeoGebra no celular.

No GeoGebra: abra a Janela Algebra.

S

Intersegao de
Ferramentas a serem utilizadas: Dois Objetos

+  Entrada...

Para digitar as equagdes do sistema da letra (a):

1? equacao: clique na Caixa de Entrada, nos nimeros [123], na letra [ x ], no sinal de adi¢do [ +
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], na letra [ y ], no sinal de igualdade [ = |, no ndmero [ 1 ], na Janela Geométrica ou na tecla

[ENTER] no canto inferior direito do teclado indicada por [«].

2% equacao: clique na Caixa de Entrada, nos niimeros [123], na letra [ x ], no sinal de subtra¢do
[ -], naletra [y ], no sinal de igualdade [ = ], € no nimero [ 3 ]. Clique na Janela Geométrica ou
na tecla [ENTER] [«+].

Abra a Janela Ferramentas.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos e nas duas
retas para obter o ponto A de intersec¢cdao das mesmas.

Abra a Janela Algebra novamente para visualizar a solugio.

Nesse momento o aluno deverd perceber que as retas sdo concorrentes, € que o sistema é SPD

(possivel e determinado), portanto, tem uma tnica solucdo, o ponto de interseccao A = (2, —1).

Figura 123 - Sistema SPD

eql: x +y =1

eq2: x — y 3

A = Intersecdo(eql, eq2)

@2-1)

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

S

Intersegao de
Ferramentas a serem utilizadas: Dois Objetos

+  Entrada...

Para digitar as equagdes do sistema da letra (b):

1* equacao: clique na Caixa de Entrada, nos nimeros [123], na letra [ x ], no sinal de adi¢@o [ +
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], na letra [ y ], no sinal de igualdade [ = |, no ndmero [ 2 ], na Janela Geométrica ou na tecla

[ENTER] indicada por [<-].

2% equacao: clique na Caixa de Entrada, nos nimeros [123], no ndmero [ 2 |, na letra [ x ], no
sinal de adicdo [ + ], no nimero [ 2 ] na letra [ y |, no sinal de igualdade [ = ], e no nimero [ 4 ].
Clique na Janela Geométrica ou na tecla [ENTER] [<—].

Abra a Janela Ferramentas.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos e nas duas
retas para obter o ponto A de intersec¢cdao das mesmas.

Abra a Janela Algebra novamente para visualizar a solugio.

Nesse momento o aluno deveré perceber que as retas sdo paralelas coincidentes, e que o sistema

¢ SPI (possivel e indeterminado), portanto, tem infinitas solucdes.

Figura 124 — Sistema SPI

@ eql:x+y=2

@ eq2: 2x +2y = 4
A = Intersecdo(eql, eq2)

- 7

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

S

Intersegao de
Ferramentas a serem utilizadas: Dois Objetos

+  Entrada...

Para digitar as equagdes do sistema da letra (c):

1* equacao: clique na Caixa de Entrada, nos nimeros [123], na letra [ x ], no sinal de adi¢@o [ +
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], naletra [ y ], no sinal de igualdade [ = ], no nimero [ —1 ], na Janela Geométrica ou na tecla

[ENTER] indicada por [<-].

2% equacao: clique na Caixa de Entrada, nos niimeros [123], na letra [ x ], no sinal de subtracdo
[ -], naletra [y ], no sinal de igualdade [ = ], e no nimero [ 1 ]. Clique na Janela Geométrica ou
na tecla [ENTER] [«+].

Abra a Janela Ferramentas.

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos e nas duas
retas.

Abra a Janela Algebra novamente para vizualizar a solugio.

Nesse momento o aluno deverd perceber que as retas sdo paralelas distintas, e que o sistema € SI

(impossivel), portanto, ndo tem solugdo.

Figura 125 — Sistema SI

@ eql:x y = -1

@® eq2:x-y=1

A = Intersecdo(eql, eq2)

Fonte: O autor (2021)

Seguem duas situacdes-problema, como exemplos, em que o aluno possa determinar as
solugdes de forma algébrica e fazer a interpretacao geométrica através do software GeoGebra no

celular.

Exemplo 1: O trajeto de duas linhas de metrd pode ser descrito, em determinado trecho, por

duas retas no plano cartesiano. A reta que descreve o trajeto da primeira linha é x — 2y =4 e da
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segunda € 2x + y = 3. Represente no plano cartesiano o trajeto dessas duas linhas e determine

em que ponto elas se encontram.

Exemplo 2: A trajetéria de alguns avides pode ser descrita por retas em planos cartesianos

por alguns espacos de tempo. Um controlador de voo recebeu um alerta em sua tela com as
o o . N 22—y =1 ) :
trajetérias de dois avides descritas pelas equacoes . Ap6s avaliar o alerta, ele
6x—3y =3
ficou muito preocupado e resolveu alterar a rota do segundo avido ficando as novas trajetorias
. . 2x—y =1
descritas pelas equacdes . Usando o GeoGebra no celular para representar as
2x—y =-3
trajetdrias iniciais e finais, verifique se a decisdao do controlador de voo foi acertada.

3.8 Elementos notaveis no triangulo

Além dos vértices, lados, angulos internos e externos, os tridngulos possuem outros

quatro importantes elementos notaveis: mediana, bissetriz, mediatriz e altura.

Mediana de um tridngulo é o segmento de reta que tem como extremidades um vértice

do triangulo e o ponto médio do lado oposto a esse vértice.

Figura 126 — Mediana

A

B D C

Fonte: O autor (2021)

Considerando o AABC da Figura 126, temos que:
* D é o ponto médio do lado BC, ou seja, BD = CD.

O segmento de reta AD é uma mediana.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

Transparéncia

"
> R - ;
o B — : @ .
Ferramentas a serem utilizadas: Peligono  Mover
. ® AA ;"'/’
= o
Ponto Médio Exibir / Exibir / Distancia,
ou Centro Esconder Segmento Esconder Comprimento
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Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, em trés posicdes diferentes na Janela Geométrica,
e no ponto A novamente para fechar o triangulo.
Clique na ferramenta Mover, no centro do tridngulo, nos trés pontinhos [ : ]. Em Transparéncia,

~ 9

arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do tridngulo. Clique na Janela
Geométrica.

Em Construcdes, clique na ferramenta Ponto Médio ou Centro e no lado BC para criar o ponto
médio D.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto e no lado BC para oculté-lo.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e D para criar a mediana AD, nos pontos
Be D, D e C para criar, respectivamente, os segmentos BD e DC.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Rétulo, nos lados AB e AC, nos segmentos
BD e DC, na mediana AD, e em qualquer outra ferramenta para ocultar os rétulos.

Proceda de forma andloga para criar as medianas BE e CF.

Em Medigdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, nos segmentos BD e

DC para obter suas medidas.

Pronto! Verifique a igualdade dos segmentos BD e DC.

Bissetriz de um tridngulo é o segmento de reta que tem uma extremidade em um vértice,

divide o dngulo interno ao meio e tem a outra extremidade no lado oposto a esse vértice.

Figura 127 — Bissetriz

y:! \D

Fonte: O autor (2021)

Considerando o AABC da Figura 127, temos que:
« O segmento de reta AD, divide o 4ngulo A em dois 4ngulos congruentes, ou seja, BAD =
CAD, e o ponto D pertence ao lado BC.

+ O segmento de reta AD é uma bissetriz.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
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I>. [% /o . é Transparéncia
. ) M () P
Ferramentas a serem utilizadas: Peligeno  Mover
Y ’ AA
2z o
Intersegdo de  Exibir / Exibir/
Bissetriz Dois Objetos  Esconder Segmento Esconder Angulo

Crie um tridngulo ABC qualquer. Para tal, em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, em trés
posicdes diferentes na Janela Geométrica, e no ponto A novamente para fechar o tridngulo.

Em Construgdes, clique na ferramenta Bissetriz e nos trés vértices A, B e C, para criar a bissetriz
com extremidade no vértice A.

Em Ferramentas Bdasicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos, na
bissetriz e no lado BC para criar o ponto de intersec¢do D.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, na bissetriz e em qualquer outra
ferramenta para oculti-la.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e D para criar a bissetriz AD.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Rétulo, nos trés lados, e na bissetriz do
triangulo para ocultar os rétulos.

Proceda de forma andloga para criar as bissetrizes BE e CF.

Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo, nos lados BA e AD para obter a medida do 4ngulo
BAD, e, nos lados DA e AC para obter a medida do 4ngulo DAC.

Verifique a igualdade dos angulos BAD e DAC.

A mediatriz de um dos lados de um tridngulo é a reta perpendicular que passa pelo seu

ponto médio.

Figura 128 — Mediatriz

B . [+1D ; C

Fonte: O autor (2021)

Considerando o AABC da Figura 128, temos que:
* D é o ponto médio do lado BC, ou seja, BD= CD
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* A reta f que passa pelos pontos E e D é perpendicular ao lado BC em D.

* A reta f é a mediatriz do lado BC do triangulo.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

N
B

JB [% _ . Transparéncia
o B — : < .
Ferramentas a serem utilizadas: Peligono  Mover
> " AA v
o &
Intersegdo de  Exibir / Exibir / Distancia,
Mediatriz  Dois Objetos  Esconder Segmento Esconder Comprimento Angulo

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono, em trés posicoes diferentes na Janela Geométrica,
e no ponto A novamente para fechar o tridngulo.
Clique na ferramenta Mover, no centro do tridAngulo, nos trés pontinhos [ : ]. Em Transparéncia,

XA

arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do tridngulo. Clique na Janela
Geométrica.

Em Construgdes, clique na ferramenta Mediatriz e no lado BC para criar a mediatriz f relativa ao
lado BC.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccdo de Dois Objetos, na media-
triz f e no lado BC para obter o ponto de intersec¢do D.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, no lado BC e em qualquer outra
ferramenta para oculti-lo.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos B e D, D e C para criar, respectivamente,
os segmentos BD e DC.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Rétulo, nos lados AB e AC, nos segmentos
BD e DC, e em qualquer outra ferramenta para ocultar os rétulos.

Proceda de forma andloga para criar as mediatrizes dos lados AB e AC.

Em Medicodes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, nos segmentos BDe
DC para obter suas medidas. Ainda em MedicGes clique na ferramenta Angulo, no segmento BD
ou DC e na reta f para obter a medida do angulo formado pela mediatriz f e o lado BC.

Verifique a igualdade dos segmentos BD e DC, e que o ngulo formado é igual a 90°.

A altura de um tridngulo é o segmento de reta com extremidades em um vértice e no lado

oposto ou no seu prolongamento, formando com ele dngulos retos.
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Como um tridngulo pode ser acutangulo, retangulo ou obtusangulo, teremos trés casos

especiais para a altura:

Figura 129 — Altura do tridngulo

A E H
1 I I
1 [ I
I I I
1 I I
B Dr] C F[4] G kid_ \l J

Fonte: O autor (2021)

AD é uma altura do AABC, Olado EF é uma altura  HK é uma altura do AHI1J,
relativa a base BC. do AEFG, relativa a relativa a base 1J.
base FG.

Qualquer uma das alturas de um tridngulo acutdangulo € interior ao tridngulo, ja duas das
alturas do tridngulo retangulo sdo coincidentes com os menores lados, e duas das alturas do

triangulo obtusangulo sdo exteriores ao tridngulo.

Altura do tridAngulo acutangulo:

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

\. — Transparéncia
> R / o " —:» .
3

Ferramentas a serem utilizadas: Poligeno  Mover
A > . AA b o £
Reta Intersegao de Exibir / Exibir / Distancia, .
Perpendicular Dois Objetos  Esconder Segmento Esconder Comprimento Angulo

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono e construa um tridngulo ABC acutangulo. Para tal,
clique em trés posicoes diferentes na Janela Geométrica e no ponto A novamente para fechar o
triangulo.

Clique na ferramenta Mover, no centro do tridngulo, nos trés pontinhos [ : ]. Em Transparéncia,

~ 9

arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do tridngulo. Clique na Janela
Geométrica.

Em Construgdes, clique na ferramenta Reta Perpendicular, no ponto A e no lado BC para criar a
reta f perpendicular a BC, passando por A.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos, na reta f
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e no lado BC para obter o ponto de interseccdo D.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, na reta f e em qualquer outra
ferramenta para ocultd-la.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e D para criar o segmento AD, altura do
triingulo ABC relativa ao lado BC.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Rétulo, no segmento AD, e em qualquer outra
ferramenta para ocultar o rétulo.

Proceda de forma andloga para criar as alturas relativas aos lados AB e AC.

Em Medicdes, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, no segmento BD
para obter sua medida, ou seja, a altura do tridngulo. Ainda em Medicdes clique na ferramenta
Angulo, no segmento BD ou DC e no segmento AD para obter a medida do angulo formado por
ambos.

Verifique que o angulo formado € igual a 90°.

Altura do tridngulo obtusangulo:

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
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Ferramentas a serem utilizadas: Poligono  Mover
.- cm
X > o AA o
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Reta Intersegao de Exibir / Exibir / Distancia, .

Perpendicular Dois Objetos  Esconder Segmento Esconder Comprimento Angulo

Em Poligonos, clique na ferramenta Poligono e construa um tridngulo ABC obtusangulo em B.
Para tal, clique em trés posi¢des diferentes na Janela Geométrica e no ponto A novamente para
fechar o tridngulo.

Clique na ferramenta Mover, no centro do tridAngulo, nos trés pontinhos [ : ]. Em Transparéncia,

A2

arraste o “Botdo” para a esquerda para retirar o preenchimento do tridngulo. Clique na Janela
Geométrica.

Em Retas, clique na ferramenta Reta e nos vértices B e C para obter o prolongamento do lado
BC.

Em Construcdes, clique na ferramenta Reta Perpendicular, no ponto A e no prolongamento do

lado BC para criar a reta g perpendicular a este, passando por A.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos, nas retas
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f e g para obter o ponto de intersec¢ao D.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, na reta g, e em qualquer outra
ferramenta para ocultd-la.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e D para criar o segmento AD, altura do
triingulo ABC relativa ao lado BC.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Rétulo, no segmento AD, e em qualquer outra
ferramenta para ocultar o rétulo.

Proceda de forma andloga para criar a altura relativa ao lado AB.

Para a altura relativa ao lado AC, proceda como no tridngulo acutingulo.

Em Medi¢des, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, no segmento AD
para obter sua medida, ou seja, a altura do tridngulo. Ainda em Medic¢des clique na ferramenta
Angulo, no segmento AD e no prolongamento do lado BC para obter a medida do Angulo formado
por ambos.

Verifique que o dngulo formado € igual a 90°.

3.9 Pontos notaveis no triangulo

Os elementos notaveis do tridngulo se repetem para cada um de seus lados ou vértices. A
intersec¢do desses elementos determina os pontos: baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro.
Dada a grande importancia desses pontos, eles sdao chamados de pontos notaveis de um triangulo.

Veja a seguinte situagdo-problema: Em uma cidade serd construido um prédio para o
funcionamento de uma agéncia bancdria (D). Para a escolha do local, pensou-se no seguinte: ela
deve ficar a mesma distancia do comando da Policia Militar (A), do supermercado (B) e da loja

de eletrodomésticos (C). Observando a Figura 130, onde deve ser construida a agéncia bancaria?

Figura 130 — Pontos Notaveis

Fonte: O autor (2021)
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Se D € equidistante de A, B e C, entdo a circunferéncia de centro D e raio DA passa por
A, B e C, portanto, a agéncia bancdria devera ser construida no ponto D, centro da circunferéncia

circunscrita no triangulo ABC.

Figura 131 — Pontos Notaveis

Fonte: O autor (2021)

Logo, veremos que esse ponto D € um dos pontos notaveis do triangulo ABC.

O baricentro de um tridngulo é o ponto de interseccdo de suas trés medianas.

Figura 132 — Baricentro

Fonte: O autor (2021)

No AABC da Figura 132, temos que:
* D, E e F sao, respectivamente, os pontos médios dos lados BC, AC e AB.
e AD, BE e CF sio as medianas.

* O ponto G € o baricentro.
3.9.1 Propriedades do baricentro

1* Propriedade: O baricentro de qualquer tridngulo divide a mediana na razdo de 1 para 2.

Considerando a Figura 132,
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GD = 14D e GA = 24D,
GE = \BF ¢ GB = 2BE,
GF = \CF ¢ GC = XCF.

Demonstracio: Temos que AD = AG + GD. Tomando GD = x e GA = 2x, obtemos AD = 2x + x
:>x=@. Logo,G_D=@ =1AD e m=2-“‘3j = 2AD.

De forma andloga, demonstra-se para as outras duas medianas.

2° Propriedade: O baricentro € o centro de massa do tridngulo.
Essa propriedade estd associada a Fisica. Isso significa que podemos equilibrar o tridngulo

com base nesse ponto, como podemos observar na Figura 133.

Figura 133 — Baricentro: Centro de Massa

Fonte: Livro de Matematica 8° Ano — Rafael Zattoni e Thomas Carvalho

3 Propriedade: O baricentro divide o tridngulo em seis tridngulos de mesma area.

Figura 134 — Baricentro: Area

\

~ ‘G
"-.+/
a’lﬂ“'-,‘_
\ ~

L= : W2 ;

Fonte: O autor (2021)

Assim, AyGe = Arcec = Acep = ApGe = ABGF = AFGa-
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Demonstracao: Consideremos os tridngulos CGD e DGB, e h suas alturas, pois, suas bases
formam a reta suporte do lado BC. Como D é ponto médio de BC, segue que BD = DC.
Logo, Acgp =Apgs = %Eh De maneira andloga, temos que Asge = AEGe € ABGF = AFGA-
Consideremos agora o triangulo ABD, logo, a Axpp = Apgs + ApGgr + Arga. Consideremos
também o tridngulo ACD, logo, a Aacp = Aage + Aege + Acgp- Temos que Aapp = Aacp, POis,
possuem a mesma base BD = DC e a mesma altura em relagiio a base BC.

Assim, Apgp + ApGgr + Arga = Aage + AEGge + Acgp. Tomando a Acgp = Apgs = X, AAGE =

AgpGec =y e Apgr = AFGa = 2, temos:

X+z+z=y+y+x

X+27=2y+x.
Subtraindo x em ambos os lados,

X-X+z+z=y+y+x-x

27 = 2y.
Dividindo ambos os lados por 2,
2z _ 2%y
2 =2
=Y.

Temos também que Aspr = Acpg, poOis, possuem a mesma base AE = EC e a mesma
altura em relagio a base AC.
Assim, Agga + Aagr + ArGe = Aece + Acep + ApGa-

Dai, temos:

y+z+z=y+x+x

y+2z=y+2x.
Subtraindo y em ambos os lados,

y-y+2z=y-y+2x

27 = 2x.
Dividindo ambos os lados por 2,
2z _ 2x
2 -2
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Logo, como x = ze z =y, temos que x =y = z. Portanto, Axge = Arge = AcGp = Apcs

=ApGF = AFGA-

Assim, podemos notar que a drea de cada um desses tridngulos € a sexta parte da drea do

triangulo ABC.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

I/\’ [}\ o i Transparéncia
o T — : 2
Ferramentas a serem utilizadas: Poligono  Mover
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) 7
Ponto Médio Exibir /  Intersecdo de
ou Centro Segmento  Esconder Dois Objetos

Construa um tridngulo ABC qualquer e suas medianas AD, BE e CF. Se necessrio
consulte os passos para construcdo da Figura 126.
Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos e em duas

das medianas para obter o ponto de intersec¢do G, baricentro do tridngulo.

O incentro de um tridngulo é o ponto de interseccdo de suas trés bissetrizes.

Figura 135 — Incentro

Fonte: O autor (2021)

No AABC da Figura 135, temos que:
e AD, BE ¢ CF sio, respectivamente, as bissetrizes dos A, BeC.
* O ponto / € o incentro.
Uma das caracteristicas do incentro € que ele € equidistante aos lados do tridngulo, cuja
distancia € igual a r. Assim, temos que o incentro é o centro da circunferéncia de raio r inscrita

no tridngulo. Isso vale dizer, que a circunferéncia € tangente aos lados do tridangulo.
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Figura 136 — Circunferéncia Inscrita

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
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Bissetriz Segmento Esconder Dois Objetos Perpendicular Esconder Centro e

Construa um tridingulo ABC qualquer e suas bissetrizes AD, BE e CF. Se necessario
consulte os passos para construcdo da Figura 127.
Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos, em duas
das bissetrizes e em qualquer outra ferramenta para obter o ponto de intersec¢do /, incentro do

triangulo.

Segue os passos para construir a circunferéncia inscrita no triangulo ABC, cujo centro € o

incentro /, e tangente aos lados do triangulo nos pontos G, H e J:

Em Construcdes, clique na ferramenta Reta Perpendicular, no ponto I e no lado BC, no ponto I e
no lado BC, no ponto I e no lado AB, para criar, respectivamente, as retas /, m e n perpendiculares
aos lados BC, AC e AB, passando por 1.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos, nareta l e
no lado BC, na reta m e no lado AC, na reta n e no lado AB, para criar, respectivamente 0s pontos
de interseccdo G, H e J.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, nas trés perpendiculares e em outra
ferramenta qualquer para oculti-las.

Em Circulos, clique na ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, no ponto / € no

ponto G, ou H, ou J.
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O circuncentro de um tridngulo é o ponto de intersec¢do de suas trés mediatrizes.
Vamos destacar trés casos importantes relacionados ao posicionamento do circuncentro:
1° caso: no triangulo acutingulo, ele € interior ao tridngulo.

Figura 137 — Circuncentro
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Fonte: O autor (2021
2° caso: no triangulo retangulo, ele é coincidente com o ponto médio da hipotenusa.
Figura 138 — Circuncentro

A g

@
N

Fonte: O autor (2021)
3° caso: no triangulo obtusangulo, ele € exterior ao tridngulo.

Figura 139 — Circuncentro

Fonte: O autor (2021)
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A principal caracteristica do circuncentro (O) € que ele € equidistante aos vértices do
triangulo, isto €, OA = OB = OC. Assim, de acordo com essa propriedade, temos que o ponto O €
o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo, ou seja, a circunferéncia contém os vértices

do triangulo.

Figura 140 — Circunferéncia Circunscrita

Fonte: O autor (2021)

No AABC da Figura 140, temos que:
s f, g e h, sdo, respectivamente, as mediatrizes dos lados AB, BC e CA.
* O ponto O € o circuncentro.

e OA =0OB =0C =r, onde r é o raio da circunferéncia circunscrita aos vértices A, Be C.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
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Mediatriz  Dois Objetos Centro e Segmento Esconder Comprimento Angulo
Construa um tridngulo ABC qualquer e suas mediatrizes f, g € h. Se necessario consulte
0s passos para construcao da Figura 128.
Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos, em duas

das mediatrizes e em qualquer outra ferramenta para obter o ponto de intersec¢ao O, circuncentro

do triangulo.

Observacao: o ponto de intersec¢do serd criado e rotulado automaticamente como D. Entao,
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para renomear como ponto O, clique na ferramenta Mover, no ponto D, nos trés pontinhos [ : ],
na Caixa “Nome” para abrir o teclado alfanumérico, nas letras [ABC], na tecla de Maitscula/Mi-

nuscula ao lado da letra [z], na letra [O], e na tecla [ENTER] [<—] canto inferior direito.

Segue os passos para construir a circunferéncia circunscrita no triangulo ABC, cujo centro

€ o circuncentro O, e que passa nos vértices A, B e C do triangulo:

Em Circulos, clique na ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, no ponto O e no
vértice A, ou B, ou C.
Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos O e A, O e B, O e C, para criar os

segmentos OA = OB = OC = r, raios da circunferéncia circunscrita.

Verificacao das propriedades do circuncentro:
Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas trés mediatrizes e em outra fer-
ramenta qualquer para ocultd-las deixando apenas o tridngulo, a circunferéncia, os raios, € o
circuncentro. Ainda em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Rétulo, nos raios, na
circunferéncia e em outra ferramenta qualquer para ocultar os rétulos.
Em Medig¢des, clique na ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro, nos raios OA, OB e
OC. Ainda em Medigoes, clique na ferramenta Angulo, nos lados AB e AC, CA e CB, BC ¢ BA,
para obter as medidas dos A, Be C.
Clique na ferramenta Mover, arraste o ponto A, e verifique que:

* se o tridngulo for acutangulo, o circuncentro ficard no seu interior.

* se o triangulo for retdngulo, o circuncentro ficard sobre a hipotenusa.

* se o tridngulo for obtusangulo, o circuncentro ficard no seu exterior.

* a circunferéncia passa pelos vértices do triangulo.

* adistancia do circuncentro aos vértices € igual.

Figura 141 — Posicdes do Circuncentro

Fonte: O autor (2021)
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O ortocentro de um tridngulo é o ponto de intersecgcdo de suas trés alturas.

De maneira semelhante ao circuncentro, vamos destacar trés casos importantes relaciona-

dos ao posicionamento do ortocentro:
1° caso: no tridngulo acutangulo, ele € interior ao tridngulo.

Figura 142 — Ortocentro

Fonte: O autor (2021)

No AABC da Figura 142, temos que:

* f, g e h, sdo, respectivamente, as alturas relativas aos lados AB, BC e CA.

* O ponto H é o ortocentro.
2° caso: no triangulo retangulo, ele coincide com o vértice do angulo reto.

Figura 143 — Ortocentro
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Fonte: O autor (2021)
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3° caso: no triangulo obtusangulo, ele € exterior ao triangulo.

Figura 144 — Ortocentro

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
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Construa um triangulo ABC qualquer e suas alturas f, g € h. Se necessério consulte os
passos para construcao da Figura 129.
Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos, em duas
das alturas e em qualquer outra ferramenta para obter o ponto de interseccdo H, ortocentro do

triangulo.

Observacao: o ponto de intersec¢do serd criado e rotulado automaticamente como D. Entao,
para renomear como ponto H, clique na ferramenta Mover, no ponto D, nos trés pontinhos [ : ],
na Caixa “Nome” para abrir o teclado alfanumérico, nas letras [ABC], na tecla de Maitscula/Mi-

nudscula ao lado da letra [z], na letra [H], e na tecla [ENTER] [<—] canto inferior direito.

Verificacao das propriedades do ortocentro:

Em Editar, clique na ferramenta Exibir/Esconder Objeto, nas trés alturas e em outra ferramenta
qualquer para ocultd-las deixando apenas o tridngulo e o ortocentro.

Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo, nos lados AB ¢ AC, CA e CB, BC e BA, para obter
as medidas dos A, BeC.
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Clique na ferramenta Mover, arraste o ponto A, e verifique que:
* se o tridngulo for acutangulo, o ortocentro ficard no seu interior.
* se o tridangulo for retdngulo, o ortocentro ficard sobre o vértice do angulo reto.

* se o triangulo for obtusangulo, o ortocentro ficard no seu exterior.

Figura 145 — Posicdes do Ortocentro

A

Fonte: O autor (2021)

Apresentaremos a seguir dois teoremas que utilizam os pontos notaveis do tridngulo, o
Teorema de Euler (Reta de Euler) e o Teorema de Carnot para tridngulos acutangulos, cujas
demonstragdes serdo feitas de forma algébrica e suas verificagdes através da utilizacdo do GeoGe-
bra no celular. A demonstracao algébrica do teorema de Carnot requer dos alunos conhecimentos
prévios em geometria euclidiana plana e trigonometria, tais como: classificagdo de triangu-
los, circunferéncias, perpendicularidade, elementos e pontos notdveis de tridngulos, relacdes

trigonométricas no tridngulo retangulo, drea, perimetro, e operacdes com arcos trigonométricos.

Teorema de EULER: Se O, G e H, sdo respectivamente, o circuncentro, o baricentro e o
ortocentro de um tridngulo ABC, entdo:

a) AH =2 OM, onde M é o ponto médio de BC.

b) O, G e H, sio colineares, com G € HO e HG =2 GO.

Figura 146 — Teorema de Euler

A

M C

Fonte: O autor (2021)
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Demonstracao:

a) Se N € o ponto médio de AC (Figura 146), entdo pelo teorema da base média temos que MN
|ABeMN =  AB.

Portanto, OMN = HAB e ONM = HBA, de modo que os triingulos OMN e HAB sio

semelhantes, e dai,

OM _MN _ 3 _ ) 1
AH AB AB 2 AB 2°

Logo,

=S

= AH=20M.

=

b) Se G/ € o ponto de interseccdo dos segmentos AM e HO, entdo, OG'M = HG'A (angulos
OPV). Note que OM pertence a mediatriz relativa ao lado BC, assim como AH pertence a altura

. . <> <= > = ~
relativa ao vértice A e ao lado BC, logo, OM||AH. Dai, como OM||AH, segue que OMG/ =

HAG! (angulos alternos internos).

Figura 147 — Teorema de Euler

A

B M C

Fonte: O autor (2021)

Portanto, os tridngulos MOG/ ~ AHG! pelo caso AA, logo,

HG ~— AG' AH 2

onde utilizamos o item (a) na ultima igualdade acima. Segue dai, que G e G/ sdo pontos do

segmento AM, tais que

AG
MG

3z

Portanto, devemos ter G = G/, e, O, G e H colineares.
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Reta de Euler: ¢ a reta que passa pelo circuncentro, baricentro e ortocentro de um triangulo

ABC.

Figura 148 — Reta de Euler

Fonte: O autor (2021)
O tridngulo equilatero € o tnico triangulo em que esses trés pontos sdo coincidentes.
Veja a Figura 149.

Figura 149 — Reta de Euler

A

Fonte: O autor (2021)

Na representacdo da Figura 150, os segmentos de reta verdes lisos representam as
medianas, as retas vermelhas tracejadas representam as mediatrizes e as retas azuis pontilhadas
representam o prolongamento das alturas do tridngulo. O ponto H (azul) é o ortocentro, o ponto

G (verde) € o baricentro e o ponto O (vermelho) € o circuncentro.
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Figura 150 — Reta de Euler

Fonte: O autor (2021)

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
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Construa um tridangulo ABC qualquer. Para tal, clique em Poligonos, na ferramenta Poligono, em
trés posigdes diferentes na Janela Geométrica e no ponto A novamente para fechar o tridngulo.
Em Construcdes, clique na ferramenta Mediatriz e nos lados AB, AC e BC do tridngulo para criar
suas respectivas mediatrizes.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos e em duas

das mediatrizes para obter o ponto de intersec¢do D, circuncentro do tridngulo.

Observacao: o ponto de intersec¢do serd criado e rotulado automaticamente como D. Para o
renomear como ponto O, clique na ferramenta Mover, no ponto D, nos trés pontinhos [ : ], na
Caixa “Nome” para abrir o teclado alfanumérico, nas letras [ABC], na tecla de Maidscula/Mi-

nudscula ao lado da letra [z], na letra [O], e na tecla [ENTER] no canto inferior direito [<].
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Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccdo de Dois Objetos, nos lados
AB, AC e BC e em suas respectivas mediatrizes para obter seus pontos de interseccdes D, E e F.
Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, nas mediatrizes e em qualquer outra
ferramenta para ocultd-las.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e F, Be E, e, C e D para criar as
medianas AF, BE e CD.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢ao de Dois Objetos e em duas
das medianas para obter o ponto de interseccdo G, baricentro do tridngulo.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, nas medianas, nos pontos D, E, F, e
em qualquer outra ferramenta para ocultar tais objetos.

Em Construcdes, clique na ferramenta Reta Perpendicular, no ponto A e no lado BC, no ponto B
e no lado AC, no ponto C e no lado AB, para criar as alturas relativas aos lados BC, AC e AB do
triangulo.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos e em duas
das alturas para obter o ponto de intersec¢do H, ortocentro do tridngulo.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, nas respectivas alturas e em qualquer
outra ferramenta para oculti-las.

Em Retas, clique na ferramenta Reta e em dois dos trés pontos: O, G ou H para obter a reta que

os contém, ou seja, a Reta de EULER.

Os pontos A, B e C, vértices do triangulo, sao méveis. Clique na ferramenta Mover e arraste-os,
verificando assim, que os trés pontos, circuncentro, baricentro e ortocentro permanecem sobre a

reta. Logo, sdo colineares.

Figura 151 — Reta de Euler

Fonte: O autor (2021)
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Teorema de CARNOT: Sejam ABC um tridngulo acutangulo, H o centro da circunferéncia de
raio R circunscrita a ABC e a circunferéncia de centro / e raio r inscrita a ABC. Se HE, HF ¢ HG

sao as distancias de H aos lados de ABC, entdo:

HE + HF + HG =R +r.

Figura 152 — Teorema de Carnot

Fonte: O autor (2021)

Demonstracao: Seja ABC um tridngulo acutingulo inscrito na circunferéncia A de centro H e
raio R. A partir de H tragcamos os segmentos HE , HF e HG perpendiculares aos lados AB, AC e

BC, respectivamente, e os segmentos AH, BH e CH raios de A.

Figura 153 — Teorema de Carnot

Fonte: O autor (2021)

Note que HG é altura e bissetriz de BHC, por este ser isésceles. Assim, BHC =2 A

(4ngulo inscrito e central de mesmo arco BC) implica que GHC = %C = A. Dai, segue que
HG =R cosA. 3.1)
De modo anédlogo, obtemos

HF =R cosB, (3.2)
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HE =R -cosC. (3.3)

A area do triangulo BHC € dada por

a-HG a-R-cosA
ApHc = ;= 3 ; (3.4)

Analogamente, obtemos

b-HF b-R-cosB
ApHC = ;= 7 , (3.5)

c-HE ¢ R-cosC
Apnp = 5 — 5 . (3.6)

Dessa forma, a 4rea do triangulo ABC ¢ dada por

a-R-cosA b-R-cosB c¢-R-cosC
+ + .

ABC = > > > (3.7)
Do triangulo ABC, temos que
a=b-cosC+c-cosB (3.8)
b=a-cosC+c-cosA (3.9)
c=a-cosB+b-cosA (3.10)

Somando (3.8), (3.9) e (3.10) obtemos
a+b+c=(b+c)-cosA+(a+c) cosB+(a+Db)-cosC.

Somando e subtraindo a-cosA, b-cosB e c-cosC na segunda parte da igualdade anterior,

teremos

a+b+c=(b+c) cosA+(a+c)-cosB+ (a+b) cosC +

(a-cosA+b-cosB+c-cosC—a-cosA—b-cosB—c-cosC) =

a+b+c=a-cosA+(b+c)-cosA+b-cosB+(a+c)-cosB+c-cosC+(a+b)-cosC -

a-cosA—b-cosB—c-cosC =

a+b+c=(a+b+c)-(cosA+cosB+cosC) — (a-cosA+b-cosB+c-cosC)
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Seja 2p o perimetro e p o semiperimetro do tridngulo ABC. Aplicando (3.1), (3.2), (3.3) e
(3.7) nesse ultimo resultado, segue-se que
— HG |, HF | HE 28
2p—2p<T+T+T) -F e

2pR=2p(HG+HF +HE) - 25

pR=p(HG+HF +HE)-S &

pR=p(HG+HF +HE) —pr &

PR +pr:p(HG+HF+HE) &

p(R+r)=p(HG+HF +HE) &

R+r=HG+HF +HE.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

S

Intersegao de /o | — Q.
Ferramentas a serem utilizadas: Peligono Mediatriz Dois Objetos  Mover
> O, B
é‘ < +  Entrada
Exibir / Circulo dados Reta
Esconder Bissetriz Centro e Perpendicular Segmento

Construa um tridngulo ABC acutingulo. Para tal, em Poligonos, clique na ferramenta Poligono,
em trés posicdes diferentes na Janela Geométrica e no ponto A novamente para fechar o tridangulo.
Em Construcdes, clique na ferramenta Mediatriz, nos lados AB, AC e BC do triAngulo para criar
suas respectivas mediatrizes.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos e em duas

das mediatrizes para obter o ponto de intersec¢do D, circuncentro do tridngulo.

Observacao: o ponto de intersec¢do serd criado e rotulado automaticamente como D. Para
renomed-lo como ponto H, clique na ferramenta Mover, no ponto H, nos trés pontinhos [ : ], na
Caixa “Nome” para abrir o teclado alfanumérico, nas letras [ABC], na tecla de Maidscula/Mi-

nuscula ao lado da letra [z], na letra [H], e na tecla [ENTER] no canto inferior direito [<].

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccdo de Dois Objetos, nos lados
BC, AB e AC, e em suas respectivas mediatrizes para obter seus pontos de intersec¢des D, E e F.
Renomeie o ponto D como ponto G.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, nas mediatrizes e em qualquer outra

ferramenta para ocultd-las.
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Em Construcdes, clique na ferramenta Bissetriz, nos pontos A, B e C para criar a bissetriz do B,
nos pontos A, C e B para criar a bissetriz do C, nos pontos B, A e C para criar a bissetriz do A.
Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Interseccao de Dois Objetos e em duas
das bissetrizes para obter o ponto de intersec¢do D, incentro do tridngulo. Renomeie-o como
ponto 1.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, nas respectivas bissetrizes € em
qualquer outra ferramenta para oculta-las.

Em Circulos, clique na ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, no circuncentro

H e em um dos vértices do tridngulo, A, B ou C para criar a circunferéncia circunscrita a ABC.

Para criar a circunferéncia inscrita no tridngulo ABC, € necessdrio criar um ponto auxiliar sobre
um dos lados de ABC, de modo que este seja o ponto de tangéncia do lado com a circunferéncia.
Para tal, em Construcdes, clique na ferramenta Reta Perpendicular, no ponto I e sobre o lado BC
para criar a perpendicular ao lado BC passando por .

Em Ferramentas Basicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢do de Dois Objetos, na reta
perpendicular e no lado BC para obter o ponto D de intersec¢io de ambos.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto, na reta perpendicular e em qualquer
outra ferramenta para oculti-la deixando apenas o ponto auxiliar D.

Em Circulos, clique na ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, no incentro / € no
ponto D para criar a circunferéncia inscrita ao triangulo ABC.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos H e E, H e F, H e G para criar os
segmentos HE, HF e HG perpendiculares aos lados AB, AC e BC, respectivamente. Ainda com
a ferramenta Segmento selecionada, clique nos pontos H e C, para criar o raio R da circunferéncia

circunscrita, € nos pontos / e D para criar o raio r da circunferéncia inscrita.

Para determinar as varidveis que representam as somas HE + HF + HG e R + r, digite na Caixa
Entrada na Janela Algebra, os seguintes comandos:

* w=HE + HF + HG,

* V=R+r.
Os pontos A, B e C, vértices do tridngulo, sdo modveis, o que nos permite manipular e verificar
a veracidade do Teorema de Carnot para tridngulos acutangulos. Estando com a representacao
geométrica pronta, clique na ferramenta Mover, escolha um dos trés vértices do triangulo, e
arraste-o, para deformé-lo e verificar que sempre que o triangulo ABC for acutangulo as somas

permanecerao iguais.
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Figura 154 — Teorema de CARNOT - Tridngulo Acutangulo

w = HE + HF + HG
—  17.1956337975001
v=R+r

—  17.1956337975001

Fonte: O autor (2021)

Verifique que, caso o tridngulo se torne obtusangulo, as somas apresentardo diferenca

em seus valores, comprovando assim, a veracidade do Teorema de Carnot para triangulos

acutangulos.

Figura 155 — Teorema de CARNOT - Triangulo Obtusangulo

w = HE + HF + HG
—  29.7312093587829
v=R+r

— 19.929267987922

Fonte: O autor (2021)
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3.10 Angulos na circunferéncia

Os angulos na circunferéncia sao objetos de estudos que auxiliaram e auxiliam até hoje
assuntos relacionados a geometria plana. Com aplicacdes na astronomia € em outras areas
do conhecimento, esse estudo foi se aprofundando e desenvolvendo relagdes e propriedades
especificas que relacionam o arco da circunferéncia com o angulo, para cada um dos casos:
angulo central, angulo inscrito, angulo interno, angulo excéntrico interno, angulo excéntrico
externo, e, angulo de segmento.

Para produzir suas mandalas decoradas, por exemplo, um artesdo sempre usa como base
a estrutura de um poligono regular inscrito na circunferéncia. Com isso, ele consegue dividir a

circunferéncia em partes congruentes e harmonizar melhor a mandala.

Figura 156 — Mandala do tridngulo de Sri Yantra

Fonte: pngegg.com

Angulo central: ocorre quando o vértice do angulo coincide com o centro da circunferéncia.

Quando isso ocorre, podemos dizer que a amplitude do angulo central é igual a amplitude

do arco, ou seja, AOB = AB.

Figura 157 — Angulo Central

Fonte: O autor (2021)
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Suas caracteristicas sao:
* AOB ¢ um angulo central.
¢ O vértice O € o centro da circunferéncia.

e Seus lados determinam dois raios da circunferéncia, OA e OB.

Angulo inscrito: ocorre quando o seu vértice for um ponto da circunferéncia.

Figura 158 — Angulo Inscrito

A

Fonte: O autor (2021)

Suas caracteristicas sao:
* ABC € um angulo inscrito.
* O vértice B é um ponto da circunferéncia.

¢ Os lados determinam duas cordas, BA e BC na circunferéncia.

Se um dngulo central e um dngulo inscrito em uma circunferéncia tém o mesmo arco

correspondente, entdo a medida do dngulo central é o dobro da medida do angulo inscrito.

Demonstracao: vamos demonstrar essa propriedade analisando trés situacdes que envolvem os

angulos inscrito e central de mesmo arco.

17 situacdo: Vamos considerar a situacdo em que um dos lados do angulo inscrito determina um

diametro da circunferéncia.
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Figura 159 — Propriedades do Angulo Inscrito

A

/2
[ ~\p

Fonte: O autor (2021)

Assim:

CDB é um angulo central de arco BAC e medida f3.

CAB é um 4angulo inscrito também de arco BAC e medida o.

AC é um didmetro da circunferéncia.

O AADB é isésceles, pois, DA = DB (raios). Logo, ABD também mede a.

Como CDB é um angulo externo ao AADB, sua medida 3 é igual 2 soma das medidas
dos dois angulos internos nao adjacentes a ele.

Logo, B = o + &, ou seja, B = 2.

2% situacdo: Vamos analisar agora esta outra situacdo, em que o angulo inscrito e o angulo

central de mesmo arco estdo em outra posi¢ao.

Figura 160 — Propriedades do Angulo Inscrito

Fonte: O autor (2021)

Para demonstrar a propriedade nesse caso, tragamos o diametro AE e usamos duas vezes

0 mesmo raciocinio da situacao anterior:
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Y=20 e a+y=2(B+6)
Substituindo y por 26 na segunda igualdade, temos
o+260=208+26.
Subtraindo 20 em ambos os lados, obtemos
a+20-6=23+20-6.

o=2p

3" situacao: Por fim, analisaremos esta situagao:

Figura 161 — Propriedades do Angulo Inscrito

A

8\

Fonte: O autor (2021)

Tracamos o didmetro AE de modoque Y+ 0 =Be ¢ + A = a.

Os tridngulos ADB e ADC sdo isosceles, pois tém dois lados de mesma medida (raios).
Nos tridngulos isésceles, os dngulos da base sdo iguais. Dai, ABD = ye ACD = 6.

BDE é um angulo externo ao AADB. Entio, ¢ = 27.

CDE é um angulo externo ao AADC. Entdo, A = 26.

Adicionando membro a membro, temos

O+A=2y+26
O+A=2(y+0)
a=2p.
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No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.
Q . s )

' £ R
Circulo Ponto Médio /o

Ferramentas a serem utilizadas: definidopor  ouCentro  Segmento  Angulo  Mover

Construa uma circunferéncia de centro D e tré€s pontos A, B e C contidos nela. Para tal, em
Circulos, clique na ferramenta Circulo definido por Trés Pontos, e em trés posi¢des diferentes na
Janela Geométrica, obtendo assim a circunferéncia passando pelos pontos A, B e C.

Em Construcdes, clique na ferramenta Ponto Médio ou Centro, e na circunferéncia obtendo
assim seu centro D.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e B, A e C para criar 0os segmentos
AB e AC, lados do angulo inscrito BAC. Clique também nos pontos D e B, D e C para criar os
segmentos DB e DC, lados do angulo central BDC.

Em Medigdes, clique na ferramenta Angulo, nos segmentos DB e DC para obter a medida do
angulo central BDC. Clique também nos segmentos AB e AC para obter a medida do 4ngulo
inscrito BAC.

Verifique que a medida do 4ngulo central é o dobro da medida do 4ngulo inscrito, ou seja, BDC

=2.BAC.

Note que o ponto A é mdvel. Entdo, clique na ferramenta Mover e arraste-o verificando que a

propriedade se mantém.

Figura 162 — Propriedades do Angulo Inscrito

Fonte: O autor (2021)

Se dois angulos inscritos tém o mesmo arco correspondente, entdo suas medidas sdo

iguais.
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Figura 163 — Propriedades do Angulo Inscrito

Fonte: O autor (2021)

Demonstracio: Considerando a Figura 163, temos que A e D sdo 4ngulos inscritos de mesmo
arco BC, sendo A = a e D = B. Se o angulo central de arco BC mede 7, entdo, pelo que ja foi

demonstrado, & = § e § = 1. Daf, concluimos que o = §, ou seja, BAC = BDC.

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

O . s 4L R
Ferramentas a serem utilizadas: deg:ii;g:or Ponto sztgeh:ﬁim Segmento  Angulo Mover/ o
Construa uma circunferéncia de centro E e quatro pontos A, B, C e D contidos nela. Para tal, em
Circulos, clique na ferramenta Circulo definido por Trés Pontos, e em trés posicdes diferentes na
Janela Geométrica, obtendo assim a circunferéncia passando pelos pontos A, B e C.
Em Ferramentas Bdasicas ou Pontos, clique na ferramenta Ponto e na circunferéncia, entre os
pontos A e C para criar o ponto D também pertencente a esta.
Em Construcdes, clique na ferramenta Ponto Médio ou Centro, e na circunferéncia obtendo
assim seu centro E.
Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos A e B, A e C para criar os segmentos AB e
AC, lados do 4ngulo inscrito BAC, nos pontos D e B, D e C para criar os segmentos DB e DC,
lados do angulo inscrito BDC. Clique também nos pontos E e B, E e C para criar os segmentos
EB e EC, lados do angulo central BEC.
Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo, nos segmentos AB e AC para obter a medida do
angulo inscrito BAC, nos segmentos DB e DC para obter a medida do angulo inscrito BDC.
Clique também nos segmentos EB e EC para obter a medida do 4ngulo central BEC.

Verifique que a medida do angulo central € o dobro das medidas dos angulos inscritos, ou seja,
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BEC =2-BAC e BEC = 2-BDC. Verifique também que as medidas dos 4ngulos inscritos sdo
iguais, ou seja, BAC = BDC.

Note que o ponto A € mével. Entdo, clique na ferramenta Mover e arraste-o verificando que a

propriedade se mantém.

Figura 164 — Propriedades do Angulo Inscrito

Fonte: O autor (2021)

Se AB é um didmetro e C é um ponto qualquer da circunferéncia, distinto de A e B, entdo,

o NABC ¢ retangulo em C, isto é, C é reto.

Figura 165 — Propriedades do Angulo Inscrito

C

O

Fonte: O autor (2021)

Demonstracao: Considerando a Figura 165, temos que ADB € um angulo central de arco corres-
pondente AB e medida igual a 180°, e, ACB é um angulo inscrito de mesmo arco correspondente
AB. Tomando ADB = o e ACB = B, pelo que ja foi demonstrado, 8 mede a metade de o, ou seja,

B=%5-= % = 90°. Portanto, se 8 mede 90°, 0 AABC é retangulo em C.
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No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

O. . >
~ BT R S
Circulo dados Exibir/ Intersecao de o

Ferramentas utilizadas: Centroe Reta Esconder Dois Objetos ponto Segmento Angulo Mover

Construa uma circunferéncia de centro A. Para tal, em Circulos, clique na ferramenta Circulo
dados Centro e Um de seus Pontos, e em duas posi¢des diferentes na Janela Geométrica, obtendo
assim a circunferéncia de centro A passando por B.

Em Retas, clique na ferramenta Reta e nos pontos A e B para criar a reta passando por A e B.
Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto e no ponto B para oculta-lo.

Em Ferramentas Bésicas ou Pontos, clique na ferramenta Intersec¢dao de Dois Objetos, na reta e
na circunferéncia para obter os pontos de intersec¢do C e D. Clique na ferramenta Ponto e no
semicirculo superior para obter o ponto E.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto e na reta para ocultd-la.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos E e C, E e D para criar os segmentos
EC e ED, lados do angulo inscrito CED. Clique também nos pontos C e A, A e D para criar o
didmetro CD, lado do angulo central CAD.

Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo, nos segmentos AD e AC para obter a medida do
angulo central CAD. Clique também nos segmentos EC e ED para obter a medida do angulo
inscrito CED.

Verifique que a medida do angulo central é o dobro da medida do angulo inscrito, ou seja, CAD

=2.CED.

Note que o ponto E é mével. Entdo, clique na ferramenta Mover e arraste-o verificando que a

propriedade se mantém.

Figura 166 — Propriedades do Angulo Inscrito

Fonte: O autor (2021)
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Angulo de segmento: ocorre quando o seu vértice for um ponto da circunferéncia, um dos lados

uma tangente e o outro uma secante a circunferéncia.

Figura 167 — Angulo de Segmento

Fonte: O autor (2021)

Suas caracteristicas sao:

 DBC é um angulo de segmento.

* BC é o arco correspondente.

A medida de um dngulo de segmento é a metade do angulo central de mesmo arco.

Figura 168 — Propriedade do Angulo de Segmento

Fonte: O autor (2021)

Demonstraciio: Consideremos o dngulo de segmento DBC, o 4ngulo central BAC, e o 4ngulo
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BEC inscrito na circunferéncia da Figura 168, de mesmos arcos correspondentes BAC Sejam
DBC=a,BEC=Be¢ BAC = 7y. Como o 4ngulo de segmento e o angulo inscrito estdo sobre
a circunferéncia e possuem o mesmo arco, logo sdo iguais, isto é, a = . Pelo que ja foi
demonstrado, o dngulo inscrito 8 mede a metade do angulo central . Portanto, como o = 3, 0

angulo de segmento & mede a metade do angulo central 7, ou seja, & = %

No GeoGebra: abra a Janela Ferramentas.

© .
/ ro .A e é. l%
o Circulo dados Exibir / R
Ferramentas utilizadas: Centroe Semirreta RetaTangente ponto Segmento Esconder Angulo Mover

Construa uma circunferéncia de centro A passando por B. Para tal, em Circulos, clique na
ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos, e em duas posi¢des diferentes na Janela
Geométrica.

Em Retas, clique na ferramenta Semirreta, no ponto B e na circunferéncia para obter a secante
BC de modo que esta fique abaixo do centro A.

Em Construcdes, clique na ferramenta Reta Tangente, no ponto B e na circunferéncia para obter
a tangente em B.

Em Ferramentas Bdasicas ou Pontos, clique na ferramenta Ponto e na reta tangente abaixo do
ponto B para obter o ponto D. Clique também na circunferéncia acima do centro A para obter o
ponto E, vértice do angulo inscrito BEC.

Em Retas, clique na ferramenta Segmento, nos pontos E e B, E e C para criar 0os segmentos
EB e EC, lados do angulo inscrito BEC. Clique também nos pontos A ¢ B, A e C para criar 0s
segmentos AB e AC, lados do angulo central BAC.

Em Editar, clique na ferramenta Exibir / Esconder Objeto e na reta tangente para oculti-la.

Em Medicdes, clique na ferramenta Angulo, nos segmentos BD e BC, EB e EC, AB e AC para
obter, respectivamente, a medida do angulo de segmento DBC, do angulo inscrito BEC e do
angulo central BAC.

Verifique que as medidas dos dngulos de segmento e inscrito sdo iguais, e correspondem a metade
da medida do 4ngulo central, ou seja, a medida do 4ngulo de segmento DBC é a metade da

medida do angulo central BAC.

Note que o ponto B é mével. Clique na ferramenta Mover e arraste-o verificando que a proprie-

dade se mantém.
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Figura 169 — Propriedade do Angulo de Segmento

Fonte: O autor (2021)
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4 CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho apresentamos uma proposta de utiliza¢do na sala de aula de uma das
tecnologias mais presente no dia a dia das pessoas, e em especial dos nossos alunos, o celular.
Trata-se do uso do GeoGebra no celular nas constru¢des geométricas elementares no ensino dos
conteiidos de Geometria Euclidiana Plana.

Iniciamos com uma breve contextualizagdo histérica da geometria, da régua e do com-
passo. Discorremos sobre a necessidade das tecnologias estarem presentes na sala de aula ao
alcance dos professores para um trabalho educacional transformador e de qualidade, bem como
as dificuldades encontradas por professores e alunos ao acesso dessas tecnologias.

Abordamos a utilizag@o do software de geometria dinamica GeoGebra no celular durante
as aulas de Geometria, uma vez que, propicia momentos diferenciados ao aluno, principalmente
com as construgdes geométricas planas.

Apresentamos as orienta¢Oes para instalacdo do GeoGebra no celular, configuracdo da
Calculadora Grafica GeoGebra, e suas principais ferramentas no estudo de Geometria Euclidiana
Plana. Construimos de forma sistematica um passo a passo com as orientacdes e ferramentas a
serem utilizadas nas constru¢des geométricas elementares dos conteudos, geralmente estudados
no Ensino Fundamental.

Assim, esperamos que por meio das informagdes contidas nesse trabalho, tanto profes-
sores quanto alunos da Educagdo Bdsica, possam usar o software GeoGebra no celular como
ferramenta auxiliadora no ensino/aprendizagem de Geometria Euclidiana Plana, superando as
dificuldades enfrentadas por ambas as partes, tais como a auséncia de laboratérios com computa-
dores, acesso a internet, e principalmente ao realizar as constru¢des geométricas elementares de
forma manual com régua e compasso.

Por fim, esperamos também que, com o uso do GeoGebra no celular presente nas aulas
de Geometria no Ensino Fundamental, estas sejam mais dindmicas, motivadoras e atrativas,
contribuindo para um melhor desempenho, aprendizagem e elevac¢ao do nivel de conhecimento

dos alunos.
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