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Resumo

Este trabalho mostra como um brinquedo pedagogico (jogo) pode estimular o ensino
de matematica.

Este jogo torna-se um ponto de partida para varias discussoes e um instrumento
pedagoégico que relaciona de maneria concreta, direta e simples, varias partes da ma-
tematica. Trata se de um jogo de facil utilizacao, de facil confecgao e que favorece a
sistematizacao do raciocinio logico.

Com a utilizacao deste instrumento pedagdgico o aluno é levado a tomar decisoes
e ainda verifica que cada decisao tomada tem implicagoes nas proximas decisoes.

A solugao desejada sera obtida com o auxilio de uma planilha eletrénica. Traba-
lhamos com um caso geral e para isso utilizamos vinte e quatro variadveis. Para chegar
as solugoes desejadas o brinquedo foi convertido em codigos, foram utilizados eixos
como direcoes e neles sentidos de orientagoes, regra de contagem, aplicacao do teorema

fundamental da aritmética e fundamentos basicos de probabilidade.

Palavras-chave
Jogos pedagogicos, teorema fundamental da aritmética, planilha eletronica, desa-

fios, codigos.



Abstract

This work shows how an educational toy (game) can stimulate the teaching of
mathematics. This game becomes a starting point for several discussions, is a pedago-
gical tool that relates to concrete, direct and simple way, various parts of mathematics.
This is a game easy to use, easy to manufacture and which favors the systematization
of logical reasoning.

By using this teaching tool the student is required to take decisions and also notes
that every decision has implications in the upcoming decisions.

The desired solution is obtained with the aid of a spreadsheet. We work with a
general case and for that we used twenty-four variables. To reach the desired solutions
toy was converted into codes, axes were used as directions and guidelines senses them,
counting rule, application of the fundamental theorem of arithmetic and foundations

of probability.

Keywords

Educational games, fundamental theorem of arithmetic, spreadsheet, challenges,

codes.
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1 Introducao

O ensino de Matemaética pode ser bem sucedido e estimulado com a utilizagao de
bons recursos didaticos. Os jogos e desafios tornam-se uma poderosa ferramenta para
envolver alunos que rejeitam as maneiras tradicionais de ensino, também estimulam
alunos considerados bem sucedidos que por muitas vezes ficam entediados por com-
preender rapidamente os contetdos e ter de ficar aguardando que os colegas também
consigam entender.

Neste trabalho, sera apresentado um jogo que foi utilizado, no Ensino Funda-
mental e Médio de escolas estaduais e particulares, como recurso pedagbgico para o
ensino de matematica. Com ele foi possivel estimular o ensino de probabilidade, anélise
combinatoria, teoria dos niimeros, utilizagao de planilha eletronica, criacao de codigos,
raciocinio logico, planificacao de solidos, orientagoes como direcoes e sentidos.

Com a utilizagao deste jogo os alunos foram desafiados, estimulados, despertaram
sua criatividade e desenvolveram autonomia no manuseio do jogo e nas buscas de novas
possibilidades. Durante a aula isso pode ser convertido em interesse para as explicacoes
que permitiram solucionar o problema.

Na Secao 2 apresentamos de maneira resumida as defini¢des e teoremas que com-
poe o referencial teérico deste trabalho. Os contetdos apresentados sao: Numeros
Primos, Méaximo Divisor Comum, Minimo Miultiplo Comum, Probabilidade e Anélise
Combinatoria.

Na Secao 3 apresentamos as vantagens de ter Jogos Pedagogicos e Planilhas
Eletronicas como recursos didaticos para o ensino de mateméatica. Mostramos que esses
recursos favorecem a estimulagao de criatividade e o desenvolvimento de competéncias
e habilidades.

Na Secao 4 apresentamos o jogo conhecido como Os Cubos Prisioneiros. Este jogo
é envolvente e instigante. Com ele foi possivel apresentar aos alunos varios conceitos
da matemaética.

Na Secao 5 discutimos as varias maneiras de adotar este jogo como recurso peda-
gogico, aliado com a utilizacao de planilha eletronica e confecgoes de réplicas do jogo
para discussao de um caso geral.

Na Se¢ao 6 mostramos como foram criados os codigos e as sequéncias que possibi-
litam a manipulacao dos casos e discussoes de possiveis solucoes na planilha eletronica.

Na Secao 7 apresentamos algumas maneiras de apresentar um cubo, nelas busca-

mos perceber as faces que ficam escondidas.
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Na Secao 8 discutimos a possibilidade de se manipular o jogo da maneira que o
aluno desejar. Ele escolhe possibilidades que apresentem muitas, poucas ou nenhuma
resposta, ou seja, o aluno com a utilizacao da planilha pode fazer o processo inverso,
deixar de procurar solugoes para criar situagoes controlando quantas solucoes sao de-
sejadas.

Na Secao 9, utilizamos um exemplo, escolhemos quatro cubos com suas faces
coloridas com quatro possibilidades de cores, utilizamos a planilha para encontrar em
que posigoes devem ficar os cubos dentro do estojo para que nenhuma cor fique repetida
na sequéncia de quatro cores que aparecem em cada uma das laterais do estojo onde os
cubos serao colocados. Apresentamos ainda alguns exemplos com quantidades distintas
de solugoes e situagoes sem solucao que consideramos como contra exemplo.

Na Secao 10 apresentamos algumas consideragoes relacionadas com a utilizagao

do jogo nas aulas e como os alunos se envolveram.

2 Preliminares

Neste capitulo abordaremos conceitos e resultados que vao possibilitar uma funda-
mentacao tedrica deste trabalho na Matematica, o leitor pode ver mais detalhes na
referéncia [1]. Nas aulas em que o jogo Cubos Prisioneiros foram utilizado, criamos
uma relacao direta entre as atitudes desenvolvidas para a busca de solugoes dos desa-
fios com os Teoremas e as Definicoes Matematicas que vamos apresentar nesta secao.
Depois de apresentadas as defini¢coes e teoremas na aulas, com algumas analogias e
comparagoes os alunos apresentam mais conviccao do que esté sendo ensinado. Neste
trabalho vamos mostrar como foi possivel obter boas analogias e aproximar os alunos

de alguns Teoremas e Defini¢oes da Matematica.

2.1 Numeros Primos, MDC e MMC

Definicao 2.1.1. Um inteiro p > 1 € chamado nimero primo se nao possui um divisor
d satisfazendo 1 < d < p. Se um inteiro a > 1 nao € primo, ele é chamado de nimero

composto. Um inteiro m € chamado de composto se |m| nao é primo.

Teorema 2.1.1. Todo inteiro n, maior que 1, pode ser expresso como o produto de

nuUmMeros primos.
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Demonstragao. Se o inteiro n € um primo, entao ele mesmo é o produto de um tnico
fator primo. Se o inteiro n nao é primo, existe uma decomposicao do tipo: n = nj.ns
com 1 <n; <nel<ny <n. Repetindo o argumento para n; e ny, podemos escrever
n como o produto de primos ou podemos obter fatores menores escrevendo n como
um produto de naturais. Como nao existe uma sucessao infinita de naturais cada vez
menores, ap6s um numero finito de operagoes desse tipo, poderemos escrever n como

um produto de ntimeros primos. O

Teorema 2.1.2. (Euclides) Ezistem infinitos nimeros primos.

Demonstrag¢ao. Suponha, por absurdo, que exite apenas uma quantidade finita de pri-
mos: P, P, ..., P,. Considere o nimero X = P;.P...P, + 1. Pelo Teorema 1, esse
numero deve ser o produto de alguns elementos do conjunto de todos os niimeros pri-

mos. Entretanto, nenhum dos primos P; divide X. O

Definigao 2.1.2. Dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada um
deles pode-se associar seu conjunto de divisores positivos, D, e D, respectivamente,
e a intersec¢ao de tais conjuntos D, N Dy € finita (pela limitagdo) e nao vazia (jd
que 1 pertence a intersec¢ao). Por ser finito, D, N Dy possui elemento mdximo, que €
chamado de mdximo divisor comum (mdc) dos nimeros a e b. Denotamos este nimero
por mdc(a,b). Para a =b =0 convencionamos mdc(0,0) = 0. Quando mdc(a,b) =1

dizemos que a e b sao primos entre si.

Definigao 2.1.3. Dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada um
deles pode-se associar seu conjunto de maultiplos positivos, M, e M, respectivamente, e
a intersecgdo de tais conjuntos M, N M, é ndo vazia (jd que a.b estd na intersec¢ao).
Como os naturais sao bem ordenados, M, N M, possui elemento minimo. Tal nimero

¢ chamado minimo maltiplo comum (mmc) de a e b e o denotaremos por mmc(a,b).

Alguns autores usam a notagao (a,b) para o mdc(a,b) e [a,b] para mmc(a,b) que
sao 0 maximo divisor comum entre a e b e o minimo multiplo comum de a e b. Neste
trabalho utilizaremos uma simbologia bastante utilizada, ela serve para mostrar que

um ntamero divide outro, quando se escreve a|b , vamos entender que a divide b.

Teorema 2.1.3. (Bachet- Bézout) Se d = mdc(a,b), entao existem inteiros x e y tais

que ax + by = d.

Proposicao 2.1.1. Sejam a, b e ¢ inteiros positivos com albc e mde(a,b) = 1. Entao,

ale.
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Demonstragao. Pelo Teorema 1, existem x e y inteiros tais que ax + by = 1. Assim,

aczr + bey = ¢. Como alacz e a|bey, podemos concluir que ale. ]

Em particular, se p é um niimero primo e p divide a.b, entao p divide a ou p
divide b. Podemos usar esse fato para garantir a unicidade em nosso primeiro teorema,

obtendo o importante Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 2.1.4. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior
do que 1 ou é primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como
produto de nimeros primos.[2]

Maneira equivalente de enunciar o Teorema 4.[3]

i) Paratodon > 2, comn € N, temos que n pode ser escrito como: n = py.pa.p3. ... Dk,

onde os p;, 1 < i <k, sao todos primos.

i) Sen = pi1.pe.ps. .. Pk =q1.G2-3- - -Gm, comp;, 1 <i <k, ecomq;, 1 <j<m
primos, e sep1 < py < p3 <..<preq < @ < g3 <...< gm,entdo k= m e
br=aq1, P2 =42, .-, Pk = Gk-

Demonstragao. [4]

i) Se n = p é um namero primo, a afirmagao é claramente verdadeira. Suponhamos
entao que n seja composto e que a afirmacao seja verdadeira para todo m,1 <
m < n. Tomando D = {d € N:1 < d | n}, temos D # (), pois n | n. Pelo
principio da boa ordem existe p; € D minimal. Temos que, p; deve ser primo.
Pois, caso contrario teriamos, p; = a.b e como p; | n,a | peb|p, ea|ne
b | n, o que contraria a minimalidade de p;. Sendo assim p; o menor divisor
de n, temos n = p;.m, com 1 < m < n. Mas como a afirmacao é verdadeira

para todo m nessas condi¢oes, temos m = po.p3.ps....pr. Por fim, chegamos que

n =p1.m = p1.p2.p3.P4.-...-Pk-

ii) Suponha p;.ps.ps.ps. .pr=q¢1.¢2.95....qs com p; e g; primos para 1 < i < j e
D1 | 41-92.93-G4-...-qs, € se aplicarmos a Proposi¢ao anterior vérias vezes, concluimos
que p; deve dividir algum dos fatores de q1, q2, g3, q4,... , gs. Ou seja, existe m, com
1 <m < s tal que p; | ¢pn. Como p; € g, s@o primos. Temos p; = ¢, > ¢1. Da
mesma forma, ¢; | p; para algum [,1 <[ <7req = p; > p;. Podemos renomear

os primos de forma a obter p; = ¢, e assim teremos: ps.p3.. pr = ¢2.q3....qs. Por
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inducao, podemos concluir que: r—1=s—1—=r=sep;, =¢,vV1<i<r, o

que confirma a afirmagao.

]

Proposicao 2.1.2. Se as fatoragoes em primos de n e m sao n = pi'py..ppt.e
m = p{'py?..pi¥, respectivamente. Entio, mdc(m,n) = p'py..p0¢ e o mme(m,n) =

p?lpg?..pz’“, onde v; € o menor dentre {«;, 5;} e 0; € o maior dentre {a, B;}.

Proposicao 2.1.3. Se a e b sao inteiros positivos, entao:

mmec(a,b).mde(a,b) = ab.

Demonstracao. Basta usar a proposicao anterior e observar que:

max{z,y} + min{z,y} = +y. O

2.2 Probabilidade

Os principios da probabilidade sao importantes por fazerem uma ponte entre a es-
tatistica descritiva e a inferéncia estatistica, que é aplicada as mais variadas areas do
conhecimento, e em todas as situagoes em que se deseja tirar conclusoes sobre dados

numéricos.

Definicao 2.2.1. Um experimento aleatorio é aquele cujo resultado nao pode ser pre-

visto.

Definicao 2.2.2. FEspaco amostral de um evento aleatorio é o conjunto de todos os
reultados possiveis desse experimento, representado por ). Cada elemento desse con-

jJunto € chamado de ponto amostral ou evento elementar ou evento simples.

Definicao 2.2.3. Seja 2 o espagco amostral de um evento aleatorio. FEvento € qualquer

subconjunto de 2.

Dois casos relevantes de eventos sao o proprio espago amostral €2, chamado de
evento certo, e o conjunto vazio () , chamado evento impossivel. Eventos que contém um
tinico ponto amostral sao chamados eventos simples e eventos que possuem pelo menos
dois pontos amostrais sao chamados eventos compostos ou combinados. Dizemos que

um evento ocorre se acontecer pelo menos um de seus pontos amostrais.
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Definicao 2.2.4. Um evento ao qual atribui-se uma probabilidade, é chamado de
evento aleatorio. Define-se a classe de eventos aleatorios para um experimento com

espaco amostral ). Representa-se essa classe por F. Fxige-se dessa classe as sequintes
propriedades:

i) Qe F,

ii) Se A€ F, entao A° € F,

iii) Se Ay, Ay,... € F, entio | JA; € F.

=1

No caso discreto, podemos tomar F = P(£2).
Seja 2 um espago amostral finito. Se || = n, entdo |F| = 2".

Como eventos sao conjuntos, podemos aplicar aos mesmos as operagoes usuais
de conjuntos, ou seja:

e O evento AU B ocorre se pelo menos um dos eventos A ou B ocorrer:

AUB={re€eQ|rz € Aoux € B}

e O evento AN B ocorre se ambos os eventos A e B ocorrerem:
ANB={zxe€Q|ze Aex € B}
e O evento A® ocorre se A nao ocorrer:
A ={zecQ|x ¢ A}
e O evento A — B ocorre se A ocorrer e B nao ocorrer:
A-B={zxe€Q|lzeAex ¢ B}

Podemos generalizar a uniao e a intersccao para n eventos:

n

e Oevento AJUAU...UA, = U A; ocorre se pelo menos um dos A;s ocorrerem.
i=1
n

e Oevento AyNAyN...NA, = ﬂ A; ocorre se todos os A;s ocorrerem.
i=1
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Definicao 2.2.5. Dois eventos A e B sao mutuamente excludentes se AN B = ().

Definicao 2.2.6. Se tivermos n eventos Ay, As, ..., A, mutuamente excludentes, isto
é, se AiNA; =0, para todo i # j e se Ay UA, U...UA, = Q, dizemos que esses

eventos formam uma particao de 2.

Segundo Meyer [5], para os eventos A, B, C' de um espago amostral €2, sdo validas

ainda as seguintes propriedades:
i) AUB=BUA
i) AuU(BUC)=(AuB)UC
iii) ANB=BnNA
iv) An(BNC)=(AnB)nC
v) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
vi) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
vii) A— B=AnB"
viil) AUD=A
ix) AUQ =0
x) (AUB)¢ = AN B¢
xi) (AN B)Y = AU B¢

Para experimentos aleatorios, existe sempre uma incerteza sobre a ocorréncia ou nao
de um determinado evento. Para medir esta chance ou probabilidade com a qual se
pode esperar que um evento ocorra, é conveniente atribuir um ntumero entre 0 e 1
(0% e 100%). Quando existe uma certeza de que o evento acontecera, ¢ dado que a
probabilidade é 1 (100%). Quando existe uma certeza de que o evento néo acontecera,
¢ dado que a probabilidade ¢ 0 (0%)

Segundo Spiegel [6] existem dois procedimentos importantes por meio dos quais
podemos estimar a probabilidade de um evento: a abordagem cléssica e a abordagem

frequentista.Para alguns exemplos [8].
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e Abordagem Classica: Se um evento pode ocorrer de h maneiras diferentes em
um nimero total de n maneiras possiveis, todas elas igualmente provaveis, entao

h
a probabilidade do evento é —
n

e Abordagem Frequentista: Se apos n repetigoes de um experimento, onde n
é um numero muito grande, é observado que um evento ocorre eventos em n

h
destas repetigdes, entao a probabilidade do evento é proxima a — (Probabilidade
n

Empirica do Evento)

Definicao 2.2.7. Dado um experimento aleatdrio, sendo €2 o seu espaco amostral,
vamos admitir que todos os elementos de €2 tenham a mesma chance de acontecer, ou
seja, que €2 € um conjunto equiprovdavel. Definimos probabilidade de um evento A C )

ao numero real P(A), tal que:
_ A

P(A) = Q

Defini¢ao 2.2.8. Uma probabilidade € uma fungao P : F — [0;1] que satisfaz:

A1) 0< P(A) <1,V A€ F;

A2) P(Q) =1;
A8) Aditividade enumerdvel: para qualquer sequéncia Ay, As, ... € F de eventos dois
a dois mutuamente exclusivos,isto €, A;NA; =0 sei # j, P (U) = Z P(A;).
n=1 i=1

Definigao 2.2.9. Sejam A e B dois eventos tais que P(A) > 0. Denota-se por P(B|A)
a probabilidade de B dado que ocorreu A. Como € conhecido que A ocorreu, este se

torna um novo espaco amostral, substituindo o original espago 2 . Dai

P(ANB)

P(BIA) = =5

ou
P(ANnB)=P(A)- P(B|A)
Teorema 2.2.1. Para quaisquer trés eventos Ay, Ay, A3, tem-se
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O resultado é facilmente generalizado para n eventos:

P (ﬂ Ai> = P(A;) - P(A3|Ay) - P(A3]A N Ay) - .- P(A|A N Ay .. N Apy)
=1

VAl,A27...,An€F,n:1,2,3,...

Definigao 2.2.10. Se P(B|A) = P(B), isto é, a probabilidade de B ocorrer ndo é
afetada pela ocorréncia ou nao de A, entao diz-se que A e B sao eventos independentes.
Isto é:

P(ANB)= P(A).P(B).

De forma reciproca, se P(AN B) = P(A).P(B) vale, entio A e B sao independentes.
Dizemos que trés eventos Ay, Ay, A3 sao independentes se eles sao independentes aos
pares, ou seja: P(A; N Ay) = P(A;).P(Aj) j#k ,com j k=123 e:

P(A, N Ay N A3) = P(A,) - P(Ay) - P(As).

O teorema a seguir é bastante util em situacoes em que o experimento possa ser

repartido em etapas:

Teorema 2.2.2. (Teorema da Probabilidade Total) Sejam Ay, As, ..., A, uma parti¢ao
de 2, com P(A;) > 0, para todo i, isto €, Ay, Ay, ..., A, € uma familia de eventos
mutuamente exclusivos, cuja reuniao completa todo o espago amostral e dos quais, em
cada experiéncia, um e somente um deles ocorre. Entao, para cada evento B de (1,

tem-se

P(B) = i P(B|4;) - P(A).
Demonstracdo. )
P(B)=P(BNA)+PBNA)+...+ P(BNA,)
P(B) = P(B|A,) - P(Ay) + P(B|As) - P(A3) + ...+ P(B|A,) - P(Ay)

P(B) =) _ P(B|4;) - P(4))
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Em alguns casos, a probabilidade procurada nao é a posteriori, ou seja, o que
interessa nao ¢ P(B|A), mas sim a probabilidade a priori P(A|B). Sendo P(B) > 0,

podemos inverter a probabilidade condicional, na seguinte forma:

P(4; N B) P(B|A;) - P(A) .
P(A;|B) = PE) Z?zlP(BlAi)-P(Ai)’Z =1,2,3,...,n.

Desta forma, enuncia-se o Teorema de Bayes:

Teorema 2.2.3. (Teorema de Bayes): Sendo Ay, As, ..., A, partigées de 2, com P(A;) >
0 para todo i, e B um evento de Q0 com P(B) > 0, entao

_ P(B|A;) - P(A) .
P(A;|B) = s P(B]Ai)-P(Ai)’Z =1,2,3,...,n.

2.3 Analise Combinatoria

A Analise Combinatoéria nao se ocupa apenas com a contagem de elementos. Mui-
tas vezes, o que se deseja é determinar a existéncia ou nao de conjuntos satisfazendo a
certas propriedades. Uma ferramenta simples para resolver estes problemas é o princi-
pio das gavetas de Dirichlet. Peter Gustav Lejenne Dirichlet (1805-1859) matematico

alemao, para saber mais e ver alguns exemplos [9].

Principio 2.3.1. (Principio das gavetas de Dirichlet) Se n objetos forem colocados,

em no mdximo, n-1 gavetas pelo menos uma delas conterd pelo menos dois objetos.

Demonstragao. (Prova por absurdo) Se cada uma das gavetas contiver, no maximo,
um objeto, o nimero total de objetos nelas colocados sera, no maximo n - 1, o que é

uma contradigao. O]

Em muitos experimentos, o nimero de eventos do espaco amostral em questao
nao é muito grande, o que permite a contagem direta dos pontos necessarios para o
calculo de probabilidades, porém, em certos experimentos, a contagem direta se torna
impraticavel. Nestes casos, aprende-se desde o ensino fundamental, algumas nocgoes
de Analise Combinatoéria, também chamado de Método Sofisticado de Contagem, por

alguns autores como Spiegel [6].

Definicao 2.3.1. (Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou Principio Multipli-

cativo): Suponha uma sequéncia formada por i elementos ai;assas;...;a;), em que
) y U3, ) )
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e ay pode ser escolhido de ny maneiras distintas ;
® ay pode ser escolhido de ny maneiras distintas;
e a3 pode ser escolhido de ng maneiras distintas;
® assim sucessivamente.

e a; pode ser escolhido de n; maneiras distintas;

® ¢ que o numero de escolhas numa etapa nao pode ser influenciada por escolhas

anteriores.
Entao, o nimero de possibilidades para construir a sequéncia (ay;as;ag;...;a;) €:
ny-ng-n3-... -n;. Sequndo lezzi [7], este resultado serve de base para vdrios problemas

de contagem.

Na resolugao de problemas de contagem utilizando o PFC, frequentemente aparecem
multiplicagoes envolvendo ntimeros naturais consecutivos, como por exemplo, 5-4-3-2-1.
Nestes casos é possivel representar estas multiplicagoes de uma forma mais resumida,

através do Fatorial de um namero natural, definicao apresentada a seguir.

Definigao 2.3.2. (Fatorial) Dado um nimero natural n, define-se o fatorial de n,
denotando-se por n!, a relagion! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 paran > 2. Caso

n=1, tem-sel!=1¢e sen =0, tem-se 0! = 1.

Proposicao 2.3.1. (Principio Aditivo das Partes Disjuntas) Se A, Ay, ..., A; sao

conjuntos 2 a 2 disjuntos, entao:

Jal=>" 1Al
=1 i=1

O principio fundamental da contagem (PFC) é a técnica mais utilizada nos pro-
blemas de contagem, porém, em alguns casos, este, sozinho, nao se torna suficiente.
No ensino médio, estuda-se trés diferentes maneiras de agrupamentos simples, ou seja,
agrupamentos de k elementos distintos escolhidos em conjuntos de n elementos: per-

mutagoes, arranjos e combinagoes. [10]

Definigao 2.3.3. (Permutagao) Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-
se permutagao desses n elementos todo agrupamento ordenado (sequéncia) formado por

n elementos.
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Proposicao 2.3.2. Denota-se Permutagao por P,, que calcula-se através da formula
P, =nl.

Demonstragcao. Sejam n elementos distintos e P, o nimero de permutacoes possiveis
desses n elementos. Para encontrar o numero de sequéncias formadas por esses n

elementos, procede-se da seguinte forma:

e Escolhe o primeiro termo da sequéncia dentre os n elementos, ou seja, tem-se n

possibilidades de escolha para o primeiro termo da sequéncia.

e Escolhe o segundo termo da sequéncia dentre os n—1 elementos que sobraram, ou
seja, tem-se n — 1 possibilidades de escolha para o segundo termo da sequéncia,

j& que nao se pode escolher o primeiro novamente.

e Definidos os dois primeiros termos da sequéncia, escolhe o terceiro termo da
sequéncia dentre os n — 2 elementos que sobraram, ou seja, tem-se n — 2 possibili-
dades de escolha para o segundo termo da sequéncia, ja que nao se pode escolher

o primeiro e o segundo novamente.

e Definidos os n — 1 primeiros termos da sequéncia, o termo que ocupa a ultima
posigao da sequéncia, s6 pode ser o Unico que sobrou, ou seja, fica determinado

de maneira tnica, assim, uma possibilidade de escolha.
Assim, pelo PFC, tem-se: P, =n-(n—1)-(n—2)-...-2-1=nl! O

Proposicao 2.3.3. (Arranjo) Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-
se arranjo desses n elementos, tomados k a k (com k < n) qualquer agrupamento
ordenado de k elementos distintos escolhidos entre os n existentes. Denota-se por

Ani, € calcula-se através da formula

Demonstragao. Sejam n elementos distintos e A, o ntimero de arranjos desses ele-

mentos tomados k a k. Usando novamente o PFC, tem-se:

e Escolhe o primeiro termo da sequéncia dentre os n elementos, ou seja, tem-se n

possibilidades de escolha para o primeiro termo da sequéncia.
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e Escolhe o segundo termo da sequéncia dentre os n—1 elementos que sobraram, ou
seja, tem-se n — 1 possibilidades de escolha para o segundo termo da sequéncia,

j& que nao se pode escolher o primeiro novamente.

e Definidos os dois primeiros termos da sequéncia, escolhe o terceiro termo da
sequéncia dentre os n — 2 elementos que sobraram, ou seja, tem-se ng possibili-
dades de escolha para o segundo termo da sequéncia, ja que nao se pode escolher

o primeiro e o segundo novamente.
e Assim sucessivamente.

e Para escolher o K-ésimo termo, a partir das k — 1 escolhas anteriores, tem-se que

sobraram n — (k — 1) elementos, ou seja, n — k 4+ 1 elementos.
Assim, pelo P.F.C., tem-se:
App=n-n—1)-(n—2)-...(n—k+1) (1)

Mas, multiplicando (1) por (n —k)!=(n—k)-(n—k+1)-...-2-1 tem-se:

4 - n-(n—=1)-n—-2)-...(n—k+1)-n—k)-(n—k+1)-...-2-1
ke n—k)-(n—k+1)-...-2-1

(2)
O

Problemas que envolvem contagem de arranjos podem ser resolvidos pela formula

(2). Para mais informagoes [10].

Proposigao 2.3.4. (Combinagao) Dado um conjunto com n elementos distintos, chama-
se combinacao dos n elementos, tomados k a k (com k < n) qualquer subconjunto de

k elementos distintos escolhidos entre os n existentes. Denota-se por Ci., ou (:), €
|
n!

(n—k)! k"

Demonstragao. Sejam n elementos distintos de um conjunto e C,,;, 0 nimero de com-

calcula-se através da formula C,., =

binagoes possiveis desses n elementos.

e Com o PFC, conta-se o niimero de arranjos formados por k elementos distintos,

escolhidos dentre os n elementos:

n-n—1)-n—=2)-...-[n—(k—1)] = Ap.
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e Com o PFC, conta-se o niimero de sequéncias distintas que podem ser formadas

com os k elementos escolhidos:

ko(k—1)-(k—2)-...-2-1=P, = k!

e Como toda e qualquer permutacao dos elementos de uma sequéncia, da origem a

uma Unica combinagao, o numero de combinacoes dos n elementos tomados £ a

ké A A
_ n;k _ n;k
Crnie 2 k!

Aplicando a férmula para arranjo, tem-se que

n!
(n—k)! n!
Cn- — =
* P, (n—k)! - k!
n
Propriedade 2.3.1. (Igualdade de combinacoes complementares) C,.x, = Chpp—k.-
Demonstracao.
C n!
SRR (n— k)
n!
Chr =
T (= k) K
n!
Ch.
=k - (- k)
Cn;k = Cn;n—k
O

Segundo Dante [11], existem também, alguns agrupamentos que nao sao simples,

ou seja, agrupamentos formados por elementos repetidos.

Proposicao 2.3.5. (Permutagoes com Repetigao) Dado um conjunto com n elementos
dos quais x1 sao de um tipo, xo de outro, x3 de outro, e assim por diante até xy, de outro
tipo com x1+xo+x3+. . .+xK = n, chama-se permutagcao com repeticao dessesn elemen-

tos todo agrupamento ordenado (sequéncia), formado por estes n elementos. Denota-se
n!

por Prit2-Tk - que calcula-se através da formula Prvv?i = .
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Justificativa: Se temos x; elementos iguais, as permutagoes entre estes nao pro-
duzem um novo anagrama. Se temos z elementos iguais, as permutacoes entre estes
também nao produzem um novo anagrama, e assim por diante até z; elementos iguais.

Por isso divide-se n! por x1! - xo! - ... - xp!

Proposicao 2.3.6. (Permutagoes circulares) O nimero de maneiras de colocar n ele-
mentos em circulo, de maneira que disposi¢oes adquiridas por rotacoes sejam conside-

radas iguais sao permutagoes circulares. Sequndo Lima [12], denota-se por (PC),, que

calcula-se através da formula (PC), = o (n— 1)L
n

3 Instrumentos Pedagobgicos

3.1 Planilha Eletronica

A planilha eletrénica é uma poderosa ferramenta pedagogica. Ela desperta a criativi-
dade dos alunos e promove a autonomia, caracteristicas que possibilitam um avanco
no estudo e aprendizagem de matematica. Com a interatividade e as respostas dina-
micas, os alunos conseguem comparar resultados e manipular situacoes que fortalecem
as cognicoes necessarias para seu desenvolvimento.

Os recursos disponiveis nas planilhas eletronicas possibilitam diversas aplicagoes no
ensino de Matematica, dentre eles destacam-se, a manipulacao e operagoes com grandes
quantidades de dados numeéricos; a articulacao entre diversas formas de representacao;
as ferramentas logicas e as ferramentas estatisticas.

A planilha eletrénica como recurso didatico favorece o ensino de Matematica prin-
cipalmente relacionados com : simbologia algébrica, equagoes, fungoes e tratamento da
informacao.

A utilizacao das planilhas eletronicas possibilita que os alunos pensem criticamente
e de maneira heuristica permite que eles desenvolvam e testem suas proprias hipoteses.
Nas atividades que envolvem a modelagem matematica, com a planilha eletroénica o
professor pode organizar atividades experimentais que envolvam a coleta e manipulagao
de dados. As atividades de modelagem promovem a exploracao interativa dindmica e
aberta de conceitos matematicos.

A planilha eletrénica permite ir além do que pode ser feito usando lapis e papel,

dando aos professores e alunos uma oportunidade para descobrir conceitos mateméticos
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em um ambiente de laboratorio. Neste contexto, a modelagem matematica feita com a
ajuda de planilhas leva o aluno a fazer conexoes entre nimeros, algebra e representagoes

graficas de fenémenos do mundo real. [13] e [14].

As planilhas constroem uma ponte ideal entre a Aritmética e a Algebra
e permitem que os estudantes transitem livremente entre os dois mundos.
Os alunos procuram padroes, constroem expressoes algébricas, generalizam
conceitos, justificam conjecturas e estabelecem a equivaléncia entre dois
modelos como uma necessidade intrinseca e significativa, em vez de uma

exigéncia arbitraria colocada pelo professor. [15].

Neste trabalho, com poucos recursos da planilha eletronica, foi possivel determinar
e manipular todo o espago amostral, as informacoes empregadas na planilha foram
extraidas de situagoes concretas, coletadas pelos proprios alunos. Sem a utilizagao da
planilha eletronica essa tarefa seria completamente inviavel, com criatividade e teimosia
foi possivel chegar aos resultados desejados, algumas etapas do tratamento dos dados

foram apresentadas em tabelas para deixar a planilha com aspecto amigavel e didatico.

3.2 Jogos e desafios

Os pré-requisitos para o ensino de um novo contetido podem criar uma barreira entre
os alunos e o completo aprendizado, em alguns casos o professor de Matematica tenta
ensinar como se nao houvesse pré-requisitos, isso pode limitar o conteido a ser assi-
milado e esse fica percebido pelo aluno de maneira desconexa e sem utilidade. Com
a utilizacao de um recurso pedagbgico como o jogo, é possivel fazer uma abordagem
mais envolvente e os pré-requisitos sao mostrados nas entrelinhas, cria-se um melhor
envolvimento que fica convertido em tolerancia para mais explicagoes. Muitos alunos
necessitam de um motivo concreto para aceitar o envolvimento com novos contetidos,

os jogos podem fazer essa ponte de maneira eficiente.

O impacto da tecnologia na vida de cada individuo vai exigir competéncias
que vao além do simples lidar com as maquinas. A velocidade do surgi-
mento e renovagao de saberes e de formas de fazer em todas as atividades
humanas tornarao rapidamente ultrapassadas a maior parte das compe-

téncias adquiridas por uma pessoa ao inicio de sua vida profissional. O
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trabalho ganha entao uma nova exigéncia, que é a de aprender continua-
mente em um processo nao mais solitario. O individuo, imerso em um mar
de informacoes, se liga a outras pessoas, que, juntas, complementar-se-ao
em um exercicio coletivo de memoria, imaginagao, percepgao, raciocinios e
competéncias para a producao e transmissao de conhecimentos. Esse im-
pacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o computador,
exigira do ensino de Matematica um redirecionamento sob uma perspectiva
curricular que favoreca o desenvolvimento de habilidades e procedimentos
com os quais o individuo possa se reconhecer e se orientar nesse mundo do
conhecimento em constante movimento. Para isso, habilidades como sele-
cionar informacoes, analisar as informagoes obtidas e, a partir disso, tomar
decisbes exigirao linguagem, procedimentos e formas de pensar mateméti-
cos que devem ser desenvolvidos ao longo do Ensino Médio, bem como a
capacidade de avaliar limites, possibilidades e adequagao das tecnologias

em diferentes situagoes. (BRASIL, 2000, p.41).

Os jovens e criangas envolvidos ampliam seus horizontes e percebem, nos jogos ma-
tematicos, novas perspectivas de aprendizagem, promovendo a permanéncia e o bom
desempenho na escola, contribuindo para a melhoria da qualidade de vida. Além disso,
estimula o respeito as diferencas e a tolerancia para a diversidade, visando que no
futuro os envolvidos se tornem adultos flexiveis, tanto com os outros quanto consigo
mesmos. A escola é uma instituigdo capaz de favorecer a inclusao social. O desen-
volvimento do projeto neste ambiente contribui neste sentido, funcionando como um
motor de transformacgao social e de desenvolvimento pessoal. Ademais, outro aspecto
importante do projeto é o de inserir os envolvidos em um processo de formacao de
cidadaos conscientes a respeito do meio ambiente. Varios jogos sao confeccionados a
partir de materiais reciclaveis e sementes. Esta abordagem possibilita o acesso de todos

aos jogos e dissemina a importancia da reciclagem para a preservagao da natureza.[16].

"A agao gera conhecimento, que é a capacidade de explicar, de lidar, de

manejar, de entender a realidade [...]."[17].

A Matematica sempre apresenta grandes desafios ao professor em sua realidade
de sala de aula. Os processos de ensino e de aprendizagem sao bastante dinamicos e
pedem uma postura sempre investigadora, ou inovadora do docente e do estudante.
Um tema largamente discutido é como deixar as aulas de Matemaéatica mais atraen-

tes e interessantes por parte dos estudantes. Outro é o conhecimento de diferentes
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estratégias e metodologias para abordagem dos contetidos propostos. A utilizagao de
jogos no contexto do ensino e da aprendizagem da Matemética pode representar uma
interessante e eficiente ferramenta lidica, onde os espagos em que atuam docentes e
estudantes contam com interatividade, parcerias, trabalhos em grupos ou individuais,
com o desenvolvimento de estratégias, com o uso de defini¢oes e de raciocinios logicos,
dentre outros componentes da formacao desses estudantes. Neste espaco é possivel
ver o aluno em acao, observa-lo como agente ativo de sua aprendizagem, onde pode
manipular objetos concretos, explicar seus métodos e construir conhecimento.

Com as realizagoes de Oficinas de jogos Matematicos, Jhoene[18| e Rosangela[19]
relatam suas experiéncias com resultados positivos em relagao ao uso de jogos como
um recurso didéatico. Nas aulas realizadas com o jogo Cubos Prisioneiros vivenciamos
as mesmas satisfacoes. Com isso defendemos o uso dos jogos como recurso didatico
valioso em sala de aula, no entanto salientamos que é necesséario ao professor enten-
der que um bom planejamento e objetivos bem definidos sao essenciais para o uso
deste recurso com bom aproveitamento. Além do mais, o ambiente de realizacao das
atividades deve favorecer as discussoes e a interatividade, estando munido de condi-
¢Oes necessarias para que as atividades sejam aplicadas de forma estimulante. Outra
observacgao ¢ nao entender as atividades envolvendo os jogos como simples momentos
de brincadeiras. Claramente, as brincadeiras e a aprendizagem se misturam em algu-
mas atividades ladicas, sobretudo aquelas envolvendo jogos, e sabemos que é possivel
construir conhecimento brincando, mas o equilibrio entre brincadeira e aprendizado é
importante, neste caso devem estar associados. O jogo vai além da brincadeira, que na

maioria das vezes é feita de forma despretensiosa, sem objetivos especificos.

4 O Jogo Cubos Prisioneiros

Neste capitulo o jogo Cubos Prisioneiros sera apresentado, sua versao comercial é
confeccionada em madeira, trata-se de um objeto bonito, envolvente, curioso e gostoso
de manusear. Durantes as aula os alunos ficam pedindo para ficar segurando o jogo
durante as explica¢oes e manifestam admiracao pelo objeto. Na Figura 1 tem-se a foto
de um kit do jogo Cubos Prisioneiros feito em madeira.

O jogo Cubos prisioneiros consiste em um estojo todo furado, onde sao colocados
quatro cubos um ao lado do outro. Na Figura 2 temos dois estojos de dois jogos.

Os cubos tém suas faces coloridas. Os quatro cubos somam 24 faces que podem
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Figura 2: Estojos de dois jogos

apresentar uma das quatro possibilidades de cores. Na Figura 3 temos dois kits de

quatro cubos.

Figura 3: Cubos de dois Kits de jogo

Colocando os cubos lado a lado, observam-se sequéncias de quatro faces adjacentes,
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uma de cada cubo. Fixadas as posi¢oes dos cubos no estojo, ficam determinadas quatro
sequéncias de quatro cores. O sucesso do jogo consiste em obter quatro cores diferentes
em cada uma das sequéncias. Ou seja nao pode ficar cores repetidas em nenhuma das
quatro laterais do estojo, em cada lateral ficam visiveis quatro cores, sendo uma de
cada cubo. Duas faces de cada cubo ficam escondidas, nao participando das solugoes.
Na Figura 4 sao mostradas duas das laterais do estojo com cores que nao se repetem,

isso deve ocorrer nas quatro laterais.

Figura 4: Sequéncia desejada vista em duas das laterais do estojo

Este jogo é simples de se jogar e relativamente dificil de se obter sucesso na sua
solugao. E um jogo envolvente, instigante e pode ser utilizado para exercitar o raciocinio
logico. Pode ser manipulado para nao ser possivel obter o sucesso ou ainda para ser de

facil solucao.

5 Proposta da aula

5.1 Apresentacao do jogo e da solugao do desafio

No primeiro momento o jogo é apresentado aos alunos e também qual é o objetivo.
Durante as aulas. Neste momento alguns alunos pediram para tentar solucionar o desa-
fio. O envolvimento comega e todos querem jogar, muitos ficam procurando a solugoes
por tentativas e percebem que sera dificil conseguir sem uma estratégia. Em algu-
mas aulas foram entregues aos alunos alguns exemplares sem solugoes, isso possibilitou
muito envolvimento dos alunos ao ser levantado a suspeita de que poderia nao existir
a possibilidade de uma resposta. Neste trabalho essas possibilidades serao discutidas

na Segao 9.
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5.2 Proposta de construcao de uma réplica do jogo

Na tentativa de solucionar o problema de nao ter um exemplar do jogo para cada
aluno, um segundo momento ¢é a apresentacao de uma réplica do jogo feita de materiais
reaproveitados. Uma proposta simples e bem acessivel é a confec¢ao de cubos de isopor
e no lugar do estojo a utilizacao de um espetinho de madeira. Na Figura 5 temos a
imagem de um jogo feito desta maneira. Durante as aulas esta confeccao dos objetos
tornou-se envolvente e proveitosa, possibilitou aos alunos desenvolverem habilidades
manuais, senso de coletividade e socializacao.Assim a tentativa de levantar recursos
para providenciar jogos de madeiras para todos alunos foi substituida pela realizacoes

de momentos de construgoes dos jogos.

Figura 5: Replica do jogo feito com isopor e espetinho de madeira

A vontade de jogar captura a atencao da maioria dos alunos e a possibilidade de

construir um jogo e levar ele para sua casa torna a aula bem envolvente e produtiva.

5.3 Primeiros questionamentos
Sao levantadas questoes sobre o jogo. Algumas questoes relevantes sao:

e Sera que tem como provar que a solucao procurada existe?

36



e (Quantas sao as possibilidades?
e 56 tentativa e erro sao as Gnicas maneiras para resolver este jogo.

e Sera possivel o aluno escolher as cores das faces e uma planilha eletréonica mostrar

quais sao as solugoes caso existam?

5.4 Proposta de um método que resolve o jogo com qualquer

cores nas faces

Neste terceiro momento é apresentado aos alunos que é possivel criar um codigo
para as cores. O problema passa a ser abordado de maneira sistematizada. Para isso,
durante as aulas, demonstramos como utilizar algumas ferramentas matematicas para
converter as possibilidades em codigos. Eles sao manipulados e convertidos em niimeros
primos. Com o mapeamento dos codigos,ficamos diante de um grande espago amostral
que seré filtrado de maneira que a solucao seja reconhecida ou tenha sua inexisténcia
assegurada. Neste momento ¢ importante criar uma sequéncia gradual de explicagoes,
assim algumas informacgoes devem ficar bem entendidas para que os alunos possam
compreender o jogo através de nimeros e codigos. Neste trabalho isso seré feito nas

secoes seguintes.

5.5 Detalhamento dos quatro cubos

Sao muitas as possibilidades de utilizagao deste jogo associado ao ensino de matema-
tica. E uma grande oportunidade de discutir planificacao dos cubos, suas possibilidades
de rotacao e as sequéncias que eles criam em cada posicao. Ainda é possivel propor
uma variagao do jogo trocando as cores por outras caracteristicas.

Uma exploracao simplista do jogo em uma aula de matemética, poderia ser, a
contagem das possibilidades de tentativas que camuflam as solugoes. O niimero méaximo
de possibilidade é

24 x 24 x 24 x 24 x 24 = 7.962.624.

Fixando cada cubo em uma mesma posicao do estojo, vamos reduzir a quantidade
de possibilidades para
24 x 24 x 24 x 24 = 331.776.
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Na Figura 6 esta ilustrado um cubo girando de seis maneiras distintas. Estas figuras
podem auxiliar os alunos na compreensao da necessidade de avaliar as possibilidades

para cada eixo escolhido.

Figura 6: Cubo com possibilidades de giros em todos os possiveis sentidos

5.6 Filtrar possibilidades e resolver um dos muitos desafios

Uma exploracao mais elaborada do jogo, em uma aula de matemaética, poderia ser a
filtragem das possibilidades nao desejadas, reduzindo o espag¢o amostral, possibilitando
a descoberta das posi¢oes dos cubos que evidenciam o sucesso. Isso é possivel com
a utilizagao de codigos para as cores e avaliacao dos dados gerados pelos codigos,
estes vao ser selecionados de forma que seja possivel excluir repetidas vezes os casos
indesejados até ficar com um espaco amostral reduzido que permita perceber facilmente

a ocorréncia do sucesso desejado.

5.7 Apresentagcao de um método que resolve o jogo com quais-

quer cores nas faces

Uma exploragao sofisticada para este jogo em uma aula de matemaética seria a dis-
cussao de um caso geral. O aluno poderia, por exemplo, escolher as cores de cada face
e o professor dizer se ha possibilidades de sucesso, quantas e quais sao elas e ainda
quais sao as posicoes que cada cubo deveria ocupar para o sucesso.

Na busca de uma boa utilizacao do jogo na sala de aula, vamos obter muitos
niveis de percepcoes. Isso depende diretamente da capacidade individual do aluno e

ainda do interesse que este vai manifestar diante do desafio.
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Escolhida uma abordagem ela nao exclui outra por completo, elas se complemen-
tam. A abordagem mais geral abriga as demais e da liberdade para o aluno ousar
em propor situacoes, isso possibilita ao professor mostrar respostas e dar seguranca
ao aluno. Este jogo proporciona um grande envolvimento. Ao ser utilizado, estimula
muitas atitudes necessarias e desejadas para o ensino de ciéncias e neste trabalho es-
pecificamente a matemaética.

Um fator determinante para uma boa utilizacao desse recurso didatico é a es-
tratégia de apresentacao das atitudes que serao tomadas para se chegar & resposta

procurada.

6 Criacao de um cédigo e mapeamentos

Neste trabalho vamos buscar a solucao de um caso geral no qual o aluno podera
escolher as cores das faces dos cubos, e nos, com a utilizacao de uma planilha eletrénica
vamos mapear todas as possibilidades de sequéncias de cores nas quatro laterais do
estojo e vamos encontrar nesse conjunto de possibilidades quais sao as desejadas.

Para inserir na planilha essas cores e mapear as possiveis solucoes, criamos alguns
codigos que possibilitaram uma facil identificagao das sequéncias de cores e ainda en-
contrar as quatro sequéncias desejadas nas laterais do estojo.

Os alunos demonstram muito interesse nesses codigos, ficam surpresos e satisfeitos.
Rapidamente eles compreendem a ideia central e comecam a ficar envolvidos com a

proposta da aula.

6.1 Cobdigo das Cores

Vamos associar a cada uma das quatro cores um dos valores: 1, 10, 100, 1000.
e vermelho = 1.
e amarelo = 10.
e verde = 100.

e azul = 1000.
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Vamos somar os valores das cores que ficam nas laterais do estojo. Os ntimeros
obtidos vao evidenciar quais quatro cores existem na sequéncia avaliada em cada lateral.
Esses ntimeros nao diferenciam em que ordem as cores se encontram na lateral do estojo,
eles vao evidenciar quantas e quais cores estao em cada lateral do estojo.

Na Figura 7 temos exemplos de niimeros que evidenciam facilmente as cores da

suposta lateral do estojo.

8 T

. o . &
1 [ 0 | 4000 18 1012
2 [ 0 | 3100 19 [ 0| 1003
3 [ 1| 3010 20 [ 0 | 400
a 0| 2200 21 310
5 &1 2110 22 [ 0 | 301
6 0 | 2101 23 [ 2] 220
7 [ 2 | 2020 24 211
8 EW 2011 25 [ 0| 202
9 [ 0 | 2002 26 (3 130
10 [ 0 | 1300 27 121
11 Bl 1210 28 112
12 o B 1201 29 [0 103
13 E3 1120 30 4| 40
14 1B 1111 31 E7 31
15 (o B 1102 32 El 22
16 = 1030 33 13
17 = 1021 34 [ 0| 4

Figura 7: 34 valores (ntimeros) possiveis com os codigos das cores, cada namero evi-

dencia quais e quantas sao as cores que estao presentes na lateral do estojo

40



Esses nimeros sao bastante particulares, o menor deles é 4 e o maior é 4000. A
soma de seus digitos sempre da como resultado o valor 4. O ntmero 1111 é o que indica
que na lateral nao tem repetigao de cor. Buscamos na planilha a ocorréncia do niimero
1111 nas quatro laterais do estojo. A maneira como isso seré feito, motiva os alunos
a estudar matemaética, o momento que o Teorema Fundamental da Aritmética aparece

como auxilio na solugao do desafio.
Teorema Fundamental da Aritmética:

Na secao 2.1, Teorema 1, vimos que todo niimero natural maior do que 1, ou é
primo, ou se escreve de modo tnico (a menos da ordem dos fatores) como um produto

de niimeros primos.

Como estamos procurando o ntmero 1111, quatro vezes, em um primeiro momento
os alunos podem ser levados a acreditar que o valor 4444, seria um bom candidato para

representar esta facanha. Isso pode ser facilmente descartado, observe um exemplo:

Os valores 1111, 1111, 1201 e 1021 somados vao dar como resultado o valor 4444, e

fica evidente que nao ocorrera o desejado 1111 em todas as quatro faces.

Como 1111 pode ser escrito como: 101 x 11, o Teorema Fundamental da Aritmética

nos garante a unicidade.

Na planilha vamos dividir nossos ntimeros especiais por 101 e no lugar de procurar
1111, vamos procurar o nimero 11. Este s6 vai aparecer quando aparecer o 1111
evitando a compensagao que ocorreu no exemplo dos quatro valores (1111, 1111, 1201
e 1021). Agora temos quatro nimeros 11 para serem encontrados, isso sera conseguido
pelo ntimero 14641, ele ¢ 11 x 11 x 11 x 11. Por se tratar do produto de quatro niimeros

primos, mais uma vez o Teorema Fundamental da Aritmética nos garante a unicidade.

6.2 Codigo dos eixos e seus sentidos de rotacao

Tomando os quatro cubos, vamos escolher um cubo para ser o primeiro, um cubo
para ser o segundo, um cubo para ser o terceiro e o ultimo para ser o quarto. Eles
ficaram identificados por: ¢q, co, c3 e ¢4, conforme Figura 8. Essa apresenta um cubo,
de um kit de um jogo confeccionado pelos alunos. Para representar os eixos foram

utilizados trés espetinhos de madeiras.
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Figura 8: Trés eixos (dois sentidos para cada eixo)

Estes eixos serao identificados por: ey, es e e3. Cada eixo perfura as faces que ficam
escondidas quando o cubo é colocado no estojo, desta forma cada eixo determina as
quatro faces que vao aparecer em cada uma das laterais do estojo para cada cubo. Na
Figura 9 temos um eixo escolhido e as quatro faces que vao aparecer no estojo estao

representadas em um papel que sera planificado.

Figura 9: Planificacao da lateral do cubo
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Essa sequéncia de 4 cores, vai ficar na planilha na direcao vertical. Como vamos
fazer o mesmo para os quatro cubos, teremos quatro colunas de quatro cores na hori-
zontal o que permite observar quatro cores em cada linha Essas cores representam a
lateral do estojo. Na na Figura 10 esta representado as quatro faces de um cubo ao
ser escolhido um eixo (ao ser escolhidas as duas faces que nao ficam nas laterais do

estojo).

Figura 10: Eixo com cubo abrindo

Ao escolher um eixo que passa por duas faces opostas estaremos disponibilizando
quatro cores que vao aparecer no estojo, a Figura 11 representa essa situagao com um

cubo planificado, onde esta escrito coédigos para diferenciar as faces.

A Al
E11! B1| F1 Passando o eixo B1
pelas faces E1 e F1
1 teremos chm[.} um cA1
— caso possivel:
D1 D1

Figura 11: Quatro cores que aparecem para cada cubo

Para ficar registrado o endereco de qual eixo esta sendo utilizado e em qual sentido
o cubo esté sendo girado, vamos adortar alguns coédigos que na planilha ficarao sobre
a coluna das quatro cores de cada cubo. Na Figura 12 temos o primeiro caso da
planilha, depois de digitar as cores das faces na planilha, as letras sao automaticamente

substituidas pelos codigos das cores das faces.
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clela |c2ela |c3ela|cdela
Al A2 A3 |A4
Bl B2 B3 B4
o | c2 C3 |C4
D1 D2 D3 D4

Figura 12: Tabela que mostra um dos vérios casos, na vertical 4 cores de um cubo
escolhido um eixo que passa por duas faces que ficaram escondidas, na horizontal a
lateral do estojo onde aparece quatro faces, uma de cada cubo. Na parte superior os

codigos dos eixos

A seguir temos os codigos que serao utilizados para a identificacao do cubo , do

eixo e do sentido de rotagao.

6.3 Cobdigos dos seis casos, para os trés eixos com dois sentidos
cada, para o cubo 1
e clel = cubo 1 girando em torno do eixo 1 no primeiro sentido.
e clel* = cubo 1 girando em torno do eixo 1 no segundo sentido.
e cle2 = cubo 1 girando em torno do eixo 2 no primeiro sentido.
e cle2* = cubo 1 girando em torno do eixo 2 no segundo sentido.
e cle3 = cubo 1 girando em torno do eixo 3 no primeiro sentido..

e cled* = cubo 1 girando em torno do eixo 3 no segundo sentido.

Na Figura 13 serao evidenciadas as seis possibilidades de leitura das quatro faces
para um cubo ao ser selecionado um dos trés eixo. Para cada eixo selecionado existem
dois sentidos para a leitura das cores das faces. Em cada sentido escolhido as quatro
faces podem ser anotadas partindo de cada uma delas, isso vai gerar quatro possibili-

dades para cada sentido. Teremos assim oito possibilidades para cada eixo. Para cada
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cubo teremos um total de 24 possibilidades, resultantes dos 3 eixos com 8 possibilidades

cada.

Eixo 1: passando pela face verde.
Sentido de leitura das cores:
imagem da esquerda = C1e1

(do vermelho para o amarelo)
imagem da direira = Cle1*

(de amarelo para vermelho)

Eixo 2: passando pela face amarela.
Sentido de leitura das cores:
imagem da esquerda = C1e2

(do vermelho para o verde)

imagem da direira =C1e2*

(do verde para o vermelho)

Eixo 3: passando pela face vermelha.
Sentido de leitura das cores:

imagem da esquerda = C1e3

(do amarelo para verde)

imagem da direira=C1e3*

( do verde para o amarelo)

Figura 13: Trés possibilidades de eixos para cada cubo, dois sentidos para casa eixo,

quatro sequéncias de cores para cada sentido, 24 possibilidades para cada cubo

6.4 (Cobdigos dos seis casos, para os trés eixos com dois sentidos

cada, para o cubo 2
e c2el = cubo 2 girando em torno do eixo 1 no primeiro sentido.
e c2el* = cubo 2 girando em torno do eixo 1 no segundo sentido.

e c2e2 = cubo 2 girando em torno do eixo 2 no primeiro sentido.
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6.5

6.6

c2e2* = cubo 2 girando em torno do eixo 2 no segundo sentido.
c2e3 = cubo 2 girando em torno do eixo 3 no primeiro sentido.

c2e3* = cubo 2 girando em torno do eixo 3 no segundo sentido.

Codigos dos seis casos, para os trés eixos com dois sentidos
cada, para o cubo 3

c3el = cubo 3 girando em torno do eixo 1 no primeiro sentido.

c3el* = cubo 3 girando em torno do eixo 1 no segundo sentido.

c3e2 = cubo 3 girando em torno do eixo 2 no primeiro sentido.

c3e2* = cubo 3 girando em torno do eixo 2 no segundo sentido.

c3e3 = cubo 3 girando em torno do eixo 3 no primeiro sentido.

c3e3* = cubo 3 girando em torno do eixo 3 no segundo sentido.

Codigos dos seis casos, para os trés eixos com dois sentidos
cada, para o cubo 4

cdel = cubo 4 girando em torno do eixo 1 no primeiro sentido.

cdel* = cubo 4 girando em torno do eixo 1 no segundo sentido.

cde2 = cubo 4 girando em torno do eixo 2 no primeiro sentido.

cde2* = cubo 4 girando em torno do eixo 2 no segundo sentido.

cde3 = cubo 4 girando em torno do eixo 3 no primeiro sentido.

cde3* = cubo 4 girando em torno do eixo 3 no segundo sentido.
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6.7 Sequéncias para cada Cubo

Escolhido um cubo e um eixo em torno do qual ele vai girar, vamos mapear 8 sequén-
cias de 4 cores que se apresentard em nosso espago amostral. Como cada cubo tem trés
possiveis eixos e cada eixo nos leva a 8 possiveis sequéncias, teremos para cada cubo
24 possiveis sequéncias. Isso esta ilustrado nas Figuras 22 e 23 da Secao 8.

Ao planificar o cubo, vamos mapear as cores que ficam visiveis no estojo do jogo para
cada posicao que o cubo venha a ser colocado. Como recurso didatico, utilizaremos um
cubo de isopor com as faces coloridas e um espeto de madeira (espetinho de churrasco)
como o eixo. Na Figura 14 esta representada uma maneira que ajuda os alunos a
compreender em como ficam as representacoes dos eixos nas planificacoes dos cubos.
Espetando o cubo em duas faces opostas estaremos definindo um dos tés possiveis
eixos. Para cada eixo escolhido terremos 8 possibilidades de cores visiveis no estojo,
quatro possibilidades sao obtidas girando o cubo em um sentido e as outras quatro sao

obtidas ao girar o cubo no outro sentido.

Figura 14: Eixo-planificado

Na Figura 15 temos um cubo planificado e ao lado as 24 sequéncias de cores que ele
pode apresentar no estojo dependendo da maneira como ele é colocado. Esses casos sao
catalogados em oito sequéncias de cores para cada eixo. Em cada eixo pode se observar
quatro sequéncias para cada sentido de rotacao e cada sentido fica diferenciado por ter

nxn

ou nao um "*"escrito no final do codigo
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cubo 1 planificado

cubo 1
eixo2
etk cubo1
aixo 1" eixo 1
cubo 1
eixo3*
cubo 1
eixo2*

de cores para este exemplo

cubo 1

eixn3 <

RNt
B et
.-. clelc
Pl | BE
B cle2a* .... clela*
] | RS
-- clelc*
.... cleid”

cl1e2d
cle2b*

B c1e2p
...c1 g2c

.- I c1e2a
m

BB .c1e£c*
B B ctedr

ctesdd [N

B clesb
B ctesc

B Pctesa

-
B ciesa

_"E B EERm

Figura 15: Exemplo de um cubo 1 planificado com as faces coloridas, trés eixos com dois

sentidos representados no plano, ao lado os c6digos que representam as 24 possibilidades

6.8 Variaveis Observadas nos Cubos Planificados

A planificagao de cada cubo ficara reconhecida por seis valores que serao correspon-

valores que sao as variaveis na Figura 16.
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A1 A2 A3 A4
E1| B1| F1 E2| B2 | F2 E3| B3| F3 E4| B4 | F4
C1 Cc2 C3 o}

D1 D2 D3 D4

Figura 16: Representacao das 24 variaveis, nos cubos planificados

Cada face tera sua cor relacionada a um dos quatro ntimeros (1,10,100,1000) que
determinam as quatro cores do jogo. Identificada (ou escolhida) qual é a cor de cada
face, seus codigos serao digitados na planilha. Na Figura 17 esté representada a tabela

da planilha onde serao inseridos os codigos das cores.

Inicio Inserir Layout da Pagina Formulas Dados
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2 A2 B2 cz2 D2 E2 F2
3 A3 B3 S D3 B F3
4 Ad B4 c4 D4 E4 F4

Figura 17: Tabela da planilha onde as variaveis serao digitadas, em cada célula o

usuario digitara o coédigo correspondente a cor da face do cubo que esté identificada

6.9 As Variaveis do Caso Geral na Planilha

Resolver um caso geral da ao aluno a possibilidade de escolher as cores das faces dos
cubos. Depois de escolhidas as cores, com o auxilio da planilha, podemos verificar se
as escolhas conduzem a uma ou mais situagoes favoraveis. Isso sera exemplificado na
Secao 9.6.
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Cada cubo vai gerar 24 sequéncias de quatro cores. As orientagoes utilizadas sao as
que foram detalhadas na Se¢ao 6.7, definicao de trés eixos com dois sentidos de giro.
Para cada cubo teremos oito sequéncias, para cada eixo. Na planilha as sequéncias sao
montadas com as variaveis: Al, B1, C1, D1, E1, F1, A2, B2, C2, D2, E2, F2, A3, B3,
C3, D3, E3, F3, A4, B4, C4, D4, E4 e F4. Para os cubos 1 e 2, elas estao apresentadas
nas tabelas que se encontram nas Figuras 18 e 19. As tabelas preenchidas com as
variaveis (sem os codigos) podem ser utilizadas para discutir com os alunos a logica

utilizada para filtrar as solucoes.

cle2d cle2a® cle2d*

F1 3 c1 F1 AL
F1 a1 £l 1 1 F1 A1 E1
c1 F1 Al E1 Fl Al £l cl
3 c1 F1 Al Al E1 1 F1

| cteic | cledd | [ creds® cledc*

£ o1 Fa T D1 Fi B1 El
81 El D1 Fl Fl Bl El D1
F1 81 EL o1 81 | El D1 F1
01 Fl Bl £l £l m F1 B1

Figura 18: Tabela com as 24 combinagoes possiveis das 6 faces tomadas 4 4 4 para o
Cubo 1. As 24 possibilidades estao escritas de maneira literal, elas serao trocas pelos

codigos: 1, 10, 100 e 1000, de acordo com a respectiva cor de cada face
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t2ela | c2elb | clelc | c2eld c2ela® | c2elb” | c2elc” | c2eld*™
A2 D2 C2 B2 D2 c2 B2 A2
B2 A2 D2 C2 c2 B2 A2 D2

D2 2 B2 A2 A2 D2 2 B2
[eze2at ['e2b® | czezc” [ caeaat
E2

c2
F2

c2e3a” | 2
D2
F2
B2
[3)

Figura 19: Tabela com as 24 combinagoes possiveis das 6 faces tomadas 4 & 4 para o
Cubo 2. As 24 possibilidades estao escritas de maneira literal, elas serao trocas pelos

codigos: 1, 10, 100 e 1000, de acordo com a respectiva cor de cada face

Analogamente isso ocorrera para os cubos 3 e 4.

7 QOwutras maneiras de ver o cubo

7.1 Projecoes das faces escondidas

Na representacao deste jogo em um papel, os alunos sao colocados diante de uma
pequena dificuldade. Eles precisam representar as faces que ficam escondidas em um
desenho tridimensional. Uma maneira tradicional seria a projecao destas faces como

representado na Figura 20.
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Figura 20: Proje¢oes das faces escondidas

Uma parte muito proveitosa deste trabalho em sala de aula é a busca de maneiras
para representar as faces escondidas dos cubos. Na Figura 21 temos algumas ideias

que foram apresentadas aos alunos e tiveram boa aceitacao.

| smai

"

FACES DA FRENTE FACES DEPOIS DE GIRAR 1800

A1
[Elle i
C1)

PLANIFICADO TODAS AS FACES VISIVEIS

Figura 21: Maneiras de mostrar as faces escondidas
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8 Lobgica do Caso Geral na Planilha

8.1 Possibilidades

Cada um dos quatro cubos passam a ser representados por 24 sequéncias de quatro
cores, estas sequéncias sao retiradas das cores que estao em cada face de cada cubo,

coincidentemente sao 24 cores para os quatro cubos.

CUBO

r PLANIFICACAO \

o -

= FEE I=1

= D

=] [=]

Eli{} 1 EIXO 2 EIXO 3

P g N S

DESCE SOBE DESCE SOBE DESCE SOBE

LB POSSSIBILIDADES 8 POSSSIBILIDADES 8 PDSSSIBILIDADE?}

¥
24 POSSIBILIDADES
PARA CADA CUBO

Figura 22: Partindo de cada cubo podemos chegar em 24 possibilidades
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Denominando os cubos por cubo 1, cubo 2 , cubo 3 e cubo 4, reduziremos nosso
espago amostral em 24 vezes. Cada uma das 24 sequéncias do primeiro cubo sera
combinada com cada uma das 24 sequéncias do segundo cubo, com as 24 do terceiro
e com as 24 do quarto cubo, Figura 23. Isso totalizara: 24 x 24 x 24 x 24 = 331.776

possibilidades. Algumas possibilidades podem repetir.

cueoM CuBo 02 CUBO 03 CuUBO 04
24 PDSBIB{LIDADES 24 POS BIE!II‘LIDADES 24 PDSBIBLLIDADES 24 PDSSIB'ILLIDADES
5 Y M g ‘
kT T T T =
LY L | -
A" A - 6

UMA DAS 331.776 POSSIBILIDADES

Figura 23: Fixando cada cubo em uma das quatro posi¢oes e combinando as 24 possi-

bilidades de cada um deles, podemos chegar em 331.776 casos

8.2 Como Encontrar Respostas

De posse dos cubos coloridos (o aluno pode escolher as cores) sdao conhecidas as
24 cores das faces dos quatro cubos. Elas serao associadas aos quatro ntmeros que
representam cada um, uma das quatro cores do desafio.

Na planilha teremos que digitar os valores das 24 variaveis. A planilha realiza
as 331.776 possibilidades e com um comando de busca vamos encontrar a situagao
desejada. Isso sera possivel porque conseguimos associar uma "élgebra"aos codigos
das cores na situacao desejada.

A planilha evidencia em quantas situagoes ocorrerao a nao repeticao das cores nas
4 laterais do estojo. Os casos encontrados serao sempre miultiplos de 4. Isso se deve ao
fato de que a planilha nao diferencia de qual lateral o estojo é observado.

Na Figura 24 seguinte temos os cubos no estojo em posi¢ao que corresponde a uma
solucao do desafio. Ao girar o estojo a mesma solucao pode ser contada por quatro

vezes, assim para cada posi¢ao dos cubos que corresponda a uma solugao a planilha
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acusa quatro resultados.

Figura 24: Estojo-rodando

Através desse recurso os alunos podem criar situa¢oes com varias solugoes possiveis,
ou mesmo, sem solugao. Os testes que a planilha possibilita proporcionam aos alunos
seguranca para a criagao de desafios. Caso algum aluno resolva abandonar o desafio
alegando nao existir solugao, com a utilizacao da planilha, é possivel dizer quantas

solucoes existem, e ainda apresenta-las.

8.3 Planilha que Mostra os Resultados

Com a digitacao destas 24 variaveis na planilha, ficam definidas as cores das faces
dos cubos. Assim ocorrera o preenchimento de toda planilha. Na tentativa de deixar
a planilha didatica, a préxima tabela de dados que é apresentada é uma que contém
todas as combinagoes de quatro cores que cada cubo pode apresentar, ficando em cada

posicao possivel, em seu lugar dentro do estojo.

8.4 Como os Coédigos Podem Evidenciar que nao Repetiram

Cores em Nenhuma Sequéncia das Quatro Faces Vizinhas?

Na planilha serao combinadas todas as 331.776 possibilidades. Cada possibilidade

¢ composta de quatro linhas, onde ficam quatro varidveis. Elas equivalem as quatro
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laterais do estojo onde as cores nao devem repetir. Estas 16 variaveis distribuidas em
quatro linhas serao somadas em cada linha. A planilha coloca o resultado da soma na
frente das quatro varidveis em cada linha. Na Figura 25 temos a imagem de uma parte
da planilha onde é possivel observar na caixa de comando a funcao que executa a soma

descrita anteriormente.
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Figura 25: Parte da planilha em que aparecem as varidveis de algumas combinacoes e

na linha de comando a fung¢ao que soma as linha de cada caso
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Quando a planilha é utilizada, cada uma das 24 varaveis recebe um dos quatro
numeros que sao os quatro codigos das quatro cores do jogo. A soma desejada é o valor
1111 e o sucesso é encontrar 1111 em cada uma das quatro linhas da possibilidade
avaliada.

Uma tentativa frustrada foi adicinar as somas das quatro linhas e buscar o valor
4444. Nestas tentativas ocorriam somas de valores que nao eram 1111, mas cujo re-
sultado era 4444. A busca foi bem sucedida quando utilizamos a busca do nimero
14641.

O ntmero 14641 passou a evidenciar que estava ocorrendo 1111 na soma de cada

linha.

8.5 Como o Niimero 14641 Mostra a Solucao do Desafio

Como o valor 1111 = 11 x 101, e estes dois fatores sao primos, onde era procurado o
valor 1111, passaremos a buscar o valor 11, a soma de cada linha fica dividida por 101
e quando o resultado for 11 esta garantido pelo Teorema Fundamental da Aritmética
a unicidade da ocorréncia do valor 11 vinculada ao desejado valor 1111.

Como o valor 1111 deve ocorrer nas quatro linhas da possibilidade avaliada, vamos
trabalhar com a ideia de encontrar quatro ntimeros 11. O nimero 14641 = 11 x 11 x 11
x 11 , como o capicua ! 14641 é obtido pelo produto de quatro ntimeros primos, mais
uma vez com a utilizagdo do Teorema Fundamental da Aritmética fica assegurado a
unicidade da ocorréncia do valor 14641 vinculado ao surgimento na planilha de quatro
fatores primos iguais a 11.

A Figura 26 mostra parte da planilha onde é possivel observar na linha de comando
a funcao matemaética que divide cada soma por 101 e multiplica os quatro fatores

associados um a cada linha.

!Capicua é o nome que se da quando um ntimero tem a mesma ordem quando lido na maneira

inversa.
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Figura 26: Parte da planilha que mostram as variaveis de algumas combinacgoes, tam-
bém, na linha de comando, a funcao que divide a soma de cada linha por 101, e faz o

produto dos quatro resultados

8.6 Como Posicionar os Cubos ao Ocorrer o Nuumero 14641

O sucesso do desafio na planilha é buscado ou encontrado através de um comando
de busca do ntimero 14641. Quando o encontramos, encontramos também qual eixo e
em qual sentido cada cubo deve ser colocado no estojo e isso possibilita manipular os
cubos e apresentar a resposta do desafio em pouco tempo. Isso estd demostrado em

um exemplo na Segao 9.5.
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9 Resolucao de um Exemplo com a Planilha

Na Figura 27 os cubos estao desenhados de uma maneira que é sugerida aos alunos,
desta maneira é possivel perceber as cores das faces que ficam escondidas quando o
desenho é feito de maneira tradicional. Outra maneia de observar todas as faces seria

a planificagao. Os cubos estao com as faces coloridas das seguintes maneiras:

Figura 27: Cubos apresentando as cores nas seis faces

9.1 Introducao do Exemplo na Planilha

Neste exemplo a planilha fica preenchida com os seguintes valores para as 24 vaidveis

(seis variaveis para cada cubo). Isso pode ser observado na Figura 28.

9.2 A Planilha Define os Trés Eixos dos Cubos do Exemplo

Com a entrada destes dados, a planilha preenche uma tabela com os codigos das
cores que cada cubo apresentaria, ao ser definido cada um dos trés eixos. Na Figura

29 temos a tabela preenchida para este exemplo.
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Figura 28: Planilha preenchida com os codigos das cores das faces do exemplo
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Figura 29: Tabela com os c6digos das cores que cada cubo do exemplo apresentou para

cada um de seus trés possiveis eixos

9.3 A Planilha Define as 24 Possibilidades Para Cada Cubo do

Exemplo

Para cada cubo podemos observar trés colunas, cada uma representa um eixo, neles
ficam evidentes quatro codigos para quatro cores. Destes eixos, a planilha gera uma

nova tabela com 8 variagoes para cada eixo. Teremos trés eixos, gerando 8 variagoes
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cada, perfazendo um total de 24 combinagoes para cada cubo. Nas Figuras: 30, 31,
32 e 33, teremos as 24 possibilidades de cores (em codigos) para cada cubo. Estas

tabelas foram geradas, na planilha, depois das 24 variaveis, deste exemplo, terem sido

digitadas.
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Figura 30: Tabela das combinacoes de 4 cores para o cubo 1, preenchida pela planilha

depois de digitada os 24 codigos das cores de um exemplo
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Figura 31: Tabela das combinagoes de 4 cores para o cubo 2, preenchida pela planilha

depois de digitada os 24 codigos das cores de um exemplo
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47 100 1 1 1000 100 10 1 100 10 1 100 | 1000

Ag

Figura 32: Tabela das combinagoes de 4 cores para o cubo 3, preenchida pela planilha

depois de digitada os 24 codigos das cores de um exemplo
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43
9 cdela | otelb | odelc | oteld cdeza | odesb | cdexc | cdezd olela | oledb | cde3c |Lcaesal|
50 1 10 100 1 1 1000 | 100 10 1000 10 10 1
51 1 1 10 100 10 1 1000 | 100 1 1000 10 10
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55 ctela” | cAelb® | ofelc” | cdeld® N o I e cde3a” | odedb® | cAedct | cdead”
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57 100 1 1 10 100 10 i 1000 10 1 1000 10
58 1 1 10 100 10 1 1000 | 100 1 1000 10 10
53 i 10 100 1 1 1000 | 100 10 1000 10 10 1
60

Figura 33: Tabela das combinagoes de 4 cores para o cubo 4, preenchida pela planilha

depois de digitada os 24 codigos das cores de um exemplo

9.4 A Planilha Combina 331.776 Possibilidades do Exemplo

Nas Figuras 34 e 35 sao apresentadas partes da planilha. Nelas estao representadas as

funcoes matematicas nas caixas de comandos, como as apresentadas com as varidveis

na Secao 8.4 e representadas nas Figuras 25 e 26, agora estao preenchidas com os
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cddigos das cores das faces do exemplo.
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B 1000 10 1 10 1021 100 10 1 10 121
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28

i e i pant 00

!

Figura 34: Parte da planilha em que aparecem os codigos das cores de algumas combi-
nagoes e na linha de comando o resultado da operagao da fun¢ao que soma a linha, caso
a soma der o valor 1111, teremos uma linha favoravel, uma linha que nao apresenta

cores repetidas
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Figura 35: Parte da planilha em que aparecem os cédigos de algumas combinagoes do
exemplo e na linha de comando a funcao que divide a soma de cada linha por 101 e
multiplica os quatro resultados, caso o resultado devolvido pela planilha seja 14614,
teremos um valor favoravel, isso indicard que nao ha repeticao de cores em nenhuma

das linhas

64



9.5 Como Buscar as Solucoes do Exemplo na Planilha

As cores das faces dos quatro cubos sao inseridas na planilha. Isso é feito através
de 24 variaveis, 24 cédigos, sendo eles: 1, 10, 100 ou 1000. Depois que as varidveis
sao digitadas, a planilha preenche automaticamente todas as possibilidades de combi-
nacoes, soma os codigos das cores nas linhas de cada caso e multiplica os resultados
das divisoes de cada linha por 101. Para encontrar a solugao do jogo, o sucesso, vamos
utilizar uma ferramenta de busca da planilha.

Vamos buscar o numero 14641. Quando este niumero aparece teremos a certeza
que existe uma solugao para o jogo. Na planilha, as solugoes sao apresentadas em
quantidades miltiplas de 4, como discutido na Secao 8.2. Caso existam 2 solugoes,
a planilha apresentara por 8 vezes o niimero 14641. Isso ocorreu em nosso exemplo.
Nas Figuras 36, 37, 38, 39, 40, 41 ,42 e 43, temos o comando de busca evidenciando 8

resultados. Esses resultados sao referentes ao exemplo discutido na Segao 9.
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Figura 36: Primeira resposta encontrada pelo comando de busca
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Figura 37: Segunda resposta encontrada pelo comando de busca
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Figura 38: Terceira resposta encontrada pelo comando de busca
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Figura 39: Quarta resposta encontrada pelo comando de busca
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Figura 40: Quinta resposta encontrada pelo comando de busca
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Figura 41: Sexta resposta encontrada pelo comando de busca
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Figura 42: Sétima resposta encontrada pelo comando de busca
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Figura 43: Oitava resposta encontrada pelo comando de busca

9.6 Exemplos de Contra Exemplos

Uma proposta tentadora seria modificar na planilha as cores das faces dos cubos e
para cada nova situacao verificar quantas seriam as possiveis solugoes. Fica interessante
manter um certo equilibrio entre as quatro opgoes de cores. Caso seja encontrada uma
situacao em que nao ocorre a solugao do desafio, podemos materializar esta situagao

pintando as cores do teste, nas faces dos cubos. Assim montaremos um kit do jogo que

ninguém vai encontrar a solugao.

Nas Figuras: 44, 45 e 46 sao apresentados trés exemplos de situagoes testadas

pela planilha, neles nao foram encontradas solucoes. Nestes casos, as cores das faces
dos cubos foram definidas para terem quantidades iguais de cada cor, considerando as

24 faces dos quatro cubos, teremos 6 vermelhas, 6 amarelas, 6 verdes e 6 azuis. Desta
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maneira vamos tentar evitar que seja levantada a suspeita de que nao ha solugao, é
uma tentativa de camuflar a impossibilidade de solu¢ao do desafio. Durante as aulas

uma atitude comum dos alunos foi a de contar quantas as cores das faces.

- 1
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1 1 100 1000 100 1000 10

2 100 1 10 1 10 10
g3 100 1000 1 1000 10 100

4 1 1 100 10 1000 10

5 g ™y
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7 | :
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Figura 44: Contra exemplo 01: o comando de busca nao localiza sucessos
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Figura 45: Contra exemplo 02: o comando de busca nao localiza sucessos
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Figura 46: Contra exemplo 03: o comando de busca nao localiza sucessos
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Antes de apresentar como o desafio serd solucionado, é possivel envolver os alunos
deixando eles brincarem com alguns casos que sao sem soluc¢oes. Quando eles cansarem
de tentar sem sucesso, torna-se atraente a ideia de que existe uma planilha que mostra

se existem solugoes e como poderemos encontra-las.

10 Consideragoes finais

A escolha de um recurso pedagogico associado a uma estratégia adequada pode tornar
a aula muito especial, os alunos guardam a experiéncia de uma boa aula e ela torna-se
uma inspiragao para novas buscas. Os alunos ficam estimulados e passam a valorizar
mais a vida académica. Neste trabalho aconteceu a aula desejada, conseguimos com a
utilizagao do jogo, a criacao de codigos, a busca de equivaléncias, o controle do espago
amostral, a utilizacao da planilha eletronica e de teoremas da matemética, estimular
atitudes, criatividade e raciocinio logico.

Com a conclusao das aulas que utilizaram o jogo (Cubos Prisioneiros) foi possivel
constatar um alto grau de satisfacao por parte dos alunos. Isso se deve ao fato do
trabalho tratar de um caso geral e possibilitar ao aluno escolher quais seriam as cores
das faces dos cubos. O total controle das possibilidades associada a verificacao de suas
existéncias transmitiram aos alunos seguranca, confiabilidade de maneira concreta.
Este sentimento nem sempre é conseguido em aulas tradicionais por alunos que tem
dificuldade de abstracao.

Este trabalho atinge seu objetivo de discutir um recurso paradidatico, aplica-lo e

promover um grande envolvimento dos alunos com a matemética.
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