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Resumo

Nesta dissertação pretendemos estudar a seguinte Equação Diferencial{
i∂ψ

∂t =−∆xψ+V (x, t)ψ(x, t)−C|ψ(x, t)|p−2ψ(x, t)

−∆xV = ε4π|ψ|2.

Aqui, x está em R3, t é um número real não-negativo e ε pode ser −1 or 1. Neste estudo
vamos procurar por soluções do tipo Standing Waves, a saber aquelas da forma

ψ(x, t) = ei(`R)tu(x).

Provaremos que fazê-lo é o mesmo que tentar encontrar soluções fracas em H1(R3) para

−∆u+(|u|2 ∗ |x|−1)u−C|u|p−2u =−`Ru

que, no caso p ∈ [2, 10
3 ] mostrará ser as chamadas soluções Ground States. De fato, isto

será feito por meio da minimização do funcional energia

E(u) =
1
2

∫
R3
|∇u|2 + 1

4

∫
R3

ϕuu2dx−C
p

∫
R3
|u|p

restrito ao conjunto

ΣR :=
{

u ∈ H1(R3)
∣∣∣∫

R3
|u|2 = R

}
.

A pré-compacidade fraca das sequências minimizantes será demonstrada graças ao fa-
moso Principio de Concentração-Compacidade, que provaremos neste trabalho.
A fim de tratar o caso p ∈ (10

3 ,6), quando o funcional energia não se faz limitado
inferiormente na restrição, construiremos uma geometria do tipo Passo da Montanha
sobre ΣR.

Palavras–chave

Métodos Variacionais, Minimização na Esfera, Concentração-Compacidade, Ge-
ometria do Passo da Montanha



Abstract

In this dissertation we intend to study the following Partial Differential Equation{
i∂ψ

∂t =−∆xψ+V (x, t)ψ(x, t)−C|ψ(x, t)|p−2ψ(x, t)

−∆xV = ε4π|ψ|2.

Here, x is in R3, t is a non-negative real number and ε can be −1 or 1. In this study we
will look for the so called Standing Waves, namely solutions of the form

ψ(x, t) = ei(`R)tu(x).

We shall prove that doing so will be the same as trying to find weak solutions in H1(R3)

for

−∆u+(|u|2 ∗ |x|−1)u−C|u|p−2u =−`Ru

which, in the case p ∈ [2, 10
3 ] will turn out to be the so called Ground States. As a matter

of fact, this will be accomplished by minimizing the Energy Functional

E(u) =
1
2

∫
R3
|∇u|2 + 1

4

∫
R3

ϕuu2dx−C
p

∫
R3
|u|p

constrained to the set
ΣR :=

{
u ∈ H1(R3)

∣∣∣∫
R3
|u|2 = R

}
.

The weak pre-campactness of the minimizing sequences will be proven to hold true
thanks to the famous Concentration-Compactness Principle, which we shall prove in
this work.
In order to treat the case p ∈ (10

3 ,6), where the Energy Functional is not bounded from
below on the constraint, we will construct a Mountain-Pass type geometry on ΣR.

Keywords

Variational Problems, Minimization on the Sphere, Concentration-Compactness,
Mountain-Pass Geometry.
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Introdução

Considere a seguinte Equação Diferencial Parcial{
i ∂ψ

ψdt = −∆xψ+V (x, t)ψ−C|u(x, t)|p−2ψ

−∆xV = ε4π|ψ|2
(I)

Neste caso, x∈R3, t é um real não-negativo e ε pode ser−1 ou 1, dependendo do
contexto físico associado: trataremos neste texto o caso ε = 1, que por sua vez surge em
diversas linhas de pesquisa em Matemática Aplicada, como na Teoria uni-dimensional
de Redução de Densidade de Elétrons em Física dos Plásmas, bem como na Teoria do
Semi-Condutor. No que se refere as abordagens variacionais, resultados parciais podem
ser encontrados em [6], [5], [16] e [4]. Estudos sobre existência de soluções envolvendo
o Multiplicador de Lagrange como um parâmetro foram realizados em [11], [13], [19] e
[21]. A estratégia aqui utilizada para a demonstração da condição de subaditividade foi
originalmente utilizada em [10], de mesma autoria de [9], artigo base desta dissertação
para os casos p ∈ [2, 10

3 ). Para os casos p ∈ [10
3 ,6) nos baseamos em [4]. Se substituirmos

ψ em (I) por

ψ(x, t) = ei(`R)tu(x) (0-1)

e efetuarmos as operações indicadas, obteremos a seguinte versão para o problema:{
−∆u+V (x)u−C|u|p−2u+ `Ru = 0
−∆V −4π|u|2 = 0

(II)

Soluções da forma dada em 0-1 são conhecidas como standing-waves pois
não dependem do tempo. No começo do Capítulo 1, enunciaremos e demonstraremos
o Teorema

Teorema 1.1 O sistema II possui uma solução u em H1(R3) se o Potencial de
Poisson V for da forma

ϕu(x) =
∫
R3

|u(y)|2

|x− y|
dy (0-2)

e, para algum `R ∈ R, u for solução da equação

−∆u+(|u|2 ∗ |x|−1)u−C|u|p−2u =−`Ru. (0-3)



Este nos dará um primeiro passo na busca por soluções para o sistema (II),
dizendo-nos que o problema 0-3 é aquele no qual devemos de fato nos concentrar.

Tendo em mente estudar existência de soluções para 0-3 por métodos variacio-
nais, definimos o chamado funcional energia associado à 0-3 por

E(u) :=
1
2

∫
R3
|u|2 + 1

4

∫
R3

ϕuu2dx−C
p

∫
R3
|u|p, (0-4)

com domínio em H1(R3), onde ϕu será dada no Lema 1.1. Intentamos encontrar pontos
críticos para tal funcional restrito ao conjunto

ΣR :=
{

u ∈ H1(R3)
∣∣∣∫

R3
|u|2 = R

}
.

Isto será feito por meio da minimização do funcional energia restrito ao conjunto
ΣR, ou seja, procurando funções u ∈ H1(R3) que resolvam o problema de minimização:

IR = inf
u∈ΣR

E(u) (0-5)

Nesse sentido, convém que determinemos à priori, os parâmetros p e C para os quais
o ínfimo IR se faz finito. Isto será feito no Capítulo 2, onde a amplamente utilizada
técnica de reescalamento é empregada com o fito de estudar o sinal, a limitação inferior
e monotonicidade de IR, como função do raio R, respectivamente. A tabela abaixo resume
os resultados desta dissertação.

p Ínfimo da Energia Existência de Ground States

2 IR < 0 Não
(2,3) IR < 0 Sim, para R pequeno
3 IR = 0, se C < 3√

2C10
3

Não

IR = 0, se C = 3√
2C10

3

Problema aberto

IR < 0, se C > 3√
2C10

3

Sim

(3, 10
3 ) IR = 0, se CR

1
2p−6 <Vc Não

IR = 0, se CR
1

2p−6 =Vc Sim

IR < 0, se CR
1

2p−6 >Vc Sim
10
3 IR = 0, se CR

10
3 ≤ 5

3C10
3

Não

IR =−∞, se CR
10
3 > 5

3C10
3

Não

(10
3 ,6) IR =−∞ Não

15



Como bem indica a tabela acima, o funcional energia é limitado na esfera para
p ∈ [2, 10

3 ], de modo que para estes casos, faz sentido discutir sobre a existência de
soluções do tipo Ground States para o problema 0-3, ou seja, soluções que minimizam
energia. Sabe-se existir, nessas condições, as chamadas Sequências Minimizantes para
IR, ou seja, sequências uk ∈ ΣR tais que E(uk) converge (em R) para IR. Surge, à vista
disso, a questão da compacidade: para quais valores dos parâmetros p e C se pode garantir
que uk convirja, em algum sentido, para alguma u0 ∈ ΣR? A resposta para tal questão virá
ao final do Capítulo 2, por meio do famoso Lema de Concentração-Compacidade, que
enunciaremos e demonstraremos no Lema 1.2. Munidos de tal recurso, seremos capazes
de estabelecer condições para provar o principal teorema do Capítulo 2, a saber:
Teorema 2.12 Seja {uk}k≥1 uma sequência minimizante para o problema IR, com
p ∈ (2,3). As seguintes afirmações são verdadeiras:

1) Existe uma sequência {yk} de R3 tal que {uk(·+ yk)}⇀ u0 ∈ H1(R3);

2) Para todo ε > 0, R≥
∫
R3 |u0|2dx≥ R− ε;

3) E(u0) = limE(uk(·+ yk)) = R.

Por outro lado, veremos que tal abordagem não se aplica aos casos p ∈ (10
3 ,6),

onde o ínfimo IR perde sua finitude. Porém, tal empecílho de modo algum nos impossi-
bilita a demonstração de existência de soluções fracas para 0-3. De fato, no Capítulo 3
mostramos que ao funcional E se pode atribuir uma geometria especial:

Definição Dizemos que o funcional E possui uma geometria do tipo Passo da Montanha
no nível γ(R)> 0 em ΣR se existir K(R) tal que

γ(R) := inf
g∈Γ(R)

sup
t∈[0,1]

E(g(t))> sup
g∈Γ(R)

max{E(g(0)),E(g(1))}

onde
ΓR := {g ∈C([0,1],S(c)) | g(0) ∈ AK(R), E(g(1))< 0}

e
AK(R) := {u ∈ S(c) | ‖∇u‖2

L2(R3) ≤ K(R)}.

Estabelecida tal estrutura, demonstramos a existência de uma sequência conve-
niente, conforme Teorema:
Teorema 3.5 Existe uma sequência de Palais-Smale para E no nível γ(R), ou seja, uma
{uk} ∈ H1(R3) tal que:

16



1) {E(uk)} −→ γ(R) em R;

2) A sequência {E ′(uk)} converge em H−1(R3) para zero.
Por fim, concluímos sobre existência de soluções no

Teorema 3.7 Seja uk uma sequência de Palais-Smale para o funcional energia restrito
à esfera no nível γ(R) e limitada em H1(R3). Nessas condições, existe uma sequência
numérica tk tal que, a menos de subsequência:

1) uk ⇀ u0 em H1(R3);

2) tk −→ t0 em R;

3) −∆uk− tkuk +
(
|x|−1 ? |uk|2

)
uk−|uk|p−2uk −→ em H−1(R3);

4) −∆uk− t0uk +
(
|x|−1 ? |uk|2

)
uk−|uk|p−2uk −→ em H−1(R3);

5) −∆u0− t0u0 +
(
|x|−1 ? |u0|2

)
u0−|u0|p−2u0 = 0 em H−1(R3).

Nesse contexto, a função u0 será solução do problema 1-6.
Ao final do Capítulo 2, trataremos dos casos p ∈ [3, 10

3 ), onde, ao contrário dos
demais, a existência de solução já não mais depende unicamente de p: O valor de C

relativamente à uma certa constante crítica determinará nossas conclusões à respeito,
sendo utilizada abordagem semelhante para o caso p = 3. O casos p = 2 e p = 10

3 se
fazem bastante simples, sendo tratados em poucas linhas como observaões finais daquele
capítulo.
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CAPÍTULO 1
O Método Variacional

Quando nos deparamos com a expressão de uma equação diferencial, há sem-
pre um conjunto de perguntas que precisam ser respondidas de antemão: Em qual espaço
de funções desejamos procurar por alguma solução? Não nos parece haver uma maneira
universal de pensar à esse respeito. Além disso, cada problema possui suas caracterís-
ticas peculiares. Naturalmente, gostaríamos de encontrar soluções clássicas. Porém, do
ponto de vista matemático, procurar por tais soluções se mostra demasiadamente difícil,
levando-nos a questionar sobre outras possibilidades. Talvez procurando, à priori, por so-
luções como funções munidas de propriedades semelhantes, em um certo sentido, às das
funções suaves, porém sem o serem de fato. A fim de tornar tal ideia precisa, considere a
seguinte equação:

−∆ϕ = 4πu2 (1-1)

Façamos o seguinte experimento: Suponha que exista uma u0 ∈C2(Ω), onde Ω

é um aberto limitado e suave de R3, satisfazendo a expressão acima pontualmente. É fato
bem conhecido que, nessas condições, ∀v ∈ C2

0(Ω) vale a famosa Fórmula de Green
(vide Apêndice, Teorema A.12), a saber∫

Ω

〈∇u0,∇v〉dx = 4π

∫
Ω

u2vdx

Note, no entanto, que a fim de que faça sentido questionar sobre uma eventual
igualdade entre tais integrais, basta que as mesmas sejam finitas. Neste caso, não se
faz necessário supor qualquer tipo de suavidade por parte das funções envolvidas: tais
finitudes estarão garantidas se, por exemplo, u ∈ L2(Ω) e u0,v ∈ H1(Ω)! (vide , por
exemplo, [15] para uma introdução aos espaços de Sobolev e [3] para esclarecimentos
acerca dos espaços de Lebesgue). Caso tal igualdade se verifique, dizemos que u0 é uma
solução fraca para o problema dado por 1-1. Evidentemente, demos este exemplo apenas
à título de motivação. Além disso, tal definição se aplica naturalmente à uma ampla gama
de problemas, sofrendo, no entanto, as devidas adaptações de acordo com o contexto.

Antes de passarmos aos métodos variacionais necessários para nosso estudo,
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damos aqui as definições dos espaços de Lebesgue e Sobolev que usaremos ao longo
do texto: Lp(R3) é o espaço usual de Lebesgue com norma

‖u‖Lp(R3) =

(∫
|u|p
) 1

p

. (1-2)

H1(R3) é o espaço de Sobolev usual, com norma

‖u‖H1(R3) =

(∫
|u|2 +

∫
|∇u|2

) 1
2

, (1-3)

enquanto D1,2(R3) é o fecho de C∞
0 (R3), com respeito a norma

‖u‖D1,2(R3) =

(∫
|∇u|2

) 1
2

. (1-4)

O Teorema abaixo é de imensa importância, apesar de sua simplicidade, pois
nos diz em qual problema realmente precisamos nos concentrar. Sua demonstração se
baseia em uma famosa ferramenta da Análise funcional: O Teorema de Lax-Milgran
(vide Apêndice, Teorema A.10).

Teorema 1.1 O sistema II possui uma solução fraca u em H1(R3) se o Potencial de

Poisson V for da forma

ϕu(x) =
∫
R3

|u(y)|2

|x− y|
dy (1-5)

e u for solução fraca da equação

−∆u+(|u|2 ∗ |x|−1)u−C|u|p−2u =−`Ru , (1-6)

para algum `R ∈ R.

Prova. A prova consiste em mostrar que a segunda equação de (II) possui única solução
fraca em D1,2(R3). Para tal, precisamos provar os seguintes itens:

1) O operador bilinear B : D1,2(R3)×D1,2(R3) 7→ R dado por

B[w,v] =
∫
R3
〈∇w,∇v〉dx

é limitado e coercivo.
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2) O funcional linear f : D1,2(R3) 7→ R dado por

f (v) =
∫
R3

u2vdx

é limitado, para cada u ∈ H1(R3) f ixado.

De fato, dadas w,v ∈ D1,2(R3), por uma propriedade elementar de integrais e pela
definição de produto interno∣∣∣∣∫R3

〈∇w,∇v〉
∣∣∣∣≤ ∫

R3

∣∣∣∣∣ 3

∑
i=1

∂u
∂xi

∂w
∂xi

∣∣∣∣∣
o que, pela desigualdade triangular e duas propriedades elementares de integral, é menor
que ou igual a

3

∑
i=1

∫
R3

∣∣∣∣ ∂u
∂xi

∂w
∂xi

∣∣∣∣ .
Isto, por sua vez, pela desigualdade de Hölder (vide Apêndice, Teorema A.11) se faz
menor que ou igual a

3

∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥∥
L2(R3)

∥∥∥∥∂w
∂xi

∥∥∥∥
L2(R3)

.

Obtemos, por fim, que isto é menor que ou igual a

3‖v‖D1,2(R3)‖w‖D1,2(R3).

A coercividade de B provém imediatamente da norma de D1,2(R3).

Para ver por que f é limitada, note que para cada v ∈ D1,2(R3) com u fixada em H1(R3)

obtemos; ∫
R3

u2vdx≤ ‖u2‖
L

6
5 (R3)
‖v‖L6(R3) ≤

T‖u2‖
L

6
5 (R3)
‖v‖D1,2(R3).

A constante T provém da imersão contínua de D1,2(R3) em L6(R3)(vide [8], Teoremas
9.9 e 9.10). Ademais, o fato de u2 ∈ Lq(R3), para q ∈ [1,3] encerra a prova da limitação,
como queríamos. �
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1.1 O Funcional Energia

À fim de estudar a equação 1-6 do ponto de vista de soluções fracas por
meios variacionais, conforme indicamos na introdução deste trabalho, introduziremos o
chamado funcional energia associado a este problema, cuja minimização restrita à um
subconjunto conveniente de H1(R3) nos retornará as soluções desejadas.

Considere o Funcional Energia E : H1(R3) 7→ R definido por

E(u) =
1
2

∫
R3
|∇y|2 + 1

4

∫
R3

ϕuu2dx−C
p

∫
R3
|u|p,

O funcional E é de classe C1 e possui diferencial de Fréchet dada em u ∈ H1(R3) por

E
′
(u) · v =

∫
R3
〈∇u,∇v〉dx+

∫
R3

ϕuuvdx−C
∫
R3
|u|p−2uvdx,

para toda v ∈ H1(R3). O mesmo se pode afirmar do funcional φ : H1(R3) 7→ R dado por

φ(u) =
∫
R3
|u|2−R

onde R é positivo. Se provarmos que o problema de minimização

IR = inf
u∈ΣR

E(u),

onde
ΣR :=

{
u ∈ H1(R3) |

∫
R3
|u|2 = R

}
possui solução, ou seja, que existe u0 ∈ ΣR tal que E(u0) = IR, existirá, pelo Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange (vide Apêndice, Teorema A.6) uma constante λ tal que

(E−λφ)
′
(u0)≡ 0.

Avaliando tal aplicação em uma v ∈ H1(R3) qualquer e abrindo a expressão resultante,
chega-se exatamente à nossa definição de solução fraca.
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1.2 O Problema de Compacidade

Dada uma sequência minimizante {uk}k≥1 para o problema de minimização IR,
ou seja, tal que uk ∈ ΣR e limk E(uk) = IR, se pudermos provar que tal sequência é limitada
na norma de H1(R3), o Teorema de Banach-Alaoglu (vide Apêndice, Teorema A.7) nos
possibilitará afirmar que uk converge fracamente para alguma u0 ∈ H1(R3), à menos de
subsequência. Caso consigamos garantir que tal convergência também se dê em Lq(R3),
para q ∈ [2,6), no sentido forte e, de alguma forma, que tal limite pertence à restrição,
concluiremos que u0 atua como função minimizante para o problema variacional.

Evidentemente, esta é, de certa forma, uma questão de compacidade e os Lemas
a seguir formam parte considerável daquilo que será a chave para superarmos esta
dificuldade.

Lema 1.2 (Concentração-Compacidade) Seja (ρn) uma sequência em L1(RN), com∫
Rn ρn(x)dx = λ , (ρn)≥ 0. Existe uma subsequência de (ρn), que denotaremos da mesma

forma, tal que um, e apenas um dos itens abaixo se verifica:

1)(Vanishing)

limn supy∈RN
∫

y+Bt
ρn(x)dx = 0 , ∀t > 0

2)(Compacidade) ∃{yn}n≥1 ∈ RN tal que

∀ε > 0 ∃t(ε)> 0 tal que
∫

yn+Bt
ρn(x)dx > λ− ε.

3)(Dicotomia) Para algum α ∈ (0,λ) vale:

∀ε > 0 existem funções ρ1
n e ρ2

n em L1(RN), com limn dis(suppρ1
n,suppρ2

n) = +∞, tais

que :

‖ρn− (ρ1
n +ρ

2
n)‖L1(RN) ≤ ε ,

∣∣∣∣∫Rn
ρ

1
n(x)dx−α

∣∣∣∣ ≤ ε

e∣∣∣∣∫Rn
ρ

2
n(x)dx− (λ−α)

∣∣∣∣ ≤ ε

Antes de demonstrarmos o lema acima, enunciaremos o próximo resultado.
Este desempenhará, assim como o anterior, papel fundamental no estudo em curso,
pois nos permitirá demonstrar no Teorema 2.11 que, no Lema acima, o caso vanishing
não ocorre. Isto, aliado ao Teorema 2.10, onde demonstramos que as desigualdades do
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tipo concentração-compacidade se verificam para determinados valores do parâmetro
p, nos permitirá concluir, para tais casos, que o caso dicotomia também não pode
ocorrer, restando, dessa forma, apenas o caso compacidade. Isto, conjuntamente com o
fato do funcional energia ser invariante por translações, nos possibilitará demonstrar no
Teorema 2.12 que u0, à menos de subsequências e translações, pertence à restrição e,
consequentemente, por meio de alguns resultados de Análise, que limk E(uk) = E(u0),
encerrando, dessa forma, nossa discussão sobre existência de soluções fracas, pelo menos
para parte dos casos. Note que, intuitivamente, o Lema de concentração-compacidade nos
diz que a compacidade das sequências minimizantes para o problema IR estará garantida
se pudermos mostrar que a "massa"de seus elementos, neste caso R, não estará perdida
após considerarmos seu limite fraco em H1(R3), ou seja, que sua massa será mantida
concentrada (vide [17], pág.114, último parágrafo).

Lema 1.3 Seja 1 < p≤∞ com q 6= N p
N−p if p < N. Suponha que un é limitada em Lq(RN),

∇un é limitada em Lp(RN) e

sup
y∈RN

∫
y+BR

|un|qdx 7→ 0 f or some R > 0

Então un 7→ 0 in Lα(RN) para α entre q e N p
N−p .

Prova. (vide [18], Lema. I.1) �

Passemos agora a demonstrção do Teorema 1.2:
Prova. Defina a sequência

Qn(t) = sup
y∈RN

∫
y+Bt

ρn(x)dx

Afirmo que cada Qn é crescente.De fato, seja t2 ≥ t1. Para cada y ∈ RN,

∫
y+Bt2

ρn(x)dx ≥
∫

y+Bt1

ρn(x)dx

Além disso, (Qn) é uniformemente limitada por λ. De fato , ∀y ∈ RN e t ∈ R+∫
y+Bt

ρn(x)dx ≤
∫
Rn

ρn(x)dx = λ

Logo, o supremo do conjunto formado por integrais como as do primeiro membro da
desigualdade acima não pode superar λ.

Seja (Tm) → ∞ uma sequência de números reais. Pelo Lema acima, existe
uma subsequência de (Qn) , com índice n ∈ N1 ⊂ N, tal que Qnχ[0,T1] converge para
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uma função crescente g1 : R+ 7→ R . Pelo mesmo motivo, existe uma subsequência de
(Qn)n∈N1 , com índices em N2⊂N1 , tal que Qnχ[0,T2] converge para uma função crescente
g2 :R+ 7→R. Tal processo, define indutivamente uma sequência de funções (gm), de modo
que, ∀m > 1 , gm coincide com gm−1 em [0,Tm−1]. Seja (Qn)n∈N0⊂N, onde N0 é definido
indutivamente de modo que seu primeiro elemento pertença a N1 \N2, o segundo esteja
em N2 \N3 e, para n > 1 , seu n-ésimo elemento pertença a Nn−1 \Nn . Evidentemente,
esta subsequência converge para uma função crescente não-negativa Q : R+ 7→ R.Sendo
Q crescente e limitada superiormente, seu limite no infinito existe e é finito. A saber

lim
t→∞

Q(t) = α ∈ [0,λ]

Caso 1) α = λ.

Dado λ

2 < µ < λ

lim
t→∞

lim
n

sup
y∈RN

∫
y+Bt

ρn(z)dz > µ

Existe t0 dependendo de µ e n0 dependendo de t0 tais que, por uma propriedade
elementar de limites bem como pela definição de supremo, vale que, para t > t0 e cada
n > n0 existe uma sequência yn de RN tal que∫

yn+Bt(µ)
ρn(z)dz > µ

Procedimento análogo produz uma sequência wn = wn(
λ

2 ) tal que

∫
wn+Bt(

λ

2 )
ρn(z)dz >

λ

2
.

Afirmo que, neste contexto,

|yn−wn| ≤ t(µ)+ t(
λ

2
)

De fato, se esse não fosse o caso, teríamos

B[yn, t(µ)]∩B[wn, t(
λ

2
)] = /0

implicando que

λ≥
∫

B[yn,t(µ)]∪B[wn,t( λ

2 )]
ρn(z)dx =

∫
yn+Bt(µ)

ρn(z)dz+
∫

wn+Bt(
λ

2 )
ρn(z)dz > µ+

λ

2

o que, por sua vez se faz maior que λ, levando-nos à uma contradição.Assim sendo,
concluímos o primeiro caso simplesmente definindo j(µ) := t(λ

2 )+ 2t(µ), tomando x ∈
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B[yn, t(µ)]. e observando que

|x−wn| ≤ |x− yn|+ |yn−wn| ≤

t(µ)+ t
(

λ

2

)
+ t(µ) = j(µ)

Assim,
B[yn, t(µ)]⊂ B[wn, j(µ)].

Logo, ∫
wn+B j(µ)

ρndx >
∫

yn+Bt(µ)
ρndx > µ.

Caso 2) α ∈ (0,λ).
Dado ε > 0, semelhantemente ao feito acima, ∃ t0 > 0 tal que , para t ≥

t0, limn Qn(t) ∈ (α− ε,α + ε).Logo, para cada t ≥ t0 ∃n0 = n0(t) tal que Qn(t) ∈
(α− ε,α+ ε), ∀ n > n0(t). Seja (tk)k∈K uma sequência maior que t0 convergindo para
infinito, indexada de modo que k > n0(tk), onde k é o menor natural maior que n0(tk).

Desse modo, sendo n > n0(tn) (que, por sua vez, é sempre maior ou igual a
n0(t0), tanto Qn(tn) como Qn(t0), n ∈ K, pertencem ao intervalo (α−ε,α+ε). Logo, pela
definição de Qn(t0), dada por um supremo, obtemos uma sequência (yn) ∈ RN, n ∈ K,
suficientemente grande , tal que

∫
yn+Bt0

ρn(x)dx ∈ (α− ε,α+ ε). Sendo

∫
yn+Btn

ρn(x)dx ≥
∫

yn+Bt0

ρn(x)dx,

concluímos que ∫
yn+Btn

ρn(x)dx > α− ε.

Logo, para n ∈ K, suficientemente grande∫
yn+Btn

ρn(x)dx ∈ (α− ε,α+ ε)

Defina

ρ1
n = ρnχ(yn+Bt0)

e ρ2
n = ρnχRN\(yn+Btn)

Um cálculo simples nos mostra que

‖ ρn− (ρ1
n +ρ

2
n) ‖L1(RN)=

∫
Rn
(ρn−ρ

1
n−ρ

2
n)dx =
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∫
t0≤|x−yn|≤tn

ρn(x)dx =
∫

yn+Btn

ρn(x)dx−
∫

yn+Bt0

ρn(x)dx

sendo, assim, menor ou igual a

≤ α+ ε+(−α+ ε) = 2ε.

Ademais, ∫
Rn

ρ
1
ndx−α =

∫
yn+Bt0

ρndx−α ∈ (−ε,ε).

Logo, ∣∣∣∣∫Rn
ρ

1
n(x)dx−α

∣∣∣∣ ≤ ε.

Similarmente, ∫
Rn\yn+Btn

ρn(x)dx = λ−
∫

yn+Btn

ρn(x)dx.

Logo,∫
Rn\yn+Btn

ρn(x)dx−λ+α = α−
∫

yn+Btn

ρn(x)dx ∈ (−ε,ε)

Ou seja, ∣∣∣∣∫Rn
ρ

2
n(x)dx− (λ−α)

∣∣∣∣ ≤ ε.

Caso 1) α = 0.
Isto é exatamente a afirmação em (I). �
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CAPÍTULO 2
Existência de Solução: p entre 2 e 10 \ 3

Neste capítulo nos basearemos em [9] no estudo sobre existência de solução
fraca para o problema dado em 1-6 para os casos p ∈ [2, 10

3 ].

2.1 Propriedades Topológicas do Funcional Energia

Conforme já salientado, antes de procurarmos por funções minimizantes para
IR, faz-se bastante conveniente, senão necessário, estudarmos primeiramente o comporta-
mento do ínfimo IR à partir dos possíveis valores para os parâmetros p e C do problema
1-6. Com esse fito em mente, iniciamos os estudos deste capítulo com o Lema a seguir,
que será essencial pra concluirmos sobre limitação, sinal e monotonicidade da menor
energia IR.

Lema 2.1 (Scaling) Seja u ∈ H1(R3). Defina a função reescalada uA,B
λ

(x) := λAu(λBx),

onde A ,B ,λ ∈ R. Mostra-se que

E(uA,B
λ

) =
1
2

λ
2A−B

∫
R3
|∇u|2dx +

1
4

λ
4A−5BD[u] − λpA−3B

p
C
∫
R3
|u|pdx (2-1)

∫
R3
|uA,B

λ
|2dx = λ

2A−3B
∫
R3
|u(x)|2dx (2-2)

Prova. A demonstração consiste em mera aplicação do Teorema de Mudança de Variáveis
em R3. �

Note que, em particular, u
3
2 ,1
λ

(x) possui a mesma massa de u, sendo, portanto, pertencente
à restrição sempre que u o for. De um modo geral, a técnica de reescalamento costuma
ser bastante útil sempre que se deseja exibir funções em Σλ1 à partir de uma função dada
em Σλ2.

Nossa primeira conclusão concernente ao comportamento do funcional energia
refere-se ao fato de tal função jamais ser limitada inferiormente por um número positivo.
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Este fato, por si mesmo, não possui grandes aplicações à presente teoria: Sua aplicação se
resumirá apenas ao Lema seguinte.

Lema 2.2 Para todo raio R positivo e p ∈ [2,6], o ínfimo IR da energia restrita à espera

nunca é positiva.

Prova. Considerando o reescalamento acima, tome u ∈ ΣR. Nota-se que IR ≤ E(uλ)(pois
uλ ∈ ΣR), ∀ λ ≥ 0. Fazendo λ−→ 0 em 2.1 , conclui-se o desejado. �

Um fato simples, porém interessante acerca do funcional energia está na monotonicidade
de IR como função do raio R, o que, à princípio, simplesmente não nos parece intuitivo.
Note como o Lema anterior desempenha papel crucial em sua demonstração. Em sua curta
prova, utilizaremos pela primeira as chamadas desigualdades to tipo concentração-
compacidade, a serem provadas ao final deste capítulo. Este propriedade de monoto-
nicidade nos será útil para provarmos mais adiante que a dicotomia das sequências mini-
mizantes não ocorre.

Lema 2.3 O ínfimo do funcional energia restrito à esfera é uma função não-crescente do

raio, para valores deste último suficientemente pequenos.

Prova. Provaremos em 2.10 que, para p ∈ [2,3] e R > 0 suficientemente pequeno,
IR < IR∗ + IR−R∗ , ∀R∗ ∈ (0,R). Logo, se existisse R∗ < R com IR∗ < IR, IR−R∗ seria
forçosamente positivo, levando-nos à uma contradição. Isto mostra que, pelo menos para
R suficientemente pequeno, a função R 7→ IR é não-crescente. �

Havíamos, à pouco, discorrido brevemente sobre a necessidade de se estudar
a eventual limitação inferior do funcional energia separadamente. A seguir, trataremos
justamente disto. O leitor notará que tal propriedade depende apenas do parâmetro p,
exceto para p = 10

3 , onde a constante G(vide Apêndice, Teorema A.16) de Gagliardo-
Nirenberg passa a desempenhar certo papel.

Lema 2.4 O funcional energia E é ilimitado inferiormente em ΣR se p > 10
3 e limitado

caso p ∈ [2, 10
3 ). Se for p = 10

3 , tal limitação está garantida se, e somente se, vale a

desigualdade

CG(
2
3
)R

2
3 ≤ 5

3
.

Prova. Caso 1) p ∈ [2, 10
3 ).

Suponha, visando redução ao absurdo, que exista uma sequência
minimizante(uk) tal que IR =−∞. Defina as sequências numéricas

tk(p) = f (p)‖∇uk‖
3
2 (p−2)
L2(R3)

− 1
2
‖∇uk‖2

L2(R3) (2-3)
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e
qk(p) = f (p)− 1

2
‖∇uk‖

2− 3
2 (p−2)

L2(R3)
, (2-4)

onde

f (p) =
R

1
4 (6−p)CCGN(p)

p
e consequentemente

tk(p) = qk(p)‖∇uk‖
3
2 (p−2)
L2(R3)

. (2-5)

Sendo limk→∞ E(uk) = −∞, o Lema A.18 nos diz que limk→∞ tk(p) = +∞. Isto
significa que, se {(qk(p)} for limitada, 2-5 implica limk→∞ ‖∇uk‖L2(R3) = +∞. O que,
por sua vez, pela definição de {qk(p)}, implica que limk→∞ qk(p) = −∞, contrariando
tal limitação. Por outro lado, se (qk(p)) for ilimitada, deve-se ter, necessariamente,
limk→∞ qk(p) =−∞. O que, tendo em vista a positividade de ‖∇uk‖L2(R3), contradiz, por
2-5, a suposição de que limk→∞ tk(p) = +∞, pois, neste caso, qk(p) assumirá valores ne-
gativos para k suficientemente grande. Em todo caso, supor que IR =−∞ para p∈ [2, 10

3 ) ,

nos leva à uma contradição.

Caso 2) p ∈ [10
3 ,+∞).

Fixada u ∈ ΣR, coloque λ
3
2 (p−2) em evidência no segundo membro da expressão

em (α) e tome limλ→∞ E(uλ). Tal limite resulta em −∞, exibindo, dessa forma, uma
sequência em ΣR para a qual IR =−∞.

Caso 3) p = 10
3 .

Basta notar que, se houvesse alguma u ∈ ΣR, tal que E[u]< 0, (β), implicaria em
3
5

1
2R

2
3CCGN(

10
3 )‖∇u‖2

L2(R3)
> 1

2‖∇u‖2
L2(R3)

, ou ainda, R
2
3CCGN(

2
3) >

5
3 , contradizendo o

Lema 2.4. Logo, para p = 10
3 , IR = 0. �

A fim de demonstrarmos a não-ocorrência do vanishing para sequências minimi-
zantes, visaremos em o Teorema 2.11 mostrar que tal ocorrência nos levaria à um ínfimo
IR nulo. Isto é exatamente o que o primeiro item do Lema à seguir diz que não pode
ocorrer, onde a constante Cp provém da desigualdade no Lema A.18.

Lema 2.5 Suponha que o raio R seja positivo e defina a constante

VC(p) =
p

2Cp

(
2

3p−8

) 3p−8
2
(

2
10−3p

) 10−3p
2

.

Valem as seguintes afirmações:

1) O ínfimo do funcional energia restrito à esfera de raio R será negativo se p∈ [2,3);
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2) Caso p ∈ [3, 10
3 ], tal negatividade está garantida se, e somente se,

CR
1

2p−6 >VC(p)

Prova. A demonstração se dá por casos: Caso 1) p ∈ [2, 8
3).

Sabemos pelo reescalamento 2.1 que

λ
3
2 (p−2)E(uλ) =

λ
(5− 3

2 p)

2

∫
R3
|∇u|2 + λ

(4− 3
2 p)

4
D[u]−C

p

∫
R3
|u|pdx,

de modo que

lim
λ→0

λ
3
2 (2−p)E(uλ) =−

C
p

∫
R3
|u|pdx < 0,

mostrando-nos que E assume valores negativos em ΣR, para alguma uλ, com λ

positivo suficientemente pequeno.
Para p ∈ [8

3 ,3), seja

η ∈ ΣR, tal que suppη ∈ B(0,1).

Defina
ηn(x) := η(n

1
3 x), ∀n ∈ N

Uma simples mudança de variáveis nos mostra que∫
R3
|ηn|2dx =

1
n

∫
R3
|η(y)|2dy,

∫
R3
|∇ηn|2dx = n−

1
3

∫
R3
|∇η(y)|2dy

‖ηn‖p
Lp(R3)

=
1
n
‖η‖p

Lp(R3)
e D[ηn] =

1

n
5
3

D[η]

Para cada n ∈ N, defina u(x) := ∑
n
i=1 ηn(x− xi), i = 1, ..., n, tal que

|xi− x j| ≥
R2

D[η]
n

2
3 +2 , ∀i 6= j. (2-6)

É claro que
ηn(x− xi)ηn(x− x j)≡ 0, para i 6= j.

De fato, se houvesse x ∈ R3 tal que ηn(x− xi)ηn(x− x j) 6= 0, com i 6= j,2−6 nos levaria
a concluir que R2

D[η]n
2
3 < 0, visto que |xi− x j| ≤ |x− xi|+ |x− x j|< 2. Desse modo, vê-se

que ∫
R3

(
n

∑
i=1

ηn(x− xi)

)2

dx =
∫
R3

n

∑
i=1
|ηn(x− xi)|2dx
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de modo que, após permutar o símbolo de integral com o de somatório e realizar a
mudança de variáveis x− xi = y, obtemos

∫
R3
|u(x)|2dx = n

(
1
n

∫
R3
|ηn(y)|2dy

)
levando-nos a concluir que ϕ, conforme construída, pertence à restrição. Raciocínio
similar mostra que

‖u‖p
Lp(R3)

= ‖η‖p
Lp(R3)

,‖∇u‖p
Lp(R3)

= n
2
3‖∇η‖2

Lp(R3).

Além disso, vale
D[u]≤ 2n−

2
3 D[η],

conforme o leitor pode verificar em [9], pág.1925, onde todos os passos principais para
obtenção de tal estimativa estão bem descritos.

Sabemos, pelo Lema A.19 que E assume valores negativos em ΣR se, e somente
se, o operador

T (u) :=
(

2
3p−8

∫
R3
|∇u|2

) 3p−8
2
(

D[u]
10−3p

) 10−3p
2

− 2C
p

∫
R3
|u|2dx

também o faz.
Logo, pelas relações e estimativas que acabamos de obter,

T (u)≤ n
2
3

(
2

3p−8

∫
R3
|∇η|2

) 3p−8
2
(

2D[η]

n
2
3 (10−3p)

) 10−3p
2

− 2C
p

∫
R3
|η|pdx.

Esta expressão se iguala a

(n
2
3 )(

3p−8
2 −

10−3p
2 )

(
2

3p−8

∫
R3
|∇η|2

) 3p−8
2
(

D[η]

10−3p

) 10−3p
2

− 2C
p

∫
R3
|η|pdx.

Esta, por sua vez, tendo vista que 3p−8
2 − 10−3p

2 < 0 para p ∈ [2,3), se faz negativa para n

suficientemente grande. Isto conclui o primeiro caso.

Caso 2) p ∈ [3, 10
3 ].
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Pelo Lema A.18 que as seguintes relações são sempre válidas:

‖u‖4(p−3)
L2(R3)

=

(∫
R3
|u|2
)2(p−3)

= R2(p−3) e

‖u‖p
Lp(R3)

≤Cp‖u‖
4(p−3)
L2(R3)

D[u]
10−3p

2 ‖∇u‖3p−8
L2(R3)

(2-7)

Além disso, pelo Lema A.19, IR < 0 se, e somente se

‖u‖Lp(R3)
p
>C(p)

1
C

VC(p)‖∇u‖3p−8
L2(R3)

D[u]
10−3p

2 .

Ou ainda, IR < 0 se, e somente se,

Cp‖u‖
4(p−3)
L2(R3)

D[u]
10−3p

2 ‖∇u‖3p−8
L2(R3)

>C(p)
1
C

VC(p)‖∇u‖3p−8
L2(R3)

D[u]
10−3p

2

Efetuando-se os devidos cancelamentos, obtemos, por fim: IR < 0 se, e somente
se,

‖u‖4(p−3)
L2(R3)

>
1
C

VC(p).

�

2.2 Análise de Compacidade: Caso p em (2,3)

Há pouco comentamos sobre a necessidade de se demonstrar a não ocorrência
da dicotomia para uso do Lema de Lions 1.2. Conforme mencionamos brevemente
há pouco, isto será feito primeiramente por meio do estabelecimento de uma família
de desigualdades conhecidas(estritas ou não) como Condições de Subaditividade ou
Desigualdades do tipo Concentração-Compacidade, a saber, para R positivo fixado:

IR < IR∗+ IR−R∗ , ∀R∗ ∈ (0,R).

É possível provar que a versão não-estrita de tais desigualdades sempre se
verifica (vide [17], pág.113), o que será bastante útil para a demonstração da versão estrita,
pois nos permitirá raciocinar por redução ao absurdo, supondo a igualdade.

A seguir, enunciaremos uma série de Lemas com o fito de demonstrar tal versão
estrita da subaditividade.

Lema 2.6 Defina o funcional energia auxiliar ER : H1(R3) 7→ R por

ER(u) =
1
2

∫
R3
|∇u(x)|2dx−C

p

∫
R3
|u(x)|pdx+R

2
3 (2−A)1

4
D[u]. (2-8)
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Para este funcional, define-se, similarmente, um problema de minimização associado, a

saber

JR
µ := inf

ϕ∈Σµ
ER(u). (2-9)

Nessas condições, vale a relação

JR
µ = µ

4A+1
3 JµR

1 . (2-10)

Prova. Seja u ∈ Σ1. Pela definição acima, para cada µ ∈ (0,λ) temos

µ
4A+1

3 EµR(φ) =
1
2

µ
4A+1

3

∫
R3
|∇φ(x)|2dx− µ(p−2)A+1

p
C
∫
R3
|φ(x)|pdx+

1
4

µ
2A+5

3 R
3
2 (2−A)D[φ].

Se fizermos uso do reescalamento e tomarmos A na equação acima de maneira que

0 <
4A+1

3
= (p−2)A+1 <

2A+5
3

veremos que u
3
2 ,1
µ ∈ Σµ e que o segundo membro na igualdade acima é maior que ER[u

3
2 ,1
µ ].

Isto mostra que
JR

µ ≤ µ
4A+1

3 JµR
1 .

Raciocínio análogo demonstra que

JR
µ ≥ µ

4A+1
3 JµR

1 ,

e estamos feitos. �

Raciocínio bastante similar ao que acabamos de desenvolver nos permite provar
que vale também, para R não-negativo:

IR = R
4A+1

3 JR
1 . (2-11)

O Lema acima introduz o problema de minimização auxiliar 2-9, para o qual
definiremos condições similares à subaditividade, para valores do raio nulo e positivos,
dos quais nos valeremos à fim de demonstrar a condição de subaditividade para o
problema principal. O Lema a seguir nos leva nessa direção.

Lema 2.7 Para cada λ positivo fixado vale , para todo µ ∈ (0,λ), a desigualdade

J0
λ
< J0

µ + J0
λ−µ ∀µ ∈ (0,λ). (2-12)
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Prova. Considere a função

µ−→ µ
4A+1

3 +(λ−µ)
4A+1

3 .

Um cálculo simples nos diz que tal função é decrescente para µ ∈ [0, λ

2 ) e crescente
para µ ∈ [λ

2 ,λ). Logo,restrita ao intervalo [0,λ] esta função possui 0 e λ como pontos de
máximo global. Em outras palavras, seu máximo é λ

4A+1
3 , mostrando-nos que, ∀µ ∈ (0,λ)

λ
4A+1

3 > µ
4A+1

3 +(λ−µ)
4A+1

3

Como J0
1 é negativo, isto é equivalente a

λ
4A+1

3 J0
1 < µ

4A+1
3 J0

1 +(λ−µ)
4A+1

3 J0
1

o que, por 2-10 é a desigualdade colimada. �

Enquanto as desigualdades do lema acima são universais, valendo para todo
λ positivo sempre que µ > 0 for menor que λ, as desigualdades do lema a seguir
eventualmente não se verificam, sendo, no entanto, condições suficientes para a condição
de subaditividade. Eis o que provaremos agora.

Lema 2.8 Seja R > 0. Se, para todo µ positivo menor que 1 a desigualdade

JR
1 < JR

µ + JR
1−µ (2-13)

for verificada, então, para todo R
′
positivo menor que R vale a desigualdade

IR < IR′ + IR−R′

Prova. De fato, dado R
′ ∈ (0,R), vale a desigualdade

JR
1 < JR

R′
R

+ JR
1−R′

R

.

Pelo 2-10 isto equivale à

JR
1 <

(
R
′

R

) 4A+1
3

J
R
′

R ·R
1 +

(R−R
′

R

) 4A+1
3

J
R−R
′

R ·R
1

 .

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima pelo número positivo R
4A+1

3 ,
obtemos
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R
4A+1

3 JR
1 < (R

′
)

4A+1
3 J

R
′

R ·R
1 +(R−R

′
)

4A+1
3 J

R−R
′

R ·R
1 ,

que, por sua vez, pelo 2-11 nos leva a

IR < IR′ + IR−R′ ,

conforme desejávamos. �

Observação 2.9 A função g : R+×R+ −→ R dada por

g(x,y) = Jy
x

é contínua, o que se vê facilmente tendo em vista que, para cada u ∈H1(R3) a função de

R dada por ER(u) é conhecidamente contínua, bem como a função ínfimo.

Feitas as devidas considerações, estamos finalmente prontos para enunciar e
provar a condição da qual tanto temos falado. Nos parece realmente razoável tê-la dividido
em Lemas, pois não obstante, sua demonstração ainda se mostrará bastante trabalhosa.

Teorema 2.10 (Subaditividade Estrita) Seja p ∈ (2,3). Para cada R > 0 suficiente-

mente pequeno, as desigualdades estritas

IR < IR′ + IR−R′ (2-14)

são válidas para R
′ ∈ (0,R).

Prova. Visando redução ao absurdo, suponha que a condição 2-14 não ocorra para R

suficientemente pequeno. Pelo Lema 2.8, isto significa que {Rk}k≥1 7→ 0 e {λ}k≥1 ∈ (0,1)
tais que

JRk
1 = JRk

λk
+ JRK

1−λk
, λk ∈ (0,1). (2-15)

Afirmo que, se a equação 2-15 for verdade, para k suficientemente grande, vale a
desigualdade

JRk
λk

< JRk
µ + JRk

λk−µ ∀µ ∈ (0,λk). (2-16)

De fato, se esse não fosse o caso, teríamos, para k arbitrariamente grande, a seguinte
igualdade

JRk
λk

= JRk
µk

+ JRk
λk−µk

, µk ∈ (0,λk). (2-17)

Sendo sequências de números reais limitadas, à menos de subsequências, pode-se assumir
que
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λk −→ λ ∈ [0,1] e µk −→ µ ∈ [0,λ]

Nessas condições, a equação 2-15 nos diz que λ ∈ {1,0}, pois caso contrário, pela
continuidade estabelecida na observação 2.9 chegaríamos à uma contradição, tendo em
vista o Lema 2.7. Raciocínio análogo nos mostra à partir da equação 2-17 que µ ∈ {1,0}.
Sendo possível tomar {µk} de maneira que seus termos não se aproximem de 0 nem
de 1, chegamos à contradição desejada. Logo, enfatizo, ao assumirmos que vale 2-15,
provamos que 2-16 ocorre. Portanto, o problema JRk

λk
possui um minimizante uk , para k

suficientemente grande. Sabemos pelo reescalamento que u
− 1

2 ,0
k ∈ Σ1. Substituindo u

− 1
2 ,0

k

no argumento do funcional energia auxiliar em 2-8 para R igual a zero e realizando as
operações indicadas na fórmula de reescalamento obtemos

E0(u
− 1

2 ,0
k ] =

1
2λk

∫
R3
|∇uk|2dx− C

λ

p
2 p
k

∫
R3
|uk|pdx.

Logo, se supormos sem perda de generalidade que λk−→ 1, concluímos passando o limite

quando k vai a infinito, que {u−
1
2 ,0

λk
}k≥1 é uma sequência minimizante para J0

1 . À partir de

2.7 obtemos que, à menos de translações e subsequências, u
− 1

2 ,0
λk

converge fracamente em
H1

0 (R3) para algum minimizante u∞. Isto significa que u∞ satisfaz

−∆ϕ∞−Cϕ
p−1
∞ +θϕ∞ = 0 (2-18)

no sentido fraco, para algum θ positivo. Como estamos assumindo 2-15, temos que

JRk
1 − JRk

λk

1−λk
=

JRk
1−λk

1−λk
.

É fácil ver, à partir de 2-18 que o primeiro membro da igualdade acima é dominado
por 1

2(−θ) enquanto o segundo membro vai a zero. Esta contradição mostra que não
devíamos ter negado 2-14 e estamos feitos. �

A seguir inciaremos o estudo propriamente dito acerca da compacidade das
sequências minimizantes para o problema de minimização IR para alguns casos. Os
demais precisam ser tratados separadamente pois ou o funcional energia se faz ilimitado
na esfera, ou alguns dos cálculos que temos realizado simplesmente não se aplicam.
Primeiramente apresentaremos uma demonstração para o fato de que vanishing não pode
ocorrer:o leitor não a encontrará no artigo [9], referência principal para esta dissertação,
muito embora seus autores nos deem uma dica na introdução, página 1919, a qual
prontamente seguimos. A fim de demonstrar que a dicotomia não ocorre, nos inspiramos
na correspondente parte da demonstração do Teorema II.1, em [17].
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Teorema 2.11 Seja p ∈ (2,3). Se {uk} for uma sequência minimizante para IR, necessa-

riamente o caso compacidade deve ocorrer.

Prova. Caso I: Vanishing não ocorre.
Suponha que ocorra. Pelo Lema A.18, para toda sequência minimizante (uk) de

IR, vale a desigualdade

E(uk) ≥
1
2
‖∇uk‖2

L2(R3)

(
1− 2CCGN(p)

p
R

6−p
4 ‖∇uk‖

3p−10
2

L2(R3)

)
.

Isto nos permite concluir que ‖∇uk‖L2(R3) é uma sequência numérica limitada.
Logo, pelo Lema 1.3, limk ‖uk‖Lq(R3) = 0, para q ∈ (2,6) e portanto, IR ≥ 0.

Contradição!

Caso II: Dicotomia não ocorre.
Suponha, visando redução ao absurdo, que este não seja o caso. Pelo Lema 1.2,

podemos separar uk em três funções tais que

(uk)
2 = (u1

k)
2 +(u2

k)
2 +(vk)

2 (2-19)

(uk) = (u1
k)+(u2

k)+(uk) (2-20)

Sendo os suportes de tais funções dois-a-dois disjuntos, 2-20 nos diz que, calculado o
produto interno de ∇uk por ele mesmo, obtemos

|∇uk|2 = |∇u1
k |2 + |∇u2

k |2 + |∇vK|2 (2-21)

Além disso, relendo a demonstração do Lema 1.2 vemos que

−C
p

∫
R3
|uk|pdx

pode ser escrita como

−C
p

∫
B[yk,t0]

|uk|pdx−C
p

∫
R3\B[yk,tk]

|uk|pdx−C
p

∫
B[yk,tk]\B[yk,t0]

|uk|pdx (2-22)

o que, por sua vez, é maior que ou igual a

−C
p

∫
R3
|u1

k |pdx−C
p

∫
R3
|u2

k |pdx−C
p

∫
R3
|vk|pdx
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A igualdade 2-19, por outro lado, nos diz que

1
4

D[uk] =
1
4

D[u1
k ]+

1
4

D[u2
k ]+

1
4

D[vk] (2-23)

As relações em 2-23, 2-22 e 2-21 nos dizem que

IR = lim
k
{E(uk) |uk ∈ ΣR} ≥ lim

k
E(u1

k)+ lim
k

E(u2
k)+ lim

k
E(uk)

o que se iguala a
lim

k
E(u1

k)+ lim
k

E(u2
k) (2-24)

tendo em vista que
lim

k
E(vk) = 0.

Sejam αk e βk, respectivamente, as massas de u1
k e u2

k . Sabemos pelo Lema 1.2
que αk −→ α ∈ (0,R) e βk −→ β ∈ (0,R−α). Logo, reescalando u1

k e u2
k para A e B em

Lema 2.1 de maneira que

α =
∫
R3

[
(u1

k)
2]A,B = λ

2A−3B
k αk

e
β =

∫
R3

[
(u2

k)
2]A,B = λ

2A−3B
k βk

para todo k, 2-24 será igual a

lim
k

{
E((u1

k)
A,B
λk

)
}
+ lim

k

{
E((ϕ1

k)
A,B
λk

)
}

conforme se observa pela fórmula de reescalamento, tendo em vista que λk converge para
1. Isto, por sua vez, pelo Lema 2.3, é maior que ou igual a

Iα + IR−α.

Esta contradição com 2-14 mostra que Dicotomia não pode ocorrer.

2.3 Existência de Solução: Caso p em (2,3)

Trataremos agora o principal resultado deste texto, concluindo, conforme espe-
rado, que o limite fraco u0 das sequências minimizantes para o problema IR de fato é
tal que E(u0) = IR. Ademais, convém salientar que, assim como no teorema anterior, os
autores de [9] não apresentaram uma demonstração específica para o caso p ∈ (2,3), de
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modo que a fim de demonstrá-lo, fizemos uso de algumas das ideias centrais adotadas
pelos autores para demonstração da proposição 3.3 em [9].

Teorema 2.12 (Existência de Minimizante) Para p∈ (2,3), o ínfimo do funcional ener-

gia restrito à esfera é atingido para alguma u0 ∈ ΣR.

Prova.Como ∫
R3
|∇u(x+ yk)|2dx =

∫
R3
|∇u(z)|2dz

e ∫
R3
|u(x+ yk)|2dx =

∫
R3
|u(z)|2dz = R,

a sequência numérica
{uk(·+ yk)}

é limitada em H1(R3). A menos de subsequência, obtemos, por Banach-Alaoglu (vide
Apêndice, Teorema A.7) que

uk(·+ yk)⇀ u0 ∈ H1(R3),

ou ainda, pelas imersões compactas de Sobolev

uk(·+ yk)→ u0 ∈ Lq
Loc(R

3), q ∈ [2,6).

Tal convergência forte implica, em particular, que a sequência das normas
converge para a norma do limite. Assim,∫

R3
|u0(x)|2dx≥

∫
Bt

|u0(x)|2dx = lim
k

∫
Bt

|uk(x+ yk)|2dx≥ R− ε.

O Teorema A.5 nos diz que tal convergência forte local também implica que

uk(·+ yk)→ u0 q.t.p em R3.

Logo, pelo Lema de Fatou (vide Apêndice, Teorema A.14), obtemos∫
R3
|u0(x)|2dx =

∫
R3

liminf
k
|uk(x+ yk)|2dx≤ liminf

k

∫
R3
|uk(x+ yk)|2dx = R,

nos levando a concluir que ∫
R3
|u0(x)|2dx = R,

ou seja,
u0 ∈ ΣR.

Sabemos, pelo Teorema A.4 que
∫
R3 |uk−u0|2dx converge para zero. Logo, pelo

Lema 1.3 aplicado à uk− u0, obtemos que uk− u0 converge para zero em Lp(R3), para
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todo p ∈ [2,6). Portanto, a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev (vide Apêndice,
Teorema A.3) nos diz que

0≤ ||D[uk]|− |D[u0]|| ≤ |D[uk−u0]| ≤ 2A‖(uk−u0)
2‖2

6
5
.

Isto significa que D[uk] converge para D[u0]. Portanto, tendo em mente que, à
menos de subsequência, uk ⇀ u0 em D1,2(R3), cuja norma é semi-contínua inferiormente
no sentido fraco, obtemos que

IR ≤ E[u0]≤ liminfE[uk(·+ yk)] = IR.

Em outras palavras, acabamos de demonstrar que E[u0] = IR e assim, u0 é,
conforme as considerações já realizadas, uma solução fraca para a equação 1-6, �

2.4 Caso p em [3,10 \ 3]

Até o momento temos, de certa forma nos concentrado nos casos para os quais
o problema de compacidade necessariamente se contorna garantindo que, ao aplicarmos
o Lema de Lions 1.2 às sequências minimizantes, os casos vanishing ou dicotomia não
possam de fato ocorrer: Veremos nesta seção que isto nem sempre é necessário.

Antes de proceder com tais casos, enunciaremos o Lema

Lema 2.13 Para p ∈ (2, 10
3 ), se houver um minimizante u0 para IR, as seguintes relações

serão válidas:

1)‖∇u0‖2
L2(R3)

+D[u0]−C‖u0‖p
Lp(R3)

+ `RR = 0;

2)1
2‖∇u0‖2

L2(R3)
+ 1

4D[u0]− C
p‖u0‖p

Lp(R3)
=−|IR|;

3)‖∇u0‖2
L2(R3)

+ 1
4D[u0]− 3

2
p−2

p ‖u0‖p
Lp(R3)

= 0;

4)O multiplicador de Lagrange da equação diferencial 1-6 é dado por

`R =
2
R

(
2(p−3)
3p−8

‖∇u0‖2
L2(R3)+

5p−11
3p−8

|IR|
)
.

Prova. 1) é evidente à partir da definição de solução fraca aplicada à equação 1-6; 2),
por sua vez, é equivalente a E(u0) = IR. Para provar 3), basta notar que, para todo λ,

u
3
2 ,1
λ
∈ ΣR, de modo que a função ψ(λ) := E((u0)

3
2 ,1
λ

) atinge seu mínimo para λ = 1, pois
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ψ(1) = E(u0).Logo, basta derivar ψ para chegar-se à igualdade desejada. Por fim, prova-
se 4) resolvendo o sistema linear acima nas variáveis ‖∇u0‖L2(R3), D[u0] e ‖u0‖LP(R3). �

O Lema a seguir possui algumas peculiaridades interessantes: A primeira reside
no fato, conforme veremos, de que a existência de soluções dependerá não apenas
do parâmetro p, mas também das constantes C e Cp no Lema A.18. Além disso, a
existência de funções minimizantes não dependerá de R. O segundo item do Lema se
prova demonstrando que as desigualdades do tipo concentração-compacidade se verificam
para todo R positivo. O primeiro item, onde se trata de inexistência, é provado por redução
ao absurdo, supondo que tal solução exista com IR = 0, e utilizando o Lema 2.13 acima
para chegar à uma contradição.

Lema 2.14 Seja C3 a constante no Lema A.18, item 2). Valem as afirmações:

1) Se 3√
2C3

>C, então IR = 0 e IR é atingido para nenhum R > 0;

2) Se 3√
2C3

<C, então IR < 0 e IR é atingido para todo R > 0.

Prova. Já sabemos pelo Lema 2.5 que, para p∈ [3, 10
3 ), IR < 0 ⇐⇒ CR2p−6 >VC(p). Em

particular, obtemos a primeira proposição de cada conjunção lógica acima simplesmente
considerando que, em particular, para p = 3 vale que

3√
2C3

<C ⇐⇒ IR < 0.

2) Aplicando a fórmula de reescalamento para A = 2 e B = 1, obtemos que

IR = R3I1 ∀R > 0. (2-25)

A desigualdade
IR < IR′ + IR−R′

é equivalente a
R3I1 < I1(R

′
)3 + I1(R−R

′
)3

ou ainda
R3 > (R

′
)3 +(R−R

′
)3.

Isto, por sua vez, após ter ambos os membros divididos por R3 e o polinômio
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desenvolvido se mostra equivalente a

0 > 3
R
′

R

(
R
′

R
−1

)
,

provando, dessa forma, as desigualdades do tipo concentração-compacidade para
R
′ ∈ (0,R), o que, por raciocínio análogo ao desenvolvido para a demonstração do

Teorema 2.12 , mostra que I1 é atingido para alguma ϕ ∈ Σ1 e, consequentemente IR,
tendo em vista 2-25, para alguma ϕ ∈ ΣR.

1) Como, por 2-25, nulidade e sinal de IR dependem apenas de I1, podemos restrin-
gir nossa análise a este ultimo. Pelo Lema 2.13, item IV), sabemos que `1 = 0, tendo
em vista que p = 3 e estamos supondo que IR = 0. Desse modo, resolvendo o sistema
formado pelas equações nos items 1),2) e 3) do mesmo Lema, agora para os valores
atualizados de |I1| e `1, obtemos que

D[u1]
1
2 =
√

2‖∇u1‖L2(R3) e ‖∇u1‖2
L2(R3)

= C
3 ‖u1‖3

L3(R3)

Sabemos, pelo item 3 do Lema A.18, que, sendo p = 3,

‖u1‖3
L3(R3)

≤
C3D

1
2 [u1]‖∇‖1‖2

L2(R3)
‖∇u1‖L2(R3)

de onde se conclui que
1

C3
≤ C
√

2
3

ou equivalentemente
3

C3
√

2
≤C.

contradizendo nossa hipótese de que

3
C3
√

2
>C.

Esta contradição mostra que não existe R > 0 para o qual IR seja atingido.
O leitor atento deve ter notado que, tendo em vista que, para p = 3 e 3√

2C3
≥C

conclui-se que Iλ = 0 ∀λ > 0, as desigualdades do tipo concentração-compacidade se
transformam em igualdades. Portanto, necessariamente existe alguma sequência minimi-
zante para IR que não possui subsequência fracamente convergente em H1(R3) para algum
ponto de ΣR, à menos de translação. No entanto, se conseguirmos controlar a massa de
pelo menos uma sequência minimizante, para que a perda não ultrapasse um certo valor,
a compacidade estará ainda garantida.O sentido exato de tal afirmação se encontra, nova-
mente, no Lema de Lions 1.2 e o próximo Teorema nos diz como. �
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Teorema 2.15 Seja p = 3 e C = 3√
2C3

. Se existir alguma sequência minimizante para I1

tal que Vanishing não ocorra, então o ínfimo de I1 restrito à esfera é atingido.

Prova. Seja uk uma sequência minimizante para I1 tal que Vanishing não ocorra. O caso
Compactness se trata de modo análogo ao feito na memonstração do Teorema 2.12 acima.
Caso ocorra Dichotomy, mostra-se facilmente que uk converge fracamente em H1(R3),
quase todo ponto em R3, fracamente em Lq(R3), para q ∈ [2,6] e fortemente em Lq

Loc(R3)

para os mesmos valores de q(exceto 6), à menos de subsequência e translação, para
alguma u0 ∈ Σ1, tal que ‖u0‖2

L2(R3)
= µ ∈ (0,1).

Caso I: µ < 1. Seja rk := ψk−u0, onde ψk := uk(·+ yk).∫
R3
|∇ψk|2dx =

∫
R3
|∇rk|2dx+

∫
R3
|∇u|2dx+

∫
R3
〈∇u0,∇rk〉dx

onde a última parcela vai a zero pois

〈rk,u0〉H1 =
∫
R3
〈∇rk,∇u0〉dx+ 〈rk,u0〉L2.

Como |rk +u0|3 ≤ |rk|3 + |u0|3 +3|rk||u0|(|rk|+ |u0|), obtemos que

−
∫
R3
|rk−u0|3dx≥−

∫
R3
|rk|3dx−

∫
R3
|u0|3dx−3

∫
R3
|rku0|(|rk|+ |u0|)dx

Tendo em vista que
0≤

∫
R3
|u0rk|2dx =∫

|x|≤R
|u0rk|2dx+

∫
|x|>R
|u0rk|2dx≤

(∫
|x|≤R
|u0|4dx

) 1
2
(∫
|x|≤R
|rk|4

) 1
2

+

(∫
|x|>R
|u0|4

) 1
2
(∫
|x|>R
|rk|4

) 1
2

,

que vai a zero quando R tende a infinito, obtemos que

−
∫
R3
|uk|3dx≥−

∫
R3
|rk|3dx−

∫
R3
|u0|3dx+o(1)

Além disso, tendo em mente que

∫
R3

(
u2

k ?
1
|x|

)
u2

kdx =

∫
R3

(
u2

0 ?
1
|x|

+2(u0rk)?
1
|x|

+ r2
k ?

1
|x|

)
(u2

0 +2u0rk + r2
k)dx
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que, após ignorados alguns termos não-negativos, se mostra maior que ou igual a

D[u0]+D[rk]+o(1)

onde o(1) indica uma quantidade que converge para zero (em k). Isto se verifica facil-
mente, pois, por exemplo:

Se mostrar-mos que u0 ?
1
|x| ∈ L∞(R3), obteremos , pelo Teorema A.2, que

0≤
∣∣∣∣∫R3

(
u2

0 ?
1
|x|

)
(u0rk)dx

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣u2
0 ?

1
|x|

∣∣∣∣
L∞

‖u0rk‖L1(R3)

que sabemos convergir para zero.
De fato, ∣∣∣∣u2 ?

1
|x|

∣∣∣∣
L∞(R3)

= sup
x∈R3

∫
R3

u(y)
|x− y|

u(y)dy

o que, pelo Teorema A.11 é menor que ou igual a

sup
x∈R3

(∫
R3

u2(y)
|x− y|2

) 1
2

‖u0‖L2(R3)

que, por sua vez, pelo Teorema A.1 se mostra menor ou igual a

2‖∇u0‖L2(R3)‖u0‖L2(R3).

Todas essas considerações nos levam a concluir que

0 = liminf
k

E(uk)≥ liminf
k

E(u0)+ liminf
k

E(rk)+ liminf
k

o(1)≥ E(u0)≥ Iµ = 0,

pois E(rk)≥ 0 ∀k ≥ 1. Logo, E(u0) = Iµ = 0 e IR = 0 também é atingido ∀R > 0. �
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Encontraremos agora uma aplicação do Lema 2.5 no estudo de existência de
soluções fracas para o problema 1-6, por meio da análise do caso crítico Rc, definido à
partir da constante VC, definida naquele Lema. Note, novamente, como, muito embora não
estejamos no caso principal p ∈ (2,3), a condição de subaditividade ainda desempenhará
papel fundamental em nosso estudo.

Teorema 2.16 Defina Rc :=
(

VC
C

) 1
2p−6

. Se p ∈ (3, 10
3 ), as seguintes afirmações são váli-

das:

1) Se R > Rc, então as desigualdades estritas do tipo concentração-compacidade se

verificam. Em particular, existe um minimizante;

2) Se R = Rc, então o problema IR possui minimizante;

3) Se R < Rc, então IR não é atingido.

Prova.1) Seja R
′
> R e u ∈ ΣR. Pelo reescalamento com A = 2, B = 1 e λ = R

′

R , obtemos,
tendo em vista que u2,1

λ
∈ ΣR′ , que

IR′ ≤ E(u2,1
λ
) =

(
R
′

R

)3
1

2

∫
R3
|∇u|2dx+

1
4

D[u]−

(
R
′

R

) 1
2p−6 C

p

∫
R3
|u|pdx


que, por sua vez, se faz menor que ou igual a(

R
′

R

)3

E(u).

Dessa forma, tomando o ínfimo do segundo membro da desigualdade acima para
u ∈ ΣR, obtemos

IR′ ≤

(
R
′

R

)3

IR.

Sabemos ser IR′ , IR < 0. logo, se substituirmos
(

R
′

R

)
por 1 na expressão acima,

concluímos que a função R 7→ IR é decrescente para R≥ Rc. Desejamos provar agora que

IR < Ir + IR−r ∀r ∈ (0,R).

De fato, seja r ∈ (0,R). Se Ir = IR−r, a desigualdade está verificada, tendo em
vista que IR < 0.
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Se Ir < 0 e IR−r = 0, estamos feitos, tendo em vista a monotonicidade da função R 7→ IR,
dada no Lema 2.3, caso r ≥ Rc e o fato de Ir = 0 para r < Rc.

Caso Ir, Ir−R < 0, sabemos ser r,R− r > Rc. Logo, obtemos que

IR ≤
(

R
r

)3

Ir <
R
r

Ir

e

IR ≤
(

R
R− r

)3

IR−r <
R

R− r
IR−r.

Assim, IR = r
R IR +

R−r
R IR < Ir + IR−r.

2)Considere a sequência definida por RK = Rc +
1
k , para cada k ≥ 1. Sendo Rk > Rc,

pelo item anterior, para cada k ≥ 1 existe um minimizante uk ∈ ΣRk para IRk .Note que,
pelo Lema 2.5, vale que IRk < 0 para cada k. Tendo em vista que Rk −→ Rc, conclui-se
por meio do reescalamento com A = 2, B = 1 e λ = R

′

R que

lim
k→∞

E(uk) = lim
k→∞

IRk = IRc.

Isto significa que pelo Lema A.20 ηRk −→ 0. Combinando o Lema A.20 com o
Lema A.18, obtemos

1
4

εRk−
3
2

ηRk ≤

C(p)CG(1)p−1R
p−1

2

[(
3
4

p−2
)

εRk− (
5
2

p−6)ηRk

]2p−5

·
[
(5− 3

2
p)εRk +(p−6)ηRk

] 4−p
2

.

Tomando o limite quando k −→+∞, obtemos

1
4
≤C(p)CG(1)p−1R

p−1
2

[
3
4

p−2
]2p−5(

5− 3
2

p
) 4−p

2

liminf
k

ε
1
2 (3p−8)
Rk

mostrando-nos que liminfk εRk > 0, o que, pelo Lema A.20 nos permite afirmar que

liminf
k

∫
R3

ϕk > 0

Sendo assim, pelo Lema 1.3, Vanishing não pode ocorrer.

3) Pelo Lema 2.5, IR = 0. Defina

ER(u) =
1
2

∫
R3
|∇u|2dx+

1
4

D[u]−R
1

2p−6
C
p

∫
R3
|u|pdx.
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Pelo reescalamento, pode-se facilmente estabelecer, para A = 2, B = 1 e λ = R uma
correspondência biunívoca ψ entre Σ1 e ΣR, dada por ψ(u) = u2,1, de modo que as
seguintes relações se verifiquem:

E(ψ(u)) = R3ER[u], ∀ u ∈ Σ1

e
E(u) = R−3ER[ψ(u)], ∀u ∈ Σ1.

Suponha visando redução ao absurdo que exista uma função minimizante para IR.

Então R−3IR é atingido. Isto nos permite mostrar que ERc(u0)< ER(u0) = 0 para Rc > R.
Isto contradiz o fato de IRc = 0 e estamos feitos.

Observação 2.17 Concluímos o capítulo ressaltando que o problema 1-6 não possui

solução para p = 2, ou p = 10
3 . De fato, no primeiro caso mostra facilmente por meio

de reescalamento que IR = −C
2 R, fazendo com que o ínfimo só possa ser atingido se,

tendo em ista que D[·]≥ 0, a norma L2 do gradiente de u0 se anule, contradizendo o fato

da massa de u0 ser positiva. No segundo caso, a fórmula de reescalamento nos mostra

que, sendo

E(u
2
3 ,1
λ

) = λ
2
(

1
2

∫
R3
|∇u|2− 3C

10

∫
R3
|u|

10
3

)
+λ

1
4

D[u],

o funcional energia assume valores negativos se, e somente se, o coeficiente de λ2 também

o faz. Logo, sendo IR = 0 a única possibilidade para este caso, a existência de minimizante

implicaria D[u0] = 0, o que é absurdo.

�
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CAPÍTULO 3
Existência de Solução: p entre 10 \ 3 e 6

Neste capítulo, baseado no artigo [4], iremos buscar soluções para a equação
diferencial 1-6 para os valores de p tais que o problema de minimização IR não possui
solução, visto que IR = −∞ (vide Lema 2.4). A ideia principal consiste em demonstrar
que o funcional energia E possui uma geometria do tipo Passo da Montanha em ΣR,
conforme definido na Introdução. Então localizamos uma sequência de Palais-Smale
limitada no nível ΣR e mostramos que esta sequência converge no sentido fraco em
H1(R3) para uma u0 6= 0 agindo como solução fraca para o problema 1-6. Os dois Lemas a
seguir nos fornecerão as propriedades topológicas necessárias para tal, conforme veremos
ao longo deste capítulo.

Lema 3.1 Defina o funcional auxiliar Q : H1(R3)−→ R por

Q(u) =
∫
R3
|∇u|2 + 1

4
D[u]− 3(p−2)

2p

∫
R3
|u|p.

Seja p ∈ (10
3 ,6) e u ∈ ΣR, onde R é um real positivo arbitrariamente fixado.

Nessas condições, as seguintes afirmações são verdadeiras:

1) ‖ϕλ‖ −→+∞ e E(uλ)−→−∞, quando λ, quando λ−→+∞;

2) Existe l tal que ‖u‖2
L2(R3)

≤ l implica Q(u)> 0 e ‖u‖p
Lp(R3)

≥ l, se Q(u) = 0;

3)Se E(u)< 0, então Q(u)< 0.

Prova.
A demonstração envolve basicamente o uso do reescalamento aliado às ferra-

mentas de Cálculo I, recomendamos [4], Lema 2.1, para os detalhes. �

Lema 3.2 Para p ∈ (10
3 ,6) e u ∈ ΣR as seguintes afirmações se verificam:
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1) Existe uma única λ∗(u) positiva tal Q(uλ∗) = 0;

2) A função λ−→ E(uλ) é côncava em [λ∗(u),+∞);

3) λ∗(u)< 1 se, e somente se, Q(u)< 0;

4) λ∗(u) = 1 se, e somente se, Q(u) = 0;

5)

Q(uλ)

{
> 0 ∀λ ∈ ( 0 ,λ∗)

< 0 ∀λ ∈ (λ∗,+∞)

6) E(uλ)< E(uλ∗), ∀λ ∈ R+ \{λ∗};

7) ∂

∂λ
E(λ) =

1
λ

Q(uλ), ∀λ > 0.

Prova.
Assim como no lema acima recomendamos [4], Lema 2.2 para a prova. �

Nosso próximo Lema, nos fornece uma percepção alternativa do nível do passo
da montanha γ(R), descrevendo-o à partir do comportamento do funcional energia restrito
ao conjunto

V (R) := {u ∈ ΣR | Q(u) = 0}.

Lema 3.3 Quando p ∈ (10
3 ,6), vale a igualdade:

γ(R) = inf
u∈V (R)

E(u).

Prova. Seja u ∈V (R). Sabemos que ‖∇uλ‖2
L2(R3)

= λ2‖∇u‖2
L2(R3)

, significando que, para
algum λ1 ∈ (0,1) suficientemente pequeno, uλ1 ∈AK(R). Além disso, pelo Lema 3.1 existe
λ2 > 1 tal que E(uλ2)< 0. Logo, se definirmos

g(t) := u((1−t)λ1+tλ2), para t ∈ [0,1]

obteremos um caminho em Γ(R). Sabemos por definição que

γ(R)≤ max
t∈[0,1]

E(g(t)).

Sabemos, no entanto, pelo Lema 3.2, que o máximo no segundo membro desta desigual-
dade ocorre apenas quando (1− t)λ1 + tλ2 = 1, mostrando-nos que γ(R) é cota inferior
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de
{E(u) | u ∈V (R)}

Seja m positivo tal que m≤E(u) ∀u∈V (R) e g∈Γ(R) qualquer. Sabemos ser E(g(1))< 0
e g contínua, logo o Lema 3.1 nos diz que Q(g(1)) < 0 e, além disso, caso K(R) seja
tomado menor que l(o que será feito no Teorema 3.6), que Q(g(0)) > 0. Logo, pelo
Teorema do valor intermediário, Q(g(t)) = 0 para algum t0 ∈ (0,1).

Isto significa que, ∀g ∈ Γ(R)

max
t∈[0,1]

E(g(t))≥ E(g(t0))≥ m.

Portanto, pela definição de Γ(R) como ínfimo, m≤ Γ(R) e o Lema está provado.
�

A fim de demonstrarmos a existência de uma sequência de Palais-Smale no nível
γ, faremos uso do chamado fluxo gradiente, que definiremos agora.

TuΣR = {v ∈ H1(R3) | (u,v)2 = 0.}

Seja ΣR := {u ∈ ΣR | dE|ΣR(u) 6= 0}. Sabemos por [7] que existe um campo
vetorial pseudo-gradiente localmente Lipschitziano Y ∈C1 (ΣR,T (ΣR)

)
, onde T (ΣR) é o

bundle tangente, tal que
‖Y (u)‖ ≤ 2‖dE|ΣR(u)‖

e
〈E
′
|ΣR(u),Y (u)〉 ≥ ‖dE|ΣR(u)‖2,

para toda u ∈ ΣR.

Defina os conjuntos

Nµ := {u ∈ ΣR ||E(u)−Γ(R)| ≤ µ,dis(u,V (R))≤ 2µ,‖Y (u)‖ ≥ 2µ},

Nµ := {u ∈ ΣR ||E(u)− γ(R)|< 2µ},

. Se Nµ 6= /0, existe uma g : ΣR −→ [0,1] localmente lipschitziana tal que

g =

{
1 em Nµ,

0 em Nc
µ
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Define-se também em ΣR o campo vetorial

W (u) =

{
−g(u) Y (u)

‖Y (u)‖ se u ∈ ΣR,

0 se u ∈ ΣR \ΣR

Definimos também o chamado fluxo pseudo-gradiente como solução de{
d
dt (η(t,u)) =W (η(t,u)),

η(0,u) = u
(3-1)

O leitor interessado pode encontrar a prova da existência de uma solução η(t, ·)
para a EDO acima , para cada t ∈ R, em [7], Lema 5. No lema a seguir destacamos
algumas das propriedades básicas de tais soluções.

Lema 3.4 O fluxo pseudo-gradiente η satisfaz as seguintes propriedades:

1) η(t,u) = u, para todo t ∈ R se |E(u)− γ(R)| ≥ 2µ;

2) d
dt E(η(t,u)) = 〈dE(η(t,u)),W (η(t,u))〉 ≤ 0, para todo t ∈ R e u ∈ ΣR.

Munidos das ferramentas básicas fornecidas pelos resultados acimas, estamos prontos
para enunciar um dos resultados mais importantes deste capítulo, a saber, o Teorema a
seguir, referente à existência de sequências de Palais-Smale limitadas no nível γ(R) para
o problema em estudo.

Teorema 3.5 Tome p ∈ (10
3 ,6) e defina

Kµ := {u ∈ ΣR | |E(u)− γ(R)| ≤ µ, dis(u,V (R))≤ 2µ, ‖E
′
|ΣR(u)‖ ≤ 2µ}.

Para todo µ > 0, o conjunto Kµ∩BH1(R3)(0,3M0) 6= /0.

Prova. Defina para µ > 0

Λµ := {u ∈ ΣR ||E(u)−Γ(R)| ≤ µ , dis(u,V (R))≤ 2µ}.

Uma forma de negar nossa tese seria dizer que existe µ ∈ (0, γ(R)
4 ) tal que

µ ∈ Λµ∩B(0,3M0)⇒‖E
′
|ΣR(u)‖> 2µ.

Segue que
µ ∈ Λµ∩B(0,3M0)⇒∈ Nµ.

É fácil ver à partir do Lema 3-1 que
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‖ d
dt η(t,ϕ)‖ ≤ 1, ∀t ≥ 0 e u ∈ ΣR

∀s ∈ (0,M0)

µ ∈ Λµ∩B(0,2M0)⇒ η(s,u) ∈ B(0,3M0) e dis(η(s,V (R)))≤ 2µ (3-2)

De fato, pelo Teorema A.8

‖η(s,u)−η(0,u)‖ ≤ sup
t∈[0,1]

∥∥∥∥ d
dt

η(st,u)·
∥∥∥∥≤ 1 · s

Logo

‖η(s,u)‖H1(R3) = ‖η(s,u)−u+u‖H1(R3)

s+‖ϕ‖H1(R3) < s+2M0

o que nos fornece a primeira afirmação.
Quanto a segunda afirmação, suponha que exista uma sequência vk ∈ V (R) tal

que ‖η(s,u)− vk‖H1(R3) −→ l > 2µ. Sabemos, no entanto, que∣∣∣‖u− vk‖H1(R3)+‖η(s,u)− vk‖H1(R3)

∣∣∣≤ ‖u− vk− (η(s,u)− vk)‖H1(R3)

= ‖u−η(s,u)‖H1(R3) ≤ s, ∀s ∈ (0,M0).

o que nos leva à uma contradição, tendo em vista que

‖u− vk‖H1(R3) −→ l ≤ 2µ.

Afirmo que é possível construir, para ε > 0 suficientemente pequeno, um cami-
nho gε(t) ∈ ΓR tal que

max
t∈[0,1]

gε(t)≤ γ(R)+ ε

e
E(gε)≥ gε(t)⇒ gε(t) ∈ Λ µ

2
∩B(0,2M0) (3-3)

Dado ε > 0, seja u ∈V (R) (dependendo de ε) tal que, pela definição de ínfimo,

γ(R)+ ε > E(uε).

Sabemos, pelo Lema 3.3 que a função

gε(t) := λ(1−t)λ1+tλ2 , para t ∈ [0,1]

é um caminho em Γ(R). Pelo Lema 3.2, a função E(gε(t)) na variável t assume seu
máximo para (1− t∗ε )λ1 + t∗ε λ2 = 1, onde t∗ε ∈ (0,1).
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Logo,
max

t∈[0,1]
E(gε(t))≤ γ(R)+ ε.

De onde se obtém facilmente que

{t ∈ [0,1] |E(gε(t))≥ γ(R)} ⊂ [t∗ε −αε, t∗ε −αε]

onde αε vai a zero quando ε−→ 0.
Tome ε ∈ (0, 1

4µR0). Afirmo que

η(s,gε(t)) ∈ Γ(R)

para cada s positivo fixado. De fato, como

sup
u∈AK0

E(u)<
γ(R)

2
,

sabemos que

E(gε(0))<
γ(R)

2
.

Logo,
|E(gε(0))− γ(R)|= γ(R)−E(gε(0))

o que é maior que
1
2

γ(R)

ou ainda, tendo em vista que

µ <
γ(R)

4
maior que 2µ. Isto, combinado ao fato de η(s,λ) = λ sempre que |E(u)− γ(R)| ≥ 2µ nos
dá a primeira condição para η(s,gε(t)) ∈ Γ(R).

Para ver o porquê de η(s,gε(1)) ser negativo, basta notar que, sendo E(gε(1))
negativo, é menor que γ(R)

2 . Além disso,

|E(gε(1))− γ(R)|= γ(R)−E(gε(1))≥ γ(R)≥ 2µ.

Tendo tudo isto em mente, concluímos notando que se ocorresse, para algum s

em [0,s∗] e todo t em [0,1], onde s∗ := 4ε

µ < R0, a seguinte desigualdade

E(η(s,gε(t)))< γ(R),

teríamos evidentemente uma contradição com a definição de γ(R). Sendo assim, assuma
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que para todo s ∈ [0,s∗] e todo t ∈ [0,1] E(η(s,gε(t))) ≥ γ(R).Pela monotonicidade de
E(η) como função de uma variável real e pelo fato de η(0,u) = u, ∀u ∈ Σ(R), isto que
significa que

E(gε(t))≥ E(η(s,gε(t)))≥ γ(R), (3-4)

Logo, por 3-3
gε(t) ∈ Λµ∩B(0,2M0).

Sabemos também por 3-2 que, neste caso, η(s,gε(t)) ∈ B(0,3M0) e
dis(η(s,gε(t)),V (R)) < 2µ. Ainda, 3-4 logo acima nos diz que, sendo |E(gε(t))− γ(R)|
menor ou igual a µ

2 , |E(η(s,gε))− γ(R)| também o será. Desse modo, obtêm-se que

η(s,gε(t)) ∈ Λµ∩B(0,3M0).

Em particular, pelas propriedades de η, podemos afirmar que

d
ds

E(η(s,gε(t))) =
〈

dE(η(s,gε(t))),−
Y (η(s,gε(t)))
Y (η(s,gε(t)))

〉
.

Integrando, obtemos a contradição desejada. �

Provemos agora existência da geometria do Passo da Montanha para o funcional
energia.

Teorema 3.6 Seja p∈ (10
3 ,6) e R um real positivo. O funcional energia E restrito à esfera

possui uma geometria do tipo Passo da Montanha no nível γ(R).

Prova.Defina

αk := sup
u∈Ck

E(u)

onde

Ck := {u ∈ ΣR | ‖u‖2
L2(R3) = k}

Pelas desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev (vide Apêndice, Teorema A.3
)e Gagliardo-Nirenberg (vide Apêndice, Teorema A.16), prova-se facilmente que

E(u)≤ 1
2
‖u‖2

L2(R3)+C
′
(
‖u‖2

L2(R3)

) 1
2 ·
(
‖u‖L2(R3)

) 3
2

e

E(u)≥ 1
2
‖u‖2

L2(R3)−C
′′
(
‖u‖2

L2(R3)

) 3(p−2)
4 ·

(
‖u‖L2(R3)

) 6−p
4
,
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o que implica que
lim
k→0

αk = 0.

Seja an um sequência de números reais positivos convergindo para zero. Pela
definição de limite lateral(à direita), para cada n fixado, existe δn, menor que l no Teorema
3.6, tal que αk < an ∀k ∈ (0,δn]. Seja Γ(R) definido para K(R) menor que δn.

Suponha que γ(R) = 0. Pela demonstração do Lema 3.1, sabemos que

E(u)− 2
3(p−2)

Q(u) =
3p−10
6(p−2)

‖u‖2
L2(R3)+

3p−8
12(p−2)

D[u]

Pelo Lema 3.3, existe uma sequência {un} ∈V (R) tal que limn→∞ E(un) = 0.
Sendo 3p−10

6(p−2) ,
3p−8

12(p−2) > 0, isto implica

lim
n→∞
‖∇u‖L2(R3) = lim

n→∞
D[un] = 0

No entanto, pela definição do funcional energia E, isto implicaria limn→∞ ‖un‖P = 0,
contradizendo o Lema 3.1 item II). Suponha que γ(R) > 0. Pelo Lema 3.1 , para tal
escolha de K(R), a definição de Γ(R) nos diz que E(g(0)) nunca é negativo. Logo, apenas
precisamos mostrar que γ(R) é estritamente maior que E(g(0)), para toda g ∈ Γ(R).
Suponha que este não seja o caso. Isto significa que

γ(R)≤ sup
g∈Γ(R)

E(g(0)).

Para todo k, por definição αk ≥ E(u), sempre que ‖u‖2
L2(R3)

= k. Em particular,
para k ∈ (0,δn], an ≥ E(g(0)), ∀g ∈ Γ(R). Ou ainda, an ≥ supg∈Γ(R)E(g(0)) ≥ γ(R).

Tomando n−→+∞, obtemos uma contradição. �

No Teorema a seguir, todos os itens se encadeiam culminando no item 5), onde se afirma
que o limite fraco u0 da sequência de Palais-Smale acima obtida, é, de fato, solução fraca
para o problema1-6.

Teorema 3.7 Seja uk uma sequência de Palais-Smale para o funcional energia restrito

à esfera no nível γ(R) e limitada em H1(R3). Nessas condições, existe uma sequência

numérica tk tal que, a menos de subsequência:

1) uk −→ u0 fracamente em H1(R3);

2) tk −→ t0 em R;

3) −∆uk− tkuk +
(
|x|−1 ? |uk|2

)
uk−|uk|p−2uk −→ em H−1(R3);
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4) −∆uk− t0uk +
(
|x|−1 ? |uk|2

)
uk−|uk|p−2uk −→ em H−1(R3);

5) −∆u0− t0u0 +
(
|x|−1 ? |u0|2

)
u0−|u0|p−2u0 = 0 em H−1(R3).

Prova. Para provar 3) (vide [7], Lema 3), lembre-se que

ΣR := {u ∈ H1(R3) | ‖u‖L2(R3) = R}

e que
TukΣR = {u ∈ H1(R3) |(u,uk)2 = 0}

onde (·, ·)2 indica o produto interno de L2(R3). Considere a projeção ortogonal πuk :
H1(R3)−→ TukΣR dada por

πuk ·w = w− (uk,w)2uk.

Defina o operador linear E ′ : H1(R3)−→ R por

E ′(uk) ·w = E
′
(uk) ·w− (uk,w)2E

′
(uk) ·uk.

Um cálculo imediato nos mostra que, fixada arbitrariamente uma w ∈ H1(R3)

decomposta como
w = (w,uk)2uk +πuk ·w,

vale que
E ′ ·w = E

′
(uK) ·πuk ·w.

Isto significa que ∣∣∣E ′(uk) ·w
∣∣∣= ∣∣∣E ′ΣR

(uk) · (πuk ·w)
∣∣∣ ,

o que é menor que, ou igual a

‖E
′
ΣR
(uk)‖ · ‖πuk ·w‖,

ou ainda, menor que, ou igual a

‖E
′
ΣR
(uk)‖ · (1+‖uk‖)‖w‖, (3-5)

onde esta última desigualdade provém da imersão contínua de H1(R3) em L2(R3)(vide
Apêndice, Teorema A.9) e da definição de projeção ortogonal. Por outro lado, um cálculo
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simples mostra que, em particular para nosso problema

E ′(uk) ·w =
∫
R3
〈∇uk,∇w〉dx+

∫
R3

(ϕk)uukwdx−
∫
R3
|uk|p−2ukwdx−λk

∫
R3

ukwdx,

onde a sequência {λk} é dada por

1
‖uk‖2

{
‖∇uk‖2 +

∫
R3

(ϕk)u|u|
2dx−‖uk‖p

}
.

Logo, a desigualdade 3-5 encerra a demonstração. Ademais, 1) é consequência
imediata do Teorema de Banach-Alaoglu (vide Apêndice, Teorema A.7), 2) se mostra
simplesmente garantindo a limitação de {λk} pelas desigualdades de Hardy-Littlewood-
Sobolev (vide Apêndice, Teorema A.3) e Gagliardo-Nirenberg (vide Apêndice, Teorema
A.16). 4) segue imediatamente de 3). A parte delicada na demonstração de 5) está na
parcela D[u].(vide [22], Lema 2.2) �

Observação 3.8 Evidentemente, não há interesse em obter-se soluções nulas para nossa

equação diferencial; eis então o propósito do lema a seguir. Tal lema, dada a premissa

segundo a qual a sequência de Palais-Smile obtida neste texto é tal que Q(uk)→ 0, nos

permitirá concluir que a solução por nós obtida no teorema acima não é trivial. Para

justificar tal premissa, basta tomar uma sequência {wl}l≥1 ∈ V (R) tal que ‖wl−uk‖ →
dis(uk,V (R)) e utilizar o Teorema do Valor Médio, aliado ao fato de que Q(wl) = 0 e que

limk dis(uk,V (R)) = 0, limite dado pelo 3.5, para concluir.

Lema 3.9 Seja uk ⊂ ΣR uma sequência de Palais-Smale no nível positivo γ(R) limitada

em H1(R3) e tal que Q(uk) −→ 0 quando k −→ 0. Nessas condições, à menos de

subsequência e translação u0, o limite fraco de uk acima, não é nulo em H1(R3).

Prova.Suponha visando redução ao absurdo que u0 = 0 q.t.p. Sabemos pelas imersões
compactas de Sobolev que ∀t > 0 e y ∈ R3

lim
k→∞

∫
Bt

|ϕk(·+ y)|2dx =
∫

Bt

|0|2dx = 0.

Isto equivale à afirmação de que Vanishing ocorre. Logo, pelo Lema 1.3 uk−→ 0
em Lp(R3) para p ∈ (2,6). Verifica-se por um cálculo direto que as seguintes igualdades
são válidas.

Q(u) = ‖∇u‖2
L2(R3)+

1
4

D[u]− 3(p−2)
2p

‖u‖p
Lp(R3)

e
E(u)− 2

3(p−2)
Q(u) =

3p−10
6(p−2)

‖∇u‖2
L2(R3)+

3p−8
12(p−2)

D[u]
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De onde concluímos que
lim
k→∞

E[ϕk] = 0 6= γ(R)

produzindo o absurdo desejado. Assim, estamos feitos. �
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APÊNDICE A
Resultados Úteis

Neste apêndice enunciamos os resultados de Teoria da Medida e Análise Funci-
onal

Teorema A.1 (Desigualdade de Hardy) Suponha que N ≥ 3. Prove que existe uma

constante positiva C tal que

∫
RN

u2

|x|2
dx≤C

∫
RN
|∇u|2dx ∀u ∈ D1,2(RN).

Prova. Seja u ∈C∞
0 . Defina, para cada x ∈ RN

f (λ) := u2(λx)

Pela regra da cadeia
f
′
(λ) = 2u(λx)∇u(λx) · x

e ainda ∫ +∞

1

d
dλ

f (λ)dλ = lim
t→+∞

f (t)− f (1) =−u2(x)

u2(x)
|x|2

=−2λ

∫ +∞

1

u(λx)
|λx|

∇u(λx) · x
|x|

dλ

Ou seja ∫
RN

u2(x)
|x|2

dx =−2λ

∫
RN

∫ +∞

1

u(λx)
|λx|

∇u(λx) · x
|x|

dλdx

Pelo Teorema de Fubini∫
RN

u2(x)
|x|2

dx =−2λ

∫ +∞

1

∫
RN

u(λx)
|λx|

∇u(λx) · x
|x|

dxdλ

Que é menor ou igual a

2λ

∫ +∞

1

∫
RN

∣∣∣∣u(λx)
|λx|

∇u(λx) · x
|x|

∣∣∣∣dxdλ.
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ou ainda, por Cauchy-Schwarz

2λ

∫ +∞

1

∫
RN

|u(λx)|
|λx|

|∇u(λx)|dxdλ.

Por mudança de variáveis, isto é igual a

2λ

∫ +∞

1

1
λN dλ

∫
RN

|u(y)|
|y|
|∇u(y)|dy. (A-1)

Defina, agora,
g(λ) := u(λy).

Está claro que
g
′
(λ) = ∇u(λy) · y

De modo que, analogamente ao feito acima

|u(y)|
|y|
≤

∫ +∞

1
|∇u(λy)|dλ. (A-2)

A-2 nos diz que

∫
RN

|u(y)|
|y|
|∇u(y)|dy≤

∫
RN

(∫ +∞

1
|∇u(λy)|dλ

)
|∇u(y)|dy

que, por sua vez, é igual a ∫ +∞

1

1
λN dλ

∫
RN
|∇u(z)|dz (A-3)

o que se demonstra por raciocínio análogo ao realizado acima, por Fubini, seguido da
mudança de variáveis λy = z e concluído por independência de variáveis.

A-1 e A-3 nos dizem que

∫
RN

u2

|x|2
≤C1

∫
RN
|∇u|dx≤C

∫
RN
|∇u|2dx

onde a última desigualdade se demonstra por Holder A.11, tendo em vista que supp u é
compacto.

Pela densidade de C∞
0 (RN) em D1,2(RN) a demonstração está concluída.

�

Teorema A.2 Seja f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn) com 1 ≤ p ≤ +∞. Defina a convolução

f ?g : Rn −→ R por

( f ?g)(x) :=
∫
Rn

f (x− y)g(y)dy .
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Nessas condições, afirmamos que:

1) f ?g ∈ Lp(Rn);

2) ‖ f ?g‖Lp(Rn) ≤ ‖ f‖L1(Rn)‖g‖Lp(Rn).

Prova. ( vide [8], teorema 4.15) �

Teorema A.3 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja p,r > 1 e 0< λ< n com 1
p +

λ

n +
1
r = 2.

Seja f ∈ Lp(Rn) e h ∈ Lr(Rn). Então existe uma constante A(n,λ, p), independente de f

e h, tal que ∣∣∣∣∫R3

∫
R3

f (x)|x− y|−λh(y)dxdy
∣∣∣∣≤ A(n,λ, p)‖ f‖Lp(Rn)‖h‖Lr(Rn).

Teorema A.4 Para p ∈ [1,+∞), suponha que { fn} seja uma sequência em ∈ Lp(X),

f ∈ Lp(X) e que fn(x) −→ f (x) q.t.p. Se limn ‖ fn‖Lp(X) = ‖ f‖Lp(X), então fn −→ f em

Lp(X).

Prova. (vide [20] teorema 1.17) �

Teorema A.5 Seja { fn} em ∈ Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tal que ‖ fn− f‖Lp(Ω) −→ 0.
Nessas condições, existe uma h ∈ Lp(Ω) tal que, à menos de subsequência, vale

que

a) fn(x)−→ f (x) q.t.p em Ω;

b) | fn(x)| ≤ h(x) ∀n, q.t.p em Ω.

Prova. (vide [8], teorema 4.9) �

Teorema A.6 (Multiplicadores de Lagrange) Sejam E e φ funções reais e H1(R3) o

espaço de Sobolev. Suponha que E possua mínimo local com respeito à

ΣR = {ϕ ∈ H1(R3)|φ(ϕ) = 0}, para algum ϕ0 ∈ Σ.

Seja U uma vizinhança de ϕ0 em Σ tal que E,φ ∈ C1(U) e seja φ
′
(ϕ0) um

funcional linear sobrejetivo. Então existe uma constante real λ, chamada Multiplicador
de Lagrange, tal que

(E−λφ)
′
(ϕ)≡ 0

Prova. (vide [14], teorema 7.8.2) �
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Teorema A.7 (Banach-Alaoglu) Seja X uma espaço de Banach reflexivo. Se uma

sequência {xk} é limitada em X, então xk converge fracamente, à menos de subsequência,

para algum x0 ∈ X.

Prova. (vide [8], teorema 3.16) �

Teorema A.8 (Teorema do Valor Médio) Sejam X e Y espaços vetoriais normados e

f : X 7→ Y. Se para a,b ∈ X dados a derivada de Gâteaux f
′
G(a+ t(b−a)) na direção de

(b−a) existe para todo t ∈ [0,1], então

‖ f (b)− f (a)‖Y ≤ sup
t∈[0,1]

‖ f
′
G(a+ t(b−a);b−a)‖Y .

Além disso, se a derivada de Fréchet f
′
(a+ t(b−a)) existe para todo t ∈ [0,1], então

‖ f (b)− f (a)‖Y ≤ sup
t∈[0,1]

‖ f
′
(a+ t(b−a))‖L(X ,Y )‖b−a‖X

Prova. (vide [14], teorema 3.2.6) �

Teorema A.9 (Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto

limitado de R3, com fronteira ∂Ω de classe C1. Nessas condições vale a imersão compacta

H1(Ω)⊂⊂ Lp(Ω)

para cada p ∈ [1,6).

Prova. (vide [15], teorema 5.7.1 ) �

Teorema A.10 (Lax-Milgram) Sejam H um espaço de Hilbert, f : H 7→ R uma trans-

formação linear contínua e B : H×H 7→R um funcional bilinear tal que para algum par

de constantes α e β valem

1. para quaisquer u,v ∈ H

|B[u,v]| ≤ α‖u‖‖v‖,

2. para toda u ∈ H

β‖u‖2 ≤ B[u,u]

Nessas condições, existe uma única u0 ∈ H tal que, para toda v ∈ H

B[u,v] = f · v
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Prova. (vide [8], corolário 5.8) �

Teorema A.11 (desigualdade de Hölder) Sejam p,q ∈ [1,+∞] satisfazendo a relação
1
p +

1
q = 1. Nessas circunstâncias, para todas u ∈ Lp(R3) e v ∈ Lq(R3), vale que uv ∈

L1(R3)

‖uv‖L1(R3) ≤ ‖u‖Lp(R3)‖v‖Lq(R3).

Prova. (vide [3], teorema 6.9) �

Teorema A.12 (fórmula de Green) Se u,v são de classe C2(Ω), então

∫
Ω

〈∇u,∇v〉dx =−
∫

Ω

u∆vdx+
∫

∂Ω

∂v
∂η

udS

onde η(x) é o campo unitário normal à superfície ∂Ω no ponto x e ∂v
∂η

:= 〈∇v,η〉.

Prova. (vide [15], Apêndice C, teorema 3) �

Teorema A.13 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja { fk} uma

sequência de funções integráveis convergindo em quase todo ponto para uma função real

mensurável f . Se existir uma função integrável g tal que | fk| ≤ g, ∀k, então f é integrável

e ∫
f dx = lim

k

∫
fkdx

Prova. ( vide [3], teorema 5.6) �

Teorema A.14 ( Lema de Fatou) Seja fk uma sequência de funções integráveis não-

negativas. Nessas condições sempre vale a desigualdade∫
liminf

k
fkdx≤ liminf

k

∫
fkdx

Prova. () ( vide [3], teorema 4.8) �

Lema A.15 ( Lema de Helly) Seja ( fn)n≥1 uma sequência uniformemente limitada de

funções reais crescentes definidas em [a,b]. Existe uma sua subsequência convergindo

pontualmente para uma função crescente f0 : [a,b] 7→ R.

63



A.1 Desigualdades

Lema A.16 (Gagliardo-Nirenberg) ∀p ∈ [2,6];

‖ u ‖p
Lp(R3)

≤ G(α) ‖ ∇u ‖
3
2 (p−2)
L2(R3)

‖ u ‖
6−p

2
L2(R3)

∀u ∈ H1(R3).

Lema A.17 A seguinte desigualdade se verifica ∀ϕ ∈ H1(RN)

E(ϕ)≥ 1
2
‖ ∇ϕ ‖2

L2(R3) −
R

1
4 (6−p)CCGN(p)

p
‖ ∇ϕ ‖

3
2 (p−2)
L2(R3)

Prova. Consequência imediata do Lema A.19 Gagliardo-Nirenberg acima. �

Lema A.18 (desigualdades) As seguintes desigualdades se mostram verdadeiras ∀ϕ ∈
H1(RN)

1) Para p ∈ [2,3], existe uma constante positiva Kp tal que, para toda u ∈ H1(RN),

temos

‖ u ‖p
Lp(R3)

≤ Kp ‖ u ‖6−2p
L2(R3)

D[u]
p−2

2 ‖ ∇u ‖p−2
L2(R3)

2) Para p ∈ [3, 10
3 ], existe uma constante positiva Cp tal que, para todo u ∈ H1(R3),

temos

‖ u ‖p
Lp(R3)

≤Cp ‖ u ‖4p−12
L2(R3)

D[u]
10−3p

2 ‖ ∇u ‖3p−8
L2(R3)

3) Para p ∈ (3, 10
3 ), vale que, ∀ϕ ∈ ΣR

‖ϕ‖p
Lp(R3)

≤C(p)CGN(1)P−1R
p−1

2 ‖∇ϕ‖2p−5
L2(R3)

D[ϕ]
4−p

2

Prova. Sabemos que

1)

E(ϕ)≥ 1
2

∫
R3
|∇ϕ|2dx−C

p

∫
R3
|ϕ|pdx

Tendo em vista o A.16 acima, isto é maior ou igual a

1
2
‖ ∇ϕ ‖2

L2(R3) −
CCGN(p)

p
1
2
‖ ∇u ‖

3
2 (p−2)
L2(R3)

(‖ ϕ ‖2
L2(R3))

1
4 (6−p).

Ou ainda, maior ou igual a

1
2
‖ ∇ϕ ‖2

L2(R3) −
R

1
4 (6−p)CCGN(p)

p
‖ ∇ϕ ‖

3
2 (p−2)
L2(R3)

(β).
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2) De acordo com o Lema 1.1 , fixada uma u∈H1(R3) qualquer, existe uma única ϕu ∈
D1,2(R3), tal que −

∫
R3〈∆ϕu,v〉dx =

∫
R3〈∇ϕu,∇v〉dx =

∫
R3 u2vdx , ∀v ∈ D1,2(R3).

Em particular, para v = u ou v = ϕu.
Assim, ∀a > 0,

0≤
∫
R3
|∇u−a∇ϕu|2dx =∫

R3
|∇u|2dx−2a

∫
R3
〈∇u,∇ϕu〉dx+a2

∫
R3
〈∇ϕu,∇ϕu〉dx =∫

R3
|∇u|2dx−2a

∫
R3

u3dx+a2
∫
R3

u2
ϕudx.

Ou seja,

∫
R3

u3dx≤ 1
2a

∫
R3
|∇u|2dx+

a
2

∫
R3

u2
ϕudx

Derivando o segundo membro da desigualdade acima em relação a a, obtemos o

ponto de mínimo global a =
2
√

π‖∇u‖L2(R3)√
D[u]

. Substituindo este valor para a acima,

obtemos que ∫
R3

u3dx≤ 1
2
√

π

√
D[u] ‖ ∇u ‖L2(R3) (A-4)

Desse modo, para p ∈ [0,3],

‖ u ‖p
Lp(R3)

=
∫
R3

updx =
∫
R3

u6−2pu3p−6dx =

∫
R3
(u2)3−p(u3)p−2dx≤

(∫
R3

u2dx
)3−p(∫

R3
u3dx

)p−2

dx≤

(∫
R3

u2dx
)3−p( 1

2
√

π

√
D[u] ‖ ∇u ‖L2(R3)

)p−2

.

Onde a penúltima desigualdade provém da Desigualdade De Holder. Desse modo,
(II) fica provado para Kp = ( 1

2
√

π
)p−2.

1. Pelo A.18,

‖ u ‖p
Lp(R3)

=
∫
R3

updx =
∫
R3
(u3)10−3p(u

10
3 )3(p−3)dx≤

(
∫
R3

u3dx)10−3p(
∫
R3

u
10
3 dx)3(p−3).

Nos levando a (II), com Cp = ( 1
4π
)

10−3p
2 CGN(

2
3).

�
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Lema A.19 Seja p ∈ [8
3 ,

10
3 ]. O funcional energia assume valores negativos na esfera se,

e somente se, o operador T : H1(R3) 7→ R dado por

T (ϕ) :=
(

2
3p−8

∫
R3
|∇ϕ|2

) 3p−8
2
(

D[ϕ]

10−3p

) 10−3p
2

− 2C
p

∫
R3
|ϕ|pdx

também o faz.

Prova. (vide [9], Lema 2.4) �

Lema A.20 Para p ∈ (2,3)∪ (3, 10
3 ) todo minimizante u0 de IR é tal que as seguintes

relações são satisfeitas.

∫
R3
|ϕ0|2 = (

3
4

p−2)εR− (
5
2

p−6)ηR

D[ϕ0] = (5− 3
2

p)εR +(p−6)ηR∫
R3
|ϕ0|p =

1
4

εR−
3
2

ηR

onde

εR = R`R
p−3 e ηR = IR

3−p

Prova. (vide [9], corolário 2.2) �
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