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Resumo

Nesta dissertacdo pretendemos estudar a seguinte Equacdo Diferencial

i = AV ()W) — Cly(x,n) P2y (x, 1)
—AV = edn|yl’.

Aqui, x estd em R3, r é um nimero real ndo-negativo e € pode ser —1 or 1. Neste estudo

vamos procurar por solucdes do tipo Standing Waves, a saber aquelas da forma
y(x, 1) = By (x).
Provaremos que fazé-lo é o mesmo que tentar encontrar solucdes fracas em H'! (R?) para
—Au+ (|u|2 * |x|_1 Ju —C|u|p_2u = —VlRru

que, no caso p € [2, %] mostrard ser as chamadas solucdes Ground States. De fato, isto

serd feito por meio da minimizacao do funcional energia

1 2 1 2 ¢ p
E(u)—E/RSWM +Z/R3(puu a’x—;/Rs\u]
restrito ao conjunto

Tgim {ueHl(R3)‘/RS W:R}.

A pré-compacidade fraca das sequéncias minimizantes serd demonstrada gracas ao fa-
moso Principio de Concentracao-Compacidade, que provaremos neste trabalho.

A fim de tratar o caso p € (%,6), quando o funcional energia ndo se faz limitado
inferiormente na restri¢do, construiremos uma geometria do tipo Passo da Montanha

sobre Xp.

Palavras—chave
Métodos Variacionais, Minimiza¢do na Esfera, Concentracdo-Compacidade, Ge-

ometria do Passo da Montanha



Abstract

In this dissertation we intend to study the following Partial Differential Equation

N = AV ()W) — Cle )| 2y (1)
—AV = edn|yl%.

Here, x is in R3, r is a non-negative real number and € can be —1 or 1. In this study we

will look for the so called Standing Waves, namely solutions of the form
y(x, 1) = By (x).

We shall prove that doing so will be the same as trying to find weak solutions in H' (R?)

for
—AuA+ (Ju? x| — ClulP~2u = —lgu

which, in the case p € [2, 13—0] will turn out to be the so called Ground States. As a matter

of fact, this will be accomplished by minimizing the Energy Functional

1 1 C
E(u) :E/RSWu|2+Z/R3(puu2dx—; R3\u]p

constrained to the set
Tpi= {u EHl(]R3)‘/ uf? :R}.
R3

The weak pre-campactness of the minimizing sequences will be proven to hold true
thanks to the famous Concentration-Compactness Principle, which we shall prove in
this work.

In order to treat the case p € (13—0, 6), where the Energy Functional is not bounded from

below on the constraint, we will construct a Mountain-Pass type geometry on Xg.

Keywords
Variational Problems, Minimization on the Sphere, Concentration-Compactness,

Mountain-Pass Geometry.
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Introducao

Considere a seguinte Equac¢do Diferencial Parcial

(1)

i = AV ()Y - Clu(x,)P 2y
—AV = edn|y|?

Neste caso, x € R3, t é um real ndo-negativo e € pode ser —1 ou 1, dependendo do
contexto fisico associado: trataremos neste texto o caso € = 1, que por sua vez surge em
diversas linhas de pesquisa em Matematica Aplicada, como na Teoria uni-dimensional
de Reducdo de Densidade de Elétrons em Fisica dos Plasmas, bem como na Teoria do
Semi-Condutor. No que se refere as abordagens variacionais, resultados parciais podem
ser encontrados em [6], [S], [16] e [4]. Estudos sobre existéncia de solucdes envolvendo
o Multiplicador de Lagrange como um parametro foram realizados em [11], [13], [19] e
[21]. A estratégia aqui utilizada para a demonstracdo da condi¢do de subaditividade foi
originalmente utilizada em [10], de mesma autoria de [9], artigo base desta dissertacdao

para os casos p € [2, 13—0) Para os casos p € [%), 6) nos baseamos em [4]. Se substituirmos

v em (I) por

y(x,1) = Ry (x) 0-D

e efetuarmos as operacdes indicadas, obteremos a seguinte versao para o problema:

{—Au—l—V(x)u—C]u\p_zu—i—KRu =0 ()

—AV —4x[ul? =0

Solugdes da forma dada em 0-1 sdo conhecidas como standing-waves pois
ndo dependem do tempo. No come¢o do Capitulo 1, enunciaremos e demonstraremos
o Teorema

Teorema 1.1 O sistema II possui uma solucdo # em H'(R?) se o Potencial de

2
o) = [ LW 4 (0-2)

R} |[x—y|

Poisson V for da forma

e, para algum /g € R, u for solu¢do da equacio

—Au+ (Ju?* x| — Clu|P>u = —Lru. (0-3)



Este nos dard um primeiro passo na busca por solugdes para o sistema (II),
dizendo-nos que o problema 0-3 € aquele no qual devemos de fato nos concentrar.
Tendo em mente estudar existéncia de solug¢des para 0-3 por métodos variacio-

nais, definimos o chamado funcional energia associado a 0-3 por

1 1 C
E) = [ WP+ [ ouldr=" [ Jul (0-4)

com dominio em H'(R?), onde @, serd dada no Lema 1.1. Intentamos encontrar pontos

criticos para tal funcional restrito ao conjunto

Zm:{ueHmwwA;mP:R}

Isto serd feito por meio da minimizacao do funcional energia restrito ao conjunto

Y&, ou seja, procurando funcdes u € H' (R?) que resolvam o problema de minimizacio:

Ig = inf E(u) (0-5)

UELR
Nesse sentido, convém que determinemos a priori, 0s parametros p e C para 0s quais
o infimo Ig se faz finito. Isto serd feito no Capitulo 2, onde a amplamente utilizada
técnica de reescalamento é empregada com o fito de estudar o sinal, a limitacdo inferior
e monotonicidade de /g, como func¢ao do raio R, respectivamente. A tabela abaixo resume

os resultados desta dissertacao.

Infimo da Energia  Existéncia de Ground States

p
2 Ir <0 Nao
(2,3) Ig <0 Sim, para R pequeno
_ 3 -
3 Ir=0,5e C < ﬁc%o Nao
_ _ 3
Ir=0,se C = T C%o Problema aberto
_3 ;
Ir <0,se C > ﬁc%o Sim
L
3,1 Ir =0, se CR%»-6<V, Nio
1
Ir =0, se CR»-6=V, Sim
1
Ir <0, se CR»-6>V, Sim
%) Ir =0, se CR? < ﬁ Nao
3
Ig = —oo, se CRI?0 > ﬁ Nao
3
(£.6) Ig = —oo Nzo
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Como bem indica a tabela acima, o funcional energia € limitado na esfera para
p € [2,19], de modo que para estes casos, faz sentido discutir sobre a existéncia de
solugdes do tipo Ground States para o problema 0-3, ou seja, solucoes que minimizam
energia. Sabe-se existir, nessas condi¢cdes, as chamadas Sequéncias Minimizantes para
Ig, ou seja, sequéncias uy; € X tais que E(uy) converge (em R) para Ig. Surge, a vista
disso, a questao da compacidade: para quais valores dos parametros p e C se pode garantir
que uy convirja, em algum sentido, para alguma ug € Xg? A resposta para tal questao vird
ao final do Capitulo 2, por meio do famoso Lema de Concentracao-Compacidade, que
enunciaremos € demonstraremos no Lema 1.2. Munidos de tal recurso, seremos capazes
de estabelecer condi¢des para provar o principal teorema do Capitulo 2, a saber:
Teorema 2.12 Seja {u;}r>; uma sequéncia minimizante para o problema Ig, com

p € (2,3). As seguintes afirmacdes sao verdadeiras:
1) Existe uma sequéncia {y;} de R tal que {uz(- +yx)} — uo € H'(R?);
2) Paratodo € > 0, R > [ps |u0|2dx >R—¢g;

3) E(up) = imE (ur(-+yx)) =R.

Por outro lado, veremos que tal abordagem nao se aplica aos casos p € (13—0, 6),
onde o infimo /g perde sua finitude. Porém, tal empecilho de modo algum nos impossi-
bilita a demonstracao de existéncia de solugdes fracas para 0-3. De fato, no Capitulo 3

mostramos que ao funcional E se pode atribuir uma geometria especial:

Definicao Dizemos que o funcional E possui uma geometria do tipo Passo da Montanha
no nivel Y(R) > 0 em Xy se existir K(R) tal que

Y(R):= inf sup E(g(r)) > sup max{E(g(0)),E(g(1))}
8€L'(R) 1e(0,1] g€l (R)

onde
I'r:={g €C([0,1],5(c)) | g(0) € Ak(r), E(g(1)) <0}

Axiry = {1 € S() | [Vull 2o ge) < K(R)}.

Estabelecida tal estrutura, demonstramos a existéncia de uma sequéncia conve-
niente, conforme Teorema:
Teorema 3.5 Existe uma sequéncia de Palais-Smale para E no nivel y(R), ou seja, uma
{w;} € H'(R?) tal que:

16



D {E(ur)} — y(R) em R;

2) A sequéncia {E (1)} converge em H~!(IR3) para zero.

Por fim, concluimos sobre existéncia de solugdes no
Teorema 3.7 Seja u; uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional energia restrito
a esfera no nivel y(R) e limitada em H'(R?). Nessas condigdes, existe uma sequéncia

numérica #;, tal que, a menos de subsequéncia:

1) uy — ug em H' (R3);

2) iy — tpem R;

3) —Aug — tiug + (|x] 7 ue]?) e — |u|P2up — em H~'(R?);
4) —Auy — touy + (]x|_1 * |uk|2) u — |ug|P~uy — em H-1(R3);

5) —Aug — touo + (|x| 7 x Juo|?) uo — [uo|P2up = 0 em H~'(R?).

Nesse contexto, a fun¢do ug serd solug¢do do problema 1-6.

Ao final do Capitulo 2, trataremos dos casos p € [3, %0), onde, ao contrdrio dos
demais, a existéncia de solucdo jd ndo mais depende unicamente de p: O valor de C
relativamente a uma certa constante critica determinard nossas conclusdes a respeito,
sendo utilizada abordagem semelhante para o caso p =3. O casos p=2¢ p = 13—0 se
fazem bastante simples, sendo tratados em poucas linhas como observades finais daquele

capitulo.

17



CAPITULO 1

O Método Variacional

Quando nos deparamos com a expressdo de uma equacgao diferencial, hd sem-
pre um conjunto de perguntas que precisam ser respondidas de antemao: Em qual espaco
de funcdes desejamos procurar por alguma solu¢cdo? Nao nos parece haver uma maneira
universal de pensar a esse respeito. Além disso, cada problema possui suas caracteris-
ticas peculiares. Naturalmente, gostariamos de encontrar solug¢des cldssicas. Porém, do
ponto de vista matemdtico, procurar por tais solu¢des se mostra demasiadamente dificil,
levando-nos a questionar sobre outras possibilidades. Talvez procurando, a priori, por so-
lucdes como func¢des munidas de propriedades semelhantes, em um certo sentido, as das
funcgdes suaves, porém sem o serem de fato. A fim de tornar tal ideia precisa, considere a

seguinte equacao:

—AQ = 41’ (1-1)

Facamos o seguinte experimento: Suponha que exista uma ug € C2(Q), onde Q
é um aberto limitado e suave de R, satisfazendo a expressdo acima pontualmente. E fato
bem conhecido que, nessas condic¢des, Vv € Cg(ﬁ) vale a famosa Férmula de Green

(vide Apéndice, Teorema A.12), a saber

/ <Vu0,Vv>dx:47t/ u*vdx
Q Q

Note, no entanto, que a fim de que faga sentido questionar sobre uma eventual
igualdade entre tais integrais, basta que as mesmas sejam finitas. Neste caso, ndo se
faz necessdrio supor qualquer tipo de suavidade por parte das fungdes envolvidas: tais
finitudes estardo garantidas se, por exemplo, u € L*>(Q) e ug,v € H'(Q)! (vide , por
exemplo, [15] para uma introdug@o aos espacos de Sobolev e [3] para esclarecimentos
acerca dos espacos de Lebesgue). Caso tal igualdade se verifique, dizemos que up € uma
solucao fraca para o problema dado por 1-1. Evidentemente, demos este exemplo apenas
a titulo de motivacdo. Além disso, tal definicdo se aplica naturalmente a uma ampla gama
de problemas, sofrendo, no entanto, as devidas adaptacdes de acordo com o contexto.

Antes de passarmos aos métodos variacionais necessdrios para nosso estudo,

18



damos aqui as definicdes dos espagos de Lebesgue e Sobolev que usaremos ao longo

do texto: L”(R?) é o espaco usual de Lebesgue com norma

lelhoge = ([ 1) a2

H'(R?) é o espago de Sobolev usual, com norma

1
2
el = ( 1+ [ 1932 (13)

enquanto D1?(R?) € o fecho de C7’(R?), com respeito a norma

1
2
ey = (194 (14

O Teorema abaixo € de imensa importancia, apesar de sua simplicidade, pois
nos diz em qual problema realmente precisamos nos concentrar. Sua demonstracdo se
baseia em uma famosa ferramenta da Andlise funcional: O Teorema de Lax-Milgran

(vide Apéndice, Teorema A.10).

Teorema 1.1 O sistema II possui uma solugdo fraca u em H'(R?) se o Potencial de

2
o) = [ O, (1-5)

R} |[x—y|

Poisson V for da forma

e u for solucdo fraca da equacdo
—Au+ (Jul?* x| — Clu|P~>u = —Lgu (1-6)
para algum (g € R.

Prova. A prova consiste em mostrar que a segunda equagdo de (II) possui tinica solug¢do

fraca em D'?(R?). Para tal, precisamos provar os seguintes itens:
1) O operador bilinear B : D'?(R?) x D!2(R?) - R dado por

Blw,v] :/R3(VW,Vv>dx

¢ limitado e coercivo.
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2) O funcional linear f : D'?(R?) +— R dado por
flv)= / u*vdx
R3

é limitado, para cada u € H'(R?) fixado.

De fato, dadas w,v € D172(]R3), por uma propriedade elementar de integrais e pela
defini¢ao de produto interno

‘/ (Vw,Vv) /

o que, pela desigualdade triangular e duas propriedades elementares de integral, ¢ menor

v,

Isto, por sua vez, pela desigualdade de Holder (vide Apéndice, Teorema A.11) se faz

au ow
ox; Ox;

que ou igual a

Ju ow
ox; ox; |

menor que ou igual a

ow
axi

ks

0xi | 2 11 il 2 o)

Obtemos, por fim, que isto € menor que ou igual a
3[Wllprages) wllprages)-

A coercividade de B provém imediatamente da norma de D'?(IR?).
Para ver por que f é limitada, note que para cada v € D'2(R?) com u fixada em H' (R?)

obtemos;

2 2
/R3u vdx < ||u ||L2(R3)||V||L6(R3) <

2
T, g g Vi)
A constante T provém da imersio continua de D'?(R?) em L°(R3)(vide [8], Teoremas

9.9 € 9.10). Ademais, o fato de u?> € L(R?), para g € [1,3] encerra a prova da limitagio,

como queriamos. 0
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1.1 O Funcional Energia

A fim de estudar a equacio 1-6 do ponto de vista de solucdes fracas por
meios variacionais, conforme indicamos na introdu¢do deste trabalho, introduziremos o
chamado funcional energia associado a este problema, cuja minimizagdo restrita a um
subconjunto conveniente de H' (R3) nos retornard as solucdes desejadas.

Considere o Funcional Energia E : H!(R?) — R definido por

1 1 C
E) =5 [ s+ g [ outde—" [

O funcional E é de classe C' e possui diferencial de Fréchet dada em u € H' (R?) por

/

E(u)-v:/ (Vu,Vv)dx—i—/ (puuvdx—C/ |u|P 2 uvdsx,
R3 R3 R3

para toda v € H'(R?). O mesmo se pode afirmar do funcional ¢ : H'(R?) — R dado por

0w = [ JuP-R

onde R € positivo. Se provarmos que o problema de minimizagdo

Ig = inf E(u),

UELrR

onde

g i— {uEH'(R3) |/R3|u|2:R}

possui solucdo, ou seja, que existe uy € X tal que E (ug) = Ig, existird, pelo Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange (vide Apéndice, Teorema A.6) uma constante A tal que

!

(E—X0) (ug) =0.

Avaliando tal aplicagio em uma v € H'(R?) qualquer e abrindo a expressio resultante,

chega-se exatamente a nossa defini¢do de solugdo fraca.
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1.2 O Problema de Compacidade

Dada uma sequéncia minimizante {u };> para o problema de minimizagao I,
ou seja, tal que uy € X e limy E (uy) = Ig, se pudermos provar que tal sequéncia é limitada
na norma de H'! (]R3), o Teorema de Banach-Alaoglu (vide Apéndice, Teorema A.7) nos
possibilitara afirmar que u; converge fracamente para alguma ug € H' (R?), 2 menos de
subsequéncia. Caso consigamos garantir que tal convergéncia também se dé em LI(R?),
para g € [2,6), no sentido forte e, de alguma forma, que tal limite pertence a restri¢éo,
concluiremos que ug atua como fun¢do minimizante para o problema variacional.

Evidentemente, esta €, de certa forma, uma questdo de compacidade e os Lemas
a seguir formam parte considerdvel daquilo que serd a chave para superarmos esta
dificuldade.

Lema 1.2 (Concentraciio-Compacidade) Seja (p,) uma sequéncia em L'(RY), com
Jrn Pr(x)dx =N, (pn) > 0. Existe uma subsequéncia de (p,), que denotaremos da mesma

forma, tal que um, e apenas um dos itens abaixo se verifica:

1)(Vanishing)

lim, supycgn [y g, Pn(x)dx =0, Vt >0

2)(Compacidade) 3{y,},>1 € RN tal que

Ve >0 3t(e) > 0tal que [, \ p Pn(x)dx>h—E¢.

3)(Dicotomia) Para algum o. € (0,A) vale:

Ve > 0 existem funcdes pl e p2 em L'(RY), com lim, dis(suppp)., suppp?) = +oo, tais

que :

<e

[ phwdx—a
Rn

Hpn— (prlz—i_p%)HLl RNy <€,
(RY)
e

<e

[ pedx—(n—a)
Rn

Antes de demonstrarmos o lema acima, enunciaremos o proximo resultado.
Este desempenhard, assim como o anterior, papel fundamental no estudo em curso,
pois nos permitird demonstrar no Teorema 2.11 que, no Lema acima, o caso vanishing

nao ocorre. Isto, aliado ao Teorema 2.10, onde demonstramos que as desigualdades do
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tipo concentragdo-compacidade se verificam para determinados valores do parametro
p, nos permitird concluir, para tais casos, que o caso dicotomia também ndo pode
ocorrer, restando, dessa forma, apenas o caso compacidade. Isto, conjuntamente com o
fato do funcional energia ser invariante por transla¢des, nos possibilitard demonstrar no
Teorema 2.12 que up, a menos de subsequéncias e translagdes, pertence a restri¢do e,
consequentemente, por meio de alguns resultados de Andlise, que limg E (1) = E (up),
encerrando, dessa forma, nossa discussao sobre existéncia de solugdes fracas, pelo menos
para parte dos casos. Note que, intuitivamente, o Lema de concentragdo-compacidade nos
diz que a compacidade das sequéncias minimizantes para o problema I estard garantida
se pudermos mostrar que a "massa"de seus elementos, neste caso R, ndo estara perdida
ap6s considerarmos seu limite fraco em H'!(R?), ou seja, que sua massa serd mantida

concentrada (vide [17], pag.114, ultimo pardgrafo).

Lema 1.3 Seja 1 < p < oo comq# A;VTPP if p < N. Suponha que u,, é limitada em L1(RY),
Vuy, é limitada em LP (RY) e

sup/ |un|?dx — O for some R > 0
y+Br

yeRN
Entéo u, — 0 in L*(RY) para o entre g e 1\],\%.
Prova. (vide [18], Lema. I.1) U]

Passemos agora a demonstr¢ao do Teorema 1.2:

Prova. Defina a sequéncia

On(t) = sup /y , Pl

yERN

Afirmo que cada Q, € crescente.De fato, sejat, > t;. Paracaday € RN,

/ Pn(x)dx > / Pn(x)dx
y+Bi, y+By

Além disso, (Q,) é uniformemente limitada por A. De fato, Vy e RN er ¢ R,

/ Pn(x)dx < / P (x)dx = A
y+B; R”

Logo, o supremo do conjunto formado por integrais como as do primeiro membro da
desigualdade acima nio pode superar A.
Seja (T,;) — e uma sequéncia de nimeros reais. Pelo Lema acima, existe

uma subsequéncia de (Q,) , com indice n € N; C N, tal que OnXjo,;] converge para
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uma funcdo crescente g1 : Ry — R . Pelo mesmo motivo, existe uma subsequéncia de
(On)nen,, com indices em N, C Ny , tal que OnX[0,1,] converge para uma fungéo crescente
g2 : Ry — R. Tal processo, define indutivamente uma sequéncia de fungdes (g, ), de modo
que, Vm > 1, g, coincide com g,,,—1 em [0,T,,—1]. Seja (Qn)nen,cN, onde Ny é definido
indutivamente de modo que seu primeiro elemento pertenca a N \ Np, o segundo esteja
em N \ N3 e, paran > 1, seu n-ésimo elemento pertenca a N,_; \ N,, . Evidentemente,
esta subsequéncia converge para uma fungdo crescente nao-negativa Q : R, — R.Sendo

Q crescente e limitada superiormente, seu limite no infinito existe e € finito. A saber

lim Q(t) = a € [0,A]

t—reo

Casol) o= A.
Dado%‘<,u<k

lim lim sup / pn(z)dz > p
y+B;

[—oo n yGRN

Existe ¢y dependendo de u e ng dependendo de 7y tais que, por uma propriedade
elementar de limites bem como pela defini¢cdo de supremo, vale que, para t > fy e cada

n > ng existe uma sequéncia y, de RV tal que

/ Pn(2)dz >
Yn+By (:u)

Procedimento andlogo produz uma sequéncia w,, = wn(%‘) tal que

A
pn(z)dz> 3.
/wn+3,<é> 2

Afirmo que, neste contexto,
A
|yn _Wn| < t(,u) +t(§)

De fato, se esse nao fosse o caso, teriamos

Bl (1)) Bl 1(5)] =0

implicando que

A
7»2/ pnzdx=/ pnzdz+/ Pn(z)dz > u+ =
B[yt (1)]UB[wn 1 (5)] ) Yn+Bi (1) () wat+Bi(5) ) 2

0 que, por sua vez se faz maior que A, levando-nos a uma contradi¢do.Assim sendo,

concluimos o primeiro caso simplesmente definindo j(u) := t(%‘) + 2t(u), tomando x €
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Blyn,t(u)]. e observando que

|X_Wn‘ < |x_yn|+ |yn_Wn| <

t(u) +1 (%) +1(u) = j(u)

Assim,
Blyn,t(u)] C Blwa, j(1)]-

Logo,

/ Pndx > / Pndx > u.
wnt+B (1) Yu+Bi (1)

J
Caso2) a € (0,A).

Dado € > 0, semelhantemente ao feito acima, 3 #o > 0 tal que , para t >
fo, lim, Q,(t) € (a0 — €, + €).Logo, para cada t > to Ing = no(r) tal que Q,(t) €
(u—e,00+€), ¥V n>no(r). Seja (f;)kex uma sequéncia maior que #p convergindo para
infinito, indexada de modo que k > ng(#), onde k é o menor natural maior que ng ().

Desse modo, sendo n > ng(t,) (que, por sua vez, é sempre maior ou igual a
no (1), tanto Q,(t,) como Qy (1), n € K, pertencem ao intervalo (o — €, o+ €). Logo, pela
defini¢io de Q,(to), dada por um supremo, obtemos uma sequéncia (y,) € RY, n € K,
suficientemente grande , tal que [, B, Pn(x)dx € (o —¢€,00+€). Sendo

/ Pn(x)dx > / pn(x)dx,
yn“’Btn yn+Bt0

concluimos que

/ Pn(x)dx > a—e.
)’n+Btn

Logo, para n € K, suficientemente grande
/ pn(x)dx € (0 —€, 0+ €)
Yn+By,
Defina

Py = PnX(yu+By,) © pr= PrXRN\ (y,+B,,)

Um célculo simples nos mostra que

1= (P +07) i @n= [ (Pn—pp—pp)dx =
&= [,
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/ pn(x)dx:/ pn(x)dx—/ Pn(x)dx
t0S|x7yn|S[n yi1+Bfn yn+Bto

sendo, assim, menor ou igual a

<a+e+(—a+¢g)=2e.

Ademais,
p,lldx—oc:/ Pudx — . € (—€,€).
R )’n+Bt0
Logo,
/ plx)dx—a| <e.
RVL
Similarmente,
/ Pn(x)dx=A— / Pn(x)dx.
R2 \yn +an Yn +Btn
Logo,
/ pn(x)dx—k-l—oc:oc—/ pn(x)dx € (—¢,¢€)
R”\yn-i-an yﬂ+Bln
Ou seja,
/ p2(x)dx— (h—a)| <e.
Rn
Caso 1) a=0.

Isto € exatamente a afirmagdo em (I).
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CAPITULO 2

Existéncia de Solucao: pentre2e 10\ 3

Neste capitulo nos basearemos em [9] no estudo sobre existéncia de solugcdo

fraca para o problema dado em 1-6 para os casos p € [2, 13—0]

2.1 Propriedades Topologicas do Funcional Energia

Conforme ja salientado, antes de procurarmos por fun¢des minimizantes para
Ir, faz-se bastante conveniente, sendo necessdrio, estudarmos primeiramente o comporta-
mento do infimo I a partir dos possiveis valores para os parametros p e C do problema
1-6. Com esse fito em mente, iniciamos os estudos deste capitulo com o Lema a seguir,
que serd essencial pra concluirmos sobre limitacdo, sinal e monotonicidade da menor

energia Iy.

Lema 2.1 (Scaling) Seja u € H'(R?). Defina a fungdo reescalada ui’B (x) := Mu(ABx),
onde A ,B ,\ € R. Mostra-se que

E(AB) = 1>L2A—B Vyl2 17L4A—SB APA—3B p
(") =5 |Vuldx + — Dlu] — C | |ulPdx 2-1)
2 R3 4 R3

p
/ P2 = A2A-38 / lu(x)2dx 2-2)
R3 R3
Prova. A demonstracdo consiste em mera aplica¢do do Teorema de Mudanca de Varidveis
em R, O

3
. 3.1 .
Note que, em particular, u; " (x) possui a mesma massa de u, sendo, portanto, pertencente
a restri¢cdo sempre que u o for. De um modo geral, a técnica de reescalamento costuma
ser bastante ttil sempre que se deseja exibir fungdes em X a partir de uma fungdo dada
cm Z;\Q.
Nossa primeira conclusdo concernente ao comportamento do funcional energia

refere-se ao fato de tal funcdo jamais ser limitada inferiormente por um niimero positivo.
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Este fato, por si mesmo, ndo possui grandes aplicagdes a presente teoria: Sua aplicacdo se

resumird apenas ao Lema seguinte.

Lema 2.2 Para todo raio R positivo e p € [2,6], o infimo I da energia restrita a espera

nunca é positiva.

Prova. Considerando o reescalamento acima, tome u € Xg. Nota-se que Iz < E(uy )(pois
uy € Xr), VA > 0.Fazendo A — 0 em 2.1, conclui-se o desejado. O
Um fato simples, porém interessante acerca do funcional energia estd na monotonicidade
de Iz como funcao do raio R, o que, a principio, simplesmente ndo nos parece intuitivo.
Note como o Lema anterior desempenha papel crucial em sua demonstra¢do. Em sua curta
prova, utilizaremos pela primeira as chamadas desigualdades to tipo concentracao-
compacidade, a serem provadas ao final deste capitulo. Este propriedade de monoto-
nicidade nos sera ttil para provarmos mais adiante que a dicotomia das sequéncias mini-

mizantes nao ocorre.

Lema 2.3 O infimo do funcional energia restrito a esfera é uma fun¢do ndo-crescente do

raio, para valores deste tiltimo suficientemente pequenos.

Prova. Provaremos em 2.10 que, para p € [2,3] e R > 0 suficientemente pequeno,
Ig < Ig- + Ig_g+, VR* € (0,R). Logo, se existisse R* < R com Ig+ < I, Ig_g+ seria
forgosamente positivo, levando-nos a uma contradi¢do. Isto mostra que, pelo menos para

R suficientemente pequeno, a funcio R — Ir é ndo-crescente. 0J

Haviamos, a pouco, discorrido brevemente sobre a necessidade de se estudar
a eventual limitacdo inferior do funcional energia separadamente. A seguir, trataremos
justamente disto. O leitor notard que tal propriedade depende apenas do pardmetro p,
exceto para p = %O, onde a constante G(vide Apéndice, Teorema A.16) de Gagliardo-

Nirenberg passa a desempenhar certo papel.

Lema 2.4 O funcional energia E ¢ ilimitado inferiormente em Lg se p > % e limitado
caso p € [2, 13—0) Se for p = 13—0, tal limitacdo estd garantida se, e somente se, vale a

desigualdade

Wit

CG(

W N
W

)R <

Prova. Caso 1) p € [2,2).

Suponha, visando redu¢do ao absurdo, que exista uma sequéncia

minimizante(u) tal que Ig = —oo. Defina as sequéncias numéricas
3p-2) 1 2
te(p) = f(p) HV”k||Lz(R3) - §||V”kHL2(R3) (2-3)
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1 2-3(p—2
ax(p) = £(p) = 5 IVuel o 2y (2-4)
onde 6p)
R1(6-p CCon(p
f(p) = (p)
p
e consequentemente
3(p—2
1(p) = ak(p) | Vit 4l - (2:5)
Sendo limy_,e E (ug) = —oo, 0 Lema A.18 nos diz que limg_,ot(p) = o0. Isto

significa que, se {(qx(p)} for limitada, 2-5 implica limy e || Ve[| j2(g3) = +o0. O que,
por sua vez, pela definicdo de {qx(p)}, implica que limy_,o gx(p) = —oo, contrariando
tal limitagdo. Por outro lado, se (gx(p)) for ilimitada, deve-se ter, necessariamente,
limy_,e gk(p) = —oo. O que, tendo em vista a positividade de ||Vu|[2(r3), contradiz, por
2-5, a suposi¢do de que limg_,. x(p) = oo, pois, neste caso, gx(p) assumird valores ne-
gativos para k suficientemente grande. Em todo caso, supor que Iz = —o0 para p € [2, 13—0) ,

nos leva a uma contradicao.

Caso2) p e [%,-I—OO).
. 3(p_ A ~
Fixada u € Xg, coloque A2 (P=2) em evidéncia no segundo membro da expressao
em (o) e tome limy_,., E(uy ). Tal limite resulta em —oo, exibindo, dessa forma, uma

sequéncia em Y para a qual Ig = —oo.

Caso3) p= ?.
Basta notar que, se houvesse alguma u € Xg, tal que E[u] < 0, (B), implicaria em

2 . 2 .
%%RBCCGN(%O)HVuHiz(W) > %||Vu||i2(R3), ou ainda, R3CCGN(%) > % contradizendo o
Lema 2.4. Logo, para p = 13—0, Ig =0. 0

A fim de demonstrarmos a ndo-ocorréncia do vanishing para sequéncias minimi-
zantes, visaremos em o Teorema 2.11 mostrar que tal ocorréncia nos levaria a um infimo
Ir nulo. Isto € exatamente o que o primeiro item do Lema a seguir diz que nio pode

ocorrer, onde a constante C, provém da desigualdade no Lema A.18.

Lema 2.5 Suponha que o raio R seja positivo e defina a constante

2 3p—8 2 10—-3p
p 2 2
Ve(p) = = [ —=—

@) 2Cp<3p—8) (10—31?)

Valem as seguintes afirmagoes:

1) O infimo do funcional energia restrito a esfera de raio R serd negativo se p € [2,3);
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2) Caso p € [3, 13—0] tal negatividade estd garantida se, e somente se,
1
CR*-5 > Vc(p)

Prova. A demonstracéo se dd por casos: Caso 1) p € [2, %)

Sabemos pelo reescalamento 2.1 que

(5-3p) A4-3p) C
-y = M2 / V2 __/ p
APTEE (uy) 7 g VUl DIl p o P,

de modo que

C
lim A C P E(u) = —= / ulPdx < 0,
A—0 p Jr3

mostrando-nos que E assume valores negativos em YXg, para alguma u), com A
positivo suficientemente pequeno.

Para p € [%,3), seja
N € Xg, tal que suppm € B(0,1).

Defina
M (x) :=M(nx), Vo €N

Uma simples mudanca de varidveis nos mostra que
1 _1
[maPax=- [ )Py, [ [vnPax=n=3 [ [vn0)Pay
R3 nJRr3 R3 R3

1
Ml 55y = - 17 ) € DI =

Dn|

S
T

Para cadan € N, defina u(x) :=Y" nNa(x—x;), i=1,..., n, tal que

x| > 2, Vit 2-6)
xi—xi| > ——n , Vi j. -
7'~ Dnj

E claro que
Na(X —=x;Mu(x—x;) =0, parai# j.

De fato, se houvesse x € R3 tal que 1,,(x — x;)N, (x — x;) # 0, com i # j,2 — 6 nos levaria
. 2 2 . A
a concluir que 1%”3 <0, visto que |x; —x;| < |x —x;| +|x — x| < 2. Desse modo, vé-se

que

2
/R3 (;nn(x—x,-)> dx:/R3;|ﬂn(x—xi)|2dx
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de modo que, apés permutar o simbolo de integral com o de somatdrio e realizar a

mudanca de varidveis x —x; = y, obtemos

[ opax=n(; [ inoPay)

levando-nos a concluir que @, conforme construida, pertence

N

a restricdo. Raciocinio

similar mostra que

el 70 g3y = M5 sy Vel Lo sy —n3||Vn||Lp RY):

Além disso, vale
Dlu) <2n™ 3D,

conforme o leitor pode verificar em [9], pdg.1925, onde todos os passos principais para
obtencdo de tal estimativa estdo bem descritos.
Sabemos, pelo Lema A.19 que E assume valores negativos em X se, € somente

se, o operador

2 3p£8 [ ] 1053p 2C

Dlu
T(u):= Vul® -= 2
(1) (3]9—8 R3| ul ) (10—3p> p R3|u| dx

também o faz.

Logo, pelas relagdes e estimativas que acabamos de obter,

38 1053,9
2 2 2D 2C

rwsn (g L) (oets) o e
3p—8 R} n3(10—3p) p Jr3

Esta expressao se iguala a

L V5 ac
(,1%)(3"2_8“)53")( v |2> ( ul > m,pdx
3p—8 Jr3 10—3p p

Esta, por sua vez, tendo vista que 3p-8 5= 8 10;3” < O para p € [2,3), se faz negativa para n

suficientemente grande. Isto conclui o primeiro caso.

Caso2) p € [3,%].
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Pelo Lema A.18 que as seguintes relagdes sao sempre vélidas:

(p—3)
i = (L) =

3 8
leell 7 g3y < Cpllu ||L2 R3 Dl "2 o 2-7)

Além disso, pelo Lema A.19, Ir < 0 se, e somente se

0-3p

1 3 8 1
lull2? ()" > Cipy Ve (p)IVal 5 g Dl

Ou ainda, Ir < 0 se, e somente se,

10-3p

1
) > Cop Ve )IIVull 2 g Dl

¢ ||“||L2 R?) YDl

Efetuando-se os devidos cancelamentos, obtemos, por fim: I < 0 se, e somente

se,

(p=3) !
|| ||L2 (R3) > EVC(p)

2.2 Analise de Compacidade: Caso p em (2,3)

H4 pouco comentamos sobre a necessidade de se demonstrar a ndo ocorréncia
da dicotomia para uso do Lema de Lions 1.2. Conforme mencionamos brevemente
ha pouco, isto serd feito primeiramente por meio do estabelecimento de uma familia
de desigualdades conhecidas(estritas ou ndo) como Condicoes de Subaditividade ou

Desigualdades do tipo Concentracao-Compacidade, a saber, para R positivo fixado:
Ip < I« +1Igr_g+, VR* € (O,R).

E possivel provar que a versio ndo-estrita de tais desigualdades sempre se
verifica (vide [17], pag.113), o que serd bastante util para a demonstracdo da versao estrita,
pois nos permitird raciocinar por redu¢do ao absurdo, supondo a igualdade.

A seguir, enunciaremos uma série de Lemas com o fito de demonstrar tal versao

estrita da subaditividade.

Lema 2.6 Defina o funcional energia auxiliar Eg : H' (R?) — R por

1

ER(M) = -

2 _E/ Py s gIC 1 i
5 RB]Vu(x)| dx p RS]u(x)\ dx+R3 4D[u]. (2-8)
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Para este funcional, define-se, similarmente, um problema de minimizacdo associado, a

saber

JR .= inf E . 2-9
u = Jnf r(ut) (2-9)

Nessas condicoes, vale a relacdo
JR= 5 R, (2-10)

Prova. Seja u € ¥. Pela defini¢do acima, para cada u € (0,A) temos

4A+1 1 4401 2445

VER(0) =~y 3 Vo(x)|2d —’“’(p_z)AHc Pdx+ L5 RIC-1) plo]
i En() = 3 [ Vo) Par e [ foto)ax + gu 0l

Se fizermos uso do reescalamento e tomarmos A na equacao acima de maneira que

4A + 1 2A+5
O<T+:(p—2)A—|—1<T+

3 3
5,1 . . . . 7,1
veremos que u; € X, e que o segundo membro na igualdade acima é maior que Eg[u;’ |.

Isto mostra que

R 4A7+1'uR
Jy Su3Jp

Raciocinio andlogo demonstra que

R 4A+1 R
Jy >3 BT,

e estamos feitos. O

Raciocinio bastante similar ao que acabamos de desenvolver nos permite provar

que vale também, para R ndo-negativo:
Ir=R 3 JR (2-11)

O Lema acima introduz o problema de minimiza¢do auxiliar 2-9, para o qual
definiremos condicdes similares a subaditividade, para valores do raio nulo e positivos,
dos quais nos valeremos a fim de demonstrar a condi¢do de subaditividade para o

problema principal. O Lema a seguir nos leva nessa dire¢ao.

Lema 2.7 Para cada A positivo fixado vale , para todo u € (0,)A), a desigualdade

< I+ J;?_“ Yue (0,1). (2-12)
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Prova. Considere a fungao

4A+ 4A+1

P ()5

Um cdlculo simples nos diz que tal fungdo é decrescente para u € [0, %) e crescente
para u € [%, A). Logo,restrita ao intervalo [0,A] esta fung¢do possui 0 e A como pontos de

L. - . A dALL
madximo global. Em outras palavras, seu mdximo é A~ 3, mostrando-nos que, Vu € (0,1)

4A+1 4A+1 4A+1

A3 >HT+(x_y) 3
Como J ? € negativo, isto € equivalente a
4A4-1 4A 4A+1
7»AT+J? < ,uTHJ? + (A —,u)A%J?

o que, por 2-10 € a desigualdade colimada. OJ

Enquanto as desigualdades do lema acima sdao universais, valendo para todo
A positivo sempre que p > 0 for menor que A, as desigualdades do lema a seguir
eventualmente nao se verificam, sendo, no entanto, condi¢des suficientes para a condi¢do

de subaditividade. Eis o que provaremos agora.

Lema 2.8 Seja R > 0. Se, para todo u positivo menor que 1 a desigualdade
IR <IR+If (2-13)
for verificada, entdo, para todo R positivo menor que R vale a desigualdade
I < Iy + I g

Prova. De fato, dado R’ € (0,R), vale a desigualdade

=

VAR A
* 1=

=]

Pelo 2-10 isto equivale a

Ny N
R R R R—R R-R p
R
Jl < (E) JIR -+ (T) Jl R

- : : , . 441
Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima pelo nimero positivo R™ 3,

obtemos
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/
R-R
=R

4A+1 /| 4A+L R—,-R /| 4A+L
RS IR<®R)Y5IF +R-F)5 1 * ¥,
que, por sua vez, pelo 2-11 nos leva a
Ig <Iy+1p g,
conforme desejdvamos. 0J

Observacao 2.9 A funcdo g: R, xRy — R dada por

g(x,y) =2

¢ continua, o que se vé facilmente tendo em vista que, para cada u € H'(R3) a funcdo de

R dada por Eg(u) é conhecidamente continua, bem como a fungdo infimo.

Feitas as devidas consideragdes, estamos finalmente prontos para enunciar e
provar a condi¢do da qual tanto temos falado. Nos parece realmente razodvel té-la dividido

em Lemas, pois nio obstante, sua demonstra¢cdo ainda se mostrard bastante trabalhosa.

Teorema 2.10 (Subaditividade Estrita) Seja p € (2,3). Para cada R > 0 suficiente-

mente pequeno, as desigualdades estritas
Ir < IR/ + IR—R/ (2-14)

sdo vdlidas para R € (0,R).

Prova. Visando reducdo ao absurdo, suponha que a condi¢do 2-14 ndo ocorra para R

suficientemente pequeno. Pelo Lema 2.8, isto significa que {Ry };>1 — 0e {A};>1 € (0,1)

tais que
R R R
b= Jx: + Jlka ., M €(0,1). (2-15)
Afirmo que, se a equacdo 2-15 for verdade, para k suficientemente grande, vale a
desigualdade
R R
DE<IF D, Ve (0,h). (2-16)
De fato, se esse ndo fosse o caso, teriamos, para k arbitrariamente grande, a seguinte
igualdade
R _ 1R R
J. : = J’ukk +Jk,f—,uk , My € (O,Xk). 2-17)

Sendo sequéncias de nimeros reais limitadas, a menos de subsequéncias, pode-se assumir

que
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M — A e [0,1] e — pe [0,

Nessas condi¢des, a equagdo 2-15 nos diz que A € {1,0}, pois caso contrdrio, pela
continuidade estabelecida na observacdo 2.9 chegariamos a uma contradi¢do, tendo em
vista o Lema 2.7. Raciocinio andlogo nos mostra a partir da equagéo 2-17 que u € {1,0}.
Sendo possivel tomar {u;} de maneira que seus termos nio se aproximem de 0 nem
de 1, chegamos a contradi¢do desejada. Logo, enfatizo, ao assumirmos que vale 2-15,

provamos que 2-16 ocorre. Portanto, o problema Jf: possul um minimizante uy , para k
. -0 o -1.0
suficientemente grande. Sabemos pelo reescalamento que u, ™ € Xi. Substituindo u, *

no argumento do funcional energia auxiliar em 2-8 para R igual a zero e realizando as
operacdes indicadas na férmula de reescalamento obtemos

_lg 1
Eo(u; ") = —

C
Vi Pdx— / g |Pdx.
A" IR
Logo, se supormos sem perda de generalidade que Ay — 1, concluimos passando o limite

1
.. . -3,0 . A C . N .
quando £ vai a infinito, que {ukk2 }x>1 é uma sequéncia minimizante para J' ?. A partir de
N ~ N . - % >0
2.7 obtemos que, a menos de translacdes e subsequéncias, uw,~ converge fracamente em

H} (R?) para algum minimizante ue.. Isto significa que u. satisfaz
—AQe — COL T +0¢.. =0 (2-18)
no sentido fraco, para algum 6 positivo. Como estamos assumindo 2-15, temos que

Re R Ry
=N Ny

=N 1=2

E ficil ver, & partir de 2-18 que o primeiro membro da igualdade acima é dominado
por %(—9) enquanto o segundo membro vai a zero. Esta contradicdo mostra que nao

deviamos ter negado 2-14 e estamos feitos. 0

A seguir inciaremos o estudo propriamente dito acerca da compacidade das
sequéncias minimizantes para o problema de minimizacdo Ir para alguns casos. Os
demais precisam ser tratados separadamente pois ou o funcional energia se faz ilimitado
na esfera, ou alguns dos cdlculos que temos realizado simplesmente ndo se aplicam.
Primeiramente apresentaremos uma demonstracdo para o fato de que vanishing nao pode
ocorrer:o leitor ndo a encontrard no artigo [9], referéncia principal para esta dissertacdo,
muito embora seus autores nos deem uma dica na introdugdo, pagina 1919, a qual
prontamente seguimos. A fim de demonstrar que a dicotomia nao ocorre, nos inspiramos

na correspondente parte da demonstracdo do Teorema II.1, em [17].
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Teorema 2.11 Seja p € (2,3). Se {uy} for uma sequéncia minimizante para Ig, necessa-

riamente o caso compacidade deve ocorrer.

Prova. Caso I: Vanishing nao ocorre.
Suponha que ocorra. Pelo Lema A.18, para toda sequéncia minimizante (i) de

Ig, vale a desigualdade

6_717 3
R3[| Vie| ¢

2CCgN 3p_10
E(u) > 2CCN(p) 2(R3))

Hvukl‘iz(Rg,) (1 —

| =

Isto nos permite concluir que || V| 2(r3) € uma sequéncia numérica limitada.
Logo, pelo Lema 1.3, limy ||ug|9r3) = O, para g € (2,6) e portanto, Ig > 0.

Contradi¢ao!

Caso II: Dicotomia nao ocorre.
Suponha, visando redu¢do ao absurdo, que este ndo seja o caso. Pelo Lema 1.2,

podemos separar u; em trés fungdes tais que

()* = () + () + (vi))? (2-19)

() = () + () + (ug) (2-20)

Sendo os suportes de tais fungdes dois-a-dois disjuntos, 2-20 nos diz que, calculado o

produto interno de Vuy; por ele mesmo, obtemos
Vi ? = [Vi? + Vi + [ Vv ] (2-21)

Além disso, relendo a demonstragdao do Lema 1.2 vemos que

pode ser escrita como

C C C
——/ |uk|pdx——/ |uk|pa’x——/ |ug|Pdx (2-22)
D JBlyy.to] P JR3\By,t] D J Blyi.ti]\Blyk-to]

0 que, por sua vez, € maior que ou igual a

C C C
——/ |u,1(|pdx——/ |u,%|pa’x——/ |ve|Pdx
D JR? D JR? p JR?
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A igualdade 2-19, por outro lado, nos diz que

1 1 1 1
ZD [ = ZD (] + ZD [ug] + ZD [Vi] (2-23)

As relagdes em 2-23, 2-22 e 2-21 nos dizem que
Ig = lilgn {E(ug) |uy € Zg} > hlgnE(u}c) +1i1£nE(u,%) +liI£nE(uk)

0 que se iguala a
1i]£nE(u,1) + 111131E(u,%) (2-24)

tendo em vista que
li]I(‘IlE(Vk) =0.

Sejam oy e Py, respectivamente, as massas de u,i e u,% Sabemos pelo Lema 1.2
que o —> & € (0,R) e B — B € (0,R — a). Logo, reescalando u; e u para A e B em

Lema 2.1 de maneira que

A.B _
o= . [(ui)Z} — xiA 3B(Xk

p= R3 [O‘I%)Z}AB = }‘I%A_3BB/<

para todo k, 2-24 serd igual a

tim {£((uf),) } +1im { (1)) }

conforme se observa pela formula de reescalamento, tendo em vista que A; converge para

1. Isto, por sua vez, pelo Lema 2.3, € maior que ou igual a
Iy, + Ig—q.

Esta contradi¢do com 2-14 mostra que Dicotomia nao pode ocorrer.

2.3 Existéncia de Solucao: Caso p em (2,3)

Trataremos agora o principal resultado deste texto, concluindo, conforme espe-
rado, que o limite fraco up das sequéncias minimizantes para o problema Iz de fato é
tal que E(up) = Ig. Ademais, convém salientar que, assim como no teorema anterior, os

autores de [9] ndo apresentaram uma demonstragdo especifica para o caso p € (2,3), de
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modo que a fim de demonstri-lo, fizemos uso de algumas das ideias centrais adotadas

pelos autores para demonstracao da proposi¢do 3.3 em [9].

Teorema 2.12 (Existéncia de Minimizante) Para p € (2,3), o infimo do funcional ener-

gia restrito a esfera é atingido para alguma ug € Xg.

Prova.Como
/ ]Vu(x+yk)]2dx:/ ]Vu(z)|2dz
R3 R3

/ |u(x+ yp)|Pdx = / lu(z)|*dz =R,
R3 R3
a sequéncia numérica

{ur(- + i) }

é limitada em H'(R?). A menos de subsequéncia, obtemos, por Banach-Alaoglu (vide

Apéndice, Teorema A.7) que
ui(-+yr) —uop € HI(R3),
ou ainda, pelas imersdes compactas de Sobolev

ui(- +yx) — uo € L] (R3)> q€(2,6).

Loc

Tal convergéncia forte implica, em particular, que a sequéncia das normas

converge para a norma do limite. Assim,

/ ]uo(x)\za’XZ/ ]uo(x)\zdleim/ lug (x4 yi)[*dx > R —«.
R3 B k JB,

O Teorema A.5 nos diz que tal convergéncia forte local também implica que
ur (- +yi) — up q.t.p em R3,

Logo, pelo Lema de Fatou (vide Apéndice, Teorema A.14), obtemos

/|u0(x)|2dx:/ liminf|uk(x—|—yk)]2dx§liminf/ lug(x+ yi)|?dx =R,
R3 R3 k k R3

nos levando a concluir que
/ |u0(x)]2dx:R,
R3

ou seja,
uy € Xg.

Sabemos, pelo Teorema A.4 que g3 |ux — uo|>dx converge para zero. Logo, pelo

Lema 1.3 aplicado a uy — ug, obtemos que uy — uy converge para zero em L” (]R3), para
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todo p € [2,6). Portanto, a desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev (vide Apéndice,

Teorema A.3) nos diz que
0 < [|Dfud]| = [D[uoll| < [Pl — uo]| < 24| (i~ w0)” 3

Isto significa que D[uy| converge para D[ug|. Portanto, tendo em mente que, &
menos de subsequéncia, uy — ug em DI*Z(R3), cuja norma € semi-continua inferiormente

no sentido fraco, obtemos que

Ir < Euo] < iminfE[u (- + yi)] = Ix.

Em outras palavras, acabamos de demonstrar que E|[ug] = Iz e assim, ug é,

conforme as consideragdes ja realizadas, uma solugao fraca para a equagao 1-6, [

24 Casopem|[3,10\3]

Até o momento temos, de certa forma nos concentrado nos casos para os quais
o problema de compacidade necessariamente se contorna garantindo que, ao aplicarmos
o Lema de Lions 1.2 as sequéncias minimizantes, os casos vanishing ou dicotomia ndo
possam de fato ocorrer: Veremos nesta secao que isto nem sempre € necessario.

Antes de proceder com tais casos, enunciaremos o Lema

Lema 2.13 Para p € (2 ) se houver um minimizante uqy para Ig, as seguintes relacoes

serdo vdlidas:
I)HWoHLz ) +Dluo] = Clluoll;, gs) + LrR = 0
2)3 ||V”0HL2 )+ + 4 Dluo] — —Huolle w3y = —H&l;

3) Vol 22 g + 4Dluo] — 3252 0] gy = O

4)O multiplicador de Lagrange da equacdo diferencial 1-6 é dado por

’ 2 (2(p-3)
R™R 3p—

5p—
HVMOHLz R%)‘f‘ 3p |IR|>

Prova. 1) é evidente a partir da definicdo de solugdo fraca aplicada a equagdo 1-6; 2),

por sua vez, é equivalente a E(ug) = Ig. Para provar 3), basta notar que, para todo A,
3

29

u; € Ly, de modo que a fungio y(A) := E((u )2’ ) atinge seu minimo para A = 1, pois
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y(1) = E(up).Logo, basta derivar y para chegar-se a igualdade desejada. Por fim, prova-

se 4) resolvendo o sistema linear acima nas varidveis ||Vuo || 2 (w3, D[uo] € ||uol|1r(g3)- O

O Lema a seguir possui algumas peculiaridades interessantes: A primeira reside
no fato, conforme veremos, de que a existéncia de solu¢des dependerd ndo apenas
do pardmetro p, mas também das constantes C e C, no Lema A.18. Além disso, a
existéncia de fun¢des minimizantes ndo dependerd de R. O segundo item do Lema se
prova demonstrando que as desigualdades do tipo concentragdo-compacidade se verificam
para todo R positivo. O primeiro item, onde se trata de inexisténcia, € provado por reducao
ao absurdo, supondo que tal solucdo exista com Ig = 0, e utilizando o Lema 2.13 acima
para chegar a uma contradic¢ao.

Lema 2.14 Seja Cs3 a constante no Lema A.18, item 2). Valem as afirmacoes:
1) Se ﬁ > C, entdo Ir =0 e I é atingido para nenhum R > 0;
3

2) Se ﬁ < C, entdo Ig <0 e I é atingido para todo R > 0.
3

Prova. Ja sabemos pelo Lema 2.5 que, para p € |3, %), I <0 <= CR**7%>V(p).Em
particular, obtemos a primeira proposi¢do de cada conjung¢do légica acima simplesmente

considerando que, em particular, para p = 3 vale que

<C <= Izg<O.

3
V2C3

2) Aplicando a férmula de reescalamento paraA =2 e B = 1, obtemos que
Ig = RI; YR > 0. (2-25)

A desigualdade
Ir < IR/ +IR—R’

¢ equivalente a
Rl <IL(R)+L(R-R)

ou ainda
R*>(R)P+((R-R).

Isto, por sua vez, apés ter ambos os membros divididos por R* ¢ o polindmio
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desenvolvido se mostra equivalente a

/ /

R (R
0>3—|—=-1],
R\ R
provando, dessa forma, as desigualdades do tipo concentracdo-compacidade para
R e (0,R), o que, por raciocinio andlogo ao desenvolvido para a demonstragdo do
Teorema 2.12 , mostra que /; € atingido para alguma @ € X; e, consequentemente /g,

tendo em vista 2-25, para alguma ¢ € Xg.

1) Como, por 2-25, nulidade e sinal de Iz dependem apenas de I;, podemos restrin-
gir nossa andlise a este ultimo. Pelo Lema 2.13, item IV), sabemos que ¢; = 0, tendo
em vista que p = 3 e estamos supondo que /g = 0. Desse modo, resolvendo o sistema
formado pelas equacdes nos items 1),2) e 3) do mesmo Lema, agora para os valores

atualizados de |I;] e /1, obtemos que
1
Dlur]t = V2 Varzqssy € 1V 2oy = § [ g
Sabemos, pelo item 3 do Lema A.18, que, sendo p = 3,

1
C3D2 [MI]HVHIHIZAZ(R}')

3
||u1 HL3(R3) = HVu]HLz(D@)

de onde se conclui que
1 _CV2

C3 3

ou equivalentemente

& <C.

S

G

contradizendo nossa hipétese de que

3
C3V2

Esta contradi¢do mostra que ndo existe R > 0 para o qual I seja atingido.

> C.

O leitor atento deve ter notado que, tendo em vista que, para p =3 e % >C
3

conclui-se que I, = 0 VA > 0, as desigualdades do tipo concentragdo-compacidade se
transformam em igualdades. Portanto, necessariamente existe alguma sequéncia minimi-
zante para Ig que ndo possui subsequéncia fracamente convergente em H'! (R?) para algum
ponto de Xg, a menos de translacdo. No entanto, se conseguirmos controlar a massa de
pelo menos uma sequéncia minimizante, para que a perda nao ultrapasse um certo valor,
a compacidade estard ainda garantida.O sentido exato de tal afirmacdo se encontra, nova-

mente, no Lema de Lions 1.2 e o préximo Teorema nos diz como. 0
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20" . Se existir alguma sequencza minimizante para 11

tal que Vanishing ndo ocorra, entdo o infimo de I restrito a esfera é atingido.

Teorema 2.15 Sejap=3eC = \[

Prova. Seja u;, uma sequéncia minimizante para /; tal que Vanishing ndo ocorra. O caso
Compactness se trata de modo analogo ao feito na memonstracao do Teorema 2.12 acima.
Caso ocorra Dichotomy, mostra-se facilmente que u; converge fracamente em H'!(R?3),
quase todo ponto em R3, fracamente em LY(IR?), para ¢ € [2,6] e fortemente em L] _(R?)
para os mesmos valores de g(exceto 6), a menos de subsequéncia e translagcdo, para

alguma ug € X, tal que HMOHiZ(Rﬂ =uec(0,1).

Caso I: u < 1. Seja ry := Yy — ug, onde Yy = ug (- + yx)-

/ |V\|Jk|2dx:/ |Vrk|2dx—|—/ |Vu]2dx—|—/ (Vitg, Vrg)dx
R3 R3 R3 R3

onde a ultima parcela vai a zero pois
(re,uo) g1 = /R3 (Vre, Vuo)dx + (re,uo) 2

Como |r +ug|®> < |l + |uo|® + 3|7 o] ), obtemos que

- [Pz = [ nPar— [ woPdr=3 [ Il +uo)ds
R3 R3 R3 R3

Tendo em vista que

OS/ |u0rk|2dx:
R3

/ |u0rk|2dx—|—/ |ugry|?dx <
|x|<R |x|>R

| | | ]
2 2 2 2
|x|<R |x|<R |x|>R |x|>R

que vai a zero quando R tende a infinito, obtemos que

—/ yudexz—/ |rk\3dx—/ luoPdx+o(1)
R3 R3 R3

Além disso, tendo em mente que

/ (uk*| |) uidx =

1 1
/R3 (ug*m—}—Z(uork) ‘ | —}—rk*‘ l) (u%—l—Zuork—i—r,%)dx
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que, ap6s ignorados alguns termos ndo-negativos, se mostra maior que ou igual a
Dluo| + D[ri] +o(1)

onde o(1) indica uma quantidade que converge para zero (em k). Isto se verifica facil-
mente, pois, por exemplo:

Se mostrar-mos que ug x ﬁ S L”(R3), obteremos , pelo Teorema A.2, que

/R3 (”3*%) (uory)dx

que sabemos convergir para zero.
De fato,

1
2xl

0<
[

<

[lworkl| L1 (ws)
LOO

1
U x —
x|

= sup [ 0y

~®)  xer?/R XY

o que, pelo Teorema A.11 € menor que ou igual a

1
sup ([, 222)
ugl|r2(w3
ers RS [x—y? L*(R3)

que, por sua vez, pelo Teorema A.1 se mostra menor ou igual a

2(|Vuo |l 2wy lluoll 2(w3)-
Todas essas consideracdes nos levam a concluir que
0= lirr}(infE(uk) > lirr}cinfE(uo) +lin}€infE(rk) +1in}<info(1) > E(uo) > 1, =0,

pois E(ry) > 0Vk > 1. Logo, E(ug) =1, = 0 e [ = 0 também € atingido VR > 0. O
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Encontraremos agora uma aplicacdo do Lema 2.5 no estudo de existéncia de
solucdes fracas para o problema 1-6, por meio da andlise do caso critico R., definido a
partir da constante V¢, definida naquele Lema. Note, novamente, como, muito embora nao
estejamos no caso principal p € (2,3), a condi¢io de subaditividade ainda desempenhara

papel fundamental em nosso estudo.

1
Teorema 2.16 Defina R, := (V—CC> T Sepe (3, 13—0), as seguintes afirmagoes sao vdli-

das:

1) Se R > R, entdo as desigualdades estritas do tipo concentragdo-compacidade se

verificam. Em particular, existe um minimizante;
2) Se R = R, entdo o problema Ir possui minimizante;

3) Se R < R., entdo Ir ndo é atingido.

Prova.l) Seja R >Reuc Yr. Pelo reescalamento comA =2, B=1e A = %, obtemos,

tendo em vista que ui’l €Yy, que

N 3 =
R 1 5.1 R\"™*cC
_ _ _ _ | — _ p
(R) 2/ﬂ§3|vu| dx—|—4D[u] (R) p/R3|u| a

que, por sua vez, se faz menor que ou igual a

Dessa forma, tomando o infimo do segundo membro da desigualdade acima para

N\ 3
Iy < R I
R = R R-

/
Sabemos ser Iy, Ig < 0. logo, se substituirmos (%) por 1 na expressdo acima,

u € Yg, obtemos

concluimos que a funcdo R — I € decrescente para R > R.. Desejamos provar agora que
Ig <I,+1Ig_,Vre (0,R).

De fato, seja r € (0,R). Se I, = Iz_,, a desigualdade esta verificada, tendo em

vista que Ig < 0.

45



Se I, < 0e Ig_, =0, estamos feitos, tendo em vista a monotonicidade da funcdo R +— I,
dada no Lema 2.3, caso r > R, e o fato de I, = 0 para r < R..

Caso I.,I,_r < 0, sabemos ser r,R —r > R.. Logo, obtemos que

R\’ R
R<|\—) I <-I
r r

I < R 31 < K I
R > R—_r R—r R_rR—r-

Assim, Ig = 5lg + 5L 0g < I+ Ig—;.

2)Considere a sequéncia definida por Rx = R, + %, para cada k > 1. Sendo R; > R,
pelo item anterior, para cada k > 1 existe um minimizante u; € Xg, para Ig,.Note que,
pelo Lema 2.5, vale que Iz, < 0 para cada k. Tendo em vista que Ry — R, conclui-se

por meio do reescalamento comA =2, B=1¢e A= % que

lim E(uk) = lim IRk = IRC-
k—yo0 k—ro0

Isto significa que pelo Lema A.20 ng, — 0. Combinando o Lema A.20 com o

Lema A.18, obtemos

1 3

ZSRk - ian S

4—p
2

cncaty ® [ (2p—2)en—Co-oma| |5~ 2pen +(p-oma

Tomando o limite quando kK — +o0, obtemos

4-—p

2p—5
1 <C(p)Cc(1)P"'R 2 L—Lp—21 (5_51)) hrr}clnfs}ek
mostrando-nos que liminf; €z, > 0, o que, pelo Lema A.20 nos permite afirmar que

liminf 0
m}(m /Rs(Pk>

Sendo assim, pelo Lema 1.3, Vanishing ndo pode ocorrer.
3) Pelo Lema 2.5, Ig = 0. Defina

1 1 e
Er(u) = 5/R3\vuyzdx+zp[u]—1ezpls;/R3\udex.
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Pelo reescalamento, pode-se facilmente estabelecer, para A =2, B=1¢e¢ A = R uma
correspondéncia biunivoca y entre £; e X, dada por y(u) = u>!, de modo que as

seguintes relagdes se verifiquem:

E(y(u)) = R*Eglu], Vuex,

E(u) = RER[y(u)], Yu € ;.

Suponha visando reducao ao absurdo que exista uma fun¢do minimizante para I.
Entio R 31 é atingido. Isto nos permite mostrar que ER.(uo) < Eg(up) =0 para R. > R.

Isto contradiz o fato de Iz, = 0 e estamos feitos.

Observacao 2.17 Concluimos o capitulo ressaltando que o problema 1-6 ndo possui

solugdo para p =2, ou p = %. De fato, no primeiro caso mostra facilmente por meio
_ _C . . L.

de reescalamento que I = —5R, fazendo com que o infimo s possa ser atingido se,

tendo em ista que D|[-] > 0, a norma L? do gradiente de uq se anule, contradizendo o fato

da massa de ug ser positiva. No segundo caso, a formula de reescalamento nos mostra

que, sendo

21 1 3C 10 1
E@") =M\ (E/st’dz_ﬁ R3|u! 3)+kZD[u],

o funcional energia assume valores negativos se, e somente se, o coeficiente de N> também
o faz. Logo, sendo Ig = 0 a uinica possibilidade para este caso, a existéncia de minimizante

implicaria D[ug) = 0, o que é absurdo.
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CAPITULO 3

Existéncia de Solucao: pentre 10\ 3 e 6

Neste capitulo, baseado no artigo [4], iremos buscar solu¢des para a equagao
diferencial 1-6 para os valores de p tais que o problema de minimizagdo /g ndo possui
solucdo, visto que I = —oo (vide Lema 2.4). A ideia principal consiste em demonstrar
que o funcional energia E possui uma geometria do tipo Passo da Montanha em Xg,
conforme definido na Introdugdo. Entdo localizamos uma sequéncia de Palais-Smale
limitada no nivel Xz e mostramos que esta sequéncia converge no sentido fraco em
H'(R?) para uma ug # 0 agindo como solugio fraca para o problema 1-6. Os dois Lemas a
seguir nos fornecerao as propriedades topoldgicas necessdrias para tal, conforme veremos

ao longo deste capitulo.

Lema 3.1 Defina o funcional auxiliar Q : H' (R3) — R por

0w = [ 1vuf+ 1ol - 222 [ .

Seja p € (%,6) e u € Xg, onde R é um real positivo arbitrariamente fixado.

Nessas condicoes, as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
D ||@y|| — +o0 e E(up) —> —oo, quando A, quando A — +-oo;
2) Existe l tal que H”H%Z(H@) <limplica Q(u) >0e HuHZ,(W) > 1, se Q(u) = 0;

3)Se E(u) <0, entdo Q(u) < 0.

Prova.
A demonstragdo envolve basicamente o uso do reescalamento aliado as ferra-

mentas de Calculo I, recomendamos [4], Lema 2.1, para os detalhes. OJ

Lema 3.2 Para p € (%, 6) e u € Xg as seguintes afirmagdes se verificam:
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1) Existe uma vinica \*(u) positiva tal Q(uy+) = 0;
2) A funcdo A — E(uy) é concava em [N*(u),+oo);
3) A*(u) < 1 se, e somente se, Q(u) < 0;

4) A" (u) = 1 se, e somente se, Q(u) = 0;

5)

S0 YAE( 0 )
Q(””){ <0 VAe (M, too)

6) E(uy) < E(uy+), VA € RT\ {A*};

7) 2E() = +0(u), YA > 0.

Assim como no lema acima recomendamos [4], Lema 2.2 para a prova. 0

Nosso proximo Lema, nos fornece uma percepcao alternativa do nivel do passo
da montanha Y(R), descrevendo-o a partir do comportamento do funcional energia restrito

ao conjunto
V(R) :={u € Xp|O(u)=0}.

Lema 3.3 Quando p € (?,6), vale a igualdade:

R)= inf E(u).
Y(R) ué%e) (u)

2
L2(R3)
algum A € (0, 1) suficientemente pequeno, uy, € A k(R)- Além disso, pelo Lema 3.1 existe

Prova. Seja u € V(R). Sabemos que HV”?»HiZ(Rﬂ = A?||Vu| , significando que, para

A2 > 1 tal que E(uy,) < 0. Logo, se definirmos

8(t) = u((1—pn +m,) parat € [0, 1]

obteremos um caminho em I'(R). Sabemos por defini¢do que

Y(R) < t‘g}é‘f}E (8(1)).

Sabemos, no entanto, pelo Lema 3.2, que 0 médximo no segundo membro desta desigual-

dade ocorre apenas quando (1 —7)A; +tA; = 1, mostrando-nos que Y(R) é cota inferior
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de
{E(u) [ucV(R)}

Seja m positivo tal que m < E(u) Yu € V(R) e g € I'(R) qualquer. Sabemos ser E(g(1)) <0
e g continua, logo o Lema 3.1 nos diz que Q(g(1)) < 0 e, além disso, caso K(R) seja
tomado menor que /(o que serd feito no Teorema 3.6), que Q(g(0)) > 0. Logo, pelo
Teorema do valor intermedidrio, Q(g(¢)) = 0 para algum ¢ € (0, 1).

Isto significa que, Vg € I'(R)

max E (g(t)) = E(g(t0)) = m.

Portanto, pela defini¢do de I'(R) como infimo, m <T'(R) e o Lema esta provado.
O

A fim de demonstrarmos a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale no nivel

Y, faremos uso do chamado fluxo gradiente, que definiremos agora.
Tirr={ve Hl(]R3) | (#,v), =0.}

Seja X := {u € Lg | dE|x,(u) # 0}. Sabemos por [7] que existe um campo
vetorial pseudo-gradiente localmente Lipschitziano Y € C' (Eg,T(Xg)), onde T (Xg) € 0
bundle tangente, tal que
1Y )| < 2/|dE | (w)]]

(E'[5 (@), Y (u)) > ||dE]s, ()%,

para toda u € Xp.

Defina os conjuntos
Ny:={u € Xg [[E(u) —T(R)| < p,dis(u,V(R)) < 2, ||Y (u) || = 2},

Nyi={u € Zg [|E(u) = ¥(R)| < 2u},

.Se N, # 0, existe uma g : g — [0, 1] localmente lipschitziana tal que

)1 em ]Vy,
8 0 em Nﬁ
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Define-se também em Y o campo vetorial

- € 2R,
Wy =1 W seuE R
0 seu € Xg\ LR

Definimos também o chamado fluxo pseudo-gradiente como solugdo de

{ %(n(t,u)) =Wmn(t,u)), (3-1)

N0,u) =u

O leitor interessado pode encontrar a prova da existéncia de uma solugdo 1(z, -)
para a EDO acima , para cada t € R, em [7], Lema 5. No lema a seguir destacamos

algumas das propriedades bdsicas de tais solugdes.

Lema 3.4 O fluxo pseudo-gradiente M| satisfaz as seguintes propriedades:
I)n(t,u) = u, para todo t € R se |E(u) —Y(R)| > 2u;

2) %E(n(r,u)) = (dEM(t,u)),W(n(t,u))) <0, paratodot € R eu € Xp.

Munidos das ferramentas bdésicas fornecidas pelos resultados acimas, estamos prontos
para enunciar um dos resultados mais importantes deste capitulo, a saber, o Teorema a
seguir, referente a existéncia de sequéncias de Palais-Smale limitadas no nivel y(R) para

o problema em estudo.
Teorema 3.5 Tome p € (%),6) e defina
K= {ucXg | |[E(u) —Y(R)| < p, dis(u,V(R)) <2, ||E |xp(w)]| < 2u}.
Para todo u > 0, o conjunto K, M By (g3 (0,3Mo) # 0.
Prova. Defina para u > 0
Ayi={u€ g ||E(u)~T(R)| <u, dis(w,V(R)) < 2u}.

Uma forma de negar nossa tese seria dizer que existe g € (0, @) tal que

u € AgNB(0,3Mo) = ||E |5, (u)]| > 2p.

Segue que
u € AgNB(0,3My) =€ N,,.

E facil ver a partir do Lema 3-1 que
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14n(t,@)|| < LVt >0eu€Xg

Vs € (O,M())
4 € AaNB(0,2My) = (s,u) € B(0,3Mo) e dis((s,V(R) <25 (3-2)

De fato, pelo Teorema A.8

d
s =m0l < sup | Ensra] <15
t€[0,1] t
Logo
(s, 1)l sy = [N (s, ) —u+ull g gs)

s+ ”(p”Hl(R3) <s+2M

o que nos fornece a primeira afirmacao.
Quanto a segunda afirmag@o, suponha que exista uma sequéncia vy € V(R) tal

que [|N(s,u) — vil[g1 r3) — [ > 2. Sabemos, no entanto, que

o= Vil gy + IG5, 0) = Vel < le=vie— ((5.0) =)l oy
= Ju=n(s.0)ll i) <5 s € (0,Mo).

0 que nos leva a uma contradi¢do, tendo em vista que
Hu—kaHl(Rs) — 1 <2u.

Afirmo que € possivel construir, para € > 0 suficientemente pequeno, um cami-
nho ge(r) € I'g tal que

max ge(t) < Y(R)+€
t€[0,1]

E(ge) > ge(t) = ge(t) € Ag NB(0,2Mo) (3-3)
Dado € > 0, seja u € V(R) (dependendo de €) tal que, pela defini¢do de infimo,
Y(R)+€ > E(ue).
Sabemos, pelo Lema 3.3 que a funcio

8e(t) 1= A(1-1)a,+1,> Parat € [0, 1]

¢ um caminho em I'(R). Pelo Lema 3.2, a funcdo E(ge(¢)) na varidvel ¢ assume seu
maximo para (1 — ) + 1A, =1, onde 7} € (0,1).
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Logo,

max E(ge(t)) <V(R)+e.
t€[0,1]

De onde se obtém facilmente que

{r €[0,1] [E(ge(t)) 2 ¥(R)} C [fe — Ote, e — O]

onde ¢ vai a zero quando € — 0.

Tome € € (0, 77iRo). Afirmo que

(s, ge(t)) € I(R)

para cada s positivo fixado. De fato, como

sup E(u) < —,

MGAKO

sabemos que

Logo,

0 que € maior que

ou ainda, tendo em vista que

‘f:I

maior que 2z. Isto, combinado ao fato de n(s,A) = A sempre que |E(u) —y(R)| > 2u nos
dd a primeira condigdo para (s, g:(t)) € ['(R).

Para ver o porqué de 1(s,ge(1)) ser negativo, basta notar que, sendo E(ge(1))

negativo, € menor que (2) Além disso,

[E(ge(1)) =V(R)| = ¥(R) — E(ge(1)) = ¥(R) = 211,

Tendo tudo isto em mente, concluimos notando que se ocorresse, para algum s

em [0,5*] e todo 7 em [0, 1], onde s* := % < Ro, a seguinte desigualdade

E(M(s,ge(t))) < Y(R),

terfamos evidentemente uma contradi¢do com a defini¢do de y(R). Sendo assim, assuma
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que para todo s € [0,s%] e todo 1 € [0,1] E(M(s,ge(¢))) > Y(R).Pela monotonicidade de
E(m) como fungdo de uma variavel real e pelo fato de n(0,u) = u, Yu € L£(R), isto que
significa que

E(ge(r)) = EM(s,8(2))) = Y(R), (3-4)

Logo, por 3-3
g:(t) € AgNB(0,2M)).

Sabemos também por 3-2 que, neste caso, M(s,g(f)) € B(0,3Mp) e
dis(n(s,g¢(t)),V(R)) < 2u. Ainda, 3-4 logo acima nos diz que, sendo |E(ge(t)) —Y(R)|

EM(s,g¢)) — Y(R)| também o serd. Desse modo, obtém-se que

menor ou igual a &,
N(s,ge(t)) € AgNB(0,3Mp).

Em particular, pelas propriedades de 1, podemos afirmar que

a0

Y(n(s,ge(1)))

SE6,85(0) = (dE (5,880,

Integrando, obtemos a contradi¢do desejada. 0J

Provemos agora existéncia da geometria do Passo da Montanha para o funcional

energia.

Teorema 3.6 Seja p € (?, 6) e R um real positivo. O funcional energia E restrito a esfera

possui uma geometria do tipo Passo da Montanha no nivel Y(R).

Prova.Defina

o = sup E(u)
ueCy

onde
Cui={ue e | ullzz) = k)

Pelas desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev (vide Apéndice, Teorema A.3

)e Gagliardo-Nirenberg (vide Apéndice, Teorema A.16), prova-se facilmente que

=
[\S1[9%)

(Mlzqes)) e

3(p=2) 6—p

T () T

1 /
E(w) < Sl s +C (Il

1 "
() 2 3l =€ (22 e
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o que implica que

lim oy, = 0.
k—0

Seja a, um sequéncia de nimeros reais positivos convergindo para zero. Pela
defini¢do de limite lateral(a direita), para cada n fixado, existe 0,,, menor que / no Teorema
3.6, tal que oy < a, Vk € (0,9,]. Seja I'(R) definido para K(R) menor que J,,.

Suponha que Y(R) = 0. Pela demonstra¢do do Lema 3.1, sabemos que

2 _ 3p—10 3p—38

E(u)— WQ(M) = mHMH%z(Rs) + mD[u]

Pelo Lema 3.3, existe uma sequéncia {u, } € V(R) tal que lim,_, E (1) = 0.

3p—10 3p—8 . . .
Sendo 60r=2) 2(p=2) > 0, isto implica

lim [|Vul[12(gs) = Tim Dlu,] =0

No entanto, pela defini¢do do funcional energia E, isto implicaria lim, e ||u,||” = 0,
contradizendo o Lema 3.1 item II). Suponha que y(R) > 0. Pelo Lema 3.1 , para tal
escolha de K(R), a defini¢do de I'(R) nos diz que E(g(0)) nunca é negativo. Logo, apenas
precisamos mostrar que Y(R) € estritamente maior que E(g(0)), para toda g € T'(R).

Suponha que este ndo seja o caso. Isto significa que

Y(R) < sup E(g(0)).
g€l(R)
Para todo k, por definicdo oy > E(u), sempre que Hu||%2 ®) = k. Em particular,
para k € (0,8,], ax > E(g(0)), Vg € I'(R). Ou ainda, a, > sup,crg) E(g(0)) > Y(R).
Tomando n — +oo, obtemos uma contradi¢do. O
No Teorema a seguir, todos os itens se encadeiam culminando no item 5), onde se afirma
que o limite fraco u( da sequéncia de Palais-Smale acima obtida, €, de fato, solucdo fraca

para o problemal-6.

Teorema 3.7 Seja u, uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional energia restrito
a esfera no nivel Y(R) e limitada em H'(R3). Nessas condigdes, existe uma sequéncia
numérica ty tal que, a menos de subsequéncia:

1) up — ug fracamente em H' (R3);

2)ty — tgem R;

3) —Aug — g+ (| =" x fug|?) we — || P~ *u — em H'(R?);
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4) —Auy — touy + (]x]‘l * |uk|2) u — |ug|P 2wy — em H-1(R3);

5) —Aug — touo + (x|~ x [ug|?) uo — |uo|P"2up = 0 em H~1(R?).
Prova. Para provar 3) (vide [7], Lema 3), lembre-se que
Sri={u€ H'(R?) | ||ull2s) =R}

e que
T, Xr = {ue HI(R3) |(u,ux)2 = 0}

onde (-,-); indica o produto interno de L?(R?). Considere a projecdo ortogonal Ty,
H'(R?) — T,, X dada por

Ty W =w — (Ug, w)2utg.

Defina o operador linear E : H' (R%) — R por

E () - w=E () - w— (e, w)2E (1) - .

Um célculo imediato nos mostra que, fixada arbitrariamente uma w € H'(RR?)
decomposta como

w = (W7 uk)Zuk +nuk "W,

vale que

E'-w :El(uK) STy, W

Isto significa que
’E(uk) .w) - ]EgR(uk) (T W)
0 que € menor que, ou igual a
Byt - [ )
ou ainda, menor que, ou igual a
| Esg ()| - (1 g ) 1w, (3-5)

onde esta tltima desigualdade provém da imersdo continua de H'(R?) em L?(R?)(vide

Apéndice, Teorema A.9) e da defini¢do de projecdo ortogonal. Por outro lado, um calculo
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simples mostra que, em particular para nosso problema

E(uk)-w:/ (Vuk,Vw>dx+/ ((pk)uukwdx—/ |uk|p_2ukwdx—7»k/ upwdx,
R3 R3 R3 R3

onde a sequéncia {A;} é dada por

1
o 3 Vel (), Juldx— [P
[ai | R’

Logo, a desigualdade 3-5 encerra a demonstracdo. Ademais, 1) € consequéncia
imediata do Teorema de Banach-Alaoglu (vide Apéndice, Teorema A.7), 2) se mostra
simplesmente garantindo a limita¢do de {A;} pelas desigualdades de Hardy-Littlewood-
Sobolev (vide Apéndice, Teorema A.3) e Gagliardo-Nirenberg (vide Apéndice, Teorema
A.16). 4) segue imediatamente de 3). A parte delicada na demonstracdo de 5) estd na
parcela D[u].(vide [22], Lema 2.2) O

Observacao 3.8 Evidentemente, ndo hd interesse em obter-se solugcoes nulas para nossa
equagdo diferencial; eis entdo o propdsito do lema a seguir. Tal lema, dada a premissa
segundo a qual a sequéncia de Palais-Smile obtida neste texto é tal que Q(uy) — 0, nos
permitird concluir que a solu¢do por nds obtida no teorema acima ndo ¢é trivial. Para
Jjustificar tal premissa, basta tomar uma sequéncia {w;};>1 € V(R) tal que ||w; — ug|| —
dis(uy,V (R)) e utilizar o Teorema do Valor Médio, aliado ao fato de que Q(w;) =0 e que
limy dis(ug,V(R)) = 0, limite dado pelo 3.5, para concluir.

Lema 3.9 Seja u; C Xg uma sequéncia de Palais-Smale no nivel positivo Y(R) limitada
em H'(R®) e tal que Q(uy) — 0 quando k — 0. Nessas condi¢ées, a menos de

subsequéncia e translagdo ug, o limite fraco de uy acima, ndo é nulo em H'(R?).

Prova.Suponha visando redug@o ao absurdo que uyp = 0 q.t.p. Sabemos pelas imersdes

compactas de Sobolev que ¥z >0 ey € R3
lim/ |<pk(-+y)\2dx=/ 10%dx = 0.
k—veo /B, B

Isto equivale a afirmagao de que Vanishing ocorre. Logo, pelo Lema 1.3 uy — 0
em LP(R?) para p € (2,6). Verifica-se por um clculo direto que as seguintes igualdades

sao validas.

1 3(p-2
0(u) = |Vl )+ 5Dl — %Hung(m
) 2 3p— 10 3p—8
s _2r— 7 2 _P=o
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De onde concluimos que
lim E[g] =0 7 Y(R)
k—roo

produzindo o absurdo desejado. Assim, estamos feitos.
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APENDICE A

Resultados Uteis

Neste apéndice enunciamos os resultados de Teoria da Medida e Andlise Funci-

onal

Teorema A.1 (Desigualdade de Hardy) Suponha que N > 3. Prove que existe uma

constante positiva C tal que
)
/ Tmdx < C/ |Vul|?dx Yu € D'2(RY).
RN ‘x‘ RN

Prova. Seja u € C. Defina, para cada x € RV

Pela regra da cadeia

£ () = 2u(dx)Vu(h) - x

e ainda
A poydh= tim £~ £(1) = ()
1 dh _t—1>r—£1<>°f J) = —urlx
u?(x) oo u(Ax
_ / () -
2 T G
Ou seja

Ty X
/RN \xP ‘2’“/]1@/ IM! ) g

Pelo Teorema de Fubini

—+oo
Y / / X dxd
/RN |x\2 RN |x.x| )

Que é menor ou igual a

oo u(Ax X
2%/ / ) | dxd,
e | T ) |
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ou ainda, por Cauchy-Schwarz

e u(x)|
0 /1 /R Tl Vu0w)dx

Por mudancga de varidveis, isto € igual a

Foo ] |
2x/ dx/ Vu(y)|dy. (A-1)
1
Defina, agora,
g(A) :==u(dy).

Esta claro que

/

g (A) =Vu(ky)-y

De modo que, analogamente ao feito acima

u(y)] e )
SRR | vutay)ian. (A-2)

A-2 nos diz que

[ wutar< [ ([ 1vumian) 1vutar

que, por sua vez, € igual a

teo 1
—_d) / Vu(z)|dz (A-3)
1

0 que se demonstra por raciocinio analogo ao realizado acima, por Fubini, seguido da
mudanca de varidveis Ay = z e concluido por independéncia de varidveis.

A-1 e A-3 nos dizem que

2
/u—§ /[Vu|dx<C/ \Vul?dx
RY [x|?

onde a ultima desigualdade se demonstra por Holder A.11, tendo em vista que supp u é
compacto.
Pela densidade de C7*(RY) em D!?(RY) a demonstragdo estéd concluida.

Teorema A.2 Seja f € L'(R") e g € LP(R") com 1 < p < +oo. Defina a convolugdo
fxg :R*"— R por
(F*9)@:= [ fx=y)g0)dy



Nessas condicoes, afirmamos que:
1) fxgeLP(R");

2) || f*gllr@ny < 11l @myllgllLr®n-

Prova. ( vide [8], teorema 4.15) O

Teorema A.3 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Seja p,r>1e0<A<ncom llj—i— % +% =2.
Seja f € LP(R") e h € L"(R"). Entdo existe uma constante A(n,\, p), independente de f
e h, tal que

/R3 /Rgf@)\x—y\’“h(y)dxdy <A@, p)I|f e @) 12l e -

Teorema A.4 Para p € [1,+), suponha que {f,} seja uma sequéncia em € LP(X),

[ eLP(X) e que fu(x) — f(x) g.t.p. Selimy|| fullrx) = || fllzr(x), entd@o fu — f em
L(X).

Prova. (vide [20] teorema 1.17) O

Teorema A.5 Seja {f,} em € LP(Q) e f € LP(Q) tal que || fu — fl1r(@) — 0.
Nessas condigdes, existe uma h € LP(Q) tal que, a menos de subsequéncia, vale

que

a) fu(x) — f(x) q.t.p em Q;
b) |fu(x)| < h(x) Vn, g.t.p em Q.

Prova. (vide [8], teorema 4.9) ]

Teorema A.6 (Multiplicadores de Lagrange) Sejam E e ¢ funcoes reais e H'(R3) o

espaco de Sobolev. Suponha que E possua minimo local com respeito a
Yk = {0 € H'(R®)|0(p) = 0}, para algum @y € X.

Seja U uma vizinhang¢a de @y em ¥ tal que E,¢ € C1(U) e seja ¢ (@o) um
funcional linear sobrejetivo. Entdo existe uma constante real A, chamada Multiplicador
de Lagrange, tal que

(E~20) (9) =0

Prova. (vide [14], teorema 7.8.2) ]
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Teorema A.7 (Banach-Alaoglu) Seja X uma espaco de Banach reflexivo. Se uma
sequéncia {x;} é limitada em X, entdo x; converge fracamente, a menos de subsequéncia,

para algum xo € X.

Prova. (vide [8], teorema 3.16) ]

Teorema A.8 (Teorema do Valor Médio) Sejam X e Y espacos vetoriais normados e
f:X—Y. Separaa,b e X dados a derivada de Gateaux fé;(a +1t(b—a)) na diregdo de
(b —a) existe para todo t € |0, 1], entdo

1£(b) = fla)|ly < SE)PI]||f/G(a+’<b—a)§b—“)||Y-
t€o,

Além disso, se a derivada de Fréchet f (a+1(b— a)) existe para todo t € [0,1], entdo

1£(6) = fla)lly < S}(J)PI]||f/(a+f(b—a))HL(x,Y)Hb—aHx
te|l,

Prova. (vide [14], teorema 3.2.6) O

Teorema A.9 (Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto

limitado de R3, com fronteira 0Q de classe C'. Nessas condicées vale a imersdo compacta
HY(Q)ccL’(Q)

para cada p € [1,6).

Prova. (vide [15], teorema 5.7.1) O]

Teorema A.10 (Lax-Milgram) Sejam H um espaco de Hilbert, f : H — R uma trans-
formacdo linear continua e B : H X H — R um funcional bilinear tal que para algum par

de constantes o. e 3 valem

1. para quaisquer u,v € H
|Bu, V]| < auflull[}v]],

2. paratodau € H
Bllull* < Blu,u]

Nessas condicoes, existe uma vinica uy € H tal que, para toda v € H

Blu,v|=f-v
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Prova. (vide [8], corolario 5.8) ]

Teorema A.11 (desigualdade de Holder) Sejam p,q € [1,+eo| satisfazendo a relagcdo
%—i—é = 1. Nessas circunstancias, para todas u € LP(R3) e v € L1(R?), vale que uv €
L'(R?)

vl msy < Nl o3y l[v]|Lam3)-

Prova. (vide [3], teorema 6.9) ]

Teorema A.12 (férmula de Green) Se u,v sdo de classe C*(Q), entdo

ad
/(Vu,Vv>dx: —/ uAvdx+ | uds
Q o aQ oM

onde M(x) é o campo unitdrio normal a superficie 0Q no ponto x e g—TV] = (Vy,m).

Prova. (vide [15], Apéndice C, teorema 3) O

Teorema A.13 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {fi} uma
sequéncia de fungoes integrdveis convergindo em quase todo ponto para uma fungdo real

mensurdvel f. Se existir uma funcdo integrdvel g tal que | fi| < g, Vk, entdo f € integrdvel

/ fax =lim / fdx

Prova. ( vide [3], teorema 5.6) ]

e

Teorema A.14 ( Lema de Fatou) Seja f; uma sequéncia de fungoes integrdveis ndo-

negativas. Nessas condicoes sempre vale a desigualdade

/ lirr}cinf Sfedx < lin}cinf / Sfrdx
Prova. () ( vide [3], teorema 4.8) ]
Lema A.15 ( Lema de Helly) Seja (f,),>1 uma sequéncia uniformemente limitada de

fungdes reais crescentes definidas em [a,b]. Existe uma sua subsequéncia convergindo

pontualmente para uma funcdo crescente fy : [a,b] — R.
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A.1 Desigualdades

Lema A.16 (Gagliardo-Nirenberg) Vp € [2,6];

—p

2
01y gy < G0 [V 202 2, Vi € HY (D).

R3) S
Lema A.17 A seguinte desigualdade se verifica V¢ € H' (RY)

R%(G—P)CCGN (p)

1 (p—2)
E(9) > 5 1| V0 [z - | Vel
Prova. Consequéncia imediata do Lema A.19 Gagliardo-Nirenberg acima. 0J

Lema A.18 (desigualdades) As seguintes desigualdades se mostram verdadeiras Y €
HI(RY)

1) Para p € [2,3], existe uma constante positiva K, tal que, para toda u € H\ (RY),
temos

2 p—=
0 17, gy < K Il ¢ 1520 Dlu] 2 i Vi |72 s,

2) Para p € [3,'Q], existe uma constante positiva C), tal que, para todo u € H'(R?),

temos

4p—12 10 3 8
<CPH HLIZ)RB [] P

H u HLp R3

3) Para p € (3,), vale que, V¢ € Zg

2p—5 4=p
@17, 5y < C(p)Can (1) R | Vol22,3 Dlg) =
Prova. Sabemos que

1)

1 c
E(@)>= [ |Vo]? ——/ r
<p)_2/R3\ ode—— | lol'dx

Tendo em vista 0 A.16 acima, isto € maior ou igual a

cC 1 Lig—
M) 102 (1 @ a1

1
5 Vo ||i2(]1q<3) -
Ou ainda, maior ou igual a

R%(G’P)CCGN(p)

1 2
5190 e, - 1V 1272 ().
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2) Deacordo como Lema 1.1, fixadaumau € H'(R?) qualquer, existe uma tnica ¢, €
D'2(R?), tal que — [3 (AQy,v)dx = [p3(VQy, VV)dx = [psu?vdx , Yv € DI2(R3).
Em particular, parav =u ou v = @,.

Assim, Va > 0,
0< /R3 \Vu—aVe,|*dx =

/ Vul2dx—2a / (Vit, Vo )dx + a / (Vu, Vou)dx =
R3 R3 R3

/ |Vu]2dx—2a/ u3dx+a2/ U@, dx.
R3 R3 R3

Ou seja,

1 a
3 2 a 2
/RBM dx§2a/Rs|Vu| dx—f—Z/R3u Qudx

Derivando o segundo membro da desigualdade acima em relacdo a a, obtemos o

2 v
ponto de minimo global a = \/ﬂ+[|L}Z<R3). Substituindo este valor para a acima,
u
obtemos que
1
3 /
/1%314 dx < m D[u] || Vu ||L2(R3) (A—4)

Desse modo, para p € [0, 3],

6—2p. 3p—6
||uHZp(R3):/RSupdx:/Rsu Pu’P~Pdx =

/R3(u2)3_p(u3)p_2dx < (/1&3 uzdx) v (/R3 M3dx)p2dx <

(L) (Revpiivatie)

Onde a pentltima desigualdade provém da Desigualdade De Holder. Desse modo,
(D) fica provado para K, = (ﬁ%)p -2,
1. Pelo A.18,
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Lema A.19 Seja p € [%, 13—0] O funcional energia assume valores negativos na esfera se,

e somente se, o operador T : H' (R3) — R dado por

2 E Dl[g] =S 2C

¢
T(9):= Vo|? — _Z P
(@) (3]9—8 R3| 9 ) (10—31)) p R3|(P| dx

também o faz.

Prova. (vide [9], Lema 2.4) O

Lema A.20 Para p € (2,3) U (3, ?) todo minimizante uy de Ig é tal que as seguintes

relagcoes sdo satisfeitas.

3 5
2_ —_— —_— —_— —_— —_—
/R3\<Po| = (7P —2er—(FP—6)Nk

Digo] = (5~ 5 p)ex+ (p— 6)1k

13
P — _eop__ —
/Rg [Qol” = Jer— Sk

onde
__ Reg _ _Ig
ER = =3 engr = 3—p

Prova. (vide [9], corolario 2.2) O
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