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De tudo, ficaram três coisas:

a certeza de que ele estava sempre começando,

a certeza de que era preciso continuar

e a certeza de que seria interrompido antes de terminar.

Fazer da interrupção um caminho novo.

Fazer da queda um passo de dança,

do medo uma escada,

do sonho uma ponte,

da procura um encontro.

(SABINO, Fernando Tavares. O Encontro Marcado. Record, 34a ed., 1981)
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Resumo

Este trabalho tem por objetivo sintetizar e caracterizar heteroestruturas compostas por nanopartí-

culas de ferrita de manganês (NPs de MnFe2O4) e nanopartículas de ouro (NPs de Au), capazes de:

1) responder à aplicação de um campo magnético alternado, podendo ser utilizadas no diagnóstico de

cânceres enquanto agentes de contraste no imagiamento por ressonância magnética, bem como em seu

tratamento via hipertermia magnética; 2) responder à aplicação de radiação eletromagnética, podendo

ser utilizadas no diagnóstico de cânceres como agentes de contraste no imagiamento por tomografia

computadorizada de raios-X (CT), bem como em seu tratamento via hipertermia fototérmica.

Nesse sentido, avaliamos quatro protocolos de síntese de heteroestruturas MnFe2O4-Au. No Proto-

colo 1, utilizamos parte da energia de um feixe de luz laser (808 nm, 800 mW) para promover a nucleação

de NPs de Au à superfície de NPs de MnFe2O4 previamente sintetizadas, recobertas por DMSA (ácido

dimercaptosuccínico). No Protocolo 2, utilizamos parte da energia de um campo magnético alternado

(333,8 kHz, 17 mT) para promover essa nucleação. Fazemos também uma análise da influência da ca-

mada de cobertura das NPs de MnFe2O4, comparando os surfactantes iônicos DMSA e citrato de sódio.

Nos Protocolos 3 e 4, tanto os núcleos magnéticos (NPs de MnFe2O4) quanto os núcleos metálicos (NPs

de Au) são previamente sintetizados. Para tanto, três métodos de síntese de NPs de Au são avaliados.

No Protocolo 3, promovemos o acoplamento de NPs de Au a NPs de MnFe2O4-DMSA utilizando parte

da energia proveniente do mesmo feixe de luz laser utilizado no Protocolo 1. No Protocolo 4, promo-

vemos o acoplamento de NPs de Au recobertas por moléculas cisteína a NPs de MnFe2O4 recobertas

por moléculas de lisina via reações peptídicas entre esses dois aminoácidos. Finalmente, fazemos um

estudo comparativo entre hipertermia magnética e hipertermia fototérmica, sugerindo um método para

determinação do SLP (Specific Loss Power) óptico. Além disso, submetemos algumas de nossas amostras

ao imagiamento por CT.

O Protocolo 1 é o melhor do ponto de vista do recobrimento do núcleo magnético por NPs de Au. O

Protocolo 2 permite a nucleação de NPs de Au com diâmetros superiores àqueles obtidos via Protocolo

1. Os Protocolos 3 e 4 oferecem nanoestruturas com melhor potencial quanto à sua utilização como

agentes de contraste em CT. Entretanto, o rendimento de todos os protocolos avaliados é muito baixo.

Na comparação entre hipertermia magnética e fototérmica, verificamos que o SLP óptico é de duas a três

ordens de grandeza superior ao SLP magnético nas condições avaliadas, o que indica que protocolos

que fazem uso de luz laser dispõem de mais energia para a nucleação/acoplamento de NPs de Au à

superfície de NPs de MnFe2O4 do que aqueles que fazem uso de campos magnéticos alternados ou

simples aquecimento em chapa térmica.
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Abstract

The purpose of this project is to synthesize and characterize heterostructures composed by man-

ganese ferrite nanoparticles (MnFe2O4 NPs) and gold nanoparticles (Au NPs) able to: 1) respond to

external alternating magnetic fields, what would enable their use in cancer diagnostic as contrast agents

for magnetic resonance imaging, as well as in cancer treatment via magnetic hyperthermia; 2) respond to

eletromagnetic radiation, what would enable their use in cancer diagnostic as contrast agents for X-ray

computed tomography (CT), as well as in cancer treatment via photothermal hyperthermia.

We evaluate four MnFe2O4-Au heterostructures synthesis protocols. On Protocol 1, we use part of

the energy of a laser beam (808 nm, 800 mW) to promote the nucleation of Au NPs at the surface of

previously synthesized MnFe2O4 NPs covered by DMSA (dimercaptosuccinic acid). On Protocol 2, we

use part of the energy of an alternating magnetic field (333,8 kHz, 17 mT) to promote this nucleation.

We also perform an analysis of the influence of MnFe2O4 NPs covering layer, by comparing the ionic

surfactants DMSA and sodium citrate. On Protocols 3 and 4, both the magnetic cores (MnFe2O4 NPs)

and the metalic cores (Au NPs) are previously synthesized. Therefore, three Au NPs synthesis methods

are evaluated. On Protocol 3, we promote the coupling between Au NPs and MnFe2O4-DMSA NPs

using part of the energy from the same laser beam used on Protocol 1. On Protocol 4, we promote

the coupling between cysteine-covered Au NPs and lysine-covered MnFe2O4 NPs via peptidic reaction

between these two aminoacids. Finally, we conduct a comparative analysis between magnetic and pho-

tothermal hyperthermia, proposing a method for the determination of the optical SLP (Specific Loss

Power). Moreover, we submit some of our samples to CT imaging.

Protocol 1 is the best one in terms of covering the magnetic core by Au NPs. Protocol 2 allows the

nucleation of Au NPs with diameters greater than the ones obtained via Protocol 1. Protocols 3 and 4

offer nanostructures with better potential with respect to their use as contrast agents in CT. However, the

final yield of all four protocols is very low. Comparing magnetic and photothermal hyperthermia, we

verify that the optical SLP is two to three orders of magnitude greater than the magnetic SLP under the

assessed conditions, what suggests that protocols using laser beams have more energy available for the

nucleation/coupling of Au NPs at the surface of MnFe2O4 NPs than those using alternating magnetic

fields or simple heating on hot plate.
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Capítulo 1

Introdução

O câncer é responsável por uma em cada sete mortes no mundo hoje – mais do que a AIDS, a

tuberculose e a malária juntas [1]. De acordo com o último levantamento global da Organização

das Nações Unidas, 8,2 milhões de pessoas morreram em consequência de algum tipo de câncer

em 2012. Nesse mesmo ano, foram registrados 14,1 milhões de novos casos – um crescimento

de 11% num período de 4 anos. Estima-se que os casos globais de câncer devam crescer 75%

nas próximas duas décadas, quando será atingida a cifra de 25 milhões de novos casos [2].

No Brasil, o último levantamento do INCA (Instituto Nacional de Câncer) revela que, entre

2000 e 2005, os três maiores vilões entre os homens foram os cânceres de pele (não-melanoma),

próstata e pulmão. Entre as mulheres, os cânceres de pele (não-melanoma), mama e cólo de

útero apresentaram maior incidência. Entre as capitais brasileiras, Goiânia apresentou a se-

gunda maior taxa de incidência média de cânceres (número de casos por 100 mil habitantes),

atrás apenas de Porto Alegre e à frente de São Paulo. Para 2015, a estimativa do INCA é de 576

mil novos casos no Brasil [3] [4].

O câncer é um grupo de doenças caracterizadas por um crescimento descontrolado de cé-

lulas anômalas, ditas células cancerosas, tumorais ou neoplásicas. Esse crescimento pode ser re-

sultado de fatores externos ou internos ao organismo. Entre os fatores externos estão o tabaco,

organismos infecciosos, produtos tóxicos e a exposição a radiação. Entre os fatores internos es-

tão as mutações hereditárias, desequilíbrios hormonais, debilidade imunológica e mutações

decorrentes do próprio metabolismo. Esses fatores podem atuar de forma conjunta ou sequen-

cial para iniciar e promover o desenvolvimento de um ou mais tipos de câncer [1].

Até o início do século XIX, acreditava-se que os tumores eram corpos estranhos ao orga-

nismo que de alguma forma infectavam o paciente. Em 1827, a descoberta de que todas as

células de um organismo descendem de óvulos fertilizados mudou essa perspectiva. Os tumo-

res foram identificados como massas de células anômalas do próprio organismo afligido e o

1
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câncer passou a ser conhecido como a doença do mau funcionamento celular. Relações entre

o ambiente, o estilo de vida e a incidência de cânceres passaram a ser observadas sistematica-

mente entre os pacientes. Substâncias carcinógenas foram sendo identificadas e catalogadas.

Em 1915, o patologista japonês Katsusaburo Yamagiwa induziu o primeiro tumor in-vitro, o

que significou um avanço significativo: até então os pesquisadores eram obrigados a aguardar

que tumores surgissem espontaneamente em animais selvagens ou domésticos [5].

Atualmente, sabe-se que a vasta maioria dos tumores é resultado de crescimentos monoclo-

nais. Isso significa que todas as células de um tumor possuem um antepassado em comum. En-

tretanto, isso não significa que todas as células de um tumor tenham se originado de uma única

célula mutante. Entende-se que o fenômeno seja um processo microevolutivo: células mutan-

tes adquirem uma vantagem seletiva e passam de uma relação de cooperação e auto-sacrifício

para uma relação de competição com tecidos adjacentes que pode, em última instância, levar à

morte do organismo como um todo [5][6].

Os diferentes carcinógenos levam a alterações dos ciclos normais de divisão e morte celular:

diretamente, afetando os níveis de sinalizadores protéicos celulares; ou indiretamente, promo-

vendo mutações no DNA e inibindo mecanismos de reparo do material genético. Estima-se que

uma única célula possa sofrer até 1 milhão de mutações por dia. Não fossem os mecanismos

de reparo do DNA, a proliferação de tumores seria tal que inviabilizaria a vida [6].

Os tratamentos atualmente disponíveis para os diferentes tipos de câncer são a cirurgia, a

radioterapia, a quimioterapia, a hormonoterapia, a imunoterapia e as terapia-alvo [1]. O com-

bate a metástases e a minimização dos efeitos colaterais decorrentes da terapia são os principais

desafios de cada técnica. Nesse contexto, as terapias-alvo se destacam pela maneira como os

fármacos são conduzidos até as áreas tumorais, aproveitando-se de propriedades específicas

de tecidos neoplásicos.

Sabe-se, por exemplo, que células cancerosas preferem a glicólise como fonte de energia

(ATP) para a execução de suas atividades. A glicólise é a primeira etapa da respiração celular.

Curiosamente, ela é a etapa menos eficiente em termos de geração de energia [5]. Assim, para

obter mais moléculas de glicose, alguns tumores induzem a angiogênese, isto é, a formação de

novos vasos sanguíneos. Entretanto, o endotélio desses vasos apresenta espaços intercelulares

maiores do que aqueles observados em endotélios sadios. Além disso, como o sistema linfático

neoplásico não é bem definido, o tempo de retenção de compostos nessas regiões é maior do

que em regiões sadias do organismo. Essas duas características específicas de tecidos cancero-

sos constituem a base da chamada vetorização passiva, agrupadas sob a denominação efeito EPR

(do inglês Enhanced Permeability and Retention ou Permeabilidade e Retenção Aumentadas) [7].
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Adicionalmente, sabe-se que determinados receptores de membrana são superexpressos em

células cancerosas, o que abre uma brecha para que as mesmas sejam identificadas e tratadas

de maneira específica via vetorização ativa. Receptores de membrana e proteínas de sinalização

intercelulares formam vias de comunicação interligadas que culminam na efetivação de uma

dada função celular: uma resposta a um estímulo externo (por exemplo, a ativação de agentes

de defesa contra organismos infecciosos); um comando para que se inicie uma multiplicação

celular (por exemplo, no caso de um processo regenerativo); ou um gatilho para a apoptose,

a morte celular programada, essencial à regulação do tamanho dos tecidos. Em células neo-

plásicas, a inibição ou a amplificação de um desses sinais intracelulares faz com que funções

normais da célula passem a ser desempenhadas de forma descontrolada e caótica.

Terapias-alvo que incluem a utilização de nanopartículas têm sido o foco de ínumeras pes-

quisas no mundo, incluindo trabalhos importantes in-vitro e in-vivo desenvolvidos por nosso

grupo [8] [9]. A complexidade do problema exige a formação de grupos de pesquisa multi-

disciplinares, agregando diferentes áreas do conhecimento, tais como a Física, a Química, a

Biologia e a Medicina. Mas, por que nanopartículas (NPs), sobretudo as magnéticas, são tão

interessantes do ponto de vista terapêutico?

Em primeiro lugar, porque pertencem à escala nanométrica, conseguindo interagir direta-

mente com entidades biológicas de interesse, tais como receptores de membrana celular (pro-

teínas com comprimentos característicos da ordem de 5-50 nm [10]). Quando recobertas por

moléculas biológicas, fármacos e/ou outros materiais, elas podem desempenhar funções di-

versas, tais como a liberação controlada de quimioterápicos ou a marcação específica de célu-

las cancerosas, melhorando o diagnóstico das áreas atingidas e permitindo um tratamento com

menos efeitos colaterais para os pacientes.

Em segundo lugar, porque NPs magnéticas respondem à ação de campos magnéticos. Essa

capacidade de resposta controlada por um estímulo externo e não-invasivo, aliada à alta pene-

trabilidade de campos magnéticos em tecidos humanos sem prejuízo aos mesmos, constitui a

base da hipertermia magnética. O campo magnético entrega energia às NPs, a qual se dissipa sob

a forma de calor predominantemente na região de maior acúmulo das mesmas. Na hipertermia

magnética, a temperatura local do tumor é mantida na faixa dos 42-45 ◦C durante algumas ho-

ras levando à morte térmica de células neoplásicas. Na termoablação, temperaturas acima dos 50
◦C são aplicadas à região tumoral, degradando células cancerosas em questão de minutos [11].

Além disso, NPs magnéticas podem ser utilizadas no diagnóstico de cânceres enquanto agen-

tes de contraste no imagiamento por ressonância magnética (MRI, do inglês Magnetic Resonance

Imaging).
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Em terceiro lugar, porque NPs respondem à ação de campos eletromagnéticos, podendo ser

empregadas no tratamento de cânceres via hipertermia fototérmica. Mais uma vez nos depara-

mos com uma capacidade de resposta controlada por um estímulo externo e não-invasivo, em

geral luz laser na região do infravermelho próximo (NRI, do inglês Near Infra Red). Sabe-se que

a penetrabilidade de campos eletromagnéticos em tecidos humanos é maior em determinadas

faixas do NRI, denominadas janelas terapêuticas. O campo elétrico entrega energia às NPs, a

qual se dissipa sob a forma de calor predominantemente na região de maior acúmulo das mes-

mas, levando células cancerosas à morte por hipertermia ou termoablação. Além disso, por

sua elevada eletrodensidade, NPs de ouro têm se mostrado como excelentes agentes de con-

traste no diagnóstico de cânceres via tomografia computadorizada por raios X (CT, do inglês

Computerized Tomography).

1.1 Objetivos Centrais

Nesse contexto, o presente trabalho tem por objetivos centrais:

1. Sintetizar e caracterizar nanoestruturas do tipo core-shell ou do tipo heterodímero, com-

postas por ferrita de manganês (MnFe2O4) e ouro (Au), capazes de:

• responder à aplicação de um campo magnético alternado, podendo serem utiliza-

das no diagnóstico de cânceres enquanto agentes de contraste no imagiamento por

ressonância magnética, bem como em seu tratamento via hipertermia magnética;

• responder à aplicação de radiação eletromagnética, podendo serem utilizadas no

diagnóstico de cânceres como agentes de contraste no imagiamento por tomografia

computadorizada, bem como em seu tratamento via hipertermia fototérmica.

2. Estudar essas nanoestruturas sob hipertermia magnética e fototérmica.

1.2 Objetivos Específicos

A síntese, a caracterização e o estudo tanto ex-vivo quanto in-vivo de nanopartículas (NPs)

magnéticas visando aplicações no diagnóstico e no tratamento de cânceres via hipertermia

magnética já vêm sendo estudadas há alguns anos por nosso grupo. Em contrapartida, o estudo

de NPs sob hipertermia fototérmica é mais recente. Dessa forma, o primeiro objetivo específico

deste projeto consiste em apreender, conjugar e sobretudo expandir os conhecimentos e as ex-

periências do grupo com relação a essas duas técnicas de hipertermia com vistas à consecução

dos nossos objetivos centrais.
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A síntese, a caracterização e o estudo in-vitro de NPs de Au visando aplicações no diagnós-

tico e no tratamento de cânceres via hipertermia fototérmica é o segundo objetivo específico

deste trabalho. Nosso grupo já trabalhou com NPs metálicas, tais como NPs de prata (Ag) e

mesmo com NPs de Au. Entretanto, este trabalho é pioneiro no grupo quanto à tentativa de

domínio do processo de síntese de NPs de Au e quanto ao estudo de seu potencial em hiperter-

mia fototérmica e em CT, seja isoladamente, seja enquanto parte integrante das nanoestruturas

a que nos propomos sintetizar.

Nosso terceiro e último objetivo específico consiste em promover o acoplamento entre NPs

de Au e NPs de MnFe2O4 por meio de ligações peptídicas entre aminoácidos adsorvidos às

superfícies desses dois conjuntos de NPs. Aminoácidos e peptídeos têm sido utilizados pelo

grupo como marcadores ou como ligantes no contexto de terapias anti-câncer. Todavia, este é

o primeiro trabalho do grupo que busca estudar e utilizar aminoácidos para o fim específico de

síntese de nanoestruturas complexas a partir de NPs previamente funcionalizadas.

No próximo capítulo, faremos uma breve revisão da literatura, abrangendo modelos teóri-

cos, estratégias e técnicas com as quais lidamos ao longo do projeto. No Capítulo 3, abordamos

os materiais e métodos por meio dos quais implementamos quatro protocolos de síntese de

heteroestruturas MnFe2O4-Au. No Capítulo 4, listamos e discutimos os resultados de caracte-

rização e síntese obtidos para os quatro protocolos avaliados. No Capítulo 5, reunimos nossas

conclusões finais e perspectivas.



Capítulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 Fluidos Magnéticos

Fluidos magnéticos, também denominados ferrofluidos, são dispersões coloidais de nano-

partículas magnéticas suspensas em um líquido carreador. O líquido carreador pode ser polar

(e.g. água destilada) ou apolar (e.g. hidrocarbonetos). Neste trabalho, as nanopartículas mag-

néticas utilizadas são monodomínios superparamagnéticos de ferrita de manganês (MnFe2O4),

com diâmetros inferiores a 20 nm, suspensos em água destilada. A estabilidade desses coloides

é viabilizada por camadas de cobertura que podem ser de três tipos: surfactantes, iônicas ou

iônico-surfactantes. Veremos mais detalhes de cada um desses conceitos nas seções seguintes.

2.1.1 Ferritas

As ferritas são óxidos duplos (fórmula geral MO · Fe2O3 ou MFe2O4) compostos por Fe+3

e por M+2, onde M representa um metal divalente, tal como Mn, Ni, Fe, Co, Mg, Ba e Sr. São

compostos iônicos, geralmente ferrimagnéticos. A exemplo dos materiais ferromagnéticos, as

ferritas apresentam magnetizaçao espontânea, a qual desaparece acima de uma temperatura

crítica denominada temperatura de Curie. Acima dessa temperatura, as ferritas passam a apre-

sentar comportamento paramagnético. Materiais ferrimagnéticos não eram considerados uma

classe magnética distinta até 1948, quando o físico francês Louis Néel descreve o ferrimagne-

tismo e o antiferromagnetismo – o que lhe rendeu o Prêmio Nobel de Física de 1970.

As ferritas com as quais trabalhamos são ferritas cúbicas, com estrutura cristalina do tipo

espinélio (nome do mineral MgO · Al2O3, que apresenta estrutura cristalina semelhante à des-

sas ferritas). A estrutura é complexa, com 8 M+2[Fe+3]2[O−2]4 por célula unitária, perfazendo

um total de 8× (1 + 2 + 4) = 56 íons. Os íons O−2 estão organizados em uma rede cúbica de face

centrada, enquanto os íons M+2 e Fe+3 ocupam os espaços (sítios) entre eles. Há dois tipos de

6
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sítios: tetraédricos e octaédricos. Sítios tetraédricos são aqueles que estão no centro de um tetra-

edro cujos vértices estão ocupados por íons O−2. Analogamente, sítios octaédricos são aqueles

que estão no centro de um octaedro cujos vértices estão ocupados por íons O−2 (Figura 2.1).

(a) Sítio tetraédrico (b) Sítio octaédrico

Íon metálico 
em sítio tetraédrico

Íon metálico 
em sítio octaédrico

Íon O-2

(c)

(d)

Figura 2.1: Estrutura cristalina de uma ferrita cúbica do tipo espinélio: (a) Sítio tetraédrico; (b) Sítio octaédrico; (c)

Célula unitária de aresta a dividida em octantes de aresta a/2 cada; (d) Conteúdo de dois dos octantes inferiores,

evidenciando um sítio octaédrico (centro) e um sítio tetraédrico (octante direito). Figura adaptada de [12], p. 179.

Nem todos os sítios disponíveis estão ocupados por íons metálicos: apenas 1/8 dos sítios

tetraédricos e 1/2 dos sítios octaédricos de uma célula unitária estão ocupados. Sabendo que

uma célula unitária apresenta 64 sítios tetraédricos e 32 octaédricos, apenas 8 sítios tetraédri-

cos e 16 octaédricos estão ocupados. Quando os íons M+2 ocupam apenas sítios tetraédricos

e os íons Fe+3 ocupam somente sítios octaédricos, a estrutura é denominada espinélio normal.

Quando os íons M+2 ocupam apenas sítios tetraédricos, com os íons Fe+3 distribuídos igual-

mente entre sítios tetraédricos e octaédricos, diz-se que a estrutura é do tipo espinélio inverso.
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Entretanto, essas duas estruturas são casos extremos. Para o caso da ferrita de Mn, por exem-

plo, a caracterização cristalográfica por difração de raios-X ou por difração de nêutrons revela

que 80% dos íons Mn+2 estão em sítios tetraédricos, enquanto 20% estão em sítios octaédricos.

Trata-se, portanto, de uma estrutura mais próxima do tipo espinélio normal.

As propriedades magnéticas das ferritas são devidas aos íons magnéticos que elas contêm.

O íon O−2 não apresenta momento angular de spin resultante, isto é, S = 0. Por outro lado, os

íons Mn+2 e Fe+3 apresentam, ambos, S = 5/2. Para esses três íons, com L representando o

seu momento angular orbital e J denotando seu momento angular total, L = 0 ⇒ J = S. Nessas

condições,

g = 1 +
J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)
= 2 (2.1)

onde g é o fator g de Landé. Nesse caso, como o momento dipolar magnético µ = gµBS, com

µB sendo o magneton de Bohr, se os momentos de spin dos íons Mn+2 e Fe+3 estivessem todos

alinhados paralelamente, na mesma direção e sentido, o momento magnético resultante, por

fórmula de MnFe2O4, seria de 15µB , uma vez que

µ = µMn+2 + 2µFe+3 = �2µB
5

�2
+ 2 ·

(
�2µB

5

�2

)
= 15µB (2.2)

Entretanto, experimentalmente, o valor medido é de 4,6µB (Seção 6.3 de [12]). Logo, os

momentos de spin desses íons não estão todos alinhados paralelamente, na mesma direção e

sentido, como nos materiais ferromagnéticos. Portanto, a ferrita de Mn deve fazer parte de uma

outra classe de materiais magnéticos. A seguir, veremos brevemente alguns dos ordenamentos

magnéticos mais importantes, com ênfase especial dada aos materiais ferrimagnéticos – classe

a que pertencem as ferritas.

2.1.2 Ordenamentos magnéticos

Paramagnetismo

Materiais paramagnéticos não apresentam magnetização espontânea. Na ausência de campo

externo, o momento magnético resultante é nulo. Supondo um campo magnético externo apli-

cado na direção z, ~Hext = Hextẑ, o módulo da magnetização M = Mz pode ser escrito como

M = ngµBJBJ(x) x =
µ0gµBJHext

kBT
(2.3)
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onde n representa o número de átomos por m3; g, o fator g de Landé; µB , o magneton de Bohr;

J , o momento angular total de cada átomo da rede; µ0, a susceptibilidade magnética do vácuo;

kB , a constante de Boltzmann; T , a temperatura; e BJ(x), a função de Brillouin

BJ(x) ≡
(

1 +
1

2J

)
coth

[(
1 +

1

2J

)
x

]
− 1

2J
coth

(
1

2J
x

)
(2.4)

Para temperaturas relativamente altas, vale a aproximação

BJ(x) ≈ J + 1

3J
x (2.5)

e, portanto,

M ≈ ngµB�J
J + 1

3�J

µ0gµBJHext

kBT
=
µ0ng

2µ2BJ(J + 1)Hext

3kBT
⇒ M ≈ C

T
Hext (2.6)

C ≡
µ0ng

2µ2BJ(J + 1)

3kB
(2.7)

A constante C varia de material para material, sendo conhecida como constante de Curie.

Para a susceptibilidade paramagnética, obtemos que

χ =
∂M

∂H
= µ0

∂M

∂B
⇒ χ ≈

µ0ng
2µ2BJ(J + 1)

3kBT
=
C

T
⇒ 1

χ
=
T

C
(2.8)

Essa relação entre χ e T é conhecida como Lei de Curie. Assim, o inverso da susceptibilidade

magnética varia linearmente com a temperatura para materiais paramagnéticos.

Ferromagnetismo

Materiais ferromagnéticos apresentam magnetização espontânea. Os momentos magnéticos

individuais dos átomos da rede possuem módulos iguais, estando alinhados paralelamente, na

mesma direção e no mesmo sentido. No modelo de campo molecular médio, apresentado pelo

físico francês Pierre Weiss em 1907, assume-se que essa magnetização espontânea seja devida

a um campo molecular, proporcional à magnetização ~Bm = λm ~M . À luz da mecânica quântica,

sabe-se que a constante de campo molecular λm está relacionada com uma interação de natureza

eletrostática denominada interação de troca ou interação de exchange.

Sob a ação de um campo externo, teríamos um campo efetivo ~Bef = ~Bext + ~Bm. A relação

entre o módulo da magnetização M = Mz e o campo magnético externo ~Hext = Hextẑ fica

M = ngµBJBJ(x′) x′ =
µ0gµBJ (Hext + λmM)

kBT
(2.9)
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onde usamos que Bef = µ0 (Hext + λmM). Na ausência de campo externo, isto é, quando

Hext = 0, observe que temos um sistema de duas equações para M em função de x′

M = ngµBJBJ(x′) ≡M1 M =
kBT

µ0gµBJλm
x′ ≡M2 (2.10)

Figura 2.2: Esquema de solução gráfica para o sistema de equações 2.10.

A Figura 2.2 traz um esquema de solução gráfica para o sistema de equações 2.10. Note

que, conforme aumentamos o valor de T , maior é a inclinação da reta correspondendo a M2.

Assim, a depender do valor de T , M1 e M2 interceptam-se duas vezes ou uma única vez.

No primeiro caso, isto é, quando M1 e M2 interceptam-se duas vezes, há um valor de x′

para o qual M 6= 0 mesmo na ausência de campo externo. O modelo proposto por Weiss é,

portanto, capaz de descrever a existência da magnetização espontânea em ferromagnetos.

Conforme aumentamos a temperatura, encontramos uma temperatura limite a partir da

qual M1 e M2 passam a interceptar-se uma única vez, apenas em M = 0. Essa temperatura Tc

é conhecida como temperatura crítica de Curie. Para temperaturas acima de Tc

M ≈
µ0ng

2µ2BJ(J + 1) (Hext + λmM)

3kBT
=
C

T
Hext +

C

T
λmM

M(T − Cλm) ≈ CHext ⇒ M ≈ C

T − θ
Hext (2.11)

onde definimos θ ≡ Cλm. Para a susceptibilidade ferromagnética, obtemos que

χ =
C

T − θ
⇒ 1

χ
=
T − θ
C

(2.12)
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Essa relação entre χ e T é conhecida como Lei de Curie-Weiss. Acima de Tc, a exemplo dos

materiais paramagnéticos, o inverso da susceptibilidade ferromagnética varia linearmente com

a temperatura. Entretanto, ao contrário do que acontece para os paramagnetos, 1/χ se anula

para T = θ 6= 0.

Antiferromagnetismo

Em materiais antiferromagnéticos assume-se a existência de duas sub-redes atômicas com o

mesmo número de átomos por m3. Os momentos magnéticos individuais são todos de mesma

intensidade, como no caso ferromagnético. Em uma das sub-redes, os momentos magnéticos

estão alinhados paralelamente, na mesma direção e no mesmo sentido. Na outra sub-rede, os

momentos estão alinhados na mesma direção, mas em sentido oposto ao sentido dos momentos

da primeira sub-rede.

Assim, suponhamos duas sub-redes A e B apresentando comportamento ferromagnético

abaixo de Tc. Seguindo a teoria de campo médio, podemos escrever suas respectivas magneti-

zações da seguinte maneira

MA = nAgAµBJABJA(x′A) x′A =
µ0gAµBJAHA

kBT
(2.13)

MB = nBgBµBJBBJB (x′B) x′B =
µ0gBµBJBHB

kBT
(2.14)

~HA = nAA ~MA + nAB ~MB + ~Hext (2.15)

~HB = nBA ~MA + nBB ~MB + ~Hext (2.16)

com ~M = ~MA + ~MB = ~0, isto é, abaixo de Tc, a magnetização espontânea resultante é nula

em materiais antiferromagnéticos. Os coeficientes nAB e nBA estão relacionados a interações

de troca entre primeiros vizinhos da rede cristalina, enquanto os coeficientes nAA e nBB estão

relacionados a interações de troca entre segundos vizinhos.

Acima de uma temperatura crítica TN , denominada temperatura crítica de Néel, as duas sub-

redes passam a apresentar comportamento paramagnético. Usando a Lei de Curie,

~MA =
CA
T

(
nAA ~MA + nAB ~MB + ~Hext

)
(2.17)

~MB =
CB
T

(
nBA ~MA + nBB ~MB + ~Hext

)
(2.18)

Trata-se de um sistema de duas equações e duas incógnitas: ~MA e ~MB . Assumindo que ~MA

e ~Hext estão na mesma direção e sentido, enquanto ~MB aponta em sentido contrário ao de ~MA,

passemos para uma notação não-vetorial
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(
1− CA

T
nAA

)
MA +

(
CA
T
nAB

)
MB =

CA
T
Hext (2.19)(

−CB
T
nBA

)
MA −

(
1− CB

T
nBB

)
MB =

CB
T
Hext (2.20)

Para que haja magnetização espontânea em cada uma das duas sub-redes, é preciso que o

sistema tenha solução não-trivial, ou seja, (MA,MB) 6= (0, 0) mesmo que Hext = 0. Para tanto,

∣∣∣∣∣∣
(

1− CA
T nAA

)
CA
T nAB

−CB
T nBA −

(
1− CB

T nBB

)
∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.21)

Como as duas sub-redes são idênticas, diferindo apenas quanto ao sentido de seus momen-

tos magnéticos, nAA = nBB . Além disso, CA = CB = C ′. Admitindo que nAB = nBA < 0,

encontramos a temperatura crítica de Néel.

TN = C ′ (nAA − nAB) (2.22)

Como nAB < 0, TN > 0. Para avaliar a susceptibilidade magnética acima de TN , somamos

as equações 2.17 e 2.18, lembrando que ~M = ~MA + ~MB . Concluímos que

~M =
2C ′

T − C ′ (nAA + nAB)
~Hext (2.23)

Considerando que ~M e ~Hext têm a mesma direção e sentido

χ =
2C ′

T − C ′ (nAA + nAB)
⇒ 1

χ
=
T − θp
C

(2.24)

onde definimos θp ≡ C ′ (nAA + nAB) e C = 2C ′. Note que, como nAB < 0, θp pode assumir

valores negativos – a depender do valor de nAA.

Ferrimagnetismo

O modelo matemático para materiais ferrimagnéticos generaliza todos os ordenamentos vis-

tos até aqui. Admite-se a existência de duas sub-redes atômicas distintas. O número de átomos

por m3 pode ser diferente em cada sub-rede. Em uma das sub-redes, os momentos magnéti-

cos individuais têm intensidade µA e estão alinhados paralelamente, na mesma direção e no

mesmo sentido. Na outra sub-rede, os momentos possuem intensidade µB e estão alinhados

na mesma direção, mas em sentido oposto ao sentido dos momentos da primeira sub-rede.
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Analogamente ao caso antiferromagnético, podemos modelar as duas sub-redes usando as

equações 2.13–2.16. Entretanto, temos agora que nAA 6= nBB , CA 6= CB , nAB = nBA < 0 e

~M = ~MA + ~MB 6= ~0. Assim, abaixo de Tc, a magnetização resultante não é nula em materiais

ferrimagnéticos – há magnetização espontânea.

Para a temperatura crítica de Néel TN encontramos desta feita que

TN =
(CAnAA + CBnBB) +

√
(CAnAA − CBnBB)2 + 4CACBn2AB

2
(2.25)

Além disso, acima de TN obtemos que

M =
(CA + CB)T + CACB (nAB + nBA − nAA − nBB)

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− CACBnABnBA
Hext (2.26)

Portanto, a susceptibilidade ferrimagnética fica

χ =
(CA + CB)T + CACB (2nAB − nAA − nBB)

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− CACBn2AB
(2.27)

Finalmente, é possível reescrever o inverso da susceptibilidade na forma

1

χ
=

T − θ
CA + CB

− C ′′

T − θ′
(2.28)

θ′ ≡ CACB
CA + CB

(nAA + nBB − 2nAB) θ ≡ CACB
CA + CB

(
CA
CB

nAA +
CB
CA

nBB + 2nAB

)

C ′′ ≡ CACB

(CA + CB)3
[CA (nAA − nAB)− CB (nBB − nAB)]2

Figura 2.3: Variação do inverso da susceptibilidade magnética com a temperatura (T > Tc) para os ordenamentos:

paramagnético, ferromagnético, antiferromagnético e ferrigmagnético.
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Observe que a equação 2.28 corresponde a uma reta (primeiro termo à direita) somada a

uma hipérbole (segundo termo à direita). Se C ′′ = 0 e θ = 0, reencontramos a lei de Curie, caso

paramagnético. Se C ′′ = 0 e θ 6= 0, reencontramos a lei de Curie-Weiss, caso ferromagnético.

Adicionalmente, se θ = θp, reencontramos o caso antiferromagnético. A Figura 2.3 ilustra

como o inverso da susceptibilidade magnética varia para temperaturas acimda da temperatura

de Curie para os diferentes ordenamentos vistos até aqui.

2.1.3 Domínios magnéticos

Domínios magnéticos são regiões do cristal dentro das quais os momentos magnéticos in-

dividuais estão orientados paralelamente, em uma mesma direção e sentido. Esses domínios

são delimitados por regiões intermediárias, denominadas paredes de Bloch ou paredes de Néel, no

interior das quais ocorre uma mudança gradual de orientação dos momentos (Figura 2.4).

Figura 2.4: Esquema representativo das paredes de Néel ou paredes de Bloch com inversão de 180◦da orientação

de momento de spin entre domínios vizinhos. Imagem extraída de [12], p. 277

A organização dos momentos magnéticos em domínios é resultado da superposição de

duas interações distintas: a interação de troca e a interação dipolar magnética. A interação de

troca prevalece no curto alcance, fazendo com que os momentos (de spin) se orientem parale-

lamente uns aos outros, de forma a minimizar a energia associada à interação (equação 2.29a,

com J denotando a integral de troca; e Si o momento angular de spin do átomo ou íon i). A

interação dipolar magnética prevalece no longo alcance. Assim, à medida que a extensão de um

domínio aumenta, maior será a tendência dos momentos a se alinharem antiparalelamente, de

forma a minimizar a energia associada à interação (equação 2.29b, com mi representando o

momento dipolar magnético do átomo ou íon i; e r a distância entre eles).
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Uex = −2J ~Si · ~Sj (2.29a)

Udm =
µ0

4πr3
(~mi · ~mj − 3(~mi · r̂)(~mj · r̂)) (2.29b)

Materiais multidomínio são aqueles que apresentam mais de um domínio magnético. Ao

reduzirmos as dimensões de um material multidomínio, podemos chegar a um ponto em que

haja apenas um único domínio magnético. Nesse caso, o material é chamado monodomínio.

Em razão de suas dimensões reduzidas, nanopartículas magnéticas apresentam, em geral, um

único domínio. Além disso, abaixo de um diâmetro crítico (que varia de material para ma-

terial), nanopartículas magnéticas apresentam comportamento superparamagnético (Figura 2.5).

Assim, apesar de as amostras bulk de ferrita serem ferrimagnéticas, as nanopartículas de ferrita

apresentam comportamento superparamagnético.

Diâmetro da Partícula

Hc
MultidomínioMonodomínio

SPM

Vórtex

Figura 2.5: Evolução do campo coercitivo com o diâmetro da partícula, evidenciando as regiões monodomínio e

multidomínio, bem como a região de comportamento superparamagnético (SPM). Figura adaptada de [13], p. 62.

Antes de passarmos propriamente ao estudo do superparamagnetismo, precisamos fazer

uma breve consideração a respeito do fenômeno de anisotropia magnética.

2.1.4 Anisotropia magnética

Fala-se em anisotropia magnética quando a magnetização espontânea do material tende a se

alinhar ao longo de uma direção preferencial, mais favorável de um ponto de vista energético,

denominada eixo fácil de magnetização. A anisotropia magnética depende da temperatura e pode

ter várias origens, tais como: a estrutura cristalina do material (anisotropia magnetocristalina);

o formato da amostra (anisotropia de forma); tensões mecânicas externas aplicadas à amostra

(anisotropia induzida ou magnetoelástica).
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Quando a tendência de alinhamento da magnetização com o eixo fácil é muito forte, diz-se

que o material é duro. Quando essa tendência é fraca, diz-se que o material é macio. Sem a ani-

sotropia magnética não haveria a histerese apresentada por materiais ferro e ferrimagnéticos.

Magnetos duros apresentam alto campo coercitivo. Magnetos macios apresentam baixo campo

coercitivo. No modelo de Stoner-Wohlfarth para a histerese, a energia associada à anisotropia

magnética para um monodomínio com anisotropia uniaxial é expressa por

Ua = KV sin2 θ (2.30)

onde K representa a constante de anisotropia do material; V , o volume da amostra; e θ, o

ângulo entre o eixo fácil e a magnetização.

Os vales da Figura 2.6 representam configurações em que a magnetização está alinhada ao

eixo de anisotropia: na mesma direção e sentido (θ = 0, configuração paralela); ou na mesma

direção e sentidos opostos (θ = π, configuração antiparalela). Por conveniência, escolhemos

KV = 1. Note que, na ausência de campo externo, a barreira de energia a ser vencida para que

o sistema passe de uma configuração a outra é constante e igual a KV . Contudo, essa simetria

é quebrada com a aplicação de um campo externo. No exemplo da Figura 2.6, observe que

menos energia é necessária para que o sistema faça a transição da configuração paralela para a

configuração antiparalela do que aquela necessária para percorrer o caminho inverso.

Figura 2.6: Energia de anisotropia uniaxial em função do ângulo entre o eixo de anisotropia e a magnetização de

um monodomínio, na ausência e na presença de um campo externo aplicado.
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2.1.5 Superparamagnetismo

Considere uma partícula monodomínimo com anisotropia uniaxial. Quando T 6= 0 K, a

energia térmica pode ser suficiente para demover a magnetização da partícula com relação à

direção de seu eixo de anisotropia. Esse fenômeno de flutuação da magnetização da partícula

em torno de seu eixo de anisotropia é denominado relaxação. A probabilidade de um flip da

magnetização, isto é, uma transição entre as configurações paralela e antiparalela, é tanto maior

quanto mais próximos forem os valores de kBT e KV . Segundo a lei de Néel-Arrhenius, o tempo

de relaxação τ pode ser expresso por

τ = τ0 exp

(
KV

kBT

)
(2.31)

onde τ0 é uma constante, geralmente na faixa de 10−12 a 10−9 s. De maneira simples, pode-

mos dizer que, sob ação da energia térmica, o sistema tenta realizar τ−10 flips por segundo.

Suponha agora que estejamos traçando a curva de magnetização de uma amostra contendo

um grande número dessas partículas via VSM. O intervalo de tempo tm entre uma tomada

de medida e outra é muito superior ao tempo de relaxação τ da magnetização de uma dessas

partículas (geralmente da ordem de nanosegundos). A média temporal da magnetização em

tm é nula, mesmo que o material que a compõe apresente magnetização espontânea, não-nula.

Diz-se que a partícula encontra-se em regime superparamagnético. Seu comportamento será se-

melhante ao de um paramagneto.

Por outro lado, em técnicas experimentais como a espectroscopia Mössbauer e a ressonância

magnética nuclear, tm é da ordem de 10−9 a 10−7. Assim, eventualmente tm < τ . Nesse caso,

a média temporal da magnetização em tm é não-nula. Diz-se que a partícula encontra-se em

regime bloqueado. Seu comportamento será semelhante ao do material bulk que lhe deu origem.

(a) Regime bloqueado (tm <  )

M

H

Hc

Mr
Ms

M

H

Ms

Curva de magnetização

com histerese e com campo coercitivo

Curva de magnetização

sem histerese e sem campo coercitivo

(b) Regime superparamagnético (tm >  )

Figura 2.7: (a) Curva de magnetização para uma partícula em regime: (a) bloqueado; (b) superparamagnético.
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Note que a transição entre os regimes superparamagnético e bloqueado depende um ba-

lanço entre K, V e T , isto é, um balanço entre anisotropia, tamanho e temperatura da partícula.

Além disso, existe uma dependência em tm. Por esse motivo, não se pode dizer que esses regi-

mes correspondam a estados termodinâmicos, como os ordenamentos magnéticos vistos até aqui

o são. Esses regimes são considerados estados dinâmicos. Fala-se em regime superparamagnético

e não em ordenamento superparamagnético.

Na derivação do modelo paramagnético, consideramos os momentos angulares totais atô-

micos ou iônicos, os quais apresentam valores discretos ditados pela mecânica quântica. No

caso superparamagnético, vamos considerar o momento angular total J da partícula como um

todo. Assim, como o momento angular total da partícula é a soma dos momentos atômicos ou

iônicos individuais, J pode assumir virtualmente qualquer valor no intervalo contínuo entre

0 e NJi, com N representando o número de átomos ou íons que compõem a partícula e Ji o

momento angular total individual de cada átomo ou íon – assumido constante para todos eles.

Matematicamente, sabemos que o limite da função de Brillouin BJ(x) quando J tende ao

infinito é a função de Langevin L(x), dada por

lim
J→∞

BJ(x) = L(x) = coth(x)− 1

x
(2.32)

A partir de 2.3 e das considerações acima, concluímos que, em regime superparamagnético,

M = ngµBJL(x) x =
µ0gµBJHext

kBT
(2.33)

Figura 2.8: Curvas de Brillouin e Langevin: modelos matemáticos para a magnetização de materiais paramagnéticos

e de materiais em regime superparamagnético, respectivamente.
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2.1.6 Estabilidade coloidal

Devido ao diâmetro reduzido das NPs com que trabalhamos, flutuações térmicas no líquido

carreador conferem energia suficiente para que as partículas continuem suspensas, em movi-

mento Browniano, vencendo a ação gravitacional. Adicionalmente, interações de naturezas

físicas variadas, atrativas e/ou repulsivas, devem ser levadas em conta no estudo da estabili-

dade coloidal. Vejamos algumas delas.

Interação de van der Waals

A interação de van der Waals é atrativa e está sempre presente. A energia potencial associada

à interação entre duas partículas esféricas idênticas de raio R é dada por

UV dW = −A
6

{
2R2

C2 − (2R)2
+

2R2

C2
+ ln

(
C2 − (2R)2

C2

)}
(2.34)

onde A é a constante ou coeficiente de Hamaker; e C, a distância centro a centro entre as

duas NPs interagentes.

Interação dipolar magnética

A interação dipolar magnética pode ser atrativa ou repulsiva. Ocorre entre dois dipolos mag-

néticos i e j. A energia potencial correspondente à interação é dada por

Udm =
µ0

4πr3
(~mi · ~mj − 3(~mi · r̂)(~mj · r̂)) (2.35)

onde µ0 é a susceptibilidade magnética do vácuo; ~mi, o momento dipolar magnético da

partícula i; ~mj , o momento dipolar magnético da partícula j; r, a distância centro a centro entre

as NPs; e r̂, um versor na direção e sentido de ~r.

Interação de repulsão estérica

Para evitar a aglomeração, é possível revestir as NPs do coloide com uma cobertura estabi-

lizante. Quando moléculas orgânicas eletricamente neutras compõem essa camada, diz-se que

o fluido é surfactado. Esse revestimento pode promover uma interação repulsiva entre as NPs,

conhecida como repulsão estérica ou repulsão de contato. A energia potencial correspondente à

interação é não-nula apenas para r ≤ 2δ (com r sendo a distância centro a centro entre as NPs;

e δ, a espessura da camada de cobertura) e é dada por

Ure
kBT

=
πD2G

2

[
2− l + 2

t
ln

(
1 + t

1 + l/2

)
− l

t

]
(2.36)
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onde kB é a constante de Boltzmann; T , a temperatura; D, o diâmetro médio da NP; G, um

parâmetro denominado grafting, o qual está associado à densidade superficial de moléculas

adsorvidas na superfície da NP; l = 2r/D; e t = 2δ/D.

Interação de repulsão eletrostática

Quando íons são utilizados na camada de cobertura, diz-se que o fluido é iônico. A cober-

tura iônica também gera uma interação repulsiva, de natureza eletrostática. A energia potencial

correspondente à interação é dada por

Uel
kBT

= 4
D2

LB
tanh2

(
eψS

4kBT

)
e−κD(r−D)

r
(2.37)

onde kB é a constante de Boltzmann; T , a temperatura; D, o diâmetro médio da NP; e, a

carga do contra-íon da dupla camada iônica; ψS , o potencial de Stern (ou potencial ζ), repre-

sentando o potencial na superfície da NP; κD, o inverso do raio de Debye; r, a distância centro

a centro entre as NPs; e LB dado por

LB =
e2

4πεskT
(2.38)

com εs sendo a permissividade elétrica do solvente (líquido carreador).

(a) Surfactado (b) Iônico (c) Iônico-surfactado

Figura 2.9: (a) Fluido surfactado, com líquido carreador apolar; (b) Fluido iônico, com líquido carreador polar; (c)

Fluido iônico-surfactado, com líquido carreador polar.

A Figura 2.9 traz um esquema dos diferentes tipos de fluidos magnéticos, classificados

quanto ao tipo de camada de cobertura. Note que, além dos tipos já mencionados, existe um

terceiro tipo, para o qual a camada estabilizante é composta por moléculas orgâncias passíveis

de ionização, tais como ácidos, bases ou sais orgânicos (e.g. citrato de sódio e DMSA). Nesse

caso, diz-se que o fluido magnético é iônico-surfactado.



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 21

2.2 Hipertermia Magnética

2.2.1 Processos de relaxação

Ao se aplicar um campo magnético oscilante a um fluido magnético, as NPs presentes no

fluido passam por processos de relaxação. Nesses processos, ocorre dissipação de energia, pro-

vocando um aumento de temperatura nas circunvizinhanças das NPs. Quando esse aumento

de temperatura se conserva, por tempo suficiente, na faixa entre 42 e 45◦C, diz-se que o sis-

tema está em condições de hipertermia magnética. Abordaremos, brevemente, dois processos de

relaxação: 1) a relaxação browniana; e 2) a relaxação de Néel (ou relaxação de Néel-Brown).

A relaxação browniana está associada ao movimento de rotação das NPs do ferrofluido, ao

alinharem seus momentos magnéticos individuais na mesma direção e no mesmo sentido do

campo externo aplicado. O tempo característico desse processo, denominado tempo de relaxação

browniano, é dado por

τB =
3ηVH
kBT

(2.39)

onde η é a viscosidade do fluido; VH , o volume hidrodinâmico da NP; kB , a constante de

Boltzmann; e T , a temperatura. VH , por sua vez, é dado por

VH =

(
1 +

δ

R

)3

V (2.40)

onde δ é a espessura da camada de cobertura; R, o raio da NP; e V , seu volume.

A relaxação de Néel ou relaxação de Néel-Brown está associada à mudança de direção da mag-

netização das NPs com relação ao seu eixo de anisotropia. Como vimos anteiormente, o tempo

característico desse processo, denominado tempo de relaxação de Néel, é dado por

τN = τ0 exp

(
KV

kBT

)
(2.41)

onde τ0 é um intervalo de tempo característico, dependente do tipo de material, geralmente

na faixa de 10−12 a 10−9 s; e K, a constante de anisotropia do material.

O tempo efetivo de relaxação τ , levando-se em consideração os dois processos de relaxação,

é dado pela relação

1

τ
=

1

τB
+

1

τN
(2.42)
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2.2.2 Potência dissipada

Nosso objetivo agora será determinar analiticamente a potência dissipada pelos dois pro-

cessos de relaxação considerados anteriormente. Partiremos da Primeira Lei da Termodinâmica:

∆U = ∆Q−∆W (2.43)

onde U é a energia interna do sistema; Q, o calor adicionado ao (ou removido do) sistema;

e W , o trabalho realizado pelo (ou sobre o) sistema, todos dados em unidades de energia [J].

Ora, a variação da energia interna em um ciclo de oscilação do campo externo é nula. Assim,

∆Q = ∆W .

Se ~H · d ~B representa a contribuição diferencial à densidade volumétrica de energia [J/m3]

devida ao campo magnético, d̄W = ~H · d ~B. No regime linear, ~H e ~B são colineares. Assim:

d̄W = HdB (2.44)

Ora, nessas condições, sabemos que B = µ0(H +M), portanto,

d(HB) = HdB +BdH

HdB = d(HB)−BdH

HdB = d(HB)− µ0HdH − µ0MdH (2.45)

Ao integrarmos a Equação 2.45 ao longo de um ciclo, os dois primeiros termos à direita da

igualdade se anulam. Assim,

∆Q = ∆W = −µ0
∮
MdH (2.46)

Seja, agora, o campo magnético oscilante externo descrito por

H(t) = H0 cosωt = <{H0 exp(iωt)} (2.47)

onde H0 é a amplitude do campo; ω, a frequência angular de oscilação; e t, um instante de

tempo a contar do início da aplicação do campo. No regime linear, aproximação válida para

baixas amplitudes de campo, a magnetização pode ser escrita como:

M(t) = M0 cos (ωt− φ) = <{χH0 exp(iωt)} (2.48)

M(t) = χ′H0 cos (ωt) + χ′′H0 sin (ωt) (2.49)

onde M0 é a amplitude da magnetização induzida; φ, a diferença de fase entre o campo

aplicado e a magnetização induzida; e χ, a susceptibilidade complexa do material magnético

(χ = χ′ − iχ′′).
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Passando a integração da equação 2.46 para uma integração temporal

∆Q = −µ0
∫ τciclo

0
M
dH

dt
dt (2.50)

com τciclo = 2π/ω e ω = 2πf e substituindo 2.47 e 2.48 em 2.50, temos que

∆Q = µ0χ
′H2

0ω
��

���
���

���
�:0∫ τciclo

0
cos(ωt) sin(ωt)dt+ µ0χ

′′H2
0ω
���

���
���:

1
2τciclo∫ τciclo

0
sin2(ωt)dt

∆Q = µ0χ
′′H2

0�ω
1

A2
A2π

�ω
= πµ0χ

′′H2
0 (2.51)

Para obter a potência térmica gerada pelos processos de relaxação de Brown e de Néel, basta

dividir o valor de ∆Q encontrado em 2.51 pelo período de um ciclo

Pciclo =
∆Qciclo
τciclo

= f∆Qciclo = fπµ0χ
′′H2

0 (2.52)

O objetivo agora passa a ser obter uma expressão para χ′′. Desenvolvendo o lado esquerdo

da igualdade em 2.48, obtemos que

M(t) = M0 cos (ωt) cos (φ) +M0 sin (ωt) sin (φ)

=
M0 cos (φ)

H0
H0 cos (ωt) +

M0 sin (φ)

H0
H0 sin (ωt) (2.53)

Comparando 2.53 com 2.49, encontramos que

χ′ =
M0 cos (φ)

H0
χ′′ =

M0 sin (φ)

H0
(2.54)

Dividindo a expressão encontrada para χ′′ pela obtida para χ′, concluímos que

tan (φ) =
χ′′

χ′
(2.55)

Usando a equação de Bloch para um fluido estático sob ação de campo magnético oscilante

∂M(t)

∂t
=

1

τ
(M0(t)−M(t)) (2.56)

onde τ é o tempo de relaxação efetivo e M0 é a magnetização de equilíbrio, dada por

M0(t) = χ0H0 cos (ωt) = <{χ0H0 exp(iωt)}, temos que

−χ′ωH0 sin (ωt) + χ′′ωH0 cos (ωt) =
H0

τ

[
χ0 cos(ωt)− χ′ cos(ωt)− χ′′ sin(ωt)

]
(2.57)
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Assim, por um lado,

−χ′ω = −χ
′′

τ
⇒ χ′′ = ωτχ′ (2.58)

Por outro lado,

χ′′ωτ = χ0 − χ′ (2.59)

Substituindo 2.58 em 2.59, obtemos que

(ωτ)2χ′ = χ0 − χ′ ⇒ χ′ =
χ0

1 + (ωτ)2
(2.60)

Logo, substituindo 2.60 em 2.58, tem-se que

χ′′ = ωτ
χ0

1 + (ωτ)2
(2.61)

Finalmente, substituindo 2.61 em 2.52, concluímos que

Pciclo = fπµ0H
2
0ωτ

χ0

1 + (ωτ)2
= fπµ0H

2
0 (2πf)τ

χ0

1 + (2πfτ)2

Pciclo = Pmono = πµ0χ0H
2
0f

2πfτ

1 + (2πfτ)2
(2.62)

2.2.3 Polidispersões

A Equação 2.62 expressa a potência térmica gerada por hipertermia magnética em fluidos

monodispersos, isto é, ferrofluidos contendo NPs esféricas de mesmo diâmetro. Para fluidos po-

lidispersos, sabe-se que uma distribuição log-normal é uma boa aproximação para a distribuição

dos diâmetros (ou raios) das NPs [14]. A distribuição log-normal g(R) pode ser obtida a partir

de uma distribuição normal f(x). Começamos substituindo x por lnR.

f(x) =
1√
2πσ

exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
−→ f(lnR) =

1√
2πσ

exp

[
−(lnR− µ)2

2σ2

]

Uma mudança de variáveis não altera a probabilidade, portanto,

f(x)dx = f(lnR)d(lnR) = f(lnR)
d(lnR)

dR
dR = f(lnR)

1

R
dR = g(R)dR

onde definimos a distribuição log-normal como sendo

g(R) =
f(lnR)

R
=

1√
2πσR

exp

[
−(ln(R/R0))

2

2σ2

]
(2.63)
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Na expressão acima, R é o raio médio das NPs; lnR0 = µ, a média da distribuição normal

de lnR; e σ, o desvio padrão correspondente. Assim, para polidispersões, a potência dissipada

é calculada segundo

Ppoli =

∫ ∞
0

Pmonog(R)dR (2.64)

2.2.4 Histerese dinâmica e hipertermia magnética

Finalmente, gostaríamos de destacar a importância da diferença de fase φ entre o campo ex-

terno aplicado à amostra e a magnetização resultante. Observe em 2.54 que, caso essa diferença

de fase não existisse (ou se a diferença de fase fosse de 180◦), sin(φ) = 0 e, consequentemente,

χ′′ = 0. De 2.52, concluiríamos que a potência térmica gerada seria nula.

Portanto, no caso de partículas superparamagnéticas, a geração de calor provém de uma

histerese dinâmica, a qual surge como consequência da ação de um campo magnético alternado

sobre essas partículas.

Figura 2.10: Esquema de histerese dinâmica promovida em ferrofluidos graças à diferença de fase φ entre H e M , a

qual está na origem da potência térmica dissipada por NPs submetidas a um campo magnético alternado.

2.3 Nanopartículas de Au

2.3.1 Agentes de contraste em CT

Entre diversos materiais inorgânicos, nanopartículas de ouro vêm atraindo grande interesse

em aplicações que as utilizam como agentes de contraste para o diagnóstico de cânceres via

tomografia computadorizada (CT) por raios-X.

Atualmente, os agentes de contraste utilizados em tomografias computadorizadas são mo-

léculas orgânicas à base de iodo. Entretanto, os mesmos podem ser eliminados do organismo

via fígado e rins num curto intervalo de tempo, inviabilizando o imagiamento. Além disso, to-

xicidade a células hepáticas e reações alérgicas seguidas de óbito também já foram reportadas.

Por esses motivos, agentes de contraste alternativos para CT vêm sendo buscados [15].
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Pesquisas com nanopartículas de ouro têm revelado propriedades físicas e biológicas de

interesse para tais aplicações: alto coeficiente de absorção de raios-X (a 100 keV, o coeficiente

de absorção do ouro é de 5,16, enquanto o do iodo é de 1,94); ressonância plasmônica de su-

perfície (SPR, do inglês Surface Plasmon Resonance); facilidade em se modificar quimicamente

sua superfície (passivação ou funcionalização); e boa biocompatibilidade. Quando aplicadas

ao imagiamento por tomografia à concentração de 0,5 mol/L, o contraste pode ser melhorado

entre 88% e 115% com relação ao contraste via agentes iodados, apresentando, adicionalmente,

mais segurança ao organismo em concentrações mais elevadas [15].

2.3.2 Ressonância plasmônica

A ressonância plasmônica é um fenômeno de origem quântica relacionado à oscilação coletiva

e coerente de elétrons de condução em metais [16]. Um plasmon é um quantum associado

ao fenômeno de oscilação dessa camada eletrônica. Análogo ao fônon, quantum associado ao

fenômeno de vibração dos átomos ou íons da rede cristalina. Ao incidir sobre a superfície

de NPs de Au, uma parte da luz (fótons) é absorvida e outra parte é espalhada. Parte da luz

absorvida induz o fênomeno de ressonância plasmônica quando a frequência da luz incidente

corresponde à frequência natural de oscilação da camada eletrônica de condução.

-

- --
- --

- --
- -
- -

-

Luz

--

- --

- -- t

Frestauradora

- --
- --

- --
- -
- -

- -

-

t0

Figura 2.11: Esquema ilustrativo do fenômeno de ressonância plasmônica, relacionado à oscilação coletiva e coe-

rente da camada superficial de elétrons livres em cristais metálicos, particularmente em NPs.

2.3.3 Lei de Beer-Lambert – Coeficiente de extinção

Pela lei de Beer-Lambert, sabemos que:

It(z) = Ii exp−NCextz (2.65)

onde It(z) é a intensidade luminosa transmitida a uma distância z da fonte; Ii a intensidade

luminosa inicial, antes da travessia do meio em análise; N é a quantidade de partículas por

unidade de volume na dispersão coloidal; Cext é a seção transversal de extinção de uma única

partícula; e z o caminho óptico percorrido pela luz.
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Podemos, ainda, denotar αext = NCext, com αext sendo o coeficiente de extinção da amos-

tra. Por serem mais radiodensas (i.e. por apresentarem maior αext) do que as moléculas de iodo,

as NPs de ouro promovem uma maior atenuação da intensidade do feixe de raios-X quando

comparadas a agentes de contraste à base de iodo, à mesma concentração e para um mesmo

caminho óptico [15].

2.4 Hipertermia Fototérmica

2.4.1 Formulação geral do problema

O termo hipertermia fototérmica refere-se a um aquecimento localizado e controlado que

surge como resultado da interação entre um feixe de luz laser e uma coleção de nanopartí-

culas (magnéticas ou metálicas). Para compreender os fundamentos teóricos desse fenômeno,

é preciso estudar os fenômenos de espalhamento e absorção de luz por partículas de compo-

sição química, forma e tamanho arbitrários. A seguir, apresentamos as bases desse estudo,

com ênfase no problema de uma partícula esférica arbitrária e no problema de uma partícula

esférica bicamada, seguindo a abordagem e a notação adotadas por Bohren e Huffmann [17].

Espalhamento e Absorção

Quando uma partícula é iluminada por uma onda eletromagnética, as cargas elétricas que a

compõem entram em movimento oscilatório induzido pelo campo elétrico da onda incidente.

Cargas aceleradas, por sua vez, irradiam energia sob a forma de ondas eletromagnéticas. Essa

radiação secundária é denominada radiação espalhada pela partícula. Além disso, parte da

energia da onda eletromagnética incidente pode ser transformada em outras formas de energia,

processo conhecido como absorção. Espalhamento e absorção não são processos mutuamente

independentes, sempre ocorrendo simultaneamente.

Por hipótese, vamos considerar que o espalhamento seja elástico, isto é, a frequência da

onda eletromagnética espalhada é a mesma da onda incidente. Além disso, consideramos que

a heterogeneidade atômica ou molecular é desprezível, isto é, a partícula será considerada

homogênea. Adicionalmente, o espalhamento devido a flutuações do número médio de cargas

elétricas que compõem a partícula será desprezado. Não serão explicitamente consideradas

interações entre fótons e excitações quânticas elementares.
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Espalhamento por uma única partícula

No caso do espalhamento por uma única partícula homogênea, vamos assumir que a par-

tícula possa ser subdividida em pequenas regiões. A onda incidente induz um momento de

dipolo elétrico em cada uma dessas regiões. Os dipolos oscilam com a mesma frequência do

campo incidente, irradiando energia sob a forma de onda eletromagnética. Em um ponto dis-

tante, numa dada direção, o campo espalhado é obtido fazendo-se a superposição dos wavelets

espalhados, levando-se em conta as diferenças de fase entre eles. Portanto, em um segundo

ponto, em uma outra direção, a depender do modo como esses wavelets interferem entre si, o

campo espalhado será diferente daquele obtido para o primeiro ponto. Caso o comprimento de

onda da radiação incidente seja muito maior do que o tamanho da partícula, pode-se assumir

que os wavelets espalhados estejam todos em fase.

A forma, o tamanho e o material de que é feito a partícula são fundamentais para o modelo.

Num primeiro momento, consideraremos o caso de uma esfera para a modelagem de uma na-

nopartícula magnética de MnFe2O4 ou de uma nanopartícula metálica de Au. Num segundo

momento, consideraremos o caso de uma esfera composta por duas camadas de materiais dis-

tintos para modelar um nanoshell constituído por um núcleo de sílica e uma casca esférica de

Au. Quando a partícula é muito pequena quando comparada ao comprimento de onda da

radiação incidente, vale uma aproximação conhecida como espalhamento Rayleigh.

Espalhamento por uma coleção de partículas

Quando pensamos no problema do espalhamento por uma coleção de partículas, devemos

considerar que cada partícula será excitada pelo campo incidente e pelo campo resultante do

espalhamento de todas as demais partículas. Entretanto, se considerarmos que o número de

partículas do sistema em análise é suficientemente pequeno e que o espaçamento entre elas

é suficientemente grande, vale a seguinte aproximação: nas vizinhanças de cada partícula, o

campo total espalhado pelas partículas será pequeno se comparado ao campo incidente. Con-

sequentemente, o campo total espalhado pode ser considerado como a soma dos campos espa-

lhados pelas partículas individualmente devido unicamente à excitação do campo incidente.

Além disso, se o espaçamento entre as partículas é aleatório, não há razão para que exista

uma relação sistemática entre as fases dos wavelets espalhados. Dessa forma, o espalhamento

por uma coleção de partículas é não-coerente. Consequentemente, a irradiância (W/m2) total

espalhada por uma coleção de partículas pode ser considerada como a soma das irradiâncias

espalhadas pelas partículas individualmente. Entretanto, mesmo em uma coleção de partículas

aleatoriamente distribuídas, o espalhamento frontal é coerente.



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 29

Problema direto vs. Problema inverso

O problema direto consiste em determinar o campo espalhado por uma partícula ou por uma

coleção de partículas em qualquer ponto do espaço, com base na forma, tamanho e composi-

ção da(s) partícula(s) e a irradiância, polarização e frequência da radiação incidente. Essa será

nossa estratégia para determinar energia eletromagnética absorvida (e, consequentemente, o

calor dissipado) por uma dada amostra de nanopartículas magnéticas ou metálicas. O problema

inverso consiste em descrever a partícula ou a coleção de partículas com base no campo espa-

lhado. Essa é a estratégia adotada pela técnica de medição conhecida como DLS (Dynamic Light

Scattering), utilizada neste trabalho para determinar o diâmetro hidrodinâmico de nanopartí-

culas recobertas por moléculas estabilizantes ou por aminoácidos.

Extinção = Espalhamento + Absorção

Suponha que uma uma coleção de partículas seja colocada entre uma fonte de luz monocro-

mática e um detector. Denotaremos por U a potência eletromagnética recebida pelo detector.

Se removermos a amostra, a potência recebida pelo detector será U0 > U . Dizemos que, na

presença da amostra, houve extinção do feixe incidente. A extinção depende: da composição

química, tamanho, forma e orientação das partículas; do número de partículas; do meio em

que as partículas se encontram; da polarização e da frequência do feixe incidente.

Se o meio em que as partículas estão imersas é transparente (não-absorvente), a diferença

U0−U ≡Wext decorre de perdas de energia por absorção e espalhamento, comWext representado

a potência extinta pela presença da coleção de partículas. Matematicamente:

Wext = Wabs +Wsca (2.66)

com Wabs representando a potência absorvida; e Wsca, a potência espalhada pelas partícu-

las. Dividindo a equação anterior pela irradiância Ii da luz incidente, temos que

Cext = Cabs + Csca (2.67)

com Cext, Cabs e Csca representando, respectivamente, as seções de choque de extinção, absor-

ção e espalhamento. Note que essas grandezas apresentam dimensão de área.

Podemos ainda definir as eficiências de extinção, absorção e espalhamento

Qext =
Cext
G

Qabs =
Cabs
G

Qsca =
Csca
G

(2.68)

com G representando uma projeção da partícula sobre um plano perpendicular ao feixe

incidente. No caso de uma esfera de raio a, por exemplo, G = πa2.
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Coeficientes de atenuação

Algumas vezes queremos comparar a atenuação da luz incidente por duas amostras distin-

tas, ou entre uma amostra bulk e uma amostra com nanopartículas de um dado material. Para

que a comparação seja justa, precisamos considerar o mesmo volume ou a mesma massa do

material das duas amostras. Se N é o número de partículas por unidade de volume, 1/N é o

volume médio alocado para uma única partícula, e φ = N v é a fração volumétrica da amostra,

com v representando o volume de uma única partícula. Portanto, podemos escrever o coefici-

ente de atenuação da seguinte maneira

αext ≡ NCext ⇒ αext = φ
Cext
v

(2.69)

Fazendo φ = 1, temos a definição do coeficiente de atenuação volumétrico

αv =
Cext
v

(2.70)

Já o coeficiente de atenuação específico (ou em termos de massa) é definido como

αm =
αv
ρ

=
Cext
m

(2.71)

com ρ e m representando, respectivamente, a densidade e a massa da partícula.

Absorbância e Transmitância

Experimentalmente, costuma-se trabalhar com as grandezas absorbância A e transmitância T

T ≡ It
Ii

A ≡ − log T = − log
It
Ii

= log
Ii
It

(2.72)

Assim, podemos reescrever a Lei de Beer-Lambert como

− log
It
Ii

= − log e−NCextz ⇒ A = NCextz log e⇒ A =
NCextz

ln 10
(2.73)

Além disso, também é costume definir a absorbância em termos do caminho óptico d (dado

em cm) e da concentração c da amostra (dada em mol/L). Assim, fazendo z = d e usando que

c = N103/NA, com NA representando o número de Avogrado, temos que [18]

A =
NCextd

ln 10
× c

c
=
NCext
c ln 10

cd =
��NCext

(��N103/NA) ln 10
cd ≡ εcd⇒ A = εcd (2.74)

onde ε representa o coeficiente de extinção molar decádico (dado em L mol−1cm−1).
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2.4.2 Espalhamento e absorção por uma partícula esférica – Modelo de Mie

A teoria de absorção e espalhamento por uma partícula esférica de raio e índice de refra-

ção arbitrários é conhecida por teoria de Mie, em homenagem a Gustav Mie, físico alemão que

apresentou uma solução analítica para o problema em 1908 (vide Apêndice I).

Seções de choque de espalhamento e extinção

É possível demonstrar que as seções de choque de espalhamento Csca e de extinção Cext

para uma partícula esférica de raio e índice de refração arbitrários são dadas por

Csca =
Wsca

Ii
=

2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)(|an|2 + |bn|2) (2.75a)

Cext =
Wext

Ii
=

2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)<{an + bn} (2.75b)

com k denotando o módulo do vetor de onda da luz incidente; <, a parte real do número

complexo em questão; e an e bn, os coeficientes de espalhamento, dados por

an =
µmψn(mx)ψ′n(x)− µ1ψn(x)ψ′n(mx)

µmψn(mx)ξ′n(x)− µ1ξn(x)ψ′n(mx)
(2.76a)

bn =
µ1ψn(mx)ψ′n(x)− µmψn(x)ψ′n(mx)

µ1ψn(mx)ξ′n(x)− µmξn(x)ψ′n(mx)
(2.76b)

onde µ representa a susceptibilidade magnética do meio; e µ1, a susceptibilidade magnética

do material que constitui a esfera. Os parâmetros m e x são denominados, respectivamente,

parâmetro de tamanho e índice de refração relativo, definidos por

x = ka =
2πNa

λ
m =

k1
k

=
N1

N
(2.77)

com a representando o raio da esfera; λ, o comprimento de onda da luz incidente; k1, o

módulo do vetor de onda no interior da esfera; N1 e N , o índice de refração da partícula e do

meio circundante, respectivamente.

Por sua vez, ψn e ξn representam as funções de Riccati-Bessel definidas por

ψn(ρ) = ρjn(ρ) ξn(ρ) = ρh(1)n (ρ) (2.78)

com h
(1)
n denotando uma das funções esféricas de Hankel, definidas por

h(1)n (ρ) = jn(ρ) + iyn(ρ) h(2)n (ρ) = jn(ρ)− iyn(ρ) (2.79)

jn e yn representam as função esféricas de Bessel de primeiro e segundo tipo, respectivamente.
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2.4.3 Espalhamento e absorção por uma partícula esférica bicamada

Figura 2.12: Partícula esférica bicamada, com raio interno a e raio externo b. No caso de nanoshells de Au, a camada

1 é tipicamente composta por sílica, enquanto a camada 2 é composta por Au. Figura extraída de [17], p. 182.

A solução para o problema de uma partícula esférica bicamada foi proposto pela primeira

vez por Aden e Kerker em 1951 [19]. A expressão para as seções de choque de espalhamento

e extinção (2.75a e 2.75b) continuam válidas. Entretanto, as expressões para os coeficientes de

espalhamento, com as susceptibilidades magnéticas µ1 = µ2 = µ3 (Figura 2.12), ficam

an =
ψn(y) [ψ′n(m2y)−Anχ′n(m2y)]−m2ψ

′
n(y) [ψn(m2y)−Anχn(m2y)]

ξn(y) [ψ′n(m2y)−Anχ′n(m2y)]−m2ξ′n(y) [ψn(m2y)−Anχn(m2y)]
(2.80a)

bn =
m2ψn(y) [ψ′n(m2y)−Bnχ′n(m2y)]− ψ′n(y) [ψn(m2y)−Bnχn(m2y)]

m2ξn(y) [ψ′n(m2y)−Bnχ′n(m2y)]− ξ′n(y) [ψn(m2y)−Bnχn(m2y)]
(2.80b)

m1 =
k1
k

=
N1

N
m2 =

k2
k

=
N2

N
x = ka y = kb (2.81)

An =
m2ψn(m2x)ψ′n(m1x)−m1ψ

′
n(m2x)ψn(m1x)

m2χn(m2x)ψ′n(m1x)−m1χ′n(m2x)ψn(m1x)
(2.82a)

Bn =
m2ψn(m1x)ψ′n(m2x)−m1ψn(m2x)ψ′n(m1x)

m2χ′n(m2x)ψn(m1x)−m1ψ′n(m1x)χn(m2x)
(2.82b)

Exemplos: nanopartículas e nanoshells de Au

Para uma NP esférica de Au de raio a = 20 nm, iluminada por uma onda plana monocro-

mática λ = 528 nm, obtemos que Cabs = 2827 nm2, Qabs = 2, 3 e Cabs/Cext = 0, 94 [20]. Isso

significa que, nesse comprimento de onda, 94% da energia extinta pela NP esférica é absorvida,

podendo ser convertida em energia térmica.
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Para um nanoshell de Au, com núcleo de Si de raio a = 60 nm e casca de Au de raio b = 75

nm, iluminada por uma onda plana monocromática λ = 800 nm, obtemos Cabs = 45769 nm2,

Qabs = 2, 6 e Cabs/Cext = 0, 53 [20]. Note que, apesar de Qabs ser maior para o nanoshell,

apenas 53% da energia extinta é passível de ser convertida em energia térmica, viabilizando

a hipertermia fototérmica. Isso demonstra que Qabs não é um bom parâmetro de comparação

para nossos fins. Parâmetros como o SLP ou o SAR são preferíveis no contexto de hipertermia.

2.4.4 Modelo de Lorentz – Dipolos Elétricos Induzidos

O fenômeno de absorção via ressonância plasmônica pode ser matematicamente compre-

endido por meio do modelo de Lorentz. Os elétrons do material são tratados como osciladores

harmônicos forçados. No desenvolvimento que segue, vamos assumir que esses osciladores

sejam idênticos e independentes, e que o material seja isotrópico e homogêneo. Trata-se de

uma modelagem clássica para o problema, mas os resultados são idênticos aos da abordagem

quântica, ainda que as interpretações físicas para o fenômeno sejam distintas em cada caso.

Vejamos qual seria a equação do movimento de um desses osciladores. Suponhamos que os

osciladores estejam inicialmente em sua posição de equilíbrio. O campo elétrico de uma onda

eletromagnética incidente sobre o material fará com que cargas negativas (elétrons) e cargas

positivas (núcleos atômicos) sejam deslocadas, uma com relação às outras, formando dipolos

elétricos induzidos. Olhando para o movimento de um desses elétrons, podemos descrever seu

movimento por meio da equação:

m
d2~x

dt2
+ b

d~x

dt
+K~x = q ~E (2.83)

com m representando a massa do elétron; q, a sua carga; ~x a sua posição num dado instante

de tempo; b, uma constante de amortecimento, fenomenologicamente associada à resistência

que a rede cristalina impõe ao movimento do elétron; K, a constante de mola ou constante de

rigidez do movimento oscilatório; e ~E, o campo elétrico da onda eletromagnética incidente.

Seja ~E um campo harmônico no tempo. Dada a força motriz e ~E atuante sobre o elétron,

da teoria de osciladores harmônicos forçados, sabemos que o deslocamento ~x também será

harmônico, com frequência ω igual à frequência do campo ~E. Utilizando a notação complexa

para campos harmônicos no tempo ( ~E = E0e
iωt e ~x = x0e

iωt), é fácil demostrar que:

~x =
q/m

ω2
0 − ω2 − iγω

~E (2.84)

onde denotamos

ω2
0 =

K

m
γ =

b

m
(2.85)
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Observe que podemos reescrever 2.84 da seguinte maneira:

~x =
(
Aeiθ

)
(q/m) ~E

com

A =
1√(

ω2
0 − ω2

)
+ γ2ω2

θ = arctan

(
γω

ω2
0 − ω2

)

Essa forma de escrever ~x em função de ~E evidencia a diferença de fase θ entre o campo

elétrico da onda incidente e o deslocamento ~x do oscilador.

Sabemos que o momento dipolar elétrico ~p e que a polarização elétrica ~P são dadas por:

~p = q~x ~P = N ~p = N q~x = ε0χe ~E (2.86)

com N representando o número de osciladores por unidade de volume; ε0, a permissivi-

dade elétrica do vácuo; e χe, a susceptibilidade elétrica do material.

De 2.84 e 2.86, concluímos que:

~P =
N q2/m

ω2
0 − ω2 − iγω

~E =
ω2
p

ω2
0 − ω2 − iγω

ε0 ~E (2.87)

com a frequência de plasma ωp definida por

ωp ≡
N q2

mε0
(2.88)

De 2.86 e 2.87, obtemos que:

χe =
ω2
p

ω2
0 − ω2 − iγω

(2.89)

Da definição de permissividade elétrica complexa, concluímos que:

ε = 1 + χe = ε′ + iε′′ = 1 +
ω2
p

ω2
0 − ω2 − iγω

(2.90)

E portanto:

ε′ = 1 + χ′e = 1 +
ω2
p

(
ω2
0 − ω2

)(
ω2
0 − ω2

)2
+ γ2ω2

ε′′ = χ′′e =
ω2
pγω(

ω2
0 − ω2

)2
+ γ2ω2

(2.91)

Analogamente ao caso magnético (equações 2.46 e 2.52), no regime linear, temos que:

∆Q = −
∮
PdE −→ Pciclo =

∆Qciclo
τciclo

= f∆Qciclo = fπε0ε
′′E2

0 (2.92)
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Assim, olhando para a expressão de ε′′, note que teremos um pico de absorção (e, conse-

quentemente, de geração de energia térmica) para ω ≈ ω0. Quando a frequência ω do campo

elétrico incidente ~E está próxima da frequência natural ω0 de oscilação dos elétrons de condu-

ção do material, dizemos que ocorre o fenômeno de ressonância plasmônica. Semelhantemente

ao caso magnético, a diferença de fase entre o campo elétrico oscilante e a polarização gera uma

histerese elétrica que promove a dissipação de calor. Entretanto, o modelo de Lorentz é válido

apenas para dipolos induzidos. Para dipolos permanentes, vale o modelo de Debye.

2.4.5 Modelo de Debye – Dipolos Elétricos Permanentes

O modelo de Debye é o análogo elétrico do modelo de hipertermia magnética apresentado

na Seção 2.2. A polarização elétrica permanente é análoga à magnetização espontânea. A

diferença de fase entre o campo elétrico da onda eletromagnética incidente e a polarização

elétrica é análoga à diferença de fase entre o campo magnético aplicado e a magnetização. Essa

diferença de fase gera uma histerese elétrica dinâmica análoga à histerese magnética dinâmica.

Novamente, essa histerese dinâmica é responsável pela geração de calor. Como já havíamos

adiantado em 2.92:

Pciclo =
∆Qciclo
τciclo

= f∆Qciclo = fπε0ε
′′E2

0

Entretanto, a expressão para ε′′ no modelo de Debye difere da expressão econtrada para o

modelo de Lorentz. Enquanto o modelo de Lorentz vale para dipolos elétricos induzidos, o

modelo de Debye vale para dipolos elétricos permanentes. Analogamente ao caso magnético,

ε′′ = ωτ
χ0

1 + (ωτ)2
(2.93)

expressão análoga à da equação 2.61 [17][21]. Agora, χ0 representa a susceptibilidade elé-

trica de equilíbrio; e τ , o tempo de relação do momento de dipolo elétrico permanente ~P .

2.4.6 Aproximação de Rayleigh e Calor

O cálculo de Mie para o problema da absorção/espalhamento por uma partícula esférica

é exato. Entretanto, existe uma aproximação muito útil, denominada aproximação de Rayleigh,

válida para o caso em que:

x = ka =
2π

λ
a = π

D

λ
� 1 ⇒ D

λ
� 1

π
≈ 0, 3 (2.94)

comD representando o diâmetro da partícula; e λ, o comprimento de onda da luz incidente.
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Assim, diz-se que a aproximação de Rayleigh é válida quando o comprimento de onda

da luz incidente é muito maior do que o diâmetro da partícula. No nosso caso, trabalhamos

com partículas cujos diâmetros não ultrapassam os 25 nm. A luz laser de que dispomos no

laboratório tem λ = 808 nm. Assim, D/λ ≈ 0, 03, o que nos permite adotar essa aproximação.

A aproximação de Rayleigh nos permite ver melhor a conexão entre a teoria de Mie e a hi-

pertermia fototérmica. Considerando que toda a energia absorvida pela partícula é convertida

em energia térmica, o calor gerado via hipertermia fototérmica por uma única partícula será:

Qnano = CabsIi (2.95)

com Ii denotando a irradiância da luz incidente. Na aproximação de Rayleigh, é possível

mostrar que Cext é proporcional à parte imagninária da polarizabilidade α [17]:

Cext = k={α} ⇒ α = 3V
ε1 − εm
ε1 + 2εm

(2.96)

com k = 2π/λ; V representando o volume da partícula; ε1 e εm, as permissividades da

esfera e do meio, respectivamente. Para partículas suficientemente pequenas, a absorção pre-

valece sobre o espalhamento, portanto,

Cext = Cabs + Csca ≈ Cabs (2.97)

De 2.95, 2.96 e 2.97, concluímos que:

Qnano ≈ k={α} Ii = kα′′Ii (2.98)

Uma vez que ~P = ε0χe ~E e ~p = ε0α~E, α ∝ χe. Logo α′′ ∝ χ′′e = ε′′, para ε1/εm � 1. De 2.92,

concluímos que Qnano está, de fato, ligado à potência dissipada via hipertermia fototérmica.

2.5 Aminoácidos

2.5.1 Estrutura

Aminoácidos são moléculas orgânicas que apresentam a estrutura geral representada na

Figura 2.13. Observe que o carbono central, denominado carbono α está ligado a:

1. um grupo funcional ácido carboxílico (–COOH→ –COO− + H+);

2. um grupo funcional amina (–NH2 + H+→ –NH+
3 );

3. um radical (–R), específico de cada aminoácido;

4. um átomo de hidrogênio (H).
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Figura 2.13: Estrutura geral de um aminoácido. Figura adaptada de [22], p. 76.

2.5.2 Estereoisomeria

Quando um carbono está ligado a quatro ligantes diferentes, diz-se que ele é um carbono

quiral ou assimétrico. É o caso do carbono α dos aminoácidos. Moléculas com carbonos quirais

apresentam estereoisomeria óptica, isto é, o arranjo tridimensional dos quatro ligantes associados

ao carbono quiral pode se dar de duas maneiras: quando o arranjo é tal que o plano de vibração

de uma luz polarizada que atravessa a amostra é desviado para a direita, diz-se que a molécula

está em sua configuração dextrógira; se esse plano de vibração é desviado para a esquerda, diz-

se que a molécula é levógira. Assim, existem pelo menos duas versões de cada aminoácido:

uma dextrógira e uma levógira. Entretanto, organismos vivos sintetizam apenas aminoácidos

levógiros, devido à assimetria dos sítios ativos de enzimas que catalizam essas reações [22].

2.5.3 Aminoácidos primários

Há aproximadamente 500 moléculas orgânicas conhecidas com essa estrutura geral [23].

Entretanto, apenas 23 são proteinogênicas, isto é, são capazes de dar origem a proteínas (poli-

peptídeos) por meio de reações químicas denominadas reações peptídicas. Dos 23 aminoácidos

proteinogênicos, 20 são codificados por códons (tripletos de nucleotídeos) de DNA. Esses 20

aminoácidos são comumente denominados aminoácidos padrão ou aminoácidos primários. Dos

20 aminoácidos primários, apenas a prolina apresenta uma estrutura diferente daquela esque-

matizada na Figura 2.13.

Os aminoácidos primários possuem fórmula geral H2NCHRCOOH) e também são chama-

dos aminoácidos alfa, pois os grupos funcionais amina e ácido carboxílico estão ambos direta-

mente ligados ao carbono alfa (ou carbono 2 em uma nomenclatura que considera o carbono

1 como sendo o carbono do grupo ácido carboxílico). Os termos aminoácidos alfa, aminoácidos

primários ou aminoácidos padrão se confundem como sinônimos sob o termo geral aminoácidos.
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A Tabela 2.1 traz a relação dos 20 aminoácidos primários, suas respectivas abreviações em

3 letras, bem como seus respectivos códigos de 1 letra. Os códigos de uma letra são geralmente

utilizados para facilitar a notação de cadeias peptídicas. Eles foram propostos pela química

americana Margaret Dayhoff (1925-1983), pioneira no campo da bioinformática, com o objetivo

de reduzir o tamanho dos arquivos de dados usados para armazenar longas sequências de

aminoácidos [22].

Aminoácido Abreviação Código pK1 pK2 pKR pI %

Cadeia lateral apolar, alifática

Glicina Gly G 2,34 9,60 5,97 7,2

Alanina Ala A 2,34 9,69 6,01 7,8

Prolina Pro P 1,99 10,96 6,48 5,2

Valina Val V 2,32 9,62 5,97 6,6

Leucina Leu L 2,36 9,60 5,98 9,1

Isoleucina Ile I 2,36 9,68 6,02 5,3

Metionina Met M 2,28 9,21 5,74 2,3

Cadeia lateral aromática

Fenilalanina Phe F 1,83 9,13 5,48 3,9

Tirosina Tyr Y 2,20 9,11 10,07 5,66 3,2

Triptofano Trp W 2,38 9,39 5,89 1,4

Cadeia lateral polar, neutra

Serina Ser S 2,21 9,15 5,68 6,8

Treonina Thr T 2,11 9,62 5,87 5,9

Cisteína Cys C 1,96 10,28 8,18 5,07 1,9

Asparagina Asn N 2,02 8,8 5,41 4,3

Glutamina Gln Q 2,17 9,13 5,65 4,2

Cadeia lateral negativamente carregada

Lisina Lys K 2,18 8,95 10,53 9,74 5,9

Histidina His H 1,82 9,17 6,00 7,59 2,3

Arginina Arg R 2,17 9,04 12,48 10,76 5,1

Cadeia lateral positivamente carregada

Aspartato Asp D 1,88 9,60 3,65 2,77 5,3

Glutamato Glu E 2,19 9,67 4,25 3,22 6,3

Tabela 2.1: Relação dos 20 aminoácidos primários classificados de acordo com propriedades físico-químicas de suas

cadeias laterais; abreviações em 3 letras; códigos de 1 letra; valores de pKa associados aos grupos 1 = –COOH, 2 =

–NH+
3 e R = cadeia lateral; pontos isoelétricos pI ; e porcentagem de ocorrência em proteínas (média sobre mais de

1150 proteínas). Tabela adaptada de [22], p. 78.
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2.5.4 Propriedades ácidas/elétricas

A Tabela 2.1 traz ainda os valores de pKa relativos à ionização dos grupos –COOH, –NH+
3

e –R de cada aminoácido. Define-se o pKa como sendo

pKa = − logKa (2.99)

onde Ka é a constante ácida da espécie em questão. Quanto maior o Ka (e, portanto, quanto

menor o pKa), mais forte é o potencial ácido da espécie.

Considere uma solução aquosa contendo moléculas de um aminoácido primário cuja cadeia

lateral é não-ionizável, tal como a glicina (Figura 2.14). Abaixo de pK1, a maior parte essas

moléculas encontra-se completamente protonada, isto é, os grupos ácido carboxílico e amina

encontram-se, respectivamente, na configuração –COOH e –NH+
3 . A carga elétrica global de

cada molécula é +1.

Aumentando-se o pH via gotejamento de uma base forte (e.g. NaOH), parte do H+ é con-

sumido, fazendo com que mais moléculas do aminoácido se ionizem, perdendo o próton do

grupo ácido carboxílico. Este último passa à configuração –COO−. A carga elétrica das molé-

culas do aminoácido passa a ser 0. Elas estão na sua forma zwitteriônica (do alemão, zwitterion,

que significa íon híbrido). Quando o valor de pH é igual a pK1, 50% das moléculas sofreram

desprotonação do grupo ácido carboxílico. Quando o valor de pH é igual a pI , todas as molé-

culas encontram-se eletricamente neutras, ou seja, em sua forma zwitteriônica.

Figura 2.14: Curva de titulação da glicina. Figura adaptada de [22], p. 83.
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À medida que mais íons OH− são introduzidos na solução, mais íons H+ vão sendo consu-

midos, forçando a desprotonação do grupo amina. Este último passa à configuração –NH2. A

carga elétrica das moléculas do aminoácido passa a ser -1. Quando o valor de pH é igual a pK2,

50% das moléculas sofreram desprotonação do grupo amina. O processo de titulação continua

até que todas as moléculas fiquem completamente desprotonadas.

Para aminoácidos cuja cadeia lateral também é passível de ionização, o raciocínio é análogo.

Veja o exemplo do glutamato na Figura 2.15.

Figura 2.15: Curva de titulação da histidina. Figura adaptada de [22], p. 84.

No caso da glicina (Figura 2.14), observe que o ponto isoelétrico pI corresponde à média

aritmética de pK1 e pK2. No caso da histidina (Figura 2.15), pI é a média aritmética de pKR

e pK2. Para o glutamato (Tabela 2.1), pI é a média aritmética de pK1 e pKR. À luz do que

vimos sobre estabilidade coloidal, um controle adequado da estabilidade de um ferrofluido

composto por NPs de MnFe2O4 recobertas por moléculas de um dado aminoácido depende do

conhecimento prévio desses parâmetros.

Note que o grupo amina possui pKa > 7 para todos os aminoácidos primários. Como ge-

ralmente trabalhamos em pH fisiológico, dizemos que o grupo amina apresenta um caráter

básico, ou seja, geralmente observamos o grupo amina em sua forma protonada NH+
3 , consu-

mindo íons H+ em solução, atuando como base. Por outro lado, o grupo ácido carboxílico,

como o próprio nome indica, apresenta caráter ácido, com pKa < 7 para todos os aminoá-

cidos primários. O mesmo raciocínio pode ser estendido às cadeias laterais. Moléculas que

apresentam esse duplo caráter (ácido e básico) são denominadas anfotéricas.
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Figura 2.16: Fórmula estrutural e classificação dos aminoácidos primários de acordo com propriedades físico-

químicas de suas cadeias laterais –R. Figura extraída de [22], p. 79.

2.5.5 Aminoácidos essenciais vs. não-essenciais

Dos 20 aminoácidos primários, 9 são ditos essenciais, pois apesar de entrarem na compo-

sição de diversas proteínas do corpo humano, o organismo não é capaz de sintetizá-los, de-

vendo, portanto, serem absorvidos por meio da alimentação: fenilalanina, histidina, isoleucina,

leucina, lisina, metionina, treonina, triptofano e valina. Os demais aminoácidos primários são

ditos não-essenciais, ainda que possam ser considerados essenciais em casos específicos, em fun-

ção da faixa etária, do metabolismo ou do estado de saúde do paciente: ácido aspártico, ácido

glutâmico, alanina, arginina, asparagina, cisteína, glicina, glutamina, prolina, serina e tirosina

[24]. Essa divisão foi proposta por William Rose na década de 1930 e, desde então, vem sendo

alvo de debates entre nutricionistas [25].
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2.5.6 Reação peptídica

A reação peptídica ocorre quando a hidroxila do grupo ácido carboxílico de um aminoácido

reage com o hidrogênio do grupamento amina de um segundo aminoácido, dando origem a

um dipeptídeo e a uma molécula de água (Figura 2.17). Diz-se que o dipeptídeo resultante é

formado por resíduos dos aminoácidos originais. A ligação que se estabelece entre o carbono do

grupo ácido carboxílico do resíduo 1 e o nitrogênio do grupo amina do resíduo 2 é conhecida

como ligação peptídica e o dipeptídeo resultante apresenta um grupo funcional amida. Proteínas,

anticorpos e seus fragmentos são compostos orgânicos formados por cadeias de aminoácidos

ligados entre si por meio de ligações peptídicas.

Figura 2.17: Esquema representativo da reação peptídica. Figura adaptada de [22], p. 85.

A exemplo dos aminoácidos, os peptídeos também são anfotéricos, visto que os grupos fun-

cionais amina e ácido carboxílico dos resíduos terminais também podem sofrer protonação ou

desprotonação. O mesmo pode ocorrer com grupos funcionais de cadeias laterais dos diferen-

tes resíduos constituintes do peptídeo em questão. Entretanto, os valores de pKR por resíduo

diferem levemente daqueles apresentados na Tabela 2.1, devido a interações entre resíduos, à

alteração da carga elétrica global de cada aminoácido para a formação das ligações peptídicas,

entre outros fatores. Contudo, os valores da Tabela 2.1 servem de referência, informando o pH

em torno do qual se espera que um determinado grupo se ionize.

A ligação peptídica é mais curta do que a ligação comum entre carbono e nitrogênio. Essa

diferença se deve à alta eletronegatividade do átomo de oxigênio vizinho ao carbono que forma

a ligação peptídica. Os átomos de oxigênio e carbono de um resíduo compartilham elétrons

entre si e com o átomo de nitrogênio do resíduo seguinte na cadeia (Figura 2.18). Esse fenômeno

é conhecido como ressonância. Ele confere um caráter de dupla ligação à ligação peptídica.
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Figura 2.18: Esquema de ressonância eletrônica em ligação peptídica. Figura extraída de [22], p. 119.

Esse caráter de dupla ligação confere rigidez à ligação peptídica. Rotações em torno do

eixo da ligação peptídica não são permitidas, já que levariam à quebra da ligação. Assim, os

6 átomos que formam o grupo peptídico estão em um mesmo plano (Figura 2.19). Por outro

lado, rotações segundo um ângulo φ em torno do eixo da ligação N–Cα e rotações segundo um

ângulo ψ em torno do eixo da ligação Cα–C são permitidas, sendo todavia limitadas por inte-

rações de natureza estérica (Figura 2.20). Assim, pode-se determinar todos os valores possíveis

para os ângulos φ e ψ para um par de aminoácidos. O gráfico ψ × φ é conhecido como plot de

Ramachandran. A Figura 2.20 traz um exemplo dessa análise para um par de L-alaninas.

Figura 2.19: Os 6 átomos que formam o grupo peptídico estão em um mesmo plano. Figura extraída de [22], p. 119.

Figura 2.20: Exemplo de limitação estérica para os ângulos φ e ψ. Figura extraída de [22], p. 119.



Capítulo 3

Materiais e Métodos

Quatro protocolos de síntese de heteroestruturas à base de NPs de MnFe2O4 e Au foram

propostos, implementados e avaliados:

• Protocolo 1: uma solução aquosa de ácido cloroáurico (HAuCl4) é colocada em mistura

1:1 (em termos de volume) com um fluido magnético contendo NPs de MnFe2O4 reco-

bertas por ácido dimercaptosuccínico (DMSA). A mistura é então vertida em uma cubeta

de quartzo e exposta a um feixe de laser (808 nm, 800 mW) durante aproximadamente 30

min (Figura 3.1).

• Protocolo 2: a exemplo do primeiro protocolo, uma solução aquosa de HAuCl4 é colo-

cada em mistura 1:1 com um fluido magnético contendo NPs de MnFe2O4 recobertas por

DMSA. A mistura é então vertida em um tubo de ensaio e submetida à ação de um campo

magnético alternado (333,8 kHz, 17 mT) durante aproximadamente 30 min (Figura 3.3).

• Protocolo 3: uma solução de Au coloidal contendo NPs de Au previamente sintetizadas é

colocada em mistura 1:1 com um fluido magnético contendo NPs de MnFe2O4 recobertas

por DMSA. A mistura é vertida em uma cubeta de quartzo e exposta a um feixe de laser

(808 nm, 800 mW) durante aproximadamente 30 min (Figura 3.3).

• Protocolo 4: uma solução de Au coloidal contendo NPs de Au recobertas por molécu-

las de cisteína é colocada em mistura 1:1 com um fluido magnético contendo NPs de

MnFe2O4 recobertas por moléculas de lisina. A mistura é agitada e aquecida durante

cerca de 30 min a temperaturas em torno de 80◦C (Figura 3.3).

44
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A ferrita de Mn foi escolhida para compor o núcleo magnético das nossas heteroestruturas

por apresentar um bom potencial em hipertermia magnética a baixos níveis de toxicidade em

tecidos vivos.

A cobertura de DMSA (Figura 3.2a) foi priorizada em nossos protocolos por haver uma

conhecida afinidade entre o grupo sulfidrila (–SH, também conhecido como grupo tiol), pre-

sente na molécula de DMSA, e o Au – o que favoreceria a nucleação de NPs de Au à superfície

das NPs de ferrita de Mn. A natureza físico-química da interação entre –SH e Au ainda não é

plenamente conhecida e tem sido objeto de um bom número de estudos recentes [26].
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PROTOCOLO 1

= 808 nm

800 mW

Figura 3.1: Esquema ilustrativo do protocolo 1

Apesar de privilegiarmos a cobertura de DMSA, uma cobertura alternativa, composta pelo

íon citrato (Figura 3.2b) também foi testada – mais especificamente no protocolo 2. Em primeiro

lugar, pelo fato de o íon citrato ser amplamente utilizado como estabilizante na síntese de

ferrofluidos. Em segundo lugar, pelo fato de o íon citrato também ser comumente utilizado

como redutor na síntese de NPs de Au, reduzindo o nox de íons Au+3 em solução de +3 para 0

(Au0, ouro metálico). Assim, o citrato tanto favoreceria a nucleação de NPs de Au à superfície

das NPs de ferrita de Mn, como também ajudaria na estabilização do coloide final.

(a) DMSA (b) Citrato de Sódio

Figura 3.2: Fórmulas estruturais das moléculas de DMSA e de citrato de sódio
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MnFe2O4
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Figura 3.3: Esquemas ilustrativos dos protocolos 2, 3 e 4
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3.1 Protocolo 1

O comprimento de onda do laser foi escolhido na faixa do infravermelho próximo (NIR,

do inglês Near-Infrared), λ = 808 nm. A escolha se deve ao fato de que comprimentos de onda

nessa faixa apresentam maior penetração em tecidos vivos. Isso justificaria a sua utilização

em tratamentos via hipertermia fototérmica, mesmo a potências inferiores à escolhida nesses

dois protocolos (800 mW). No contexto de síntese de heteroestruturas ferrita-Au, essa potência

relativamente alta visa a fornecer energia suficiente para formação de interações covalentes

entre o enxofre (S) do grupo tiol e o Au das NPs em nucleação.

4 cm

Computador

Câmera

Térmica

Laser
20°

16 cm

Detector

Amostra

20 cm

Potenciômetro

Figura 3.4: Esquema da montagem experimental utilizada nos protocolos 1 e 3

O aparato experimental utilizado (Figura 3.4) é composto por um trilho sobre o qual es-

tão alinhados a fonte de luz laser (IZI-808nm Laserline LTDA), um porta-amostras (cubeta de

quartzo, com caminho óptico de 1 mm) e um detector óptico. O feixe de laser incide per-

pendicularmente sobre a cubeta, atravessa a amostra e é captado por uma placa fotossensível

no detector (Newport R©, modelo 2936-C), conectado a um potenciômetro. A câmera térmica

(SC620 FLIR Systems R©) pode ser disposta tanto a um ângulo de 20◦ com relação ao trilho,

quanto alinhada com relação ao mesmo. Nos dois casos, a distância com relação ao ponto de

incidência do feixe sobre a cubeta foi mantida em 20 cm. Nessas condições, a incerteza asso-

ciada à medição de temperatura via câmera térmica é minimizada [27]. O volume de amostra

introduzido na cubeta foi de 150 µL. Esse volume foi escolhido de modo a minimizar eventuais

correntes de convecção no interior do fluido, evitando assim perdas de calor indesejadas.

A câmera térmica está ligada a um computador, onde um software fornecido pelo fabricante

permite a configuração de diversos parâmetros, tais como temperatura ambiente, a umidade

atmosférica, a emissividade da amostra, o número de frames por segundo (FPS) a serem cap-

turados, as temperaturas mínima e máxima a serem adotadas pela escala termográfica, etc.

Imagens e vídeos do experimento podem então ser armazenados localmente ou em mídias
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portáteis (discos rígidos externos, por exemplo). O software permite ainda vários tipos de pro-

cessamento de dados, como a evolução da temperatura (média, mínima ou máxima) em uma

dada região (circular, elíptica, etc.) da amostra no decorrer do experimento.

Além do fato de o método de medição via termografia depender de um grande número

de parâmetros, a medida é feita sobre uma região elíptica da superfície da cubeta, não sobre a

amostra em si. Todavia, as escolhas do comprimento de onda do laser e do material constituinte

da cubeta, bem como os cuidados experimentais acima descritos buscam minimizar eventuais

erros na aferição da temperatura. Experimentos anteriores realizados pelo grupo indicam que

a diferença entre medidas de termografia e medidas por contato (usando uma sonda composta

por um semicondutor de GaAs acoplado a uma fibra óptica) é da ordem de 0,8 ◦C.

3.2 Protocolo 2

Osciloscópio

Gerador 
de 

Funções

Fonte

Monitor /
Processador

Computador

Bobina Amostra

Banco de
Capacitores

Cooler

Fibra Ótica 32 V

40°C

Sensor (GaAs)

Figura 3.5: Esquema da montagem experimental utilizada no protocolo 2

O aparato experimental utilizado (Figura 3.5) é composto por um sistema de hipertermia

magnética (MagneThermTM, NanoTherics), que consiste em um conjunto de bobinas e ban-

cos de capacitores intercambiáveis, por meio dos quais é possível gerar campos magnéticos

alternados na faixa entre 9 e 25 mT, com frequências entre 111 e 988 kHz, aproximadamente.

Para tanto, o fabricante fornece uma tabela com as 10 possíveis configurações do sistema, com-

binando uma das 2 bobinas (uma com 9 e outra com 17 espiras) com um dos 5 bancos de

capacitores disponíveis.
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Um gerador de funções e uma fonte DC fornecem a forma, a tensão e a corrente de entrada

ao sistema, informações igualmente tabeladas pelo fabricante de modo a permitir a configura-

ção desejada, de acordo com os objetivos do experimento e com as características da amostra.

A saída do sistema é monitorada por um osciloscópio. Os valores de frequência e campo mag-

nético escolhidos foram aqueles para os quais o fluido magnético de MnFe2O4 atingiu a maior

temperatura de saturação em experimentos anteriores realizados pelo grupo.

A evolução temporal da temperatura pode ser monitorada por um multímetro fornecido

pelo fabricante, configurado de forma que a leitura de tensão seja numericamente igual à tem-

peratura medida por contato, com o auxílio de um termopar. Contudo, optamos por fazer a

medida da evolução temporal da temperatura por meio de um sensor (OpSens, OTG-M600)

composto por um semicondutor (monocristal de GaAs), cujo gap entre as bandas de valência e

de condução é dependente da temperatura, permitindo assim a sua aferição.

Uma fibra óptica transmite sinais luminosos entre a unidade de processamento (módulo

PSR-100) e o sensor de GaAs. Sinais luminosos emitidos pelo módulo PSR-100 e refletidos pelo

semicondutor são processados (decomposição espectral, medição de intensidade dos picos por

comprimento de onda, conversão da posiçao espectral do gap em um valor de temperatura)

de modo a traduzir a temperatura corrente da amostra. Os resultados podem ser visualizados

diretamente no monitor, em um visor de LCD, ou transmitidos via cabo serial a um computa-

dor, onde um software fornecido pelo fabricante traça a evolução temporal da temperatura em

tempo real.

3.3 Protocolo 3

O aparato experimental utilizado é o mesmo do protocolo 1 (Figura 3.4). A diferença com

relação ao protocolo 1 consiste na substituição da solução de HAuCl4 por uma solução de Au

coloidal contendo NPs de Au previamente sintetizadas.

Os métodos de síntese de NPs de Au adotados no presente trabalho baseiam-se nos traba-

lhos de Gorup [28] (Método 1), Turkevich et al. [29] (Método 2) e Tabrizi et al. [30] (Método

3). Todos preveem a redução de íons Au+3 em Au0 em solução aquosa de citrato de sódio,

sob agitação vigorosa e temperaturas entre 80◦C e 100◦C. Descrevemos a seguir o Método 2, o

qual se mostrou como o mais adequado em termos de: estabilidade do coloide resultante; baixa

polidispersão; e reprodutibilidade.
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3.3.1 Síntese de NPs de Au

Em um erlenmeyer de 250 mL são adicionados 100 mL de água destilada. Em seguida,

eleva-se a temperatura até que a água entre em ebulição. Sob agitação magnética, adiciona-se

100 µL de solução aquosa de HAuCl4 a 100 mM. A temperatura é mantida em torno dos 90 ◦C.

Após a adição do HAuCl4, 2 mL de citrato de sódio a 1% em massa são vertidos sobre a solução

inicial. A mistura é deixada sob agitação e aquecimento por cerca de 15 min.

Nos minutos iniciais, observa-se que a mistura passa de uma coloração transparente ou

levemente amarelada (devido à presença de HAuCl4) a uma coloração cinza-escuro. Nos mi-

nutos seguintes, a mistura assume uma coloração avermelhada, a qual se mantém até o final

da síntese. O erlenmeyer é deixado sobre a bancada para que o coloide resfrie. Finalmente, a

mistura pode ser opcionalmente dialisada por 3 dias, trocando-se a cada 24 h a água destilada

em que permanece imerso o saco de diálise.

Vários fatores influenciam o início da nucleação, a polidispersão, a forma e o diâmetro

médio das NPs, tais como: pH da solução de citrato; rotações por minuto (RPM) do agitador

magnético usado na síntese; temperatura de reação; e concentrações iniciais de HAuCl4 e de

citrato de sódio [30]. O tempo de síntese gira em torno de 15 min. Alíquotas intermediárias

podem ser retiradas ao longo da reação, as quais geralmente apresentam NPs com diâmetros

médios inferiores aos da alíquota final [28], a depender da velocidade e da estabilidade (em

termos de temperatura e pH) da síntese.

3.3.2 Hipertermia fototérmica versus magnética

Neste terceiro protocolo, poderíamos ter igualmente optado por uma adaptação do proto-

colo 2. Nesse caso, a fonte de energia externa seria um campo magnético alternado. Entre-

tanto, optamos pelo mesmo laser utilizado no primeiro protocolo (808 nm, 800 mW) em detri-

mento do equipamento de hipertermia magnética adotado no segundo protocolo. Essa escolha

justifica-se pelo fato de que: 1) para uma mesma concentração de NPs de MnFe2O4, tempe-

raturas mais altas foram atingidas nos experimentos envolvendo hipertermia fototérmica; 2)

uma maior eficiência de recobrimento do núcleo magnético por NPs de Au foi conseguida via

protocolo 1.

3.3.3 Nanobastões e nanocascas de Au

Sabe-se que uma solução de Au coloidal contendo NPs de Au com diâmetros entre 20-30

nm apresenta pico de absorção em torno dos 530 nm. Em contrapartida, uma solução de Au

coloidal contendo nanorods (nanobastões) ou nanoshells (nanocascas) de Au apresentam pico de
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absorção na região do infravermelho próximo (NIR). Essa região também é conhecida como

primeira janela biológica, devivo à maior penetrabilidade de comprimentos de onda dessa re-

gião do espectro em tecidos humanos [20]. Assim, nanorods e nanoshells de Au são bons

candidatos para terapias fototérmicas. Dessa forma, numa variante do protocolo 3 (Figura 3.6),

poderíamos sintetizar heteroestruturas ainda mais eficientes em termos de hipertermia fototér-

mica. Analogamente, heteroestruturas do tipo core-shell ferrita-Au também se enquadrariam

nessa classe materiais em virtude da casca esférica de Au envolvendo o núcleo magnético.

MnFe2O4

DMSA

= 808 nm

800 mW

Nanobastão de Au

Figura 3.6: Variante do protocolo 3: nanorods substituem NPs de Au esféricas

Entretanto, sendo menos densos do que NPs de Au maciças de mesmo diâmetro, nanoshells

de Au não seriam tão eficazes quanto NPs de Au como agentes de contraste em tomografia

computadorizada (CT). Para comprovar tal hipótese, submetemos a imagiamento pelo Micro-

CT (SkyScan In-Vivo X-Ray Tomograph, 71 kV, 142 µA) do Departamento de Genética e Mor-

fologia do Instituto de Ciências Biológicas da Universidade de Brasília (IB-UnB): 1) diferentes

diluições de uma amostra de nanoshells de Au previamente adquirida pelo nosso grupo; e 2)

diferentes diluições de algumas de nossas amostras contendo NPs de Au esféricas.

Primeiramente, os eppendorfs contendo as amostras são dispostos em fila sobre uma cama

cilíndrica do tomógrafo. Via software do fabricante (Bruker), configuramos a resolução de-

sejada e iniciamos o imagiamento. Na menor resolução, o aparelho gera uma série de 500

imagens que permitem a reconstrução das amostras em três dimensões, entre outras análises.

No nosso caso, estamos interessados no valor de HU (unidades Hounsfield) de cada amostra –

uma medida de radiodensidade das mesmas.

A escala Hounsfield é uma escala de radiodensidade cujo nome rende homenagem ao en-

genheiro eletricista britânico Sir Godfrey Newbold Hounsfield, laureado com o prêmio Nobel

de Fisiologia ou Medicina de 1979 pela invenção da tomografia computadorizada. Trata-se



CAPÍTULO 3. MATERIAIS E MÉTODOS 52

de uma medida adimensional, definida de modo que, nas condições padrão de temperatura e

pressão (0 ◦C e 105 Pa): HU = 0 para a água destilada; e HU = -1000 para o ar.

Se µX representa o coeficiente de atenuação linear da substância X, define-se matematica-

mente o valor de HU como sendo:

HU = 1000× µX − µH2O

µH2O − µar
(3.1)

Adicionalmente, também foram submetidas ao imagiamento por Micro-CT as amostras

mais significativas de heteroestruturas ferrita-Au obtidas por meio dos quatro protocolos em

estudo no presente trabalho. O objetivo era comparar o potencial dessas heteroestruturas en-

quanto agentes de contraste em CT com relação a: 1) nanoshells de Au; 2) NPs de Au esféricas;

3) NPs de MnFe2O4.

Tabela 3.1: Unidades Hounsfield (HU) para alguns tecidos/órgãos/substâncias

Amostra HU

Ossos +400←→ +1000

Tecidos moles +40←→ +80

Água 0

Gordura -60←→ -100

Pulmão -400←→ -600

Ar -1000

3.4 Protocolo 4

Neste último protocolo, o objetivo era acoplar aminoácidos ou peptídeos, de um lado, às

NPs de MnFe2O4 e, de outro, às NPs de Au. Esse protocolo tem como fundamento a capaci-

dade que essas moléculas têm de formar cadeias por meio de ligações peptídicas. Para tanto,

alguns aminoácidos (glicina, alanina, arginina, lisina, ácido aspártico, ácido glutâmico e cis-

teína) e peptídeos comumente usados em aplicações biomédicas (RGD, EPPT, TAT, Penetratin)

foram adquiridos pelo grupo. A importância dos peptídeos no campo da nanomedicina está

crescendo rapidamente. Eles vêm sendo utilizados em uma vasta gama de aplicações como:

carreadores de fármacos, genes e radionuclídeos; compostos antimicrobianos; e imunoterápi-

cos (vacinas e terapias anti-câncer) [31].
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A escolha da cisteína (Figura 3.7a) deveu-se à presença do grupo tiol (–SH) em sua compo-

sição. Pela afinidade entre o enxofre do grupo tiol e o ouro das NPs de Au [26], a expectativa

é de que interações covalentes relativamente estáveis sejam formadas entre esses dois elemen-

tos, ficando o grupo ácido carboxílico (–COOH) livre para estabeler ligações peptídicas com

moléculas de lisina vizinhas, acopladas às NPs de MnFe2O4.

(a) Cisteína (b) Lisina

Figura 3.7: Fórmulas estruturais das moléculas de cisteína e de lisina

A escolha da lisina (Figura 3.7b), por sua vez, deveu-se: 1) ao pequeno comprimento de sua

cadeia lateral (–R), o que desfavoreceria eventuais interações repulsivas de natureza estérica; e

2) à presença de um segundo grupamento amina (–NH2), o qual serviria potencialmente como

um sítio de ligação alternativo para a cisteína. A expectativa é de que o grupo ácido carboxílico

da lisina acople-se à superfície das NPs de MnFe2O4. Dessa forma, o grupo amina do carbono α

ficaria livre para estabelecer ligações peptídicas com moléculas de cisteína vizinhas, acopladas

às NPs de Au.

3.4.1 Recobrimento de NPs de Au por moléculas de cisteína

Dois métodos foram testados na tentativa de recobrimento de NPs de Au por moléculas de

cisteína. Numa primeira rota, moléculas de cisteína foram utilizadas como redutores de íons

Au+3 em Au0. Trata-se de um método de síntese de NPs de Au análogo aos apresentados na

seção anterior. A diferença está na substituição do citrato de sódio por moléculas de cisteína.

Logo após a síntese, o coloide resultante apresentou cor azulada intensa. Todavia, 24 h depois,

observou-se a formação irreversível de precipitado. Devido à instabilidade do coloide final,

um segundo método foi testado.

Numa segunda rota de recobrimento de NPs de Au por moléculas de cisteína, 1,8 mL de Au

coloidal contendo NPs de Au previamente sintetizadas foram misturadas a 200 µL de solução

aquosa de cisteína. A mistura foi mantida sob agitação a temperaturas entre 50 ◦C e 60 ◦C.

O coloide resultante apresentou a mesma cor azulada do protocolo anterior, porém menos

intensa. Em contrapartida, o coloide permaneceu estável 24 h após a síntese, sem formação

significativa de precipitado.
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3.4.2 Recobrimento de NPs de MnFe2O4 por moléculas de lisina

O processo de síntese e recobrimento das NPs de MnFe2O4 por moléculas de lisina foi

realizado em três etapas: 1) síntese do ferrofluido contendo NPs de ferrita de Mn; 2) passivação;

3) recobrimento das NPs de MnFe2O4 com moléculas de lisina.

Síntese do ferrofluido contendo NPs de MnFe2O4

Nesta primeira etapa, 90 mL de uma solução aquosa de metilamina (CH3NH2) foram adi-

cionados a 400 mL de água destilada em ebulição. Paralelamente, duas soluções distintas são

preparadas: 1) 50 mL de solução aquosa de cloreto de ferro III hexahidratado (FeCl3·6H2O) a

1 M; 2) 50 mL de solução aquosa de cloreto de Mn tetrahidratado (MnCl2·4H2O) a 0,5 M. Em

seguida, essas soluções são misturadas em uma proveta. Observe que a proporção em mol/L

entre Fe e Mn é de 2:1, por ser essa a proporção desejada no composto final (MnFe2O4). Os

100 mL resultantes são então vertidos sobre a solução inicial de metilamina em ebulição. A

temperatura é diminuída e controlada para que fique entre 60 ◦C e 80 ◦C. O béquer que contém

a mistura é tampado e mantido sob agitação durante 30 min.

Passados esses 30 min, o béquer contendo a mistura é retirado da chapa térmica e deixado

sobre a bancada para resfriar. Com o auxílio de um íma, faz-se uma separação magnética do

fluido contendo as NPs de MnFe2O4 formadas. O fluido é então lavado três vezes com água

destilada (cerca de 300 mL por lavagem). Para que o excesso de água seja removido, uma nova

separação magnética é realizada. Passa-se, então, ao processo de passivação das NPs.

Passivação

O processo de passivação consiste em recobrir a superfície das NPs recém-formadas com

uma película de Fe que irá protegê-las contra a corrosão e a oxidação. O processo se dá em

presença de ácido nítrico (HNO3). Para tanto, 50 mL de solução aquosa de ácido nítrico a

0,5 M são despejados sobre o fluido contendo as NPs de ferrita de Mn. A mistura é então

colocada sob agitação por cerca de 5 min. Decorrido esse tempo, o fluido é novamente separado

magneticamente. A passivação é concluída vertendo 50 mL de solução de nitrato de ferro III

(Fe(NO)3) e mantendo a mistura sob agitação e aquecimento (entre 60 ◦C e 80 ◦C) durante 30

min.

Finalmente, a mistura passa por uma última separação magnética e o ferrofluido resultante

é lavado três vezes com acetona. O béquer é deixado em repouso na capela até que toda a

acetona residual evapore. Uma vez removida a acetona, o fluido pode ser diluído em água

destilada para posterior caraterização/utilização.
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Recobrimento com lisina

A etapa final consiste em recobrir as NPs de MnFe2O4 passivadas com moléculas de lisina.

O processo é análogo à passivação. Para tanto, 0,4421 g de lisina são dissolvidos em 2 mL

de água destilada e vertidos sobre 50 mL do ferrofluido passivado obtido ao fim das etapas

anteriores. A mistura é mantida sob agitação e aquecimento (em torno de 50 ◦C) por 30 min.

Decorrido esse intervalo de tempo, a mistura é resfriada, passa por nova separação magnética,

e o ferrofluido resultante é novamente lavado 3 vezes com acetona. Procede-se então à evapo-

ração da acetona no interior da capela. Removida a acetona, o fluido pode ser rediluído em

água destilada.

Estabilidade do ferrofluido

No dia seguinte à síntese, o fluido magnético perdeu estabilidade, havendo formação signi-

ficativa de precipitado. Uma medida do pH do sobrenadante revelou que o mesmo apresentava

caráter levemente básico, pH ≈ 9. Considerando as propriedades ácidas da lisina (Tabela 3.2),

julgamos que uma diminuição de pH seria suficiente para restabelecer a estabilidade do fer-

rofluido, uma vez que o grupo amina do carbono α voltaria a se protonar (–NH2 → –NH+
3 ).

Consequentemente, interações eletrostáticas repulsivas se estabeleceriam entre lisinas acopla-

das a NPs de MnFe2O4 adjacentes, evitando a formação de aglomerados e a precipitação. A

estratégia foi bem sucedida.

Tabela 3.2: Valores de pKa para os aminoácidos cisteína e lisina

Aminoácido pK1 (–COOH) pK2 (–NH+
3 ) pKR (–R)

Cisteína 1,96 10,28 8,18

Lisina 2,18 8,95 10,53

Tabela adaptada de [22], p. 78.
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3.5 SLP ou SAR

3.5.1 Caso não-estacionário

O SLP (Specific Loss Power) descreve a potência dissipada por grama de material magnéti-

co/metálico na amostra, podendo ser obtido experimentalmente por

SLP = c
M

m

dT

dt
(3.2)

onde c representa o calor específico da amostra; M , a massa da amostra; m, a massa de

material magnético/metálico; e dT/dt, a inclinação da curva temperatura vs. tempo a partir do

instante em que o aquecimento se inicia. É comum aproximarmos o valor do calor específico

dos coloides por aquele do líquido carreador. No caso da água destilada, c = 4, 19J/gK.

Como a potência expressa na equação 2.64 é, na verdade, uma densidade volumétrica de

potência, isto é, potência por unidade de volume de material magnético, se dividirmos Ppoli

pela densidade ρ do material magnético em questão, obtemos o seu SLP.

SLP =
Ppoli
ρ

(3.3)

A expressão para o caso óptico é a mesma: o SLP não depende da fonte de energia (magné-

tica ou eletromagnética) utilizada na hipertermia.

A definição do SAR (Specific Absorption Rate) é equivalente à do SLP. Os dois termos são

intercambiáveis. Entretanto, o termo SLP é preferencialmente usado quando a geração de calor

ocorre mediante perda de energia, como no caso da hipertermia magnética: a energia térmica

advém de perda de energia decorrente da interação spin-fônon. No caso da hipertermia fo-

totérmica, a geração de calor ocorre mediante absorção de parte da energia eletromagnética

proveniente da onda incidente via interação fóton-elétron. Nesse caso, poderíamos preferir o

termo SAR. Todavia, o aquecimento subsequente se dá por perda dessa energia absorvida via

interação elétron-fônon [20], o que nos levaria a preferir o termo SLP. Neste trabalho, adotare-

mos o termo SLP para os dois casos (magnético e fototérmico).

Observe que a equação 3.2 é válida para o caso transiente, não-estacionário, já que dT/dt

corresponde à derivada da evolução temporal da temperatura em um dado instante inicial

do aquecimento. Vejamos agora um segundo método de obtenção do SLP, válido para o caso

estacionário.
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3.5.2 Caso estacionário

No estado estacionário, a distribuição de temperaturas em torno de uma única partícula

continuamente iluminada por luz laser ou continuamente exposta à ação de um campo mag-

nético alternado é expressa por [20]

∆Tnano = T (r)− T (∞) =
Qnano
4πκa

(3.4)

com κ denotando a condutividade térmica do meio; a, o raio da esfera; T (r), a temperatura em

um ponto que dista r a partir do centro da partícula, na direção radial; e T (∞), a temperatura

em um ponto distante da partícula, onde a temperatura já não sofre variações devido à luz

incidente ou devido ao campo magnético, permanecendo constante.

Experimentalmente, temos acesso apenas à elevação de temperatura do coloide como um

todo. Trata-se, portanto, de uma variação de temperatura devida à coleção de partículas que o

constitui. Nossa modelagem do problema nos permite afirmar que:

Qmicro = NQnano (3.5)

onde Qmicro representa o calor gerado via hipertermia fototérmica/magnética em escala

micrométrica. Note que, como N representa o número de partículas por unidade de volume

da amostra, Qmicro é dado em unidades de potência por unidade de volume. Considerando a

amostra homogênea, se multiplicarmos 3.5 pelo volume da amostra V e dividirmos pela massa

total das NPs magnéticas/metálicas m, obtemos o SLP magnético/óptico:

SLP =
V

m
Qmicro =

Qmicro
c

(3.6)

onde c = m/V representa a concentração (g/m3) do material que constitui as NPs.

No estado estacionário, a distribuição de temperaturas na escala micrométrica é [20]

∆Tmicro =
NR2

efQnano

2κ
(3.7)

com Ref representando um raio efetivo, isto é, o raio de uma esfera ocupando o mesmo

volume que a amostra (ou a porção da amostra) em análise.

De posse da variação de temperatura ∆Tmicro, é possível obter o SLP óptico/magnético

combinando 3.5, 3.6 e 3.7. Assim, reescrevendo a expressão para o SLP, obtemos que

SLP =
Qmicro
c

=
NQnano

c
=
��N
c

2κ

��NR2
ef

∆Tmicro ⇒ SLP =
2κ

cR2
ef

∆Tmicro (3.8)
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Figura 4.1: Perfis de hipertermia fototérmica para as amostras constituintes do Protocolo 1 – Experimento 1. Amos-

tras de controle: A – H2O; B – HAuCl4 (1 mM); C – HAuCl4 (0,1 mM); D – MnFe2O4-DMSA (3,96 mg/mL). Misturas

1:1 de MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL com soluções de HAuCl4 a: 1 – 1 mM; 2 – 0,1 mM.

O gráfico da Figura 4.1 traz a evolução temporal da temperatura para as amostras consti-

tuintes deste primeiro experimento. As amostras foram submetidas à ação de um laser de alta

potência (800 mW) e comprimento de onda na faixa do infravermelho próximo (808 nm). O

objetivo era sintetizar nanoestruturas ferrita-Au via Protocolo 1, avaliando as diferenças entre

amostras contendo a mesma quantidade de material magnético, mas concentrações distintas

de HAuCl4 (ácido cloroáurico, precursor das NPs de Au a serem formadas à superfície das

NPs magnéticas de MnFe2O4).
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Para a primeira amostra de controle (amostra A), composta apenas por água destilada, não

observamos um aumento significativo da temperatura. Para a segunda amostra (amostra B),

composta por solução aquosa de HAuCl4 a 1 mM, também não houve um aumento signi-

ficativo da temperatura. Para a terceira amostra (amostra C), composta por solução aquosa

de HAuCl4 a 0,1 mM, observamos uma diminuição gradual da temperatura até aproximada-

mente 25◦C. Para a quarta amostra (amostra D), comsposta por NPs de MnFe2O4 recobertas

por DMSA a 3,96 mg/mL, observamos um aumento significativo da temperatura (Ts − T0 =

∆T ≈ 30◦C, com Ts representando a temperatura de saturação; e T0, a temperatura inicial da

amostra). Essas quatro primeiras amostras foram nossas amostras de controle.

Para as duas amostras principais (amostras 1 e 2), observamos aumentos consideráveis da

temperatura com o tempo. Para a amostra contendo NPs de MnFe2O4 recobertas por DMSA a

3,96 mg/mL em mistura 1:1 (em volume) com HAuCl4 a 1 mM (amostra 1), temos ∆T ≈ 17◦C.

Notamos ainda uma mudança brusca de temperatura por volta do primeiro minuto, bem como

um resfriamento da amostra a partir do quinto minuto. Para uma segunda amostra (amostra

2), contendo a mesma concentração de NPs de MnFe2O4 em mistura 1:1 com HAuCl4 a 0,1

mM, temos ∆T ≈ 20◦C.

Os resultados obtidos para as amostras A e B comprovam que água destilada e solução

aquosa de HAuCl4 são transparentes à radiação laser incidente, permanecendo à temperatura

ambiente (≈ 25◦C). Entendemos que a diminuição da temperatura observada para a amostra

C deve-se ao fato de que a mesma não estava à temperatura ambiente no momento em que

o cronômetro foi disparado. Assim, se tivéssemos aguardado que o equilíbrio térmico entre a

amostra C e o ambiente fosse alcançado, o comportamento teria sido semelhante ao registrado

para as amostras A e B.

Comparando os resultados obtidos para as amostras B e C com aquele obtido para a amostra

D, concluímos que, para λ = 808 nm, o aquecimento deve-se predominantemente às NPs de MnFe2O4

presentes na amostra. NPs de MnFe2O4 espalham e absorvem parte da energia incidente. Parte

da energia absorvida pelas NPs de MnFe2O4 é dissipada sob a forma de energia térmica para o

meio circundante, promovendo o aumento de temperatura aferida via termografia. Por outro

lado, a elevação de temperatura devido à absorção da radiação incidente por íons resultantes

da dissociação de HAuCl4 em água destilada é desprezível.

Se as NPs magnéticas são as principais responsáveis pela hipertemia para λ = 808 nm, era

de se esperar que a evolução temporal da temperatura fosse aproximadamente a mesma para

as amostras 1 e 2. Entretanto, observamos comportamentos diferentes em cada caso. Três hi-

póteses foram levantadas: 1) a quantidade de material magnético difere de uma amostra para
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outra; 2) a amostra perdeu estabilidade e parte do material magnético precipitou, o que expli-

caria a mudança brusca de temperatura ao fim do primeiro minuto e o posterior resfriamento;

3) as NPs de Au recém-formadas à superfície das NPs de MnFe2O4 teriam alguma influência

sobre os perfis de temperatura.

De fato, ao fim do experimento, observamos que parte do material magnético precipitou, o

que indica que a hipótese 2 seja a mais provável. Com menos NPs na região de aplicação do

laser, menor a absorção e, consequentemente, menor a variação de temperatura do meio em

que as NPs estão imersas.

4.1.2 Temperatura vs. Tempo – Experimento 2

Para confirmar nossa conclusão de que o aquecimento deve-se majoritariamente à quanti-

dade de material magnético presente na amostra, realizamos um segundo experimento. Con-

tudo, buscando garantir a mesma concentração de NPs magnéticas para todas as amostras,

fizemos uma caracterização prévia das mesmas por VSM.
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Figura 4.2: Curvas de magnetização para um primeiro conjunto de amostras do Protocolo 1 – Experimento 2.

Amostra de controle: 0 – MnFe2O4-DMSA (1,98 mg/mL). Misturas 1:1 de MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL com

soluções de HAuCl4 a: 1 – 0,1 mM; 2 – 0,5 mM; 3 – 1 mM; 4 – 5 mM.

Compunham um primeiro conjunto de amostras (Figura 4.2): uma amostra contendo NPs

de MnFe2O4 recobertas por DMSA a 1,98 mg/mL (amostra 0); e quatro amostras contendo mis-

turas 1:1 de NPs de MnFe2O4 recobertas por DMSA a 3,96 mg/mL com soluções de HAuCl4

a 0,1 mM (amostra 1), 0,5 mM (amostra 2), 1 mM (amostra 3) e 5 mM (amostra 4), respectiva-

mente.
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Em primeiro lugar, note o comportamento superparamagnético apresentado por todas as amos-

tras. Em segundo lugar, observe que também há uma contribuição diamagnética não-desprezível

em todas elas. Essa contribuição diamagnética deve-se à água destilada. Ela é significativa pelo

fato de as amostras estarem muito diluídas. Entretanto, se olharmos apenas para a contribuição

superparamagnética, podemos determinar a magnetização de saturação de cada amostra.

Como a magnetização de saturação está relacionada à concentração de material magnético

na amostra, concluímos que as amostras 0, 1 e 3 apresentam, aproximadamente, a mesma con-

centração de MnFe2O4. Diferenças nas concentrações de ferrita são mais perceptíveis para as

amostras 2 e 4. Para a amostra 2, a hipótese é de que a concentração difere em virtude de

erros experimentais associados ao manuseio das pipetas e provetas utilizadas na preparação

da amostra. Para a amostra 4, observamos uma notável perda de estabilidade logo após a

preparação da amostra, com formação significativa de precipitado. Isso se refletiu de maneira

bem evidente no perfil de magnetização da amostra 4. Assim, devido à baixa estabilidade do co-

loide resultante, decidimos não adotar concentrações de HAuCl4 acima de 1 mM. Observe na Figura

4.3 o comportamento sob hipertermia fototérmica de uma amostra preparada com solução de

HAuCl4 a 5 mM. A baixa estabilidade do coloide impacta o processo, promovendo um resfriamento em

lugar da hipertemia desejada, sobretudo a partir do quinto minuto do experimento.
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Figura 4.3: Evolução temporal da temperatura para amostra instável constituída por uma mistura 1:1 de MnFe2O4-

DMSA (0,198 mg/mL) e HAuCl4 (5 mM) submetida a hipertermia fototérmica.
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Partimos, assim, para um segundo conjunto de amostras (Figura 4.4). Veja que a contri-

buição diamagnética é menor do que no primeiro caso para todas as amostras, em especial

para aquela composta apenas pelo ferrofluido. Além disso, a diferença de concentração de

MnFe2O4 entre as diferentes amostras é bem menor do que no primeiro conjunto, o que torna

este segundo conjunto de amostras um candidato melhor para este segundo experimento.

-20000 -15000 -10000 -5000 0 5000 10000 15000 20000
-0,006

-0,004

-0,002

0,000

0,002

0,004

0,006

 

 
 (e

m
u)

H (Oe)

 0
 1
 2
 3
 4

Figura 4.4: Curvas de magnetização para um segundo conjunto de amostras do Protocolo 1 – Experimento 2. Amos-

tra de controle: 0 – MnFe2O4-DMSA (1,98 mg/mL). Misturas 1:1 de MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL com soluções

de HAuCl4 a: 1 – 0,1 mM; 2 – 0,3 mM; 3 – 0,5 mM; 4 – 0,6 mM.

O gráfico da Figura 4.5 traz a evolução temporal da temperatura para as amostras deste

segundo experimento. O objetivo era sintetizar nanoestruturas de ferrita-Au via Protocolo 1,

avaliando a influência da concentração de HAuCl4 no processo. As quatro amostras eram

compostas por misturas 1:1 de NPs de MnFe2O4 recobertas por DMSA a 3,96 mg/mL com

soluções de HAuCl4 a 0,1 mM (amostra 1), 0,3 mM (amostra 2), 0,5 mM (amostra 3) e 0,6 mM

(amostra 4), respectivamente.

Observe que 22 ◦C < ∆T < 24 ◦C para esse segundo conjunto de amostras, indicando mais

uma vez que a maior contribuição para o aumento de temperatura deve-se à concentração de

material magnético. Mais do que isso: confrontando os resultados de hipertermia fototérmica

com os da caracterização via VSM, concluímos que, para λ = 808 nm, quanto maior a concentração

do ferrofluido que compõe a amostra, maior a variação de temperatura ∆T . De fato, a variação de

temperatura ∆T na Figura 4.5 foi maior para amostras com maior magnetização de saturação

(Figura 4.4). Assim, nesse comprimento de onda, a contribuição da solução de HAuCl4 e das

NPs de Au que eventualmente se formaram é desprezível.
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Figura 4.5: Perfis de hipertermia fototérmica para as amostras do Protocolo 1 – Experimento 2. Misturas 1:1 de

MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL com soluções de HAuCl4 a: 1 – 0,1 mM; 2 – 0,3 mM; 3 – 0,5 mM; 4 – 0,6 mM.

Curiosamente, como veremos mais adiante nas imagens de TEM, a amostra para a qual o

recobrimento das NPs de MnFe2O4 por NPs de Au foi mais eficaz foi justamente aquela que

apresentou pequenas oscilações de temperatura durante os primeiros 20 min. Uma hipótese

é a de que as oscilações sejam resultado de eventuais movimentos de convecção na região

iluminada pelo laser ao longo do experimento. Assumindo que essa hipótese seja verdadeira, uma

maior eficiência na síntese de heteroestruturas à base de NPs de MnFe2O4 e Au via Protocolo 1 poderia

ser alcançada promovendo tais correntes de convecção.

4.1.3 Temperatura vs. Tempo – Experimento 3

O objetivo era sintetizar nanoestruturas ferrita-Au via Protocolo 1, avaliando a influência

da concentração de MnFe2O4 no processo. O gráfico da Figura 4.6 traz a evolução tempo-

ral da temperatura para as amostras deste experimento. Preparamos três diluições do coloide

de MnFe2O4 contendo NPs recobertas por DMSA: 0,198 mg/mL (amostra 1a), 0,396 mg/mL

(amostra 2a) e 0,99 mg/mL (amostra 3a). Em seguida, preparamos três misturas 1:1 dessas

amostras com soluções de HAuCl4 a 0,6 mM (amostras 1b, 2b e 3b, respectivamente). A con-

centração de 0,6 mM foi escolhida por ter sido a mais eficaz em termos de recobrimento das

NPs de MnFe2O4 por NPs de Au – como veremos adiante.
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Como esperado, quanto maior a concentração de material magnético, maior o ∆T . Além

disso, como as concentrações de MnFe2O4 e HAuCl4 caem pela metade quando da preparação

das misturas 1:1, note que as temperaturas de saturação das misturas diminuem com relação

àquelas das amostras originais. A diferença entre essas temperaturas se mantém a mesma

para os três conjuntos de amostras, mais uma vez indicando que a contribuição do Au para a

hipertermia é desprezível nesse comprimento de onda.
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Figura 4.6: Perfis de hipertermia fototérmica para as amostras do Protocolo 1 – Experimento 3. Amostras de con-

trole: 1a – MnFe2O4-DMSA (0,198 mg/mL); 2a – MnFe2O4-DMSA (0,396 mg/mL); 3a – MnFe2O4-DMSA (0,99

mg/mL). Misturas 1:1 das amostras 1a, 2a e 3a respectivamente com HAuCl4 a 0,6 mM: amostras 1b, 2b e 3b.

4.1.4 Microscopia Eletrônica de Transmissão

As imagens obtidas via microscopia eletrônica de transmissão (MET) demonstraram que,

de fato, houve nucleação, crescimento e adsorção de NPs de Au em torno das NPs de MnFe2O4

via Protocolo 1. A Figura 4.7 traz uma imagem de MET de alta resolução na qual evidenciamos

o diâmetro aproximado da NP de Au adsorvida à superfície da NP de ferrita, bem como as

distâncias interplanares dos cristais constituintes das duas NPs.

Para sistemas cristalinos cúbicos, com h, k e l sendo os índices de Miller correspondentes

ao plano cristalino em análise e a o parâmetro de cela unitária, sabemos que as distâncias

interplanares podem ser calculadas da seguinte maneira:

1

d2hkl
=
h2 + k2 + l2

a2
(4.1)
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Figura 4.7: Imagem de MET de alta resolução evidenciando o diâmetro aproximado da NP de Au adsorvida à

superfície da NPM de ferrita, bem como as distâncias interplanares dos cristais constituintes das duas NPs. Amostra

contendo mistura 1:1 de MnFe2O4 a 3,96 mg/mL e HAuCl4 a 0,3 mM (amostra P1-Exp2-A2).

Da literatura, sabemos que o Au apresenta estrutura FCC (cúbica de face centrada) com

a = 0, 408 nm [32]. Para o plano cristalino em que h = k = l = 1, obtemos d111 = 0, 235

nm, uma medida muito próxima do valor experimental obtido (0,23 nm, vide Figura 4.7). Para

a MnFe2O4, a = 0, 850 nm [33]. Para h = k = l = 1, obtemos d111 = 0, 49 nm, também

em consonância com os dados experimentais (0,46 nm, vide Figura 4.7). Como demonstra (de

maneira representativa) a Figura 4.7, o diâmetro médio das NPs de Au adsorvidas à superfície

das NPs de MnFe2O4 foi de aproximadamente 3 nm.

(a) (b)

Figura 4.8: Imagens de MET para amostra contendo mistura 1:1 de MnFe2O4 a 3,96 mg/mL e HAuCl4 a 0,3 mM.

Resultados de síntese mais expressivos obtidos via Protocolo 1 (amostra P1-Exp2-A2). Escala: (a) 10 nm; (b) 5 nm.

As imagens de MET das Figuras 4.8a e 4.8b retratam os resultados mais significativos ob-

tidos via Protocolo 1 (amostra P1-Exp2-A2). Esta foi a amostra para a qual o acoplamento de

NPs de Au ao núcleo magnético se deu de maneira mais eficaz. Preparada para a realização do

Experimento 2, ela continha uma mistura 1:1 de MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL e HAuCl4 a
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0,3 mM. Como sugerimos anteriormente, fluxos convectivos podem ser a causa das oscilações

da temperatura média da amostra em questão ao longo do Experimento 2 (Figura 4.5). Sendo

assim, tais fluxos podem também ser responsáveis por um acoplamento mais eficiente entre

NPs de MnFe2O4 e NPs de Au via Protocolo 1.

Para a amostra mais relevante obtida via Protocolo 1 (amostra P1-Exp2-A2), realizamos

uma contagem representativa dos diâmetros médios:

1. das NPs de MnFe2O4 não acopladas a NPs de Au (MnFe2O4);

2. das NPs de MnFe2O4 acopladas a NPs de Au (MnFe2O4+AuNPs);

3. das NPs de Au adsorvidas à superfície das NPs de MnFe2O4 (AuNPs).

0 5 10 15 20 25 30
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

65

70

 

 MnFe2O4

 MnFe2O4 + AuNPs
 AuNPs
 Ajuste lognormal de AuNPs
 Ajuste lognormal de MnFe2O4 + AuNPs
 Ajuste lognormal de MnFe2O4

# 
de

 N
P

s

Diâmetro (nm)

Figura 4.9: Distribuições obtidas a partir da amostra mais significativa obtida via Protocolo 1 (amostra P1-Exp2-A2):

NPs de MnFe2O4 não recobertas por NPs de Au (MnFe2O4); NPs de MnFe2O4 parcialmente recobertas por NPs de

Au (MnFe2O4+AuNPs); NPs de Au adsorvidas à superfície das NPs de MnFe2O4 (AuNPs).

As NPs de MnFe2O4 não recobertas por NPs de Au apresentaram um diâmetro médio de

15, 3±4, 2 nm. Já as NPs de MnFe2O4 parcialmente recobertas por NPs de Au apresentaram um

diâmetro médio de 12, 5± 2, 8 nm. Enquanto isso, as NPs de Au que se formaram na superfície

das NPs de MnFe2O4 apresentaram um diâmetro médio de 2, 4±0, 6 nm. Concluímos que parece

haver uma preferência para a nucleação do Au sobre a superfície de NPs de ferrita de Mn com diâmetros

em torno dos 10 nm. Além disso, o diâmetro dessas NPs de Au parece assumir preferencialmente valores

em torno dos 3 nm.
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4.2 Protocolo 2

4.2.1 Temperatura vs. Tempo – Experimento 1
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Figura 4.10: Perfis de hipertermia magnética para as amostras do Protocolo 2. Amostras de controle: 1a – MnFe2O4-

DMSA (1,98 mg/mL); 2a – MnFe2O4-Citrato (1,16 mg/mL). Misturas 1:1 de HAuCl4 a 0,6 mM com: 1b – MnFe2O4-

DMSA (3,96 mg/mL); 2b – MnFe2O4-Citrato (2,32 mg/mL).

O gráfico da Figura 4.10 traz a evolução temporal da temperatura para as amostras deste

experimento. O objetivo era sintetizar nanoestruturas ferrita-Au via Protocolo 2, avaliando a in-

fluência da camada de cobertura do núcleo magnético (DMSA ou citrato de sódio) no processo.

Primeiramente, preparamos diluições de dois ferrofluidos distintos: um primeiro contendo

NPs de MnFe2O4 recobertas por DMSA a 1,98 mg/mL (amostra 1a); e um segundo contendo

NPs de MnFe2O4 recobertas por citrato de sódio a 1,16 mg/mL (amostra 2a). Em seguida,

preparamos duas misturas 1:1 de solução de HAuCl4 a 0,6 mM com: ferrofluido de MnFe2O4

recoberto com DMSA a 3,96 mg/mL (amostra 1b); e ferrofluido de MnFe2O4 recoberto por

citrato de sódio a 2,32 mg/mL (amostra 2b).

A semelhança de forma das curvas correspondentes às amostras 1a e 1b nos leva à conclu-

são de que, a exemplo do que acontece no caso da hipertermia fototérmica, a concentração de material

magnético determina a variação máxima de temperatura ∆T de amostras sob hipertermia magnética –

como era de se esperar. Além disso, fazendo a comparação entre as curvas das amostras 1a

e 2a, concluímos que, a exemplo do que acontece no caso da hipertermia fototérmica, quanto maior a

concentração de material magnético, maior o ∆T de amostras sob hipertermia magnética.
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Observe, entretanto, que existe uma diferença de cerca de 1 ◦C entre a curvas correspon-

dentes às amostras 2a e 2b durante praticamente toda a duração do experimento. À luz das

conclusões anteriores, as razões mais plausíveis para essa diferença seriam: 1) erro experimen-

tal introduzido no manuseio da pipeta, acarretando em uma menor quantidade de material

magnético na amostra 2b; 2) perda de estabilidade da amostra 2b, com leve precipitação, dimi-

nuindo a quantidade de material magnético na região de ação do campo aplicado.

Observe que a duração do experimento não foi suficiente para que uma temperatura de

saturação fosse atingida. Numa eventual reedição do experimento, aguardaríamos que um

plateau de saturação fosse alcançado para cada amostra. Além disso, poderíamos aguardar

alguns segundos antes de iniciarmos a aplicação do campo, gerando um plateau análogo na

porção inicial do gráfico. Essas duas precauções experimentais evidenciariam graficamente a

variação de temperatura ∆T de interesse.

4.2.2 Microscopia Eletrônica de Transmissão – Experimento 2

Figura 4.11: Imagens de MET pós-síntese via Protocolo 2 evidenciando o acoplamento de NPs de MnFe2O4 por

NPs de Au em mistura 1:1 de HAuCl4 a 0,6 mM e MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL (amostra P2+).

Figura 4.12: Imagens de MET pós-síntese via Protocolo 2 evidenciando o recobrimento de NPs de MnFe2O4 por

NPs de Au em mistura 1:1 de HAuCl4 a 0,6 mM e MnFe2O4-DMSA a 1,98 mg/mL (amostra P2−).
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Os micrográficos das Figuras 4.11 e 4.12 são representativos de um segundo experimento,

cujo objetivo consistia em sintetizar nanoestuturas ferrita-Au via Protocolo 2, avaliando a in-

fluência da concentração de MnFe2O4 no processo. Duas misturas 1:1 de HAuCl4 a 0,6 mM com

MnFe2O4-DMSA foram preparadas: uma contendo MnFe2O4 a 3,96 mg/mL (amostra P2+, Fi-

gura 4.11); e outra contendo MnFe2O4 a 1,98 mg/mL (amostra P2−, Figura 4.12).

Comparando os resultados de MET dos Protocolos 1 e 2, observamos que o recobrimento

de NPs de MnFe2O4 por NPs de Au foi mais eficiente para sínteses realizadas seguindo o Protocolo 1.

Entretanto, o rendimento do processo é baixo para os dois protocolos, isto é, a proporção de NPs

de MnFe2O4 não recobertas por NPs de Au é alta nos dois casos.

Para uma mesma concentração de HAuCl4, observamos que o diâmetro médio das NPs de Au

que se formaram à superfície das NPs de MnFe2O4 foi maior para a amostra com menor concentração

de material magnético. Observe que o diâmetro médio de NPs de Au adsorvidas à superfície de

NPs de MnFe2O4 na amostra P2− é aproximadamente duas vezes maior do que na amostra

P2+. Em contrapartida, note que NPs de Au não adsorvidas à superfície de NPs de MnFe2O4 são

maiores e ocorrem em maior número na amostra P2−.

4.2.3 Espectro de Absorção

Figura 4.13: Espectro de absorção para amostras sintetizadas via Protocolos 1 e 2 (P1 e P2) a partir de misturas 1:1 de

HAuCl4 a 0,6 mM com: MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL (amostras P1-Exp2-A2 e P2-Exp1-1b); e MnFe2O4-Citrato

a 2,32 mg/mL (amostra P2-Exp1-2b).
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Observada a maior eficiência do Protocolo 1, procedemos à separação magnética da amos-

tra P1-Exp2-A2 (sintetizada via Protocolo 1 a partir de mistura 1:1 de HAuCl4 a 0,6 mM e

MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL, Figuras 4.7, 4.8a e 4.8b), posteriormente submetendo-a à ca-

racterização por espectrofotometria. O mesmo foi feito para duas amostras sintetizadas via

Protocolo 2 a partir de misturas 1:1 de HAuCl4 a 0,6 mM com: MnFe2O4-DMSA a 3,96 mg/mL

(amostra P2-Exp1-1b); e MnFe2O4-Citrato a 2,32 mg/mL (amostra P2-Exp1-2b).

O objetivo era utilizar a espectrofotometria como um método prático de detecção da forma-

ção de NPs de Au à superfície das NPs de MnFe2O4. Assim, esperávamos observar o espectro

típico de NPs de MnFe2O4 sobreposto ao espectro característico de NPs de Au, com pico de

absorção em torno dos 528 nm. Como as amostras haviam sido submetidas a separação mag-

nética, esse pico de absorção dever-se-ia unicamente às NPs de Au adsorvidas à superfície das

NPs de MnFe2O4.

Entretanto, os resultados revelam que, apesar da relativa eficiência do Protocolo 1, os espec-

tros de absorção dessas amostras não apresentam pico de absorbância em torno dos 528 nm (Figura 4.13).

O espectro de absorção obtido é típico de amostras contendo unicamente NPs de MnFe2O4.

Duas hipóteses foram levantadas: 1) como o rendimento do processo de recobrimento por NPs

de Au é baixo para os dois protocolos, a concentração de NPs de Au é tão baixa que a absorbân-

cia devida às NPs de MnFe2O4 sobrepõe-se àquela devida às NPs de Au; 2) o diâmetro das NPs

de Au adsorvidas à superfície das NPs de MnFe2O4 é inferior a 10 nm para as três amostras em

questão – o pico em torno dos 528 nm é esperado apenas para NPs de Au com diâmetros entre

20 e 40 nm. À luz dos resultados obtidos para os Protocolos 3 e 4, a segunda hipótese parece

ser a mais plausível, como veremos mais adiante.

Finalmente, destacamos apenas que a menor absorbância apresentada pela amostra P2-

Exp1-2b deve-se a uma menor concentração de MnFe2O4 na mesma.
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4.3 Protocolo 3

4.3.1 Espectro de Absorção – NPs de Au

Método 1 (Gorup)

Figura 4.14: Espectro de absorção de amostras contendo NPs de Au sintetizadas via Método 1 (Gorup) – Experi-

mento 1. Classificação por tempo de síntese: G1.1 – 30 s; G1.2 – 10 min; G1.3 – 16 min.

O gráfico da Figura 4.14 traz o espectro de absorção para três amostras preliminares obtidas

via Método 1. O objetivo dessa caracterização era determinar qualitativamente se havíamos

sido bem sucedidos na síntese de NPs de Au seguindo o Método 1. O tempo de reação é

o que distingue uma amostra da outra: 30 s (amostra G1.1); 10 min (amostra G1.2); e 16 min

(amostra G1.3). Apenas G1.3 apresentou o pico característico de absorção em torno dos 528 nm,

uma indicação de sucesso na nucleação e no crescimento de NPs de Au para G1.3. A amostra

G1.2 apresenta um acréscimo da absorbância nessa região, um indício do início da nucleação e

de algum crescimento, apesar da ausência de um pico nítido de absorção. O mesmo pode ser

observado para G1.1, ainda que esse aumento na absorbância seja ainda mais discreto para essa

amostra. Ressaltamos que a análise do espectro era qualitativa, assim, não nos preocupamos

em garantir a mesma concentração de Au para todas as amostras.
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Figura 4.15: Espectro de absorção de amostras contendo NPs de Au sintetizadas via Método 1 (Gorup) – Experi-

mento 2. Classificação por tempo de síntese: G2.5 – 5 min; G2.10 – 10 min.

Numa segunda tentativa de síntese via Método 1, optamos por retirar 10 alíquotas (G2.1-

G2.10), uma a cada minuto de reação. O gráfico da Figura 4.15 traz o espectro de absorção para

duas dessas alíquotas (G2.5 e G2.10). Mais uma vez, o aumento da absorbância em torno dos

528 nm é discreto, não havendo picos de absorção. A amostra G2.10 apresenta baixa absorbân-

cia, um indicativo de sua baixa concentração. Todas as 10 alíquotas mostraram-se instáveis,

havendo formação de precipitado alguns dias após a síntese. Observamos essa mesma insta-

bilidade para as três amostras do grupo G1, embora a formação de precipitado tenha ocorrido

cerca de 2 meses após a síntese.

Método 2 (Turkevich)

O gráfico da Figura 4.16 traz o espectro de absorção para quatro amostras (E1-E4) obtidas

via Método 2 (Turkevich). Todas apresentaram o pico característico de absorção de NPs de Au

esféricas em torno dos 530 nm, indicando sucesso na síntese de NPs de Au. Entretanto, dife-

rentemente do pico obtido para a amostra G1.3, os picos obtidos para E1-E4 são mais estreitos,

um indicativo de menor polidispersão em termos de forma e diâmetro. Como mencionamos

anteriormente, o Método 2 mostrou-se o mais adequado para nossos fins em termos de: estabilidade do

coloide resultante; dispersão de tamanho e forma; e reprodutibilidade.
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Figura 4.16: Espectro de absorção de amostras contendo NPs de Au sintetizadas via Método 2 (Turkevich). Classi-

ficação por tempo de síntese: E1 – 7 min; E2 – 10 min; E3 – 15 min; E4 – > 15 min + diálise.

Método 3 (Tabrizi)

O gráfico da Figura 4.17 traz o espectro de absorção para 5 amostras (T1-T5) obtidas via

Método 3 (Tabrizi). Com exceção da amostra T5, todas apresentaram o pico de absorção em

torno dos 528 nm, indicando o sucesso da síntese. Curiosamente, T4 apresentou um segundo

pico de absorção em torno dos 790 nm. Como veremos adiante, na caracterização dessas amos-

tras por MET, esse segundo pico deve-se à formação de uma subpopulação expressiva de NPs

não-esféricas (bastões, pirâmides, entre outros formatos).

Figura 4.17: Espectro de absorção de amostras contendo NPs de Au sintetizadas via Método 3 (Tabrizi). Classifica-

ção por tentativa de síntese T1–T5.
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Como vimos no capítulo Fundamentação Teórica, o fenômeno de absorção depende da

forma e do tamanho das partículas. Além disso, o fenômeno de ressonância plasmônica de-

pende de como os elétrons de condução estão espacialmente distribuídos na partícula. Sabe-

mos que elétrons livres tendem a se acumular em ’pontas’, como nas extremidades de nanorods.

Assim, a forma da partícula determina a distribuição espacial de seus elétrons livres. Além disso, dis-

tribuições eletrônicas distintas implicam espectros de absorção (ou ressonância plasmônica) distintos.

Visto que o laser com o qual trabalhamos no Protocolo 1 apresenta λ = 808 nm, a amostra

T4 seria uma excelente candidata para testes envolvendo hipertermia fototérmica. Entretanto,

pelo fato de T4 ter sido produzida ao acaso, não obtivemos êxito em reproduzi-la, mesmo após

um bom número de tentativas.

A exemplo das amostras obtidas via Método 1, as amostras T1-T5 perderam estabilidade,

embora a precipitação tenha ocorrido cerca de 6 meses após a síntese. Em contrapartida, as

amostras obtidas via Método 2 permaneceram estáveis, sem formação de precipitado mesmo

12 meses após a síntese.

4.3.2 Microscopia Eletrônica de Transmissão – NPs de Au

Método 1 (Gorup)

As imagens de MET e a contagem relativas à amostra G1.1 (Figuras 4.18a e 4.18b) revelam

que as NPs de Au que se formaram apresentaram diâmetro médio em torno de 6 nm. Para

G1.2 (Figuras 4.18c e 4.18d), a polidispersão de forma/tamanho foi tal que pudemos identificar

duas subpopulações distintas: partículas aproximadamente esféricas, com diâmetro médio em

torno de 24 nm; e partículas com formatos diversos, com comprimentos característicos em

torno dos 113 nm. Para a amostra G1.3 (Figuras 4.18e e 4.18f), o diâmetro médio obtido ficou

em aproximadamente 108 nm.

De maneira geral, quanto maior o tempo de reação, maior o diâmetro médio. Entretanto, dadas a

instabilidade das amostras e sua expressiva polidispersão, partimos para uma segunda síntese,

durante a qual 10 alíquotas foram extraídas, uma a cada minuto de reação. O objetivo era con-

seguir coloides mais estáveis, contendo NPs de Au esféricas com diâmetros inferiores a 30 nm,

com baixa dispersão de forma/diâmetro e pico de absorção em torno dos 528 nm. Contudo,

mais uma vez, todas as 10 amostras mostraram-se instáveis alguns dias após a síntese, o que

inclusive inviabilizou sua caracterização via MET. Assim, dois outros métodos foram testados.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 75

(a) G1.1 - MET (b) G1.1 – Contagem

(c) G1.2 – MET (d) G1.2 – Contagem

(e) G1.3 – MET (f) G1.3 – Contagem

Figura 4.18: Micrográficos e avaliação da polidispersão de NPs de Au sintetizadas via Método 1 (Gorup).
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Método 2 (Turkevich)

A Figura 4.19 traz imagens dos processos de síntese e diálise de coloides de Au – processos

integrantes do Método 2 (Turkevich). Note a coloração avermelhada característica de Au coloi-

dal contendo NPs esféricas com diâmetros entre 20-40 nm. A Figura 4.20 traz imagens de MET

representativas da amostra E4, bem como uma avaliação de sua polidispersão.

Figura 4.19: (a) Processo de síntese via Método 2 (Turkevich). (b) Processo de diálise da amostra E4.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.20: Micrográficos e avaliação da polidispersão da amostra E4 sintetizada via Método 2 (Gorup).
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As 4 amostras sintetizadas via Método 2 (E1-E4) apresentaram excelente estabilidade. Os

diâmetros médios ficaram em torno dos 24 nm: E1 – 22 nm; E2 – 24 nm; E3 – 26 nm; E4 – 24 nm.

A vasta maioria das NPs que se formaram eram esféricas. Todas as 4 amostras apresentaram o

pico de absorção característico em torno dos 528 nm (Figura 4.16). Assim, o Método 2 mostrou-

se mais adequado para nossos fins, dada a estabilidade dos coloides finais, sua baixa polidispersão de

tamanho e forma, espectro de absorção típico de NPs de Au esféricas com diâmetros entre 20-40 nm, além

de uma ótima reprodutibilidade.

Método 3 (Tabrizi)

As NPs de Au que haviam se formado à superfície das NPs de MnFe2O4 via Protocolos 1 e 2

haviam assumido diâmetros médios inferiores a 10 nm. Assim, para que pudéssemos sintetizar

nanoestruturas semelhantes via Protocolo 3, buscamos um terceiro método de síntese de NPs

de Au, capaz de nos fornecer NPs de Au com essas dimensões. O Método 3 (Tabrizi) mostrava-

se um bom candidato. Tabrizi et al. demonstraram que, além da temperatura, do tempo de

reação e das concentrações iniciais de HAuCl4 e citrato de sódio, o número de rotações por

minuto do agitador magnético e o pH da solução também são parâmetros que interferem dire-

tamente nas dimensões e na forma das NPs [30].

A Figura 4.21 traz imagens de MET representativas da amostra T1. As partículas apresenta-

ram comprimentos característicos em torno de 23 nm (Figura 4.23). Além disso, a polidispersão

de forma foi significativa. Outras 4 tentativas de reprodução do método não foram capazes de

nos fornecer NPs de Au com diâmetros inferiores a 10 nm a baixa polidispersão.

Figura 4.21: Micrográficos da amostra T1, sintetizada via Método 3 (Tabrizi).
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A Figura 4.22 traz micrográficos representativos da amostra T4. As partículas apresentaram

comprimentos característicos em torno de 22 nm (Figura 4.23). Apesar da significativa polidis-

persão de forma e tamanho, vimos que o espectro de absorção de T4 apresentou um segundo

pico de absorção em torno dos 790 nm (Figura 4.17). Como mencionamos anteriormente, todas

as tentativas de produzir uma segunda amostra com essas mesmas características não foram

bem-sucedidas. Dessa forma, o Método 2 mostrou-se como o método mais adequado para nossos fins,

apesar de não fornecer NPs com diâmetros médios inferiores a 10 nm.

Figura 4.22: Micrográficos da amostra T4, sintetizada via Método 3 (Tabrizi).
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Figura 4.23: Avaliação da polidispersão das amostras T1 e T4, sintetizadas via Método 3 (Tabrizi).

4.3.3 Microscopia Eletrônica de Transmissão – NPs Ferrita-Au

A Figura 4.24 traz imagens de MET de uma amostra contendo nanoestruturas de ferrita-Au

sintetizadas via Protocolo 3. O laser (λ = 808 nm) foi escolhido como fonte de energia para o

Protocolo 3 devido à maior eficiência do Protocolo 1 face ao Protocolo 2 quanto ao recobrimento

do núcleo magnético de MnFe2O4 por NPs de Au.
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Figura 4.24: Micrográficos de nanoestruturas ferrita-Au sintetizadas via Protocolo 3.

Figura 4.25: Micrográficos de amostra de controle do Protocolo 3 (laser desligado).

Comparando as imagens de MET de amostras submetidas ao laser (Figura 4.24) com amos-

tras de controle (não submetidas ao laser, Figura 4.25), observamos que: 1) NPs de Au foram

acopladas à superfície de NPs de MnFe2O4 nos dois casos, ainda que em pequena escala, for-

mando estruturas do tipo dumbbell (haltere); 2) nas amostras de controle, há uma tendência à

formação de pequenas ’filas’, assim como aglomerados de NPs de Au envoltos por aglomera-

dos de NPs de MnFe2O4.
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Como a formação de nanoestruturas ferrita-Au se deu tanto na amostra submetida ao laser

quanto na amostra de controle, levantamos seguintes hipóteses: 1) a energia proveniente de flu-

tuações térmicas seria suficiente para a formação dessas nanoestruturas; 2) uma vez que a ener-

gia entregue pelo laser se dá de forma localizada, apenas em uma região do porta-amostras, a

porção da amostra levada à análise por MET não necessariamente é aquela em que o acopla-

mento ferrita-Au ocorreu em maior proporção; 3) a energia entregue pelo laser é responsável

tanto pela formação quanto pelo rompimento de ligações entre NPs de MnFe2O4 e Au; 4) a

energia de interação atrativa entre o enxofre da camada de cobertura das NPs de MnFe2O4 e o

ouro das NPs de Au é superior à energia entregue pelo laser, sobrepujando esta última.

Uma análise mais aprofundada das diferentes contribuições energéticas em jogo (térmica,

eletromagnética, interação S–Au) seria necessária para decidir qual das hipóteses é a mais per-

tinente. Uma combinação das quatro hipóteses também parece plausível. Além disso, parece

coerente afirmar que a contribuição da energia de interação S–Au prevaleceria no curto alcance,

enquanto as contribuições térmica e/ou eletromagnética seriam predominantes em médio ou

longo alcance. Entretanto, não temos elementos experimentais suficientes para fundamentar

essas suposições.
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4.4 Protocolo 4

4.4.1 Dynamic Light Scattering (DLS)

A Figura 4.26 traz os resultados de DLS (Dynamic Light Scattering) para amostras contendo

NPs de: (a) MnFe2O4-Lys e (b) Au-Cys. O diâmetro hidrodinâmico que obtivemos para as NPs

de MnFe2O4-Lys foi de 66 nm (Figura 4.26a). Uma comparação com o diâmetro hidrodinâmico

de NPs de MnFe2O4 não recobertas por lisina não foi possível, uma vez que todo o fluido de

MnFe2O4 recém-sintetizado foi submetido ao processo de recobrimento por lisina. Em con-

trapartida, para as NPs de Au, apenas uma parte do coloide foi submetida ao processo de

recobrimento por cisteína. Assim, enquanto as NPs de Au não recobertas por cisteína (AuNPs)

apresentaram um diâmetro hidrodinâmico de 42 nm, aquelas que foram submetidas ao pro-

cesso de recobrimento por cisteína (AuNPs-Cys) apresentaram diâmetro hidrodinâmico de 46

nm (Figura 4.26b). Além disso, note que a polidispersão da amostra AuNPs-Cys é maior do

que aquela apresentada pela amostra AuNPs. Essa diferença entre os diâmetros hidrodinâmi-

cos e, sobretudo, a diferença dos perfis de espalhamento entre AuNPs-Cys e AuNPs sugere que

houve, sim, acoplamento de moléculas de cisteína à superfície das NPs de Au.

(a) (b)

Figura 4.26: DLS de amostras contendo NPs de: (a) MnFe2O4-Lys e (b) Au-Cys.

4.4.2 Microscopia Eletrônica de Transmissão

A Figura 4.27 traz imagens de MET de uma amostra contendo nanoestruturas ferrita-Au

sintetizadas via Protocolo 4. Mais uma vez, o rendimento do processo foi mínimo. A maior

parte da amostra submetida à MET contém NPs de Au não acopladas a NPs de ferrita de

Mn. De todo modo, algumas poucas evidências de acoplamento foram detectadas. Note que a

concentração de NPs de MnFe2O4 estava muito superior à de NPs de Au. Uma hipótese a ser

testada é a de que o acoplamento ferrita-Au ocorreria em maior proporção caso o número de NPs de

ferrita estivesse mais próximo do número de NPs de Au.
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Figura 4.27: Micrográficos de nanoestruturas ferrita-Au obtidas via Protocolo 4.

4.4.3 Espectro de Absorção

Figura 4.28: Espectro de absorção de amostra contendo NPs de MnFe2O4-Lys-Cys-Au obtidas via Protocolo 4.

A Figura 4.28 traz o espectro de absorção para uma amostra contendo nanoestruturas de

MnFe2O4-Lys-Cys-Au sintetizadas via Protocolo 4. Comparando este resultado com os resulta-

dos de espectrofotometria obtidos em protocolos anteriores, esta foi a primeira vez que obtive-

mos um pico de absorção para uma amostra contendo nanoestruturas ferrita-Au. Entretanto,

note que esse espectro de absorção não corresponde exatamente à superposição dos espectros

das amostras de controle (MnFe2O4-Lys e AuNP-Cys). O pico de absorção encontra-se des-

locado de aproximadamente 85 nm para a direita do pico de absorção da amostra contendo

apenas NPs de Au. Essa diferença significativa indica que houve um rearranjo eletrônico-estrutural

envolvendo NPs de MnFe2O4-Lys e AuNP-Cys, sugerindo o acoplamento.
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O campo magnético gerado pelo momento de dipolo da NP de MnFe2O4 atua sobre os

elétrons livres da NP de Au, promovendo uma nova distribuição eletrônica, não-uniforme. O

próprio plano de contato entre as duas NPs deve contribuir estruturalmente para com a não-

uniformidade da nova distribuição eletrônica. Como vimos, absorção (e espalhamento) estão

relacionados, entre outros fatores, com forma, dimensões e distribuição dos elétrons de con-

dução da partícula em questão. Alterações sofridas por esses fatores refletem-se, portanto, no

padrão de absorção da partícula. É justamente isso que observamos na Figura 4.28. Esse talvez

seja o mais forte indício de sucesso no acoplamento MnFe2O4-Au obtido em nosso projeto.

4.5 Hipertermia magnética vs. Hipertermia fototérmica

Para compararmos a eficiência da geração de calor entre os processos de hipertermia mag-

nética e hipertermia fototérmica, precisávamos de uma amostra com pico de absorção em torno

dos 808 nm – valor do comprimento de onda do laser que tínhamos em mãos. Como vimos,

a amostra T4, contendo NPs de Au sintetizadas via Método 3, seria uma ótima candidata.

Entretanto, a amostra já havia perdido estabilidade no momento em que decidimos fazer a

comparação. Além disso, não conseguimos reproduzir a síntese da amostra T4, mesmo após

um bom número de tentativas. Assim, optamos por utilizar uma amostra de nanoshells de Au

(ouro deposto sobre um núcleo de sílica, SiO2) que havia sido cedida ao nosso grupo, já há

algum tempo, pelo grupo do Dr. Sunil Krishnan, oncologista do MD Anderson Cancer Cen-

ter (Houston, Texas, EUA). Nanoshells de Au apresentam pico de absorção em torno dos 800

nm – região conhecida como infravermelho próximo (NIR), ou como primeira janela biológica.

Comprimentos de onda dessa região do espectro penetram melhor em tecidos humanos, sendo,

portanto, os mais indicados para terapias fototérmicas [20].

4.5.1 Caraterização dos nanoshells

Espectro de absorção

A Figura 4.29 traz o espectro de absorção para a amostra contendo nanoshells de Au. Um

pico de absorbância foi detectado para comprimentos de onda em torno de 850 nm. A partir de

500 nm, a absorbância cresce gradualmente até atingir esse pico. Esse é um indicativo de que

há uma polidispersão significativa na amostra. Vejamos a caracterização da mesma por MET.
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Figura 4.29: Espectro de absorção para amostra contendo nanoshells de Au.

Microscopia Eletrônica de Transmissão

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.30: Micrográficos de amostra contendo nanoshells de Au.
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Figura 4.31: Avaliação da polidispersão da amostra contendo nanoshells de Au.

Figura 4.32: Caracterização por EDS das regiões 1 e 2 do micrográfico da Figura 4.30d.
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As Figuras 4.30a-d trazem micrográficos representativos da amostra contendo nanoshells

de Au. A análise da polidispersão revela que o diâmetro externo médio é de aproximadamente

142 nm (Figura 4.31). Uma avaliação do diâmetro interno médio levou-nos ao valor de 105 nm.

Assim, a espessura da casca esférica de Au é de aproximadamente 37 nm. Note a expressiva

quantidade de partículas com diâmetros externos médios entre 130 e 160 nm – polidispersão

que já havia sido adiantada pelo perfil de absorção.

A Figura 4.32 traz uma caracterização por EDS (Energy Dispersive Spectroscopy) das regiões

1 e 2 do micrográfico da Figura 4.30d. Note que a região central é rica em Si e O, o que indica a

presença de sílica nessa região. Na região periférica, prevalece o Au. Os elementos cobre (Cu) e

carbono (C) aparecem nos dois perfis por fazerem parte da composição da tela de microscopia.

Hipertermia Fototérmica

Figura 4.33: Perfis de hipertermia fototérmica para uma amostra contendo nanoshells de Au (1620 mg/mL) e para

diluições dessa amostra original (20, 50 e 100 vezes).

A Figura 4.33 traz a evolução temporal da temperatura para amostras contendo nanoshells

de Au sob hipertermia fototérmica nas seguintes concentrações: 1620 mg/mL (amostra ori-

ginal); 81 mg/mL (amostra original 20x diluída); 32,4 mg/mL (50x); 16,2 mg/mL (100x). A

exemplo do que havíamos concluído para as amostras de MnFe2O4 submetidas a hipertermia

fototérmica (vide resultados do Protocolo 1), quanto maior a concentração de nanoshells, maior a va-

riação de temperatura ∆T , com ∆T representando a diferença entre a temperatura de saturação

e a temperatura inicial da amostra.
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4.5.2 SLP óptico vs. SLP magnético

SLP óptico

Já havíamos encontrado uma expressão para o SLP óptico (Equação 4.1):

SLP =
2κ

cR2
ef

∆Tmicro

Usaremos a expressão acima no cálculo do SLP óptico de amostras contendo nanoshells de

Au (Figura 4.33) e para amostras contendo NPs de MnFe2O4 (Figura 4.6). Em nossos cálculos,

adotaremos a condutividade térmica da água κ = 0, 6 W/mK. A densidade do Au será 19300

kg/m3; a densidade da ferrita de Mn, 4850 kg/m3 [12][20].

Os coloides serão modelados por monodispersões de partículas esféricas com diâmetros

iguais aos diâmetros médios obtidos experimentalmente. Para os nanoshells de Au, o diâmetro

externo será Dns = 142 nm; o diâmetro interno, dns = 105 nm. Para as NPs de MnFe2O4, o

diâmetro será DMn = 15 nm. Ora, o volume de uma casca esférica é dado por

Vns =
4

3
πR3 − 4

3
πr3 =

4

3
π
(
R3 − r3

)
=
π

6

(
D3 − d3

)
com R (D) representando o raio (diâmetro) maior; e r (d), o raio (diâmetro) menor.

Portanto, o volume de Au de um único nanoshell é aproximadamente Vns = 9 × 105 nm3.

Por outro lado, o volume de MnFe2O4 em uma única NP do ferrofluido é aproximadamente

VMn = 2 × 103 nm3. Assim, a massa de um nanoshell é cerca de mns = 17 × 10−15 g, en-

quanto a massa de uma NP de MnFe2O4 é aproximadamente mMn = 9 × 10−18 g. Dadas as

concentrações de cada amostra (mg de Au ou MnFe2O4 por unidade de volume da amostra),

é possível calcular o número de partículas por unidade de volume da amostra N dividindo a

concentração (g/m3) pela massa de uma única partícula do coloide.

Observe na Figura 4.34 que a área de incidência do laser sobre a cubeta A é aproxima-

damente elíptica (A = πab, com a e b representando, respectivamente, os semi-eixos maior e

menor desse elipse). Por sua vez, a espessura l da cubeta é de 1 mm. Assim, o raio efetivo Ref

que adotaremos será aquele de uma esfera ocupando o mesmo volume de aplicação do laser.

Matematicamente:

Vef = πabl ⇒ 4

3
�πR

3
ef =�πabl ⇒ Ref =

(
3

4
abl

)1/3



CAPÍTULO 4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 88

Figura 4.34: Termográfico de um experimento de hipertermia fototérmica. Primeiro plano: cubeta iluminada por

feixe de laser. Segundo plano: detector óptico (fotocélula) utilizado no monitoramento da potência transmitida.

Tabela 4.1: Comparação dos SLPs ópticos de amostras contendo nanoshells de Au ou NPs de MnFe2O4.

Parâmetro N1 N20 N50 N100 P1-Exp3-1a P1-Exp3-2a P1-Exp3-3a

∆Tmicro [K] 37 15 10 7 13 7 5

c [g/m3] 1620 81 32,4 16,2 990 396 198

N [m−3] 9 × 1016 5 × 1015 2 × 1015 9 × 1014 1 × 1020 5 × 1019 2 × 1019

a [mm] 2 5 4 4 7 6 6

b [mm] 1 3 3 3 7 6 6

Vef [mm3] 6 49 44 29 161 104 111

Ref [mm] 1,2 2,3 2,2 1,9 3,4 2,9 3,0

SLP [kW/g] 20,3 43,6 80,0 140,0 1,4 2,5 3,4

κ = 0, 6 W m−1 Km−1 ρAu = 19300 kg m−3 ρMnFe2O4 = 4850 kg m−3 Dns = 142 nm dns = 105 nm

DMn = 15 nm Vns = 9× 105 nm VMn = 9× 105 nm mns = 17× 10−15 g mMn = 9× 10−18 g

A Tabela 4.1 traz os SLPs ópticos calculados para dois conjuntos de amostras: um primeiro

conjunto contendo nanoshells (N1-N100); e um segundo conjunto contendo NPs de MnFe2O4.

Primeiramente, note que o SLP óptico é da ordem de kW. Além disso, observe que o SLP óptico de

amostras contendo nanoshells é cerca de 10 a 60 vezes maior do que o SLP óptico de amostras contendo

NPs de MnFe2O4. Essa diferença deve-se ao fato de que nanoshells apresentam um pico de

ressonância plasmônica exatamente em torno do comprimento de onda do laser (Figura 4.29),

o mesmo não ocorrendo para amostras contendo NPs de MnFe2O4 (Figura 4.13).

Além disso, observe que quanto maior a concentração, menor o SLP, tanto para os nanoshells

quanto para as NPs de ferrita de Mn. Sabemos que o calor gerado por hipertermia fototérmica

na escala nanométrica Qnano é diretamente proporcional à seção de choque de absorção Cabs

da partícula e à irradiância Ii da luz incidente (equação 2.95): Qnano = CabsIi. Assim, por um

lado, quanto maior a concentração, maior a seção de choque da coleção de partículas como
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um todo e, consequentemente, maior o calor dissipado. Por outro lado, da lei de Beer-Lambert

(equação 2.65), sabemos que a irradiância cai exponencialmente: com o número de partículas

por unidade de volume; com a distância percorrida pelo feixe de luz; e com a seção de choque

de extinção. Assim, a irradiância que chega a seções transversais mais profundas do porta-

amostras é inferior àquela que chega à sua superfície frontal. Para uma dada seção transversal

interna, quanto maior for a concentração da amostra, menor será a irradiância sobre aquela

seção e, consequentemente, menor o calor dissipado. Resultados experimentais a serem apre-

sentados em breve pelo grupo demonstram que existe uma concentração limiar, a partir da

qual o SLP óptico começa a decrescer. Assim, no nosso caso, muito provavelmente escolhemos

concentrações acima desse valor limiar, já que o SLP decresce com a concentração.

SLP magnético

Para o cálculo do SLP magnético, escolhemos duas amostras de controle P2-Exp1-1a e P2-

Exp1-2a já avaliadas anteriormente (Figura 4.10). O volume efetivo considerado é o volume

total da amostra sob a ação do campo magnético (2 mL). A Tabela 4.2 traz os SLPs magnéticos

calculados para essas duas amostras. Primeiramente, observe que o SLP magnético é aproxima-

damente 20 a 45 vezes menor do que o SLP óptico de amostras contendo NPs de ferrita de Mn. Além

disso, o SLP magnético é cerca de 250 a 1800 vezes menor do que o SLP óptico de amostras contendo

nanoshells.

Tabela 4.2: SLPs magnéticos de amostras contendo NPs de MnFe2O4.

Parâmetro P2-Exp1-1a P2-Exp1-2a

∆Tmicro [K] 8 5

c [g/m3] 1980 1160

N [m−3] 2 × 1020 1 × 1020

Vef [mm3] 2000 2000

Ref [mm] 7,8 7,8

SLP [W/g] 79 78

κ = 0, 6 W m−1 Km−1 ρMnFe2O4 = 4850 kg m−3 DMn = 15 nm VMn = 9× 105 nm mMn = 9× 10−18 g

Essa diferença se deve em parte por termos considerado um Vef (e consequentemente um

Ref ) maior para o caso magnético. Entretanto, a diferença deve-se sobretudo: 1) à ressonância

plasmônica apresentada apenas pelos nanoshells nesse comprimento de onda (λ = 808 nm);

2) ao fato de que a hipertermia fototérmica é em geral um processo de geração de calor mais

eficiente do que a hipertermia magnética.
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4.6 Tomografia Computadorizada

A Figura 4.35 traz os resultados de tomografia computadorizada por raios-X (CT) para

diferentes concentrações de amostras contendo: NPs de Au (conjuntos de amostras D, A e R);

nanoshells de Au (N); NPs de MnFe2O4 recobertas por DMSA (S); NPs de MnFe2O4 recobertas

por lisina (L); nanoestruturas ferrita-Au (H). Para cada conjunto de diluições, fizemos um ajuste

linear. A Tabela 4.3 traz as concentrações das diferentes diluições dessas amostras utilizadas no

experimento. Para o conjunto de amostras H, estamos considerando a concentração de ferrita

de Mn. Na medida do possível, preparamos as diluições de forma a permitir a comparação dos

índices HU entre as amostras dentro de uma mesma faixa de concentrações.

Figura 4.35: Índices HU para diferentes concentrações de amostras contendo: NPs de Au (conjuntos de amostras

D, A e R); nanoshells de Au (N); NPs de MnFe2O4 recobertas por DMSA (S); NPs de MnFe2O4 recobertas por lisina

(L); nanoestruturas ferrita-Au (H).

Em geral, o índice HU (uma medida de radiodensidade) cresce com o aumento da con-

centração. Essa tendência pode ser observada para quase todas as amostras analisadas. As

exceções são: as amostras D e A, contendo NPs de Au; e a amostra N, contendo nanoshells

de Au. Para as amostras A e N, o que se observa é um leve decrescimento da radiodensidade

com a concentração. Para a amostra D, o índice permanece aproximadamente constante. Acre-

ditamos que esse decrescimento possa ser resultado de uma perturbação da estabilidade das

amostras provocada pela diluição.
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Tabela 4.3: Concentrações (mg/L) das amostras submetidas à tomografia computadorizada de raios-X (CT).

Amostra I II III IV V VI

D 24 36 47 71 – –

A 38 58 77 115 – –

R 21 42 56 85 113 169

N 27 54 81 108 162 –

S 28 57 79 110 165 –

L 32 60 88 107 161 –

H 64 121 176 215 322 –

A estabilidade das amostras depende de um equilíbrio dinâmico da adsorção-dessorção de

moléculas da camada de cobertura das NPs. Um estado estável é atingido quando uma deter-

minada proporção dessas moléculas está adsorvida, enquanto o restante permanece em solu-

ção. A diluição afeta a concentração das moléculas em solução, não-adsorvidas. Consequentemente, o

equilíbrio é desfeito, o que pode levar à aglomeração e, em alguns casos, à precipitação das NPs. Se ocorre

aglomeração sem precipitação, a radiodensidade da amostra tende a aumentar. Se ocorre pre-

cipitação, apenas parte do material permanece sob a ação dos raios-X, e a radiodensidade da

amostra tende a diminuir.

Destaca-se o comportamento do conjunto de amostras R, o mais estável conjunto de amos-

tras contendo NPs de Au. A inclinação da reta demonstra que R seria um ótimo candidato

a agente de contraste. Em contrapartida, nanoshells mostram-se menos radiodensos, uma vez que

o Au concentra-se apenas na camada externa – a sílica preenche a maior parte do volume dessa

nanoestrutura.

Ao olharmos para as amostras contendo NPs de MnFe2O4 (S, L e H), observamos que a ca-

mada de cobertura não tem influência sobre a radiodensidade. Entretanto, esperávamos que a reta de

H apresentasse uma maior inclinação, devido à presença de NPs de Au. Todavia, o conjunto

de amostras H foi preparado com NPs de Au da amostra DIV – a mais concentrada do con-

junto de amostras D. Como a radiodensidade pouco cresceu para D, é natural que H apresente

aproximadamente a mesma inclinação que S ou L – amostras sem NPs de Au.



Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Dos protocolos de síntese de heteroestruturas à base de nanopartículas de MnFe2O4 e Au

avaliados, o Protocolo 1 parece ser o mais promissor do ponto de vista do recobrimento de NPs

de MnFe2O4 por NPs de Au. Entretanto, devido ao diâmetro reduzido (aproximadamente 3

nm) das NPs de Au nucleadas à superfície das NPs de MnFe2O4 via Protocolo 1, tais hetero-

estruturas seriam pouco radiodensas se comparadas a NPs de Au com diâmetros superiores a

20 nm. São nanoestruturas que respondem a campos magnéticos, podendo ser utilizadas em

terapias térmicas via hipertermia magnética e como agentes de contraste em ressonância mag-

nética. Entretanto, quando comparadas com nanoshells de Au, essas estruturas apresentam

SLP óptico 10 a 60 vezes menor, entre 1 e 5 kW/g. Ainda assim, sabe-se que essa eficiência

térmica é suficiente para atacar metástases.

O Protocolo 2 mostrou-se capaz de oferecer núcleos magnéticos de MnFe2O4 recobertos

por NPs de Au com diâmetros superiores a 3 nm, mas inferiores a 10 nm. Entretanto, o re-

cobrimento do núcleo magnético por NPs de Au foi menos eficiente do que o observado no

Protocolo 1. Assim, o Protocolo 2 o ganho em fototermia e radiodensidade advindo da nucle-

ação de NPs de Au com diâmetros superiores aos obtidos via Protocolo 1 é compensado por

uma perda do ponto de vista de eficiência de recobrimento do núcleo de ferrita.

O Protocolo 3 é capaz de fornecer nanoestruturas ferrita-Au do tipo dumbbell, com NPs de

Au com diâmetros entre 20 e 30 nm. Os resultados revelam acoplamentos bem-sucedidos entre

os núcleos magnéticos (NPs de MnFe2O4) e os núcleos ópticos (NPs de Au) tanto para amostras

submetidas ao laser (λ = 808 nm), quanto para amostras de controle, não-submetidas ao laser.

Acreditamos que uma compreensão teórica mais profunda dos diferentes termos de energia

envolvidos no processo de acoplamento seria necessária para fundamentar as diferentes hipó-

teses levantadas neste texto na tentativa de explicar o fenômeno observado experimentalmente.

92
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O Protocolo 4 também revelou-se capaz de oferecer nanoestruturas ferrita-Au, mas, a exem-

plo dos três primeiros protocolos, em uma proporção muito baixa com relação à totalidade

da amostra. Temos evidências de acoplamentos bem-sucedidos, mas este quarto protocolo

mostrou-se como o de mais difícil reprodutibilidade. Entendemos que um melhor entendi-

mento da dinâmica físico-química das reações peptídicas permitiria uma melhora dos resulta-

dos experimentais.

Concluímos ainda que a camada de cobertura de DMSA parece ser mais indicada do que a

cobertura de citrato de sódio do ponto de vista de favorecimento da nucleação de NPs de Au

à superfície das NPs de MnFe2O4. Além disso, como o SLP óptico mostrou-se muito superior

ao SLP magnético, o laser parece ser uma fonte de energia mais adequada à síntese dessas na-

noestruturas do que o campo magnético, ao menos para as condições experimentais avaliadas

(comprimento de onda do laser λ = 808 nm; campo magnéticoH = 17 mT, f = 333, 8 kHz). Os

resultados de CT sugerem que amostras contendo NPs de Au com diâmetros entre 20 e 30 nm

são boas candidatas a agentes de contraste. Assim, caso conseguíssemos compreender melhor

a mecânica de acoplamento ferrita-Au via Protocolo 3, este seria o protocolo mais indicado para

os nossos fins.

Entendemos que o projeto tenha sido amplo, abrangente e mesmo ousado, considerando-

se o tempo de execução do projeto, as disciplinas a serem obrigatoriamente cursadas nesse

período e o fato de que o grupo começa a dar seus primeiros passos tanto em hipertermia foto-

térmica, quanto no uso de aminoácidos como agentes de síntese de nanoestruturas. Contudo,

os conhecimentos adquiridos ao longo do projeto vão nos permitir fazer escolhas que nos le-

vem ao aprimoramento de um dos protocolos avaliados, de maneira a melhorar o rendimento

do processo e assim obter amostras viáveis do ponto de vista das aplicações clínicas a que

pretendemos atender.
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Apêndice A

Configurações eletrônicas

A.1 Notação Espectroscópica

A chamada notação espectroscópica deve ser entendida da seguinte maneira: 2S+1XJ , com S

representando o momento de spin total do átomo; J = S +L, seu momento angular total; e X ,

uma letra do alfabeto representando o momento orbital total L, segundo a seguinte convenção:

L X

0 S

1 P

2 D

3 F

4 G

Para L > 4, segue-se a ordem alfabética normal. Assim, quando dizemos que o Mn apre-

senta configuração eletrônica [Ar]4s23d5, com notação espectroscópica 6S5/2, as seguintes in-

formações estão implícitas:

• a configuração de camadas mais internas é idêntica à do gás nobre argônio (Ar)

• J = 5/2

• 2S + 1 = 6⇒ S = 5/2

• L = 0
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A.2 Regras de Hund

1. O valor do momento de spin total S deve ser o maior valor permitido pelo princípio

de exclusão de Pauli. Segundo o princípio de exclusão de Pauli, orbitais vazios devem ser

preenchidos antes que orbitais parcialmente ocupados sejam completamente preenchidos

pela inserção de um segundo elétron.

2. O valor do momento orbital total L deve ser o maior valor compatível com o valor de S

obtido pela aplicação da primeira regra.

3. O valor do momento angular total J é igual a

|L− S| se menos da metade da camada estiver ocupada;

L+ S se mais da metade camada estiver ocupada;

S se a metade da camada estiver ocupada (pois L = 0 nesse caso).

A.2.1 Exemplos - Átomos

Ferro

No caso do Fe ([Ar]4s23d6), seu orbital 3d encontra-se parcialmente preenchido por 6 elé-

trons. Para que a primeira regra de Hund seja obedecida, os primeiros 5 elétrons são dispostos

como no esquema abaixo.

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

-2 -1 0 +1 +2

De acordo com a segunda regra de Hund, o último elétron deve ser disposto de maneira

a maximizar o valor de L. Fazemos isso ao emparelhar esse último elétron com o elétron que

ocupa o subnível correspondente a ml = −2.

↑ ↓ ↑ ↑ ↑ ↑

-2 -1 0 +1 +2

Desse modo, avaliando apenas os elétrons que ficaram desemparelhados, obtemos que S =

4× 1
2 = 2 eL = −1+0+1+2 = 2. Como mais da metade do orbital foi preenchida, J = L+S = 4,

de acordo com a terceira regra de Hund.
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Manganês

No caso do Mn ([Ar]4s23d5), há 5 elétrons a serem dispostos em seu orbital 3d. Ao aplicar-

mos a primeira regra, obtemos a seguinte distribuição:

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

-2 -1 0 +1 +2

A menos que a primeira regra seja infringida, não há outro modo dispor esses elétrons de

modo a maximar L. Assim, S = 5 × 1
2 = 5

2 e L = 0. Como exatamente a metade do orbital foi

preenchido, J = S = 5
2 .

Oxigênio

No caso do O ([He]2s22p4), temos 4 elétrons a serem dispostos em seu orbital 2p. Aplicando

as duas primeiras regras de Hund:

↑ ↓ ↑ ↑

-1 0 +1

Nesse caso, S = 2× 1
2 = 1, L = 0 + 1 = 1. Como mais da metade do orbital foi preenchido,

J = L+ S = 2.

Resumo

Z Elemento Configuração Notação S L J

8 O [He]2s22p4 3P2 1 1 2

25 Mn [Ar]4s23d5 6S5/2 5/2 0 5/2

26 Fe [Ar]4s23d6 5D4 2 2 4
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A.2.2 Exemplos - Íons

Na seção anterior, vimos as configurações eletrônicas dos átomos constituintes da ferrita de

Mn (MnFe2O4). Entretanto, sabemos que a ferrita de Mn é um sólido iônico, com estrutura do

tipo espinélio (vide Capítulo 3). Vejamos, portanto, as configurações eletrônicas para os íons

que a constituem.

Íon Fe+3

A camada de valência do Fe comporta apenas o orbital 4s, que está completamente preen-

chido. A remoção desses dois elétrons emparelhados não afeta os valores de S, L e J já calcu-

lados para o Fe. Assim, para o íon Fe+2, S = 2, L = 2 e J = 4. Em notação espectroscópica,
5D4.

Para o íon Fe+3, um terceiro elétron deve ser removido, desta feita do orbital 3d. Para que

a primeira regra de Hund seja obedecida, a extração desse terceiro elétron deve ser como a

seguir:

��↑ ��↓

0

↑ ��↓ ↑ ↑ ↑ ↑

-2 -1 0 +1 +2

Assim, para o íon Fe+3, S = 5
2 , L = 0 e J = 5

2 . Em notação espectroscópica, 6S5/2.

Íon Mn+2

A camada de valência do Mn comporta apenas o orbital 4s, que está completamente pre-

enchido. A remoção desses dois elétrons desemparelhados não afeta os valores de S, L e J já

calculados para o Mn. Assim, para o íon Mn+2, S = 5
2 , L = 0 e J = 5

2 . Em notação espectroscó-

pica, 6S5/2. Note que o Mn+2 apresenta a mesma distribuição eletrônica do Fe+3.

��↑ ��↓

0

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

-2 -1 0 +1 +2
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Íon O−2

A camada de valência do O comporta seus orbitais 2s (completamente preenchido) e 2p

(parcialmente preenchido). Ao ganhar dois elétrons, a configuração eletrônica fica idêntica à

do neônio (Ne), um gás nobre.

↑ ↓

0

↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓

-1 0 +1

Nesse caso, S = L = J = 0. Em notação espectroscópica, 1S0.

Resumo

Z Íon Configuração Notação S L J

6 O−2 [He]2s22p6 1S0 0 0 0

25 Mn+2 [Ar]3d5 6S5/2 5/2 0 5/2

26 Fe+2 [Ar]3d6 5D4 2 2 4

26 Fe+3 [Ar]3d5 6S5/2 5/2 0 5/2



Apêndice B

Fator g de Landé

B.1 Teorema da Projeção

Se ~J representa o momento angular total de um sistema físico isolado, todas as grandezas

físicas associadas a esse sistema giram em torno de ~J – este último sendo um vetor constante.

Em particular, para uma grandeza vetorial ~V , tudo o que sobra após uma média temporal é a

sua projeção ~VJ sobre ~J . Usando notação vetorial,

~VJ = (~V · Ĵ)Ĵ =

(
~V ·

~J

| ~J |

)
~J

| ~J |
=
~V · ~J
~J · ~J

~J =
~V · ~J
~J2

~J (B.1)

Essa é uma interpretação clássica de uma propriedade quântica geralmente conhecida como

teorema da projeção: qualquer que seja o sistema físico em estudo, desde que estejamos conside-

rando apenas estados pertencentes a um mesmo subespaço, podemos assumir que todos os

operadores vetoriais são proporcionais ao operador ~J . Usando operadores,

V =
〈J ·V〉
〈J2〉

J =
〈J ·V〉

h̄2j(j + 1)
J (B.2)
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B.2 Aplicação – Momento Magnético Total

Consideremos uma grandeza vetorial específica. Por exemplo, seja ~µ o vetor momento

magnético total do elétron de um átomo de hidrogênio

~µJ = ~µL + ~µS (B.3)

com ~µL representando o momento magnético orbital, e ~µS o momento magnético de spin

desse elétron. O momento angular total ~J do elétron é

~J = ~L+ ~S (B.4)

onde ~L representa o seu momento angular orbital, e ~S, o seu momento angular de spin.

Considere que esse elétron desenvolve uma órbita circular em torno do núcleo. Sabemos que

cargas elétricas em movimento constituem correntes e que correntes geram campos magnéti-

cos. O momento magnético ~µL associado ao movimento circular desse elétron pode ser escrito

como

~µL = I ~A (B.5)

onde I representa a corrente correspondente ao movimento circular do elétron em torno do

núcleo, e ~A é um vetor normal à área compreendida pela órbita descrita por esse elétron. Supo-

nha, adicionalmente, que essa órbita tenha um raio R e que a velocidade do elétron (tangencial

à órbita) seja constante e tenha módulo igual a v, de modo que o período de oscilação desse

elétron seja T = 2πR/v. Logo, podemos escrever I como sendo

I =
∆q

∆t
=
−e

2πR/v
= − ev

2πR

onde e ≈ 1, 6× 10−19 C representa a carga elétrica elementar. Se escrevermos ~A = An̂, com

A a área do círculo compreendido pela trajetória do elétron, e n̂ um versor normal à mesma, o

momento magnético associado ao movimento circular do elétron em torno do núcleo pode ser

reescrito como

~µL = I ~A = − ev

2�π��R
�πR�

2n̂ = −evR
2
n̂ (B.6)

Multiplicando e dividindo esse resultado pela massa do elétron me, temos que

~µL = −evR
2

me

me
n̂ = − e

2me
mevRn̂ = − e

2me
pRn̂ (B.7)
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onde p = mev representa o módulo do momento linear do elétron. Se a trajetória circular

está no plano xy e orientada em sentido anti-horário, n̂ = ẑ. Nessas condições, usando coorde-

nadas cilíndricas, ~p = pφ̂ e ~r = Rr̂. Assim, ~L = ~r × ~p = Rr̂ × pφ̂ = Rpẑ. Portanto, podemos

reescrever ~µL como

~µL = − e

2me

~L

Note que, para o movimento do elétron em questão, o momento magnético ~µL tem sentido

contrário ao sentido do momento angular ~L.

Multiplicando e dividindo esse resultado por h̄, temos que

~µL = − eh̄

2me

~L

h̄
= −µB

~L

h̄
−→ µL = −µBL (B.8)

com µB = eh̄/2me sendo o magneton de Bohr. Note que L é o operador quântico corres-

pondente ao momento angular orbital ~µL. Observe que, por convenção, ele está expresso em

unidades de h̄.

De forma geral, é possível representar o momento magnético total do elétron como

~µJ = −gµB
~J

h̄
−→ µJ = −gµBJ (B.9)

com g representando o fator g de Landé. Quando se tem apenas a contribuição do momento

angular orbital, ~J = ~L e g = 1, como vimos acima. Entretanto, experimentalmente, verificou-se

que quando se tem apenas a contribuição do momento angular de spin, ~J = ~S e g ≈ 2.

Assim, à luz das considerações anteriores, calculemos g. Aplicando o teorema da projeção

a µJ, temos que

µJ =
〈J · µJ〉
〈J2〉

J =
〈J · (µL + µS)〉

〈J2〉
J =

〈J · (−µBL− 2µBS)〉
〈J2〉

J = −µB
〈J · L + 2J · S〉

〈J2〉
J

Calculemos J · L = L · J e J · S = S · J.

J · L = L · J = L · (L + S) = L · L + L · S = L2 + L · S

J · S = S · J = S · (L + S) = S · L + S · S = S · L + S2

Como S e L comutam, podemos escrever

J2 = J · J = (L + S) · (L + S) = L · L + L · S + S · L + S · S = L2 + S2 + 2S · L
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Assim,

J · L = L2 + L · S = L2 +
J2 − L2 − S2

2
=

J2 + L2 − S2

2

J · S = S · L + S2 =
J2 − L2 − S2

2
+ S2 =

J2 − L2 + S2

2

Portanto,

µJ = − µB
〈J2〉

〈
J2 + L2 − S2

2
+ 2

J2 − L2 + S2

2

〉
J

µJ = − µB
2 〈J2〉

〈
J2 + L2 − S2 + 2J2 − 2L2 + 2S2

〉
J

µJ = −µB
〈
3J2 − L2 + S2

〉
2 〈J2〉

J

µJ = −µB
3��̄h

2J(J + 1)−��̄h2L(L+ 1) +��̄h
2S(S + 1)

2��̄h
2J(J + 1)

J

µJ = −µB
3J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)︸ ︷︷ ︸
g

J (B.10)

Note que g ainda pode ser reescrito da seguinte maneira

g = 1 +
J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)
(B.11)

Observe que g = 1 para o caso em que J = L e S = 0. Analogamente, g = 2 para o caso em

que J = S e L = 0.



Apêndice C

Diamagnetismo

C.1 Lei de Faraday-Lenz

No Apêdice B, supusemos que o elétron de um átomo de hidrogênio desenvolvia uma tra-

jetória circular ao redor do núcleo. Nesta seção, vamos aplicar um campo magnético uniforme

à região em que esse átomo se encontra e avaliar o impacto da ação do campo sobre o movi-

mento do elétron. Mais uma vez, desprezaremos o momento angular intrínseco ou de spin do

elétron – hipótese típica de uma derivação clássica.

Ao aplicarmos um campo magnético ~B = Bẑ à região em que o elétron do Apêndice B

desenvolve uma órbita circular de raio R, com velocidade linear ~v, no sentido anti-horário,

haverá, durante alguns instantes, uma mudança do fluxo magnético ΦB nessa região. Da lei de

Faraday-Lenz,

E =

∮
~E · ~dl = −∂ΦB

∂t
= − ∂

∂t

∫
~B · ~da (C.1)

A mudança de fluxo magnético induz uma força eletromotriz E sobre o elétron. De acordo

com a lei de Lenz, essa força eletromotriz tende a movê-lo num sentido tal que a corrente

associada ao movimento do elétron gera, por sua vez, um campo magnético que se opõe ao

campo que a gerou.

C.2 Precessão de Larmor

A força sentida pelo elétron é uma força de Lorentz. Usando coordenadas cilíndricas, uma

das maneiras pelas quais essa força pode ser calculada é a seguinte

~FL = q(~v × ~B) = −e(vφ̂×Bẑ) = −evBr̂ = evB(−r̂)
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Note que ~FL aponta para o centro da órbita (direção −r̂), atuando, portanto, como força

centrípeta. Escrevendo v = ωR, com ω sendo o módulo da velocidade angular do elétron,

vamos avaliar qual o impacto do campo sobre ω.

∆FL = ∆Fcp

∆(evB) = ∆(meω
2R)

∆(eωRB) = ∆(meω
2R)

e��RB��∆ω = me��R2ω��∆ω

ω =
eB

2me
≡ ωL (C.2)

Essa é a chamada frequência de Larmor. Observe que ela é diretamente proporcional à inten-

sidade do campo magnético externo aplicado.

C.3 Susceptibilidade diamagnética – Derivação clássica

A susceptibilidade magnética de um dado material é definida em termos de sua magnetização

~M face à aplicação de um campo magnético externo ~H .

χ =
∂M

∂H
(C.3)

Assumindo uma resposta linear,

χ =
∆M

∆H
= µ0

∆M

∆B

Se V é o volume ocupado pela amostra do material em questão,

M =
µ

V
⇒ ∆M =

∆µ

V
(C.4)

Uma vez que esta é uma derivação clássica, vamos assumir que ~µ = ~µL. De (B.6) e (C.2),

temos que

µ = −evR
2

⇒ ∆µ = −eR
2

∆v = −eR
2

2
∆ω = −eR

2

2
∆

(
eB

2me

)
= −e

2R2

4me
∆B

Portanto, concluímos que

χ = µ0
∆M

∆B
= µ0

∆µ/V

∆B
⇒ χ = −µ0

V

e2R2

4me
(C.5)
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Materiais que apresentam esse tipo de resposta ao campo de magnetização são ditos diamag-

néticos. Note que χ < 0. Assim, a magnetização de materiais diamagnéticos se dá no sentido

contrário ao sentido do campo externo aplicado.

O raciocínio desta seção foi desenvolvido para um átomo contendo um único elétron, mas

um raciocínio análogo pode ser igualmente desenvolvido para átomos multi-eletrônicos, le-

vando a uma conclusão também análoga à anterior. Isso implica que todos os materiais apre-

sentam comportamento diamagnético em alguma medida. Entretanto, esse comportamento

pode não ser percebido em materiais para os quais outros tipos de resposta magnética são mais

pronunciados – tais como os materiais paramagnéticos e os ferromagnéticos.

C.4 Susceptibilidade diamagnética – Derivação quântica

Nosso ponto de partida será o problema clássico de uma partícula carregada sujeita à ação

de um campo magnético. Como o divergente de ~B é nulo, podemos escrever ~B como o rotaci-

onal de um vetor ~A que chamaremos de potencial vetor magnético.

∇ · ~B = 0 ⇒ ~B = ∇× ~A(~r)

Note que poderíamos ter tomado um outro potencial vetor magnético ~A′ tal que

~A′ = ~A+∇f

com f sendo uma função escalar arbitrária, já que

∇× ~A′ = ∇× ~A+���
���:0

∇× (∇f) ⇒ ~B = ∇× ~A′

Observe que ~B permanece o mesmo com a transformação de ~A → ~A′. Essa transformação

é conhecida como transformação de gauge ou transformação de calibre. Um calibre útil é o calibre de

Coulomb: f é escolhido de maneira que∇ · ~A = 0. Note que, se ~B = Bẑ, mais de uma escolha é

possível para ~A

~A = −Byx̂ ou ~A = Bxŷ ou ~A = −1

2
Byx̂+

1

2
Bxŷ

As três opções atendem à condição imposta pelo calibre de Coulomb: ∇ · ~A = 0. Não é

importante que ~A seja único, porque os efeitos observados são devidos a ~B, não ao potencial

vetor ~A do qual ele é matematicamente derivado. Note que, se ~B = Bẑ, a terceira opção pode

ser convenientemente escrita como

~A =
1

2
~B × ~r = −1

2
Byx̂+

1

2
Bxŷ
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Por outro lado, a Lagrangiana clássica para o problema em questão pode ser escrita da

seguinte maneira

L(~r,~v) =
m~v2

2
+ q~v · ~A(~r)

O momento conjugado, consequentemente, pode ser escrito como

~p = ∇~vL(~r,~v) = m~v + q ~A(~r)

Finalmente, a Hamiltoniana clássica para o problema em questão fica

H(~r, ~p) =
1

2m

(
~p− q ~A

)2
Se a partícula estiver submetida a um potencial V (~r)

H(~r, ~p) =
1

2m

(
~p− q ~A

)2
+ V (~r)

Considerando q = −e e m = me, a Hamiltoniana quântica pode ser escrita como:

H(r,p) =
1

2me
(p + eA)2 + V (r)

=
1

2me

(
p2 + e2A2 + 2ep ·A

)
+ V (r)

=
1

2me
p2︸ ︷︷ ︸

H0

+
e2

2me
A2︸ ︷︷ ︸

H1

+
e

me
p ·A︸ ︷︷ ︸
H2

+ V (r)

C.4.1 Termo Zeeman Orbital

Note queH2 pode ser escrito como:

H2 =
e

me
p ·A =

e

2me
(B× r) · p =

e

2me
B · (r× p) =

e

2me
B · L =

eB

2me
Lz

Ora, sabemos que:

µL = −µB
h̄

L

com µB = eh̄/2me. Lembrando que estamos considerando ~B = Bẑ, temos que:

H2 =
eB

2me
Lz =

µB
h̄
BLz = B ·

(µB
h̄

L
)

= −B · µL ⇒ H2 = −µL ·B

Assim, concluímos queH2 representa o termo Zeeman orbital.
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C.4.2 Contribuição Diamagnética

Vejamos agora que H1 representa uma contribuição diamagnética, podendo nos levar à

derivação da susceptibilidade diamagnética.

H1 =
e2

2me
A2 =

e2

2me

(
1

2
B× r

)2

=
e2

8me
(B× r)2 =

e2

8me
(−Byx +Bxy)2

=
e2

8me
(−Byx +Bxy) · (−Byx +Bxy) =

e2B2

8me

(
x2 + y2

)
Note que

r 2 = r · r = x2 + y2 + z2 −→ r2 = x2 + y2 + z2 ⇒
〈
r2
〉

=
〈
x2 + y2 + z2

〉
=
〈
x2
〉

+
〈
y2
〉

+
〈
z2
〉

Considerando que a simetria do problema é esférica,

〈
x2
〉

=
〈
y2
〉

=
〈
z2
〉

=

〈
r2
〉

3
⇒

〈
x2 + y2

〉
=

2

3

〈
r2
〉

Assim, deduzimos que a energia E1 associada ao termoH1 é, portanto,

〈H1〉 = E1 =
e2B2

8me

2

3

〈
r2
〉

=
e2B2

12me

〈
r2
〉

Consequentemente,

µ = −∂E1
∂B

= − e
2B

6me

〈
r2
〉

Assim, concluímos que

χ =
∂M

∂H
= µ0

∂M

∂B
= µ0

N

V

∂µ

∂B
= µ0n

∂µ

∂B
⇒ χ = −µ0ne

2

6me

〈
r2
〉

(C.6)



Apêndice D

Paramagnetismo

D.1 Magnetização – Função de Brillouin

No Apêndice C, partimos de uma hamiltoniana clássica para o problema do elétron orbi-

tando ao redor do núcleo e sujeito a um campo magnético. Vimos que não aparecem contri-

buições associadas ao spin desse elétron, a não ser que o façamos arbitrariamente. Na Teoria

de Dirac, a contribuição associada ao spin do elétron surge naturalmente. A Hamiltoniana de

Dirac pode ser escrita da seguinte maneira:

H =
h̄2

2me
(p + eA)2 + V︸ ︷︷ ︸

H1

− p4

8m3
ec

2︸ ︷︷ ︸
H2

+
e

me
(∇×A) · S︸ ︷︷ ︸
H3

+
1

2m2
ec

2

1

r

dV

dr
L · S︸ ︷︷ ︸

H4

− 1

4m2
ec

2

dV

dr︸ ︷︷ ︸
H5

Note que a contribuição de spin aparece emH3

H3 =
e

me
(∇×A) · S =

e

me
B · S =

e

me

2h̄

2h̄
B · S =

2µB
h̄

B · S = −B · µS = −µS ·B

Lembre que a contribuição orbital procede deH1. Assim, se ~B = Bẑ,

H′1 =
µBB

h̄
Lz = −µL ·B e H3 = 2

µBB

h̄
Sz = −µS ·B

Somando as duas contribuições

H =
µBB

h̄
(L + 2S) ·B = − (µL + µS) ·B = −µJ ·B = g

µB
h̄

J ·B = g
µBB

h̄
Jz

Portanto,

Ez = 〈H〉 = g
µBB

�̄h
�̄hmJ = gµBBmJ

com mJ = −J, . . . ,+J .
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Por outro lado,

µzJ = −gµB
h̄
Jz −→ εz = 〈µzJ〉 = −gµB

�̄h
�̄hmJ = −gµBmJ (D.1)

com mJ = −J, . . . ,+J . Tomemos, agora, a média estatística de εz para os demais átomos do

material – a qual também será denotada como 〈µzJ〉.

〈µzJ〉 = −gµB
+J∑

mJ=−J
mJP (mJ) (D.2)

com

P (mJ) =
exp (−Ez/kBT )∑
mJ

exp (−Ez/kBT )
=

exp (−gµBBmJ/kBT )∑
mJ

exp (−gµBBmJ/kBT )

Assim,

〈µzJ〉 = gµB

∑
mJ

(−mJ) exp (−gµBBmJ/kBT )∑
mJ

exp (−gµBBmJ/kBT )

Fazendo −mJ −→ m′j , e multiplicando e dividindo o numerador por J , temos que

〈µzJ〉 = gµBJ

∑
m′J

(m′J/J) exp (gµBBm
′
J/kBT )∑

m′J
exp

(
−gµBBm′J/kBT

) = gµBJ
1

v

dv

dx

com

v ≡
∑
m′J

exp
(
xm′J/J

)
e x ≡ gµBBJ

kBT

Fazendo z ≡ exp(x/J)

v =
∑
m′J

zm
′
J = z−J + z−J+1 + . . .+ zJ−1 + z+J = z−J

(
1 + z + z2 + . . .+ z2J

)
= z−JS

Calculando S,

S = 1 + z + z2 + . . .+ z2J

zS = z + z2 + z3 + . . .+ z2J+1

zS − S = z2J+1 − 1

S =
z2J+1 − 1

z − 1

Assim,

v = z−J
(
z2J+1 − 1

z − 1

)
=
z−J

z1/2

(
z2J+1 − 1

z1/2 − z−1/2

)
= z−(J+

1/2)

(
z2J+1 − 1

z1/2 − z−1/2

)
=
zJ+1/2 − z−(J+1/2)

z1/2 − z−1/2
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Como z = exp(x/J),

v =
exp

(
1 + 1

2J

)
− exp

[
−
(
1 + 1

2J

)
x
]

exp
(
x
2J

)
− exp

(
− x

2J

) =
�2 sinh

[(
1 + 1

2J

)
x
]

�2 sinh
(
x
2J

) =
sinh

[(
1 + 1

2J

)
x
]

sinh
(
x
2J

)

v =
sinh

[(
1 + 1

2J

)
x
]

sinh
(
x
2J

)
Além disso, como

d

dx
sinh(ax) =

d

dx

[
exp(ax)− exp(−ax)

2

]
=
a exp(ax) + a exp(−ax)

2
= a cosh(ax)

concluímos que
dv

dx
=

(
1 + 1

2J

)
cosh

[(
1 + 1

2J

)
x
]

sinh
(
x
2J

)
− 1

2J sinh
[(

1 + 1
2J

)
x
]

cosh
(
x
2J

)
sinh2

(
x
2J

)
e que

1

v

dv

dx
=

(
1 +

1

2J

)
cosh

[(
1 + 1

2J

)
x
]

sinh
[(

1 + 1
2J

)
x
] − 1

2J

cosh
(
x
2J

)
sinh

(
x
2J

)
=

(
1 +

1

2J

)
coth

[(
1 +

1

2J

)
x

]
− 1

2J
coth

( x
2J

)
≡ BJ(x)

Onde BJ(x) denota a chamada função de Brillouin. Finalmente,

〈µzJ〉 = gµBJBJ(x) ⇒ Mz = ngµBJBJ(x) com x =
gµBBJ

kBT
(D.3)

Figura D.1: Magnetização (normalizada pela magnetização de saturação a 0 K) em função do parâmetro x para

diferentes valores de J . Note que quando J →∞, função de Brillouin→ função de Langevin.
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D.2 Susceptibilidade – Lei de Curie

Sabe-se que

coth(x) =
1

x
+
x

3
− x3

45
+ . . . ≈ 1

x
+
x

3

para pequenos valores de x. Se fizermos y ≡ 1 + 1
2J ⇒

1
2J = y − 1

BJ(x) ≈ y

(
1

yx
+
yx

3

)
− (y − 1)

[
1

(y − 1)x
+

(y − 1)x

3

]
=
�
��
1

x
+
y2x

3
−
�
��
1

x
− (y − 1)2x

3

=
x

3
(��y

2 − ��y
2 + 2y − 1)

=
x

3
(2y − 1)

Da definição de y, temos que 2y − 1 = 1 + 1
J . Logo,

BJ(x) ≈ x

3

(
1 +

1

J

)
=
x

3

J + 1

J

Portanto, para altas temperaturas,

〈µzJ〉 ≈ gµB�J
x

3

J + 1

�J
=
gµBx(J + 1)

3

Da definição de x, concluímos que, nessas condições

〈µzJ〉 ≈
g2µ2BJ(J + 1)B

3kBT

Consequentemente,

M =
N

V
〈µzJ〉 = n 〈µzJ〉 ≈

ng2µ2BJ(J + 1)B

3kBT

Avaliando, agora, a susceptibilidade magnética χ, temos que

χ =
∂M

∂H
= µ0

∂M

∂B
⇒ χ ≈

µ0ng
2µ2BJ(J + 1)

3kBT
=
C

T
(D.4)

com

C ≡
µ0ng

2µ2BJ(J + 1)

3kB

sendo uma constante característica de cada material. Essa relação de χ com a temperatura

é própria de materiais paramagnéticos, sendo conhecida como Lei de Curie.



Apêndice E

Ferromagnetismo

E.1 Teoria de Campo Molecular Médio

Para explicar a magnetização espontânea apresentada por materiais ferromagnéticos, o fí-

sico francês Pierre-Ernest Weiss (1865-1940) supôs a existência de um campo molecular médio

interno ~Bm, proporcional à magnetização ~M do material,

~Bm = λm ~M

Assim, partindo da Hamiltoniana de Dirac, podemos desenvolver um raciocínio análogo

ao desenvolvido no Apêndice D, considerando desta feita o campo efetivo

~Bef = ~Bext + ~Bm = ~Bext + λm ~M

Dessa forma,

〈µzJ〉 = gµBJBJ(x′) com x′ =
gµBJ (Bext +Bm)

kBT
=
gµBJ (Bext + λmn 〈µzJ〉)

kBT

Para temperaturas relativamente altas e Bext = 0

x′ =
gµBJλmn 〈µzJ〉

kBT
⇒ 〈µzJ〉 =

kBT

gµBJλmn
x′

Por outro lado, é possível fazer a aproximação

BJ(x′) ≈ J + 1

3J
x′ ⇒ 〈µzJ〉 ≈ gµB

J + 1

3
x′
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Portanto, nessas condições, igualando os dois últimos resultados, obtemos que

kBT

gµBJλmn
��x
′ = gµB

J + 1

3
��x
′ ⇒ T ≡ Tc =

g2µ2BJ(J + 1)λmn

3kB
(E.1)

A temperatura Tc é a chamada temperatura crítica de ordenamento ou simplesmente tempera-

tura de Curie. Acima dessa temperatura, o material deixa de se comportar como um ferromag-

neto e passa a se comportar como um paramagneto.

E.2 Lei de Curie-Weiss

Para temperaturas relativamente altas e Bext 6= 0

〈µzJ〉 ≈ gµB�J
(J + 1)

3�J
x′ ⇒ 〈µzJ〉 ≈

g2µ2BJ(J + 1)

3kBT
(Bext + λmn 〈µzJ〉)

onde usamos que Bm = λmM = λmn 〈µzJ〉. Assim,

[
3kBT

g2µ2BJ(J + 1)
− λmn

]
〈µzJ〉 ≈ Bext[

3kBT − λmng2µ2BJ(J + 1)

g2µ2BJ(J + 1)

]
〈µzJ〉 ≈ Bext

〈µzJ〉 ≈
g2µ2BJ(J + 1)

3kB
(
T − λmng2µ2BJ(J + 1)/3kB

)Bext

〈µzJ〉 ≈
g2µ2BJ(J + 1)/3kB

T − λmng2µ2BJ(J + 1)/3kB
Bext

Portanto,

M = n 〈µzJ〉 ≈
ng2µ2BJ(J + 1)/3kB

T − λmng2µ2BJ(J + 1)/3kB
Bext =

µ0ng
2µ2BJ(J + 1)/3kB

T − λmng2µ2BJ(J + 1)/3kB
Hext

onde usamos que Bext = µ0Hext

χ =
∂M

∂Hext
⇒ χ ≈

µ0ng
2µ2BJ(J + 1)/3kB

T − λmng2µ2BJ(J + 1)/3kB
=

C

T −Θc
(E.2)

com

C ≡
µ0ng

2µ2BJ(J + 1)

3kB
e Θc =

λmng
2µ2BJ(J + 1)

3kB
(E.3)

sendo C e Θc constantes características de cada material. Essa relação de χ com a tempera-

tura é própria de materiais ferromagnéticos, sendo conhecida como Lei de Curie-Weiss. Observe

que, na aproximação de campo molecular médio, Tc = Θc.
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Figura E.1: Variação do inverso da susceptibilidade magnética com a temperatura para um paramagneto (Lei de

Curie) e para um ferromagneto (Lei de Curie-Weiss).



Apêndice F

Ferrimagnetismo e

Antiferromagnetismo

F.1 Ferrimagnetismo

Suponha que o material seja composto por duas sub-redes distintas A e B. O número de

átomos ou íons por unidade de volume de cada sub-rede é nA e nB , respectivamente. Vamos

supor que os momentos magnéticos associados aos átomos ou íons da rede A sejam idênticos,

denotados por ~µA, alinhados paralelamente, na direção vertical, apontando para cima. Já os

momentos magnéticos associados aos átomos ou íons da rede B, denotados por ~µB , também

são todos idênticos, alinhados paralelamente, na direção vertical, mas apontam para baixo.

Tanto a sub-rede A quanto a sub-rede B apresentam ordenamento ferromagnético. Entretanto,

µA 6= µB ⇒MA 6= MB . Eventualmente, nA 6= nB . Usando a Teoria de Campo Médio,

~HA = nAA ~MA + nAB ~MB + ~Hext (F.1a)

~HB = nBA ~MA + nBB ~MB + ~Hext (F.1b)

Note que a proporcionalidade entreH eM é estabelecida pelos coeficientes nAA, nAB , nBA e

nBB . Esses coeficientes estão relacionados à interação de troca entre os spins atômicos/iônicos

interagentes. Os coeficientes nAA e nBB correspondem a interações entre segundos vizinhos.

Já nAB e nBA correspondem a interações entre primeiros vizinhos. No caso ferrimagnético,

nAA 6= nBB , mas nAB = nBA.
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F.1.1 Temperatura Crítica de Néel

Acima de uma dada temperatura crítica, cada sub-rede passa a se comportar como um

paramagneto. Nessas condições, ~MA = χA ~HA e ~MB = χB ~HB . Além disso, de acordo com a

Lei de Curie, χA = CA/T e χB = CB/T . Portanto,

~MA =
CA
T

(
nAA ~MA + nAB ~MB + ~Hext

)
(F.2a)

~MB =
CB
T

(
nBA ~MA + nBB ~MB + ~Hext

)
(F.2b)

onde usamos F.1a e F.1b. Além disso, de acordo com E.3,

CA =
µ0nAg

2
Aµ

2
BJA(JA + 1)

3kB
CB =

µ0nBg
2
Bµ

2
BJB(JB + 1)

3kB
(F.3)

Fazendo Hext = 0, chegamos ao seguinte sistema de equações para MA e MB

(
1− CA

T
nAA

)
MA +

(
CA
T
nAB

)
MB = 0 (F.4a)(

−CB
T
nBA

)
MA −

(
1− CB

T
nBB

)
MB = 0 (F.4b)

observe que passamos de uma notação vetorial para uma notação escalar. Como havíamos

suposto ~µA apontando na vertical para cima e ~µB apontando na vertical para baixo, se con-

sideramos o sentido positivo como sendo ŷ, temos que ~µA = µAŷ e ~µB = µB(−ŷ) = −µB ŷ.

Consequentemente, ~MA = MAŷ e ~MB = −MB ŷ. Usando a Regra de Cramer, sabemos que

existem soluções não-triviais para esse sistema desde que

∣∣∣∣∣∣
(

1− CA
T nAA

)
CA
T nAB

−CB
T nBA −

(
1− CB

T nBB

)
∣∣∣∣∣∣ = 0 (F.5)

Logo,

(
1− CA

T
nAA

)(
1− CB

T
nBB

)
−
(
CA
T
nAB

)(
CB
T
nBA

)
= 0

1− CB
T
nBB −

CA
T
nAA +

CACB
T 2

nAAnBB −
CACB
T 2

nABnBA = 0

Fazendo nBA = nAB ,

T 2 − (CAnAA + CBnBB)T +
(
CACBnAAnBB − CACBn2AB

)
= 0



APÊNDICE F. FERRIMAGNETISMO E ANTIFERROMAGNETISMO 118

Portanto,

T =
(CAnAA + CBnBB)±

√
(CAnAA + CBnBB)2 − 4

(
CACBnAAnBB − CACBn2AB

)
2

T ≡ TN =
(CAnAA + CBnBB) +

√
(CAnAA − CBnBB)2 + 4CACBn2AB

2
(F.6)

Essa temperatura é conhecida como Temperatura Crítica de Néel. Acima dela, materiais ferri-

magnéticos passam a apresentar comportamento paramagnético.

F.1.2 Susceptibilidade Ferrimagnética

Para encontrar a susceptibilidade ferrimagnética, é preciso saber como a magnetização do

material ferrimagnético varia com o campo externo. Para tanto, basta repetir os cálculos ante-

riores, considerando agora que Hext 6= 0. O sistema de equações para MA e MB fica

(
1− CA

T
nAA

)
MA +

(
CA
T
nAB

)
MB =

CA
T
Hext (F.7a)(

−CB
T
nBA

)
MA −

(
1− CB

T
nBB

)
MB =

CB
T
Hext

Usando a Regra de Cramer,

MA =

∣∣∣∣∣∣
CA
T Hext

CA
T nAB

CB
T Hext −

(
1− CB

T nBB

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
1− CA

T nAA

)
CA
T nAB

−CB
T nBA −

(
1− CB

T nBB

)
∣∣∣∣∣∣

MB =

∣∣∣∣∣∣
(

1− CA
T nAA

)
CA
T Hext

−CB
T nBA

CB
T Hext

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(

1− CA
T nAA

)
CA
T nAB

−CB
T nBA −

(
1− CB

T nBB

)
∣∣∣∣∣∣

(F.8)

Encontramos que

MA =
CAT + CACB (nAB − nBB)

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− (CAnAB) (CBnBA)
Hext (F.9a)

MB = − CBT + CACB (nBA − nAA)

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− (CAnAB) (CBnBA)
Hext (F.9b)

Uma vez que ~M = ~MA + ~MB ⇒M = MA −MB , encontramos que

M =
(CA + CB)T + CACB (nAB + nBA − nAA − nBB)

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− CACBnABnBA
Hext (F.10)
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Desse modo,

χ =
∂M

∂Hext
=

(CA + CB)T + CACB (nAB + nBA − nAA − nBB)

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− CACBnABnBA
(F.11)

Fazendo nBA = nAB ,

χ =
(CA + CB)T + CACB (2nAB − nAA − nBB)

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− CACBn2AB

1

χ
=

(T − CAnAA) (T − CBnBB)− CACBn2AB
(CA + CB)T + CACB (2nAB − nAA − nBB)

(F.12)

Interpretação Gráfica

É possível reescrever F.12 na seguinte forma

1

χ
=

T − θ
CA + CB

− C ′′

T − θ′
(F.13)

Essa é a expressão de uma reta (primeiro termo à direita) somada à expressão de uma hi-

pérbole (segundo termo). Fatorizando F.13, obtemos que

1

χ
=

(T − θ) (T − θ′)− C ′′ (CA + CB)

(CA + CB) (T − θ′)
=

(T − θ) (T − θ′)− C ′′ (CA + CB)

(CA + CB)T − (CA + CB) θ′
(F.14)

Comparando os denominadores de F.12 e F.14, percebemos que

− (CA + CB) θ′ = CACB (2nAB − nAA − nBB)

θ′ =
CACB
CA + CB

(nAA + nBB − 2nAB) (F.15)

Desenvolvendo o numerador de F.12, obtemos que

T 2 − (CAnAA + CBnBB)T + CACBnAAnBB − CACBn2AB (F.16)

Por outro lado, desenvolvendo o numerador de F.14, temos que

T 2 −
(
θ′ + θ

)
T + θθ′ − C ′′ (CA + CB) (F.17)

Comparando essas duas últimas expressões, concluímos que

θ′ + θ = CAnAA + CBnBB ⇒ θ =
CACB
CA + CB

(2nAB − nAA − nBB) + CAnAA + CBnBB
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Essa expressão para θ pode ser rearranjada da seguinte maneira

θ =
CACB (2nAB − nAA − nBB) + (CA + CB) (CAnAA + CBnBB)

CA + CB

θ =
2CACBnAB −((((((CACBnAA −((((((CACBnBB + C2

AnAA +((((
((CACBnBB +((((

((CACBnAA + C2
BnBB

CA + CB

θ =
2CACBnAB + C2

AnAA + C2
BnBB

CA + CB

θ =
CACB
CA + CB

(
2nAB +

CA
CB

nAA +
CB
CA

nBB

)

θ =
CACB
CA + CB

(
CA
CB

nAA +
CB
CA

nBB + 2nAB

)
(F.18)

Comparando os termos independentes de F.16 e F.17, obtemos que

θθ′ − C ′′ (CA + CB) = CACBnAAnBB − CACBn2AB

C ′′ =
−CACBnAAnBB + CACBn

2
AB + θθ′

CA + CB
(F.19)

Assim, é possível encontrar C ′′ a partir de F.15 e I.53. Comecemos pelo cálculo de θθ′.

θθ′ =
C2
AC

2
B

(CA + CB)2

(
CA
CB

nAA +
CB
CA

nBB + 2nAB

)
(nAA + nBB − 2nAB)

θθ′ =
CACB

(CA + CB)2
(
C2
AnAA + C2

BnBB + 2CACBnAB
)

(nAA + nBB − 2nAB)︸ ︷︷ ︸
z

(F.20)

z ≡
(
C2
AnAA + C2

BnBB + 2CACBnAB
)

(nAA + nBB − 2nAB)

Reescrevendo z, obtemos que

z = C2
An

2
AA + C2

AnAAnBB − 2C2
AnAAnAB + C2

BnAAnBB + C2
Bn

2
BB − 2C2

BnBBnAB

+ 2CACBnAAnAB + 2CACBnBBnAB − 4CACBn
2
AB

Agora, fazemos −4CACBn
2
AB = −2CACBn

2
AB − 2CACBn

2
AB e somamos e subtraímos con-

venientemente alguns termos (última linha) de modo que
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z = C2
An

2
AA + C2

AnAAnBB − 2C2
AnAAnAB + C2

BnAAnBB + C2
Bn

2
BB − 2C2

BnBBnAB

+ 2CACBnAAnAB + 2CACBnBBnAB − 2CACBn
2
AB − 2CACBn

2
AB

+ C2
An

2
AB − C2

An
2
AB + C2

Bn
2
AB − C2

Bn
2
AB + 2CACBnAAnBB − 2CACBnAAnBB

z = C2
A

(
n2AA − 2nAAnAB + n2AB

)
− 2CACB

(
nAAnBB − nAAnAB − nBBnAB + n2AB

)
+ C2

B

(
n2BB − 2nBBnAB + n2AB

)
+ nAAnBB

(
C2
A + 2CACB + C2

B

)
− n2AB

(
C2
A + 2CACB + C2

B

)
z = C2

A (nAA − nAB)2 − 2CACB [nAA (nBB − nAB)− nAB (nBB − nAB)]

+ C2
B (nBB − nAB)2 + nAAnBB (CA + CB)2 − n2AB (CA + CB)2

z = C2
A (nAA − nAB)2 − 2CACB (nAA − nAB) (nBB − nAB) + C2

B (nBB − nAB)2

+ (CA + CB)2
(
nAAnBB − n2AB

)
z = [CA (nAA − nAB)− CB (nBB − nAB)]2 + (CA + CB)2

(
nAAnBB − n2AB

)
(F.21)

Substituindo F.21 em F.20, obtemos que

θθ′ =
CACB

(CA + CB)2
[CA (nAA − nAB)− CB (nBB − nAB)]2 + CACB

(
nAAnBB − n2AB

)
(F.22)

Finalmente, rearranjando F.19 e substituindo F.22 em F.19, encontramos que

C ′′ =
−CACBnAAnBB + CACBn

2
AB + θθ′

CA + CB
=
−CACB

(
nAAnBB − n2AB

)
+ θθ′

CA + CB

C ′′ =
CACB

(CA + CB)3
[CA (nAA − nAB)− CB (nBB − nAB)]2 (F.23)

F.2 Antiferromagnetismo

No caso antiferromagnético, o material também é composto por duas sub-redes A e B com

propriedades ferromagnéticas. Entretanto, nA = nB e µA = µB ⇒ MA = MB . Em notação

vetorial, ~MA = − ~MB ⇒ ~MA + ~MB = ~M = ~0. Assim, abaixo da temperatura crítica de Néel, as

duas sub-redes apresentam magnetização espontânea, mas a magnetização resultante é nula.

As duas sub-redes são equivalentes, de modo que nAA = nBB = n e CA = CB = C/2.
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Para a temperatura crítica de Néel, obtemos de F.6 que

TN =
CnAA +

√
C2n2AB

2

Em geral, C > 0 e nAB < 0, logo

TN =
C (nAA + |nAB|)

2
(F.24)

Para a susceptibilidade antiferromagnética, obtemos de F.22, I.53 e F.19 que

θ′ =
C

2
(n− nAB) θ =

C

2
(n+ nAB) = θp C ′′ = 0⇒ 1

χ
=
T − θp
C

(F.25)

Como em geral |nAB| > |n| e nAB < 0⇒ θp < 0.

F.3 Paramagnetismo e Ferromagnetismo

Se C ′′ = 0 e θ = 0, reencontramos a lei de Curie, caso paramagnético. Se C ′′ = 0 e θ 6= 0,

reencontramos a lei de Curie-Weiss, caso ferromagnético. A Figura F.1 ilustra como o inverso

da susceptibilidade magnética varia para temperaturas acimda da temperatura de Curie para

os diferentes ordenamentos vistos até aqui.

Figura F.1: Variação do inverso da susceptibilidade magnética com a temperatura (T > Tc) para os ordenamentos:

paramagnético, ferromagnético, antiferromagnético e ferrigmagnético.



Apêndice G

Superparamagnetismo

Superparamagnetismo é um fenômeno que aparece em nanopartículas suficientemente pe-

quenas compostas por materiais ferromagnéticos ou ferrimagnéticos. O efeito consiste na flu-

tuação da orientação do momento magnético da partícula por influência da temperatura. O

intervalo de tempo característico entre dois flips (i.e. entre duas mudanças de orientação do

momento magnético da partícula) é chamado tempo de relaxação de Néel. Na ausência de um

campo magnético externo, quando o tempo usado para medir a magnetização das partículas é

muito maior do que o tempo de relaxação de Néel, a magnetização média é nula. Assim, diz-se

que essas nanopartículas estão no regime superparamagnético. Trata-se de um regime dinâmico,

mas não de um estado termodinâmico.

G.1 Relaxação de Néel

O superparamagnetismo ocorre em nanopartículas monodomínio quando o seu volume

(ou diâmetro) está abaixo de um volume crítico, característico de cada material, dado por

Vsp ≈
25kBT

K
(G.1)

com kB representando a constante de Boltzmann; T , a temperatura absoluta; e K, a cons-

tante de anisotropia do material. O valor 25 aparece como uma aproximação comumente aceita

para técnicas de magnetometria padrão, como a magnetometria de amostra vibrante (VSM).

Nessas condições, considera-se que a partícula possua um único momento magnético gigante,

o qual corresponde à soma de todos os momentos magnéticos individuais dos átomos ou íons

que compõem a nanopartícula. Essa é a chamada aproximação de giant spin.

123
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Por conta da anisotropia magnética da nanopartícula, o momento magnético tem apenas

duas orientações estáveis, antiparalelas uma com relação à outra, separadas por uma barreira

de energia. Essas orientações se dão na direção do eixo de magnetização fácil da nanopartíula.

A uma temperatura finita, existe uma probabilidade finita para que a magnetização flipe. O

tempo médio entre dois flips, resultado de flutuações térmicas, é chamado de tempo de relaxação

de Néel τN e é dado pela equação de Néel-Arrhenius

τN = τ0 exp

(
KV

kBT

)
(G.2)

onde τ0 denota um intervalo de tempo da ordem de 10−9 a 10−10 s; V , o volume da na-

nopartícula; e KV , a barreira de energia a ser vencida pela magnetização ao mover-se de sua

direção e sentido iniciais (eixo fácil), atravessando uma direção intermediária (eixo difícil), até

voltar à direção inicial (eixo fácil), mas com um sentido oposto ao sentido inicial.

Esse período de tempo τN pode durar de nanosegundos a anos ou ainda mais tempo. Em

particular, τn pode ser entendido como uma função exponencial dependente do volume do

grão – o que explica porque a probabilidade de inversão da magnetização torna-se rapidamente

desprezível para materiais bulk ou mesmo nanopartículas grandes.

G.2 Temperatura de Bloqueio

Vamos imaginar que a magnetização de uma única nanopartícula superparamagnética é

medida, e vamos definir τm como sendo o tempo de medição. Se τm � τN , a magnetização da

nanopartícula irá flipar várias vezes durante o tempo de medição. Assim, a média da magne-

tização medida será nula. Se τm � τN , a magnetização não terá tempo suficiente para flipar

durante a medição, logo a magnetização medida vai ser a magnetização instantânea, que fi-

gurava no início da medição. O regime da nanopartícula (superparamagnético ou bloqueado)

depende, portanto, do tempo de medida. Por sua vez, τN depende de um balanço entre as

energias KV (anisotropia) e kBT (térmica). A transição entre os regimes superparamagnético e

bloqueado ocorre quando τm = τN . A temperatura para a qual τm = τN é chamada temperatura

de bloqueio TB . De G.2, obtemos que

TB =
KV

kB ln
(
τm
τ0

) (G.3)
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G.3 Magnetização – Função de Langevin

No caso paramagnético, consideramos os valores que os momentos atômicos ou iônicos

individuais podiam assumir, os quais eram valores discretos, quantizados. No caso superpa-

ramagnético, consideraremos os valores que o momento resultante da partícula pode assumir.

Como o momento resultante é a soma das contribuições quantizadas de um grande número de

átomos ou íons, consideraremos que o momento angular total varia continuamente: qualquer

valor entre −J e +J será permitido. O momento magnético total formará um ângulo qualquer

θ com a direção do campo magnético externo ~Hext nesse limite clássico.

A partir D.2 e das considerações anteriores, podemos escrever que

〈µzJ〉 = −gµB
+J∑

mJ=−J
mJP (mJ) −→ 〈µzJ〉 = −gµB

∫ mJ=+J

mJ=−J
mJP (mJ)dmJ

Por outro lado, retomando D.1, sabemos que

µzJ = −gµB
h̄
Jz −→ µz = −gµB

�̄h
�̄hmJ = −gµBmJ

Por sua vez,

P (mJ) =
exp (−Ez/kBT )∫mJ=+J

mJ=−J exp (−Ez/kBT )
=

exp (−gµBmJB/kBT )∫mJ=+J
mJ=−J exp (−gµBmJB/kBT )

já que

Ez = −~µ · ~B = −µzB = gµBmJB

Fazendo a substituição

mJ −→ x
gµBB

kBT
−→ α

temos que

〈µzJ〉 = −gµB

∫ +J
−J xe

−αxdx∫ +J
−J e

−αxdx
= gµB

∫ +J
−J (−x)e−αxdx∫ +J
−J e

−αxdx
(G.4)
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Resolvendo a integral do numerador de G.4 por partes, com y = −x, temos que

∫ +J

−J
(−x)e−αxdx = −

∫ −J
J

yeαydy =

∫ +J

−J
yeαydy (G.5)

= y
eαy

α

∣∣∣∣+J
−J
− 1

α

∫ +J

−J
eαydy (G.6)

= J
eαJ

α
+ J

e−αJ

α
− 1

α

eαy

α

∣∣∣∣+J
−J

(G.7)

= J
eαJ

α
+ J

e−αJ

α
− 1

α

(
eαJ

α
− e−αJ

α

)
(G.8)

=
J

α
cosh(αJ)− 1

α2
sinh(αJ) (G.9)

Resolvendo a integral no denominador de G.4, encontramos que

∫ +J

−J
e−αxdx =

1

α
sinh(αJ) (G.10)

Portanto,

〈µzJ〉 = gµB

J
α cosh(αJ)− 1

α2 sinh(αJ)
1
α sinh(αJ)

= gµBJ
cosh(αJ)

sinh(αJ)
− gµB

1

α
(G.11)

Logo,

〈µzJ〉 = gµBJ

[
coth(αJ)− 1

αJ

]
= µL(αJ) (G.12)

onde L denota a função de Langevin.



Apêndice H

Constante de Hamaker
Em 1937, o holandês Hugo Christiaan Hamaker (1905-1993) publicou um trabalho no qual

ele calcula a interação de London-van der Waals entre duas partículas esféricas em função de

seus diâmetros e da distância que as separa [34]. Segue abaixo esse cálculo em detalhes.

Seja a energia de interação E entre duas partículas contendo q átomos por cm3

E = −
∫
V1

dv1

∫
V2

q2λ

r6
dv2 (H.1)

onde dvi e Vi designam, respectivamente, um elemento de volume e o volume total da

partícula i; r, a distância entre dv1 e dv2; e λ, é a constante de London-van der Waals.

Figura H.1

Consideremos uma esfera de raioR1 e centroO e um ponto P externo a uma distânciaOP =

R. Queremos calcular o elemento de volume dv1 hachurado na Figura H.1. Começaremos

calculando a área da superfície ABC, resultante da interseção entre a esfera em torno do ponto

P e raio r e a esfera em torno de O e raio R1.

Superfície {ABC} =

∫ 2π

0
dϕ

∫ θ0

0
r2 sin θdθ (H.2)
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Pela lei dos cossenos

R2
1 = R2 + r2 − 2rR cos θ0 (H.3)

De (H.2) e (H.3) temos que

Superfície {ABC} =

∫ 2π

0
dϕ

∫ θ0

0
r2 sin θdθ

= 2πr2 [1− cos θ0]

= 2πr2
{

1 +
R2

1 −R2 − r2

2rR

}
= �2πr�

2

{
2rR+R2

1 −R2 − r2

�2�rR

}
= π

r

R

{
R2

1 − (R− r)2
}

(H.4)

Para obter o elemento de volume dv1, basta multiplicar esse resultado por dr. Assim, a

energia potencial de interação entre um átomo situado no ponto P e a esfera de raio R1 pode

ser escrita como

EP = −
∫ R+R1

R−R1

λq

r6
π
r

R

{
R2

1 − (R− r)2
}
dr (H.5)

Figura H.2

Consideremos agora uma segunda esfera de raio R2 (Figura H.2). O mesmo método pode

ser aplicado para o cálculo da energia potencial total de interação entre elas.

E =

∫ C+R2

C−R2

EP qπ
R

C

{
R2

2 − (C −R)2
}
dR

= −π
2q2λ

C

∫ C+R2

C−R2

{
R2

2 − (C −R)2
}
dR

∫ R+R1

R−R1

{
R2

1 − (R− r)2
}

r5
dr︸ ︷︷ ︸

IR1

(H.6)
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H.1 Cálculo de IR1

IR1 =

∫ R+R1

R−R1

{
R2

1 − (R− r)2
}

r5
dr

Calculemos, primeiramente, a integral indefinida

∫ {
R2

1 − (R− r)2
}

r5
= R2

1

∫
1

r5
dr −R2

∫
1

r5
dr + 2R

∫
1

r4
dr −

∫
1

r3
dr + cte

= −R2
1

1

4r4
dr +R2 1

4r4
dr − 2R

1

3r3
dr +

1

2r2
dr + cte

=
−3R2

1 + 3R2 − 8Rr + 6r2

12r4

Calculemos, agora, a integral definida

IR1 =
−3R2

1 + 3R2 − 8R(R+R1) + 6(R+R1)2

12(R+R1)4
− −3R2

1 + 3R2 − 8R(R−R1) + 6(R−R1)2

12(R−R1)4

=
−3R2

1 + 3R2 − 8R2 − 8RR1 + 6R2 + 12RR1 + 6R2
1

12(R+R1)4

− −3R2
1 + 3R2 − 8R2 + 8RR1 + 6R2 − 12RR1 + 6R2

1

12(R−R1)4

=
3R2

1 +R2 + 4RR1

12(R+R1)4
− 3R2

1 +R2 − 4RR1

12(R−R1)4

=
R2

1 + 2RR1 +R2 + 2RR1 + 2R2
1

12(R+R1)4
− R2

1 − 2RR1 +R2 − 2RR1 + 2R2
1

12(R−R1)4

=
(R+R1)2 + 2R1(R+R1)

12(R+R1)4
− (R−R1)2 − 2R1(R−R1)

12(R−R1)4

=
1

12

{
1

(R+R1)2
+

2R1

(R+R1)3
− 1

(R−R1)2
+

2R1

(R−R1)3

}

Assim, substituindo o valor encontrado para IR1 na equação (H.6) temos que

E = −π
2q2λ

C

∫ C+R2

C−R2

{
R2

2 − (C −R)2
}
dR

1

12

{
2R1

(R+R1)3
+

2R1

(R−R1)3
+

1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

}
︸ ︷︷ ︸

IR2

(H.7)
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H.2 Cálculo de IR2

IR2 =

∫ C+R2

C−R2

{
R2

2 − (C −R)2
}
dR

1

12

{
2R1

(R+R1)3
+

2R1

(R−R1)3
+

1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

}

Calculemos, primeiramente, a integral indefinida

IR2 =

∫ {
R2

2 − (C −R)2
}
dR

1

12

{
2R1

(R+R1)3
+

2R1

(R−R1)3
+

1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

}
IR2 =

∫
[R2

2 − C2 + 2CR−R2]
1

12

[
2R1

(R+R1)3
+

2R1

(R−R1)3
+

1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

]
dR

IR2 =
R2

2

12
I0 −

C2

12
I0 +

2C

12
I1 −

1

12
I2

6IR2 =
(R2

2 − C2)

2
I0 + CI1 −

1

2
I2

Onde denotamos

I0 = 2R1

∫
1

(R+R1)3
dR+ 2R1

∫
1

(R−R1)3
dR+

∫
1

(R+R1)2
dR−

∫
1

(R−R1)2
dR

I1 = 2R1

∫
R

(R+R1)3
dR+ 2R1

∫
R

(R−R1)3
dR+

∫
R

(R+R1)2
dR−

∫
R

(R−R1)2
dR

I2 = 2R1

∫
R2

(R+R1)3
dR+ 2R1

∫
R2

(R−R1)3
dR+

∫
R2

(R+R1)2
dR−

∫
R2

(R−R1)2
dR

H.2.1 Rearranjando I0

I0 = 2R1

∫
1

(R+R1)3
dR+ 2R1

∫
1

(R−R1)3
dR+

∫
1

(R+R1)2
dR−

∫
1

(R−R1)2
dR

= 2R1

∫ [
1

(R+R1)3
+

1

(R−R1)3

]
dR︸ ︷︷ ︸

I+3

+

∫ [
1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

]
dR︸ ︷︷ ︸

I−2

I0 = 2R1I
+
3 + I−2
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H.2.2 Rearranjando I1

I1 = 2R1

∫
R

(R+R1)3
dR+ 2R1

∫
R

(R−R1)3
dR+

∫
R

(R+R1)2
dR−

∫
R

(R−R1)2
dR

Rearranjando termo a termo

∫
R

(R+R1)3
dR =

∫
R+R1 −R1

(R+R1)3
dR =

∫
1

(R+R1)2
dR−R1

∫
1

(R+R1)3
dR∫

R

(R−R1)3
dR =

∫
R−R1 +R1

(R−R1)3
dR =

∫
1

(R−R1)2
dR+R1

∫
1

(R−R1)3
dR∫

R

(R+R1)2
dR =

∫
R+R1 −R1

(R+R1)2
dR =

∫
1

(R+R1)
dR−R1

∫
1

(R+R1)2
dR∫

R

(R−R1)2
dR =

∫
R−R1 +R1

(R−R1)2
dR =

∫
1

(R−R1)
dR+R1

∫
1

(R−R1)2
dR

Multiplicando, agora, pelos fatores correspondentes

2R1

∫
R

(R+R1)3
dR = 2R1

∫
1

(R+R1)2
dR− 2R2

1

∫
1

(R+R1)3
dR

2R1

∫
R

(R−R1)3
dR = 2R1

∫
1

(R−R1)2
dR+ 2R2

1

∫
1

(R−R1)3
dR∫

R

(R+R1)2
dR =

∫
1

(R+R1)
dR−R1

∫
1

(R+R1)2
dR

−
∫

R

(R−R1)2
dR = −

∫
1

(R−R1)
dR−R1

∫
1

(R−R1)2
dR

Somando as equações anteriores, temos que

I1 = R1

∫ [
1

(R+R1)2
+

1

(R−R1)2

]
dR︸ ︷︷ ︸

I+2

−2R2
1

∫ [
1

(R+R1)3
− 1

(R−R1)3

]
dR︸ ︷︷ ︸

I−3

+

∫ [
1

(R+R1)
− 1

(R−R1)

]
dR︸ ︷︷ ︸

I−1

I1 = R1I
+
2 − 2R2

1I
−
3 + I−1
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H.2.3 Rearranjando I2

I2 = 2R1

∫
R2

(R+R1)3
dR+ 2R1

∫
R2

(R−R1)3
dR+

∫
R2

(R+R1)2
dR−

∫
R2

(R−R1)2
dR

Rearranjando termo a termo

∫
R2

(R+R1)3
dR =

∫
R2 + 2RR1 +R2

1 − 2RR1 −R2
1

(R+R1)3
dR

=

∫
(R+R1)2 − 2RR1 −R2

1

(R+R1)3
dR

=

∫
1

(R+R1)
dR− 2R1

∫
R

(R+R1)3
dR−R2

1

∫
1

(R+R1)3
dR

=

∫
1

(R+R1)
dR− 2R1

[∫
1

(R+R1)2
dR−R1

∫
1

(R+R1)3
dR

]
−R2

1

∫
1

(R+R1)3
dR

=

∫
1

(R+R1)
dR− 2R1

∫
1

(R+R1)2
dR+R2

1

∫
1

(R+R1)3
dR

∫
R2

(R−R1)3
dR =

∫
R2 − 2RR1 +R2

1 + 2RR1 −R2
1

(R−R1)3
dR

=

∫
(R−R1)2 + 2RR1 −R2

1

(R−R1)3
dR

=

∫
1

(R−R1)
dR+ 2R1

∫
R

(R−R1)3
dR−R2

1

∫
1

(R−R1)3
dR

=

∫
1

(R−R1)
dR+ 2R1

[∫
1

(R−R1)2
dR+R1

∫
1

(R−R1)3
dR

]
−R2

1

∫
1

(R−R1)3
dR

=

∫
1

(R−R1)
dR+ 2R1

∫
1

(R−R1)2
dR+R2

1

∫
1

(R−R1)3
dR

∫
R2

(R+R1)2
dR =

∫
R2 + 2RR1 +R2

1 − 2RR1 −R2
1

(R+R1)2
dR

=

∫
(R+R1)2 − 2RR1 −R2

1

(R+R1)2
dR

=

∫
dR− 2R1

∫
R

(R+R1)2
dR−R2

1

∫
1

(R+R1)2
dR

=

∫
dR− 2R1

[∫
1

(R+R1)
dR−R1

∫
1

(R+R1)2
dR

]
−R2

1

∫
1

(R+R1)2
dR

=

∫
dR− 2R1

∫
1

(R+R1)
dR+R2

1

∫
1

(R+R1)2
dR

∫
R2

(R−R1)2
dR =

∫
R2 − 2RR1 +R2

1 + 2RR1 −R2
1

(R−R1)2
dR

=

∫
(R−R1)2 + 2RR1 −R2

1

(R−R1)2
dR

=

∫
dR+ 2R1

∫
R

(R−R1)2
dR−R2

1

∫
1

(R−R1)2
dR

=

∫
dR+ 2R1

[∫
1

(R−R1)
dR+R1

∫
1

(R−R1)2
dR

]
−R2

1

∫
1

(R−R1)2
dR

=

∫
dR+ 2R1

∫
1

(R−R1)
dR+R2

1

∫
1

(R−R1)2
dR

Multiplicando, agora, pelos fatores correspondentes
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2R1

∫
R2

(R+R1)3
dR = 2R1

∫
1

(R+R1)
dR− 4R2

1

∫
1

(R+R1)2
dR+ 2R3

1

∫
1

(R+R1)3
dR

2R1

∫
R2

(R−R1)3
dR = 2R1

∫
1

(R−R1)
dR+ 4R2

1

∫
1

(R−R1)2
dR+ 2R3

1

∫
1

(R−R1)3
dR∫

R2

(R+R1)2
dR =

∫
dR− 2R1

∫
1

(R+R1)
dR+R2

1

∫
1

(R+R1)2
dR

−
∫

R2

(R−R1)2
dR = −

∫
dR− 2R1

∫
1

(R−R1)
dR−R2

1

∫
1

(R−R1)2
dR

Somando as equações anteriores, temos que

I2 = −3R2
1

∫ [
1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

]
dR︸ ︷︷ ︸

I−2

+2R3
1

∫ [
1

(R+R1)3
+

1

(R−R1)3

]
dR︸ ︷︷ ︸

I+3

I2 = −3R2
1I
−
2 + 2R3

1I
+
3

H.2.4 Cálculo da integral

Reunindo os resultados anteriores, encontramos até agora que

I0 = 2R1I
+
3 + I−2 I1 = R1I

+
2 − 2R2

1I
−
3 + I−1 I2 = −3R2

1I
−
2 + 2R3

1I
+
3

E queremos calcular

6IR2 =
(R2

2 − C2)

2
I0 + CI1 −

1

2
I2

Calculando termo a termo, temos que

(R2
2 − C2)

2
I0 = (R2

2 − C2)R1I
+
3 +

(R2
2 − C2)

2
I−2

CI1 = CR1I
+
2 − 2CR2

1I
−
3 + CI−1

−1

2
I2 =

3R2
1

2
I−2 −R

3
1I

+
3

Logo

6IR2 = I+3
[
(R2

2 − C2)R1 −R3
1

]
+ I−3

[
−2CR2

1

]
+ I+2 [CR1] + I−2

[
(R2

2 − C2) + 3R2
1

2

]
+ I−1 [C]
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Calculando as integrais

I−1 =

∫ [
1

(R+R1)
− 1

(R−R1)

]
dR = ln(R+R1)− ln(R−R1) + cte = ln

(
R+R1

R−R1

)
+ cte

I−2 =

∫ [
1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

]
dR = − 1

(R+R1)
+

1

(R−R1)
+ cte

I+2 =

∫ [
1

(R+R1)2
+

1

(R−R1)2

]
dR = − 1

(R+R1)
− 1

(R−R1)
+ cte

I−3 =

∫ [
1

(R+R1)3
− 1

(R−R1)3

]
dR = −1

2

1

(R+R1)2
+

1

2

1

(R−R1)2
+ cte

I+3 =

∫ [
1

(R+R1)3
+

1

(R−R1)3

]
dR = −1

2

1

(R+R1)2
− 1

2

1

(R−R1)2
+ cte

Usando os resultados anteriores, temos que

6IR2 =

[
−1

2

1

(R+R1)2
− 1

2

1

(R−R1)2

] [
(R2

2 − C2)R1 −R3
1

]
+

[
−1

2

1

(R+R1)2
+

1

2

1

(R−R1)2

] [
−2CR2

1

]
+

[
− 1

(R+R1)
− 1

(R−R1)

]
[CR1]

+

[
− 1

(R+R1)
+

1

(R−R1)

] [
(R2

2 − C2) + 3R2
1

2

]
+

[
ln

(
R+R1

R−R1

)]
[C]

+ cte

6IR2
=

[
1

(R+R1)2
+

1

(R−R1)2

] [
R3

1 − (R2
2 − C2)R1

2

]
+

[
1

(R+R1)2
− 1

(R−R1)2

] [
CR2

1

]
+

[
1

(R+R1)
+

1

(R−R1)

]
[−CR1]

+

[
1

(R+R1)
− 1

(R−R1)

] [
−(R2

2 − C2)− 3R2
1

2

]
+ C ln

(
R+R1

R−R1

)
+ cte
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6IR2
=

1

(R+R1)2

[
R3

1 − (R2
2 − C2)R1 + 2CR2

1

2

]
+

1

(R−R1)2

[
R3

1 − (R2
2 − C2)R1 − 2CR2

1

2

]
+

1

(R+R1)

[
−2CR1 − (R2

2 − C2)− 3R2
1

2

]
+

1

(R−R1)

[
−2CR1 + (R2

2 − C2) + 3R2
1

2

]
+ C ln

(
R+R1

R−R1

)
+ cte

12IR2
=

R1

(R+R1)2
[
R2

1 −R2
2 + C2 + 2CR1

]
+

R1

(R−R1)2
[
R2

1 −R2
2 + C2 − 2CR1

]
+

1

(R+R1)

[
−2CR1 −R2

2 + C2 − 3R2
1

]
+

1

(R−R1)

[
−2CR1 +R2

2 − C2 + 3R2
1

]
+ 2C ln

(
R+R1

R−R1

)
+ cte

12IR2
=

R1

(R+R1)2
[
(C +R1)2 −R2

2

]
+

R1

(R−R1)2
[
(C −R1)2 −R2

2

]
+

1

(R+R1)

[
(C −R1)2 −R2

2 − 4R2
1

]
− 1

(R−R1)

[
(C +R1)2 −R2

2 − 4R2
1

]
+ 2C ln

(
R+R1

R−R1

)
+ cte

12IR2
=

R1[(C +R1) +R2][(C +R1)−R2]

(R+R1)2
+
R1[(C −R1) +R2][(C −R1)−R2]

(R−R1)2

+
[(C −R1) +R2][(C −R1)−R2]− 4R2

1

(R+R1)
+

4R2
1 − [(C +R1) +R2][(C +R1)−R2]

(R−R1)

+ 2C ln

(
R+R1

R−R1

)
+ cte

12IR2
=

R1[C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

(R+R1)2
+
R1[C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]

(R−R1)2

+
[C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]− 4R2

1

(R+R1)
+

4R2
1 − [C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

(R−R1)

+ 2C ln

(
R+R1

R−R1

)
+ cte

Avaliando agora nos limites de integração

12IR2
=

R1[C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

(C +R2 +R1)2
− R1[C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

(C −R2 +R1)2

+
R1[C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]

(C +R2 −R1)2
− R1[C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]

(C −R2 −R1)2

+
[C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]− 4R2

1

(C +R2 +R1)
− [C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]− 4R2

1

(C −R2 +R1)

+
4R2

1 − [C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

(C +R2 −R1)
− 4R2

1 − [C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

(C −R2 −R1)

+ 2C

[
ln

(
C +R2 +R1

C +R2 −R1

)
− ln

(
C −R2 +R1

C −R2 −R1

)]
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12IR2 =
R1((((

(((([C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

[C + (R1 +R2)]�2
− R1[C + (R1 +R2)]((((

(((([C + (R1 −R2)]

[C + (R1 −R2)]�2

+
R1((((

(((([C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]

[C − (R1 −R2)]�2
− R1[C − (R1 −R2)]((((

(((([C − (R1 +R2)]

[C − (R1 +R2)]�2

+
[C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]− 4R2

1

[C + (R1 +R2)]
− [C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]− 4R2

1

[C + (R1 −R2)]

+
4R2

1 − [C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

[C − (R1 −R2)]
− 4R2

1 − [C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

[C − (R1 +R2)]

+ 2C

[
ln

(
(C +R2 +R1)(C −R2 −R1)

(C +R2 −R1)(C −R2 +R1)

)]

12IR2 =
R1[C + (R1 −R2)] + [C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]− 4R2

1

C + (R1 +R2)

+
4R2

1 − [C − (R1 −R2)][C − (R1 +R2)]−R1[C + (R1 +R2)]

C + (R1 −R2)

+
R1[C − (R1 +R2)] + 4R2

1 − [C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]

C − (R1 −R2)

+
[C + (R1 +R2)][C + (R1 −R2)]− 4R2

1 −R1[C − (R1 −R2)]

C − (R1 +R2)

+ 2C

[
ln

(
(C + (R1 +R2))(C − (R1 +R2))

(C + (R1 −R2))(C − (R1 −R2))

)]

12IR2
=

C2 − CR1 − 2R2
1 −R1R2 −R2

2

C + (R1 +R2)
+

(−C2 + CR1 + 2R2
1 −R1R2 +R2

2)

C + (R1 −R2)

+
(−C2 − CR1 + 2R2

1 −R1R2 +R2
2)

C − (R1 −R2)
+
C2 + CR1 − 2R2

1 −R1R2 −R2
2

C − (R1 +R2)

+ 2C

[
ln

(
C2 − (R1 +R2)2

C2 − (R1 −R2)2

)]

12IR2 =
2C3 − 2CR2

1 − 2CR2
2

[C + (R1 +R2)][C − (R1 +R2)]
+

−2C3 + 2CR2
1 + 2CR2

2

[C + (R1 −R2)][C − (R1 −R2)]
+ 2C

[
ln

(
C2 − (R1 +R2)2

C2 − (R1 −R2)2

)]

12IR2 = 2C

{
C2 −R2

1 −R2
2

C2 − (R1 +R2)2
− C2 −R2

1 −R2
2

C2 − (R1 −R2)2
+ ln

(
C2 − (R1 +R2)2

C2 − (R1 −R2)2

)}

IR2 =
C

6

{
C2 − (R1 +R2)2 + 2R1R2

C2 − (R1 +R2)2
− C2 − (R1 −R2)2 − 2R1R2

C2 − (R1 −R2)2
+ ln

(
C2 − (R1 +R2)2

C2 − (R1 −R2)2

)}

IR2 =
C

6

{
�1 +

2R1R2

C2 − (R1 +R2)2
− �1 +

2R1R2

C2 − (R1 −R2)2
+ ln

(
C2 − (R1 +R2)2

C2 − (R1 −R2)2

)}

IR2
=
C

6

{
2R1R2

C2 − (R1 +R2)2
+

2R1R2

C2 − (R1 −R2)2
+ ln

(
C2 − (R1 +R2)2

C2 − (R1 −R2)2

)}
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Assim, substituindo o valor encontrado para IR2 na equação (H.7) temos que

E = −π
2q2λ

6

{
2R1R2

C2 − (R1 +R2)2
+

2R1R2

C2 − (R1 −R2)2
+ ln

(
C2 − (R1 +R2)

2

C2 − (R1 −R2)2

)}
(H.8)

Para o caso específico em que R1 = R2 = R

E = −π
2q2λ

6

{
2R2

C2 − (2R)2
+

2R2

C2
+ ln

(
C2 − (2R)2

C2

)}
(H.9)

Denotando o diâmetro comum às duas esferas como D = 2R

E = −π
2q2λ

12

{
D2

C2 −D2
+
D2

C2
+ 2 ln

(
C2 −D2

C2

)}
Em geral, denota-se

A = π2q2λ (H.10)

com A sendo conhecido como coeficiente de Hamaker ou constante de Hamaker.

Caso as esferas sejam constituídas de materiais 1 e 2 distintos

A = π2q1q2λ12 (H.11)

Considerações adicionais levaram Hamaker a concluir que, caso as esferas estejam imersas

em um fluido e sejam compostas por um mesmo material, a constante A será positiva e a

força de interação de London-van der Walls entre elas será sempre atrativa – desconsiderados,

evidentemente, outros tipos de interação. Caso sejam compostas por materiais distintos, a força

de interação resultante entre as esferas pode ser repulsiva.



Apêndice I

Modelo de Mie

I.1 Equações de onda vetoriais

Na ausência de fontes, as equações de Maxwell para meios materiais ficam:

∇ · ~E = 0 (I.1)

∇ · ~H = 0 (I.2)

∇× ~E = −µ∂
~H

∂t
(I.3)

∇× ~H = σ ~E + ε
∂ ~E

∂t
(I.4)

Assumindo ~E e ~H harmônicos no tempo:

~E(t) = ~Ee−iωt ~H(t) = ~He−iωt (I.5)

as equações de Maxwell podem ser reescritas da seguinte maneira:

∇ · ~E = 0 (I.6)

∇ · ~H = 0 (I.7)

∇× ~E = iωµ ~H (I.8)

∇× ~H = −iωεc ~E (I.9)

com εc sendo a permissividade elétrica complexa do meio, dada por:

εc = ε+ i
σ

ω
= εrε0 + i

σ

ω
= (1 + χe)ε0 + i

σ

ω
(I.10)

onde χe representa a susceptibilidade elétrica do meio; e εr = ε/ε0 a permeabilidade elétrica

relativa do meio. Sabendo que:

∇× (∇× ~F ) = ∇(∇ · ~F )−∇2 ~F (I.11)

138
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Temos que:

∇× (∇× ~E) = ∇(��
��*0

∇ · ~E)−∇2 ~E = iωµ(∇× ~H) (I.12)

∇× (∇× ~H) = ∇(��
��:0

∇ · ~H)−∇2 ~H = −iωεc(∇× ~E) (I.13)

Ou seja:

−∇2 ~E = iωµ(−iωεc ~E) = ω2µεc ~E (I.14)

−∇2 ~H = −iωεc(iωµ ~H) = ω2µεc ~H (I.15)

Portanto, para um meio linear, isotrópico e homogêneo, ~E e ~H (e suas respectivas corres-

pondentes reais) satisfazem equações de Helmholtz:

∇2 ~E + k2 ~E = 0 ∇2 ~H + k2 ~H = 0 (I.16)

com k2 = ω2µεc. Generalizando os resultados desta seção, estamos em busca de soluções

para uma equação de onda vetorial do tipo:

∇2 ~M + k2 ~M = 0 (I.17)

com ~M = ~E ou ~M = ~H .

I.2 Equações de onda escalares

Seja ψ um campo escalar, ~c um vetor constante arbitrário e ~M um campo vetorial tal que:

~M = ∇× (~cψ) (I.18)

Como o divergente do rotacional de qualquer função vetorial é nulo:

∇ · ~M = ∇ · (∇× (~cψ)) = 0 (I.19)

Usando a identidade vetorial:

∇× ( ~Aψ) = ψ(∇× ~A) +∇ψ × ~A (I.20)

com ~A = ~c, encontramos que:

~M = ∇× (~cψ) = ψ(���
�:0∇× ~c) +∇ψ × ~c = −~c×∇ψ (I.21)

Calculemos, agora, o rotacional de ~M :

∇× ~M = ∇× (−~c×∇ψ) = −∇× (~c×∇ψ) (I.22)
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Usando a identidade vetorial:

∇× ( ~A× ~B) = ~A(∇ · ~B)− ~B(∇ · ~A) + ( ~B · ∇) ~A− ( ~A · ∇) ~B (I.23)

com ~A = ~c e ~B = ∇ψ, encontramos que:

∇× ~M = −∇× (~c×∇ψ)

= −
[
~c(∇ · ∇ψ)−∇ψ(���:

0∇ · ~c) +���
���:0

(∇ψ · ∇)~c− (~c · ∇)∇ψ
]

= −
[
~c(∇2ψ)− (~c · ∇)∇ψ

]
(I.24)

Usando, agora, a identidade vetorial:

∇( ~A · ~B) = ~A× (∇× ~B) + ~B × (∇× ~A) + ( ~B · ∇) ~A+ ( ~A · ∇) ~B (I.25)

novamente com ~A = ~c e ~B = ∇ψ, encontramos que:

∇(~c · ∇ψ) = ~c× (���
��:0

∇×∇ψ) +∇ψ × (���
�:0∇× ~c) +���

���:0
(∇ψ · ∇)~c+ (~c · ∇)∇ψ

= (~c · ∇)∇ψ (I.26)

Logo,

∇× ~M = −
[
~c(∇2ψ)−∇(~c · ∇ψ)

]
(I.27)

Sabendo que:

∇× (∇× ~M) = ∇(��
��:0

∇ · ~M)−∇2 ~M (I.28)

Encontramos que:

∇2 ~M = ∇× ~c(∇2ψ)−
��

���
���:

0
∇×∇(~c · ∇ψ) (I.29)

= ∇× ~c(∇2ψ) (I.30)

Somando k2 ~M = k2∇× (~cψ) = ∇× (~ck2ψ) a ambos os lados da igualdade anterior:

∇2 ~M + k2 ~M = ∇×
[
~c(∇2ψ) + ~ck2ψ

]
(I.31)

= ∇×
[
~c
(
∇2ψ + k2ψ

)]
(I.32)

Assim, ~M satisfaz a equação de onda vetorial a que chegamos ao final da seção anterior, se

ψ é solução da equação de onda escalar:

∇2ψ + k2ψ = 0 (I.33)

A partir de ~M , podemos construir o vetor ~N tal que:

~N =
∇× ~M

k
(I.34)
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Note que:

∇ · ~N =
∇ · (∇× ~M)

k
= 0 (I.35)

Além disso:

∇2 ~N + k2 ~N = ∇2

(
∇× ~M

k

)
+ k2

(
∇× ~M

k

)
(I.36)

=
1

k

[
∇×

(
∇2 ~M + k2 ~M

)]
(I.37)

= 0 (I.38)

Usando resultados anteriores, temos também que:

∇× ~N =
1

k

[
∇× (∇× ~M)

]
=

1

k

[
(��

��:0
∇ · ~M)−∇2 ~M

]
=

1

k

[
k2 ~M

]
= k ~M (I.39)

Portanto, ~M e ~N têm todas as propriedades necessárias para que possam representar cam-

pos eletromagnéticos: 1) satisfazem a equação de onda vetorial; 2) possuem divergente nulo;

3) o rotacional de ~M é proporcional a ~N , e o rotacional de ~N é proporcional a ~M .

Assim, o problema inicial (encontrar soluções para as equações de campo vetoriais) reduz-

se ao problema (relativamente mais simples) de encontrar soluções para uma equação de onda

escalar. A função ψ é chamada função geratriz ou função geradora dos vetores harmônicos ~M e ~N .

O vetor ~c é por vezes chamado vetor guia ou vetor piloto.

I.3 Resolução da equação de onda escalar

A escolha de ψ é ditada por alguma simetria do problema. No caso, como estamos interes-

sados no espalhamento de radiação eletromagnética por uma esfera, escolheremos funções ψ

que satisfaçam a equação de onda escalar em coordenadas esféricas (r, θ, φ) e ~c = ~r. Assim,

~M = ∇× (~rψ) (I.40)

Em coordenadas esféricas, a equação de onda escalar fica:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
+ k2ψ = 0 (I.41)

Usando o método de separação de variáveis, buscaremos soluções do tipo:

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ) (I.42)

Substituinto I.42 em I.41 obtemos:

ΘΦ

r2
d

dr

(
r2
dR

r

)
+

RΦ

r2 sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

RΘ

r2 sin2 θ

d2Φ

dφ2
+ k2RΘΦ = 0 (I.43)
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Multiplicando a equação acima por r2 sin2 θ/RΘΦ:

sin2 θ

R

d

dr

(
r2
dR

r

)
+

sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ k2r2 sin2 θ︸ ︷︷ ︸

m2

+
1

Φ

d2Φ

dφ2︸ ︷︷ ︸
−m2

= 0 (I.44)

sendo m > 0 uma constante de separação. Para a dependência em φ, obtemos:

1

Φ

d2Φ

dφ2
= −m2 ⇒ d2Φ

dφ2
+m2Φ = 0 (I.45)

E nos resta:

sin2 θ

R

d

dr

(
r2
dR

r

)
+

sin θ

Θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ k2r2 sin2 θ = m2 (I.46)

Dividindo por a equação acima por sin2 θ, encontramos que:

1

R

d

dr

(
r2
dR

r

)
+ k2r2︸ ︷︷ ︸

n(n+ 1)

+
1

Θ sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
− m2

sin2 θ︸ ︷︷ ︸
−n(n+ 1)

= 0 (I.47)

Para a dependência em θ, obtemos:

1

Θ sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
− m2

sin2 θ
= −n(n+ 1) (I.48)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2 θ

]
Θ = 0 (I.49)

Para a dependência em r, obtemos:

1

R

d

dr

(
r2
dR

r

)
+ k2r2 = n(n+ 1) (I.50)

d

dr

(
r2
dR

r

)
+
[
k2r2 − n(n+ 1)

]
R = 0 (I.51)
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Em resumo:

d2Φ

dφ2
+m2Φ = 0 (I.52)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2 θ

]
Θ = 0 (I.53)

d

dr

(
r2
dR

dr

)
+
[
k2r2 − n(n+ 1)

]
R = 0 (I.54)

I.3.1 Solução da equação em φ

A solução para a equação em φ é conhecida:

Φ(φ) = exp(±imφ) ou Φe(φ) = cosmφ Φo(φ) = sinmφ (I.55)

com o índice e denotanto as soluções pares; e o índice o, as soluções ímpares.

I.3.2 Solução da equação em θ

Seja x = cos θ. Temos que:

sin θ =
√

1− cos2 θ =
√

1− x2 (I.56)
d

dθ
=

d

dx

dx

dθ
= − sin θ

d

dx
(I.57)

Assim:

1

sin θ

d

dθ
=

1

sin θ

(
− sin θ

d

dx

)
= − d

dx
(I.58)

sin θ
d

dθ
= sin θ

(
− sin θ

d

dx

)
= − sin2 θ

d

dx
= −(1− x2) d

dx
(I.59)

Substituindo em I.53:

d

dx

[
(1− x2)dΘ

dx

]
+

[
n(n+ 1)− m2

1− x2

]
Θ = 0 (I.60)

A equação I.60 é chamada equação generalizada de Legendre. As soluções de I.60 são as cha-

madas funções associadas de Legendre Pmn (x) = Pmn (cos θ) de grau n e ordem m. Para o caso

especial em que m é nulo1, tais funções são denominadas polinômios de Legendre e denotadas

Pn(x) = Pn(cos θ). Para m > 0:

Pmn (x) = (1− x2)m/2 d
m

dxm
Pn(x) ⇒ Θ(θ) = Pmn (cos θ) (I.61)

1Isto é, quando o problema apresenta simetria azimutal, uma vez que a solução ψ = R(r)Θ(θ)Φ(φ) não irá

depender de φ (já que Φ(φ) = exp(±i��* 0
mφ) = 1)
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I.3.3 Solução da equação em r

Introduzindo as variáveis ρ = kr e Z = R
√
ρ, temos que:

r = ρ/k (I.62)

dρ = kdr ⇒ dr = dρ/k (I.63)

R = Z/
√
ρ = Zρ−1/2 (I.64)

Substituindo em I.54, obtemos que:

d

d(ρ/�k)

[
ρ2

��k
2

d

d(ρ/�k)

(
Zρ−1/2

)]
+

[
��k
2 ρ

2

��k
2
− n(n+ 1)

]
Zρ−1/2 = 0

d

dρ

[
ρ2

d

dρ

(
Zρ−1/2

)]
+
[
ρ2 − n(n+ 1)

]
Zρ−1/2 = 0

d

dρ

[
ρ2
(
dZ

dρ
ρ−1/2 − Z 1

2
ρ−3/2

)]
+
[
ρ2 − n(n+ 1)

]
Zρ−1/2 = 0

d

dρ

(
dZ

dρ
ρ3/2 − Z 1

2
ρ1/2

)
+
[
ρ2 − n(n+ 1)

]
Zρ−1/2 = 0

d2Z

dρ2
ρ3/2 +

dZ

dρ

3

2
ρ1/2 − dZ

dρ

1

2
ρ1/2 − Z 1

4
ρ−1/2 +

[
ρ2 − n(n+ 1)

]
Zρ−1/2 = 0

d2Z

dρ2
ρ3/2 +

dZ

dρ
ρ1/2 +

[
ρ2 − n(n+ 1)− 1

4

]
Zρ−1/2 = 0

d2Z

dρ2
ρ2 +

dZ

dρ
ρ+

[
ρ2 − n2 − n− 1

4

]
Z = 0

d2Z

dρ2
ρ2 +

dZ

dρ
ρ+

[
ρ2 − (n2 + n+

1

4
)

]
Z = 0

ρ2
d2Z

dρ2
+ ρ

dZ

dρ
+

[
ρ2 −

(
n+

1

2

)2
]
Z = 0

A equação

x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+
[
x2 − ν2

]
y = 0 (I.65)

é denominada equação de Bessel e as soluções linearmente dependentes de I.65 são as chama-

das funções de Bessel de primeiro e segundo tipo Jν e Yν , respectivamente. O número complexo

ν é a ordem da função de Bessel associada. No nosso caso, ν é semi-inteiro, ν = n+ 1/2. Conse-

quentemente, as soluções em r são as chamadas funções esféricas de Bessel

jn(ρ) =

√
π

2ρ
Jn+ 1

2
(ρ) yn(ρ) =

√
π

2ρ
Yn+ 1

2
(ρ) (I.66)

com o fator
√
π/2 introduzido por conveniência.
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Note ainda que I.65 pode ser reescrita como:

ρ

(
d2Z

dρ2
ρ+

dZ

dρ

)
+

[
ρ2 −

(
n+

1

2

)2
]
Z = 0 (I.67)

ρ
d

dρ

(
ρ
dZ

dρ

)
+

[
ρ2 −

(
n+

1

2

)2
]
Z = 0 (I.68)

I.3.4 Solução final da equação de onda escalar

Reunindo os resultados anteriores, as soluções para I.42 são:

ψemn = cos(mφ)Pmn (cos θ)zn(kr) ψomn = sin(mφ)Pmn (cos θ)zn(kr) (I.69)

Onde zn representa qualquer uma das funções esféricas de Bessel jn, yn, h(1)n ou h
(2)
n . As

funções h(1)n e h(2)n são denominadas funções esféricas de Bessel de terceiro tipo ou funções esféricas

de Hankel e definidas por:

h(1)n (ρ) = jn(ρ) + iyn(ρ) (I.70)

h(2)n (ρ) = jn(ρ)− iyn(ρ) (I.71)

I.4 Resolução da equação de onda vetorial

Uma vez encontradas as funções ψ, podemos encontrar os campos ~M e ~N :

~Memn = ∇× (~rψemn) ~Momn = ∇× (~rψomn) (I.72)

~Nemn =
∇× ~Memn

k
~Nomn =

∇× ~Momn

k
(I.73)

Ora, o rotacional em coordenadas esféricas é dado por :

∇× ~F =
1

r sin θ

[
∂

∂θ
(Fφ sin θ)− ∂Fθ

∂φ

]
r̂ +

1

r

[
1

sin θ

∂Fr
∂φ
− ∂(rFφ)

∂r

]
θ̂ +

1

r

[
∂(rFθ)

∂r
− ∂Fr

∂θ

]
φ̂ (I.74)

Logo,

~Memn = ∇× (~rψemn) = ∇× (ψemnrr̂)

= ∇× [cos(mφ)Pmn (cos θ)rzn(kr)r̂]

=
1

r

[
− 1

sin θ
m sin(mφ)Pmn (cos θ)rzn(kr)

]
θ̂ +

1

r

[
− cos(mφ)

dPmn (cos θ)

dθ
rzn(kr)

]
φ̂

= −m sin(mφ)
Pmn (cos θ)

sin θ
zn(kr)θ̂ − cos(mφ)

dPmn (cos θ)

dθ
zn(kr)φ̂ (I.75)
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~Momn = ∇× (~rψomn) = ∇× (ψomnrr̂)

= ∇× [sin(mφ)Pmn (cos θ)rzn(kr)r̂]

=
1

r

[
1

sin θ
m cos(mφ)Pmn (cos θ)rzn(kr)

]
θ̂ +

1

r

[
− sin(mφ)

dPmn (cos θ)

dθ
rzn(kr)

]
φ̂

= m cos(mφ)
Pmn (cos θ)

sin θ
zn(kr)θ̂ − sin(mφ)

dPmn (cos θ)

dθ
zn(kr)φ̂ (I.76)

~Nemn =
∇× ~Memn

k

=
1

k
∇×

[
−m sin(mφ)

Pmn (cos θ)

sin θ
zn(kr)θ̂ − cos(mφ)

dPmn (cos θ)

dθ
zn(kr)φ̂

]
=

zn(ρ)

ρ
cos(mφ)n(n+ 1)Pmn (cos θ)r̂

+ cos(mφ)
dPmn (cos θ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]θ̂

− m sin(mφ)
Pmn (cos θ)

sin θ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]φ̂ (I.77)

~Nomn =
∇× ~Momn

k

=
1

k
∇×

[
m cos(mφ)

Pmn (cos θ)

sin θ
zn(kr)θ̂ − sin(mφ)

dPmn (cos θ)

dθ
zn(kr)φ̂

]
=

zn(ρ)

ρ
sin(mφ)n(n+ 1)Pmn (cos θ)r̂

+ sin(mφ)
dPmn (cos θ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]θ̂

+ m cos(mφ)
Pmn (cos θ)

sin θ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)]φ̂ (I.78)

Os vetores ~Memn, ~Momn, ~Nemn e ~Nomn são os chamados vetores harmônicos esféricos.

I.5 Expansão de uma onda plana em vetores harmônicos esféricos

Admitindo que o campo elétrico da onda incidente seja da forma

~Ei = E0 exp(ikr cos θ)êx (I.79)

com

êx = sin θ cosφêr + cos θ cosφêθ − sinφêφ (I.80)

Podemos expandi-lo na base formada pelos vetores harmônicos esféricos:

~Ei =

∞∑
m=0

∞∑
n=m

(Bemn ~Memn +Bomn ~Momn +Aemn ~Nemn +Aomn ~Nomn) (I.81)
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I.5.1 Ortogonalidade da base formada pelos vetores harmônicos esféricos

Devido à ortogonalidade entre sin(mφ) e cos(m′φ), para todo m e m′, temos que

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

~Mem′n′ · ~Momn sin θdθdφ = 0 (I.82)

∀m,m′, n, n′. Pelo mesmo motivo, ( ~Nomn, ~Nemn), ( ~Momn, ~Nomn) e ( ~Memn, ~Nemn) são mutua-

mente ortogonais. Para mostrar que ( ~Memn, ~Nomn) e ( ~Nemn, ~Momn) são ortogonais, precisamos

mostrar que a integral

m

∫ π

0

(
Pmn

dPmn′

dθ
+ Pmn′

dPmn
dθ

)
dθ = Pmn P

m
n′ |

π
0 (I.83)

se anula para todo n e n′. Lembrando que a função associada de Legendre Pmn está relacio-

nada à m-ésima derivada do polinômio de Legendre Pn correspondente,

Pmn (µ) = (1− µ2)m/2d
mPn(µ)

dµm
(I.84)

com µ = cos θ, concluímos que Pmn se anula para θ = 0 e θ = π, exceto quando m = 0.

Assim, (I.83) se anula para todo m, n e n′. A prova das relações de ortogonalidade restantes

requer a demonstração de que a integral

∫ π

0

(
dPmn
dθ

Pmn′

dθ
+m2P

m
n P

m
n′

sin2 θ

)
sin θdθ = 0 (I.85)

quando n 6= n′ e m 6= 0. Como Pmn e Pmn′ satisfazem (I.53), temos que

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2 θ

]
Pmn = 0 (I.86)

Multiplicando os dois lados de (I.86) por Pmn′

Pmn′

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2 θ

]
Pmn′ P

m
n = 0 (I.87)

Analogamente

Pmn
sin θ

d

dθ

(
sin θ

dPmn′

dθ

)
+

[
n′(n′ + 1)− m2

sin2 θ

]
Pmn P

m
n′ = 0 (I.88)

Somando (I.87) e (I.88), obtemos

Pmn′

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

)
+
Pmn
sin θ

d

dθ

(
sin θ

dPmn′

dθ

)
+

[
n(n+ 1) + n′(n′ + 1)− 2m2

sin2 θ

]
Pmn P

m
n′ = 0 (I.89)

Pmn′
d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

)
+ Pmn

d

dθ

(
sin θ

dPmn′

dθ

)
+ [n(n+ 1) + n′(n′ + 1)]Pmn P

m
n′ sin θ =

2m2

sin θ
Pmn P

m
n′ (I.90)
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Note que

Pmn′
d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

)
+ Pmn

d

dθ

(
sin θ

dPmn′

dθ

)
(I.91)

equivale a

d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

Pmn′ + sin θ
dPmn′

dθ
Pmn

)
− 2 sin θ

dPmn
dθ

dPmn′

dθ
(I.92)

Assim,

2 sin θ

(
m2

sin2 θ
Pmn P

m
n′ +

dPmn
dθ

dPmn′

dθ

)
=

[
n(n+ 1) + n′(n′ + 1)

]
Pmn P

m
n′ sin θ

+
d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

Pmn′ + sin θ
dPmn′

dθ
Pmn

)
(I.93)

A partir de I.93, concluímos que a integral I.85 se anula, já que sin θ se anula nos limites da

integral (vide segundo termo à direita de I.93) e devido à ortogonalidade entre Pmn e Pmn′ para

n 6= n′ (vide primeiro termo à direita de I.93). Quando m = 0, ~Nomn e ~Momn se anulam. A

ortogonalidade entre ~Memn e ~Nemn quando m = 0 também segue de I.85 e I.93.

I.5.2 Coeficientes da expansão

A ortogonalidade entre os vetores harmônicos esféricos demonstrada na seção anterior im-

plica que os coeficientes da expansão I.81 podem ser escritos na forma

Bemn =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

~Ei · ~Memn sin θdθdφ∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0
| ~Memn|2 sin θdθdφ

(I.94)

com expressões análogas para Bomn, Aemn e Aomn.

De I.75, I.78 e I.80, juntamente com a ortogonalidade entre seno e cosseno, segue que

Bemn = Aomn = 0 para todo m e n. Pelo mesmo motivo, os demais coeficientes se anulam,

exceto quando m = 1.

Para que o campo elétrico incidente seja finito na origem, adicionamos a condição de que

zn(ρ) = jn(ρ), já que yn(ρ) diverge na origem. Essa condição será representada, daqui em di-

ante, pelo sobrescrito (1) para os vetores harmônicos esféricos apresentando essa dependência

radial em jn(ρ). Com as considerações acima, concluímos que

~Ei =
∞∑
n=1

(
Bo1n ~M

(1)
o1n +Ae1n ~N

(1)
e1n

)
(I.95)



APÊNDICE I. MODELO DE MIE 149

Comecemos pelo cálculo de Bo1n. Calculemos a integral que aparece no denominador:

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0
| ~M (1)

o1n|
2 sin θdθdφ = j2n(ρ)

∫ 2π

0

∫ π

0

[
cos2 φ

(
P 1
n

sin θ

)2

+ sin2 φ

(
dP 1

n

dθ

)2
]

sin θdθdφ

= πj2n(ρ)

∫ π

0

[(
P 1
n

sin θ

)2

+

(
dP 1

n

dθ

)2
]

sin θdθ

= πj2n(ρ)n(n+ 1)

∫ π

0

(
P 1
n

)2
sin θdθ

= πj2n(ρ)n(n+ 1)
2

2n+ 1

(n+ 1)!

(n− 1)!

= πj2n(ρ)[n(n+ 1)]2
2

2n+ 1
(I.96)

onde usamos I.93 e a relação de ortogonalidade entre funções associadas de Legendre:

∫ π

0
Pmn P

m
n′ sin θdθ =

2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
δnn′ (I.97)

Calculemos, agora, a integral que aparece no numerador

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

~Ei · ~M (1)
o1n sin θdθdφ = E0jn(ρ)

∫ 2π

0

∫ π

0

[
cos2 φ

P 1
n

sin θ
cos θ + sin2 φ

dP 1
n

dθ

]
exp(iρ cos θ) sin θdθdφ

= πE0jn(ρ)

∫ π

0

[
P 1
n

sin θ
cos θ +

dP 1
n

dθ

]
exp(iρ cos θ) sin θdθ

= πE0jn(ρ)

∫ π

0

[
P 1
n cos θ +

dP 1
n

dθ
sin θ

]
exp(iρ cos θ)dθ

= πE0jn(ρ)

∫ π

0

d
(
sin θP 1

n

)
dθ

exp(iρ cos θ)dθ (I.98)

A partir de I.84, encontramos que

P 1
n = −dPn(cos θ)

dθ
(I.99)

Por outro lado, sabemos que os polinômios de Legendre Pn = P 0
n satisfazem I.53. Assim,

d

dθ

(
sin θ

dPn
dθ

)
= −n(n+ 1)Pn sin θ (I.100)

Assim, I.98 fica∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

~Ei · ~M (1)
o1n sin θdθdφ = πE0jn(ρ)n(n+ 1)

∫ π

0
exp(iρ cos θ)Pn sin θdθ

= πE0jn(ρ)n(n+ 1)2injn(ρ)

= 2inπE0j
2
n(ρ)n(n+ 1) (I.101)

onde usamos a generalização de Gegenbauer da integral de Poisson:

jn(ρ) =
1

2in

∫ π

0
exp(iρ cos θ)Pn sin θdθ (I.102)
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De I.101 e I.96, concluímos, então, que

Bo1n = E0i
n 2n+ 1

n(n+ 1)
≡ En (I.103)

Vamos ao cálculo de Ae1n. Calculemos a integral que aparece no denominador. Note que:

| ~N (1)
e1n|

2 =
j2n(ρ)

ρ2
cos2 φ[n(n+ 1)]2(P 1

n)2 + cos2 φ

(
dP 1

n

dθ

)2
1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2

+ sin2 φ
(P 1

n)2

sin2 θ

1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2

(I.104)

Assim,∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

| ~N (1)
e1n|2 sin θdθdφ = π

j2n(ρ)

ρ2
[n(n+ 1)]2

∫ π

0

(P 1
n)2 sin θdθ

+ π
1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2 ∫ π

0

[(
dP 1

n

dθ

)2

+
(P 1
n)2

sin2 θ

]
sin θdθ

= π
j2n(ρ)

ρ2
[n(n+ 1)]2

2

2n+ 1

(n+ 1)!

(n− 1)!

+ π
1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2

n(n+ 1)

∫ π

0

(P 1
n)2 sin θdθ

= π
j2n(ρ)

ρ2
[n(n+ 1)]2

2

2n+ 1
n(n+ 1)

+ π
1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2

n(n+ 1)
2

2n+ 1
n(n+ 1)

= π[n(n+ 1)]2
2

2n+ 1

[
j2n(ρ)

ρ2
n(n+ 1) +

1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2
]

(I.105)

onde usamos I.93 e I.97. Calculemos, agora, a integral que aparece no numerador.

~Ei · ~N (1)
e1n = E0 exp(iρ cos θ) sin θ cos2 φ

jn(ρ)

ρ
n(n+ 1)P 1

n

+ E0 exp(iρ cos θ) cos θ cos2 φ
dP 1

n

dθ

1

ρ

d(ρjn(ρ))

dρ

+ E0 exp(iρ cos θ) sin2 φ
P 1
n

sin θ

1

ρ

d(ρjn(ρ))

dρ
(I.106)

Desse modo,∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

~Ei · ~N (1)
e1n sin θdθdφ = πE0

jn(ρ)

ρ
n(n+ 1)

∫ π

0
P 1
n sin2 θ exp(iρ cos θ)dθ

+ πE0
1

ρ

d(ρjn(ρ))

dρ

∫ π

0

dP 1
n

dθ
sin θ cos θ exp(iρ cos θ)dθ

+ πE0
1

ρ

d(ρjn(ρ))

dρ

∫ π

0
P 1
n exp(iρ cos θ)dθ (I.107)

Usando integração por partes, podemos resolver a primeira integral à direita de I.107

∫ π

0
P 1
n sin2 θ exp(iρ cos θ)dθ (I.108)
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Faremos

u = P 1
n sin θ du =

d(P 1
n sin θ)

dθ
dθ

dv = exp(iρ cos θ) sin θdθ v = − 1

iρ
exp(iρ cos θ)

Assim ∫ π

0
P 1
n sin2 θ exp(iρ cos θ)dθ =

���
���

���
���

��:0

−P 1
n sin θ

1

iρ
exp(iρ cos θ)

∣∣∣∣π
0

+
1

iρ

∫ π

0

d(P 1
n sin θ)

dθ
exp(iρ cos θ)dθ (I.109)

Aqui nos deparamos com a mesma integral que aparece em I.98. Obtemos que:∫ π

0
P 1
n sin2 θ exp(iρ cos θ)dθ =

1

iρ
n(n+ 1)2injn(ρ) (I.110)

Vamos ao cálculo da integral que aparece nos dois últimos termos à direita de I.107:∫ π

0

[
dP 1

n

dθ
cos θ +

P 1
n

sin θ

]
sin θ exp(iρ cos θ)dθ (I.111)

Começaremos multiplicando os dois lados da equação I.102 por ρ e, em seguida, derivare-

mos o resultado com relação a ρ.

ρjn(ρ) =
1

2in

∫ π

0
ρ exp(iρ cos θ)Pn sin θdθ

d(ρjn(ρ))

dρ
=

1

2in

∫ π

0
[exp(iρ cos θ) + iρ cos θ exp(iρ cos θ)]Pn sin θdθ

=
1

2in

∫ π

0
[1 + iρ cos θ]Pn sin θ exp(iρ cos θ)dθ (I.112)

De I.100, sabemos que

Pn sin θ = − 1

n(n+ 1)

d

dθ

(
sin θ

dPn
dθ

)
(I.113)

Por outro lado,

d

dθ

(
sin θ

dPn
dθ

)
= cos θ

dPn
dθ

+ sin θ
d2Pn
dθ2

= − cos θP 1
n − sin θ

dP 1
n

dθ
(I.114)

onde usamos I.99 por duas vezes. Desse modo, I.113 fica

Pn sin θ =
1

n(n+ 1)

(
cos θP 1

n + sin θ
dP 1

n

dθ

)
(I.115)

Voltando, agora, a I.112, temos que

d(ρjn(ρ))

dρ
=

1

2inn(n+ 1)

∫ π

0

[1 + iρ cos θ]

(
cos θP 1

n + sin θ
dP 1

n

dθ

)
exp(iρ cos θ)dθ

=
1

2inn(n+ 1)

∫ π

0

[
cos θP 1

n + iρ cos2 θP 1
n + sin θ

dP 1
n

dθ
+ iρ sin θ cos θ

dP 1
n

dθ

]
exp(iρ cos θ)dθ
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Perceba que, ao somar e subtrair iρ sin2 θP 1
n exp(iρ cos θ) ao integrando anterior, podemos

separar a integral acima em duas outras integrais equivalentes∫ π

0

[
cos θP 1

n + sin θ
dP 1

n

dθ
− iρ sin2 θP 1

n

]
exp(iρ cos θ)dθ =

∫ π

0

d

dθ
(sin θP 1

n exp(iρ cos θ)) = 0 (I.116)∫ π

0

[
iρ cos2 θP 1

n + iρ sin2 θP 1
n + iρ sin θ cos θ

dP 1
n

dθ

]
exp(iρ cos θ)dθ =

= iρ

∫ π

0

[
P 1
n

sin θ
+
dP 1

n

dθ
cos θ

]
sin θ exp(iρ cos θ)dθ (I.117)

A primeira integral se anula nos limites de integração. Na segunda, reaparece I.111, a inte-

gral que originalmente queríamos calcular. Dessa forma,

d(ρjn(ρ))

dρ
=

1

2inn(n+ 1)
iρ

∫ π

0

[
P 1
n

sin θ
+
dP 1

n

dθ
cos θ

]
sin θ exp(iρ cos θ)dθ

2inn(n+ 1)

iρ

d(ρjn(ρ))

dρ
=

∫ π

0

[
P 1
n

sin θ
+
dP 1

n

dθ
cos θ

]
sin θ exp(iρ cos θ)dθ (I.118)

A partir de I.105, I.110 e I.118, concluímos que

Ae1n =

πE0
jn(ρ)

ρ
n(n+ 1)

1

iρ
n(n+ 1)2injn(ρ) + πE0

1

ρ

d(ρjn(ρ))

dρ

2inn(n+ 1)

iρ

d(ρjn(ρ))

dρ

π[n(n+ 1)]2
2

2n+ 1

[
j2n(ρ)

ρ2
n(n+ 1) +

1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2
]

=

−i2inπE0n(n+ 1)
(((

((((
(((

((((
((((

[
j2n(ρ)

ρ2
n(n+ 1) +

1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2
]

π[n(n+ 1)]2
2

2n+ 1((((
(((

((((
(((

((((
[
j2n(ρ)

ρ2
n(n+ 1) +

1

ρ2

(
d(ρjn(ρ))

dρ

)2
]

=
−i�2in�πE0���

��n(n+ 1)

�π[n(n+ 1)]��
2 �2

2n+ 1

(I.119)

E finalmente obtemos que

Ae1n = −iE0i
n 2n+ 1

n(n+ 1)
= −iBo1n = −iEn (I.120)
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I.5.3 Onda plana incidente em termos dos vetores harmônicos esféricos

Os resultados da subseção anterior nos permitem reescrever I.95 como

~Ei =
∞∑
n=1

En

(
~M

(1)
o1n − i ~N

(1)
e1n

)
(I.121)

Consequentemente, temos que

~Hi =
1

iωµ
∇× ~Ei ⇒ ~Hi = − k

ωµ

∞∑
n=1

En

(
~M

(1)
e1n + i ~N

(1)
o1n

)
(I.122)

com En dado pela equação I.103

En ≡ E0i
n 2n+ 1

n(n+ 1)

I.6 Campos internos e campos espalhados

I.6.1 Campos internos

Denotamos: o campo eletromagnético incidente sobre a esfera homogênea, isotrópica e de

raio a por ( ~Ei, ~Hi); o campo por ela espalhado por ( ~Es, ~Hs); e o campo eletromagnético interno

à esfera por ( ~E1, ~H1). Na fronteira entre a esfera e meio circundante, impomos as condições(
~Ei + ~Es − ~E1

)
× r̂ = ~0 (I.123)(

~Hi + ~Hs − ~H1

)
× r̂ = ~0 (I.124)

Essas condições de contorno, a ortogonalidade dos vetores harmônicos esféricos, e a forma

da expansão do campo incidente ditam a forma da expansão dos campos espalhado e do campo

no interior da esfera. Os coeficientes nessas expansões são todos nulos para m 6= 1. Para que

a solução seja finita na origem, tomamos zn = jn(k1r), onde k1 é o número de onda dentro da

esfera. Assim, a expansão para ( ~E1, ~H1) fica

~E1 =

∞∑
n=1

En

(
cn ~M

(1)
o1n − idn ~N

(1)
e1n

)
(I.125)

~H1 = − k1
ωµ1

∞∑
n=1

En

(
dn ~M

(1)
e1n + icn ~N

(1)
o1n

)
(I.126)

onde µ1 é a permeabilidade magnética da esfera.
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I.6.2 Campos espalhados

Fora da esfera, jn e yn não apresenta singularidades. Assim, a expansão do campo espa-

lhado envolve essas duas funções. Entretanto, é conveniente escolher as funções esféricas de

Hankel h(1)n e h(2)n . Pode-se mostrar que apenas uma dessas funções é necessária considerando

as expansões assintóticas das funções de Hankel de ordem ν para valores grandes de |ρ| [17]

H(1)
ν (ρ) ≈

√
2

πρ
exp

[
i
(
ρ− ν π

2
− π

4

)] ∞∑
m=0

(−1)m(ν,m)

(2iρ)m
(I.127)

H(2)
ν (ρ) ≈

√
2

πρ
exp

[
i
(
ρ− ν π

2
− π

4

)] ∞∑
m=0

(ν,m)

(2iρ)m
(I.128)

onde

(ν,m) =
Γ(ν +m+ 1/2)

m!Γ(ν −m+ 1/2)
Γ(n+ 1) = n! (I.129)

com n um inteiro não-negativo. De I.127 e I.128 concluímos que as funções esféricas de

Hankel são assintoticamente dadas por

h(1)n (kr) ≈ (−i)neikr

ikr
(I.130)

h(2)n (kr) ≈ − i
ne−ikr

ikr
(I.131)

para kr � n2. A primeira dessas expressões assintóticas corresponde a uma onda esférica

partindo da origem na direção r; a segunda corresponde a uma onda esférica chegando à ori-

gem na direção r. Assim, apenas as funções h(1)n devem ser usadas como funções geratrizes do

campo espalhado. A expansão do campo espalhado é portanto:

~Es =
∞∑
n=1

En

(
ian ~N

(3)
e1n − bn ~M

(3)
o1n

)
(I.132)

~Hs = − k1
ωµ

∞∑
n=1

En

(
ibn ~N

(3)
o1n + an ~M

(3)
e1n

)
(I.133)

onde o sobrescrito (3) indica que a dependência radial do vetor harmônico esférico em

questão é dada por h(1)n . Usando a notação:

πn =
P 1
n

sin θ
τn =

dP 1
n

dθ
(I.134)
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os vetores harmônicos esféricos que nos interessam são:

~M
(i)
e1n = − sinφπnzn(ρ)θ̂ − cosφτnzn(ρ)φ̂ (I.135)

~M
(i)
o1n = cosφπnzn(ρ)θ̂ − sinφτnzn(ρ)φ̂ (I.136)

~N
(i)
e1n = n(n+ 1) cosφ sin θπn

zn(ρ)

ρ
r̂ + cosφτn

[ρzn(ρ)]′

ρ
θ̂ − sinφπn

[ρzn(ρ)]′

ρ
φ̂ (I.137)

~N
(i)
o1n = n(n+ 1) sinφ sin θπn

zn(ρ)

ρ
r̂ + sinφτn

[ρzn(ρ)]′

ρ
θ̂ + cosφπn

[ρzn(ρ)]′

ρ
φ̂ (I.138)

com o sobrescrito (i) indicando que quando (i) = (1) (caso dos campos incidente e interno),

zn(ρ) = jn(ρ). Quando (i) = (3) (caso do campo espalhado), zn(ρ) = h
(1)
n (ρ). Note ainda que,

quando estivermos nos referindo ao campo incidente ou ao campo espalhado (fora da esfera),

ρ = kr. Para o campo interno, ρ = k1r (dentro da esfera).

Por fim, destacamos que as funções πn e τn podem ser calculadas recursivamente:

πn =
2n− 1

n− 1
µπn−1 −

n

n− 1
πn−2 (I.139)

τn = nµπn − (n+ 1)πn−1 (I.140)

com µ = cos(θ), π0 = 0 e π1 = 1. πn e τn são alternadamente funções pares e ímpares de µ

πn(−µ) = (−1)n−1πn(µ) τn(−µ) = (−1)nτn(µ) (I.141)

Apesar de πn e τn não serem nem mutuamente ortogonais, nem ortogonais uma com relação

à outra, segue de

∫ π

0

(
dPmn
dθ

Pmn′

dθ
+m2P

m
n P

m
n′

sin2 θ

)
sin θdθ = 0

e de

2 sin θ

(
m2

sin2 θ
Pmn P

m
n′ +

dPmn
dθ

dPmn′

dθ

)
=

[
n(n+ 1) + n′(n′ + 1)

]
Pmn P

m
n′ sin θ

+
d

dθ

(
sin θ

dPmn
dθ

Pmn′ + sin θ
dPmn′

dθ
Pmn

)
que ∫ π

0
(τn + πn)(τm + πm) sin θdθ = 0 (I.142)∫ π

0
(τn − πn)(τm − πm) sin θdθ = 0 (I.143)

para m 6= n.
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I.7 Coeficientes de espalhamento

Para um dado n, temos quatro coeficientes a determinar: an, bn, cn e dn. Como temos qua-

tro incógnitas, precisamos de quatro equações independentes envolvendo esses coeficientes.

Vamos usar as condições de contorno I.123 e I.124, componente a componente, para r = a.

Eiθ + Esθ = E1θ Eiφ + Esφ = E1φ (I.144)

Hiθ +Hsθ = H1θ Hiφ +Hsφ = H1φ (I.145)

Da ortogonalidade de sinφ e cosφ, das expansões para os campos incidente, interno e es-

palhado, das expressões para os vetores harmônicos esféricos e das relações I.142 e I.143, é

possível chegar às quatro equações independentes seguintes:

jn(mx)cn + h(1)n (x)bn = jn(x) (I.146)

µ[mxjn(mx)]′cn + µ1[xh
(1)
n (x)]′bn = µ1[xjn(x)]′ (I.147)

µmjn(mx)dn + µ1h
(1)
n (x)an = µ1jn(x) (I.148)

[mxjn(mx)]′dn +m[xh(1)n ]′an = m[xjn(x)]′ (I.149)

com

x = ka =
2πNa

λ
m =

k1
k

=
N1

N
(I.150)

eN1 eN os índices de refração da partícula e do meio, respectivamente. As quatro equações

são facilmente resolvidas para os coeficientes an, bn, cn e dn.

an =
µm2jn(mx)[xjn(x)]′ − µ1jn(x)[mxjn(mx)]′

µm2jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µ1h(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(I.151)

bn =
µ1jn(mx)[xjn(x)]′ − µjn(x)[mxjn(mx)]′

µ1jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µh(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(I.152)

cn =
µ1jn(x)[xh

(1)
n (x)]′ − µ1h(1)n (x)[xjn(x)]′

µ1jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µh(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(I.153)

dn =
µ1mjn(x)[xh

(1)
n (x)]′ − µ1mh(1)n (x)[xjn(x)]′

µm2jn(mx)[xh
(1)
n (x)]′ − µ1h(1)n (x)[mxjn(mx)]′

(I.154)

an e bn são denominados coeficientes de espalhamento.
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Introduzindo as funções de Riccati-Bessel

ψn(ρ) = ρjn(ρ) ξn(ρ) = ρh(1)n (ρ) (I.155)

a expressão para os coeficientes de espalhamento pode ser simplificada para

an =
µmψn(mx)ψ′n(x)− µ1ψn(x)ψ′n(mx)

µmψn(mx)ξ′n(x)− µ1ξn(x)ψ′n(mx)
(I.156)

bn =
µ1ψn(mx)ψ′n(x)− µmψn(x)ψ′n(mx)

µ1ψn(mx)ξ′n(x)− µmξn(x)ψ′n(mx)
(I.157)

Adicionalmente, se pudermos assumir µ1 = µ, temos que

an =
mψn(mx)ψ′n(x)− ψn(x)ψ′n(mx)

mψn(mx)ξ′n(x)− ξn(x)ψ′n(mx)
(I.158)

bn =
ψn(mx)ψ′n(x)−mψn(x)ψ′n(mx)

ψn(mx)ξ′n(x)−mξn(x)ψ′n(mx)
(I.159)

I.8 Seções de choque de espalhamento e extinção

A energia extinta Wext é dada por:

Wext =
1

2
<
{∫ 2π

0

∫ π

0

(
EiφH

∗
sθ − EiθH∗sφ − EsθH∗iφ + EsφH

∗
iθ

)
r2 sin θdθdφ

}
(I.160)

com < representando a parte real da expressão entre chaves. Por sua vez, a energia espalhada

Ws é dada por:

Ws =
1

2
<
{∫ 2π

0

∫ π

0

(
EsθH

∗
sφ − EsφH∗sθ

)
r2 sin θdθdφ

}
(I.161)

Como Wext = Wa +Ws, é possível calcular a energia absorvida Wa por:

Wa = Wext −Ws (I.162)

com r ≥ a arbitrário, considerando uma esfera imaginária concêntrica à esfera que repre-

senta a partícula. Em termos físicos, sabemos que Wext e Ws são independentes do estado de

polarização da luz incidente. Assim, avaliando as integrais acima, podemos tomar a luz inci-

dente como sendo polarizada no eixo x̂.

Eiθ =
cosφ

ρ

∞∑
n=1

En(ψnπn − iψ′nτn) Eiφ =
sinφ

ρ

∞∑
n=1

En(iψ′nπn − ψnτn) (I.163)

Hiθ =
k

ωµ
tanφEiθ Hiφ = − k

ωµ
cothφEiφ (I.164)
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Os campos espalhados ficam:

Esθ =
cosφ

ρ

∞∑
n=1

En
(
ianξ

′
nτn − bnξnπn

)
Esφ =

sinφ

ρ

∞∑
n=1

En
(
bnξnτn − ianξ′nπn

)

Hsθ =
k

ωµ

sinφ

ρ

∞∑
n=1

En
(
ibnξ

′
nτn − anξnπn

)
Hsφ =

k

ωµ

cosφ

ρ

∞∑
n=1

En
(
ibnξ

′
nπn − anξnτn

)
Substituindo em I.161 e integrando termo a termo, obtemos que:

Ws =
π|E0|2

kωµ

∞∑
n=1

(2n+ 1)<{gn}(|an|2 + |bn|2) (I.165)

onde usamos I.83 e a relação:∫ π

0
(πnπm + τnτm) sin θdθ = δnm

2n2(n+ 1)2

2n+ 1
(I.166)

que é uma consequência de I.93. A função gn é definida por:

gn = −iξ∗nξ′n (I.167)

podendo ser reescrita usando a função χn de Ricatti-Bessel:

χn = −ρyn(ρ) ⇒ ξn = ρh(1)n = ρjn + iρyn = ψn − iχn (I.168)

da seguinte maneira:

gn =
(
χ∗nψ

′
n − ψ∗nχ′n

)
− i
(
ψ∗nψ

′
n + χ∗nχ

′
n

)
(I.169)

As funções ψn e χn são reais para argumentos reais. Usando o Wronskiano [17]:

χnψ
′
n − ψnχ′n = 1 (I.170)

segue que as seções de choque de espalhamento e extinção, Csca e Cext, são dadas por:

Csca =
Ws

Ii
=

2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)(|an|2 + |bn|2) (I.171)

Cext =
Wext

Ii
=

2π

k2

∞∑
n=1

(2n+ 1)<{an + bn} (I.172)

onde an e bn são obtidos, respectivamente, de I.158 e I.159, e onde usamos que

Ii =
1

2
<
{
~Ei × ~H∗i

}
(I.173)
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