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Resumo

Lelis, Jean Carlos. Uma Confirmação da Conjectura de Artin para Pares
de Formas Diagonais de Graus 2 e 3. . Goiânia, 2015. 83p. Dissertação de
Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Nesse trabalho, nós apresentamos alguns dos métodos usados no estudo de formas
aditivas sobre corpos locais, e uma prova para um caso particular da Conjectura de
Artin, que afirma que todo sistema de R formas aditivas de graus k1,k2, ...,kR possui
solução p-ádica não trivial para todo p primo, se o número s de variáveis for maior que
k2

1 + k2
2 + · · ·+ k2

R, dada por Wooley [12], onde ele mostra que Γ(3,2) = 11.

Palavras–chave

Conjectura de Artin, pares de formas aditivas, números p-ádicos, p-normalização
de sistemas de formas aditivas.



Abstract

Lelis, Jean Carlos. titulo em inglês. Goiânia, 2015. 83p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we present some methods used in the study of systems of additive forms
on local fields, and a proof for a particular case of Artin’s Conjecture, which says that
every systems with R additive forms of degrees k1, ...,kR has non trivial p-adic solution
for any prime p, if the number s of variables is higher than k2

1 + k2
2 + · · ·+ k2

R, given by
Wooley [12], where he shows that Γ(3,2) = 11.

Keywords

Artin’s Conjecture, pairs of additive forms, p-adic number, p-normalization for
systems of additive forms.
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CAPÍTULO 1
Introdução.

Introdução

Uma das grandes motivações de estudar formas aditivas sobre o corpo dos
números p-ádicos é a Conjectura de Artin, que afirma existir uma cota inferior para o
número de variáveis em um sistema de formas aditivas, tal que qualquer sistema de formas
aditivas com pelo menos esse número de variáveis admite solução não trivial nos inteiros
p-ádicos. Essa conjectura tem sido abordada com as técnicas introduzidas por Davenport
e Lewis a uns 50 anos atrás. Vamos começar apresentando os corpos dos números p-
ádicos, para um primo p dado, a Conjectura de Artin juntamente com um histórico desse
estudo.

No capítulo seguinte, introduziremos as principais ferramentas usadas no estudo
de sistemas de formas aditivas sobre o corpo dos números p-ádicos sobre o enfoque dado
pela Conjectura de Artin, a p-normalização e o Lema de Hensel, além de alguns resultados
sobre congruências que também serão importantes. Já no terceiro capítulo, usaremos as
técnicas apresentadas no capítulo anterior para estudar uma importante confirmação da
Conjectura de Artin em um caso particular, dada por Wooley [12]. Nesse trabalho ele
prova que todo sistema da forma

F = c1x3
1 + c2x3

2 + · · ·+ csx3
s = 0 (1-1)

G = d1x2
1 +d2x2

2 + · · ·+dsx2
s = 0

possui zero não trivial nos inteiros p-ádicos, para todo p primo, desde que, o número
de variáveis s seja maior ou igual a 11. Esse será o resultado principal estudado nesse
trabalho, mesmo assim, quando apresentarmos as ferramentas e resultados básicos para
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prova-lo tentaremos não nos restringir apenas ao necessário para esse resultado, com o
objetivo de que esse trabalho possa servir de referência para algum outro estudo que faça
uso das mesmas ferramentas.

1.1 Os Números p-Ádicos.

Como nosso principal objetivo é estudar o problema de garantir solução p-
ádica não trivial para um sistema de equações diofantinas, para todo primo p, faremos
uma breve abordagem desses conjuntos numéricos, que, como veremos aqui, possuem
propriedades bastante diferentes das que estamos habituados, por exemplo nos números
reais, para construir esses conjuntos vamos introduzir a ideia de valorização p-ádica e, em
consequência dessa valorização, iremos introduzir um valor absoluto sobre os números
racionais do qual as mais interessantes propriedades irão emergir.

Seja p um número primo e n um número inteiro qualquer, o Teorema Funda-
mental da Aritmética nos garante que podemos escrever n = pεm onde ε ∈ N∪ {0}, e
(m, p) = 1, assim definimos:

Definição 1.1 Dado n inteiro tal que n = pεm, onde (m, p) = 1 e p primo, definimos a

valorização p-ádica υp(n) := ε. Por convenção definimos υp(0) := ∞.

Vale citar algumas propriedades de fácil dedução sobre a função definida acima,

Propriedades 1 Dado um número inteiro n qualquer e um número primo p, vale que:

1. υp(n)≥ 0;

2. υp(ab) = υp(a)+υp(b);

3. υp(a+b)≥ min{υp(a),υp(b)}.

Podemos agora definir o valor absoluto p-ádico, com o qual construiremos o
conjunto dos números p-ádicos, e deduzir algumas das suas propriedades.

Definição 1.2 (Valor Absoluto p-ádico) Dado a ∈ Z, definimos,

‖a‖p =

p−υp(a), se a 6= 0,

0, se a = 0.
(1-2)
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Propriedades 2 Dados a,b ∈ Z, temos que:

1. ‖a‖p ≥ 0 e ‖a‖p = 0⇔ a = 0;

2. ‖ab‖p = ‖a‖p‖b‖p;

3. ‖a+b‖p ≤ max{‖a‖p,‖b‖p}, (em particular ‖a+b‖ ≤ ‖a‖p +‖b‖p).

De forma bastante natural, podemos extender essa norma a todos os números
racionais, ou seja, dado

a
b
∈Q, definimos,

υp

(a
b

)
= υp(a)−υp(b),

∥∥∥a
b

∥∥∥
p
= p−υp(

a
b ).

Note que, a propriedade 2.3 é bem mais forte do que a desigualdade triangular
usual, essa desigualdade é conhecida como desigualdade ultramétrica, e dela seguem
várias propriedades geométricas que não são válidas nos números reais. Para citar algumas
propriedades interessantes dessa nova norma, podemos notar que se a,b ∈ Q tal que
‖a− b‖p < ‖a‖p, então, ‖a‖p = ‖b‖p. De fato, temos que ‖b‖p = ‖b− a + a‖p ≤
max{‖b−a‖p,‖a‖p}, logo ‖b‖p≤‖a‖p, por outro lado, ‖a‖p = ‖a−b+b‖p≤max{‖a−
b‖p,‖b‖p}, como ‖a−b‖p < ‖a‖p temos ‖a‖p ≤ ‖b‖p, ou seja ‖a‖p = ‖b‖p.

Outra propriedade que vai contra a nossa intuição é que se D(a,r) = {b ∈
Q;‖a−b‖p < r} é o disco de raio r e centro a, temos para todo b ∈D(a,r) que D(a,r) =

D(b,r). Com efeito, temos que se b0 ∈ D(a,r), então ‖a− b0‖p < r, dado d ∈ D(a,r),
vale que ‖d− b0‖p = ‖d− a+ a− b‖p, daí ‖d− b0‖p ≤ max{‖d− a‖p,‖a− b0‖p}, ou
seja, d ∈ D(b0,r). Analogamente, se c ∈ D(b0,r) teremos c ∈ D(a,r), assim D(a,r) =

D(b0,r), ∀b0 ∈ D(a,r), isso nos diz que todos os pontos de um disco são centros, o que
claramente não vale em R. Essas propriedades diferentes, e mesmo contra intuitivas, são
consequências da propriedade 2.3 da norma p-ádica. Uma norma com essa propriedade é
chamada de ultramétrica. Note que isso implica que a norma p-ádica não é arquimediana,
ou seja ‖n‖p ≤ ‖1‖p, ∀n ∈ N.

Fazendo uso dessa norma, podemos agora ver o conjunto dos números p-ádicos
Qp, como sendo o completamento de Q pela norma ‖ · ‖p, ou seja, tomamos todas as
sequências {zn}n∈N, em Q, de Cauchy com respeito a norma ‖ · ‖p, cortadas pela relação
de equivalência

(zn),(wn)⊂Q, (zn)∼ (wn)⇔ lim
n→∞
‖zn−wn‖p = 0.

Então, Qp será o conjunto dos limites de todas essas classe de equivalência.
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1.2 A Conjectura de Artin e formas aditivas.

Muitos estudos com respeito a polinômios homogêneos sobre o corpo dos
números p-ádicos, têm sido feitos, no decorrer desse ultimo século, tendo como foco
principal uma conjectura feita por E. Artin, que apresenta uma relação entre o número de
variáveis do polinômio e a existência de zeros não triviais nos inteiros p-ádicos, a saber.

Conjectura 1 (Artin, 1920) Qualquer polinômio homogêneo de grau k em n variáveis,

tem zero p-ádico não trivial desde que n≥ k2 +1.

Listaremos, apenas em caracter de curiosidade, alguns resultados clássicos nessa
direção, para que o leitor possa entender a linha de pesquisa que motivou o trabalho que
é o principal foco desse nosso estudo. As demonstrações dos resultados que seguem não
fazem parte do objetivo desse trabalho, mesmo sendo todas elas muito importantes para a
teoria como um todo.

O primeiro resultado importante nesse estudo veio com H. Hasse, confirmando
a conjectura para formas quadráticas.

Teorema 1.3 (Hasse, 1924) Qualquer forma quadrática sobre o corpo dos números p-

ádicos em cinco ou mais variáveis, possui zero p-ádico não trivial.

Mais tarde Lewis mostrou mais uma uma confirmação da conjectura, agora para
formas cúbicas.

Teorema 1.4 (Lewis, 1952) Toda forma cúbica com coeficientes p-ádicos em 10 ou mais

variáveis, possui zero p-ádico não trivial.

Na sequência temos também,

Teorema 1.5 (Birch-Lewis k = 5 (1959), Laxton-Lewis k = 7,11 (1962)) Toda forma

de grau k = 5,7,11 e coeficientes p-ádicos com número de variáveis superior a k2, possui

zeros p-ádicos não trivial desde que o corpo de classe residuais seja grande o suficiente,

ou seja, para p grande.

Todos esses resultados estavam direcionados para a confirmação da Conjectura
de Artin, porém um primeiro contra exemplo foi dado por Terjanian em 1966, ao
apresentar um polinômio homogêneo de grau 4 com 18 variáveis que não possui zero
2-ádico não trivial. Restou a pergunta, sobre quais condições vale a Conjectura de Artin?
Veremos agora que a conjectura vale para uma classe especial de polinômios homogêneos
chamados de formas aditivas ou simplesmente diagonais, e essa confirmação vai nos levar
ao estudo de um problema análogo para sistemas de formas aditivas: quantas variáveis são
necessárias para garantir zeros p-ádicos não triviais para um sistema de formas aditivas?



1.2 A Conjectura de Artin e formas aditivas. 14

Da parceria de H. Davenport e D. J. Lewis, surgiram uma série de artigos
buscando garantir zeros não triviais nos inteiros p-ádicos para formas do tipo aditivas,
ou seja,

f = a1xk + · · ·+asxk
s ai ∈ Z.

É deles a confirmação da conjectura de Artin para formas aditivas, os primeiros
resultados para sistemas de formas aditivas, além do desenvolvimento de técnicas que são,
ainda hoje, aplicadas e que foram usadas no trabalho que direcionou nosso atual estudo.
Aqui, novamente, vamos listar os resultados clássicos para sistemas de formas aditivas,
apenas na intensão de localizar o leitor com respeito ao problema geral, e encerraremos
apresentando, o que tem sido visto como, uma releitura da Conjectura de Artin para
sistemas de formas aditivas.

Trabalhando com sistemas de formas aditivas, Davenport e Lewis mostraram em
1969 que se o grau de todas as formas do sistema é k a existência de solução p-ádica é
garantida desde que o número s de variáveis satisfaça

s≥

9R2k log(3Rk), se k é impar,

48R2k3 log(3Rk2), se k é par.

Em 1972 eles provaram que s ≥ 2k2 + 1 variáveis são suficientes para garantir
a existência de soluções p-ádicas não triviais se sistemas de pares de formas aditivas de
grau k ímpar. Para o k par a condição é s≥ 7k3. Em 1988 Low, Pitman e Wolff provaram
que o sistema tem zero não trivial em Qp se o número de variáveis satisfaz

s≥

48Rk3 log(3Rk2), se k > 2,

2R2k log(k), se k é ímpar e suficientemente grande.

E Brüdern e Godinho, em 1998, mostraram que

s≥

R3k2, se R≥ 3 e k ≥ 3,

36k2, se r = 3 e k = 2n, n ∈ N

é suficiente para que exista solução não trivial em Qp. Existem trabalhos recentes, que
variam tanto pelo número de formas aditivas, quanto pelo grau das formas.

Denotando por Γp(k1, ...,kR) o número mínimo de variáveis que garante à
qualquer sistema de R formas aditivas de graus k1, ...,kR uma solução não trivial em Zp,
e por Γ(k1, ...,kR) := sup{Γp(k1, ...,kR) : p ∈ P}, a Conjectura de Artin para sistemas de
formas aditivas diz que:
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Conjectura 2 (Artin para sistemas de formas aditivas)

Γ(k1, ...,kR)≤ (k2
1 + ...+ k2

R)+1.

No capítulo três, vamos provar que Γ(3,2) = 11, confirmando a Conjectura de Artin no
caso k1 = 3,k2 = 2.



CAPÍTULO 2
Resultados preliminares.

Como já é tradicional nesse estudo, nós apresentaremos a p-normalização de
um sistema de formas aditivas na primeira seção, com a qual poderemos nos restringir
a estudar uma classe menor de sistemas. Na segunda seção, apresentaremos o Lema de
Hensel, que vai nos dar uma forma de relacionar soluções (mod p) com soluções no
conjunto Zp. É importante notar que para nós Zp e Z/pZ representam conjuntos distintos,
o primeiro representa o conjunto dos inteiros p-ádicos e o segundo o conjunto das classe
laterais de pZ sobre Z. Importante também dizer que tentaremos apresentar tanto a p-
normalização quanto o Lema de Hensel nas suas formas mais gerais, com respeito ao
estudo de formas aditivas sobre Qp, para que esse possa ser uma referência para leituras
além daquele que apresentaremos no próximo capítulo.

2.1 A p-Normalização de um sistema de formas aditivas.

Uma das técnicas introduzidas no estudo de sistemas de formas aditivas sobre
os números p-ádicos, é a p-normalização. Esse processo permite restringir o nosso
estudo a uma classe de sistemas, que chamaremos de sistemas p-normalizados. Porém,
a existência de solução não trivial de um sistema p-normalizado irá garantir solução não
trivial para qualquer sistema equivalente à ele, onde definiremos quando dois sistemas são
equivalentes. Nós consideramos importante que esse estudo seja feito de forma mais geral
possível, então não iremos nos restringir a p-normalização de pares de formas aditivas de
graus 2 e 3, que é o nosso principal objetivo. Em vez disso, estudaremos a p-normalização
de um sistema qualquer. Para isso suponhamos que k1, ...,kR são inteiros positivos, e
F = (F1, ...,FR) é um sistema de R≤ s formas diagonais em s variáveis

Fi(x) = Fi(x1, ...,xs) = ai1xki
1 + ...+aisxki

s (i = 1, ...,R), (2-1)

e defina k =max{ki; i= 1, ...,R}. Vamos supor aqui que, nenhuma das Fi(x) é combinação
linear de outras Fj(x), ou seja, o sistema é linearmente independente.
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Sejam

K =
R

∏
j=1

k j,

e
S = {( j1, ..., jR) ∈ {1, ...,s}R; jl 6= ji para l 6= i},

definimos M como sendo |S| = s(s− 1) · · ·(s−R+ 1) = M. Dado σ = ( j1, ..., jR) ∈ S,
vamos definir também

Dσ(F) = det(ak′i
i, jm)1≤i,m≤R,

onde k′i =
K
ki

. Portanto, Dσ(F) é o determinante que obtemos tomando uma submatriz

R× R da matriz dos coeficientes do sistema inicial, onde as colunas estão ordenadas
segundo a permutação σ, e elevando os coeficientes da forma diagonal de grau ki à k′i =

K
ki

.

Com isso podemos definir a função ϑ sobre um sistema F do tipo (2-1) como sendo

ϑ(F) = ∏
σ∈S

Dσ(F). (2-2)

A forma aparentemente complicada de definir ϑ(F) se justifica para manter a
"homogeneidade"com respeito aos coeficiente de F . Nos trabalho de Davenport e Lewis
citados, uma função semelhante é definida com o objetivo de construir um sistema p-
normalizado equivalente a um sistema dado, mas lá não aparecem os expoentes do nosso
caso, pois nos casos tratados nesse trabalhos todas as formas eram de mesmo grau.
Seguindo esse método bem sucedido, e fazendo as adaptações necessárias, chegamos a
essa que será uma ferramenta importante para que possamos tratar uma quantidade menor
de sistemas mediante uma relação de equivalência que definiremos mais adiante.

Para exemplificar a definição acima, dado o sistema (1-1) nós temos

ϑ(F,G) = ∏
i6= j

(c2
i d3

j − c2
jd

3
i ).

Para simplificar a notação nos resultados que seguem, vamos definir uma relação
de equivalência ∼ sobre {1, ...,R} dada por

i∼ j se, e somente se, ki = k j.

Denotaremos a classe de equivalência que contém i por [i], e o conjunto das
classes de equivalências por I= {1, ...,R}/∼.

Lema 2.1 Dado um sistema F da forma (2-1), ϑ(F) satisfaz as seguintes propriedades:

(I) se ω1, ...,ωs são inteiros, e

F ′(x1, ...,xs) = F(pω1x1, ..., pωsxs),
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então

ϑ(F ′) = p
M
s ωRK ·ϑ(F),

onde ω = ω1 + · · ·+ωs;

(II) Se λi j (1≤ i, j ≤ R) são números racionais, e o sistema F ′′ é definido por

F ′′i (x) = ∑
j∈[i]

λi jFj(x) (i = 1, ...,R),

então nós temos

ϑ(F ′′) = JM ·ϑ(F),

onde

J = ∏
α∈I

det(λk′i
i j)i, j∈α.

Prova: (I) Denotando por ρi = pωi , e por a′i j o coeficiente de xki
j em F ′i (x), temos

que se σ = ( j1, ..., jR) ∈ S, então

Dσ(F ′) = det(a′i jm
k′i)1≤i,m≤R

= det(ρK
jmai jm

k′i)1≤i,m≤R

= ρ
K
j1 · · ·ρ

K
jRdet(ai jm

k′i)1≤i,m≤R

= ρ
K
j1 · · ·ρ

K
jR ·Dσ(F)

então
ϑ(F ′) = ∏

σ∈S
(Dσ(F) · (ρ j1 · · ·ρ jR)

K),

como

∑
σ∈S

(ω j1 + · · ·+ω jR) = Rω
M
s
,

nós temos
ϑ(F ′) = p

M
s ωRK ·ϑ(F).

(II) Denotando por a′′i j o coeficiente de xki
j em F ′′i (x), temos que se σ =

( j1, ..., jR) ∈ S, então

det(a′′i jm
k′i)1≤i,m≤R = det(H) ·det(ai jm

k′i)1≤i,m≤R,

onde as linhas e colunas da matriz H podem ser arranjadas de modo a formar um matriz
em blocos.
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
C1 0 . . . 0
0 C2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . Cr

 ,

sendo r = |I|, e cada Ci correspondendo a um único α ∈ I, tendo como determinante

det(Ci) = det(λi j
k′i)i, j∈α,

como o número de fatores na definição de ϑ(F ′′) é |S|= M, temos

ϑ(F ′′) = ∏
σ∈S

Dσ(F ′′)

= ∏
σ∈S

Dσ(F) ·det(H)

= det(H)M ·∏
σ∈S

Dσ(F),

onde podemos notar que

det(H) = J = ∏
α∈I

det(λk′i
i j)i, j∈α.

�

Seguindo os trabalhos de Davenport e Lewis [4, 5, 6], Wooley [12] diz que dois
sistemas da forma (2-1) são equivalentes se um pode ser obtido do outro por operações
do tipo (I) e (II) do Lema 2.1. Aqui vamos pedir que o determinante de J seja não nulo,
para que a operação do tipo (II) não seja trivial. Notemos que as operações (I) e (II) são
comutativas, e além disso, se o sistema F(x) = 0 tem solução não trivial sobre Qp, então
também tem solução não trivial qualquer sistema equivalente a F .

Um sistema F é dito p-normalizado se a potência do primo p dividindo ϑ(F)

é minimal entre todos os sistemas equivalentes a F . Isto é possível, pois essa potência é
não negativa. Note que um sistema p-normalizado não é único, pois qualquer operação
do tipo (II) com J não divisível por p transforma um sistema p-normalizado em outro
sistema p-normalizado. Tal transformação é conhecida como uma mudança unimodular
das bases.

Para qualquer sistema F com coeficientes inteiros existe um sistema correspon-
dente F∗ com coeficientes em Z/pZ, sendo esses coeficientes congruentes (mod p) aos
coeficientes correspondentes de F . Claramente, existem variáveis que aparecem em F ,
mas não aparecem explicitamente em F∗.
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Faremos agora um lema que nos permite dar uma estimativa para o número de
variáveis que aparecem explicitamente em um sistema F p-normalizado, e também no
sistema F∗.

Lema 2.2 Um sistema F p-normalizado pode ser escrito da forma

Fi = Fi,0 + pFi,1 + · · ·+ pk−1Fi,k−1 (i = 1, ...,R),

onde Fi, j são formas em m j variáveis, e essas formas são disjuntas para j = 0, ...,k−1.

Além disso, cada uma das m j variáveis ocorrem em pelo menos uma das Fi, j (i = 1, ...,R)
com um coeficiente não divisível por p.

Podemos verificar as seguintes desigualdades:

(i) Nós temos

m0 + · · ·+m j−1 ≥
js
κ
, j = 1, ...,kmin,

onde κ é a média harmonica dos ki e kmin é o menor dos ki.

(ii) Suponha que α ∈ I com ki = h para i ∈ α e que temos L combinações lineares

quaisquer, da forma

f ∗i (x) = ∑
j∈α

λ
∗
i, jF
∗
j (x) (i = 1, ...,L),

onde L ≥ |α|, e os (λ∗i, j) j∈α são linearmente independentes sobre Z/pZ. Então

denotando por Q(L,h) o número de variáveis que ocorrem explicitamente em pelo

menos umas dessas combinações, nós temos

Q(L,h)≥ Ls
Rh

L = 1, ..., |α|.

(iii) Denotando por qi, j o número de variáveis que ocorrem explicitamente na forma F∗i, j,

nós temos

m0 + · · ·+m j−1 +qi, j ≥
js
κ
+

s
Rki

0≤ j ≤min{kmin,ki−1}.

Prova:Claramente é possível expressar um sistema p-normalizado na forma

Fi = Fi,0 + pFi,1 + · · · (i = 1, ...,R),

onde em cada p jFi, j aparecem os termos ainxki
n para os quais p j é a maior potência de

p dividindo qualquer ain, (i = 1, ...,R). Então os conjuntos de variáveis que ocorrem em
cada Fi, j, ( j = 0,1, ...) são disjuntos.
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Mas se j ≥ k, então as formas Fi, j são vazias, onde k = max{ki; i = 1, ...,R}. De
fato, se F é um sistema p-normalizado então a potência de p dividindo ϑ(F) é minimal,
e assim se ainxki

n forem termos de Fi(x), (i = 1, ...,R) com todos os ain divisíveis por pk,
nós podemos reduzir a potência de p dividindo ϑ(F) com uma operação do tipo (I) do
Lema 2.1, a saber, tomando xn = p−1x′n, e mantendo os outros coeficientes. Além disso
cada variável aparece em pelo uma das Fi, j com um coeficiente não divisível por p, uma
vez que foi tirada a potência maxima que dividia todos os coeficientes de cada variável.

(1) Sejam x1, ...,xm, onde m = m0 + · · ·+m j−1, as variáveis em Fi,0, ...,Fi, j−1,
(1≤ j ≤ kmin). Então o sistema

F ′i (x) = p− jFi(px1, ..., pxm,xm+1, ...,xs) (i = 1, ...,R),

tem coeficientes inteiros e é equivalente ao sistema F , de fato, escrevendo

Fi = Fi,0 + pFi,1 + · · ·+ pk−1Fi,k−1,

temos que

F ′i = p− j · (F ′i,0 + · · ·+ p j−1F ′i, j−1)+Fi, j + · · ·+ pk−1− jFi,k−1,

onde as variáveis de F ′i,0, ...,F
′
i, j−1 são x′1 = px1, ...,x′m = pxm, como (1 ≤ j ≤ kmin), os

coeficientes de p− j · (F ′i,0 + · · ·+ p j−1F ′i, j−1) são inteiros e temos que o sistema F ′ é
obtido do sistema F por meio de uma operação do tipo (II) com λlt = p− j quando l = t

λlt = 0 quando l 6= t, composta com uma operação do tipo (I) com ω1 = · · ·= ωm = 1 e
ωm+1 = · · ·= ωs = 0. Pelo Lema 2.1 seja

J =

(
∏
α∈I

det(λ
k′l
lt )l,t∈α

)
J = p[− j·(k′1+···+k′R)],

segue que

ϑ(F ′) = JM p[
MRωK

s ]ϑ(F)

ϑ(F ′) = p[− j·(k′1+···+k′R)]M p[
MRωK

s ]ϑ(F)

ϑ(F ′) = p[− jM·(k′1+···+k′R)+
MRmK

s ]ϑ(F)
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Como F é um sistema p-normalizado por hipótese, temos que

− j · (k′1 + · · ·+ k′R)+
RKm

s
≥ 0

RK
s

m ≥ j · (k′1 + · · ·+ k′R)

m ≥ s
RK

j · (k′1 + · · ·+ k′R)

m ≥ js ·
k′1
K + · · ·+ k′R

K
R

m ≥ js ·
1
k1
+ · · ·+ 1

kR

R

m ≥ js
κ
.

(2) Sela α ∈ I, ou seja, α é o conjunto de indices tal que ki = k j para i, j ∈ α, e
seja h = ki para todo i ∈ α, podemos reagrupar as equações de forma que α = {1, ...,r}.
Daí, dadas quaisquer L combinações lineares de Fj com j ∈ α,

fi(x) =
r

∑
j=1

λi jFj(x), (i = 1, ...,L),

onde 1≤ L≤ r, e os (λi j)1≤ j≤r são linearmente independentes sobre Z/pZ. Esse conjunto
pode ser completado, de modo a termos r combinações lineares que são independentes
(mod p). Então f1, ..., fr são obtidas de Fj (1≤ j≤ r) por operações do tipo (II) do Lema
2.1 com J não divisível por p. Seja Q(L,h) o número de variáveis que ocorrem em pelo
menos uma das f1, ..., fL com coeficientes não divisíveis por p, e tome essas variáveis
como sendo xi, ...,xQ, então o sistema

f ′i (x) =

p−1 fi(px1, ..., pxQ,xQ+1, ...,xs) (i = 1, ...,L),

fi(px1, ..., pxQ,xQ+1, ...,xs) (i = L+1, ...,r),

tem coeficientes inteiros, além disso é obtido do sistema f com uma combinação da
operação (I) do Lema 2.1 com ω1 = · · · = ωQ = 1 e da operação (II) do mesmo lema,
com J = p−LJ0, onde J0 não é divisível por p. Então escrevendo h′ = K

h , nós temos

ϑ( f ′) = p
RKMQ

s −MLh′JM
0 ϑ( f )

= p
RKMQ

s −MLh′JM
0 (det(λh′

i j)i, j∈α)
M

ϑ(F).

Como J0 não é divisível por p e os (λi j)1≤ j≤r são linearmente independentes
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sobre Z/pZ, temos que det(λh′
i j)i, j∈α também não é divisível por p, donde,

‖ϑ( f ′)‖p = pMLh′−RKMQ
s ‖ϑ(F)‖p,

mas f ′ e F são equivalentes é pela definição de sistema p-normalizado, nós temos que
RKMQ

s ≤MLh′. Assim temos que

Q≥ Ls
Rh

.

(3) Suponha que o número de variáveis ocorrendo explicitamente em F∗n, j é q.
Denotemos essas variáveis por xm+1, ...,xm+q, onde m=m1+ · · ·+m j−1, e por x1, ...,xm as
variáveis ocorrendo em Fi,0, ...,Fi, j−1 (i+1, ...,R). Então para 0≤ j ≤ min{kmin,kn−1},
o sistema

F ′′i (x) = p− jFi(px1, ..., pxm+q,xm+q+1, ...,xs) (i 6= n),

F ′′n (x) = p−( j+1)Fn(px1, ..., pxm+q,xm+q+1, ...,xs).

Aplicando o Lema 2.1 novamente, temos que

ϑ(F ′′) = p
[

RKM(m+q)
s −( j(k′1+···+k′R)+k′n)M

]
ϑ(F),

Como F é por hipótese um sistema p-normalizado, temos

RKM(m+q)
s

≥ M( j(k′1 + · · ·+ k′R)+ k′n)

m+q ≥ s
RK
· ( j(k′1 + · · ·+ k′R)+ k′n)

m+q ≥ s j
κ
+

s
Rkn

.

�

A importância desse lema está no fato de que os resultados que vão garantir
o teorema principal são na maioria resultados combinatórios, logo garantir um número
mínimo de variáveis para que possamos contar número de soluções é fundamental, o
proximo lema vai nos permitir refinar um pouco mais a conta do número de variáveis em
um sistema p-normalizado.

Lema 2.3 Cada forma Fi, j, do lema anterior, podem ser escritas na forma

Fi, j = Fi, j,0 + pFi, j,1 + p2Fi, j,2 + · · · (1≤ i≤ R), (0≤ i≤ k−1),

onde Fi, j,h são formas em ri, j,h variáveis, e esses conjuntos de variáveis são disjuntos para

h = 0,1,2, .... Além disso, cada uma das ri, j,h variáveis ocorrem em Fi, j,h com coeficientes
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não divisíveis por p.

Com as mesmas notações do lema anterior, vale as seguintes relações:

(i)
∞

∑
h=0

ri, j,h = m j;

(ii)

ri, j,0 = qi, j;

(iii)

Ti,H =
H

∑
j=0

(
H− j

∑
h=0

ri, j,h

)
≥ s(H +1)

tki
(H = 0, ...,ki−1).

Prova: Que Fi, j pode ser escrito dessa forma com as subformas Fi, j,h disjuntas,
segue da mesma construção feita no Lema 2.2, note que todas as ri, j,h ocorrem de fato na
subforma Fi, j,h. somando todos os ri, j,h temos o número de variáveis em Fi, j, ou seja, mi, j

o que demonstra (i), ri, j,0 são as variáveis que aparecem em Fi, j,0, ou seja, as variáveis de
Fi, j cujos coeficientes não são divisíveis por p, logo ri, j,0 = qi, j, o que garante (ii), vamos
então provar (iii).

Sejam H ≤ kn− 1, T = Tn,H como definido acima, e x1, ...,xT as variáveis que
ocorrem na forma

(Fn,0,0 + pFn,0,1 + · · ·+ pHFn,0,H)+ p(Fn,1,0 + · · ·+ pHFn,0,H−1)+ · · ·+ pHFn,H,0,

que são, as variáveis ocorrendo explicitamente na forma Fn (mod pH+1). Então o sistema

F ′n(x) = p−(H+1)Fn(px1, ..., pxT ,xT+1, ...,xs),

F ′i (x) = Fi(px1, ..., pxT ,xT+1, ...,xs), i 6= n,

tem coeficientes inteiros e é equivalente ao sistema F . Pelo Lema 2.1 nós temos

ϑ(F ′) = p[−(H+1)Mk′n+
RKMT

s ]ϑ(F).

Então pela definição de sistema p-normalizado,

T ≥ (H +1)sk′n
RK

=
(H +1)s

Rkn
.

�
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Vamos agora aplicar os Lemas 2.2 e 2.3 ao nosso sistema (1-1), para exemplificar,
e também para termos em mãos algumas estimativas para o número de variáveis que
ocorrem em um sistema p-normalizado equivalente ao nosso sistema, lembrando que será
com essas estimativas dos números de variáveis que iremos trabalhar, aplicando métodos
combinatórios e de resolução de equações diofantinas para garantir o que mais adiante
iremos definir como solução não singular para o sistema.

Então seja (F,G) um sistema de formas aditivas como em (1-1), com número de
variáveis s≥ 11, então temos que

m0 ≥ 5, qF,0 = TF,0 ≥ 2, qG,0 = TG,0 ≥ 3,

m0 +m1 ≥ 10, m0 +qF,1 ≥ 7, m0 +qG,1 ≥ 8, (2-3)

TF,1 ≥ 4, TG,1 ≥ 6, TF,2 ≥ 6.

2.2 O Lema de Hensel.

O proximo resultado que queremos apresentar vai nos permitir relacionar so-
luções de sistema de formas aditivas (mod p) com soluções nos inteiros p-ádicos, esse
resultado é um entre os vários que ficaram conhecidos por Lema de Hensel. K. Hensel foi
o primeiro a desenvolver a teoria dos números p-ádicos na busca de informações locais
dentro dos racionais, de uma maneira análoga a teoria das sequências e séries existentes
nos números reais. Mas antes iremos apresentar alguns resultados que serão importan-
tes na demonstração do Lema de Hensel, começaremos provando algumas propriedades
simples do espaço Qn

p.
Primeiramente, dado o espaço vetorial Qn

p sobre o corpo de escalares Qp,
definindo nele a norma do máximo, ou seja, dado um vetor z = (x1, ...,xn) em Qn

p a norma
de z é dada por ‖z‖max = max{‖x1‖p, ...,‖xn‖p}, não é difícil verificar que de fato se
trata de uma norma, e além disso ela também satisfaz a desigualdade ultramétrica. De
maneira análoga podemos definir uma matriz Mn×n em Qn×n

p , naturalmente o conjunto
das matrizes sobre Qp é um espaço vetorial, e podemos definir o produto M · z onde z

pertence a Qn
p da mesma forma que o feito sobre R e também podemos definir nele uma

norma semelhante a norma de um operadores linear. Ou seja, dada Mn×n uma matriz em
Qn×n

p definimos
‖M‖1 = sup

{
‖M · z‖max;z ∈ Zn

p
}
.

Note que Zn
p é compacto com a norma do máximo, uma vez que Zn

p = {z ∈
Qn

p;‖z‖max≤ 1} é um subconjunto fechado e limitado de Qn
p que é um espaço de dimensão

finita. Aqui iremos verificar as propriedades de norma, ou seja

(i) ‖M‖1 = 0⇔M = 0;
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De fato, se M = 0n×n, temos que M ·z = 0n×1 para qualquer que seja z em Zn
p, donde

‖M‖1 = 0. Reciprocamente, suponha que ‖M‖1 = 0, então para qualquer que seja
z em Zn

p temos que M · z = 0n×1, em particular tomando e1 = (1,0, ...,0), ...,en =

(0,0, ...,1), ou seja M = 0n×n.

(ii) ‖α ·M‖1 = ‖α‖p · ‖M‖1, para todo α em Qp;

De fato,

‖α ·M‖1 = sup
{
‖α ·M · z‖max;z ∈ Zn

p
}

= sup
{
‖α‖p · ‖M · z‖max;z ∈ Zn

p
}

= ‖α‖p · ‖M‖1.

(iii) ‖M+N‖1 ≤ ‖M‖1 +‖N‖1.

De fato,

‖M+N‖1 = sup
{
‖(M+N) · z‖max;z ∈ Zn

p
}

= sup
{
‖M · z+N · z‖max;z ∈ Zn

p
}

≤ sup
{
|M · z‖max +‖N · z‖max;z ∈ Zn

p
}

≤ ‖M‖1 +‖N‖1.

Com isso colocamos uma estrutura de espaço vetorial normado nas matrizes
sobre Qp, veremos no próximo resultado que essa norma tem uma propriedade semelhante
a existente para matrizes sobre R definidas de modo análogo.

Lema 2.4 Dada um matriz M em Qn×n
p , temos que ‖M · z‖max ≤ ‖M‖1 · ‖z‖max para todo

z em Zn
p.

Prova: De fato, note primeiramente que dado x em Z∗p, temos que ‖x‖p = p−υ(x),
daí que ‖‖x‖p‖p = pυ(x), ou seja, ‖x‖p = ‖‖x‖p‖−1

p , donde∥∥∥∥ x
‖x‖p

∥∥∥∥
p

=
‖x‖p

‖‖x‖p‖p

= ‖x‖2
p

≤ 1 ∀x ∈ Z∗p,

Note que o mesmo vale para z em Zn
p
∗, com a norma ‖·‖max, ou seja, se z pertence

a Zn
p
∗, então w = ‖z‖−1

max · z também pertence a Zn
p, donde
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‖M · z‖max

‖z‖max
= ‖M · (‖z‖−1

max · z)‖max

= ‖M ·w‖max w ∈ Zn
p
∗

≤ ‖M‖1.

�

Note a importância de tomar o ‖M‖1 = sup{‖M · z‖max} com z em Zn
p para que a

norma de M cumpra essa última propriedade. Pela desigualdade ultramétrica essa norma
será limitada pela maior norma das entradas da matriz M, isto vai nos garantir que se a
matriz tem todas as suas entradas pertencentes a Zp, então sua norma é menor ou igual
a 1, o que caracteriza de forma bastante útil as matrizes inteiras, e será importante na
demonstração do Lema de Hensel. O próximo lema vai nos permitir avaliar a norma p-
ádica de um polinômio aplicado a um ponto.

Lema 2.5 sejam p(x1, ...,xn) pertencente a Zp[x1, ...,xn], e (ξ1, ...,ξn) em Zn
p, se

p(x1, ...,xn) não possui termos com grau menor que k, então

‖p(ξ1, ...,ξn)‖p ≤ ‖(ξ1, ...,ξn)‖k
max.

Prova: De fato temos que se nenhum termo de p(x1, ...,xn) aparece com grau
menor que k, então

p(x1, ...,xn) = ∑ci · xk1i
1 · · ·x

kni
n ,

onde apenas um número finito de ci é diferente de zero, e

n

∑
j=1

k ji ≥ k,

para todo i em N. Daí suponha que ‖(ξ1, ...,ξn)‖max = ‖ξt‖p, então

‖p(ξ1, ...,ξn)‖p =
∥∥∥∑ci ·ξk1i

1 · · ·ξ
kni
n

∥∥∥
p

≤ max{‖ci ·ξk1i
1 · · ·ξ

kni
n ‖p}

≤ max{‖ξk1i
1 · · ·ξ

kni
n ‖p}

≤ ‖ξt‖k
p = ‖(ξ1, ...,ξn)‖k

max.

�
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Note que estamos usando o fato de ‖x+y‖p ≤max{‖x‖p,‖y‖p}, para todos x e y

em Qp, e que ‖c‖p ≤ 1 para todo c em Zp, como são fatos bastante usados e fundamentais
nos números p-ádicos, usaremos daqui em diante sem mais ressalvas.

Agora dados F1, ...,Fn polinômios em Zp[x1, ...,xn], podemos usar a notação
vetorial e definir

F = (F1, ...,Fn),

como um vetor que tem como componentes os polinômios F1, ...,Fn, onde se x =

(x1, ...,xn) é um vetor em Qn
p, então denotamos por F(x) o vetor

F(x) = (F1(x), ...,Fn(x)),

em Qn
p. Vamos denotar a matriz jacobiana de F por,

JF =

(
∂Fi

∂x j

)
,

e seu determinante (jacobiano) por,

∆F = det
(

∂Fi

∂x j

)
.

Vamos considerar também que cada componente do vetor F é uma série formal
de potências em n variáveis sobre Qp. Nesse caso F(x) só fará sentido para um x em Qn

p

se cada uma das séries Fi(x) converge. Certamente essas séries convergem se todas as
componentes de x são divisíveis por p. Se G é outro vetor de séries formais de potências,
precisaremos considerar a composta das séries

F ◦G = F(G),

obtida pela substituição por Gi das variáveis xi em F , novamente, isso pode não fazer sen-
tido, mas isso vai representar um sistema unicamente determinado de séries de potência
se nós soubermos que G é um sistema de séries sem termos constantes, com coeficientes
em Zp, já que potências dessas séries são também convergentes. Um problema natural é
determinar aqueles sistemas F que são invertíveis sob essa lei de composição, ou seja,
para quais sistemas existe G tal que

F ◦G = G◦F = x,

onde x = (x1, ...,xn).

Lema 2.6 seja F um sistema de n séries formais em n variáveis sem termos constantes.
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Assuma que o jacobiano ∆F(0) de F na origem é uma unidade em Qp. Então F possui

um sistema inverso G, com respeito a composição, que é unicamente definido.

Prova: Note que ∆F(0) é o determinante da matriz (ai j) onde ai j é o coeficiente
do termo linear x j na série Fi. Introduzimos um novo vetor de variáveis y = (y1, ...,yn).
Nos queremos resolver o sistema de equações

xi =
n

∑
j=1

ai jyi +∑
k

aikyk (1≤ i≤ n),

para y, onde no segundo somatório k = (k1, ...,kn), e yk = (yk1
1 yk2

2 · · ·ykn
n ) com k1 + · · ·+

kn ≥ 2, ou seja, todos os termos do segundo somatório tem grau maior que 1.
Por hipótese a matriz A(ai j) tem inversa B = (bi j) com coeficientes em Qp.

Reescrevendo o sistema anterior de equações como uma equação vetorial

x = F(y),

operando os dois lados com a matriz B temos a equação vetorial equivalente

z = B ·F(y),

onde z = Bx, e onde o coeficiente de y j na i-ésima componente do lado direito é δi j (delta
de Kronecker). Podemos então assumir que

ai j = δi j,

para todos i, j, de modo que temos que encontrar um sistema G nas variáveis x tal que

xi = Gi +∑
k

aikGk1
1 Gk2

2 · · ·G
kn
n (1≤ i≤ n),

Daí temos que a parte de Gi de grau menor que 2 deve ser simplesmente xi. Por
indução, suponha que a soma Hid dos termos de grau menor que d está determinado para
todo i. Então a parte homogênea Gid de grau d em Gi é unicamente determinada como
sendo a parte homogênea de grau d na série

−∑
k

aikHk1
1 Hk2

2 · · ·H
kn
n (1≤ i≤ n),

uma vez que Hid não possui termo constante. Assim F tem um inverso a direita unica-
mente determinado G. Como nós temos

∆G(0) = ∆F(0)−1,
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o mesmo argumento mostra que G possui um inverso a direita E. Mas então

E = x◦E = (F ◦G)◦E = F ◦ (G◦E) = F ◦ x = F.

�

Agora estamos prontos para provar a seguinte versão do Lema de Hensel, que
será utilizada amplamente no próximo capítulo, garantindo soluções não triviais para o
nosso sistema de formas aditivas.

Lema 2.7 (Lema de Hensel) Seja F : Qn
p→Qn

p uma aplicação tal que

F(x1, ...,xn) = (F1(x1, ...,xn), ...,Fn(x1, ...,xn)),

onde F1(x1, ...,xn), ...,Fn(x1, ...,xn) ∈ Zp[x1, ...,xn], e seja z0 = (a1, ...,an) pertencente a

Zn
p tal que

‖F(z0)‖max = ‖(F1(z0), ...,Fn(z0))‖max < ‖∆0‖2
p,

com

∆0 = det(JF(a1, ...,an)),

não nulo, onde JF(a1, ...,an) é a matriz jacobiana de F calculada em z0, sendo as entradas

da matriz jacobiana dadas pelas derivadas formais de cada polinômio. Nessas condições

existe um único z = (ξ1, ...,ξn) em Zn
p tal que F(z) = (0, ...,0) e

‖z− z0‖max = ‖(ξ1−a1, ...,ξn−an)‖max ≤ p−1‖∆0‖p.

Prova: Vamos aqui utilizar o resultado de álgebra linear que afirma que se N é a
matriz adjunta de JF(z0), então nós temos que

JF(z0)N = ∆0I,

onde I é a matriz identidade, note que por hipótese os termo da matriz JF(z0) são todos
inteiros p-ádicos, e daí, segue pela construção da matriz adjunta que os termos da matriz
N também são. Como ∆0 é não nulo, existem δ finito, e u uma unidade tal que

∆0 = upδ,

Aplicando a fórmula de Taylor para cada polinômio em F temos a equação
vetorial

F(z0 + pδx) = F(z0)+ JH(z0) · pδx+ p2δR(x),
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onde R(x) é um vetor de polinômios, cada um deles sem termos de grau menor que 2. Se
N′ = u−1N, esta fórmula pode ser reescrita como

F(z0 + pδx) = F(z0)+ JH(z0) · pδx+ JF(z0)N′ · pδR(x),

se nós denotarmos por
G(x) = x+N′R(x),

nós temos
F(z0 + pδx) = F(z0)+ JH(z0) · pδG(x).

Note que G é um sistema de n polinômios em n variáveis sem termos constantes,
e o jacobiano da G na origem é 1, logo nós podemos aplicar o Lema 2.6 para o sistema G,
que vai nos garantir que existe um sistema H de séries formais de potências unicamente
determinado sem termos constantes que é inverso do sistema G de polinômios pela
composição. Substituindo x por H(x) na fórmula acima temos

F(z0 + pδH(x)) = F(z0)+ JH(z0) · pδx,

onde nessa identidade podemos substituir x por qualquer vetor x em Qn
p com ‖x‖max menor

que 1, para garantir a convergência da série formal. Por hipótese

‖F(z0)‖max < ‖∆0‖2
p,

ou seja F(z0) = p2δc onde ‖c‖max < 1. Portanto, temos que encontrar x, com ‖x‖max < 1
tal que

0 = p2δ · c+ JH(z0) · pδx,

ou, usando novamente pδ = JH(z0)N′, temos

0 = pδJH(z0) · (N′c+ x),

como ∆0 é não nulo, JH(z0) admite inversa, logo esse sistema possui uma única solução

x =−N′c,

pelo Lema 2.4 ‖x‖max ≤ ‖c‖max < 1, logo

z = z0 + pδH(−N′c),
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é solução, e além disso temos que

‖z− z0‖max = ‖pδH(−N′c)‖max,

pelos Lemas 2.4 e 2.5,

‖z− z0‖max ≤ p−δ‖c‖max

≤ p−δ−1

≤ p−1‖∆0‖p.

�

Note que esse resultado pode ser facilmente generalizado para sistemas de R

formas em s≥ R variáveis, simplesmente fixando s−R variáveis. Com o Lema de Hensel
agora em mão, garantir solução para um sistema de formas irá se resumir a encontrar um
z0 que esteja nas hipóteses do lema, o que equivale, como veremos no proximo capítulo,
a encontrar um tipo especial de solução do sistema p-normalizado visto (mod p) que
chamaremos de solução não singular. Então, de fato, é o Lema de Hensel uma das mais
importantes ferramentas nesse estudo, pois ele nos permite passar de um problema em um
conjunto que conhecemos muito pouco para um problema nos inteiros (mod p), então nos
próximos capítulos vamos entender como é feita essa passagem, e como resolver o novo
problema para o caso específico de duas formas aditivas em graus 2 e 3.

2.3 Alguns resultados sobre congruências.

Vamos agora apresentando alguns resultados importantes sobre congruências
que vão nos auxiliar no próximo capítulo. O primeiro resultado devido a Chevalley não
será usado diretamente no resultado, mas achamos conveniente apresenta-lo aqui devido
sua grande importância na teoria.

Teorema 2.8 (Chevalley 1935) Todo polinômio em n variáveis, de grau d e sem termos

constante, tem sempre uma solução não trivial módulo p, desde que n > d.

Prova: Para provar esse teorema, vamos usar o seguinte lema:

Lema 2.9 Seja f (x1, ...,xn) ∈ Z/pZ[x1, ...,xn] com gr( f (x1, ...,xn))< n(p−1). Então

∑
c1,...,cn∈Z/pZ

f (c1, ...,cn) = 0.
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Prova:

∑
c1,...,cn∈Z/pZ

ck1
1 · · ·c

kn
n = ∑

c1∈Z/pZ
ck1

1 · · · ∑
cn∈Z/pZ

ckn
n ,

portanto, existe um k j < p−1, onde j ∈ {1,2...,n}, tal que p−1 - k j, portanto

∑
c j∈Z/pZ

ck j
j = 0

⇒ ∑
c1,...,cn∈Z/pZ

f (c1, ...,cn) = 0.

�

Prova do Teorema de Chevalley: Dado o polinômio f (x1, ...,xn) ∈
Z/pZ[x1, ...,xn] de grau d < n sem termo constante, defina o polinômio F(x1, ...,xn) =

1− f (x1, ...,xn)
p−1, o qual tem grau menor que n(p−1).

F(c1, ...,cn) =

0 se f (x1, ...,xn) 6= 0,

1 c.c.

logo

∑
c1,...,cn∈Z/pZ

F(c1, ...,cn) = N,

onde N é o número de soluções de f (x1, ...,xn) = 0 em Z/pZ. Mas pelo lema anterior
temos que

∑
c1,...,cn∈Z/pZ

F(c1, ...,cn) = 0

em Z/pZ, donde N ≡ 0 (mod p). Porém com f não possui termos constantes, temos que
(0, ...,0)
mathbbZ/pZn é uma solução de f (x1, ...,xn) = 0, ou seja, N ≥ 1, como N ≡ 0 (mod p),
então existe uma solução não trivial (mod p).

�

Daremos aqui apenas uma ideia da demonstração do lema a seguir, uma demons-
tração mais completa pode ser encontrada em Nathanson [10], Teorema 2.8.

Lema 2.10 Seja p > 3 um número primo, e seja k um inteiro positivo tal que (k, p−1)<
p−1

2
. Sejam c1, ...,cn elementos não nulos do corpo Z/pZ, então temos que

f (x1, ...,xn) = c1xk
1 + ...+ cnxk

n,
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representa pelo menos R = min
{

p,1+
(2n−1)(p−1)

d

}
resíduos (mod p), onde d =

(k, p−1).

Prova: Se k = 1 e n≥ 1 é fácil ver que R = p≤ (1+(2n−1)(p−1)) para todo
n, então vamos supor k > 1.

Seja
g(x1, ...,xn) = c1xd

1 + ...+ cnxd
n .

Defina R(g) como sendo o número de resíduos (mod p) representados por g.
Seja Ak = {xk;x ∈ Z/pZ} e Ad = {xd;x ∈ Z/pZ}. Não é difícil mostrar que Ak = Ad , e
daí segue que R = R( f ) = R(g), onde R( f ) é o número de resíduos (mod p) representados
por f , logo podemos assumir que k = (k, p−1). Então

p = ks+1,

onde s≥ 3, e |Ak|= s+1. Vamos provar que

R≥ min{p,(2n−1)s+1}.

A prova será feita por indução sobre n. Se n= 1, então f (x1) = c1xk
1, onde c1 6= 0,

e então
|R|= |Ak|= s+1 = min(p,s+1).

Suponha que o lema vale para n≥ 2. Seja

A =

{
n−1

∑
i=1

cixk
i ; x1, ...,xn−1 ∈ Z/pZ

}
,

e
B = {cnxk

n; xn ∈ Z/pZ}.

Então |B| = |Ak| = s + 1. Temos que o conjunto |A| é o número de resíduos
representados por uma forma aditiva em n−1 variáveis, então pela hipótese de indução

|A| ≥ min{p,(2n−3)s+1}.

Temos que
R = A+B,
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então pelo teorema de Cauchy-Davenport (Nathanson [10] Teorema 2.2)

|R| = |A+B|

≥ min(p, |A|+ |B|−1)

≥ min(p,(2n−2)s+1).

Se |R| = p, não temos mais o que mostrar. Então suponha que |R( f )| ≤ p− 1,
daí

R = |A+B| ≥ |A|+ |B|−1≥ (2n−2)s+1.

Agora vamos primeiramente mostrar que |R( f )|> (2n−2)s+1. De fato, supo-
nha por contradição que |R( f )|= (2n−2)s+1, ou seja, |A+B|= |A|+ |B|−1, então pelo
Teorema de Vosper (Nathanson [10] Teorema 2.7) pelo menos uma das condições abaixo
devem ser satisfeitas

(1o) ou min(|A|, |B|) = 1. O que é claramente falso.
(2o) ou |R( f )| = |A+B| = p− 1 = ks. O que também é falso, pois temos que

R( f )≡ 1 (mod s) (Nathanson [10] Lema 2.9)
(3o) ou, finalmente, A e B são progressões aritméticas com a mesma razão, o que

é falso, pois nem Ak nem B possuem progressões aritméticas (Nathanson [10] Lema 2.11).
Logo,

|R( f )| ≥ (2n−2)s+2.

porem
|R( f )| ≡ 1 (mod p),

daí segue que
|R( f )| ≥ (2n−1)s+1.

�

Corolário 2.11 Seja p > 7 e α1α2 6≡ 0 (mod p). Então α1x3
1 +α2x3

2 representa todos os

resíduos (mod p).

Prova: De fato, pelo Lema 2.10 temos que

R = min
{

p,1+
(2n−1)(p−1)

d

}
,

como n = 2 e d ≤ 3 o resultado segue.

�

Corolário 2.12 Seja p > 5 e α1α2 6≡ 0 (mod p). Então α1x2
1 +α2x2

2 representa todos os

resíduos (mod p).
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Prova: De fato, pelo Lema 2.10 temos que

R = min
{

p,1+
(2n−1)(p−1)

d

}
,

como n = 2 e d ≤ 2 o resultado segue.

�

Lema 2.13 A congruência ax3+by3+cz3 ≡ 0 (mod p) é sempre solúvel com pelo menos

um dos x,y,z 6≡ 0 (mod p).

Prova: Seja Z/pZ∗ o grupo multiplicativo de Z/pZ, e seja Z/pZ3 o grupo
das potências cúbicas de Z/pZ∗. Se p ≡ 2 (mod 3), nós temos que (p− 1,3) = 1,
logo Z/pZ3 = Z/pZ∗. Se p ≡ 1 (mod 3), então Z/pZ3 6= Z/pZ∗. De fato, Z/pZ3

contêm exatamente
p−1

3
elementos, e se δ não está em Z/pZ3, então Z/pZ∗ =Z/pZ3∪

δZ/pZ3∪δ2Z/pZ3.
Como abc 6≡ 0 (mod p), temos que se ab−1 ∈ Z/pZ3, seja e3 = ab−1, então

(1,−e,0) é uma solução para ax3 + by3 + cz3 ≡ 0 (mod p). Nós obtemos soluções
semelhantes se ac−1 ou bc−1 pertence a Z/pZ3. Então podemos supor que a, b e c

estão em classes laterais diferentes de Z/pZ, módulo Z/pZ3, uma situação que só pode
acontecer se p≡ 1 (mod 3).

Afirmamos que se p≡ 1 (mod 3), então existe um elemento não nulo δ de Z/pZ
que não está em Z/pZ3 tal que a equação

1+δ≡ δ
2z3 (mod p)

possui uma solução em Z/pZ.
De fato, seja W o conjunto de todos os elementos não nulos de Z/pZ∗ da forma

ρ3−1. Então W contém exatamente
p−4

3
elementos distintos. Seja W−1 o conjunto dos

inversos multiplicativos dos elementos de W , e seja V = Z/pZ3 ∪W ∪W−1. Então V

contêm no máximo p−3 elementos. Seja δ ∈ Z/pZ, tal que δ 6∈V . Claramente, δ e δ+1
não estão em Z/pZ3. Além disso, δ−1 não esta em V , consequentemente 1+ δ−1 não
está em Z/pZ3, daí δ+ 1 não está em δZ/pZ3. Como −1 está em Z/pZ3, 1+ δ 6= 0, e
segue que 1+δ está em δ2Z/pZ3 como queríamos. Suponha, sem perda de generalidade,
que a = e3

1, b = δe3
2 e c = δ2e3

3, então existe z0 tal que (e−1
1 ,e−1

2 ,z0) é uma solução para
ax3 +by3 + cz3 ≡ 0 (mod p).

�

Lema 2.14 Suponha que abc 6≡ 0 (mod 7). Então a congruência ax3 +by3 ≡ c (mod 7)
é solúvel a menos que b≡±a e c≡±4a.



2.3 Alguns resultados sobre congruências. 37

Prova: Suponha ax3 + by3 ≡ c (mod 7) não pode ser resolvido, nós temos pelo
Lema 2.13 que existe solução para a congruência ax3 +bx3 + cz3 ≡ 0 (mod 7), com pelo
um dos x,y,z 6≡ 0 (mod 7), logo z ≡ 0 (mod 7), daí temos que x,y 6≡ 0 (mod 7), como
apenas {0,1,−1} são cubos (mod 7), segue que b ≡ ±a (mod 7), e assim ax3 + by3

representa os resíduos {0,±a,±2a}, dessa forma temos que c≡±4a (mod 7).

�

Note que, em particular, os Corolários do Lema 2.10 dizem que todo resíduo
não trivial é representado não trivialmente pelas respectivas formas. Note também que se
abc 6≡ 0 (mod p), então a conclusão do Lema 2.14 implica que pelo menos dois dos x,y,z

são não triviais (mod p).



CAPÍTULO 3
A confirmação da Conjectura de Artin para
Γ(3,2).

Apresentaremos agora o trabalho realizado pelo matemático Trevor D. Wooley
que foi publicado em 1991, onde ele prova que Γ(3,2) = 11, confirmando a Conjectura
de Artin. Utilizando os métodos introduzidos por Davenport e Lewis que apresentamos
no capítulo anterior, e o Lema de Hensel que também já apresentamos, e dividindo o
problema em diversos casos, para os quais, apresentou soluções simples e elegantes, ele
conseguiu demonstrar esse resultado, um dos primeiros resultados de grande relevância
que trata de pares de formas aditivas em graus distintos. Nas primeiras duas seções vamos
apresentar como ele aplicou o método mais usual no tratamento do problema, que consiste
em garantir soluções não singulares (mod p) e usar o Lema de Hensel para concluir que
existe solução não trivial em Zp, para garantir o resultado para todos os primos, a menos
de um número finito deles, que trataremos nas seções finais.

3.1 Abordando o caso padrão quando p > 5.

Voltamos agora a nossa atenção ao sistema

F(x) = c1x3
1 + · · ·+ csx3

s = 0,

G(x) = d1x2
1 + · · ·+dsx2

s = 0. (3-1)

Vamos assumir que ϑ(F,G) 6= 0 e que s ≥ 11, além disso vamos reagrupar e
também renomear variáveis e coeficientes se for preciso para escrever ou sistema (F,G)∗

da seguinte forma
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F∗0 = a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 + · · ·+bvy3

v ≡ 0 (mod p), (3-2)

G∗0 = c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v +d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡ 0 (mod p).

Onde nenhum dos ai, bi, ci, di são divisíveis por p, pelas contas feitas em (2-3)
tomando um sistema p-normalizado equivalente ao (3-1) podemos garantir que

m0 = u+ v+w≥ 5, qF,0 = u+ v≥ 2, qG,0 = v+w≥ 3. (3-3)

Nessa seção vamos provar que sujeito a hipótese

(H) para toda congruência da forma (3-2) satisfazendo u+ v+w≥ 5, u≤ 1, e w≤ 1,

nós temos uma solução que é não singular (mod p),

para p > 5, todo sistema p-normalizado da forma (3-1) tem solução p-ádica não trivial.
Assim iremos supor que u ou v é maior que 1 e provar que a congruência (3-2) possui
solução não singular (mod p), e na seção seguinte vamos provar a hipótese (H), usando
somas exponenciais para quase todos os primos, a menos de um número finito, que serão
tratados separadamente.

Acima aparece o conceito de solução não singular, para definir esse conceito,
seja (F,G) um sistema da forma (3-1), e x um elemento de Zs

p, definimos

∆(i, j) = ∆(F,G, i, j) = 6xix j(cid jxi− c jdix j),

e
∆
∗(F,G) = max{‖∆(i, j)‖p 1≤ i, j ≤ s}.

Então diremos que um solução x do sistema F ≡ G ≡ 0 (mod p) é não singular
(mod p) quando ∆∗(F,G) = 1 em x. Isso equivale a dizer que a matriz jacobiana de
(F,G) calculada em x tem posto 2 (mod p). Note que dada uma solução não singular
x = (x1, ...,xs), se fixarmos s− 2 variáveis no Lema de Hensel apresentado no capítulo
anterior, e calcularmos ∆(xi,x j) = det(J(F,G)(xi,x j)), onde xi,x j são tais que ‖∆(i, j)‖p =

∆∗(F,G) = 1, ou seja, vamos ter ‖∆(xi,x j)‖p = 1, como x é uma solução do sistema
F ≡ G ≡ 0 (mod p), temos que ‖(F(x),G(x))‖max < 1 = ‖∆(xi,x j)‖2

p e a existência de
solução inteira p-ádica não trivial segue diretamente do Lema de Hensel.

Nós vamos começar provando a existência de solução não trivial sobre Zp para
(3-1) no caso onde qF,0 ≥ 3 e p > 7. Na sequência vamos tratar p = 7, ainda supondo que
qF,0 ≥ 3, e por fim assumiremos que qF,0 = 2 e provaremos a existência de solução não
trivial p-ádica para todo p > 5.
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Lema 3.1 Seja p > 7. Então todo sistema p-normalizado da forma (3-1) satisfazendo

s≥ 11, qF,0 ≥ 3, e u > 1 ou w > 1, possui solução não trivial sobre Zp.

Prova: Vamos dividir a demonstração em casos de acordo com o valor de v.

(i) v = 0. Então por (3-3) w≥ 3, e como estamos supondo qF,0 ≥ 3, temos u≥ 3. Pelo
Lema 2.13 nós podemos resolver o sistema de congruências

a1x3
1 + · · ·+aux3

u ≡ 0 (mod p)

com pelo menos uma variável diferente de zero, digamos xi. Também pelo Corolário
2.12 do Lema 2.10, nós podemos resolver a congruência

d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡ 0 (mod p)

independentemente com pelo menos uma variável não nula, digamos z j. Então o
sistema pode ser resolvido (mod p) com ∆∗(F,G)≥ ‖6xiz j(aid jxi)‖p = 1.

(ii) v= 1. Então por (3-3), w≥ 2 e como estamos supondo qF,0≥ 3, temos u≥ 2. Vamos
fixar y1 = 1, pelo Corolário 2.11 do Lema 2.10, nós podemos resolver a congruência

a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1 ≡ 0 (mod p)

com pelo menos uma variável diferente de zero, digamos xi. Também, pelo Corolário
2.12 do Lema 2.10, nós podemos resolver a congruência

c1 +d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡ 0 (mod p)

independentemente com pelo menos uma variável não nula, digamos z j. Então
novamente o sistema pode ser resolvido (mod p) com ∆∗(F,G)≥‖6xiz j(aid jxi)‖p =

1.

(iii) v≥ 2. Existem dois casos:

(a) w≥ 2.

(1) p ≡ 1 (mod 3). Uma vez que qF,0 ≥ 3, pelo Lema 2.13 nós podemos
resolver a congruência

a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 + · · ·+bvy3

v ≡ 0 (mod p)

não trivialmente (aqui xi pode não aparecer se u= 0). E mais, nós podemos
garantir que pelo menos uma das variáveis yi é diferente de zero usando o



3.1 Abordando o caso padrão quando p > 5. 41

Corolário 2.11 e o Lema 2.13. Sejam 1, c, c′ as três raízes cúbicas distintas
da unidade (mod p). Então fixando yi de modo a resolver a congruência
cúbica, nós podemos encontrar gi ∈ {1,c,c′} para i = 1, ...,v, de modo que

c1(g1y1)
2 + · · ·+ cv(gvyv)

2 6≡ 0 (mod p). (3-4)

Então nós temos uma solução para a congruência cúbica com a congruên-
cia quadrática (3-4) não nula.

(2) p 6≡ 1 (mod 3) e u > 0. Então todo resíduo (mod p) é um resíduo
cúbico. Nós podemos tomar x2 = · · ·= xu = y2 = · · ·= yv = 0 e resolver a
congruência a1x3

1 +b1y3
1 ≡ 0 (mod p) não trivialmente.

(3) p 6≡ 1 (mod 3) e u = 0. Então v ≥ 3. Assim, nós temos bi ≡ β3
i (mod p)

para algum βi 6≡ 0 (mod p) (i = 1,2,3). Mas se supormos que

c1β
2
2 + c2β

2
1 ≡ c2β

2
3 + c3β

2
2 ≡ c3β

2
1 + c1β

2
3 ≡ 0 (mod p),

teríamos

(c1β
2
1)β

2
2β

2
3 ≡−c2β

4
1β3 ≡ c3β

2
2β

4
1 ≡−c1β

2
1β

2
2β

2
3 ≡ 0 (mod p).

Então (β1β2β3)
2 ≡ 0 (mod p), o que é uma contradição. Por isso um dos

(β2,−β1,0), (0,β3,−β2) e (−β3,0,β1) é uma solução para a congruência

b1y3
1 +b2y3

2 +b3y3
3 ≡ 0 (mod p),

tal que c1y2
1 + c2y2

2 + c3y2
3 6≡ 0 (mod p).

Em qualquer dos casos (1), (2), (3), nós podemos resolver a congruência
cúbica em (3-2) de tal maneira que

c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v 6≡ 0 (mod p),

e com pelo menos uma das yi não nula, digamos y j. Mas pelo Corolário
2.12 do Lema 2.10, fixando os valores de yi, nós podemos resolver a
congruência quadrática

d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡−(c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v) 6≡ 0 (mod p),

com pelo menos uma das zi não nula, digamos zk. Então o sistema pode
ser resolvido com ∆∗(F,G)≥ ‖6y jzk(b jdky j)‖p = 1.

(b) w≤ 1, pela hipótese (H) se u≤ 1, temos solução não singular (mod p), nesse
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caso podemos supor u≥ 2. Então por (3-3) v≥ 3−w. Pelo Corolário 2.12 do
Lema 2.10, nós podemos resolver a congruência

c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v +d1z2
1 ≡ 0 (mod p)

não trivialmente (aqui o termo z1 pode não aparecer caso w = 0). Mais do
isso, nós podemos garantir que pelo menos uma das yi é não nulas usando o
Corolário 2.12, digamos y1. Note que trocando yi por −yi nós continuamos a
ter uma solução para a congruência quadrática. Fixemos esses valores de yi, e
consideremos a forma cúbica a1x3

1 +a2x3
2. Pelo Corolário 2.11 do Lema 2.10,

como p > 7, está forma não representa no máximo um resíduo (mod p) não
trivialmente, a saber o resíduo zero. Mas trocando os sinais + e− existem pelo
menos dois resíduos distintos na forma

±b1y3
1±·· ·±bvy3

v

porque pelo menos um dos yi são não nulos. Então pelo menos um desses dois
resíduos fornece uma solução não trivial em x1 e x2 para a congruência

a1x3
1 +a2x3

2±b1y3
1±·· ·±bvy3

v ≡ 0 (mod p).

Então podemos supor que x1 é não nulo, e dessa forma temos que o sistema
pode ser resolvido com ∆∗(F,G)≥ ‖6x1y1(a1c1x1)‖p = 1.

Então nos casos (i), (ii) e (iii), nós temos que existe solução não singular (mod p)

para a congruência (3-2). Logo podemos aplicar o Lema de Hensel para garantir solução
não trivial em Zp para o sistema (3-1).

�

O caso p = 7 é um pouco mais complicado, pois x3 + y3 + 4z3 ≡ 0 (mod 7) só
possui solução com z≡ 0 (mod 7). Nós vamos então modificar as ideias do caso anterior
para lidar com essa eventualidade.

Lema 3.2 Todo sistema 7-normalizado da forma (3-1) satisfazendo s ≥ 11, qF,0 ≥ 3, e

u > 1 ou w > 1 possui uma solução não trivial sobre Z7.

Prova: Vamos novamente separar em casos de acordo com o valor de v.

(i) v = 0. A prova segue exatamente igual ao caso v = 0 demonstrado no Lema 3.1.

(ii) v = 1. Então por (3-3), w ≥ 2 e u ≥ 2. Pelo Lema 2.14, nós podemos resolver a
congruência

a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 ≡ 0 (mod 7)
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com y1 6≡ 0 (mod 7), e pelo menos um dos xi não nulo, a menos que u = 2, a2 ≡±a1

e b1 ≡ ±4a1. Se esse ultimo caso não ocorrer, a prova segue da mesma forma que
o caso análogo provado no Lema 3.1. Certo, caso ocorra esse ultimo caso, por uma
mudança de variáveis e uma mudança temporária da notação, nós podemos supor
que o sistema é

F∗ = x3
1+ x3

2 +4y3
1 ≡ 0 (mod 7)

G∗∗ = 7b1x2
1+ 7b2x2

2 +c1y2
1 +d1z2

1 + · · ·+dtz2
t ≡ 0 (mod 72),

onde 7 não divide c1. Além disso, por (3-2) nós temos

t = m0−qF,0 +qG,1 ≥ 5.

Tome y1 = 0. Se três ou mais dos d1, ...,dt não são divisíveis por 7, digamos
d1, ...,dw, então nós podemos resolver a congruência

F∗0 = x3
1 + x3

2 ≡ 0 (mod 7)

G∗0 = d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡ 0 (mod 7)

independentemente com x1 = 1, x2 = −1, e com pelo menos um dos zi não nulos,
digamos z j. E o sistema pode ser solucionado com ∆∗(F,G)≥ ‖6x1z j(d1x1)‖7 = 1.

Se apenas dois dos d1, ...,dt não são divisíveis por 7, digamos, sem perda de
generalidade, dt−1 e dt , então tomamos zt−1 = zt = 0 e dividimos toda a G por
7. Então obtemos o um sistema da forma

F∗0 = x3
1 + x3

2 ≡ 0 (mod 7) (3-5)

G′∗0 =C1x2
1 +C2x2

2 +d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡ 0 (mod 7),

onde 7 não divide qualquer um dos di, os Ci são inteiros, e w ≥ t − 2 ≥ 3. Nós
podemos resolver a congruência cúbica tomando x1 = 1 e x2 = −1. Então pelo
Corolário 2.12 do Lema 2.10, nós podemos resolver a congruência quadrática nos
zi, digamos com z j não nulo. Logo o sistema reduzido pode ser resolvido com
∆∗(F,G)≥ ‖6x1z j(d jx1)‖7 = 1.

Assim no caso v = 1 o sistema reduzido pode ser resolvido com uma solução não
singular (mod 7), e então o sistema (3-1) tem uma solução não trivial sobre Z7, pelo
Lema de Hensel.

(iii) v≥ 2. Existem dois casos.

(a) w ≥ 2. Nesse caso podemos proceder da mesma forma que no Lema 3.1 (iii)
(a) (1).
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(b) u ≥ 2 e w ≤ 1. Por (3-3), v ≥ 3−w. Observemos que por uma mudança de
variáveis podemos transformar c1y2

1 + c2y2
2 (mod 7) em uma das seguintes

formas

±(y2
1 + y2

2) ou ±(y2
1− y2

2).

Nessas hipóteses podemos, sem perda de generalidade, escrever

c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v +d1z2
1 + · · ·+dwz2

w = c1y2
1 + c2y2

2 +dz2,

onde dz2 representa d1z2
1 se w = 1, ou representa c3y2

3 se w = 0. Então
c1y2

1+c2y2
2+dz2 ≡ 0 (mod 7) é equivalente a uma das seguintes congruências

y2
1 + y2

2 + z2 ≡ 0, com solução (1,2,4),

+(y2
1− y2

2)+ z2 ≡ 0, com solução (2,1,2),

−(y2
1− y2

2)+ z2 ≡ 0, com solução (1,2,2),

−(y2
1− y2

2)+ z2 ≡ 0, com solução (2,2,1).

Vamos denotar por by3 o termo b3y3
3 se w = 0, ou o termo 0 se w = 1. Então

em cada um desses casos, a congruência quadrática é solúvel com y1, y2 e z

diferentes de zero, de modo que para escolhas adequadas de + e−, a expressão

±b1y3
1±b2y3

2±by3

tem pelo menos três valores distintos. Então a congruência

c1y2
1 + c2y2

2 +dz2 ≡ 0

pode ser resolvida de tal maneira que, pelo Lema 2.13, a congruência

a1x3
1 +a2x3

2 +b1y3
1 +b2y3

2 +by3 ≡ 0

tem uma solução com pelo menos um dos xi diferentes de zero, digamos x1.
Daí o sistema pode ser resolvido com ∆∗(F,G)≥ ‖6x1y1(a1c1x1)‖7 = 1.

Então nos casos (i), (ii), e (iii) deduzimos que, definindo algumas das variáveis
como sendo zero, as equações (3-1) são equivalentes a um sistema com solução
não singular (mod 7), o que pelo Lema de Hensel nos garante uma solução não
trivial 7-ádica.

�
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Assim, sujeito a hipótese (H), e assumindo ϑ(F,G) 6= 0, s ≥ 11 e qF,0 ≥ 3, nós
mostramos que qualquer sistema da forma (3-1) com p > 5 tem um solução não trivial p-
ádica. Nós agora vamos mostrar que quando qF,0 = 2, nas mesmas condições ainda temos
pelo menos uma solução não trivial p-ádica.

Lema 3.3 Seja p > 5, e suponha que vale a hipótese (H). Então todo sistema da forma

(3-1) p-normalizado com s≥ 11 e qF,0 = 2 possui uma solução não trivial sobre Zp.

Prova: Usaremos as desigualdades dada em (2-3) para dividir a demonstração
em casos.

(i) Suponha qF,0 = TF,0 = 2 e TF,1 ≥ 5. Podemos reagrupar as variáveis e trocar a
notação para escrever

F∗∗ = A1X3
1 +A2X3

2 + p(a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 + · · ·+bvy3

v) ≡ 0 (mod p2)

G∗ = B1X2
1 +b2X2

2 + c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v +d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡ 0 (mod p),

onde p não divide qualquer um dos ai, bi, ci, di, e Ai, os Bi são números inteiros, e
por (2-3) nós temos

u+ v = TF,1−TF,0 ≥ 3,

u+ v+w = m0 +qF,1−qF,0 ≥ 5,

v+w = m0−qF,0 ≥ 3.

Independentemente de TF,1, se p = 7 e A1 ≡ ±A2 (mod 7), então, uma vez que
v+w≥ 3, nós temos uma solução para o sistema que é não singular (mod 7), dada
por (3-5). Dessa forma, nós podemos assumir que se p= 7, então A1 6≡ ±A2(mod 7).

Fixemos agora X1 = X2 = 0, e considere a congruência obtida pela mudança de
variáveis

F ′∗ = (p−1F)∗ ≡ 0 (mod p)

G′∗ = G∗ ≡ 0 (mod p).

Este sistema de congruências ou da forma que a hipótese (H) se aplica, ou então
é de algumas das formas dos sistemas que consideramos nos Lemas 3.1 e 3.2,
com qF ′,0 ≥ 3. Sendo assim o sistema possui uma solução que é não singular
(mod p), e consequentemente o sistema (3-1) possui uma solução p-ádica não
trivial, a menos que pelo Lema 3.5, p = 7, u = 2, v = 1, w = 2, a2 ≡±a1 (mod p) e
b1 ≡±4a1 (mod 7).
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Mas nesse último caso nós consideramos a congruência obtida ao tomar X1 = X2 =

y1 = z1 = z2 = 0, e fazendo a mudança de variáveis

F ′′∗ = (7−2F)∗ ≡ 0 (mod 7)

G′∗ = (7−1G)∗ ≡ 0 (mod 7)

Assim, reagrupando variáveis e mudando a notação, por (2-3) o sistema vai ser da
forma (3-5) com

w+2 = (m0 +m1)−m0 ≥ 5.

Então a congruência tem uma solução que é não singular (mod 7), logo as equações
(3-1) possuem uma solução não trivial 7-ádica.

(ii) Suponha que TF,0 = 2, TF,1 = 4, e TF,2 ≥ 7. Reagrupando variáveis e mudando a
notação, podemos escrever

F = A1X3
1 +A2X3

2 + p(A3X3
3 +A4X3

4 )

+p2(a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 + · · ·+bvy3

v)+ p3(B1z3
1 + · · ·+Bwz3

w)

+p3m+n(e1u3
1 + · · ·+ eru3

r )

G = C1X2
1 +C2X2

2 +C3X2
3 +C4X2

4

+p(D1x2
1 + · · ·+Dux2

u)+ c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v +d1z2
1 + · · ·+dwz2

w

+p( f1u2
1 + · · ·+ fru2

r ),

onde p não divide qualquer um dos ai, bi, c1, di, e e1, os Bi, Ci, Di, fi e e2, ...,er são
inteiros, nós temos m≥ 1 e 0≤ n≤ 2, e por (2-3),

u+ v = TF,2−TF,1 ≥ 3,

v+w = m0 +qF,1−TF,1 ≥ 3, (3-6)

4+u+ v+w+ r ≥ 11.

Nós podemos supor que os fi não são divisíveis por p, pois se p | fi e p3 | (p3m+nei)

para algum i então ϑ não é minimal (nós podemos fazer uma transformação do tipo
ui 7→ p−1ui que não afeta os coeficientes).

Independentemente de TF,2, se p = 7 e A3 ≡±A4 (mod 7), então fazendo X1 = X2 =

0 e dividindo o que restar de F por 7. Como u+ v ≥ 3, o sistema é da forma (3-5),
e dessa forma nós temos uma solução 7-ádica não trivial para as equações (3-1).
Assim vamos assumir que se p = 7, então A3 6≡ ±A4 (mod 7).
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(a) Suponha primeiro que u+ v+w ≥ 5. Então nós fixamos X1 = ... = X4 = 0 e
consideramos as congruências obtidas pela mudança de variáveis

F ′′∗ = (p−2F)∗ ≡ 0 (mod p)

G′′∗ = G∗ ≡ 0 (mod p).

Analogamente ao que fixemos no item (i) da demonstração, este sistema de
congruências ou é da forma que a hipótese (H) se aplica, ou então é igual a
algum dos sistemas que consideramos nos Lemas 3.1 e 3.2 com qF ′′,0 ≥ 3.
Dessa forma o sistema tem uma solução que é não singular (mod p), e
consequentemente o sistema (3-1) tem uma solução p-ádica não trivial, a
menos que pelo Lema 3.5, p = 7, u = 2, v = 1, w = 2, a2 ≡ ±a1 (mod p)

e b1 ≡±4a1 (mod 7).

Mas nesse último caso, nós consideramos o sistema obtido fixando X1 = ...=

X4 = y1 = z1 = z2 = 0, e fazendo a mudança de variáveis

F ′′∗ = (7−2F)∗ ≡ 0 (mod 7)

G′′∗ = (7−1G)∗ ≡ 0 (mod 7).

Onde
r ≥ 7−u− v−w = 2,

e
m0 +m1−TF,1−TG,0 ≥ 10−4−3 = 3,

possivelmente fixando uma ou mais variáveis iguais a zero, nós temos um
sistema da formas

F ′′∗ = x3
1 + x3

2 ≡ 0 (mod7) (3-7)

G′′∗ = D1x2
1 +a1x2

2 +b1y2
1 + · · ·+br′y2

r′ ≡ 0 (mod7)

onde 7 não divide b1, ...,br′ , r′ ≥ 2, e se r′ = 2, então 7 não divide a1.

Mas nós podemos resolver a congruência cúbica colocando (x1,x2) =

(α1,−α2) para quaisquer α1,α2 ∈ {1,2,4}. Se r′ > 2, então nós podemos re-
solver a congruência quadrática não trivialmente, pelo Corolário 2.12 do Lema
2.10, digamos com y1 não nulo. Se r′ = 2, então já que para alguma escolha de
α1 e α2, a expressão D1α2

1 +a1α2
2 deve ser um resíduo não nulo, nós também

podemos resolver a congruência quadrática para y1 e y2, pelo Corolário 2.12
do Lema 2.10, digamos com y1 não nulo. Então o sistema pode ser resolvido
com ∆∗(F ′′,G′′)≥ ‖6x1y1(b1x1)‖7 = 1. Daí o sistema possui uma solução que
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é não singular (mod p), e consequentemente as equações (3-1) possuem uma
solução 7-ádica não trivial.

(b) Suponha agora que u+ v+w < 5. Então por (3-6), nós temos r ≥ 3. Se n = 0,
fixe

X3 = X4 = x1 = ...= xu = y1 = ...= yv = z1 = ...= zw = 0,

e substituindo Xi por pmXi para i = 1,2, se n = 1, fixe

X1 = X2 = x1 = ...= xu = y1 = ...= yv = z1 = ...= 0,

e substituindo Xi por pmXi para i = 3,4, se n = 2, fixe

X1 = ...= X4 = 0,

e substituindo xi por pmxi para i = 1, ...,u, yi por pmyi para i = 1, ...,v, e zi por
pmzi para i = 1, ...,w. Dividindo por p3m+n o que restar de F , e por p o que
restar de G, reagrupando as variáveis e mudando a notação se necessário, nós
obtemos o sistema

F ′′′∗ = a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 + · · ·+bvy3

v ≡ 0
G′′′∗ = +c1y2

1 + · · ·+ cvy2
v +d1z2

1 + · · ·+dwz2
w ≡ 0,

onde
u≥ 2, u+ v≥ 3, v+w≥ 3,

e

u+ v+w≥

5 para n = 0,1,

6 para n = 2.

Quando p 6= 7, o sistema de congruências F ′′′∗ ≡ G′′′∗ ≡ 0 (mod p) pode ser
tratado da mesma forma que os sistemas considerados no Lema 3.1. Da mesma
forma, quando p = 7, nós temos A2i−1 6≡ A2i (mod 7) para i = 1,2, e por isso
quando n = 0,1, o sistema de congruências F ′′′∗ ≡ G′′′∗ ≡ 0 (mod 7) pode
ser tratado como os sistemas que nós fomos capazes de resolver no Lema 3.2,
com qF ′′′,0 ≥ 3. Quando p = 7 e n = 2, nós temos u+ v+w≥ 6, de modo que
fixando no máximo uma variável como sendo zero, nós obtemos um sistema
da forma que nós resolvemos no Lema 3.2. Dessa forma o sistema tem uma
solução não singular (mod p), e consequentemente as equações (3-1) possuem
pelo menos uma solução p-ádica não trivial.

(iii) Suponha que TF,0 = 2, TF,1 = 4, e TF,2 = 6. Reagrupando variáveis e mudando a
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notação. O sistema agora assume a forma

F = A1X3
1 +A2X3

2 + p(A3X3
3 +A4X3

4 )+ p2(A5X3
5 +A6X3

6 )

+p3m+n(a1x3
1 + · · ·+arx3

r ) (3-8)

G = B1X2
1 +B2X2

2 +B3X2
3 +B4X2

4 +B5X2
5 +B6X2

6

+(b1x2
1 + · · ·+brx2

r ),

onde
m≥ 1, 0≥ n≥ 2, r ≥ 5,

e onde os Bi e bi são inteiros, e p não divide qualquer um dos Ai ou ai. Além disso,
por alguns dos argumentos que nós aplicamos para os fi em (2), no máximo p divide
algum dos bi.

Seja S0 = {i : p - bi,e 1 ≤ i ≤ r}, e S1 = {1, ...,r}/S0. Então a cardinalidade de S0

ou S1 é pelo menos 3, uma vez que r ≥ 5. Supondo que a cardinalidade de S0 ≥ 3,
e renomeando qualquer três das variáveis que estão em S0 como x1,x2,x3. Fixando
x4 = x5 = 0, nós temos o sistema

F = A1X3
1 +A2X3

2 + p(A3X3
3 +A4X3

4 )+ p2(A5X3
5 +A6X3

6 )

+p3M+N(a1x3
1 +a2x3

2 +a3x3
3)

G = B1X2
1 +B2X2

2 +B3X2
3 +B4X2

4 +B5X2
5 +B6X2

6

+pt(b1x2
1 +b2x2

2 +b3x2
3),

onde p não divide qualquer um dos Ai ou bi, t = 0 ou 1, M ≥ 1, 0 ≤ N ≤ 2, e no
máximo dois dos a1,a2,a3 são divisíveis por p. Se N = 0, fixando

X3 = ...= X6 = 0,

e substituindo Xi por pMXi para i = 1,2, se N = 1, fixando

X1 = X2 = X5 = X6 = 0,

e substituindo Xi por pMXi para i = 3,4, se N = 2, fixando

X1 = X2 = X5 = X4 = 0,

e substituindo Xi por pMXi para i= 5,6. Nós podemos dividir por p3M+N o que restar
de F , e por pt o que restar de G, reagrupar variáveis e mudar a notação, para obter o
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sistema

F IV ∗ = a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 + · · ·+bvy3

v ≡ 0 (3-9)

GIV ∗ = c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v +d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡ 0,

onde
u+ v≥ 3, v+w≥ 3, u+ v+w≥ 5.

Agora nós sabemos que A2i−1 6≡ A2i (mod 7) para i = 1,2, e consequentemente,
a menos que N = 2, p = 7, u = 2, v = 1, w = 2, a1 ≡ ±a2 (mod 7) e b1 ≡
±4a1 (mod 7), o sistema de congruências F IV ∗ ≡ GIV ∗ ≡ 0 (mod 7) é igual a
alguma dos sistemas que nós consideramos nos Lemas 3.1 e 3.2, com qF IV ,0 ≥ 3.
Portanto nesses casos o sistema possui uma solução não singular (mod p), e
consequentemente as equações (3-1) possuem uma solução p-ádica não trivial.

No caso em que temos problema, retornando para a nossa notação anterior a equação
(3-9), devemos ter A5≡±A6 (mod 7). Se B5 e B6 são ambos divisíveis por 7, fixando
X1 = ... = X4 = 0, e dividindo o que restar de F por 72, e o que restar de G por 7t .
Nesse caso nós temos um sistema da forma (3-5), e consequentemente uma solução
7-ádica não trivial para as equações (3-1).

Retomando a notação introduzida na equação (3-8), assumindo que B5 e B6 não
são ambos divisíveis por 7. Suponha também que pelo menos quatro dos bi são
divisíveis por 7, então, sem perda de generalidade, 7 divide b1, ...,b4. Então fixando
X1 = ... = X4 = x5... = xr = 0, e substituindo Xi por pMXi para i = 5,6. Dividindo
o que restar de F por 73M+2, e o que restar de G por 7, nós obtemos um sistema
da forma (3-9) com u+ v ≥ 3, v+w ≥ 4, e u+ v+w ≥ 6. Então, possivelmente
fixando uma variável com zero, nós obtemos novamente um sistema da forma (3-5),
e consequentemente uma solução 7-ádica não trivial para as equações (3-1).

Então supondo que pelo menos dois dos bi não são divisíveis por 7 (já que r ≥ 5), e
que pelo menos um entre B5 e B6 não é divisível por 7. Fixando X1 = ... = X4 = 0,
por uma mudança de variáveis e uma mudança de notação, nós temos um sistema
da forma

(7−2FV )∗ = x3
1 + x3

2 ≡ 0 (mod 7)

(GV )∗ = A1x2
1 +a1x2

2 +b1y2
1 +b2y2

2 ≡ 0 (mod 7),

onde 7 não divide a1, b1 ou b2. Como para as congruências (3-7), este sistema possui
solução não singular (mod 7), e consequentemente as equações (3-1) possuem uma
solução 7-ádica não trivial.



3.2 Soluções não singulares usando somas exponenciais. 51

�

Usando os Lemas 3.1, 3.2 e 3.3 fica provado que para p > 5, assumindo a
hipótese (H) e sujeito a condição ϑ(F,G) 6= 0, o sistema (3-1) possui uma solução p-
ádica não trivial sempre que s≥ 11. Nos falta provar que (H) de fato vale, e que o sistema
(3-1) tem solução 2-ádica, 3-ádica e 5-ádica não trivial para s ≥ 11. Na proxima seção
iremos provar (H) para p a menos de um número finito deles.

3.2 Soluções não singulares usando somas exponenciais.

Para provar a hipótese (H), que enunciamos na seção anterior, usaremos estima-
tivas do número de soluções não singulares de um sistema da forma

s(x) = a1x3
1 + · · ·+a5x3

5 ≡ 0 (mod p), (3-10)

r(x) = b1x2
1 + · · ·+b5x2

5 ≡ 0 (mod p),

onde no máximo um dos a1, e no máximo um dos bi é nulo, e onde ai e bi não são nulos
simultaneamente. Notemos que o sistema de congruências acima possui solução se, e
somente se, us(x)+ vr(x)≡ 0 (mod p) para quaisquer w = (u,v) em (Z/pZ)2. Podemos
mostrar que

∑
u,v (mod p)

e
(

us(x)+ vr(x)
p

)
=

p2 se s(x)≡ r(x)≡ 0 (mod p),

0 c.c.

onde e(x) = e2πix.
Somando então sobre todas as quíntuplas x= (x1, ...,x5), em (Z/pZ)5 e trocando

a ordem dos somatórios, temos que o número N de soluções (mod p) das congruências
(3-10) é dado pela soma exponencial

N = p−2 · ∑
u,v (mod p)

T1(u,v) · · ·T5(u,v), (3-11)

onde

Tj(u,v) = ∑
x (mod p)

e
(

a jux3 +b jvx2

p

)
, j = 1, ...5.

O termo (u,v) = (0,0) em (3-11) contribui com p3 para N, que é o número
esperado de soluções para as congruências (3-10). Pretendemos mostrar que os termos
restantes, juntamente com a soluções singulares, não excedem p3−1 em módulo, e dessa
forma poderemos garantir que (3-10) possui uma solução não singular.
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Antes de proceder com a demonstração do Lema 3.6 que nos dará uma estimativa
para o número de soluções de (3-10), vamos apresentar algumas já bem conhecidas
estimativas para somas exponenciais. Nos lemas que seguem usaremos por diversas vezes
resultados que dizem respeito a teoria de caracteres sobre grupos abelianos finitos, que de
forma resumida nada mais é do que homomorfismos do grupo nos números complexos,
para mais detalhes teóricos consultar Niederreiter [9] e Schmidt [11].

Lema 3.4 Sejam

T (u) = ∑
u (mod p)

e
(

ux3

p

)
, e S(u) = ∑

u (mod p)
e
(

ux2

p

)
.

Então, quando p for um primo, tal que p≡ 1 (mod 3), nós temos

p−1

∑
u=1
|T (u)|2 = 2p(p−1)

p−1

∑
u=1
|T (u)|4 = 6p2(p−1)

p−1

∑
u=1
|T (u)|6 ≤ 22p3(p−1).

Quando p ≡ 2 (mod 3), cada uma dessas somas é zero. Além disso, para

qualquer inteiro positivo r e primo p > 2, nós temos

p−1

∑
u=1
|S(u)|2r = pr(p−1).

Prova: Suponha que p ≡ 1 (mod 3), então existem dois caracteres, χ e χ do grupo
multiplicativo (Z/pZ)∗, diferentes do caracter principal χ0, tais que χ3 = χ

3 = χ0. Além
disso, se p - y temos que o número de soluções em y de

y3 ≡ x (mod p)

é dado por
1+χ(x)+χ(x),
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assim para u tal que p - u, nós temos

T (u) = ∑
x (mod p)

e
(

ux3

p

)
= ∑

x(mod p)

[
e
(

ux
p

)
(1+χ(x)+χ(x))

]
= ∑

x (mod p)
e
(

ux
p

)
+ ∑

x (mod p)
e
(

ux
p

)
χ(x)+ ∑

x (mod p)
e
(

ux
p

)
χ(x)

= χ(u)τ(χ)+χ(u)τ(χ),

sendo
τ(χ′) = ∑

x (mod p)
e
(

x
p

)
χ
′(x),

onde χ′ um caracter.
Lembremos o fato bem conhecido que a soma de Gauss τ(χ), satisfaz |τ(χ)| =

√
p, para qualquer caracter χ diferente do caracter principal do grupo (Z/pZ)∗. Temos,

então que

|T (u)|2 = T (u)T (u)

= (χ(u)τ(χ)+χ(u)τ(χ))(χ(u)τ(χ)+χ(u)τ(χ))

= 2|τ(χ)|2 +χ(u)τ(χ)τ(χ)+χ(u) · τ(χ)τ(χ).

= 2p+Re
(

χ(u)τ(χ)τ(χ)
)
,

segue então que

p−1

∑
u=1

(
|T (u)|2

)
=

p−1

∑
u=1

(
2p+Re(χ(u)τ(χ)τ(χ))

)
= 2p(p−1)+Re

(
τ(χ)τ(χ)

p−1

∑
u=1

χ(u)

)
,

como χ é um caracter diferente do caracter principal do grupo multiplicativo (Z/pZ)∗,
temos que esse último somatório da zero, logo

p−1

∑
u=1

(
|T (u)|2

)
= 2p(p−1).
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Vamos agora calcular |T (u)|4 usando a expressão de T (u),

|T (u)|4 = (|T (u)|2)2

= (2|τ(χ)|2 +χ(u)τ(χ)τ(χ)+χ(u) · τ(χ)τ(χ))2

= 6p2 +8pRe(χ(u)τ(χ)τ(χ))+2Re(χ2(u)τ2(χ)τ2(χ)),

somando sobre u, e observando que χ e χ2 = χ são caracteres diferentes do caracter
principal, temos que

p−1

∑
u=1
|T (u)|4 = 6p2(p−1).

Seguindo o mesmo raciocínio, podemos calcular |T (u)|6,

|T (u)|6 = (|T (u)|2)3

= (2|τ(χ)|2 +χ(u)τ(χ)τ(χ)+χ(u) · τ(χ)τ(χ))3

= 20p3 +6pRe(χ(u)τ(χ)τ(χ))+15p2Re(χ(u)τ(χ)τ(χ))+2Re(τ3(χ)τ3(χ))

somando sobre u e aplicando a desigualdade triangular, temos

p−1

∑
u=1
|T (u)|6 = 20p3(p−1)+

p−1

∑
u=1

2Re(τ3(χ)τ3(χ))

≤ 22p3(p−1).

uma vez que |τ(χ)|=√p.
Suponha agora que p ≡ 2 (mod 3), vamos mostrar que cada um dos somatórios

acima são iguais a zero. Para r ≥ 1, o número de soluções da congruência

x3
1 + · · ·+ x3

r ≡ y3
1 + · · ·+ y3

r (mod p) (3-12)

é dado por

N = p−1
p−1

∑
u=0
|T (u)|2r,

= p−1

(
p2r +

p−1

∑
u=1
|T (u)|2r

)
,

= p2r−1 + p−1 ·
p−1

∑
u=1
|T (u)|2r.

Mas uma vez que (3, p−1) = 1, todo resíduo é resíduo cubico (mod p), assim o
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número de soluções para a congruência (3-12) é exatamente p2r−1, e resultado segue.
Por fim, se p > 2 temos que (p− 1,2) = 2, logo existe um caracter χ do grupo

multiplicativo (Z/pZ)∗ diferente do caracter principal, tal que χ2 = χ0. Sendo assim nós
temos que o número de soluções em y de y2 ≡ x (mod p) é dado por 1+ χ(x), assim
podemos rescrever S(u) da forma

S(u) = ∑
u (mod p)

e
(

ux2

p

)
= ∑

u (mod p)

[
e
(

ux
p

)
(1+χ(x))

]
= ∑

u (mod p)
e
(

ux
p

)
+ ∑

u (mod p)
e
(

ux
p

)
χ(x)

= χ(u)τ(χ),

onde
τ(χ) = ∑

x (mod p)
e
(

x
p

)
χ(x).

Portanto

|S(u)|2r = (S(u) ·S(u))r

= (χ(u)τ(χ) ·χ(u)τ(χ))r

= |τ(χ)|2r

= pr,

somando sobre u, temos
p−1

∑
u=1
|S(u)|2r = pr(p−1).

�

Aqui mais um resultado bem conhecido que será importante para provar o Lema
3.6.

Lema 3.5 Seja f (x) = ax2 + bx+ c, onde a, b e c são números inteiros, e seja p um

número primo impar que não divide a. Seja d = b2−4ac o discriminante de f . Então se

denotarmos o símbolo de Legendre por
(
·
p

)
, nós temos

p

∑
x=1

(
f (x)

p

)
=


−
(

a
p

)
, se p não divide d,

(p−1)
(

a
p

)
, se p divide d.
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Prova: Multiplicando o somatório por
(

4a2

p

)
= 1, nós obtemos

p

∑
x=1

(
f (x)

p

)
=

(
a
p

) p

∑
x=1

(
4a2x2 +4abx+4ac

p

)
=

(
a
p

) p

∑
x=1

(
(2ax+b)2−d

p

)
=

(
a
p

) p

∑
y=1

(
y2−d

p

)
.

O resultado se p|d agora segue de imediato. Sendo assim suponha que p - d,
então escrevemos

p

∑
y=1

(
y2−d

p

)
=−p+

p

∑
y=1

[
1+
(

y2−d
p

)]
,

e como 1+
(

y2−d
p

)
é o número de soluções em w da congruência w2 ≡ y2−d (mod p),

nós obtemos,
p

∑
y=1

(
y2−d

p

)
=−p+S(d),

onde S(d) é o número de pares ordenados (y,w) com y,w ∈ Z/pZ e y2−w2 = d. Para
resolver essa equação, nós tomamos u = y+w, v = y−w e observamos que os pares
(y,w) e (u,v) estão em correspondência biunívoca. Então S(d) é igual ao número de pares
ordenados (u,v) com u,v∈Z/pZ e uv= d, ou seja, S(d)= p−1, donde segue o resultado.

�

Agora podemos provar de forma bastante elementar o Lema 3.6, utilizando os
Lemas 3.5 e 3.4.

Lema 3.6 Suponha que p 6= 2 e 3 é um número primo. Então o número de soluções, S,

do sistema de equações

x3
1 + x3

2 = y3
1 + y3

2 (3-13)

x2
1 + x2

2 = y2
1 + y2

2

sobre Z/pZ satisfaz S≤ 4p2−5p+2.

Prova: Suponha que (x1,x2,y1,y2) satisfazem (3-13), e seja

λ = x1 + x2− y1− y2. (3-14)
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Denotamos por sk(z) = zk
1 + zk

2 para k ≥ 1. Então notando que

s1(z)3−3s2(z)s1(z)+2s3(z) = (z1 + z2)
3−3(z2

1 + z2
2)(z1 + z2)+2(z3

1 + z3
2)

= (z1 + z2)
3− z3

1−3z2
1z2−3z1z2

2− z3
2

= 0,

é fácil ver que

(λ+ s1(y))3−3s2(y)(λ+ s1(y))+2s3(y) = s1(x)3−3s2(y)s1(x)+2s3(y),

porém por (3-13) s2(y) = s2(x) e s3(y) = s3(x), donde

(λ+ s1(y))3−3s2(y)(λ+ s1(y))+2s3(y) = 0.

Se as equações (3-13) possuem uma solução, então λ deve satisfazer a equação
cúbica

0 = (λ+ s1(y))3−3s2(y)(λ+ s1(y))+2s3(y)

0 = λ
3 +3λ

2s1(y)+3λs2
1(y)+ s3

1(y)−3s2(y)s1(t)−3λs2(y)+2s3(y)

0 = λ
3 +3λ

2s1(y)+3λ(s2
1(y)− s2(y))

0 = λ(λ2 +3λ(y1 + y2)6y1y2). (3-15)

e para isso existem dois caso:

(i) λ = 0. Então nós temos por (3-14) que x1 + x2 = y1 + y2, e por (3-13) e (3-14) que
x1x2 = y1y2. Sendo assim para qualquer s ∈ Z/pZ,

(s− x1)(s− x2) = (s− y1)(s− y2).

Logo (x1− y1)(x1− y2) = 0, e consequentemente ou x1 = y1, ou x1 = y2. Assim
λ = 0 dá exatamente duas soluções para (3-13) e (3-14) para cada par (y1,y2) em
Z/pZ2 com y1 6= y2, a saber (x1,x2) = (y1,y2) e (x1,x2) = (y2,y1). Mas quando
y1 = y2, nós claramente temos a solução única x1 = x2 = y1, então o número total de
soluções distintas correspondentes à λ = 0 é 2p(p−1)+ p = 2p2− p.

(ii) λ 6= 0. Então por (3-15), λ satisfaz

λ
2 +3λ(y1 + y2)+6y1y2 = 0. (3-16)

Para um dado (y1,y2), o número de soluções em λ dessa equação quadrática é
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1+
(

∆

p

)
, onde ∆ = 9y2

1−6y1y2 +9y2
2 é o discriminante da equação quadrática em

(3-16). Então o número, T , de triplas (y1,y2,λ) satisfazendo (3-16) é

p

∑
y1=1

p

∑
y2=1

[(
9y2

1−6y1y2 +9y2
2

p

)
+1
]
= p2 +

p

∑
y1=1

p

∑
y2=1

(
9y2

1−6y1y2 +9y2
2

p

)
.

Fixemos y1 e consideremos 9y2
1−6y1y2 +9y2

2 como uma equação quadrática em y2

tendo discriminante −288y2
1, que é divisível por p se, e somente se, p = 2 ou 3, ou

se p dividi y1. Então usando o Lema 3.5, nós deduzimos que

p

∑
y1=1

p

∑
y2=1

(
9y2

1−6y1y2 +9y2
2

p

)
=

p−1

∑
y1=1

[
−
(

9
p

)]
+(p−1)

(
9
p

)
= 0

Ou seja T = p2. Mas λ = 0 é uma solução (3-16) sempre que p dividi 6y1y2, que é
quando y1 = p ou y2 = p, e nós já contamos as soluções com λ = 0. Então o número
de triplas (y1,y2,λ) satisfazendo (3-15) com λ 6= 0 é p2− (2p−1).

Dada uma tripla (y1,y2,λ), substituindo (3-14) na equação quadrática (3-13). Nós
deduzimos que x2 satisfaz a equação quadrática

2y1y2 +2λ(y1 + y2)+λ
2 +2x2

2 = 2x2(y1 + y2 +λ). (3-17)

Dada uma solução x2 para (3-17) , x1 está determinado unicamente por (3-13), então
para cada tripla (y1,y2,λ), existem no máximo dois pares (x1,x2) satisfazendo (3-13)
e (3-14).

O número total de soluções para a equação (3-14) é dessa forma limitado por

S≤ 2(p2−2p+1)+2p2− p = 4p2−5p+2.

�

Um resultado imediato que diz o que estamos interessados de fato é o corolário.

Corolário 3.7 Escrevendo

T (u,v) = ∑
x mod p

e
(

ux3 + vx2

p

)
,

nós temos

p−2
p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|T (u,v)|4 ≤

3p2−12p+9, se 3|(p−1),

3p2−6p+3, se 3|(p−2).
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Prova: A soma exponencial

p−2
p−1

∑
u=0

p−1

∑
v=0
|T (u,v)|4,

é o número de soluções do sistema de congruências

x3
1 + x3

2 ≡ x3
3 + x3

4 (mod p),

x2
1 + x2

2 ≡ x2
3 + x2

4 (mod p),

que é limitado superiormente por 4p2− 5p+ 2 pelo Lema 3.6. Além disso, pelo Lema
3.4, temos que

p−1

∑
u=0

p−1

∑
v=0
|T (u,v)|4 = |T (0,0)|4 +

p−1

∑
u=1
|T (u,0)|4 +

p−1

∑
v=1
|T (0,v)|4 +

p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|T (u,v)|4,

onde

p−2

(
|T (0,0)|4 +

p−1

∑
u=1
|T (u,0)|4 +

p−1

∑
v=1
|T (0,v)|4

)
=

p2 +7(p−1), 3|(p−1),

p2 +(p−1), 3|(p−2).

Então

p−2
p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|T (u,v)|4 ≤

3p2−12p+9, se 3|(p−1),

3p2−6p+3, se 3|(p−2).

�

Agora podemos estimar o número de soluções da congruência (3-10), esta
estimativa será dividida em quatro partes, como mostra o resultado a seguir, provando este
resultado ainda teremos que estimar o número de soluções singulares, então poderemos
garantir a existência de solução não singular.

Lema 3.8 Nós temos:

(i) se nenhum ai assim como nenhum bi é igual a zero, então

|N− p3| ≤

6p
5
2 +(2 ·33

1
2 −23)p

3
2 +(17−2 ·33

1
2 )p

1
2 , 3|(p−1),

6p
5
2 −11p

3
2 +5p

1
2 , 3|(p−2);
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(ii) se existe um i tal que ai é zero, mas nenhum b j é igual a zero, então

|N− p3| ≤

3p
5
2 −11p

3
2 +8p

1
2 +6p2−6p, 3|(p−1)),

3p
5
2 −5p

3
2 +2p

1
2 , 3|(p−2);

(iii) se existe um i tal que bi é zero, mas nenhum a j é igual a zero, então

|N− p3| ≤

6p
5
2 +(2 ·33

1
2 −24)p

3
2 +(18−2 ·33

1
2 )p

1
2 + p2− p, 3|(p−1),

6p
5
2 −12p

3
2 +6p

1
2 + p2− p, 3|(p−2);

(iv) se existe um i tal que ai é zero, e um j 6= i tal que b j é zero, então

|N− p3| ≤

(12p5−96p4 +263p3−288p2 +108p)
1
2 +7p2−7p, 3|(p−1),

(12p5−48p4 +72p3−48p2 +12p)
1
2 + p2− p, 3|(p−2).

Prova: Separando os termos principais e renomeando, nós obtemos

N− p3 = p−2

(
p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1

T1(u,v) · · ·T5(u,v)

)
+ p−2

(
p−1

∑
v=1

T1(0,v) · · ·T5(0,v)

)

+p−2

(
p−1

∑
u=1

T1(u,0) · · ·T5(u,0)

)
= S1 +S2 +S3.

Existem quatro casos.
(i) Nenhum ai assim com nenhum bi é iguais zero. Então pela desigualdade de

Hölder,

|S1| = p−2

∣∣∣∣∣p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1

T1(u,v) · · ·T5(u,v)

∣∣∣∣∣
≤ p−2

5

∏
i=1

(
p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|Ti(u,v)|5

) 1
5

≤ p−2

(
sup
(u,v)
|TI(u,v)|

)
p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|TI(u,v)|4,

para algum I em {1, ...,5}, onde o sup é sobre u 6= 0 e v 6= 0. Pela Hipótese de Riemann
para corpos finitos (ver Schmidt [11]), temos para qualquer polinômio f (x) de grau k com
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coeficientes inteiros, tal que p não dividi o conteúdo de f (x)− f (0), a estimativa∣∣∣∣∣ ∑
x (mod p)

e
(

f (x)
p

)∣∣∣∣∣≤ (k−1)p
1
2 .

Usando esta estimativa, fazendo uma mudança de variáveis, e aplicando o
Corolário 3.7, nós obtemos

|S1| ≤

6p
5
2 −24p

3
2 +18p

1
2 se 3|(p−1),

6p
5
2 −12p

3
2 +6p

1
2 se 3|(p−2).

Por um argumento similar ao dado acima, existe um J tal que

|S2| = p−2

∣∣∣∣∣p−1

∑
v=1

T1(0,v) · · ·T5(0,v)

∣∣∣∣∣
≤ p−2

5

∏
i=1

(
p−1

∑
v=1
|Ti(0,v)|5

) 1
5

≤ p−2
p−1

∑
v=1
|TJ(0,v)|5,

Pelo Lema 3.4 e pela desigualdade de Cauchy, fazendo uma mudança de variá-
veis, temos

|S2| ≤ p
1
2 (p−1).

Aqui novamente como feito para |S1| e |S2|, existe K tal que

|S3| ≤ p−2 ·
p−1

∑
u=1
|TK(u,0)|5.

Se p ≡ 2 (mod 3), então o somatório é zero. Caso contrário, pela desigualdade
de Cauchy e o Lema 3.4,

|S3| ≤ p−2 ·

(
p−1

∑
u=1
|TK(u,0)|6

) 1
2
(

p−1

∑
u=1
|TK(u,0)|4

) 1
2

≤ p−2(22p3(p−1) ·6p2(p−1))
1
2

= 2 ·33
1
2 p

1
2 (p−1).

O resultado agora segue somando as estimativas acima para |S1|, |S2| e |S3|.
(ii) Existe um i tal que ai é zero, mas nenhum b j é igual a zero. Reagrupando
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variáveis, podemos supor que a1 = 0. Então pela desigualdade de Hölder e pela Hipótese
de Riemann para corpos finitos,

∣∣∣∣∣p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1

T1(u,v) · · ·T5(u,v)

∣∣∣∣∣ ≤
(

sup
(u,v)
|TI(u,v)|

)
5

∏
i=2

(
p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|Ti(u,v)|4

) 1
2

≤ p
1
2 ·

p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|TI(u,v)|4

para algum I ∈ {2, ...,5}. Fazendo uma mudança de variáveis e usando o Corolário 3.7,
concluímos novamente que

|S1| ≤

3p
5
2 −12p

3
2 +9p

1
2 se 3|(p−1),

3p
5
2 −6p

3
2 +3p

1
2 se 3|(p−2).

Também, de forma similar a que foi feita em (i), temos

|S2| ≤ p
1
2 (p−1),

e notando que T1(u,0) = p, segue que

|S3| ≤ p−2

(
p ·

p−1

∑
u=1
|TK(u,0)|4

)
,

para algum K, e consequentemente,

|S3|

≤ 6p(p−1) se 3|(p−1),

= 0 se 3|(p−2).

O resultado agora segue somando as estimativas acima para |S1|, |S2| e |S3|.
(iii) Existe um i tal que bi é zero, mas nenhum a j é igual a zero. Procedendo de

forma similar a que foi feita em (i) e (ii),

|N− p3| ≤

6p
5
2 +(2 ·33

1
2 −24)p

3
2 +(18−2 ·33

1
2 )p

1
2 + p2− p, 3|(p−1),

6p
5
2 −12p

3
2 +6p

1
2 + p2− p, 3|(p−2).

(iv) Existe um i tal que ai é zero, e um j tal que b j é zero. Reagrupando variáveis
podemos supor que a1 = 0 e que b2 = 0. Temos mais uma vez que

p−2 ·

∣∣∣∣∣p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1

T11(u,v) · · ·T5(u,v)

∣∣∣∣∣≤ (2p
1
2 ) · (p

1
2 ) · p−2

p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|TI(W )|3,
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para algum I, e consequentemente, pela desigualdade de Cauchy

|S1| ≤ 2p

(
p−2 ·

p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|TI(u,v)|2

) 1
2
(

p−2 ·
p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|TI(u,v)|4

) 1
2

. (3-18)

Mas

p−2 ·
p−1

∑
u=0

p−1

∑
v=0
|TI(u,v)|2

é o número de soluções do sistema de congruências

a1x3
1 ≡ a1x3

2 (mod p)

b1x2
1 ≡ b1x2

2 (mod p),

que é claramente p, consequentemente aI e bI são ambos não nulos. Então usando o Lema
3.4, nós deduzimos que

p−1

∑
u=1

p−1

∑
v=1
|TI(u,v)|2 =

p3− p2−2p(p−1)− p(p−1) se 3|(p−1),

p3− p2− p(p−1) se 3|(p−2).

Como em (i) e (ii),
|S2| ≤ p(p−1),

e

|S3|

≤ 6p(p−1) se 3|(p−1),

= 0 se 3|(p−2).

O resultado agora segue somando nossas estimativas para |S1|, |S2| e |S3|.

�

Antes de estimarmos o número de soluções singulares para as congruências (3-
10), nós precisamos de um lema contando o número de soluções para um certo problema
de partição. Embora a estimativa trivial seja adequada para o que queremos, o argumento
elegante de R. C. Vaughan que segue nos dá uma resposta mais precisa.

Lema 3.9 Sejam α1, ...,α2k resíduos (mod q), e N(q;α) o número de escolhas de

ε1, ...,ε2k, com ε = 1 ou 0, tal que

2k

∑
i=1

εixi ≡ 0 (mod q).
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Se (q,αi) = 1 para todo i, e q > k, então

N(q;α)≤
(

2k
k

)
.

Fixando

γi

1 para 1≤ i≤ k,

−1 para k+1≤ i≤ 2k,

temos N(q;γ) =

(
2k
k

)
.

Prova: Seja

S(β) =
1

∑
ε=0

e(εβ).

Então,

N(q;α) =
1

∑
ε1=0
· · ·

1

∑
ε2k=0

q−1
q

∑
r=1

e

(
r
q

2k

∑
i=1

εiαi

)

= q−1
q

∑
r=1

2k

∏
i=1

S
(

rαi

q

)

≤
2k

∏
i=1

(
q−1

q

∑
r=1

∣∣∣∣S(rαi

q

)∣∣∣∣2k
)1/(2k)

,

pela desigualdade de Hölder. Daí, por uma mudança de variáveis,

N(q;α)≤ N(q;γ) =
k

∑
j=0

(
k
j

)2

=

(
2k
k

)
.

�

Corolário 3.10 Sejam α1, ...,α2k+1 resíduos ( mod q), e seja N(q;α) o número de

escolhas de ε1, ...,ε2k+1, com εi = 0 ou 1, tal que

2k+1

∑
i=1

εiαi ≡ 0 (mod q).

Se (q,αi) = 1 para todo i, e q > k+1, então

N(q;α)≤
(

2k+2
2k+1

) 1
2
(

2k+1
k

)
.
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prova: Assim como na prova do Lema 3.9,

N(q;α1, ...,α2k+1) = q−1 ·
q

∑
r=1

2k+1

∏
i=1

S
(

rαi

q

)
,

então pela desigualdade de Hölder,

N(q;α)≤
2k+1

∏
i=1

(q−1 ·
q

∑
r=1

∣∣∣∣S(rαi

q

)∣∣∣∣2k+2
) 1

2
(

q−1 ·
q

∑
r=1

∣∣∣∣S(rαi

q

)∣∣∣∣2k
) 1

2


1
2k+1

.

Então por uma mudança de variáveis e usando o Lema 3.9, nós temos

N(q;α)≤
((

2k+2
k+1

)(
2k
k

)) 1
2

.

�

Devemos notar que para n resíduos α1, ...,αn, e q > 1
2(n + 1) satisfazendo

(q,αi) = 1 para todo i, nós esperamos que N(q;α)≤
(

n⌊1
2n
⌋).

Lema 3.11 Suponha que p 6= 2,3. Então o número de soluções singulares distintas da

congruência (3-10) é no máximo

(i) 9p−8 se nenhum dos ai, e nenhum dos bi é igual a zero,

(ii) 5p−4 se existe um i tal que ou ai ≡ 0 ou bi ≡ 0, mas não existem i e j, com i 6= j, e

ai ≡ b j ≡ 0,

(iii) 2p−1 se existe um i tal que ai é zero, e um j tal que b j é zero.

Prova: Suponha que (α1, ...,α5) é uma solução da congruência (3-10) que é
singular (mod p). Suponha também que precisamente v dos αi são não nulos, podemos
reordenar variáveis de forma que αi 6≡ 0 para i = 1, ...,v. Claramente, como ai e bi não são
simultaneamente nulos, nós temos v = 0 ou v≥ 2. Uma vez que α é uma solução singular
e p 6= 2,3, nós devemos ter para quaisquer i, j ∈ {1, ...,5},

αiα j(aib jαi−a jbiα j)≡ 0 (mod p),

e assim aib jαi ≡ a jbiα j (mod p) para todo i, j ∈ {1, ...,v}. Suponha que v ≥ 2. Existem
dos casos
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(i) Não existe i ∈ {1, ...,v} tal que ou ai ≡ 0 ou bi ≡ 0. Então

α j ≡


a1b j

b1a j
α1 para j = 1, ...,v,

0 para j = v+1, ...,5.

Existem então p−1 soluções não triviais, tomando α1 ≡ 1, ..., p−1.

(ii) Existem i, j ∈ {1, ...,v} tais que ai ≡ 0 ou b j ≡ 0. Então nós podemos encontrar
i, j∈{1, ...,v} tal que a j e bi são ambos não nulos, mas a jbiα j≡ aib jαi≡ 0 (mod p).
Então α j ≡ 0, o que é uma contradição.

Então nós concluímos que i) vale sempre que v 6= 0, e por

a1α
3
1 + · · ·+a5α

3
5 ≡ 0 (mod p),

b1α
2
1 + · · ·+b5α

2
5 ≡ 0 (mod p),

nós obtemos (
b3

1

a2
1
+ · · ·+ b3

v
a2

v

)
α

3
1 ≡ 0 (mod p).

Reordenando as variáveis de modo que a1 6≡ 0 e b− i 6≡ 0 para i = 1, ...,n, e ou
ai ≡ 0 ou bi ≡ 0 para n < i≤ 5. Seja β≡ b3

i /a2
i para i = 1, ...,n. Usando a notação

do Lema 3.9, podemos ver que pelo menos N(p;β) congruências distintas da forma

βi1 + · · ·+βit ≡ 0 (mod p),

com 1 ≤ i1 < · · · < it ≤ n e 0 ≤ t ≤ n, e 0 ≤ t ≤ n uma das quais é a congruência
trivial. Para cada congruência não trivial, nós temos p− 1 soluções não singulares
(dadas pelos p−1 valores não nulos de α1). Então, pelo Corolário 3.10 (notando que
N(p;β) é um número inteiro), nós observamos que o número de soluções singulares,
incluindo 0, para a congruência (3-10) é no máximo

(i) (10−1)(p−1)+1 = 9p−8 se nenhum dos ai e nenhum dos bi é igual a 0.

(ii) (6−1)(p−1)+1 = 5p−4 se existe um i tal que ou ai ≡ 0 ou bi ≡ 0, mas não
existe j 6= i, com ai ≡ b j ≡ 0.

(iii) (3−1)(p−1)+1 = 2p−1 se existem i e j tais que ai ≡ b j ≡ 0.

�

Finalmente temos que pelos Lemas 3.11 e 3.8 o número, N∗ de soluções não
singulares (mod p) para a congruência (3-10), satisfaz |N∗− p3| ≤ E, onde E satisfaz:
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(i) se nenhum ai assim como nenhum bi é igual a zero, então

E ≤

6p
5
2 +(2 ·33

1
2 −23)p

3
2 +(17−2 ·33

1
2 )p

1
2 +9p−8, 3|(p−1),

6p
5
2 −11p

3
2 +5p

1
2 +9p−8, 3|(p−2);

(ii) se existe um i tal que ai é zero, mas nenhum b j é igual a zero, então

E ≤

3p
5
2 −11p

3
2 +8p

1
2 +6p2−6p− p−4, 3|(p−1),

3p
5
2 −5p

3
2 +2p

1
2 +5p−4, 3|(p−2);

(iii) se existe um i tal que bi é zero, mas nenhum a j é igual a zero, então

E ≤

6p
5
2 +(2 ·33

1
2 −24)p

3
2 +(18−2 ·33

1
2 )p

1
2 + p2 +4p−4, 3|(p−1),

6p
5
2 −12p

3
2 +6p

1
2 + p2 +4p−4, 3|(p−2);

(iv) se existe um i tal que ai é zero, e um j 6= i tal que b j é zero, então

E ≤

(12p5−96p4 +263p3−288p2 +108p)
1
2 +7p2−7p, 3|(p−1),

(12p5−48p4 +72p3−48p2 +12p)
1
2 + p2− p, 3|(p−2).

Agora podemos facilmente verificar que a desigualdades (i)-(iv) implicam que
|N∗− p3|< p3 para todos número primo satisfazendo:

quando nenhum ai é igual a zero

p > 31 se 3|(p−1),

p > 29 se 3|(p−2);

quando um ai é igual a zero

p > 13 se 3|(p−1),

p > 5 se 3|(p−2).

Ou seja, para todos os números primos, exceto possivelmentequando nenhum dos ai é zero, 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,

quando um ai é zero, 2,3,5,7,13.

o sistema de congruências (3-10) possui uma solução que não é singular (mod p).
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3.3 Algumas demonstrações diretas do teorema para os
primos 2, 3 e congruentes a 5 (mod12).

Nas seções anteriores estudamos os pares de formas de graus 2 e 3 passando a
um sistema p-normalizado, garantindo solução não singular (mod p), e aplicando o Lema
de Hensel para garantir solução não trivial em Zp, com esse método conseguimos provar
o resultado principal, a menos de um número finito de primos, que estão listados no final
da seção 3.2, nessa seção vamos provar que para alguns primos p em particular, podemos
provar que Γp(3,2)≤ 11 de uma forma mais direta, encontrando explicitamente soluções
para o sistema em função dos seus coeficientes. Com isso diminuiremos ainda mais a lista
de números de primos restantes para a demonstração final do resultado. Nessa direção
trataremos primeiramente os primos p tais que p≡ 5 (mod 12).

Lema 3.12 Γp(3,2)≤ 11 para todo primo p, tal que p≡ 5 (mod 12).

Prova: Vamos começar fazendo algumas considerações que serão importantes
na demonstração, primeiramente se p ≡ 5 (mod 12), então −1 é um resíduo quadrático
(mod p), e qualquer a ∈ Z/pZ não nulo é um resíduo cúbico (mod p). Considere um
sistema da forma (3-1) em s≥ 11 variáveis.

Suponha que c não é resíduo quadrático (mod p), e seja K = {0,1,c, p, pc}.
Para qualquer b ∈ Zp/{0} existem u ∈ Zp, e δ ≥ 0 ∈ Z, tais que, b = pδu, onde
u ≡ u0 6≡ 0 (mod p), sendo assim nós podemos encontrar g ∈ K/{0} e x0 ∈ Zp tais que
gx2

0−b≡ 0 (mod pδ+1), mas (2gx0)
2 6≡ 0 (mod pδ+1), onde

g =



1, se u0 é resíduo quadrátivo e δ+1 é par;

p, se u0 é resíduo quadrátivo e δ+1 é ímpar;

c, se u0 não é resíduo quadrátivo e δ+1 é par;

pc, se u0 não é resíduo quadrátivo e δ+1 é ímpar,

logo o polinômio f (x) = gx2−b é tal que ‖ f (x0)‖p < ‖ f ′(x0)‖2
p, e pelo Lema de Hensel

existe um a ∈ Zp/{0} tal que b = ga2.
Considere agora um sistema da forma (3-1) em s≥ 11 variáveis, das observações

feitas acima podemos dividir o conjunto {1, ...,s} em cinco subconjuntos dependendo dos
coeficientes di de G, a saber

Ug = {i : di = ga2 para algum a ∈ Zp/{0}} (g ∈ K),
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assim temos que

∑
g∈K
|Ug|= s.

Seja M o número de g ∈ K/{0} tais que Ug 6= ∅. Então M ≤ 4, escrevendo [x]

para denotar a parte inteira de x, temos que

|U0|+ ∑
g∈K/{0}

[
1
2
|Ug|

]
≥ |U0|+ ∑

g∈K/{0},
Ug 6=∅.

1
2
(|Ug|−1)

≥ 1
2 ∑

g∈K
|Ug|−

1
2

M

≥ 1
2
(s−4)

≥ 4.

Então reordenando as variáveis de modo que para i = 1,2,3,4, ou 2i−1,2i ∈ Uq

para algum q∈K/{0}, ou então 2i−1∈U0. Nesse último caso d2i−1x2+d2iy2 = 0 possui
a solução não trivial (1,0). No primeiro caso d2i−1x2 + d2iy2 = q((ax)2 + (by)2) com
a,b ∈ Zp/{0}, e temos a solução não singular (x,y) = (ρb,a), onde ρ satisfaz ρ2 = −1
que existe pelo Lema de Hensel, pois é possível encontrar ρ′ tal que ρ′2 ≡ −1 (mod p).
Então escrevemos

G = (d1x2
1 +d2x2

2)+ · · ·+(d7x2
7 +d8x2

8)+d9x2
9 + · · ·+dsx2

s ,

onde podemos zerar as expressões entre parênteses tomando (x2i−1,x2i) = (a2i−1,a2i),
sendo as escolhas de (a2i−1,a2i) feitas de forma conveniente, de acordo com as observa-
ções feitas acima. Fixamos a9 = ...= as = 0, e para i = 1,2,3,4 tomamos

Ci = c2i−1a3
2i−1 + c2ia3

2i.

Como p ≡ 2 (mod 3), todo resíduo é resíduo cúbico (mod p), então é um
exercício simples de Lema de Hensel, semelhante as considerações feitas no começo da
demonstrar, mostrar que para cada i, existem um g ∈ L = {0,1, p, p2} e um a ∈ Zp tal que
Ci = ga3 (para mais detalhes veja, por exemplo, Cassels [1] Capítulo 4, Lema 3.4).

Considere a equação

C1X3
1 +C2X3

2 +C3X3
3 +C4X3

4 = 0 sobre Zp. (3-19)

Se algum dos Ci é zero, então temos a solução não trivial Xi = 1, e X j = 0 se
j 6= i. Então podemos assumir que nenhum dos Ci é igual a zero, e consequentemente
que existe um reordenamento de variáveis tal que C1 = ga3 e C2 = gb3 com a,b ∈ Zp e
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g ∈ L/{0}. Então (3-19) possui a solução não singular

(X1, ...,X4) = (b,−a,0,0).

Em ambos os casos a equação (3-19) possui uma solução não trivial (b1, ...,b4)

sobre Zp, e consequentemente o sistema (3-1) possui a solução não trivial

(x1, ...,xs) = (a1b1,a2b1,a3b2,a4b2,a5b3,a6b3,a7b4,a8b4,0, ...,0).

�

Vamos agora tratar do caso p = 2, veremos na prova do próximo lema que
para provar a existência de solução para o sistema (3-1) sobre o inteiros 2-ádicos em
alguns casos será preciso encontrar a "solução não singular", que garantirá existência de
solução não trivial em Z2 explicitamente, são contas simples, e que podem ser facilmente
verificadas com um computador ou mesmo a mão.

Lema 3.13 Γ2(3,2)≤ 11.

Prova: Considere o sistema (3-1) com s ≥ 11. Nós podemos assumir que para
qualquer i, no máximo um entre ci e di é igual a zero (caso contrário nós temos claramente
uma solução não trivial). Seja K = {0,1,2,4}, dado b ∈ Z2/{0} é possível encontrar
x ∈ Z2/{0} e g ∈ K/{0}, aplicando o Lema de Hensel ao polinômio f (x) = gx3−b, tais
que b = gx3, donde podemos particionar os índices 1, ...,s entre os quatro conjuntos

Ug = {i : ci = ga3 para algum a ∈ Z2/{0}} (g ∈ K),

assim temos

∑
g∈K
|Ug|= s.

Seja M o número de g ∈ K/{0} para os quais Ug 6= ∅, e seja r = |U0|. Então
M ≤ 3 e

S = |U0|+ ∑
g∈K/{0}

⌊
1
2
|Ug|

⌋
≥ r+ ∑

g∈K/{0},
U6=∅.

1
2
(|Ug|−1)

≥ 1
2
(s+ r−3).

Existem dois caso.
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i) Suponha que r > 0. Então S ≥ 5, daí nós podemos reorganizar variáveis de
forma que, para i = 1, ...,5, ou 2i− 1 ∈ Uq e 2i ∈ Uq para algum q ∈ K/{0}, ou então
2i− 1 ∈ U0. Em cada caso, de maneira análoga a que fizemos na demonstração do
lema anterior, c2i−1x3 + c2iy3 = 0 possui uma solução não singular sobre Z2, digamos
(a2i−1,a2i). Defina Di = d2i−1a2

2i−1 + d2ia2
2i para i = 1, ...,5. Então como sabemos que

Γ(2) = 5, podemos encontrar uma solução não trivial para a equação

D1u2
1 + · · ·+D5u2

5 = 0,

digamos (b1, ...,b5), e consequentemente

(a1b1,a2b1, ...,a9b5,a10b5,0, ...,0)

é uma solução não trivial para o sistema (3-1) sobre Z2.
ii) Suponha que r = 0. Então S≥ 4, se tivermos S≥ 5, o mesmo argumento usado

no item anterior pode ser aplicado, então vamos supor que S = 4. Reordenando e fazendo
uma mudança de variáveis se for preciso, podemos assumir que c2i−1 = c2i ∈ K/{0} para
i = 1,2,3,4. Além disso, também podemos assumir que pelo menos um dos três índices
restantes, sem perda de generalidade i = 9, é tal que c7 = c8 = c9. Seja Bi = {2i,2i−1}
para i ∈ {1,2,3}, e B4 = {7,8,9}.

Considere a equação cúbica correspondente a cada conjunto Bi. A equação
x3 + y3 = 0 possui a solução não trivial (u,−u) para qualquer u ∈ Z2/{0}. Também,
a equação x3 + y3 + z3 = 0 possui a solução não trivial (au,bu,cu) para qualquer u ∈
Z2/{0}, com c = 2r para qualquer r≥ 1 e algum (a,b)≡ (1,−1) (mod 8) usando o Lema
de Hensel.

Escreva Di = d2i−1 +d2i para i = 1,2,3, D4 = d7a2 +d8b2 +d9c2, e considere a
equação

Q (D1,D2,D3,D4) = D1u2
1 + · · ·+D4u2

4 = 0. (3-20)

Se for possível encontra uma solução não trivial (u1, ...,u4) para a equação (3-20)
sobre Z2, então vista da nossa mudança de variáveis, as equações (3-1) possui a solução
não trivial (u1,−u1,u2,−u2,u3,−u3,au4,bu4,cu4,0, ...,0).

Agora vamos considerar para quais quadráticas Q (D) existe solução não trivial,
claramente temos uma solução não trivial para a quadrática Q (D) se algum Di é zero,
então nós podemos supor que nenhum dos Di é igual a zero. Fazendo uma mudança
de variáveis, podemos assumir que (Di,8) ≤ 2 para cada i, que (D1,D2,2) = 1, e que
D1 ≡ 1 (mod 8). Além disso, se para quaisquer i e j nós temos Di ≡ D j (mod 8), e
(Di,D j,2) = 1, então podemos supor que D1 ≡D2 (mod 8). Se podermos agora encontrar
uma solução para a equação quadrática (mod 8) tais que Di e ui são ambos relativamente
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primos com 2 para algum i, que chamaremos de uma solução "não singular (mod 8)",
então pelo Lema de Hensel existe uma solução não trivial para a quadrática sobre Z2.

Reorganizando os Di, podemos facilmente verificar que a Tabela 1 lista todos os
casos distintos possíveis, e consequentemente nós podemos nos concentrar naquelas cinco
quadráticas para as quais não se pode encontrar solução que é não singular (mod 8).

Tabela 1. (Aqui γ e δ denotam inteiros arbitrários.)
Solução não Solução não

Quadrática Q singular (mod 8) Quadrática Q singular (mod 8)
D1 D2 D3 D4 u1 u2 u3 u4 D1 D2 D3 D4 u1 u2 u3 u4

1 7 γ δ 1 1 0 0 1 1 5 5 nenhuma
3 5 γ δ 1 1 0 0 1 1 1 2 1 1 2 1
1 1 6 γ 1 1 1 0 1 1 3 2 1 1 2 1
1 5 2 γ 1 1 1 0 1 1 2 2 nenhuma
1 1 1 1 nenhuma 1 3 2 2 1 1 1 1
1 1 1 3 1 0 2 1 1 3 2 6 nenhuma
1 1 1 5 1 1 1 1 1 3 6 6 1 1 1 1
1 1 3 3 1 1 1 1 1 5 6 6 nenhuma

Agora pretendemos mostrar que usando uma escolha alternativa admissível de
(a,b,c), nós podemos mudar o valor de D4 de modo a evitar as cinco quadráticas proble-
máticas. Considere o coeficiente D4 = d7a2 + d8b2 + d9c2. Reorganizando as variáveis,
escrevemos D4 = dR (a,b,c), com R (a,b,c) = a2 +αb2 +βc2 onde d,α,β ∈ Z2. Tam-
bém podemos supor que se α ≡ β (mod 8), e (αβ,2) = 1, então α ≡ 1 (mod 8). Então
verificamos que a Tabela 2 lista as únicas possibilidades distintas para (α,β) onde um
deles não é divisível por 2. Daí encontramos (a1,b1,c1) e (a2,b2,c2), de modo que, ao
fazer a mudança de variáveis que nos permite assumir que (D4,8)≤ 2, temos dois valores
que são distintos (mod 8) para esse coeficiente reduzido.
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Tabela 2
α β a1 b1 c1 R (a1,b1,c1) a2 b2 c2 R (a2,b2,c2)

(mod 8) (mod 8) (mod 8)

1 1 1 -1 0 2 1 -1 2 6
1 3 1 -1 0 2 1 0 -1 4
1 5 1 -1 0 2 1 0 -1 6
1 7 1 -1 0 2 1 -1 2 6
3 5 1 -1 0 4 1 0 -1 6
3 5 1 -1 0 4 0 1 -1 2
5 7 1 -1 0 6 0 1 -1 4
1 2 1 -1 0 2 1 0 -1 3
1 4 1 -1 0 2 1 0 -1 5
1 6 1 -1 0 2 1 0 -1 7
1 0 1 -1 0 2 1 0 -1 1
3 2 1 0 -1 3 0 1 -1 5
3 4 1 0 -1 5 0 1 -1 7
3 6 1 0 -1 7 0 1 -1 1
3 0 1 0 -1 1 0 1 -1 3
5 2 1 -1 0 6 1 0 -1 3
5 4 1 -1 0 6 1 0 -1 5
5 6 1 -1 0 6 1 0 -1 7
5 0 1 -1 0 6 1 0 -1 1
7 2 0 1 -1 1 1 0 -1 3
7 4 0 1 -1 3 1 0 -1 5
7 6 0 1 -1 5 1 0 -1 7
7 0 0 1 -1 7 1 0 -1 1

Além disso, usando γ e δ para denotar inteiros relativamente primos com 2
arbitrários, temos os casos que (α,β) = (γ2r,δ2s) para algum s≥ r≥ 1. Aqui nós obtemos

R (1,−1,0) = 1+ γ2r e R (0,1,−1) = γ2r +δ2s.

Escrevemos γ2r +δ2s = η2t com η não divisível por 2 (se η = 0, então podemos
facilmente resolver não trivialmente a quadrática). Então a menos que t seja par, consi-
derando a mudança de variáveis que permita-nos assumir que (D4,8) ≤ 2, o coeficiente
representado por R (1,−1,0) e R (0,1,−1) são distintos (mod 8). Mas se t = 2v é par,
então

2−tR (0,1,−1)≡ η (mod 8), 2−tR (2v+1,1,−1)≡ η+4 (mod 8),
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e esses resíduos são distintos (mod 8). Além disso η não é divisível por 2, então
considerando a mudança de variáveis que permita-nos assumir que (D4,8)≤ 2, nós vemos
que os coeficientes D4 dados pos essas soluções são distintos.

Em todos esses casos nós obtemos uma escolha de valores para D4. Fazendo a
mudança de variáveis que nos permite assumir que (D4,8)≤ 2, observamos que existem
dois valores que são distintos (mod 8) para esse coeficiente reduzido. Mas examinado
a Tabela 1, podemos facilmente ver que uma escolha, pelo menos, dos coeficientes
disponíveis nos dá uma quadrática que podemos resolver, não importando como o
coeficiente D4 tenha sido reorganizado.

Então podemos encontra uma solução que é não singular (mod 8) para a equação
quadrática reduzida, e consequentemente existe uma solução não trivial para a equação
(3-1) sobre Z2.

�

Na direção de encontrar solução para o caso p = 3 vamos começar com o o
seguinte lema

Lema 3.14 Suponha que nós temos uma solução x para a congruência

F(x) = c1x3
1 + · · ·+ csx3

s ≡ 0 (mod 9),

G(x) = d1x2
1 + · · ·+dsx2

s ≡ 0 (mod 3),

tal que existem indices i e j com xix j(cid jxi− c jdix j) 6≡ 0 (mod 3). Então existe uma

solução não trivial 3-ádica para as equações (3-1).

Prova: A prova será feita por indução. Suponha que para algum µ≥ 2, nós temos
uma solução para o sistema de congruências

F(x) ≡ 0 (mod 3µ),

G(x) ≡ 0 (mod 3µ−1),

satisfazendo, para algum i e j,

xix j(cid jxi− c jdix j) 6≡ 0 (mod 3). (3-21)

Escrevendo yi = xi + ki3µ−1, para algum ki a ser determinado. Então

F(y)≡ F(x)+3µ(c1k1x2
1 + · · ·+ csksx2

s ) (mod 3µ+1),

G(y)≡ G(x)+3µ−1(2d1k1x1 + · · ·+2dsksxs) (mod 3µ).
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Se nós podemos resolver o sistema de congruências

3−µF(x)+ c1k1x2
1 + · · ·+ csksx2

s ≡ 0 (mod 3), (3-22)

31−µG(x)+2d1k1x1 + · · ·+2dsksxs ≡ 0 (mod 3),

então teremos uma solução y para o sistema de congruências

F(y) ≡ 0 (mod 3µ+1),

G(y) ≡ 0 (mod 3µ)

satisfazendo

yiy j(cid jyi− c jdiy j)≡ xix j(cid jxi− c jdix j) 6≡ 0 (mod 3).

Mas as formas lineares em (k1, ...,ks) no sistema de congruências (3-22) não são
proporcionais (mod 3), por (3-21). Logo nós podemos resolver para ki, e consequente-
mente a hipótese de indução para µ implica µ+ 1. Mas, por hipótese, o resultado vale
para µ = 2, ou seja, o resultado vale para todo µ≥ 2. Então temos uma solução não trivial
x para a congruência F(x) ≡ G(x) ≡ 0 (mod 3µ) para todo µ, e consequentemente uma
solução 3-ádica não trivial para o sistema (3-1).

�

Pelo que fizemos na seção 2.3, nós podemos escrever as equações (3-1) numa
forma 3-normalizada F = G = 0, com

F∗∗ = a1x3
1 + · ·+aux3

u+ b1y3
1 + · ·+bvy3

v ≡ 0 (mod 9), (3-23)

G∗ = c1y2
1 + · ·+cvy2

v +d1z2
1 + · ·+dwz2

w ≡ 0 (mod 3),

onde ci e di são relativamente primos com 3, cada ai e bi é divisível no máximo
por 3, e onde F∗∗ denota as variáveis explicitas em F (mod 9), e G∗ denota aquelas
explicitas em G (mod 3).

Seja u1 o número de ai não divisíveis por 3, e v1 o número de bi não divisíveis
por 3. Então por (2-3), nós temos

m0 +qF,1 = u+ v+w≥ 7, qG,0 = v+w≥,3 TF,1 = u+ v≥ 4,

m0 = u1 + v+w≥ 5, qF,0 = u1 + v1 ≥ 2.

Lema 3.15 Suponha que w ≥ 3. Então existe uma solução para a congruência (3-23)

satisfazendo a condição (3-21) do Lema 3.14.
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Prova: Primeiro resolvemos a equação cúbica

a1x3
1 + · · ·+aux3

u +b1y3
1 + · · ·+bvy3

v ≡ 0 (mod 9).

Isso é possível não trivialmente, uma vez que u+ v ≥ 4, e u1 + v1 ≥ 2 juntas
implicam que por uma mudança de variáveis, a congruência acima consiste de uma das
seguintes congruências

x3 + y3 ≡ 0 (mod 9) ou x3 +2y3 +3z3 ≡ 0 (mod 9).

Ambas as congruências podem ser resolvidas não trivialmente, e mais, resolvidas
com uma variável que é não nula (mod 3) tendo um um coeficiente cubico não nulo
(mod 3). Fixando a solução para a cúbica, nós podemos então resolver independentemente
a congruência

d1z2
1 + · · ·+dwz2

w ≡−(c1y2
1 + · · ·+ cvy2

v) (mod 3).

Como w≥ 3, está congruência sempre pode ser resolvida não trivialmente, pelo
Corolário 2.12. Mas agora, como os coeficientes cúbicos de zi são congruentes a zero
(mod 3), a condição (3-21) do Lema 3.14 é satisfeita.

�

Lema 3.16 Supondo verdadeira a hipótese (H3),

(H3) para toda congruência da forma (3-23) com u+ v+w≥ 7, u+ v≥ 4, v+w≥ 3,

u1 + v+w≥ 5, u1 + v1 ≥ 2, e w < 3, nós temos uma solução uma solução satisfazendo

(3-21),

todo sistema da forma (3-1) 3-normalizado com s ≥ 11 possui uma solução não trivial

3-ádica.

Prova: Para w≥ 3 o Lema 3.11 garante uma solução não singular para o sistema
(3-1), aplicando o Lema de Hensel, temos uma solução 3-ádica não trivial, para w < 3 é a
hipótese (H3), que provaremos na próxima seção, que garante solução a solução.

�

3.4 O método computacional para os primos 3, 7, 11, 13,
19, 23 e 31.

Agora só nos falta encontrar solução não singular para um pequeno número de
primos e verificar a hipótese (H3) para p = 3, que supomos ter solução não singular sobre
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algumas condições na seção passada, e ainda não provamos. Para esses casos descreve-
remos como verificar a existência dessa solução computacionalmente, apresentaremos
como implementar os cálculos necessários primeiro para os primos 7, 11, 13, 19, 23 e 31,
e depois para o 3.

(a) Primos diferentes de 3.

Considere o sistema de congruências

a1x3
1 + · · ·+a5x3

5 ≡ 0 (mod p) (3-24)

b1x2
1 + · · ·+b5x2

5 ≡ 0 (mod p)

onde 0≤ ai,bi ≤ p−1, e no máximo um entre ai e bi é diferente de zero. Para estabelecer
a validade da hipótese (H), seguindo as conclusões das duas seções anteriores, nós temos
apenas que checar que as congruências (3-24) possuem uma solução não singular (mod p)

para quaisquer escolhas possíveis de ai e bi. Além disso, se p ≡ 1 (mod 3) e p > 13, ou
se p≡ 2 (mod 3), então nós podemos também assumir que nenhum dos ai é igual a zero.

Mas com a mudança de variáveis xi→ ωxi, para um adequado ω, nós podemos
assumir que cada bi é 0, 1 ou c, onde c é algum resíduo não quadrático (mod p). Também,
pela mudança de variáveis xi→−xi, nós podemos assumir que 0≤ ai ≤ 1

2(p−1). Ainda
mais que isso, multiplicando por um fator não nulo adequado e reorganizando as variáveis,
nós podemos assumir que b1 ≤ b2 ≤ ·· · ≤ b5, b1 = 0 ou 1, e b2 = b3 = 1. Finalmente, se
para algum j nós temos b j = b j+1, então nós podemos assumir que a j ≤ a j+1.

Suponha que I é o conjunto de todos (a1, ...,a5,b1, ...,b5), satisfazendo os
critérios acima. Se para algum (α,β,γ,κ,λ,µ) nós podemos encontrar uma solução não
singular para as congruências

αx3 +βy3 + γz3 ≡ 0 (mod p)

κx2 +λy2 +µz2 ≡ 0 (mod p),

então qualquer sistema de congruências da forma (3-24) com

(ai,a j,ak,bi,b j,bk)≡ (α,β,γ,κ,λ,µ) (mod p),

para algum (i, j,k) ∈ {1, ...,5}3, com i, j,k distintos, admite uma solução não singular
(mod p). Nós usamos essa ideia para economizar mais o número de casos para serem
checados, começamos testando todas as formas em três variáveis satisfazendo os critérios
acima, e armazenamos as que nós não podemos encontrar nenhuma solução que seja
não singular (mod p). Nós então tomamos cada uma dessas formas, e testamos todas
as formas em 4 variáveis satisfazendo o critério acima obtido considerando qualquer
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coeficiente possível para a quarta variável, novamente armazenamos todas as formas que
não possuem solução não singular. Se necessário, nós então procedemos semelhantemente
pa a quinta variável.

Podemos implementar esse método em um computador para verificar que todo
sistema de congruências da forma (2-24) possui uma solução que não é singular (mod p).

(b) O primo 3.

Considere o sistema de congruências

a1x3
1 + · · ·+a7x3

7 ≡ 0(mod 9), (3-25)

b1x2
1 + · · ·+b7x2

7 ≡ 0(mod 3),

onde 0 ≤ ai ≤ 8, 0 ≤ bi ≤ 2, e os coeficientes satisfazem a condição da (H3). Para
estabelecer (H3), seguindo as conclusões da seção anterior, nós temos apenas que checar
que as congruências (3-24) possuem uma solução satisfazendo (3-21), para quaisquer
escolhas possíveis de ai e bi. Pela mudança de variáveis xi→−xi, nós podemos assumir
que 0≤ ai ≤ 4. Multiplicando a congruência quadrática por uma fator não nulo adequado
e reorganizando variáveis, nós podemos então assumir que o número de bi iguais a 1 é
pelo menos tão grande quanto o número iguais a 2. Também, reorganizando variáveis,
nós podemos assumir que b1 ≤ b2 ≤ ·· · ≤ b7. Finalmente, se para algum j nós temos
b j = b j+1, então nós podemos assumir que a j ≤ a j+1.

Como o sistema de congruências (3-25) é mais complicado que o (3-24), o
método não é tão bem sucedido. Mesmo assim, notando que 0,13 e 23 representam todos
os resíduos cúbicos (mod 9), somos capazes de economizar computação de soluções (3-
25) usando xi ∈ {0,1,2}. Nós podemos então usar um computador para verificar que todo
sistema da forma (3-25) possui solução satisfazendo (3-21).

3.5 Garantindo soluções p-ádica.

Os cálculos computacional verificados na seção anterior completa a prova que
as hipóteses (H) e (H3) são verdadeiras, e consequentemente mostramos que, sujeito as
condições s≥ 11 e ϑ(F,G) 6= 0, um dos itens a seguir é verdadeiro:

(i) o sistema F = G = 0 possui uma solução não trivial sobre Zp,
(ii) o sistema F ≡ G≡ 0 (mod p) tem uma solução não singular (mod p).
Nesse último caso, argumentando pelo Lema de Hensel nós também podemos

obter uma solução p-ádica não trivial. Nós agora vamos retirar a condição ϑ(F,G) 6= 0.

Lema 3.17 Para qualquer sistema da forma (3-1) em pelo menos onze variáveis (inde-

pendentemente do valor de ϑ(F,G)) possui uma solução p-ádica não trivial.
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Prova: Nós temos provado que F =G= 0 possui uma solução p-ádica não trivial
quando ϑ(F,G) 6= 0. Suponha agora que ϑ(F,G) = 0. Para qualquer inteiro µ existem
formas

F(µ) = c(µ)1 x3
1 + · · ·+ c(µ)s x3

s ,

G(µ) = d(µ)
1 x2

1 + · · ·+d(µ)
s x2

s ,

com coeficientes inteiros tal que ϑ(F(µ),G(µ)) 6= 0 e tal que

c(µ)i − ci ≡ d(µ)
i −di ≡ 0 (mod p(µ)) para i = 1, ...,s.

Mas então a equação F(µ) ≡ G(µ) ≡ 0 possui uma solução p-ádica não trivial
ξ(µ) = (ξ

(µ)
1 , ...,ξ

(µ)
s ). Por homogeneidade, nós podemos supor que os ξ

(µ)
i são inteiros

p-ádicos, e que pelo menos um não é divisível por p. Pela compacidade dos inteiros p-
ádicos, o conjunto {ξ(µ)} tem um ponto de acumulação ξ 6= 0, Então mandando µ para o
infinito em uma sequência adequada, nós temos que

lim
µ→∞

ξ
(µ) = ξ

existe no sentido p-ádico, e

‖F(ξ(µ))‖p = ‖F(ξ(µ))−F(µ)(ξ(µ))‖p

=

∥∥∥∥∥∑i
(c(µ)i − ci)ξ

(µ)3
i

∥∥∥∥∥
p

≤ p−µ.

Pela continuidade, nós temos F(ξ) = 0, e de forma similar G(ξ) = 0. Dessa
forma o sistema (3-1) possui uma solução p-ádica não trivial.

�

Então todo sistema em pelo menos onze variáveis possui, para todo p primo, uma
solução nos inteiros p-ádica não trivial, ou seja, Γ(3,2)≤ 11. Nós agora mostraremos que
Γ(3,2)≥ 11.

Lema 3.18 Γ(3,2)≥ 11 para todo primo p≡ 1 (mod 3).

Prova: Seja p ≡ 1 (mod 3) um primo, c um resíduo que não é resíduo cúbico
(mod p), e ω um resíduo que não é resíduo quadrático (mod p). Considere o sistema de
equações em dez variáveis:
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(x3
1 + cx3

2)+ p(x3
3 + cx3

4)+ p2(x5 + cx3
6) = 0,

(x7−ωx2
8)+ p(x2

9−ωx2
10) = 0.

A equação cúbica não possui solução não trivial sobre Zp, pois c não é resíduo
cúbico (mod p). Além disso, a equação quadrática não possui solução não trivial em Zp,
pois ω não é um resíduo quadrático (mod p). Consequentemente o sistema acima não
possui solução não trivial em Zp.

�

Com isso concluímos esse trabalho apresentando o teorema a seguir, que não só
confirma a Conjectura de Artin para Γ(3,2), como dá uma valor ainda mais baixo para o
número de variáveis do que o proposto pela conjectura que seria 14.

Teorema 3.19 Γ(3,2) = 11.



CAPÍTULO 4
Apêndice: Rotina para encontrar soluções não
singulares (mod p) .

Faremos aqui uma breve rotina, que pode ser facilmente implementada para
encontrar as soluções não singulares (mod p) para os primos listados na seção 3.4.

Iniciamos com o primo p e um resíduo c não quadrático (mod p) (que também
pode ser obtido computacionalmente);

Passo 1 (solução não singular com três variáveis): Nesse passo teremos seis
parâmetros (coeficientes), (a1,a2,a3,b1,b2,b3) que pelas considerações feitas na seção

3.4, se p ≡ 2 (mod3) ou se p ≡ 1 (mod 3) e p > 13 , então 0 < a1,a2,a3 ≤
p−1

2
,

caso contrário 0 ≤ a1,a2,a3 ≤
p−1

2
, nos dois casos b1,b2,b3 ∈ {0,1,c}, e teremos três

variáveis 0≤ x1,x2,x3 ≤ p−1.
Passo 1.a: Para cada escolha fixada dos parâmetros (a1,a2,a3,b1,b2,b3), faze-

mos x1,x2,x3 variar nos resíduos (mod p) testando em cada caso as congruências:

a1x3
1 +a2x3

2 +a3x3
3 ≡ 0 (mod p) (4-1)

b1x2
1 +b2x2

2 +b3x2
3 ≡ 0 (mod p),

se para algum (α1,α2,α3) as congruências acima forem verdadeiras passamos para o
passo seguinte 1.b, senão, damos um incremento nas variáveis (que deve ser feito de
forma a passar por todas as combinações possíveis dos resíduos) e testamos novamente,
se esgotarem as possibilidade para x1,x2,x3 vamos para o passo 2.

Passo 1.b: dada a solução (α1,α2,α3) da congruência (4-1) do passo 1.a testa-
mos a congruência

6αiα j(aib jαi−a jbiα j)≡ 0 (mod p) parai 6= j, (4-2)

onde i, j ∈ {1,2,3}, se a congruência (4-2) é verdadeira para todos os i, j voltamos ao
passo 1.a (a solução é singular (mod p)), se (4-2) é falsa para algum i, j então a rotina para
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e informamos que para os parâmetros (a1,a2,a3,b1,b2,b3) corresponde a uma sistema
com solução não singular.

Passo 2(solução não singular com quatro variáveis): Nesse passo teremos como
entradas os parâmetros (a1,a2,a3,b1,b2,b3) do passo 1 para os quais não foi possível
encontrar solução não singular, fixaremos esses parâmetros e introduziremos dois novos
(a4,b4) e uma nova variável x4.

Passo 2.a: Para cada escolha fixada dos parâmetros (a4,b4), fazemos x1,x2,x3,x4

variar nos resíduos (mod p) testando em cada caso as congruências:

a1x3
1 +a2x3

2 +a3x3
3 +a4x3

4 ≡ 0 (mod p) (4-3)

b1x2
1 +b2x2

2 +b3x2
3 +b4x2

4 ≡ 0 (mod p),

se para algum (α1,α2,α3,α4) as congruências acima forem verdadeiras passamos para
o passo seguinte 2.b, senão, damos um incremento nas variáveis (que deve ser feito de
forma a passar por todas as combinações possíveis dos resíduos) e testamos novamente,
se esgotarem as possibilidade para x1,x2,x3,x4 vamos para o passo 3.

Passo 2.b: dada a solução (α1,α2,α3,α4) da congruência (4-3) do passo 2.a
testamos a congruência

6αiα j(aib jαi−a jbiα j)≡ 0 (mod p) para i 6= j, (4-4)

onde i, j ∈ {1,2,3,4}, se a congruência (4-4) é verdadeira para todos os i, j voltamos ao
passo 2.a (a solução é singular (mod p)), se (4-4) é falsa para algum i, j então a rotina
para e informamos que para os parâmetros (a1,a2,a3,a4,b1,b2,b3,b4) corresponde a uma
sistema com solução não singular.

Passo 3 (solução não singular com cinco variáveis): Esse passo é análogo ao
passo anterior da rotina, teremos como entradas os parâmetros para os quais não foi
possível encontrar solução não singular no passo 2, acrescentaremos a eles os parâmetros
(a5,b5) e uma variável x5, executaremos os passo 3.a e 3.b, que nada mais são, do que os
passos 2.a e 2.b, agora com cinco variáveis.

Wooley mostrou que para p ∈ {7,11,13,19,23,31} a rotina termina no máximo
no passo 3, comprovando a hipótese (H) para esse primos e concluindo a demonstração
do teorema principal.
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