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Resumo

Lelis, Jean Carlos. Uma Confirmacao da Conjectura de Artin para Pares
de Formas Diagonais de Graus 2 e 3. . Goiania, 2015. 83p. Dissertagdo de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Nesse trabalho, nés apresentamos alguns dos métodos usados no estudo de formas
aditivas sobre corpos locais, € uma prova para um caso particular da Conjectura de
Artin, que afirma que todo sistema de R formas aditivas de graus ki,k»,...,kg possui
solug@o p-adica ndo trivial para todo p primo, se o nimero s de varidveis for maior que
k% + k% 4. +k123, dada por Wooley [12], onde ele mostra que I'(3,2) = 11.

Palavras—chave
Conjectura de Artin, pares de formas aditivas, nimeros p-adicos, p-normaliza¢ao

de sistemas de formas aditivas.



Abstract

Lelis, Jean Carlos. titulo em inglés. Goidnia, 2015. 83p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work we present some methods used in the study of systems of additive forms
on local fields, and a proof for a particular case of Artin’s Conjecture, which says that
every systems with R additive forms of degrees ki, ...,kg has non trivial p-adic solution
for any prime p, if the number s of variables is higher than k% + k% 4+ 4 k12e’ given by
Wooley [12], where he shows that I'(3,2) = 11.

Keywords

Artin’s Conjecture, pairs of additive forms, p-adic number, p-normalization for

systems of additive forms.
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CAPITULO 1

Introducao.

Introducao

Uma das grandes motivacdes de estudar formas aditivas sobre o corpo dos
nimeros p-adicos € a Conjectura de Artin, que afirma existir uma cota inferior para o
numero de varidveis em um sistema de formas aditivas, tal que qualquer sistema de formas
aditivas com pelo menos esse nimero de varidveis admite solu¢do nao trivial nos inteiros
p-édicos. Essa conjectura tem sido abordada com as técnicas introduzidas por Davenport
e Lewis a uns 50 anos atrds. Vamos comecar apresentando os corpos dos niimeros p-
adicos, para um primo p dado, a Conjectura de Artin juntamente com um histérico desse
estudo.

No capitulo seguinte, introduziremos as principais ferramentas usadas no estudo
de sistemas de formas aditivas sobre o corpo dos niimeros p-adicos sobre o enfoque dado
pela Conjectura de Artin, a p-normalizacio e o Lema de Hensel, além de alguns resultados
sobre congruéncias que também serdo importantes. J4 no terceiro capitulo, usaremos as
técnicas apresentadas no capitulo anterior para estudar uma importante confirmacdo da
Conjectura de Artin em um caso particular, dada por Wooley [12]. Nesse trabalho ele
prova que todo sistema da forma

F:clx%—kczx%—f—m—f—csxf =0 (1-1)

G:d1x%+d2x%+---+dsx? =0

possui zero ndo trivial nos inteiros p-adicos, para todo p primo, desde que, o nimero
de varidveis s seja maior ou igual a 11. Esse serd o resultado principal estudado nesse

trabalho, mesmo assim, quando apresentarmos as ferramentas e resultados bdsicos para



1.1 Os Ntmeros p-Adicos. 11

prova-lo tentaremos nio nos restringir apenas ao necessario para esse resultado, com o
objetivo de que esse trabalho possa servir de referéncia para algum outro estudo que faca

uso das mesmas ferramentas.

1.1 Os Ndmeros p-Adicos.

Como nosso principal objetivo € estudar o problema de garantir solugdo p-
ddica nao trivial para um sistema de equacdes diofantinas, para todo primo p, faremos
uma breve abordagem desses conjuntos numéricos, que, cCOmo veremos aqui, possuem
propriedades bastante diferentes das que estamos habituados, por exemplo nos nimeros
reais, para construir esses conjuntos vamos introduzir a ideia de valoriza¢io p-adica e, em
consequéncia dessa valorizacdo, iremos introduzir um valor absoluto sobre os nimeros
racionais do qual as mais interessantes propriedades irdo emergir.

Seja p um nimero primo € » um numero inteiro qualquer, o Teorema Funda-
mental da Aritmética nos garante que podemos escrever n = p®*m onde € € NU {0}, e

(m, p) = 1, assim definimos:

Definicdo 1.1 Dado n inteiro tal que n = ptm, onde (m,p) = 1 e p primo, definimos a

valorizagdo p-ddica v,(n) := €. Por convengdo definimos vp,(0) := oo,
Vale citar algumas propriedades de facil dedugdo sobre a funcao definida acima,
Propriedades 1 Dado um niimero inteiro n qualquer e um niimero primo p, vale que:
1.v,(n) >0;

2. vp(ab) =vp(a) +v,(b);

3.vp(a+Db) > min{v,(a),v,(b)}.

Podemos agora definir o valor absoluto p-adico, com o qual construiremos o

conjunto dos ndmeros p-adicos, e deduzir algumas das suas propriedades.

Definicao 1.2 (Valor Absoluto p-adico) Dado a € Z, definimos,

p‘“f’("), se a#0,
all, = (1-2)

, se a=0.
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Propriedades 2 Dados a,b € Z, temos que:

L. |lall,>0ela], =0 a=0;
2. |labllp = llallpllllp;

3. [la+bllp < max{|lallp, |[bll,}, (em particular [a+b]| < [, +[|b]] 5)-

De forma bastante natural, podemos extender essa norma a todos os nimeros

. . . a .
racionais, ou seja, dado b € Q, definimos,

Vp (g) =v,(a) —v,(b), Hg”pzp—uz,(z)'

Note que, a propriedade 2.3 é bem mais forte do que a desigualdade triangular
usual, essa desigualdade é conhecida como desigualdade ultramétrica, e dela seguem
vérias propriedades geométricas que ndo sdo validas nos nimeros reais. Para citar algumas
propriedades interessantes dessa nova norma, podemos notar que se a,b € Q tal que
la— b, < llall» entdo, [lall, = [Ib],- De fato, temos que [ll, = 6 —a+al|, <
max{|b—allp. llal}. 1ogo 5], < [[a] . por outro lado, [la], = [la— b+ b, < max{]ja—
bllp. 1]l }. como [la— bl , < ljall temos [all,, < 6]l ou seja [lal, = 1]l

Outra propriedade que vai contra a nossa intui¢do é que se D(a,r) = {b €
Qs |la—b||, < r} é o disco de raio r e centro a, temos para todo b € D(a,r) que D(a,r) =
D(b,r). Com efeito, temos que se by € D(a,r), entdo |la — by||, < r, dado d € D(a,r),
vale que [[d — boll, = Ild — a-+a — bl dai [ld — boll, < max{]ld — all. a  bol],}. ou
seja, d € D(bg,r). Analogamente, se ¢ € D(by,r) teremos ¢ € D(a,r), assim D(a,r) =

p» dai

D(bo,r), Vbg € D(a,r), isso nos diz que todos os pontos de um disco sdo centros, o que
claramente ndo vale em R. Essas propriedades diferentes, € mesmo contra intuitivas, sao
consequéncias da propriedade 2.3 da norma p-ddica. Uma norma com essa propriedade é
chamada de ultramétrica. Note que isso implica que a norma p-adica ndo é arquimediana,
ou seja ||nf|, < |[1]|,, Vn e N.

Fazendo uso dessa norma, podemos agora ver o conjunto dos nimeros p-adicos
Qp, como sendo o completamento de Q pela norma || - ||,, ou seja, tomamos todas as
sequéncias {z, }»en, em Q, de Cauchy com respeito a norma || - || ,, cortadas pela relagio

de equivaléncia
(Zn)7 (Wn) CQ, (Zn) ~ (Wn) <~ nlglgo ||Zn _Wan =0.

Entdo, @, serd o conjunto dos limites de todas essas classe de equivaléncia.
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1.2 A Conjectura de Artin e formas aditivas.

Muitos estudos com respeito a polindmios homogéneos sobre o corpo dos
nimeros p-adicos, tém sido feitos, no decorrer desse ultimo século, tendo como foco
principal uma conjectura feita por E. Artin, que apresenta uma relagdo entre o nimero de

variaveis do polindmio e a existéncia de zeros ndo triviais nos inteiros p-adicos, a saber.

Conjectura 1 (Artin, 1920) Qualquer polinémio homogéneo de grau k em n varidveis,

tem zero p-ddico ndo trivial desde que n > k* +1.

Listaremos, apenas em caracter de curiosidade, alguns resultados cldssicos nessa
direcdo, para que o leitor possa entender a linha de pesquisa que motivou o trabalho que
€ o principal foco desse nosso estudo. As demonstragdes dos resultados que seguem nao
fazem parte do objetivo desse trabalho, mesmo sendo todas elas muito importantes para a
teoria como um todo.

O primeiro resultado importante nesse estudo veio com H. Hasse, confirmando

a conjectura para formas quadraticas.

Teorema 1.3 (Hasse, 1924) Qualquer forma quadrdtica sobre o corpo dos niimeros p-

ddicos em cinco ou mais varidveis, possui zero p-ddico ndo trivial.

Mais tarde Lewis mostrou mais uma uma confirmac¢do da conjectura, agora para

formas cuabicas.

Teorema 1.4 (Lewis, 1952) Toda forma ciibica com coeficientes p-ddicos em 10 ou mais

varidveis, possui zero p-ddico ndo trivial.
Na sequéncia temos também,

Teorema 1.5 (Birch-Lewis £k = 5 (1959), Laxton-Lewis k = 7,11 (1962)) Toda forma
de grauk =5,7,11 e coeficientes p-ddicos com niimero de varidveis superior a k*, possui
zeros p-ddicos ndo trivial desde que o corpo de classe residuais seja grande o suficiente,

ou seja, para p grande.

Todos esses resultados estavam direcionados para a confirmagdo da Conjectura
de Artin, porém um primeiro contra exemplo foi dado por Terjanian em 1966, ao
apresentar um polindmio homogéneo de grau 4 com 18 varidveis que nao possui zero
2-adico ndo trivial. Restou a pergunta, sobre quais condi¢des vale a Conjectura de Artin?
Veremos agora que a conjectura vale para uma classe especial de polindbmios homogéneos
chamados de formas aditivas ou simplesmente diagonais, e essa confirmagao vai nos levar
ao estudo de um problema andlogo para sistemas de formas aditivas: quantas varidveis sao

necessdrias para garantir zeros p-adicos nao triviais para um sistema de formas aditivas?
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Da parceria de H. Davenport e D. J. Lewis, surgiram uma série de artigos
buscando garantir zeros nao triviais nos inteiros p-adicos para formas do tipo aditivas,
ou seja,

_ k k
f=ax" +-Fagx a; € 7.

E deles a confirmagio da conjectura de Artin para formas aditivas, os primeiros
resultados para sistemas de formas aditivas, além do desenvolvimento de técnicas que sdo,
ainda hoje, aplicadas e que foram usadas no trabalho que direcionou nosso atual estudo.
Aqui, novamente, vamos listar os resultados cldssicos para sistemas de formas aditivas,
apenas na intensao de localizar o leitor com respeito ao problema geral, e encerraremos
apresentando, o que tem sido visto como, uma releitura da Conjectura de Artin para
sistemas de formas aditivas.

Trabalhando com sistemas de formas aditivas, Davenport e Lewis mostraram em
1969 que se o grau de todas as formas do sistema € k a existéncia de solucdo p-adica é

garantida desde que o nimero s de varidveis satisfaca

9R’klog(3Rk), se k é impar,
48R*k*10g(3Rk?), se k é par.

Em 1972 eles provaram que s > 2k> + 1 varidveis sdo suficientes para garantir
a existéncia de solugdes p-ddicas ndo triviais se sistemas de pares de formas aditivas de
grau k fmpar. Para o k par a condigdo é s > 7k>. Em 1988 Low, Pitman e Wolff provaram

que o sistema tem zero ndo trivial em QQ,, se o niimero de varidveis satisfaz

48Rk log(3RK?), sek > 2,

2R?klog(k), se k é impar e suficientemente grande.

E Briidern e Godinho, em 1998, mostraram que

R3k* seR>3ek>3,
36k*, ser=3ek=2"neN

¢ suficiente para que exista solugdo ndo trivial em Q,. Existem trabalhos recentes, que
variam tanto pelo nimero de formas aditivas, quanto pelo grau das formas.

Denotando por I'j(ki,...,kg) o nimero minimo de varidveis que garante a
qualquer sistema de R formas aditivas de graus ki, ...,kg uma solu¢do ndo trivial em Z,,
e por I'(ky, ...,kg) := sup{',(ki,....,kg) : p € P}, a Conjectura de Artin para sistemas de

formas aditivas diz que:
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Conjectura 2 (Artin para sistemas de formas aditivas)
Tk, .kg) < (4. 4+ k3)+1.

No capitulo trés, vamos provar que I'(3,2) = 11, confirmando a Conjectura de Artin no
caso k1 =3,ky = 2.



CAPITULO 2

Resultados preliminares.

Como ja é tradicional nesse estudo, nds apresentaremos a p-normaliza¢do de
um sistema de formas aditivas na primeira se¢io, com a qual poderemos nos restringir
a estudar uma classe menor de sistemas. Na segunda se¢do, apresentaremos o Lema de
Hensel, que vai nos dar uma forma de relacionar solugdes (mod p) com solu¢des no
conjunto Z,. E importante notar que para nés Z p» € Z/ pZ representam conjuntos distintos,
0 primeiro representa o conjunto dos inteiros p-adicos e o segundo o conjunto das classe
laterais de pZ sobre Z. Importante também dizer que tentaremos apresentar tanto a p-
normaliza¢do quanto o Lema de Hensel nas suas formas mais gerais, com respeito ao
estudo de formas aditivas sobre Q,, para que esse possa ser uma referéncia para leituras

além daquele que apresentaremos no proximo capitulo.

2.1 A p-Normalizacao de um sistema de formas aditivas.

Uma das técnicas introduzidas no estudo de sistemas de formas aditivas sobre
0os numeros p-adicos, € a p-normalizacdo. Esse processo permite restringir 0 nosso
estudo a uma classe de sistemas, que chamaremos de sistemas p-normalizados. Porém,
a existéncia de solu¢do nao trivial de um sistema p-normalizado ird garantir solucao ndao
trivial para qualquer sistema equivalente a ele, onde definiremos quando dois sistemas sdao
equivalentes. NGs consideramos importante que esse estudo seja feito de forma mais geral
possivel, entdo ndo iremos nos restringir a p-normalizacdo de pares de formas aditivas de
graus 2 e 3, que € o nosso principal objetivo. Em vez disso, estudaremos a p-normalizac¢io
de um sistema qualquer. Para isso suponhamos que ki, ...,kg sdo inteiros positivos, e

F = (Fy,...,Fg) é um sistema de R < s formas diagonais em s varidveis

Fi(x) = Fi(x1,...,x5) = ailxlfi + ... —i—aisx];f (i=1,..,R), 2-1)

e defina k = max{k;; i=1,...,R}. Vamos supor aqui que, nenhuma das F;(x) é combinagdo

linear de outras F; (x), ou seja, o sistema € linearmente independente.
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Sejam

R
K= ij,

j=1

S={(j1,.--,Jr) € {1,...,s}R; Ji # ji paral # i},

definimos M como sendo [S| =s(s—1)---(s—R+1) = M. Dado 6 = (ji,...,jr) € S,
vamos definir também

/

¥
Do (F) =det(a;'; )i<im<r

K . .
onde k} = o Portanto, Ds(F') é o determinante que obtemos tomando uma submatriz
i
R x R da matriz dos coeficientes do sistema inicial, onde as colunas estdo ordenadas
segundo a permutagdo G, e elevando os coeficientes da forma diagonal de grau k; a k, = =

Com isso podemos definir a funcdo ¥ sobre um sistema F do tipo (2-1) como sendo :

O(F) =[] Ds(F). (2-2)

ocS

A forma aparentemente complicada de definir O(F) se justifica para manter a
"homogeneidade"com respeito aos coeficiente de F'. Nos trabalho de Davenport e Lewis
citados, uma funcdo semelhante € definida com o objetivo de construir um sistema p-
normalizado equivalente a um sistema dado, mas 14 ndo aparecem os expoentes do nosso
caso, pois nos casos tratados nesse trabalhos todas as formas eram de mesmo grau.
Seguindo esse método bem sucedido, e fazendo as adaptagdes necessdrias, chegamos a
essa que serd uma ferramenta importante para que possamos tratar uma quantidade menor
de sistemas mediante uma relacdo de equivaléncia que definiremos mais adiante.

Para exemplificar a defini¢do acima, dado o sistema (1-1) nds temos
O(F,G) = [](c;d; — c3dy).
i#]

Para simplificar a notagcao nos resultados que seguem, vamos definir uma relagao

de equivaléncia ~ sobre {1,...,R} dada por
i ~ j se, e somente se, k; = k.

Denotaremos a classe de equivaléncia que contém i por [i], e o conjunto das

classes de equivaléncias por J = {1,...,R}/ ~.
Lema 2.1 Dado um sistema F da forma (2-1), O(F) satisfaz as seguintes propriedades:

(1) se ®1,...,M sdo inteiros, e

F'(x1,...,x5) = F(p®'x1,..., p®xy),
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entdo
S(F') = p ORK . H(F),

onde ® = ®;+ -+ ©;
(1I) Se Aij (1 <i,j <R) sdo nimeros racionais, e o sistema F" ¢ definido por
F'(x)=Y NjFj(x) (i=1,..,R),
Jeli
entdo nos temos
O(F") =M . B(F),
onde

k!
J= H det(}\,i})i7j€a.

acd

Prova: (1) Denotando por p; = p®, e por a;; o coeficiente de x];.i em F!(x), temos

j
que se 6 = (ji,..., jr) € S, entdo

%
Do(F') = det(agjm Ni<im<r
/
det(p¥ ai;, ") 1<im<r
!
Pl - Phedet(aij, ) 1<im<r

pk --ph - Do(F)

entao
O(F') =[] (Ds(F)- (pj, -+ Pix) ),
ceS
como
M

Z ((Djl R +c0jR) = Ro—,

ceS §
noés temos

M

O(F') = ps ORE .3(F).

(II) Denotando por a;; o coeficiente de x_];i em F/'(x), temos que se G =

(jla"'ajR) S S, entao

/
i

k.
det(af, ") 1<im<r = det(H) - det(aij, ") 1<im<r,

onde as linhas e colunas da matriz H podem ser arranjadas de modo a formar um matriz

em blocos.
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¢ 0 ... 0
0 & 0
0 0 C,

sendo r = |J], e cada C; correspondendo a um tnico a € J, tendo como determinante

det(C;) = det(kijk’{)i,jem

como o niimero de fatores na defini¢do de O(F") é |S| = M, temos

ﬂ(F”) — HDG(F”>

ces

= [IDs(F)-det(H)
cesS

= det(H)M-HDG(F),

cesS

onde podemos notar que

det(H) =J = Hdet(kg)i,jeoc-

acd
O

Seguindo os trabalhos de Davenport e Lewis [4, 5, 6], Wooley [12] diz que dois
sistemas da forma (2-1) sdo equivalentes se um pode ser obtido do outro por operacdes
do tipo (1) e (II) do Lema 2.1. Aqui vamos pedir que o determinante de J seja ndo nulo,
para que a operacao do tipo (/1) ndo seja trivial. Notemos que as operagdes (1) e (1I) sdo
comutativas, e além disso, se o sistema F (x) = 0 tem solug@o ndo trivial sobre Q p» €NLA0
também tem solucao nao trivial qualquer sistema equivalente a F.

Um sistema F € dito p-normalizado se a poténcia do primo p dividindo O(F)
¢ minimal entre todos os sistemas equivalentes a F'. Isto € possivel, pois essa poténcia é
nao negativa. Note que um sistema p-normalizado ndo € tnico, pois qualquer operacdo
do tipo (II) com J ndo divisivel por p transforma um sistema p-normalizado em outro
sistema p-normalizado. Tal transformacio € conhecida como uma mudan¢a unimodular
das bases.

Para qualquer sistema F' com coeficientes inteiros existe um sistema correspon-
dente F* com coeficientes em Z/pZ, sendo esses coeficientes congruentes (mod p) aos
coeficientes correspondentes de F. Claramente, existem varidveis que aparecem em F,

mas nao aparecem explicitamente em F*.
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Faremos agora um lema que nos permite dar uma estimativa para o nimero de
varidveis que aparecem explicitamente em um sistema F p-normalizado, e também no

sistema F'*.

Lema 2.2 Um sistema F p-normalizado pode ser escrito da forma
E:E,O—FPF},l‘f’"'—f—pkilE',kfl (lzlaaR)a

onde F; j sdo formas em mj varidveis, e essas formas sdo disjuntas para j=0,....,k— 1.
Além disso, cada uma das m varidveis ocorrem em pelo menos uma das Fy j (i =1,...,R)
com um coeficiente ndo divisivel por p.
Podemos verificar as seguintes desigualdades:
(i) NoOs temos

s
mo+---+mj712]¥7 J=1, . kmin,

onde K ¢ a média harmonica dos k; e k,,;, € o menor dos k;.

(ii) Suponha que o € J com ki = h para i € O. e que temos L combinagées lineares

quaisquer, da forma

[ =Y A F ) (=1,

JE

onde L > |a

denotando por Q(L,h) o niimero de varidveis que ocorrem explicitamente em pelo

, € 05 (A ;) jea sdo linearmente independentes sobre Z/pZ. Entdo

menos umas dessas combinagoes, nds temos

Ls
O(L,h) > Rh L=1,..,|o.

*

(iti) Denotando por g;,j 0 niimero de varidveis que ocorrem explicitamente na forma F;;,
?

nos temos

S S . .
mo+"'+mj—1+61i,j2]¥+ﬁ 0 < j < min{kyin, ki — 1}.
l

Prova:Claramente é possivel expressar um sistema p-normalizado na forma
E:E,O+PE,1+"‘ (l:177R)7

onde em cada p/F; ; aparecem os termos a;,xi para os quais p/ é a maior poténcia de
J n
p dividindo qualquer a;,, (i = 1,...,R). Entdo os conjuntos de varidveis que ocorrem em

cada F; j, (j=0,1,...) sdo disjuntos.
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Mas se j > k, entdo as formas F; j sdo vazias, onde k = max{k;; i=1,...,R}. De
fato, se F' é um sistema p-normalizado entdo a poténcia de p dividindo 9(F) € minimal,
e assim se a;,x% forem termos de F;(x), (i = 1,...,R) com todos os a;, divisiveis por p*,
n6s podemos reduzir a poténcia de p dividindo 9(F) com uma operacdo do tipo (1) do

*lx;l, e mantendo os outros coeficientes. Além disso

Lema 2.1, a saber, tomando x,, = p

cada varidvel aparece em pelo uma das F; ; com um coeficiente ndo divisivel por p, uma

vez que foi tirada a poténcia maxima que dividia todos os coeficientes de cada varidvel.
(1) Sejam xi,...,x,,, onde m = mgy +---+m;_1, as varidveis em Fyo,...,F; j_1,

(1 < j <kpin). Entdo o sistema
F(x) = p I F(pX1, oy DXy Xy 15 -0 Xs) (i=1,..,R),
tem coeficientes inteiros e € equivalente ao sistema F’, de fato, escrevendo
Fi=Fio+pFii+-+p 'Fu,

temos que

F =p - (Fo+-—+p F )+ Fj+-+p Ry,

onde as variaveis de Fifo,...,Fifj_l 30 X} = pX1,..., X = PXp, como (1 < j < kyin), 08
coeficientes de p~/ - (Fl-fo + -+ pj_lFl-f j—l) sd0 inteiros € temos que o sistema F’ €
obtido do sistema F por meio de uma operag@o do tipo (I1) com A;; = p~/ quando [ =1t
Air = 0 quando [/ # ¢, composta com uma operagédo do tipo (/) com @) ==, =l e

Oyl =+ = 0y =0. Pelo Lema 2.1 seja

J = <H det(le)l,zeoc>

ael
J o= plriEek]

segue que

O(F) = JMpl"Fle(r)
O(F) = ploita+k]m [ MK gy
O(F) = ploiM kit k) + 5 g )
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Como F € um sistema p-normalizado por hipdtese, temos que

RKm
—j-(k/l—i----—i-k}e)—l—T > 0
RK
~m z Jo(kte k)
N
mo > o (Kt k)
m > js SR
- R
1 1
m > js-H+ i
- R
m > 2
—_— K'

(2) Sela o € 1, ou seja, o € o conjunto de indices tal que k; = k; parai,j € o, ¢
seja h = k; para todo i € o, podemos reagrupar as equacoes de forma que a = {1,...,r}.

Dai, dadas quaisquer L combinagdes lineares de F; com j € Q,
r
filx) =) NijFj(x), (i=1,..,L),
j=1

onde 1 <L <r,eos (A;j)1<j<r sdo linearmente independentes sobre Z/ pZ. Esse conjunto
pode ser completado, de modo a termos r combinacdes lineares que sdo independentes
(mod p). Entdo fi, ..., f, sdo obtidas de F; (1 < j < r) por operagdes do tipo (1) do Lema
2.1 com J ndo divisivel por p. Seja Q(L,h) o niimero de varidveis que ocorrem em pelo
menos uma das fi,..., fi com coeficientes ndo divisiveis por p, e tome essas varidveis

como sendo x;, ..., Xp, entdo o sistema

/() = p L fi(px1, o PX0, X041, s Xs)  (i=1,...,L),
! (x) =
fi(px1,..., PXQ, X041, -+, Xs) (i=L+1,...,r),

tem coeficientes inteiros, além disso € obtido do sistema f com uma combinagdo da
operagdo (1) do Lema 2.1 com ®; = --- = g = 1 e da operagdo (/) do mesmo lema,

com J = p~LJy, onde Jy ndo é divisivel por p. Entdo escrevendo /' = %, nds temos

RKMQ ’
8(f) = p o MEGS(F)
RKMQ

Como Jy ndo ¢ divisivel por p e 0s (A;j)1<<, sdo linearmente independentes
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sobre Z/pZ, temos que det(?»ﬁ’}) i jeq também ndo ¢ divisivel por p, donde,

! RKMQ
1D = P =5 IEF) |,

mas f’ e F sdo equivalentes € pela defini¢do de sistema p-normalizado, nés temos que

% < MLHK. Assim temos que

Ls
> —.
~ Rh

(3) Suponha que o niimero de varidveis ocorrendo explicitamente em F,’ j é q.
)

0

Denotemos essas varidveis por X 11, ..., Xmtg, Onde m=my +---+m;_1, € por xy, ..., X, as
varidveis ocorrendo em Fjg, ..., F; j—1 (i+1,...,R). Entdo para 0 < j < min{kpin,k, — 1},

0 sistema

Fi,/(x> = pijFi(pxlv--~>me+q7xm+q+l7---aXS) (i#n),

F,f/(x) = p*(jH)Fn(pxl,...,pxm+q,xm+q+1,...,xs).

Aplicando o Lema 2.1 novamente, temos que

RKM(m+q)

S(F") = LT U e M

O(F),

Como F € por hipotese um sistema p-normalizado, temos

RKM
RRMUNED) > MG - +ke) )
S .
mtq > o (jk £ kg) k)
sj s
m+q > E—}_Rk‘
n

OJ

A importancia desse lema estd no fato de que os resultados que vao garantir
o teorema principal s3o na maioria resultados combinatorios, logo garantir um nimero
minimo de varidveis para que possamos contar nimero de solucdes é fundamental, o
proximo lema vai nos permitir refinar um pouco mais a conta do nimero de varidveis em

um sistema p-normalizado.

Lema 2.3 Cada forma F; j, do lema anterior, podem ser escritas na forma
Fj=Fjo+pFj+pFjat+ (1<i<R), (0<i<k—1),

onde F; j j, sdo formas em r; j j, varidveis, e esses conjuntos de varidveis sdo disjuntos para

h=0,1,2,.... Além disso, cada uma das r; j j variaveis ocorrem em F; j , com coeficientes
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ndo divisiveis por p.

Com as mesmas notagoes do lema anterior, vale as seguintes relagoes:

(i) .
Y rijn=mj;
h=0
(ii)
rij0 = 4ijs
(ii)
H [H—j
s(H-+1
EJ‘I: Z Zri7j,h Z% (H:()?akl_l)
=0 \ h=0 IKi

Prova: Que F; ; pode ser escrito dessa forma com as subformas F; ; ; disjuntas,
segue da mesma construgdo feita no Lema 2.2, note que todas as r; j ; ocorrem de fato na
subforma F; ; 5. somando todos os r; j , temos o nimero de varidveis em F; j, ou seja, m; ;
0 que demonstra (i), r; j o 30 as varidveis que aparecem em F; ; o, ou seja, as varidveis de
F; j cujos coeficientes ndo sdo divisiveis por p, logo r; j o = g j, 0 que garante (i), vamos
entao provar (iii).

Sejam H < k, — 1, T = T, y como definido acima, € xy,...,x7 as varidveis que

ocorrem na forma

(Fuo0+pFio1+-+pFon)+ p(Fuio+-—+p"Foom—1)++p"Funo,

H—i—l)

que sdo, as varidveis ocorrendo explicitamente na forma F, (mod p . Entdo o sistema

Fl(x) = p_(HH)Fn(pxl,...,pr,xT+1, ey Xs),

F/(x) = F(pX1,..,pXT,XT41,..0,X5), 1#n,

tem coeficientes inteiros e é equivalente ao sistema F. Pelo Lema 2.1 nés temos

O(F') = p[f(H+1)Mk;l+RK§VIT]ﬁ(F)-

Entdo pela defini¢cdo de sistema p-normalizado,

S (H + 1)sk,,

- RK

(H+1)s
Rk,
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Vamos agora aplicar os Lemas 2.2 e 2.3 ao nosso sistema (1-1), para exemplificar,
e também para termos em maos algumas estimativas para o nimero de varidveis que
ocorrem em um sistema p-normalizado equivalente ao nosso sistema, lembrando que sera
com essas estimativas dos nimeros de varidveis que iremos trabalhar, aplicando métodos
combinatérios e de resolu¢do de equagdes diofantinas para garantir o que mais adiante
iremos definir como solu¢do ndo singular para o sistema.

Entdo seja (F,G) um sistema de formas aditivas como em (1-1), com niimero de

varidveis s > 11, entdo temos que

my=>5, qro=1Tr0>2, qc0=7Tco >3,
mo+my > 10, mo+qr1>7, mo+qgc1 > 38, (2-3)
Try > 4, TG, > 6, Trp > 6.

2.2 O Lema de Hensel.

O proximo resultado que queremos apresentar vai nos permitir relacionar so-
lugdes de sistema de formas aditivas (mod p) com solugdes nos inteiros p-ddicos, esse
resultado € um entre os vérios que ficaram conhecidos por Lema de Hensel. K. Hensel foi
o primeiro a desenvolver a teoria dos nimeros p-adicos na busca de informacdes locais
dentro dos racionais, de uma maneira andloga a teoria das sequéncias e séries existentes
nos nuimeros reais. Mas antes iremos apresentar alguns resultados que serdo importan-
tes na demonstracdo do Lema de Hensel, comecaremos provando algumas propriedades
simples do espago Q.

Primeiramente, dado o espago vetorial (O, sobre o corpo de escalares Q,
definindo nele a norma do maximo, ou seja, dado um vetor z = (xj,...,x,) em Q) a norma
de z é dada por ||z]|mex = max{||x1||p, ..., ||xx||p}, ndo & dificil verificar que de fato se
trata de uma norma, e além disso ela também satisfaz a desigualdade ultramétrica. De
maneira andloga podemos definir uma matriz M,,», em QZX”, naturalmente o conjunto
das matrizes sobre @, € um espaco vetorial, e podemos definir o produto M -z onde z
pertence a (), da mesma forma que o feito sobre R e também podemos definir nele uma
norma semelhante a norma de um operadores linear. Ou seja, dada M,,»,, uma matriz em
Q" definimos

||MH1 = sup { HM'ZHmax;Z c ZZ} .

Note que Zj, é compacto com a norma do méximo, uma vez que Zj = {z €

D Z|lmax < 1} é um subconjunto fechado e limitado de Q;’, que € um espaco de dimensao
finita. Aqui iremos verificar as propriedades de norma, ou seja

() M||i =0<M=0;
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De fato, se M = 0,5, temos que M -z = 0,, | para qualquer que seja z em Z”, donde

|M||1 = 0. Reciprocamente, suponha que ||M||; = 0, entdo para qualquer que seja

z em Z} temos que M -z = Opx1, em particular tomando e; = (1,0,...,0),...,e, =
(0,0,...,1), ou seja M = 0.
(i) [Joe- M|y = ||at||p-[[M]|1, para todo ot em Q;

De fato,

”OL.MHI - sup{H(x'M'Z”max;ZEZZ}
= sup {loilp M 2llmar:z € Z},}
= ledlp - [|M]1.

(iii) ||M+N| < [|M][; +[|N|1.

De fato,

IM+NIl = sup {[|(M+N) - 2llmariz € Zp}
Sup{HM'Z—i_N'Z”max;Z € ZZ}
SMp{|M'Z||max—|— ||N'Z||max;z € ZZ}

[1M][1+ [IN]]1-

IA

IN

Com isso colocamos uma estrutura de espaco vetorial normado nas matrizes
sobre Q,, veremos no préximo resultado que essa norma tem uma propriedade semelhante

a existente para matrizes sobre R definidas de modo andlogo.

Lema 2.4 Dada um matriz M em Q", temos que [|M - z||max < |M |1 - ||z|lmax para todo

zem Zy,.
Prova: De fato, note primeiramente que dado x em Zy,, temos que ||x||, = pW,
daf que ||[|x[|,[l, = p**), ou seja, [lx[|, = [|]lx[l,[l,, ", donde
’ X _ [l
Xl 1, Il
= Ixl

< 1 Vx € Z,,,

Note que 0 mesmo vale para zem Z”*, com a norma || - || nqx, OU S€ja, se z pertence

aZj", entdo w = ||| —1 .z também pertence a Z", donde
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||M'Z||max

”Z”max

18 (112l mas - 2) llmas
— MWl WEZL

< M-

OJ

Note a importancia de tomar o ||M||y = sup{||M - z|[nax } com z em Z}, para que a
norma de M cumpra essa ultima propriedade. Pela desigualdade ultramétrica essa norma
serd limitada pela maior norma das entradas da matriz M, isto vai nos garantir que se a
matriz tem todas as suas entradas pertencentes a Z, entdo sua norma € menor ou igual
a 1, o que caracteriza de forma bastante ttil as matrizes inteiras, € serd importante na
demonstracdo do Lema de Hensel. O préximo lema vai nos permitir avaliar a norma p-

adica de um polindmio aplicado a um ponto.

Lema 2.5 sejam p(xi,...,x,) pertencente a Zp[xi,....xn], e (&1,....,&y) em Zj, se

p(x1,...,xn) ndo possui termos com grau menor que k, entdo

||P(E,.1;~-,E_.n>Hp < H(&b?& )Hmax

Prova: De fato temos que se nenhum termo de p(xi,...,x,) aparece com grau

ki
X1, X ch Lo X Y

onde apenas um nimero finito de c; € diferente de zero, e

ikﬂ > k
=1

menor que k, entao

para todo i em N. Dai suponha que ||(§1,...,&,)[|max = |&:]| p, entdo

IpEr &y = [T g =

ki km
< max{|lci-&" - & p}
kl kni
< max{|[&" - &l p}
k k
< &, = 181 - 8n) -



2.2 O Lema de Hensel. 28

Note que estamos usando o fato de ||x+y||, < max{||x| p, ||y, }, para todos x e y
em Q,, e que ||c||, < 1 para todo ¢ em Z,, como sio fatos bastante usados e fundamentais
nos nimeros p-adicos, usaremos daqui em diante sem mais ressalvas.

Agora dados Fi,...,F, polindmios em Z,[xy,...,X,], podemos usar a notacdo
vetorial e definir

F=(F,..F),

como um vetor que tem como componentes os polindmios Fi,...,F;,, onde se x =

(x1,...,x,) € um vetor em Q”, entdo denotamos por F(x) o vetor
F(x) = (Fi(x),...,Fy(x)),

em @Z. Vamos denotar a matriz jacobiana de F por,

Jr= oF;
F — axj Y
e seu determinante (jacobiano) por,

oF;
Ap =det| =— |.
ox j
Vamos considerar também que cada componente do vetor F' € uma série formal
de poténcias em n varidveis sobre Q,. Nesse caso F(x) s6 fard sentido para um x em Q5
se cada uma das séries F;(x) converge. Certamente essas séries convergem se todas as

componentes de x sdo divisiveis por p. Se G € outro vetor de séries formais de poténcias,

precisaremos considerar a composta das séries
FoG=F(G),

obtida pela substitui¢do por G; das varidveis x; em F, novamente, isso pode nao fazer sen-
tido, mas isso vai representar um sistema unicamente determinado de séries de poténcia
se nds soubermos que G € um sistema de séries sem termos constantes, com coeficientes
em Z,, ja que poténcias dessas séries sdo também convergentes. Um problema natural €
determinar aqueles sistemas F' que sdo invertiveis sob essa lei de composi¢do, ou seja,

para quais sistemas existe G tal que
FoG=GoF =x,
onde x = (X1,...,%p).

Lema 2.6 seja F um sistema de n séries formais em n varidveis sem termos constantes.
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Assuma que o jacobiano Ar(0) de F na origem é uma unidade em Q. Entdo F possui

um sistema inverso G, com respeito a composi¢do, que é unicamente definido.

Prova: Note que Ar(0) € o determinante da matriz (a;;) onde a;; é o coeficiente
do termo linear x; na série F;. Introduzimos um novo vetor de varidveis y = (y1,...,n)-

Nos queremos resolver o sistema de equagdes
- k
Xi= Y aiyi+ ) axy (1<i<n),
j=1 k

kl kz..

para y, onde no segundo somatério k = (ki,...,k), € Y = (y]'352 - ykn) com ky + -+ +

k, > 2, ou seja, todos os termos do segundo somatdrio tem grau maior que 1.
Por hipétese a matriz A(a;;) tem inversa B = (b;j) com coeficientes em Q,,.

Reescrevendo o sistema anterior de equagdes como uma equagao vetorial
x=F(y),
operando os dois lados com a matriz B temos a equagao vetorial equivalente
z=B-F(y),

onde z = Bx, e onde o coeficiente de y; na i-ésima componente do lado direito é §;; (delta

de Kronecker). Podemos entdo assumir que
aij = &j,
para todos i, j, de modo que temos que encontrar um sistema G nas variaveis x tal que

Xi:Gi‘f‘ZaikGlqugz”'Gﬁn (1<i<n),
k

Dai temos que a parte de G; de grau menor que 2 deve ser simplesmente x;. Por
inducdo, suponha que a soma H;; dos termos de grau menor que d estd determinado para
todo i. Entdo a parte homogénea G;; de grau d em G; € unicamente determinada como

sendo a parte homogénea de grau d na série

~ Y awH{ Hy - HY (1<i<n),
k

uma vez que H;; ndo possui termo constante. Assim F tem um inverso a direita unica-

mente determinado G. Como nds temos

AG(0) = Ap(0) 7L,
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0 mesmo argumento mostra que G possui um inverso a direita E. Mas entdo
E=x0E=(FoG)oE=Fo(GoE)=Fox=F.

O

Agora estamos prontos para provar a seguinte versao do Lema de Hensel, que
serd utilizada amplamente no préximo capitulo, garantindo solu¢des ndo triviais para o

nosso sistema de formas aditivas.

Lema 2.7 (Lema de Hensel) Seja F : Q) — QY uma aplicagao tal que

F(x1ye0sXn) = (F1(X15 s %) s ooy Fu (X1, -0 X)),

onde Fi(X1,...;%0), s Fu(X1,...,%0) € Zplx1,.... %), € seja zo = (a,...,an) pertencente a
Ly, tal que )
[1F(z0) [lmax = [|(F1(z0); -+ Fa(20)) [l max < [|A0l|},

com
Ao = det(JF(au-.-,an)),

ndo nulo, onde Jr(ay, ...,a,) é a matriz jacobiana de F calculada em z, sendo as entradas
da matriz jacobiana dadas pelas derivadas formais de cada polinomio. Nessas condicoes

existe um tinico z = (&1, ...,&,) em Zj, tal que F(z) = (0,...,0) e

||Z_Z0||max = ||(&1 _ala--w‘zvn _an)Hmax < P_l ||A0||p-

Prova: Vamos aqui utilizar o resultado de dlgebra linear que afirma que se N € a

matriz adjunta de Jr(zp), entdo nés temos que
Jr(z0)N = Aol

onde / é a matriz identidade, note que por hipdtese os termo da matriz Jr(z9) sdo todos
inteiros p-adicos, e dai, segue pela construcdo da matriz adjunta que os termos da matriz

N também sdo. Como A € ndo nulo, existem O finito, e # uma unidade tal que
o
AO =up-,

Aplicando a férmula de Taylor para cada polindmio em F temos a equagdo
vetorial
F(z0+ p°x) = F (20) +Ju(20) - p°x + p°R(x),
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onde R(x) é um vetor de polindmios, cada um deles sem termos de grau menor que 2. Se

N' = u"'N, esta férmula pode ser reescrita como
F(z0+ p®x) = F(20) +Ju (20) - p°x + Jp (20)N" - p°R(x0),

se nos denotarmos por
G(x) = x+N'R(x),

nds temos
F(z0+ p°x) = F(20) +Jn(z20) - pPG(x).

Note que G € um sistema de n polindOmios em 7 varidveis sem termos constantes,
e o jacobiano da G na origem € 1, logo nés podemos aplicar o Lema 2.6 para o sistema G,

que vai nos garantir que existe um sistema H de séries formais de poténcias unicamente

z

determinado sem termos constantes que € inverso do sistema G de polindmios pela

composi¢do. Substituindo x por H(x) na férmula acima temos
F(z0+ p°H(x)) = F(20) +Ju (20) - P°x,

onde nessa identidade podemos substituir x por qualquer vetor x em Q) com ||x||,qx menor

que 1, para garantir a convergéncia da série formal. Por hiptese

IF (20) lmax < [[80ll3,

ou seja F(z0) = p3¢ onde ||¢||max < 1. Portanto, temos que encontrar x, com ||x||;nqx < 1
tal que
0= p28'c+JH(zO) ~p8x,

ou, usando novamente p® = Jy (zo)N', temos
0= p®Ju(z0)- (N'c+x),
como Ag é ndo nulo, Jy(z9) admite inversa, logo esse sistema possui uma tnica soluc¢do
x=—Nc,
pelo Lema 2.4 ||x||max < ||¢|lmax < 1, logo

z=2z0+p°H(—N'c),
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€ solucdo, e além disso temos que
2= 20lmax = HPSH(_N,C) [ max;

pelos Lemas 2.4 e 2.5,

N

”Z_Zo”max > p_5||c||max

51
pd

~1
< 7 Aol

IN

O

Note que esse resultado pode ser facilmente generalizado para sistemas de R
formas em s > R varidveis, simplesmente fixando s — R varidveis. Com o Lema de Hensel
agora em mao, garantir solu¢ao para um sistema de formas ird se resumir a encontrar um
Z0 que esteja nas hipéteses do lema, o que equivale, como veremos no proximo capitulo,
a encontrar um tipo especial de solugdo do sistema p-normalizado visto (modp) que
chamaremos de solu¢@o nao singular. Entdo, de fato, € o Lema de Hensel uma das mais
importantes ferramentas nesse estudo, pois ele nos permite passar de um problema em um
conjunto que conhecemos muito pouco para um problema nos inteiros (modp), entao nos
préximos capitulos vamos entender como € feita essa passagem, e como resolver 0 novo

problema para o caso especifico de duas formas aditivas em graus 2 e 3.

2.3 Alguns resultados sobre congruéncias.

Vamos agora apresentando alguns resultados importantes sobre congruéncias
que vao nos auxiliar no préximo capitulo. O primeiro resultado devido a Chevalley ndo
serd usado diretamente no resultado, mas achamos conveniente apresenta-lo aqui devido

sua grande importancia na teoria.

Teorema 2.8 (Chevalley 1935) Todo polinémio em n varidveis, de grau d e sem termos

constante, tem sempre uma solucdo ndo trivial modulo p, desde que n > d.
Prova: Para provar esse teorema, vamos usar o seguinte lema:

Lema 2.9 Seja f(x1,....,xn) € Z/pZlxi,...,x] com gr(f(x1,....x,)) <n(p—1). Entdo

fletyeyen) =0.
ClyeersCn€ZL /) P
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Prova:

Y A= Y by

ClyeersCn€ZL /) P c1€L/pZ cn€Z/pZ
portanto, existe um k; < p— 1, onde j € {1,2...,n}, tal que p — 1 { k;, portanto
c;€L/pZ

= Z flery.yen) =0.
Cly-rsCn€Z/ pZ

O

Prova do Teorema de Chevalley: Dado o polindmio f(xq,...,x,) €
Z/pZixy,...,xn) de grau d < n sem termo constante, defina o polindmio F(xp,...,x,) =

1 — f(x1,...,x,)P~!, 0 qual tem grau menor que n(p — 1).

0 se f(x1,...,xp) #0,

1 c.c

logo
F(cy,...,cn) =N,
ClyersCn€EZ/ pZ
onde N é o nimero de solugdes de f(xy,...,x,) =0 em Z/pZ. Mas pelo lema anterior
temos que
F(ciy...,cn) =0
ClyeersCn€ZL/ P

em Z/pZ, donde N = 0 (mod p). Porém com f ndo possui termos constantes, temos que
(0,...,0)
mathbbZ / pZ" é uma solugdo de f(xy,...,x,) =0, ou seja, N > 1, como N = 0 (mod p),

entdo existe uma solugdo ndo trivial (mod p).
0

Daremos aqui apenas uma ideia da demonstracio do lema a seguir, uma demons-

tracdo mais completa pode ser encontrada em Nathanson [10], Teorema 2.8.

Lema 2.10 Seja p > 3 um niimero primo, e seja k um inteiro positivo tal que (k,p—1) <

-1
PT. Sejam cy,...,c, elementos ndo nulos do corpo 7./ pZ, entdo temos que

F(X15 e Xn) = c1X 4 4 e,
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residuos (mod p), onde d =

2n—-1)(p—1)
"

representa pelo menos R = min { p, 1+
(kap - l)

Prova: Sek=1en>1éfacilverque R=p < (1+(2n—1)(p— 1)) para todo
n, entdo vamos supor k > 1.
Seja
_ d d
(X1, .y Xy) = C1x] oo s

Defina R(g) como sendo o nimero de residuos (mod p) representados por g.
Seja Ay = {x*;x € Z/pZ} e Ay = {x%;x € Z/pZ}. Nio é dificil mostrar que Ay = Ay, e
daf segue que R = R(f) = R(g), onde R(f) é o niimero de residuos (mod p) representados
por f, logo podemos assumir que k = (k, p — 1). Entéo

p=ks+1,
onde s > 3, e |Ax| = s+ 1. Vamos provar que
R > min{p,(2n—1)s+1}.

A prova serd feita por indugdo sobre n. Se n = 1, entdo f(x;) = c1x%, onde ¢; #£0,
e entdao
IR| = |Ax| = s+ 1 =min(p,s+1).

Suponha que o lema vale para n > 2. Seja

n—1
A= { Z c,-xf; XlyeosXp_1 € Z/pZ} ,
i=1

B={c.xt; x, e 2/pZ}.

Entdo |B| = |A¢| = s+ 1. Temos que o conjunto |A| é o nimero de residuos

representados por uma forma aditiva em n — 1 varidveis, entao pela hipétese de indugao
A| > min{p, (2n—3)s +1}.

Temos que
R=A+B,
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entdo pelo teorema de Cauchy-Davenport (Nathanson [10] Teorema 2.2)

R| = |A+B]
> min(p,|A|+[B| 1)
> min(p,(2n—2)s+1).

Se |R| = p, ndo temos mais o que mostrar. Entdo suponha que |[R(f)| < p—1,
dai
R=|A+B|>|A|+|B|—1>(2n—2)s+1.

Agora vamos primeiramente mostrar que |R(f)| > (2n—2)s+ 1. De fato, supo-
A+ B| = |A|+|B|—1, entdo pelo
Teorema de Vosper (Nathanson [10] Teorema 2.7) pelo menos uma das condi¢des abaixo

nha por contradi¢do que |R(f)| = (2n—2)s+ 1, ou seja,

devem ser satisfeitas

(1°) ou min(|A[,|B|) = 1. O que é claramente falso.

(2°) ou |R(f)| = |A+B| = p—1 =ks. O que também ¢ falso, pois temos que
R(f) =1 (mod s) (Nathanson [10] Lema 2.9)

(3°) ou, finalmente, A e B sdo progressdes aritméticas com a mesma razao, o que
€ falso, pois nem Ay nem B possuem progressoes aritméticas (Nathanson [10] Lema 2.11).

Logo,

IR(f)| > (2n—2)s+2.

porem
[R(f)| =1 (mod p),

dai segue que
IR(f)|> (2n—1)s+1.

O

Corolario 2.11 Seja p > 7 e a0y # 0 (mod p). Entdo Oclx% + Oczxg representa todos os

residuos (mod p).

Prova: De fato, pelo Lema 2.10 temos que

2n-1)(p—-1)
"

Y

R:min{p,l—i—

como n =2 ed < 3 oresultado segue.

O

Corolério 2.12 Seja p > 5 e 010 # 0 (mod p). Entdo 0x} + 0px3 representa todos os

residuos (mod p).
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Prova: De fato, pelo Lema 2.10 temos que

2n—-1)(p—1)
"

Y

R:min{p,H—

como n =2ed <2 oresultado segue.

O

Lema 2.13 A congruéncia ax® +by* 4 cz®> = 0 (mod p) é sempre soliivel com pelo menos

um dos x,y,z Z 0 (mod p).

Prova: Seja Z/pZ* o grupo multiplicativo de Z/pZ, e seja Z/pZ> o grupo
das poténcias cubicas de Z/pZ*. Se p =2 (mod 3), nés temos que (p —1,3) =1,
logo Z/pZ? = 7./pZ*. Se p =1 (mod 3), entio Z/pZ> # 7./pZ*. De fato, Z/pZ>

contém exatamente 2 elementos, e se 8 ndo estd em Z/pZ?, entdo Z/ pZ* = 7./ pZ> U
87/ pZ> U T/ pZ>.

Como abc # 0 (mod p), temos que se ab~! € Z/pZ3, seja e3 = ab™!, entdo

(1,—e,0) é uma solucio para ax® + by® + cz> = 0 (mod p). N6s obtemos solugdes

semelhantes se ac !

ou bc~! pertence a Z/pZ3. Entio podemos supor que a, b e ¢
estdo em classes laterais diferentes de Z/pZ, médulo Z/pZ3, uma situagio que s6 pode
acontecer se p = 1 (mod 3).

Afirmamos que se p = 1 (mod 3), entdo existe um elemento nao nulo 8 de Z/ pZ

que nio estd em Z/pZ3 tal que a equagio
148 = 8% (mod p)

possui uma solu¢do em Z/ pZ.

De fato, seja W o conjunto de todos os elementos ndo nulos de Z/pZ* da forma

p> — 1. Entdo W contém exatamente p elementos distintos. Seja W' o conjunto dos

inversos multiplicativos dos elementos de W, e seja V = Z/pZ> UW UW~!. Entio V
contém no maximo p — 3 elementos. Seja 6 € Z/pZ, tal que & ¢ V. Claramente, d e 8+ 1
ndo estdo em Z/pZ>. Além disso, 8! ndo esta em V, consequentemente 1 + 8~ ndo
estd em Z/pZ?, dai 8+ 1 ndo estd em 8Z/pZ>. Como —1 estd em Z/pZ>, 1 +8 #0, e
segue que 148 estd em 8?7/ pZ> como queriamos. Suponha, sem perda de generalidade,
que a = €3, b = 8e3 e ¢ = §%¢3, entdo existe 7o tal que (el_l,ez_ ! 20) é uma solucdo para
ax® + by’ 4 cz> = 0 (mod p).

O

Lema 2.14 Suponha que abc # 0 (mod 7). Entdo a congruéncia ax’ + by’ = ¢ (mod 7)

é soliivel a menos que b = +a e c = t+4a.
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Prova: Suponha ax® + by® = ¢ (mod 7) nio pode ser resolvido, nés temos pelo
Lema 2.13 que existe solugio para a congruéncia ax’ 4 bx> + ¢z = 0 (mod 7), com pelo
um dos x,y,z Z 0 (mod 7), logo z =0 (mod 7), daf temos que x,y #Z 0 (mod 7), como
apenas {0,1,—1} sdo cubos (mod 7), segue que b = +a (mod 7), e assim ax’ + by*

representa os residuos {0, +a,+2a}, dessa forma temos que ¢ = t4a (mod 7).
O

Note que, em particular, os Coroldrios do Lema 2.10 dizem que todo residuo
ndo trivial € representado ndo trivialmente pelas respectivas formas. Note também que se
abc # 0 (mod p), entdo a conclusido do Lema 2.14 implica que pelo menos dois dos x,y,z

sdo nao triviais (mod p).



CAPITULO 3

A confirmacao da Conjectura de Artin para
I'(3,2).

Apresentaremos agora o trabalho realizado pelo matematico Trevor D. Wooley
que foi publicado em 1991, onde ele prova que I'(3,2) = 11, confirmando a Conjectura
de Artin. Utilizando os métodos introduzidos por Davenport e Lewis que apresentamos
no capitulo anterior, ¢ o Lema de Hensel que também ja apresentamos, e dividindo o
problema em diversos casos, para os quais, apresentou solugdes simples e elegantes, ele
conseguiu demonstrar esse resultado, um dos primeiros resultados de grande relevancia
que trata de pares de formas aditivas em graus distintos. Nas primeiras duas se¢des vamos
apresentar como ele aplicou o método mais usual no tratamento do problema, que consiste
em garantir solu¢des ndo singulares (mod p) e usar o Lema de Hensel para concluir que
existe solugdo ndo trivial em Z,, para garantir o resultado para todos os primos, a menos

de um ndmero finito deles, que trataremos nas se¢des finais.

3.1 Abordando o caso padrao quando p > 5.

Voltamos agora a nossa atencao ao sistema

Fx)=cixi4-+cx = 0,
G(x)=dixi+---+dix> = 0. (3-1)

N

Vamos assumir que 3(F,G) # 0 e que s > 11, além disso vamos reagrupar e
também renomear varidveis e coeficientes se for preciso para escrever ou sistema (F,G)*

da seguinte forma
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Fy =aixi+--+au,+biyi+- +by; =0 (mod p),  (3-2)
Gy = eyt +oyi+dizi +---+dyzy, =0 (mod p).

Onde nenhum dos a;, b;, c;, d; sdo divisiveis por p, pelas contas feitas em (2-3)

tomando um sistema p-normalizado equivalente ao (3-1) podemos garantir que
my=u+v+w>5, qro=u+v=>2, qco=v+w2>3. (3-3)
Nessa se¢do vamos provar que sujeito a hipétese

(H) para toda congruéncia da forma (3-2) satisfazendou+v+w >5 u<1,ew <1,

nds temos uma solug¢do que é ndo singular (mod p),

para p > 5, todo sistema p-normalizado da forma (3-1) tem solu¢do p-adica nao trivial.
Assim iremos supor que u ou v € maior que 1 e provar que a congruéncia (3-2) possui
soluc@o ndo singular (mod p), e na se¢do seguinte vamos provar a hipétese (H), usando
somas exponenciais para quase todos os primos, a menos de um nimero finito, que serao
tratados separadamente.

Acima aparece o conceito de solucdo ndo singular, para definir esse conceito,

seja (F,G) um sistema da forma (3-1), e x um elemento de Z$,, definimos

A(i,j) = A(F,GJ,j) = 6xl-xj(c,~djx,~ —del'xj'),

A*(F,G) = max{||A(i, j)l|p 1 <i,j < s}

Entdo diremos que um solug@o x do sistema F = G = 0 (mod p) é ndo singular
(mod p) quando A*(F,G) = 1 em x. Isso equivale a dizer que a matriz jacobiana de
(F,G) calculada em x tem posto 2 (mod p). Note que dada uma solu¢do ndo singular
x = (x1,...,Xs), se fixarmos s — 2 varidveis no Lema de Hensel apresentado no capitulo
anterior, € calcularmos A(x;, x;) = det(J(r ) (xi,X;)), onde x;,x; sdo tais que [|[A(7, j)|| , =
A*(F,G) =1, ou seja, vamos ter ||A(x;,x;)|[, = 1, como x é uma solugdo do sistema
F =G =0 (mod p), temos que ||(F(x),G(x))|lmax < 1= HA(x,-,xj)H%, e a existéncia de
solucdo inteira p-ddica nao trivial segue diretamente do Lema de Hensel.

No6s vamos comegar provando a existéncia de solug¢@o ndo trivial sobre Z), para
(3-1) no caso onde grp > 3 € p > 7. Na sequéncia vamos tratar p = 7, ainda supondo que
qr0 > 3, e por fim assumiremos que g = 2 € provaremos a existéncia de solu¢io nao
trivial p-adica para todo p > 5.
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Lema 3.1 Seja p > 7. Entdo todo sistema p-normalizado da forma (3-1) satisfazendo

s> 11, gro >3, eu> 1 ouw > 1, possui solugdo ndo trivial sobre Zj,.

Prova: Vamos dividir a demonstragdao em casos de acordo com o valor de v.

(1) v=20. Entdo por (3-3) w > 3, e como estamos supondo gro > 3, temos u > 3. Pelo

Lema 2.13 nés podemos resolver o sistema de congruéncias
3 3_
aixi+---+aux;, =0 (mod p)

com pelo menos uma variavel diferente de zero, digamos x;. Também pelo Corolario

2.12 do Lema 2.10, nés podemos resolver a congruéncia
d\zi + -+ +dyz, =0 (mod p)

independentemente com pelo menos uma varidvel ndo nula, digamos z;. Entdo o

sistema pode ser resolvido (mod p) com A*(F,G) > ||6x;z;(a;d;x;)||, = 1.

(i1) v= 1. Entdo por (3-3), w > 2 e como estamos supondo g > 3, temos u > 2. Vamos

fixar y; = 1, pelo Corolério 2.11 do Lema 2.10, nés podemos resolver a congruéncia
a1x; + -+ ax; +by =0 (mod p)

com pelo menos uma varidvel diferente de zero, digamos x;. Também, pelo Corolario

2.12 do Lema 2.10, n6s podemos resolver a congruéncia
ci+dizt+ - +dyz5 =0 (mod p)

independentemente com pelo menos uma varidvel ndo nula, digamos z;. Entdo
novamente o sistema pode ser resolvido (mod p) com A*(F,G) > ||6xizj(aidjx;) ||, =
1.

(ii1) v > 2. Existem dois casos:

(a) w>2.

(1) p=1 (mod 3). Uma vez que gro > 3, pelo Lema 2.13 nés podemos

resolver a congruéncia
3 3 3 3 __
arxj + -+ aux;, +biy; +---+byy, =0 (mod p)

nao trivialmente (aqui x; pode nao aparecer se u = 0). E mais, nés podemos

garantir que pelo menos uma das varidveis y; € diferente de zero usando o
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)

3)

Corolério 2.11 e 0 Lema 2.13. Sejam 1, ¢, ¢’ as trés raizes cubicas distintas
da unidade (mod p). Entdo fixando y; de modo a resolver a congruéncia

cuibica, nés podemos encontrar g; € {1,¢,c'} parai=1,...,v, de modo que

Cl(g1y1)2+"'+cv(gvyv)27_é0 (mOd p)- (3-4)

Entdo nds temos uma solucdo para a congruéncia ctibica com a congruén-
cia quadratica (3-4) ndo nula.

p # 1 (mod 3) e u > 0. Entdo todo residuo (mod p) é um residuo
cubico. N6s podemos tomar x = --- =x, =y, =--- =y, = 0 e resolver a
congruéncia alx% + by y% = 0 (mod p) ndo trivialmente.

p# 1 (mod 3) e u= 0. Entdo v > 3. Assim, nés temos b; = 3} (mod p)
para algum B; # 0 (mod p) (i = 1,2,3). Mas se supormos que

c1B5 + 2Pt = caB3 +c3p3 = c3Bi +c1B3 =0 (mod p),
teriamos
(c1B7)BB3 = —c2BiBs = c3B3BT = —c1BIBIB3 =0 (mod p).

Entio (B1B2B3)?> = 0 (mod p), o que é uma contradigdo. Por isso um dos

(BZ; _6170)7 (07 1337 _BZ) € <_B3707 Bl) ¢ uma SOlugﬁo para a congruéncia
3 3 3 _
b1yi + b2y +b3y3; =0 (mod p),

tal que c1y? + 23 + ¢33 # 0 (mod p).
Em qualquer dos casos (1), (2), (3), nés podemos resolver a congruéncia

cubica em (3-2) de tal maneira que
cly% +-- —l—cvy% #0 (mod p),

e com pelo menos uma das y; ndo nula, digamos y;. Mas pelo Corolério
2.12 do Lema 2.10, fixando os valores de y;, nés podemos resolver a

congruéncia quadratica
2 2 _ 2 2
dizi +- - +dyz, = —(c1yr +- - +evyy) 0 (mod p),

com pelo menos uma das z; ndo nula, digamos z;. Entdo o sistema pode
ser resolvido com A*(F,G) > ||6yjzk(bjdky )|, = 1.

(b) w < 1, pela hipétese (H) se u < 1, temos soluc¢@o ndo singular (mod p), nesse
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caso podemos supor u > 2. Entdo por (3-3) v > 3 —w. Pelo Corolério 2.12 do

Lema 2.10, nés podemos resolver a congruéncia
2 2 2 _
c1yp £+ ey, +dizi =0 (mod p)

ndo trivialmente (aqui o termo z; pode ndo aparecer caso w = (). Mais do
1ss0, nés podemos garantir que pelo menos uma das y; € ndo nulas usando o
Corolério 2.12, digamos y;. Note que trocando y; por —y; nds continuamos a
ter uma solugdo para a congruéncia quadratica. Fixemos esses valores de y;, e
consideremos a forma cubica alx% + azxg. Pelo Corolario 2.11 do Lema 2.10,
como p > 7, estd forma ndo representa no maximo um residuo (mod p) nio
trivialmente, a saber o residuo zero. Mas trocando os sinais + e — existem pelo

menos dois residuos distintos na forma
3 3
+biyy £ £byy;

porque pelo menos um dos y; sdo ndo nulos. Entdo pelo menos um desses dois

residuos fornece uma solugdo ndo trivial em x| e x, para a congruéncia
3 3 3 3 _
a1xj +axx; £biyy £ --- £b,y; =0 (mod p).

Entdo podemos supor que x; é ndo nulo, e dessa forma temos que o sistema

pode ser resolvido com A*(F,G) > ||6x1yi(aicix1)||, = 1.

Entdo nos casos (i), (ii) e (iii), nds temos que existe solu¢do ndo singular (mod p)
para a congruéncia (3-2). Logo podemos aplicar o Lema de Hensel para garantir solucao

ndo trivial em Z, para o sistema (3-1).
O

O caso p = 7 é um pouco mais complicado, pois x> +y> +4z> = 0 (mod 7) s6
possui solugdo com z =0 (mod 7). N6s vamos entdo modificar as ideias do caso anterior

para lidar com essa eventualidade.

Lema 3.2 Todo sistema 7-normalizado da forma (3-1) satisfazendo s > 11, qro > 3, e

u>1ouw > 1 possui uma solugcdo ndo trivial sobre 7.

Prova: Vamos novamente separar em casos de acordo com o valor de v.
(1) v=0. A prova segue exatamente igual ao caso v = 0 demonstrado no Lema 3.1.

(i) v = 1. Entdo por (3-3), w > 2 e u > 2. Pelo Lema 2.14, nés podemos resolver a
congruéncia
a1x; + -+ ax +bry; =0 (mod 7)
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com yj # 0 (mod 7), e pelo menos um dos x; ndo nulo, a menos que u =2, ar = +a;
e by = £4a;. Se esse ultimo caso ndo ocorrer, a prova segue da mesma forma que
o caso andlogo provado no Lema 3.1. Certo, caso ocorra esse ultimo caso, por uma
mudanca de varidveis e uma mudanga tempordria da notagdo, nés podemos supor

que o sistema é

F*= X+ X +4ys 0 (mod 7)
G* = 7b1x%+ 7b2x% +c1y%—|—d1z%+ ot diz? =0 (mod 7?),

onde 7 ndo divide c¢1. Além disso, por (3-2) nés temos
t=my—qro+qc,1 > 5.

Tome y; = 0. Se trés ou mais dos di,...,d; ndo sdo divisiveis por 7, digamos

di,...,d,, entdo nés podemos resolver a congruéncia
* .3 3 _
Fy =x{+x; =0 (mod 7)
Gy = A3+ +dwzZ, =0 (mod7)
independentemente com x| = 1, xp = —1, e com pelo menos um dos z; ndo nulos,

digamos z;. E o sistema pode ser solucionado com A*(F,G) > ||6x1z;(d1x1)|7 = 1.

Se apenas dois dos d,...,d; ndo sdo divisiveis por 7, digamos, sem perda de
generalidade, d;_| e d;, entdao tomamos z;_; = z; = 0 e dividimos toda a G por
7. Entdo obtemos o um sistema da forma
= xi+x =0 (mod 7) (3-5)
Gy =Cixi+Cox3 +di1Z3+ - +dyz, =0 (mod 7),

onde 7 ndo divide qualquer um dos d;, os C; sdo inteiros, e w >t —2 > 3. NOs
podemos resolver a congruéncia cubica tomando x; = 1 e x, = —1. Entdo pelo
Corolario 2.12 do Lema 2.10, nés podemos resolver a congruéncia quadratica nos
i, digamos com z; ndo nulo. Logo o sistema reduzido pode ser resolvido com
A*(F,G) > ||6x1z(djx1)||7 = 1.

Assim no caso v = 1 o sistema reduzido pode ser resolvido com uma solu¢do nao
singular (mod 7), e entdo o sistema (3-1) tem uma solugéo nio trivial sobre Z7, pelo
Lema de Hensel.

(ii1) v > 2. Existem dois casos.

(a) w > 2. Nesse caso podemos proceder da mesma forma que no Lema 3.1 (iii)

(a) (1).
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(b) u>2ew< 1. Por (3-3), v > 3 —w. Observemos que por uma mudanca de

variaveis podemos transformar c; y% + czy% (mod 7) em uma das seguintes

formas

+(y +3) ou £(y} —»3).

Nessas hipéteses podemos, sem perda de generalidade, escrever
CIYf 4oy +dizi+ o +duzy, = iy +eays +d7

onde dz* representa djz; se w = 1, ou representa c3y3 se w = 0. Entfo

cl y% + czy% +dz> =0 (mod 7) é equivalente a uma das seguintes congruéncias

yi+y3+z2 = 0, com solugdo (1,2,4),
+Oi-»)+7 = 0, (2,1,2)
—(y%—)’%)ﬂz = 0, com solugdo (1,2,2),

0, (2,2,1)

~01-»)+22 =

com solucao ,

com solugdo (2,2,1).

Vamos denotar por by o termo bgyg se w =0, ou o termo 0 se w = 1. Entdo
em cada um desses casos, a congruéncia quadratica é solivel com yg, y» €

diferentes de zero, de modo que para escolhas adequadas de + e —, a expressao
j:bly% + bzy% + by3
tem pelo menos trés valores distintos. Entdo a congruéncia
c1ys +coy3 +dz> =0
pode ser resolvida de tal maneira que, pelo Lema 2.13, a congruéncia
arx; +axx3 +biy) +bays +by’ =0

tem uma solu¢do com pelo menos um dos x; diferentes de zero, digamos x;.

Dai o sistema pode ser resolvido com A*(F,G) > ||6x1y1(aic1x1)|7 = 1.

Entdo nos casos (i), (i), e (iii) deduzimos que, definindo algumas das varidveis
como sendo zero, as equagdes (3-1) sdo equivalentes a um sistema com solugdo
ndo singular (mod 7), o que pelo Lema de Hensel nos garante uma solugéo nio

trivial 7-adica.
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Assim, sujeito a hipétese (H), e assumindo O(F,G) # 0, s > 11 e gro > 3, nés
mostramos que qualquer sistema da forma (3-1) com p > 5 tem um solug¢@o nio trivial p-
adica. NOs agora vamos mostrar que quando gr = 2, nas mesmas condi¢des ainda temos

pelo menos uma solucao nao trivial p-adica.

Lema 3.3 Seja p > 5, e suponha que vale a hipotese (H). Entdo todo sistema da forma

(3-1) p-normalizado com s > 11 e qr = 2 possui uma solugdo ndo trivial sobre Z.,,.

Prova: Usaremos as desigualdades dada em (2-3) para dividir a demonstracao

€m Casos.

(1) Suponha gro = Trp = 2 € Tf,; > 5. Podemos reagrupar as varidveis e trocar a

notacdo para escrever

F* = AX;] +AX5 +plarx; +-+aux) +biy; +---+by}) =0 (mod p?)
0

G*=  BIX{+bX5+ciyi+-+ayi+dizi+---+dwzs, =0 (mod p),

onde p ndo divide qualquer um dos a;, b;, c;i, d;, € A;, 0s B; sdo nimeros inteiros, e

por (2-3) nds temos

u+v = Tr1—TFo >3,
u+v+w = mo+qr1—qro >3,

v+w = my—qro > 3.

Independentemente de Tr, se p =7 e A = £A; (mod 7), entdo, uma vez que
v+w > 3, nés temos uma solug@o para o sistema que é ndo singular (mod 7), dada

por (3-5). Dessa forma, nés podemos assumir que se p =7, entdo A # +A,(mod 7).
Fixemos agora X| = X; = 0, e considere a congruéncia obtida pela mudanca de

variaveis

F/* — (p—lF)* =
G/* — G* =

0 (mod p)

0 (mod p).

Este sistema de congruéncias ou da forma que a hipétese (H) se aplica, ou entdo
¢ de algumas das formas dos sistemas que consideramos nos Lemas 3.1 e 3.2,
com gr o > 3. Sendo assim o sistema possui uma solugdo que € ndo singular
(mod p), e consequentemente o sistema (3-1) possui uma solugdo p-ddica ndo
trivial, a menos que pelo Lema 3.5, p=7,u=2,v=1,w =2, ay = t+a; (mod p) e
by = t+4a; (mod 7).
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(ii)

Mas nesse tltimo caso nés consideramos a congruéncia obtida ao tomar X; = X, =

y1 =21 = 22 =0, e fazendo a mudanca de varidveis

F'"™ = (77%F)* 0 (mod 7)
G" =716 = 0(mod7)

Assim, reagrupando varidveis € mudando a notacdo, por (2-3) o sistema vai ser da
forma (3-5) com
w+2 = (mo+my)—mp > 5.

Entdo a congruéncia tem uma soluc@o que é nao singular (mod 7), logo as equagdes

(3-1) possuem uma solugdo nio trivial 7-adica.

Suponha que Tro = 2, Tf;) = 4, e Trp > 7. Reagrupando varidveis e mudando a

notacdo, podemos escrever

F = AX]+AX5 4 p(AsX3 +AX3)
+pP (@) + - aw +biyi +--+by) + PP (Bizg + -+ Buzy)
+p" ey + -+ epu)

G = CiX}+CX5+C3X3+CoX3
+p(Dix 4+ Duxp) + ey + o+ oy Hdizi o+ duzy
+p(fig + -+ fruf),

onde p ndo divide qualquer um dos a;, b;, c1, d;, € e, 0s B;, Ci, D;, fi e ea,...,e, sd0

inteiros, nés temos m > 1 e 0 <n <2, e por (2-3),

u+v = Tpr—Tr1 >3,
v+w = mo+qr1—Tr1 > 3, (3-6)
d4u+v+w+r > 11.

Nés podemos supor que os f; ndo sdo divisiveis por p, pois se p | fi e P’ | ( pomtnei )
para algum i entdo ¥ ndo é minimal (nés podemos fazer uma transformagao do tipo

1

u; — p~ u; que ndo afeta os coeficientes).

Independentemente de Tr 2, se p =7 e A3 = £A4 (mod 7), entdo fazendo X; =X, =
0 e dividindo o que restar de F' por 7. Como u + v > 3, o sistema € da forma (3-5),
e dessa forma nds temos uma solugao 7-adica ndo trivial para as equacdes (3-1).

Assim vamos assumir que se p = 7, entdo A3 Z +A4 (mod 7).
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(a) Suponha primeiro que u+v+w > 5. Entdo nés fixamos X;j = ... =Xy =0e

consideramos as congruéncias obtidas pela mudanga de varidveis

F" = (p72F)* =0 (mod p)

G = G* =0 (mod p).
Analogamente ao que fixemos no item (i) da demonstracio, este sistema de
congruéncias ou é da forma que a hipétese (H) se aplica, ou entdo € igual a
algum dos sistemas que consideramos nos Lemas 3.1 € 3.2 com gprg > 3.
Dessa forma o sistema tem uma solugdo que é ndo singular (mod p), e
consequentemente o sistema (3-1) tem uma solucdo p-ddica ndo trivial, a
menos que pelo Lema 3.5, p=7, u=2,v=1, w=2, ap = +a; (mod p)
e by = t+4a; (mod 7).
Mas nesse dltimo caso, nds consideramos o sistema obtido fixando X| = ... =

X4 =y1 =271 = 220 =0, e fazendo a mudanca de varidveis

F"™ =(172F)* = 0 (mod 1)
G =(77'G)* = 0(mod7).
Onde
r>7T—u—v—w=2,
€

mo+m —Tp1 —Tgo>10—4—-3 =3,

possivelmente fixando uma ou mais varidveis iguais a zero, nds temos um

sistema da formas

1%
F = x% —I—x%

G" =Dixi+aixs +biyl+---+buyl

(modT) (3-7)

0
0 (modT)

onde 7 ndo divide by, ...,b., ¥ > 2, e se ¥ =2, entdo 7 ndo divide a;.

Mas nds podemos resolver a congruéncia cidbica colocando (xj,xp) =
(o1, —0) para quaisquer oy, 0 € {1,2,4}. Se ¥ > 2, entdo nés podemos re-
solver a congruéncia quadratica ndo trivialmente, pelo Corolario 2.12 do Lema
2.10, digamos com y; ndo nulo. Se ¥ = 2, entdo j4 que para alguma escolha de
0l] € O, a expressao Dloc% + aloc% deve ser um residuo ndo nulo, nés também
podemos resolver a congruéncia quadratica para y; e y,, pelo Corolério 2.12
do Lema 2.10, digamos com y; ndo nulo. Entdo o sistema pode ser resolvido

com A*(F" ,G") > ||6x1y1(b1x1)||7 = 1. Dai o sistema possui uma solug¢do que
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(b)

¢ ndo singular (mod p), e consequentemente as equagdes (3-1) possuem uma

solucdo 7-4dica ndo trivial.

Suponha agora que u+v+w < 5. Entdo por (3-6), nds temos r > 3. Se n = 0,
fixe

X3=Xy4=x1=...=xy=y1=... =W =21 =...=2, =0,

e substituindo X; por p"'X; parai= 1,2, se n = 1, fixe
Xi=X=x1=..=x=y1=... =) =21 =... =0,
e substituindo X; por p"'X; parai = 3,4, se n = 2, fixe
Xi=..=X4=0,

e substituindo x; por p”x; parai =1,...,u, y; por p™y; parai=1,...,v, e z; por

3m+n o que restar de F, e por p o que

p"zi parai=1,...,w. Dividindo por p
restar de G, reagrupando as varidveis e mudando a notagdo se necessario, nds

obtemos o sistema

F — CZIX%—i-"'-i—auX?, +b1y%+..._|_bvy‘3} =0
Gt — +Cly%+"’+cvy%+d1Z%+'"+de%, =0,
onde
u>?2, u+v>3, v+w >3,
e
5 paran=0,1,
ut+v+w>
6 paran=2.

Quando p # 7, o sistema de congruéncias F""* = G""* = 0 (mod p) pode ser
tratado da mesma forma que os sistemas considerados no Lema 3.1. Da mesma
forma, quando p = 7, nds temos Ay;_| Z Ay; (mod 7) parai = 1,2, e por isso
quando n = 0,1, o sistema de congruéncias F""* = G"* = 0 (mod 7) pode
ser tratado como os sistemas que nds fomos capazes de resolver no Lema 3.2,
com g o > 3. Quando p =7 e n =2, nés temos u+v+w > 6, de modo que
fixando no maximo uma varidvel como sendo zero, nds obtemos um sistema
da forma que nds resolvemos no Lema 3.2. Dessa forma o sistema tem uma
solug@o ndo singular (mod p), e consequentemente as equagdes (3-1) possuem

pelo menos uma solucdo p-adica nio trivial.

(ii1) Suponha que Ty = 2, Tf,) = 4, e Tpp = 6. Reagrupando varidveis e mudando a
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notacdo. O sistema agora assume a forma

F = A1X] +4:X5 4 p(AsX; +AsX3) + p*(AsX3 +AeX?)
+p¥ T a4+ apxd) (3-8)
G = BX}?+ByX3 + B3X; + ByX} + BsXZ 4 BeX?
+(b1x3 + -+ bpx2),

onde

m>1 0>n>2, r>>5,

Y

e onde os B; e b; sdo inteiros, e p ndo divide qualquer um dos A; ou a;. Além disso,
por alguns dos argumentos que nds aplicamos para os f; em (2), no maximo p divide
algum dos b;.

SejaSo={i: ptbiel <i<r},eS ={l,..,r}/So. Entdo a cardinalidade de Sy
ou S1 € pelo menos 3, uma vez que r > 5. Supondo que a cardinalidade de Sy > 3,
e renomeando qualquer trés das varidveis que estdo em Sy como x1,x2,x3. Fixando

x4 = x5 = 0, nds temos o sistema

F = AX}+A2X5 4 p(AsX5 + AsX3) + P (AsX3 + AeXZ)

—I—p3M+N(a1x:f + azxg + a3x§)

G = BX}+ByX? 4 B3X? + ByX? + BsX? + BeX}?
+p' (b1x] + box3 + b3x3),

onde p ndo divide qualquer um dos A; ou b;, t =0ou I, M >1,0<N <2, eno

méximo dois dos ay,az, a3 sao divisiveis por p. Se N = 0, fixando
X3=..=X¢=0,
e substituindo X; por pMXi parai= 1,2, se N = 1, fixando
X1 =X =X5 =X =0,
e substituindo X; por pMX; para i = 3,4, se N = 2, fixando
X1=X=X5=X4=0,

3M+N

e substituindo X; por pMX; parai =5, 6. Nés podemos dividir por p 0 que restar

de F, e por p' o que restar de G, reagrupar varidveis e mudar a notagdo, para obter o
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sistema
FIV*:aUC%—f-"'—f-auxz +b1y?+"’+bvyg =0 (39
GV = cly%—k---—f—cvy‘z, +d12%+"'+degv =V,
onde

u+v >3, v+w>3, u+v+w>S5.

Agora nds sabemos que Ap;—| # Ay; (mod 7) para i = 1,2, e consequentemente,
amenos quu N=2, p=7, u=2,v=1, w=2, ay = +ap (mod 7) e b) =
+4a; (mod 7), o sistema de congruéncias FIV" = G'V* = 0 (mod 7) é igual a
alguma dos sistemas que nds consideramos nos Lemas 3.1 e 3.2, com gpwv o > 3.
Portanto nesses casos o sistema possui uma solu¢do ndo singular (mod p), e

consequentemente as equacoes (3-1) possuem uma solugdo p-adica nao trivial.

No caso em que temos problema, retornando para a nossa notag¢do anterior a equacao
(3-9), devemos ter As = +A¢ (mod 7). Se Bs e Bg sdo ambos divisiveis por 7, fixando
Xi; =...=X; =0, e dividindo o que restar de F por 72, e o que restar de G por 7".
Nesse caso nds temos um sistema da forma (3-5), e consequentemente uma solucao

7-adica ndo trivial para as equacgdes (3-1).

Retomando a notacdo introduzida na equacdo (3-8), assumindo que Bs e Bg ndo
sdo ambos divisiveis por 7. Suponha também que pelo menos quatro dos b; sdo
divisiveis por 7, entdo, sem perda de generalidade, 7 divide by, ..., b4. Entdo fixando
X; =...=X4 =x5... = x, = 0, e substituindo X; por pMX; para i = 5,6. Dividindo
o que restar de F por 7°M*2 e o que restar de G por 7, nés obtemos um sistema
da forma (3-9) com u+v >3, v+w >4, e u+v+w > 6. Entdo, possivelmente
fixando uma variavel com zero, nés obtemos novamente um sistema da forma (3-5),

e consequentemente uma solugdo 7-adica nao trivial para as equacdes (3-1).
Entao supondo que pelo menos dois dos b; ndo sdo divisiveis por 7 (ja que r > 5), e
que pelo menos um entre Bs € Bg ndo € divisivel por 7. Fixando X; = ... = X4 =0,

por uma mudanga de varidveis e uma mudanca de notacdo, nds temos um sistema

da forma

(772FV)* = X +x =0 (mod 7)
(GV) =Aixi+aix3 +biy2 +boyd =0 (mod 7),
onde 7 ndo divide ay, b1 ou b>. Como para as congruéncias (3-7), este sistema possui

solugdo ndo singular (mod 7), e consequentemente as equagdes (3-1) possuem uma

solu¢do 7-4dica ndo trivial.
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O

Usando os Lemas 3.1, 3.2 e 3.3 fica provado que para p > 5, assumindo a
hipétese (H) e sujeito a condi¢do O(F,G) # 0, o sistema (3-1) possui uma soluc¢do p-
adica nao trivial sempre que s > 11. Nos falta provar que (H) de fato vale, e que o sistema
(3-1) tem solugdo 2-4dica, 3-ddica e 5-adica ndo trivial para s > 11. Na proxima se¢do

iremos provar (H) para p a menos de um numero finito deles.

3.2 Solugoes nao singulares usando somas exponenciais.

Para provar a hipétese (H), que enunciamos na se¢ao anterior, usaremos estima-

tivas do nimero de solu¢gdes nao singulares de um sistema da forma

s(x) = alx? + —Hlsxg = 0 (mod p), (3-10)
r(x) = byx] + -+ bsx? 0 (mod p),

onde no maximo um dos a;, € no maximo um dos b; é nulo, e onde a; € b; ndo sdo nulos
simultaneamente. Notemos que o sistema de congruéncias acima possui solugdo se, e
somente se, us(x) +vr(x) =0 (mod p) para quaisquer w = (u,v) em (Z/pZ)?. Podemos

mostrar que

. us(x) +vr(x) p* ses(x) =r(x) =0 (mod p),
z ()

u,v (mod p 0 c.c.

onde e(x) = 2™,
Somando entio sobre todas as quintuplas x = (x1,...,xs), em (Z/pZ)> e trocando
a ordem dos somatdrios, temos que o nimero N de solugdes (mod p) das congruéncias

(3-10) € dado pela soma exponencial

N=p2 Y Ti(uv) - Tsuv), (3-11)
u,v (mod p)

onde

3 2
Ly = Y (;) i=1,.5.
x (mod p) p

O termo (u,v) = (0,0) em (3-11) contribui com p? para N, que é o ndmero
esperado de solucdes para as congruéncias (3-10). Pretendemos mostrar que os termos
restantes, juntamente com a solugdes singulares, ndo excedem p3 — 1 em moddulo, e dessa

forma poderemos garantir que (3-10) possui uma solucao nao singular.
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Antes de proceder com a demonstragdo do Lema 3.6 que nos dard uma estimativa
para o numero de solugdes de (3-10), vamos apresentar algumas ja bem conhecidas
estimativas para somas exponenciais. Nos lemas que seguem usaremos por diversas vezes
resultados que dizem respeito a teoria de caracteres sobre grupos abelianos finitos, que de
forma resumida nada mais é do que homomorfismos do grupo nos niimeros complexos,

para mais detalhes tedricos consultar Niederreiter [9] e Schmidt [11].

Lema 3.4 Sejam

3

Tw= Y ecﬁ>, e Su)= z:e<%s.

u (mod p) P u (mod p)

Entdo, quando p for um primo, tal que p = 1 (mod 3), nds temos

p—1

IT(w)* = 2p(p—1)
u=1
p—1

ITw)|* = 6p*(p—1)
u=1
p—1

IT(w)|® < 22p°(p—1).
u=1

Quando p =2 (mod 3), cada uma dessas somas é zero. Além disso, para

qualquer inteiro positivo r e primo p > 2, nos temos

p—1
Z_:l @) = p"(p—1).

Prova: Suponha que p = 1 (mod 3), entdo existem dois caracteres, ¥, e X do grupo
multiplicativo (Z/pZ)*, diferentes do caracter principal o, tais que x> = %> = %o. Além

disso, se p 1y temos que o nimero de solu¢des em y de
¥} =x (mod p)

¢ dado por
T (x) +X (),
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assim para u tal que p { u, nés temos

Tw) = Y, e(”—’é)

x(mod p) N\ P
- L E(G) o)
- x (n% p)e <u§) +x (ngc’l p)e (%> ) +x (mzoc'i p)e (%x) H)
= X(u)t(x) +x(u)t(X),

sendo

x (mod p

onde %' um caracter.
Lembremos o fato bem conhecido que a soma de Gauss t(Y), satisfaz |t(x)| =
\/P- para qualquer caracter  diferente do caracter principal do grupo (Z/pZ)*. Temos,

entao que

T(u)* = T(u)T(u)
= (X(w)t(x) +x(w)T(@)) X)) +x(w)T(X))
= 20(0)|* +x(u)t(x)T(X) +x () - T(x)T(X)-

segue entao que

p—1 L
L (7P = X (2r+ Rt @)

como ¥, é um caracter diferente do caracter principal do grupo multiplicativo (Z/pZ)*,

temos que esse ultimo somatdrio da zero, logo

-1
p; (IT@)P) =2p(p—1).
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Vamos agora calcular |7 (u)[* usando a expressio de T (u),

T@)* = (Tw)?

= (2100 +x ()00 T(0) +x(u) - T(x)T(X))?

= 6p”+8pRe(x(u)t(x)T(X)) + 2Re(x* (u)T* (X)T2(X)),

somando sobre u, e observando que ¥ e x> = X sdo caracteres diferentes do caracter

principal, temos que
p—1
YT =6p%(p—1).
u=1

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos calcular |T (u)|°,

T@)® = (Tw))?
= (21(0)” + ()T (0)T(0) +x(w) (1) (X))’

= 20p> +6pRe(x(u)t(x)T(X)) + 15p*Re(x(u)T(x)T(X)) + 2Re(T* ()73 (X))

somando sobre u e aplicando a desigualdade triangular, temos

- -1 L
Y @ = 200 (p—1)+ Y 2Re( ()T )
u=1 u=1

< 22p(p—1).
uma vez que |T(X)| = /p-

Suponha agora que p =2 (mod 3), vamos mostrar que cada um dos somatdrios

acima sdo iguais a zero. Para r > 1, o nimero de solu¢des da congruéncia
X445 =y ++y, (mod p) (3-12)

¢ dado por

p—1
N = p 'Y T,
u=0

Mas uma vez que (3, p — 1) = 1, todo residuo € residuo cubico (mod p), assim o
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1

ntimero de solucdes para a congruéncia (3-12) é exatamente p> ~!, e resultado segue.

Por fim, se p > 2 temos que (p — 1,2) = 2, logo existe um caracter y do grupo
multiplicativo (Z/pZ)* diferente do caracter principal, tal que %2 = %o. Sendo assim nés
temos que o nimero de solugdes em y de y*> = x (mod p) é dado por 1+ yx(x), assim

podemos rescrever S(u) da forma

Sw) = ) )e<”—xz)

onde

Portanto

somando sobre u, temos
p—1
Y IS =p"(p—1).
u=1
O

Aqui mais um resultado bem conhecido que serd importante para provar o Lema
3.6.

Lema 3.5 Seja f(x) = ax* + bx+c, onde a, b e ¢ sdo niimeros inteiros, e seja p um

niimero primo impar que ndo divide a. Seja d = b* — 4ac o discriminante de f. Entdo se

denotarmos o simbolo de Legendre por (—) nos temos
p

a

) (f(x)) ] (E) ’ se p ndo divide d,

p (p—1) (g) , sepdivide d.

x=1
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4a?
Prova: Multiplicando o somatério por (—) =1, nés obtemos
p

i (@) _ (g) i <4a2x2—|—4abx+4ac>
=\p p) = p
- () ()

<
|

- (L)

O resultado se p|d agora segue de imediato. Sendo assim suponha que p 1 d,

()= g (5]

) é o niimero de solugdes em w da congruéncia w? = y> —d (mod p),

-

entao escrevemos

2

ecomo 1+ <y
P
nés obtemos,

y—d

yi( 5 )Z—p+5(d),

onde S(d) é o nimero de pares ordenados (y,w) com y,w € Z/pZ e y* —w* = d. Para

resolver essa equagdo, nés tomamos u = y+w, v =y — w e observamos que o0s pares
(y,w) e (u,v) estdo em correspondéncia biunivoca. Entdo S(d) é igual ao niimero de pares

ordenados (u,v) comu,v € Z/pZ e uv =d, ou seja, S(d) = p— 1, donde segue o resultado.
|

Agora podemos provar de forma bastante elementar o Lema 3.6, utilizando os
Lemas 3.5¢e 3.4.

Lema 3.6 Suponha que p # 2 e 3 é um niimero primo. Entdo o niimero de solugoes, S,

do sistema de equacoes

q+x o= i+ (3-13)

M+x o= i+
sobre 7./ pZ. satisfaz S < 4p* —5p +2.
Prova: Suponha que (x1,x,y;,y2) satisfazem (3-13), e seja

A=x1+x2—y1 — 2. (3-14)
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Denotamos por s (z) = z% + 2 para k > 1. Entdo notando que

s1(2)° =352(2)s1(2) +253(2) = (1+2)° =3+ (1 +22)+2(z +23)
= (4n)’ -2 3230305 -2
= 0,

¢ facil ver que
(A+51(0)° = 352(0) (A +51(3) +253(y) = 51(x)> = 352(y)s1 (x) +253(y),

porém por (3-13) s2(y) = s2(x) e s3(y) = s3(x), donde

A +s1(0))° = 3520) (A +51(9)) +253(y) = 0.

Se as equagoes (3-13) possuem uma solugdo, entdo A deve satisfazer a equacdo

cubica

= (A +5100)° =3520)A+51(y) +253(y)

= M 4+30%s1(0) +3hs1(y) +57(y) — 352(3)s1 (1) — 3hs2 () + 2s3(y)

A 430251 (y) +3M(s7 () —52(»))

= MM+ 30(y1 +y2)6y132).- (3-15)

© © o o
|

e para isso existem dois caso:
(i) A = 0. Entdo nds temos por (3-14) que x| +x2 = y; +y2, € por (3-13) e (3-14) que
x1x2 = y1y2- Sendo assim para qualquer s € Z/pZ,

(s =x1)(s=x2) = (s = y1)(s —y2)-

Logo (x; —y1)(x1 —y2) = 0, e consequentemente ou x; = yj, ou x| = yp. Assim
A = 0 da exatamente duas solucgdes para (3-13) e (3-14) para cada par (y;,y;) em

Z/pZ2 com y; # yp, a saber (x1,x2) = (y1,y2) e (x1,x2) = (y2,y1). Mas quando
y1 = Y2, nds claramente temos a solucao Unica x; = x, = y1, entdo o nimero total de

solucdes distintas correspondentes 2 A =0 ¢é 2p(p— 1)+ p = 2p> — p.

(i) A # 0. Entédo por (3-15), A satisfaz

A2+ 3%y +y2) + 6y1y2 = 0. (3-16)

Para um dado (y;,y2), o nimero de solu¢des em A dessa equagdo quadrdtica é
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A
1+ (—) ,onde A = 9y% —6y1y2 + 9y% € o discriminante da equacao quadratica em
p

(3-16). Entdo o nimero, T, de triplas (y1,y2,A) satisfazendo (3-16) é

Z Z [(9})1 6y1y2+9y§) } _ 2 Z Z (9y1 6y1y2+9y%)‘

yi=1ly=1 p yi=1ly=1 p

Fixemos y; e consideremos 9y% —6y1y2+ 9y% como uma equacao quadratica em y;
tendo discriminante —288y%, que € divisivel por p se, e somente se, p =2 ou 3, ou

se p dividi y;. Entdo usando o Lema 3.5, nés deduzimos que

£ 5 () E (o0 ()

yi=ly= p y1=1

Ou seja T = p?. Mas A = 0 é uma solucio (3-16) sempre que p dividi 6y;y>, que é
quando y; = p ou y; = p, e nés ja contamos as solugdes com A = 0. Entdo o nimero
de triplas (y1,y2,A) satisfazendo (3-15) com A # 0 é p*> — (2p —1).

Dada uma tripla (y;,y2,A), substituindo (3-14) na equac@o quadrética (3-13). Nos

deduzimos que x; satisfaz a equacdo quadrética
29172+ 2A(y1 +y2) + A +2x3 = 2x0(y1 +y2 + 1), (3-17)

Dada uma solugdo x, para (3-17) , x; estd determinado unicamente por (3-13), entdo
para cada tripla (y,y2,A), existem no maximo dois pares (x1,x,) satisfazendo (3-13)
e (3-14).

O ndmero total de solugdes para a equagdo (3-14) € dessa forma limitado por
S<2(p*—2p+1)+2p* —p=4p*—5p+2.
O

Um resultado imediato que diz o que estamos interessados de fato € o coroldrio.

Corolario 3.7 Escrevendo

Tuv)= Y e (M) :

nos temos

—lp-l 3p? —12p+9, se3|(p—1),

’ZZ’Z‘\TMV\4

u=1v= 3p>—6p+3, se3|(p—2).
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Prova: A soma exponencial
—1p—1
p2 Z Z T (u,v)

u=0v=

¢ o nimero de solucdes do sistema de congruéncias

X +x x5 +x3 (mod p),

x%-l—xi (mod p),

2 2
XI+X2

que é limitado superiormente por 4p> — 5p +2 pelo Lema 3.6. Além disso, pelo Lema

3.4, temos que

1p—1 —Ip-l
ZZyTuv 00\4+Z\Tu0]4+Z]T0v|4+ZZ|Tuv
=0 v u=1v=

onde

u=1 v=1

- (IT(O,O)I“eri1 |T(u,0)|4+pil IT(0 )|4> p*+7(p—1), 3|(p—1),

A1) 3 -2).

Entao
_ZZIPZI\T < 3p* = 12p+9, se3|(p—1),
le
== 3p?=6p+3, s 3|(p—2).

OJ

Agora podemos estimar o nimero de solucdes da congruéncia (3-10), esta
estimativa serd dividida em quatro partes, como mostra o resultado a seguir, provando este
resultado ainda teremos que estimar o nimero de solugdes singulares, entdo poderemos

garantir a existéncia de soluciao nao singular.

Lema 3.8 Nds temos:

(i) se nenhum a; assim como nenhum b; é igual a zero, entdo
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(ii) se existe um i tal que a; é zero, mas nenhum b é igual a zero, entdo

3p3 —11p3 +8p2 +6p*—6p, 3|(p—1)),

|N_p3|§ 5 3 1
3p2 —5p2 +2p2, 3[(p—2);

(iii) se existe um i tal que b; € zero, mas nenhum a; é igual a zero, entdo

6p2 +(2-332 —24)p3 + (18 —2-332)p2 4+ p> —p, 3|(p—1),

6p2 —12p2 +6p2 4 p* —p, 3l(p—2);

(iv) se existe um i tal que a; é zero, e um j # i tal que b; é zero, entdo

(12p5 —96p* +263p> — 288p% + 108p)2 +7p> —1p, 3|(p—1),

N=p| < 5 4 3 2 15
(12p> —48p* +72p° —48p* + 12p)2 + p* — p, 3|(p—2).

Prova: Separando os termos principais e renomeando, nés obtemos
1p—1

N—p’ = p <ZZT1MV Tsuv> (ZTlov T50v)>

u=1v=

(ZTluO T5u0)>

= 51+5+8;3.

Existem quatro casos.

(i) Nenhum a; assim com nenhum b; € iguais zero. Entdo pela desigualdade de

Holder,

—1p—1

1S1] = ZTluv -Ts(u,v)

1

< p—Zf](leZlnuv )5

i=1 \u=1lv

1p—1
< p2<sup|T1uv )meuv

(u,) u=1lv

para algum / em {1,...,5}, onde o sup é sobre u # 0 e v # 0. Pela Hipétese de Riemann

para corpos finitos (ver Schmidt [11]), temos para qualquer polindmio f(x) de grau k com
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coeficientes inteiros, tal que p ndo dividi o conteddo de f(x) — f(0), a estimativa

z %)

1
< (k=1)p2.
x (mod p) p

Usando esta estimativa, fazendo uma mudanca de varidveis, e aplicando o

Corolario 3.7, nés obtemos

6p3 —24p2 +18p2  se3|(p—1),

1] < 5 3 1
6p2 —12p2+6p2  se3|(p—2).

Por um argumento similar ao dado acima, existe um J tal que

|SZ| - ZTIOV T50v)

1

5 (p—1 5
< p_2H<Z’Ti(OaV)|5>
i=1 \v=1
p—1
< p Y T0v)P

Pelo Lema 3.4 e pela desigualdade de Cauchy, fazendo uma mudanca de vari-

veis, temos
1
S2| < p2(p—1).

Aqui novamente como feito para |S;| e |S2|, existe K tal que
p—1
S5 < P72 ) |Tie(u,0).
u=1

Se p =2 (mod 3), entéo o somatério é zero. Caso contrdrio, pela desigualdade

de Cauchy e o Lema 3.4,

1

1S3 < <Z|TKMO ) (Z\TKuo )

< p22p°(p—1)-6p*(p—1))2
= 2.332p2(p—1).

—_

€ |S3’.

(ii) Existe um i tal que a; € zero, mas nenhum b; € igual a zero. Reagrupando

O resultado agora segue somando as estimativas acima para
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varidveis, podemos supor que a; = 0. Entdo pela desigualdade de Holder e pela Hip6tese
de Riemann para corpos finitos,

1

p—1p—1 5 1p—1
ZZTluv Ts(u,v)| < (sup|T1(uv>H<ZZ|Tuv )
u=1v= (u,v) =2 =1v=
, p=lp—l
< p2 ) Y Ty
u=1v=1

para algum / € {2,...,5}. Fazendo uma mudanga de varidveis e usando o Coroldrio 3.7,

concluimos novamente que

5 < 3p3—12p%—i—9p% se3|(p—1),
1<

3pg—6p%+3p% se3|(p—2).

Também, de forma similar a que foi feita em (i), temos
1

’SZ‘ S p2<p_ 1)7

e notando que T} (u,0) = p, segue que

p—1
1S3 < p? (p- Y ]TK(u,O)!“) )
u=1

para algum K, e consequentemente,

<6p(p—1) se3|[(p—1),
=0 se 3|(p—2).

1S3

O resultado agora segue somando as estimativas acima para |Sy|, |S2| e |S3]-
(iii) Existe um i tal que b; € zero, mas nenhum a; € igual a zero. Procedendo de
forma similar a que foi feita em (i) e (ii),

6p2 +(2-332 —24)p3 4 (18 —2-332)p2 + p> —p, 3|(p—1),

|N_p3|S 5 3 1 2
6p2 — 12p2 4+ 6p2 + p~ —p, 3l(p—2).

(iv) Existe um i tal que a; € zero, e um j tal que b; € zero. Reagrupando varidveis

podemos supor que a; = 0 e que by = 0. Temos mais uma vez que

p—1p—1 —1p—1

-2 Z Z Ti1(u,v)---Ts(u,v)| < (2p % -2 Z Z T3 (W))?,
u=1v=1

u=1v=
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para algum /, e consequentemente, pela desigualdade de Cauchy

l 1

—1p—1 2 —1p-—1
ISI|§2p< ZZszuv ) (‘2 ZZszuv > (3-18)

u=1v= u=1v=

Mas
—1p—1

P’Z-ZZ!TMV

u=0v=

¢ o nimero de solucdes do sistema de congruéncias

ax; =

a1x3 (mod p)
bix? = b5 (mod p),

que € claramente p, consequentemente a; € by sao ambos nao nulos. Entdo usando o Lema

3.4, n6s deduzimos que

Z”’Z‘|T ) pPP—p*=2p(p—1)—p(p—1) se3|(p—1),
I
u=1v= P =p*—plp-1) se 3|(p—2).

Como em (i) e (ii),
2] < p(p—1),

<6p(p—1) se3|[(p—1),

|51
=0 se3|(p—2).

O resultado agora segue somando nossas estimativas para 1S3

0J

Antes de estimarmos o nimero de solucdes singulares para as congruéncias (3-
10), nés precisamos de um lema contando o nimero de solu¢des para um certo problema
de particao. Embora a estimativa trivial seja adequada para o que queremos, o argumento

elegante de R. C. Vaughan que segue nos dd uma resposta mais precisa.

Lema 3.9 Sejam o, ...,0p; residuos (mod q), e N(q;a) o nimero de escolhas de
€1,...,&% com € =1 ou 0, tal que

2k

Zsix,' =0 (mod q).
i=1
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Se (q,a;) = 1 para todo i, e q > k, entdo

N(g;o) < (2:) :

1 para 1 <i<k,

Fixando

Yi
—1 parak+1 <i<2k,

temos N(q;7y) = (Zkk).

Prova: Seja

Entao,

N(go) = Z Z‘f Z (gzigiai)

€9,=0 r=1
U 1/(2k)
)

- ()
2k | q
< [I{a' X
pela desigualdade de Holder. Dai, por uma mudancga de varidveis,

r=1i=
(e 2 (7)
k 2 (2%
N(g;a) < N(g;y) = Z() (>

OJ

Corolario 3.10 Sejam o, ...,0p, 11 residuos ( mod gq), e seja N(q;Q) o nimero de
escolhas de €1, ...,€x+1, com € =0 ou 1, tal que

2k+1

Z gia; =0 (mod q).

i=1

Se (g,a;) = 1 para todo i, e g > k+ 1, entdo

1
2+2\? [2k+1
. < - .
N(q’a)—(2k+l> < k >
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prova: Assim como na prova do Lema 3.9,

L&A g
N(q;(xla"'aan‘I»l):qi Z HS(_),
entdo pela desigualdade de Holder,

1 1
¢ (i«l) 2k+2\ 2 q,1 . i ¢ (r_oc,) 2k\ 2
q —1 q

Entdo por uma mudancga de varidveis e usando o Lema 3.9, nds temos
1
2k+2\ (2k\ \?
N(g;o) < .
wer=((27) (1)

Devemos notar que para n residuos o,...,0,, € g > %(n + 1) satisfazendo

2k+1 q
N(g:o) < [ (ql'z

i=1 r=1

OJ

(¢,0;) = 1 para todo i, nés esperamos que N(g; o) < (Hnnj )
2

Lema 3.11 Suponha que p # 2,3. Entdo o niimero de solucdes singulares distintas da
congruéncia (3-10) é no mdximo

(i) 9p — 8 se nenhum dos a;, e nenhum dos b; é igual a zero,

(ii) Sp —4 se existe um i tal que ou a; =0 ou b; =0, mas ndo existemie j, comi+ j, e
a; Ebj EO,

(iii) 2p — 1 se existe um i tal que a; é zero, e um j tal que b é zero.

Prova: Suponha que (Q,...,05) é uma solugdo da congruéncia (3-10) que é
singular (mod p). Suponha também que precisamente v dos o; sdo ndo nulos, podemos
reordenar varidveis de forma que o; = 0 parai = 1,...,v. Claramente, como a; € b; ndo sio
simultaneamente nulos, nés temos v =0 ou v > 2. Uma vez que o € uma solugdo singular

e p # 2,3, n6s devemos ter para quaisquer i, j € {1,...,5},
ociocj(aibj(xi — ajbiOCj> =0 (mod p),

e assim a;b ;0 = a;jb;o; (mod p) para todo i, j € {1,...,v}. Suponha que v > 2. Existem

dos casos
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(i) Nao existe i € {1,...,v} tal que ou ¢; = 0 ou b; = 0. Entdo

albj .
—0oy paraj=1,...,v,
o= ba;

0 para j=v+1,....,5.
Existem entdo p — 1 solugdes ndo triviais, tomando oy = 1,...,p — 1.

(i) Existem i,j € {1,...,v} tais que ¢; = 0 ou b; = 0. Entdo nés podemos encontrar
i,j€{l,...,v} tal que a; e b; sdo ambos nao nulos, mas a ;b;; = a;b;0; = 0 (mod p).

Entdo o; = 0, o que € uma contradicéo.

Entdo nds concluimos que i) vale sempre que v # 0, e por

0 (mod p),
0 (mod p),

a3 + -+ asos

bl(X%+"'+b5OC%

nds obtemos

b3 b3\ ;5
—+-+— oy =0 (mod p).
(a% a%) 1 ( p)

Reordenando as varidveis de modo que a; Z0Oe b—i#* 0 parai=1,...,n, e ou
a;=0o0ub;=0paran <i<S5.SejaP= b}/a? parai=1,...,n. Usando a notagdo

do Lema 3.9, podemos ver que pelo menos N(p; ) congruéncias distintas da forma
Biy +---+Bi, =0 (mod p),

coml <ip<---<i;<ne0<rtr<n e0<tr<numadas quais é a congruéncia
trivial. Para cada congruéncia ndo trivial, nés temos p — 1 solu¢des ndo singulares
(dadas pelos p— 1 valores ndo nulos de o). Entdo, pelo Corolério 3.10 (notando que
N(p;B) é um nimero inteiro), nés observamos que o nimero de solu¢des singulares,

incluindo 0, para a congruéncia (3-10) € no maximo

(i) (10—1)(p—1)+1=9p—8 se nenhum dos g; e nenhum dos b; é igual a 0.

(ii)) (6—1)(p—1)4+1=5p—4 seexiste um i tal que ou a; = 0 ou b; = 0, mas nao

existe j #i,coma; =b; =0.

(iii)) 3—1)(p—1)+1=2p—1seexistemie jtaisquea; =b; =0.
0

Finalmente temos que pelos Lemas 3.11 e 3.8 o nimero, N* de solucdes nio

singulares (mod p) para a congruéncia (3-10), satisfaz |[N* — p3| < E, onde E satisfaz:
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(i) se nenhum a; assim como nenhum b; € igual a zero, entdao

6}7% +(2.33% —23)p% +(17—2-33%)p% +9p—38, 3|(p_ 1)7

E< 5 3 1
6p2 —11p2+5p2+9p—8, 3|(p—2);

(i1) se existe um i tal que a; € zero, mas nenhum b; € igual a zero, entdo

3p2—11p21+8p2+6p—6p—p—4, 3|(p—1),

E< 5 3 1
3p2 —5p242p2+5p—4, 3|(p—2);

(iii) se existe um i tal que b; € zero, mas nenhum a; € igual a zero, entdo

6p3 +(2-332 —24)p3 + (18 —2-332)p2 + p> +4p—4, 3|(p—1),

E <
6p3 — 12p% +6p2 +p> +4p—4, 3l(p—2):

(iv) se existe um i tal que a; € zero, e um j # i tal que b; € zero, entdo

(12p5 — 96p* +263p> — 288p% + 108p)2 +7p> —Tp, 3|(p—1),
(12p5 — 48p* +72p3 — 48p2 + 12p)2 + p? — p, 3(p—2).

Agora podemos facilmente verificar que a desigualdades (i)-(iv) implicam que

IN* — p3| < p? para todos nimero primo satisfazendo:

p>31 se3|(p—1),
p>29 se3|(p—2);

quando nenhum g; € igual a zero

. p>13 se3|(p—1),
quando um q; € igual a zero

p>5 se3l(p—2).

Ou seja, para todos 0s nimeros primos, exceto possivelmente

quando nenhum dos q; € zero, 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,

quando um g; € zero, 2,3,5,7,13.

o sistema de congruéncias (3-10) possui uma solu¢ao que nio é singular (mod p).
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3.3 Algumas demonstracoes diretas do teorema para os

primos 2, 3 e congruentes a 5 (mod12).

Nas secOes anteriores estudamos os pares de formas de graus 2 e 3 passando a
um sistema p-normalizado, garantindo solugdo néo singular (mod p), e aplicando o Lema
de Hensel para garantir solu¢do ndo trivial em Z,, com esse método conseguimos provar
o resultado principal, a menos de um ndmero finito de primos, que estdo listados no final
da secdo 3.2, nessa se¢do vamos provar que para alguns primos p em particular, podemos
provar que I',(3,2) < 11 de uma forma mais direta, encontrando explicitamente solugdes
para o sistema em fung¢do dos seus coeficientes. Com isso diminuiremos ainda mais a lista
de nimeros de primos restantes para a demonstracio final do resultado. Nessa direcdo

trataremos primeiramente os primos p tais que p =5 (mod 12).
Lema 3.12 I',(3,2) < 11 para todo primo p, tal que p =5 (mod 12).

Prova: Vamos comecar fazendo algumas consideragdes que serdo importantes
na demonstragdo, primeiramente se p =5 (mod 12), entdo —1 é um residuo quadrético
(mod p), e qualquer a € Z/pZ nao nulo é um residuo ctbico (mod p). Considere um
sistema da forma (3-1) em s > 11 variaveis.

Suponha que ¢ ndo é residuo quadrético (mod p), e seja K = {0,1,c,p, pc}.
Para qualquer b € Z,/{0} existem u € Z,, ¢ 8 > 0 € Z, tais que, b = pau, onde
u = ug # 0 (mod p), sendo assim nés podemos encontrar g € K/{0} e xg € Z, tais que
gx3 —b =0 (mod p>"), mas (2gx0)*> Z 0 (mod p®*'), onde

1,  seug éresiduo quadrativo e d+ 1 é par;
p,  se ug é residuo quadrativo e 0+ 1 é impar;

c, se ug nao € residuo quadrativo e d+ 1 € par;

pc,  se up ndo é residuo quadrativo e d+ 1 € impar,
\

logo o polindmio f(x) = gx* — b é tal que || £(x0)||, < ||/ (x0)|I?

, € pelo Lema de Hensel
existe um a € Z,/{0} tal que b = ga*.

Considere agora um sistema da forma (3-1) em s > 11 varidveis, das observacgdes
feitas acima podemos dividir o conjunto {1, ..., s} em cinco subconjuntos dependendo dos

coeficientes d; de G, a saber

U, = {i:d; = ga® paraalgum a € Z,/{0}} (g€K),



3.3 Algumas demonstragdes diretas do teorema para os primos 2, 3 e congruentes a 5 (mod12). 69

assim temos que

Z |L[g| =S.

gekK

Seja M o nimero de g € K/{0} tais que {l, # @. Entdo M < 4, escrevendo [x]

para denotar a parte inteira de x, temos que

i+ Y [5] = wele ¥ 0o

gk /{0} g€k /{0},
U #D.
1 1
> 5 Y Ik —oM
2g€K ¢ 2
> Lis-a
= s
> 4.

Entdo reordenando as varidveis de modo que parai=1,2,3,4,0u2i—1,2i € i,
para algum ¢ € K/{0}, ou entdo 2i — 1 € $ly. Nesse dltimo caso dp; _1x* +da;y*> = 0 possui
a solugdo ndo trivial (1,0). No primeiro caso dp;_1x* + dp;y* = q((ax)?> + (by)?) com
a,b € Z,/{0}, e temos a solugdo ndo singular (x,y) = (pb,a), onde p satisfaz p> = —1
que existe pelo Lema de Hensel, pois é possivel encontrar p’ tal que p’> = —1 (mod p).

Entao escrevemos
G = (dix] +dax3) + -+ + (d7x5 + dgxg) + doxg + -+ dyx;,

onde podemos zerar as expressdes entre parénteses tomando (x;—1,x2;) = (a2i—1,a2i),
sendo as escolhas de (ay;_1,ay;) feitas de forma conveniente, de acordo com as observa-

coes feitas acima. Fixamos ag = ... = a;, =0, e parai = 1,2, 3,4 tomamos
3 3
Ci = c2i—105;_1 + C2ia5;.

Como p =2 (mod 3), todo residuo € residuo cibico (mod p), entdo é um
exercicio simples de Lema de Hensel, semelhante as consideracdes feitas no comeco da
demonstrar, mostrar que para cada i, existemum g € L = {0, 1, p, p?’} euma € L, tal que
C; = ga® (para mais detalhes veja, por exemplo, Cassels [1] Capitulo 4, Lema 3.4).

Considere a equacao
C1X; +CoX; +C3X3 +C4X; =0 sobre Z),. (3-19)

Se algum dos C; € zero, entdo temos a solugdo ndo trivial X; = 1, e X; = 0 se
J # i. Entdo podemos assumir que nenhum dos C; é igual a zero, e consequentemente

que existe um reordenamento de varidveis tal que C; = ga® e C; = gb® com a,b € Ly e
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g € L/{0}. Entdo (3-19) possui a solugdo ndo singular
(X1,...,.X4) = (b,—a,0,0).

Em ambos os casos a equagio (3-19) possui uma solugdo nao trivial (by,...,bs)

sobre Z,, e consequentemente o sistema (3-1) possui a solugdo nio trivial
(X1,...,x5) = (a1b1,a2b1,a3b2,a4b2,as5b3,asbz,a7bs,aghs,0,...,0).

OJ

Vamos agora tratar do caso p = 2, veremos na prova do préximo lema que
para provar a existéncia de solucdo para o sistema (3-1) sobre o inteiros 2-adicos em
alguns casos sera preciso encontrar a "solu¢do ndo singular”, que garantird existéncia de
solucdo ndo trivial em Z, explicitamente, sdo contas simples, e que podem ser facilmente

verificadas com um computador ou mesmo a mao.
Lema 3.13 I5(3,2) <11.

Prova: Considere o sistema (3-1) com s > 11. N6s podemos assumir que para
qualquer 7, no maximo um entre ¢; € d; € igual a zero (caso contrario nds temos claramente
uma solugdo ndo trivial). Seja K = {0,1,2,4}, dado b € Z,/{0} é possivel encontrar
x € Z,/{0} e g € K/{0}, aplicando o Lema de Hensel ao polindmio f(x) = gx> — b, tais

que b = gx>, donde podemos particionar os indices 1, ..., s entre os quatro conjuntos
Uy = {i: c; = ga’ para algum a € Z,/{0}} (g €K),

assim temos

Z \ng| =S.

gekK

Seja M o nimero de g € K/{0} para os quais {, # @, e seja r = |ly|. Entdo
M<3e

s = o+ T |k

gek/{0}
1
> r+ Z §(|5~1g|_1)
g€k /{0},
UAD.
> %(s—l—r—?)).

Existem dois caso.



3.3 Algumas demonstragdes diretas do teorema para os primos 2, 3 e congruentes a 5 (mod12). 71

i) Suponha que r > 0. Entdo S > 5, dai nés podemos reorganizar varidveis de
forma que, para i = 1,...,5, ou 2i — 1 € 4, e 2i € 4, para algum g € K/{0}, ou entdo
2i — 1 € 4p. Em cada caso, de maneira andloga a que fizemos na demonstracdo do
lema anterior, ¢y 1x> +c2;y> =0 possui uma solu¢do nao singular sobre Z;, digamos
(ai—1,az;). Defina D; = dzi_la%l;l -|—d2,~a%l. para i = 1,...,5. Entdo como sabemos que

['(2) =5, podemos encontrar uma solu¢@o ndo trivial para a equagéo
Dyu} 4+ Dsu3 =0,
digamos (b1, ..., bs), e consequentemente
(a1by,azby,...,a9bs,ajobs,0,...,0)

€ uma solucdo ndo trivial para o sistema (3-1) sobre Z,.

ii) Suponha que r = 0. Entao S > 4, se tivermos S > 5, 0 mesmo argumento usado
no item anterior pode ser aplicado, entdo vamos supor que S = 4. Reordenando e fazendo
uma mudanga de varidveis se for preciso, podemos assumir que ¢y, = ¢p; € K/{0} para
i=1,2,3,4. Além disso, também podemos assumir que pelo menos um dos trés indices
restantes, sem perda de generalidade i =9, € tal que ¢7 = cg = ¢9. Seja B; = {2i,2i — 1}
parai € {1,2,3}, e B4 = {7,8,9}.

Considere a equagdo cibica correspondente a cada conjunto ‘B;. A equacgdo
x> +y3 = 0 possui a solucdo nio trivial (u, —u) para qualquer u € Z,/{0}. Também,
a equacdo x> +y> + 7> = 0 possui a solugdo nio trivial (au,bu,cu) para qualquer u €
Z,/{0}, com ¢ = 2" para qualquer r > 1 e algum (a,b) = (1,—1) (mod 8) usando o Lema
de Hensel.

Escreva D; = do;_1 +do; parai = 1,2,3, D4 = d7a® + dgb* + doc?, e considere a
equagdo

Q(D1,D2,D3,D4) = Dui + - - -+ Dgui = 0. (3-20)

Se for possivel encontra uma solugio néo trivial (uy, ..., u4) para a equagio (3-20)
sobre Z;, entdo vista da nossa mudanga de varidveis, as equagdes (3-1) possui a solugcao
ndo trivial (uy, —uy,uy, —up,u3, —u3,aus,bug, cuq,0, ...,0).

Agora vamos considerar para quais quadréticas Q (D) existe solugdo ndo trivial,
claramente temos uma solu¢do ndo trivial para a quadrdtica Q(D) se algum D; é zero,
entdo nés podemos supor que nenhum dos D; € igual a zero. Fazendo uma mudanca
de variaveis, podemos assumir que (D;,8) < 2 para cada i, que (D1,D;,2) = 1, e que
Dy =1 (mod 8). Além disso, se para quaisquer i ¢ j nés temos D; = D; (mod 8), e
(D;,D;,2) = 1, entdo podemos supor que D| = D, (mod 8). Se podermos agora encontrar

uma solugdo para a equagdo quadrdtica (mod 8) tais que D; e u; sdo ambos relativamente
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primos com 2 para algum i, que chamaremos de uma solug¢@o "ndo singular (mod 8)",

entdo pelo Lema de Hensel existe uma solucao nao trivial para a quadrética sobre Z,.
Reorganizando os D;, podemos facilmente verificar que a Tabela 1 lista todos os

casos distintos possiveis, e consequentemente nés podemos nos concentrar naquelas cinco

quadraticas para as quais nao se pode encontrar solucdo que é nao singular (mod 8).

Tabela 1. (Aqui y e 8 denotam inteiros arbitrarios.)

Solucdo nao Solucdo nao
Quadritica Q. singular (mod 8) Quadritica Q. singular (mod 8)
Dy Dy D3 D4glu u us ug | Dy Dy D3z Dg|uy uy uz uy
1 7 vy 6|1 1 0 O|1 1 5 5 nenhuma
35 vy 8|1 1 0 0]1 1 1 2|1 1 2 1
1 1 6 y|1 1 1 0|1 1 3 271 1 2 1
1 5 2 yi|1 1T 1 0]1 1 2 2 nenhuma
1 1 1 1 nenhuma 1 32 271 1 1 1
1 1 1 31 0 2 1 1 3 2 6 nenhuma
1 1 1 5|1 1 1 1|1 3 6 6|1 1 1 1
1 1 3 3|1 1 1 1|1 5 6 6 nenhuma

Agora pretendemos mostrar que usando uma escolha alternativa admissivel de
(a,b,c), nés podemos mudar o valor de D4 de modo a evitar as cinco quadraticas proble-
méticas. Considere o coeficiente Dy = d7a® + dgb? + doc?. Reorganizando as varidveis,
escrevemos Dy = dR (a,b,c), com R (a,b,c) = a® + ab? + Bc? onde d, o, B € Z,. Tam-
bém podemos supor que se o = P (mod 8), e (ap,2) = 1, entdo o« = 1 (mod 8). Entdo
verificamos que a Tabela 2 lista as tnicas possibilidades distintas para (o, 3) onde um
deles ndo é divisivel por 2. Dai encontramos (aj,by,c1) e (az,b2,c2), de modo que, ao
fazer a mudanca de varidveis que nos permite assumir que (D4, 8) < 2, temos dois valores

que sdo distintos (mod 8) para esse coeficiente reduzido.
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Tabela 2

o B |ar b1 c | R(ar,bi,c1) | a2 by ¢ | R(az,br,c2)
(mod 8) (mod 8) (mod 8)
1 1 1 -1 0 2 1 -1 2 6
1 3 1 -1 O 2 1 0 -1 4
1 5 1 -1 O 2 1 0 -1 6
1 7 1 -1 0 2 1 -1 2 6
3 5 1 -1 O 4 1 0 -1 6
3 5 1 -1 0 4 0O 1 -1 2
5 7 1 -1 O 6 0o 1 -1 4
1 2 1 -1 0 2 1 0 -1 3
1 4 1 -1 0 2 1 0 -1 5
1 6 1 -1 O 2 1 0 -1 7
1 0 1 -1 0 2 1 0 -1 1
3 2 1 0 -1 3 0O 1 -1 5
3 4 1 0 -1 5 0O 1 -1 7
3 6 1 0 -1 7 0o 1 -1 1
3 0 1 0 -1 1 0O 1 -1 3
5 2 1 -1 0 6 1 0 -1 3
5 4 1 -1 0 6 1 0 -1 5
5 6 1 -1 0 6 1 0 -1 7
5 0 1 -1 O 6 1 0 -1 1
7 2 0o 1 -1 1 1 0 -1 3
7 4 0o 1 -1 3 1 0 -1 5
7 6 0o 1 -1 5 1 0 -1 7
7 0 0O 1 -1 7 1 0 -1 1

Além disso, usando Y e & para denotar inteiros relativamente primos com 2

arbitrarios, temos os casos que (o, ) = (y2",02°) para algum s > r > 1. Aqui nés obtemos
R(1,—-1,0)=14+72" e  R(0,1,—1)=7y2"+82".

Escrevemos 72" + 62° =12’ com M néo divisivel por 2 (se 1 = 0, entdo podemos
facilmente resolver ndo trivialmente a quadratica). Entdo a menos que ¢ seja par, consi-
derando a mudanga de varidveis que permita-nos assumir que (D4, 8) < 2, o coeficiente
representado por R (1,—1,0) e R(0,1,—1) sdo distintos (mod 8). Mas se t = 2v é par,

entao

2R (0,1,—1)=n (mod 8),  27'R(2"',1,—1) =1 +4 (mod 8),
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e esses residuos sdo distintos (mod 8). Além disso M ndo € divisivel por 2, entdo
considerando a mudanga de varidveis que permita-nos assumir que (D4, 8) < 2, nés vemos
que os coeficientes D4 dados pos essas solugdes sao distintos.

Em todos esses casos nds obtemos uma escolha de valores para D4. Fazendo a
mudanga de varidveis que nos permite assumir que (D4, 8) < 2, observamos que existem
dois valores que sdo distintos (mod 8) para esse coeficiente reduzido. Mas examinado
a Tabela 1, podemos facilmente ver que uma escolha, pelo menos, dos coeficientes
disponiveis nos dd uma quadritica que podemos resolver, ndo importando como o
coeficiente D4 tenha sido reorganizado.

Entdo podemos encontra uma solugio que é ndo singular (mod 8) para a equagio
quadratica reduzida, e consequentemente existe uma soluc@o ndo trivial para a equacdo
(3-1) sobre Z,.

O

Na direc@o de encontrar solucdo para o caso p = 3 vamos comecar com O O

seguinte lema

Lema 3.14 Suponha que nos temos uma solucdo x para a congruéncia

Fx)=cixi+-+cx2 = 0 (mod9),
G(x):d1X%+"'+dsx? = 0 (mod 3),

tal que existem indices i e j com xixj(cidjx; — cjdix;) 0 (mod 3). Entdo existe uma

solucdo ndo trivial 3-ddica para as equagoes (3-1).

Prova: A prova serd feita por inducao. Suponha que para algum y > 2, nés temos

uma solugdo para o sistema de congruéncias

F(x) = 0 (mod3"),
G(x) = 0 (mod 31,
satisfazendo, para algumi e j,
xin(C,'de,' — de,'xj') 7_é 0 (mod 3) (3—21)

Escrevendo y; = x; 4+ k;3“~!, para algum k; a ser determinado. Entio

Fiy)=  F(x)+3*(crkix? + -+ cskex?) (mod 31,
G(y) = G(x)+3*1(2dikix) + -+ 2dskexs)  (mod 3M).



3.3 Algumas demonstragdes diretas do teorema para os primos 2, 3 e congruentes a 5 (mod12). 75

Se nds podemos resolver o sistema de congruéncias

37HF (x) + c1kixt + - + cskgx? = 0 (mod 3), (3-22)
317HG(x) + 2d 1 kyxy + - - + 2dgksxs = 0 (mod 3),

entdo teremos uma solucao y para o sistema de congruéncias

F(y) = 0 (mod 3”’“),
= 0 (mod 3")

Q
—~
<
N~—
I

satisfazendo
yiyj(cidjyi — cjd,-yj) = xixj(cidjx,- — de,'xj') ;7é 0 (mod 3).

Mas as formas lineares em (ky, ..., k) no sistema de congruéncias (3-22) ndo sdo
proporcionais (mod 3), por (3-21). Logo nds podemos resolver para k;, e consequente-
mente a hipétese de inducdo para u implica u+ 1. Mas, por hipdtese, o resultado vale
para u = 2, ou seja, o resultado vale para todo u > 2. Entdo temos uma solucdo ndo trivial
x para a congruéncia F(x) = G(x) = 0 (mod 3") para todo y, e consequentemente uma

solucdo 3-4dica ndo trivial para o sistema (3-1).
OJ

Pelo que fizemos na secdo 2.3, nés podemos escrever as equacdes (3-1) numa

forma 3-normalizada F = G = 0, com

F* = alx? + - -l-auxi-i- bly{’ + - +byy] =
G* = 1yt 4oyt Hdiz + o +duz, =

0 (mod 9), (3-23)
0 (mod 3),

onde c; e d; sdo relativamente primos com 3, cada a; e b; € divisivel no maximo
por 3, e onde F** denota as varidveis explicitas em F (mod 9), e G* denota aquelas
explicitas em G (mod 3).

Seja u; o nimero de a; ndo divisiveis por 3, e vi o nimero de b; ndo divisiveis

por 3. Entdo por (2-3), nds temos
mo+qr1=u+v+w>7 qeo=v+w>3 Tp1=u+v2>4,

mo=u;+v+w>5, qro =ui+vi > 2.

Lema 3.15 Suponha que w > 3. Entdo existe uma solucdo para a congruéncia (3-23)
satisfazendo a condicdo (3-21) do Lema 3.14.
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Prova: Primeiro resolvemos a equacdo cibica
3 3 3 3_
aixi+---+aux, +b1y; +---+ by, =0 (mod 9).

Isso € possivel ndo trivialmente, uma vez que u+v > 4, e u; +v; > 2 juntas
implicam que por uma mudanca de varidveis, a congruéncia acima consiste de uma das

seguintes congruéncias
43> =0 (mod 9) oux® +2y> +32° =0 (mod 9).

Ambas as congruéncias podem ser resolvidas ndo trivialmente, e mais, resolvidas
com uma varidvel que é ndo nula (mod 3) tendo um um coeficiente cubico ndo nulo
(mod 3). Fixando a solugdo para a cibica, nés podemos entdo resolver independentemente
a congruéncia

i3+ +dyzh = —(c1yt + -+ ¢y?) (mod 3).

Como w > 3, estd congruéncia sempre pode ser resolvida ndo trivialmente, pelo
Coroldrio 2.12. Mas agora, como os coeficientes cuibicos de z; sdo congruentes a zero
(mod 3), a condigdo (3-21) do Lema 3.14 ¢ satisfeita.

Lema 3.16 Supondo verdadeira a hipotese (H3),

(H3) para toda congruéncia da forma (3-23) comu+v+w>T, u+v>4, v+w >3,
ur+v+w>5,ur+vy > 2, ew < 3, nos temos uma solucdo uma solucdo satisfazendo
(3_21):

todo sistema da forma (3-1) 3-normalizado com s > 11 possui uma solugcdo ndo trivial

3-ddica.

Prova: Paraw > 3 o Lema 3.11 garante uma solucao ndo singular para o sistema
(3-1), aplicando o Lema de Hensel, temos uma solu¢ao 3-4dica ndo trivial, paraw <3 € a

hipétese (H3), que provaremos na proxima se¢do, que garante solucdo a solugio.

3.4 O método computacional para os primos 3, 7, 11, 13,
19, 23 e 31.

Agora s6 nos falta encontrar solu¢do nao singular para um pequeno nimero de

primos e verificar a hipétese (H3) para p = 3, que supomos ter solugdo ndo singular sobre
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algumas condi¢des na secdo passada, e ainda ndo provamos. Para esses casos descreve-
remos como verificar a existéncia dessa solucdo computacionalmente, apresentaremos
como implementar os cdlculos necessarios primeiro para os primos 7, 11, 13, 19,23 e 31,
e depois para o 3.

(a) Primos diferentes de 3.

Considere o sistema de congruéncias

a1x} + - +asx3 =0 (mod p) (3-24)
bix}+---+bsxt =0 (mod p)

onde 0 < a;,b; < p— 1, e no maximo um entre q; e b; é diferente de zero. Para estabelecer
a validade da hipétese (H), seguindo as conclusdes das duas se¢des anteriores, nds temos
apenas que checar que as congruéncias (3-24) possuem uma solucdo nao singular (mod p)
para quaisquer escolhas possiveis de a; e b;. Além disso, se p =1 (mod 3) e p > 13, ou
se p =2 (mod 3), entdo nds podemos também assumir que nenhum dos a; é igual a zero.

Mas com a mudanga de varidveis x; — x;, para um adequado ®, nés podemos
assumir que cada b; é 0, 1 ou ¢, onde ¢ € algum residuo néo quadritico (mod p). Também,
pela mudanga de varidveis x; — —x;, nés podemos assumir que 0 < @; < %( p—1). Ainda
mais que isso, multiplicando por um fator ndo nulo adequado e reorganizando as varidveis,
n6s podemos assumir que by < by < --- < bs, by =0o0u 1, e b, = b3 = 1. Finalmente, se
para algum j nds temos b; = b, entdo nés podemos assumir que a; < a; 1.

Suponha que I é o conjunto de todos (ay,...,as,by,...,bs), satisfazendo os
critérios acima. Se para algum (o, 3,7y, %, A, u) nés podemos encontrar uma solu¢ao niao

singular para as congruéncias

o +BY’ +v2 =0 (mod p)
w4+ 4u? =0

entdo qualquer sistema de congruéncias da forma (3-24) com

(Cli,aj,ak,bi,bj,bk) = ((XWB?’Y;Kv;\'nu) (mOd p>7

para algum (i, j,k) € {1, ...,5}3, com i, j,k distintos, admite uma solucdo ndo singular
(mod p). N6s usamos essa ideia para economizar mais o nimero de casos para serem
checados, comecamos testando todas as formas em trés varidveis satisfazendo os critérios
acima, e armazenamos as que ndés ndo podemos encontrar nenhuma solucdo que seja
ndo singular (mod p). Nés entdo tomamos cada uma dessas formas, e testamos todas

as formas em 4 varidveis satisfazendo o critério acima obtido considerando qualquer
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coeficiente possivel para a quarta varidvel, novamente armazenamos todas as formas que
ndo possuem solucdo ndo singular. Se necessdrio, nds entdo procedemos semelhantemente
pa a quinta varidvel.

Podemos implementar esse método em um computador para verificar que todo
sistema de congruéncias da forma (2-24) possui uma solugio que ndo é singular (mod p).

(b) O primo 3.

Considere o sistema de congruéncias

a1x3 + - +a7x3 = 0(mod 9), (3-25)
b1x3 + -+ bx3 = 0(mod 3),

onde 0 < a; <8, 0<Db; <2, e os coeficientes satisfazem a condi¢do da (H3). Para
estabelecer (H3), seguindo as conclusdes da se¢do anterior, nds temos apenas que checar
que as congruéncias (3-24) possuem uma solu¢do satisfazendo (3-21), para quaisquer
escolhas possiveis de a; e b;. Pela mudanga de varidveis x; — —x;, n0s podemos assumir
que 0 < g; < 4. Multiplicando a congruéncia quadratica por uma fator ndo nulo adequado
e reorganizando varidveis, nds podemos entdo assumir que o nimero de b; iguais a 1 é
pelo menos tdo grande quanto o nimero iguais a 2. Também, reorganizando varidveis,
n6s podemos assumir que b; < by < --- < by. Finalmente, se para algum j nds temos
bj=bji1, entdo n6s podemos assumir que a; < ajy|.

Como o sistema de congruéncias (3-25) é mais complicado que o (3-24), o
método ndo é tdo bem sucedido. Mesmo assim, notando que 0, 13 e 23 representam todos
os residuos ctbicos (mod 9), somos capazes de economizar computagdo de solugdes (3-
25) usando x; € {0, 1,2}. N6s podemos entdo usar um computador para verificar que todo

sistema da forma (3-25) possui solu¢ao satisfazendo (3-21).

3.5 Garantindo solucoes p-adica.

Os célculos computacional verificados na se¢io anterior completa a prova que
as hipéteses (H) e (H3) sdo verdadeiras, e consequentemente mostramos que, sujeito as
condigdes s > 11 e O(F,G) # 0, um dos itens a seguir é verdadeiro:

(i) o sistema F' = G = 0 possui uma solug¢do ndo trivial sobre Z,,

(ii) o sistema F = G = 0 (mod p) tem uma solugdo ndo singular (mod p).

Nesse ultimo caso, argumentando pelo Lema de Hensel nés também podemos

obter uma solucdo p-adica ndo trivial. NGs agora vamos retirar a condi¢do O(F,G) # 0.

Lema 3.17 Para qualquer sistema da forma (3-1) em pelo menos onze varidveis (inde-

pendentemente do valor de O(F, G)) possui uma solu¢do p-ddica ndo trivial.
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Prova: N6s temos provado que F = G = 0 possui uma solucao p-adica nio trivial
quando 9(F,G) # 0. Suponha agora que 3(F,G) = 0. Para qualquer inteiro u existem
formas

Fl = c&“)x? +--- +c§’”’)x3

S

GW = a2 4. 4dP 2,
com coeficientes inteiros tal que O(F W), G(“)) # 0 e tal que

cl(“) —cj Edi(’“') —d; =0 (mod p*™) parai=1,...,s.

Mas entdo a equacdo F W =gw =0 possui uma solucdo p-adica ndo trivial
g = (&g“ ), ...,§§’“‘ )). Por homogeneidade, nés podemos supor que os él(“ ) Sdo inteiros
p-adicos, e que pelo menos um ndo € divisivel por p. Pela compacidade dos inteiros p-
4dicos, o conjunto {&1 tem um ponto de acumulagdo & # 0, Entdo mandando u para o
infinito em uma sequéncia adequada, nés temos que

limEW = ¢

p—oo

existe no sentido p-ddico, e

IFE), = IIFE)-FHE)],

V4
< p M

Pela continuidade, nés temos F(§) = 0, e de forma similar G(§) = 0. Dessa

forma o sistema (3-1) possui uma solucdo p-adica ndo trivial.
0J

Entdo todo sistema em pelo menos onze varidveis possui, para todo p primo, uma
solugdo nos inteiros p-adica nao trivial, ou seja, I'(3,2) < 11. N6s agora mostraremos que
I'(3,2) > 11.

Lema 3.18 I'(3,2) > 11 para todo primo p =1 (mod 3).

Prova: Seja p = 1 (mod 3) um primo, ¢ um residuo que ndo é residuo cibico
(mod p), e ® um residuo que ndo é residuo quadratico (mod p). Considere o sistema de

equagdes em dez varidveis:
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(x? + cx%) +p(x§ + cxi) + p?(xs+ cxg) —0,

(x7 —0x3) + p(x§ —x7;)) =0.
A equagao cubica ndo possui soluc¢do nio trivial sobre Zj,, pois ¢ ndo € residuo
ctibico (mod p). Além disso, a equagdo quadritica ndo possui solugdo nao trivial em Z,
pois ® ndo é um residuo quadratico (mod p). Consequentemente o sistema acima nao

possui solu¢io ndo trivial em Z,,.
0J

Com isso concluimos esse trabalho apresentando o teorema a seguir, que nao sé
confirma a Conjectura de Artin para I'(3,2), como dd uma valor ainda mais baixo para o

numero de varidveis do que o proposto pela conjectura que seria 14.

Teorema 3.19 I'(3,2) =11.



CAPiTULO 4

Apéndice: Rotina para encontrar solucoes nao

singulares (mod p) .

Faremos aqui uma breve rotina, que pode ser facilmente implementada para
encontrar as solu¢des nao singulares (mod p) para os primos listados na se¢io 3.4.

Iniciamos com o primo p e um residuo ¢ ndo quadrético (mod p) (que também
pode ser obtido computacionalmente);

Passo 1 (solu¢cdo ndo singular com trés varidveis): Nesse passo teremos seis
pardmetros (coeficientes), (aj,as,as,by,ba,b3) que pelas consideragdes feitas na seg¢do
34,se p=2 (mod3) ouse p=1 (mod 3) e p> 13, entdo 0 < aj,az,a3 < pT—l’
— 1, nos dois casos by, by,b3 € {0,1,c}, e teremos trés

caso contrario 0 < ay,ap,a3 < P
variaveis 0 < x1,x2,x3 < p— 1.
Passo 1.a: Para cada escolha fixada dos pardmetros (aj,az,as,by,by,b3), faze-

mos xp,xp,x3 variar nos residuos (mod p) testando em cada caso as congruéncias:

alx? +a2x3 + a3x§ =0 (mod p) 4-1)
0

bixt+box3+b3x3 =0 (mod p),

se para algum (o, 0, 03) as congruéncias acima forem verdadeiras passamos para o
passo seguinte 1.b, sendo, damos um incremento nas varidveis (que deve ser feito de
forma a passar por todas as combinacdes possiveis dos residuos) e testamos novamente,
se esgotarem as possibilidade para x1,x,,x3 vamos para o passo 2.

Passo 1.b: dada a solugdo (o, 0, 03) da congruéncia (4-1) do passo 1.a testa-

mos a congruéncia
6010 (aibjo; —a;biotj) = 0 (mod p) parai # j, (4-2)

onde i, j € {1,2,3}, se a congruéncia (4-2) é verdadeira para todos os i, j voltamos ao

passo 1.a (a solucdo € singular (mod p)), se (4-2) é falsa para algum i, j entdo a rotina para
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e informamos que para os pardmetros (aj,a»,as,by,br,b3) corresponde a uma sistema
com solug¢d@o ndo singular.

Passo 2(solug@o ndo singular com quatro variaveis): Nesse passo teremos como
entradas os pardmetros (aj,az,as,by,b2,b3) do passo 1 para os quais ndo foi possivel
encontrar solucao ndo singular, fixaremos esses parametros e introduziremos dois novos
(as,bs) e uma nova varidvel xg4.

Passo 2.a: Para cada escolha fixada dos pardmetros (a4,bs), fazemos xy,x2,x3,x4

variar nos residuos (mod p) testando em cada caso as congruéncias:

a1xX} + a3+ azx3 +agx; =0 (mod p) (4-3)

0
b1x} +box3 +b3x3 +byxi =0 (mod p),
se para algum (Q,00,03,04) as congruéncias acima forem verdadeiras passamos para
0 passo seguinte 2.b, sendo, damos um incremento nas varidveis (que deve ser feito de
forma a passar por todas as combinacdes possiveis dos residuos) e testamos novamente,
se esgotarem as possibilidade para x1,x7,x3,x4 vamos para o passo 3.

Passo 2.b: dada a solugéo (o, 0p,03,04) da congruéncia (4-3) do passo 2.a

testamos a congruéncia
60,0 (a;bjo; —a;biotj) =0 (mod p) para i # j, (4-4)

onde i,j € {1,2,3,4}, se a congruéncia (4-4) é verdadeira para todos os i, j voltamos ao
passo 2.a (a solugdo é singular (mod p)), se (4-4) é falsa para algum i, j entdo a rotina
para e informamos que para os parAmetros (aj,a»,a3,a4,by,ba,b3,bs) corresponde a uma
sistema com solu¢do ndo singular.

Passo 3 (solu¢do nao singular com cinco varidveis): Esse passo é andlogo ao
passo anterior da rotina, teremos como entradas os pardmetros para os quais nio foi
possivel encontrar solucdo ndo singular no passo 2, acrescentaremos a eles os parametros
(as,bs) e uma variavel xs, executaremos os passo 3.a e 3.b, que nada mais sdo, do que os
passos 2.a e 2.b, agora com cinco varidveis.

Wooley mostrou que para p € {7,11,13,19,23,31} a rotina termina no maximo
no passo 3, comprovando a hipétese (H) para esse primos e concluindo a demonstragio

do teorema principal.
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