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Resumo

Este trabalho tem como objetivo a busca por uma relagao entre a probabilidade
e os modelos de genética populacional utilizados no Ensino Médio e algumas relagoes
que podem ocorrer em uma sala de aula.

Metodologicamente apresentamos o trabalho e focamo-nos no papel do professor
que busca em outras areas do conhecimento uma forma de aplicagdo de conhecimentos
matematicos, utilizando-se da interdisciplinaridade como uma interessante ferramenta
em suas aulas.

Esta pesquisa comenta ainda sobre determinadas formas que o professor de matema-
tica pode conduzir os questionamentos em uma sala de aula, agucando e despertando
o interesse do aluno para outras formas de entender a probabilidade, utilizando-se de
uma parte da biologia como meio.

Traz também & luz das normas de educacao brasileira, sobretudo a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) e em quais os aspectos que ela se apoia.

Em seguida, promove uma revisao de conteido em Bindémio de Newton, Analise
Combinatoria e Probabilidade, assuntos que justificam a aplicacao de nosso trabalho
e que entendemos ser de grande importancia para o aprendizados dos estudantes no
ensino médio.

Na sequéncia, alguns exemplos da aplicacdo do trabalho sao exibidos e algumas
formas de abordar esses questionamentos no que tangem os estudos de genética po-
pulacional e a forma de fazer com que os alunos do segundo e terceiro ano no Ensino
Médio percebam o conhecimento.

Como resultados, busca mostrar a partir das devolutivas dos alunos em sala de
aula, que a produgao de um conhecimento a partir de proposituras de problemas pode
incentivar a descoberta e instigar a busca pelo conhecimento.

Para concluir, acreditamos que esta interacao interdisciplinar tem a forca de incen-
tivar uma aproximagao entre areas do conhecimento as vezes tao distantes na visao do

aluno.

Palavras-chave

Matematica, Genética, Biologia, Probabilidade, Ensino-Médio.
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Abstract

This work aims to search for a relationship between the probability and the popu-
lation genetics models used in high school and some relationships that can occur in a
classroom.

Methodologically, we present the work and focus on the role of the teacher who
seeks in other areas of knowledge a way of applying mathematical knowledge, using
interdisciplinarity as an interesting tool in his classes.

This research also comments on certain ways that the mathematics teacher can
conduct the questions in a classroom, sharpening and arousing the student’s interest
in other ways of understanding the probability, using a part of biology as a means.

It also brings in the light of Brazilian education standards, especially the National
Common Curricular Base (BNCC) and on which aspects it is based.

Then, it promotes a content review in Newton’s Binomial,Combinatory Analysis
and Probability, subjects that justify the application of our work and that we unders-
tand to be of great importance for the students’ learning in high school.

In the sequence, some examples of the application of the work are shown and some
ways to approach these questions in what concerns the studies of population genetics
and the way to make the students of the second and third year in High School realize
the knowledge.

As a result, it seeks to show, from the students’ feedback in the classroom, that the
production of knowledge based on problem propositions can encourage discovery and
instigate the search for knowledge.

To conclude, we believe that this interdisciplinary interaction has the strength to
encourage an approximation between areas of knowledge that are sometimes so distant

in the student’s view.

Keywords
Mathematics, Genetics, Biology, Probability, High School.
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Introducao

Em nosso entendimento, o professor de matematica é o tradutor de uma lingua-
gem universal, tendo a funcao de conectar seus alunos a modelos que poderiam ser
percebidos por estes desde que fossem constituidos os conhecimentos preliminares.
Trabalhando com seus alunos com o objetivo de incentivar a investigagao, promo-
ver discussoes e debates, auxiliando a identificar modelos e padroes sejam geométricos,
sejam algébricos e, por conseguinte, a tomar decisdes sobre quais caminhos sdo mais
consistentes para elucidar os problemas percebidos ou propostos em sua aula, seja pelos
alunos ou pelo livro didatico.

Segundo [19] “Uma melhor compreensao das operagoes mentais, tipicamente utili-
zadas na resolucao de um problema, pode em efeito influir favoravelmente nos métodos
de ensino de matematica.”

Diante deste contexto, o professor pode ser arguido por um aluno sobre a finalidade
ou qual a importancia daquele determinado conhecimento matematico ou ainda ser
questionado acerca de onde aquele conhecimento explanado pelo professor possa ser

usado em seu cotidiano. Tais perguntas, geralmente sao formuladas como a seguir:

-“Isso serve pra qué professor?”

-“Onde ou quando eu vou usar isso professor?”

Acreditamos que nestas circunstancias o professor tem um papel de extrema impor-
tancia na construcao do conhecimento do aluno, atuando como catalisador no processo
de aprendizagem desse aluno. Além disso, o professor deve buscar constantemente por
melhoria na capacitacao profissional e estar plenamente inteirado das possibilidades
de extensao do conhecimento que englobam fatos e acontecimentos da vida cotidiana
do aluno. Sendo assim, abre-se uma oportunidade para se fazer uma explanacao des-
sas finalidades, apresentando uma perspectiva sobre o que se espera conquistar com o

conhecimento pretendido e suas aplicabilidades. Segundo Brandao:

17



“A educagao mistura-se com o dia-a-dia, com tudo que esté
ao nosso redor, com a necessidade e com a vida. Nao ha
um tnico modelo de educagido. A escola nao é o tnico lugar
onde ela acontece e, talvez, ndo seja sempre o melhor lugar.
[...]A educagao existe da familia & comunidade” [4].

Dando forca a essa forma de pensar, entendemos entao que essas respostas devem
ser devolutivas que instigarao a vontade de entender os detalhes daquele conhecimento.
O que sugere uma postura completamente oposta daquela que se vé frequentemente
apresentada por alguns companheiros de magistério, que, buscando fugir da discussao
ou do debate, seja por comodismo, seja por nao conseguir ultrapassar seus proprios
limites, respondem de forma displicente e muitas vezes até grosseira, por interpretarem
que o aluno o estda desafiando ou colocando em cheque a necessidade de prestigiar
aquele conhecimento trazido pelo professor. E muito comum escutarmos depoimentos

de colegas professores ou dos proprios alunos que a resposta do professor foi:

-“Porque vai cair na proval!”
-“Porque esta no livro!”

-“Porque vai cair no ENEM.”

Outras vezes em sala de aula somos arguidos sobre determinadas situacgoes ou deter-
minados exercicios que nao conhecemos ou nao sabemos como resolver, por tratar-se de
uma forma muito especifica de alguns contetidos dos quais nés nao estamos plenamente
familiarizados. Neste momento vemos outra oportunidade, a de mostrar ao aluno que
nao somos donos de todas as respostas e que, assim como ele, temos que buscar o es-
tudo, ou seja, nao somos detentores de todo conhecimento e nem de todas as solucoes,

mais que podemos e devemos, a todo o momento, busca-las. Segundo Varizo:

“O professor se coloca diante da classe, nao como aquele que
sabe e vai mostrar a seus alunos como resolver, mas como
aquele que, junto com a classe, vai procurar a solucao do
problema, fazendo com que os alunos usem sua capacidade
de inventar, encorajando-os a estabelecer suas préoprias con-
jecturas, as testar e ponderar suas préprias acoes e a refutar
aquelas que forem erradas ou inadequadas” [24].

Estamos convictos que uma postura um pouco mais humana e gentil neste momento
pode trazer uma enorme contribuicdo para a formacao desse aluno por dois motivos:

o primeiro, que se mostra o sentimento de querer aprender cabe em todos os niveis

18



de graduagao e ¢ o que nos tornard melhores em todos os assuntos sobre os quais nos
debrugarmos e nos empenharmos em seu estudo. Segundo, que é a oportunidade de
nos tornamos professores mais préoximos do nosso aluno, desmistificando o professor
como um ser supremo posto em um pedestal, o colocando como um amigo que, ao
lado do aluno, estd disposto a aceitar desafios e a desvendar problemas. Isso possui o
condao de aproximar alunos e professor em uma identidade capaz de gerar professores
melhores e alunos mais interessados no conhecimento que serd abordado nas aulas de
matematica.

Outro aspecto que esta extremamente entrelacado com esse modelo de comporta-
mento, é que uma resposta mais humilde pode nos revestir de uma roupagem mais
humana e menos mistica, onde o professor é uma pessoa que galgou um conhecimento,
com esfor¢o e dedicagao, nao um ser iluminado dotado de uma inteligéncia superior a
qual é inatingivel pelo aluno. Sobre isso a professora [24], acima citada, muito contri-
buiu em nossa formacao profissional enquanto professor de matematica.

Este trabalho tem por objetivo explanar e refor¢ar o argumento de que é possivel
uma forma abrangente de interacao entre a matematica e outras partes do conhecimento
cientifico, mais precisamente o biolégico. Nossa pesquisa tem o objetivo de reforcar os
alicerces que sustentam as pontes que unem fontes distintas do conhecimento onde
¢ possivel transitar livremente de uma area a outra sem nenhum constrangimento
ou interferéncia. Ou seja, busca-se mais uma vez ressaltar que se o conhecimento
verdadeiro, ele o é em todas as areas, e sob todos os prismas, mesmo que estes prismas
estejam em areas distintas do conhecimento.

E muito importante evidenciarmos que trata-se de uma relacio interdisciplinar entre
assuntos do ensino médio, onde a matemética e a biologia se juntam para adquirir
beneficios mutuos, de onde tira-se a ideia de que estas disciplinas relacionam-se de
forma simbidtica, fazendo uma pequena alusao a relacao de simbiosdﬂ, muito embora
sabemos que tal relacao é observada apenas em seres vivos.

Esse trabalho também tem a pretensao de ter a forga de romper com argumentos que
segregam importantes areas do conhecimento. Por vérias vezes encontramos aqueles
que acreditam que se um aluno é bom em matematica entao ele s6 vai gostar de fisica
ou quimica e ainda tera total repudio por biologia ou ainda que, se o aluno gosta

de bioldgicas ele entdo vai detestar a matemdtica. E importante lembrarmo-nos das

L A simbiose pode ser definida como uma associacdo a longo prazo entre dois organismos de espécies
diferentes seja essa relacao benéfica para ambos os individuos envolvidos ou nao. No meio cientifico
ainda ndo ha um consenso sobre a definigdo correta do termo simbiose[27].
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contribui¢oes de varios matematicos que destacaram-se também em outras areas do
conhecimento com suas pesquisas, tais como: Leonardo da Vinci, Leonhard Euler,
Blaise Pascal, e muitos outros que tiveram larga contribuicdo nao s6 na matematica
como também em muitos outros campos do conhecimentos.

Em nossa pesquisa buscamos mostrar que a matemética e a biologia estao conec-
tadas sob varios aspectos e também em varios pontos, estas areas sao aliadas e se
ajudam em uma sala de aula para explicar determinados fendmenos. Tal interagao
interdisciplinar pode funcionar também como as respostas para os questionamentos
acerca da finalidade de determinados assuntos, como mencionamos anteriormente. Por
conseguinte, um professor capaz de mostrar tais conexodes podera despertar um grande
interesse em suas aulas até em alunos que se encontravam distantes e indiferentes aos
conteiidos e aos problemas matematicos apresentados.

Um dos pontos fortes para a escolha do tema trabalhado sao justamente a recep-
tividade e as devolutivas dos alunos em sala de aula ao apresentamos esta forma de
abordar os conteiidos de probabilidade. Quando mostramos a conexao existente entre
a probabilidade e os assuntos de biologia, no caso, genética populacional que eles estao
estudando, nos parece que de uma forma geral, a sala mostra-se empolgada e bem
participativa, o que tem sempre muito apreco pelos professores de um modo geral.

Sob outra perspectiva, pode ser o ponto de ignicao para explodir o interesse em
matematica de alunos que antes s6 tinham olhos para a biologia, ou fazer o caminho
inverso, trazendo para seu lado a atencao tao pretendida pelos professores em uma sala
de aula.

A respeito dos aspectos da interdisciplinaridade, apresentamos o que foi discutido
no III CONEDU, Congresso Nacional de Educacao:
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“[...]Ao analisarmos os estudos de Augusto e Caldeira (2007),
percebemos que as autoras compreendem como sendo a troca
e cooperacao que envolvem a integracdo entre as disciplinas
o que rompe as fronteiras que possam existir entre elas para
que a complexidade do objeto de estudo se destaque. Para
Lenoir (2001), a interdisciplinaridade compreende trés as-
pectos fundamentais para sua efetivacdo. Primeiro, a inter-
disciplinaridade curricular, que se estabelece no ambito ad-
ministrativo; segundo, a interdisciplinaridade didética, que
compreende o planejamento do trabalho interdisciplinar a
ser realizado, aproximando os planos especificos de cada dis-
ciplina de modo a proporcionar a integracdo entre os con-
tetdos apresentados; e por fim, a interdisciplinaridade peda-

gbgica, que contempla a pratica que ocorre na sala de aula.
Entretanto, no ambiente escolar, é notério que haja a ne-

cessidade dos contetidos trabalhados serem apresentados de
forma a estimular a criatividade do aluno e possibilitar a
acao participativa dos mesmos propondo um ambiente em
que haja a interacido e a aproximacao dos diversos conhe-
cimentos adquiridos entre as varias disciplinas trabalhadas.
Para tanto, faz-se necessario a elaboracdo de um plano de
trabalho escolar com a participagéo dos professores de diver-
sas areas visando uma perspectiva interdisciplinar de ensino

(SILVA e HUSSEIN, 2015).

No entanto, a literatura apresenta alguns dos desafios pro-
postos por professores com relagdo a pratica interdisciplinar,
tais como: a inseguranca quanto a tratar de um conteido
que abrange outra disciplina, a falta de tempo para estudo
pessoal e com os colegas de outras disciplinas para que se-
jam realizadas estratégias interdisciplinares, a carga hora-
ria exaustiva também foi citada na literatura como alguns
dos desafios enfrentados pelos professores (LUCK, 2001; FA-
ZENDA, 2011). Concernente aos desafios enfrentados, o ato
de estabelecer redes coletivas de estudo e trabalho pode con-
tribuir para a socializagdo profissional e afirmagao de valores
préprios da profissao docente, em especial para pedagogia
interativa e dialdgica na producao de saberes, fato esse tao
relevante para a pratica interdisciplinar|...]” [§].

E claro que a postura e o comportamento do professor corroboram para a construgao

de uma identidade muito mais critica e investigativa diante de varios temas a serem

explorados pelo professor em uma aula interdisciplinar, mergulhado o docente em uma

caracteristica pedagogica muito mais eficiente e atenta a todos os temas que podem ser

arguidos. Considerando que falarmos sobre a pratica interdisciplinar, tendo em vista os

desafios apresentados por professores para a realizacao de tal pratica se faz necessario,
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o interesse em investigar a teméatica proposta em cada trabalho.

Aqui, este documento também tenta de forma objetiva apresentar os desafios e
as possibilidades da interdisciplinaridade na pratica docente amplamente discutida na
literatura.

Em [8], estdo destacadas algumas caracteristicas importantes e dentre elas desta-
camos a de superar da fragmentacdo do conhecimento dando lugar a uma forma mais
ampla e Unica do conhecimento e ainda, a necessidade de didlogo entre os docentes
das diversas areas do conhecimento como condicao de operacionalizacao da interdis-
ciplinaridade na pratica docente. A esse respeito temos o documento trazido pelo
VI FIEPED que é o Forum Internacional de Pedagogia, praticas interdisciplinares no

ensino da matemaética, por Rohr:

“Pretende-se criar relacdes entre as disciplinas buscando o
envolvimento, e comprometimento diante dos conhecimen-
tos, para adquirir condutas e atitudes interdisciplinares.
Para isso acontecer ha a necessidade da criacao de novos pro-
jetos, e principalmente mudanca de pensamento por parte
dos agentes no processo educacional, pois se passa de um
modelo unitario e fragmentado para uma visdo ampla com
a contribuicdo de diversas ciéncias.

A interdisciplinaridade vem sob uma perspectiva global de
ensino para articular a aprendizagem. No caso da matemé-
tica, precisamos romper com alguns paradigmas impostos
pela sociedade e historicamente constituidos.

Nos dias atuais ja estd modificando-se a era da separacao
de matérias em areas de conhecimento, em que nas aulas de
matemaéatica s aprende conceitos da area. Percebe-se que
hé uma completude de aprendizagem quando unimos mais
campos da educagdo, proporcionando um ensino globalizado
e totalizado, oferecendo situacoes problema do nosso cotidi-
ano” [L1].

A apresentacao do conhecimento em nosso trabalho, vinculando a matematica e a
biologia em sua parte de genética, ainda tem respaldo no que tange os beneficios de

uma aprendizagem de maneira interdisciplinar. Assim temos que:

22



“[...]infere que a aplicagdo do método interdisciplinar possi-
bilita ao aluno tanto a aquisicdo de conhecimento tedrico e
pratico para a solugao de situacao-problema, mediante as va-
rias areas da educagdo, como também a solucdo de questoes
de cunho intelectual. Assim, o método interdisciplinar con-
tribui para a maior assimilacao dos contetidos por parte dos
estudantes. A mesma autora ainda considera como sendo
uma pratica que visa compreender o processo de ensino e
aprendizagem de modo que supera as barreiras entre as dis-
ciplinas, impostas pela estrutura curricular tradicional sendo
a superacao das divisoes de departamentos, de grades, de sa-
beres e das relagdes que envolvem todo o sistema educacional
o primeiro ponto de partida para o sucesso dessa pratica”

.

E claro que, diante de todos esses novos paradigmas, a escola e a educacio terdo
que ser repensadas. E nesse novo cenario os professores terdao que estar cada vez mais
preparados para discussoes mais abrangentes, capazes de questionar e propor hipoteses
em uma amplitude de areas, buscando a pratica da pesquisa e reflexdo acerca dos
conteidos de outras disciplinas.

Corroborando com nossa estratégia de ensino, temos as teorias de resolucao de
problemas. Que foi muito trabalhada por varios pensadores atuantes em matematica
como George Polya, defensor de uma matematica muito mais preocupada em ter um
significado para aquele que aprende [19]. Em seu livro “A Arte de Resolver Proble-
mas” publicado em 1950 que ganhou repercussao mundial, propos a elaboragdao de um
processo dividido em quatro etapas: 1) Conhecer e compreender o problema; 2) tragar
uma estratégia de resolugao; 3) executar o plano tragado; e 4) avaliar a solugao obtida.

Em [I9] ¢é ressaltado a importancia de o professor ter o dominio do conhecimento de
sua area de formagao e buscar ter a facilidade para resolver problemas o que, a medida
que seu trabalhos se desenvolve, sera transmitida a seus alunos. Esse aspecto esta em
plena consonancia com nosso trabalho uma vez que temos o objetivo de aprimorar a
forma de resolucao de exercicios de probabilidade voltados para a biologia, bem com
a resolucao de exercicios de genética tratados sob o prisma da matematica. Assim o
professor pode alicercar a formagao de um conhecimento atuando como o mediador em
meio a esse processo, conduzindo a elaboragao das respostas esperadas por meio de
construgoes de perguntas e ainda pela propositura de problemas a serem investigados.
A esse respeito temos este matematico como um dos maiores defensores de um método
investigativo ou heuristico.

Assim nosso trabalho tem profunda relagao com o método heuristico, que é a busca
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de estratégias e de conhecimentos que possam ajudar na resolugao de problemas. A este
respeito temos que a heuristica é a arte de buscar maneiras ou caminhos de solucoes
de problemas a partir de uma abordagem criativa e investigativa de uma determinada

situagao. Deste modo nos é esclarecido:

“Heuristica, Heurética ou ‘ars inveniendi’ era o nome de um
certo ramo de estudos, ndo bem delimitados, pertencimento
a Logica, a filosofia ou a Psicologia, muitas vezes delineado
mas raramente apresentado com detalhes, hoje praticamente
esquecido. O objetivo da Heuristica é o estudo dos métodos
e das regras da descoberta e da invengao” [19].

Em [I9] nos é sugerido a estimular a metodologia de solu¢ao de problemas, se
possivel, com uma grande frequéncia, sustentando que, como é um processo de aperfei-
coamento, deve ser densamente praticado. Focando-se neste processo, o professor busca
encorajar os alunos a pensarem por si mesmos, a trabalhar suas hipoteses e discuti-las
com outros colegas, assim podendo defender suas ideias, ouvir outras e argumentar
sobre o tema abordado.

Nossa pesquisa busca entao a resposta para a seguinte pergunta:

- “E possivel, a partir de uma abordagem interdisciplinar entre a mate-
matica e a biologia, mostrar que o professor pode utilizar de outra area
do conhecimento para motivar seus alunos, mostrando que a probabilidade
pode também ser aplicada em seus estudos de genética populacional em

biologia?”

Neste trabalho primeiramente mostraremos os pontos em que podem ser aplicados
de forma conjunta os conhecimentos matematicos e biologicos, e posteriormente, quais

os resultados percebidos nesta relagao interdisciplinar.
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Capitulo 1

O que diz a Base Nacional Comum

Curricular

Definir os objetivos de toda educacgao nao é uma tarefa facil, porque ela nao depende
apenas da relacao entre educador e educando, depende do seu pais, sua cultura, da
época em que se esta vivendo e da religiao; cada povo ministra a educagao que acha
necessaria, seja ela para a vida cotidiana do individuo, seja ela para a sociedade. Por
conseguinte, temos que nos apoiar em um conjunto de normas e diretrizes que norteiam
e estruturam o ensino como um todo.

Em uma leitura sobre a Base Nacional Comum Curricular, temos a felicidade de
notar que nossa forma de pensar e de interpretar os conhecimentos matematicos con-
forme descreveremos aqui neste trabalho, estdao em plena consondncia com o que é
estabelecido em [2].

Com isso, amplia a visao acerca do que é estabelecido sobre os conhecimentos inter-
relacionados, de modo a possibilitar com que os alunos possam construir uma visao mais
integrada da Matematica com a realidade que os cerca, embasando um conhecimento
respaldado em um significado e em uma finalidade, o que é inegavelmente uma relagao
entre formas e fontes diversas do conhecimento, nao s6 académico, como também o

conhecimento cotidiano. A esse respeito temos que:
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“Em continuidade a essas aprendizagens, no Ensino Médio o
foco é a construcdo de uma visdo integrada da Matemaética,
aplicada a realidade[...]. Nesse contexto, quando a reali-
dade é a referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias
cotidianas dos estudantes do Ensino Médio, envolvidos, em
diferentes graus dados por suas condi¢es socioeconOémicas,
pelos avangos tecnologicos, pelas exigéncias do mercado de
trabalho, pela potencialidade das midias sociais, entre ou-
tros.

Tais consideragoes colocam a area de Matemética e suas
Tecnologias diante da responsabilidade de aproveitar todo o
potencial ja constituido por esses estudantes, para promover
agoes que estimulem e provoquem seus processos de reflexao
e de abstracdo, que deem sustentacdo a modos de pensar
criativos, analiticos, indutivos, dedutivos e sistémicos e que
favorecam a tomada de decisoes orientadas pela ética e o

3

bem comum” [2].

Acerca de uma forma mais participativa de trabalhar com o aluno, onde este possa
expor seu conhecimento e ainda este possa ser motivado a investigar sobre modelos e
processos relacionados com a matematica, em [2] mostra-se mais uma vez, como um
alicerce que ajuda a fundamentar e a sustentar este trabalho, entrando em consonancia
com nossa ideia que é a de desenvolver modelos e situagoes que possibilitem o apa-
recimento de um pensamento critico e investigativo, buscando ainda o conhecimento
de teorias e a propositura de estratégias criativas que possibilitem a resolucao e a elu-
cidagao de problemas, propostos pelo professor que é um mediador do conhecimento.
Neste contexto, aparecem as competéncias as serem buscadas e desenvolvidas que sao

elencadas como:

1. Desenvolver a forma de raciocinar;
2. Desenvolver formas de representagoes de modelos;
3. Comunicar-se para conseguir sugestoes e buscar ideias e criticas;

4. Argumentar sobre suas ideias e criticas.

A esse respeito [2], na pagina 519, traz ainda:
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“[...]para o desenvolvimento de competéncias que envolvem
o raciocinar, é necessario que os estudantes possam, em in-
teracao com seus colegas e professores, investigar, explicar e
justificar os problemas resolvidos, com énfase nos processos
de argumentacdo matemaéatica. Embora todas as habilida-
des pressuponham a mobilizacdo do raciocinio, nem todas
se restringem ao seu desenvolvimento. Assim, por exemplo,
a identificacdo de regularidades e padroes exige, além de ra-
ciocinio, a representacdo e a comunicacao para expressar as
generalizagoes, bem como a construcao de uma argumenta-
¢a0 consistente para justificar o raciocinio utilizado.

As competéncias que estdo diretamente associadas a repre-
sentar pressupdem a elaboragao de registros para evocar um
objeto matematico. Apesar de essa acdo nao ser exclusiva da
Matematica, uma vez que todas as areas tém seus processos
de representacgao, é em especial nessa area que podemos ve-
rificar de forma inequivoca a importancia das representagoes
para a compreensao de fatos, de ideias e de conceitos, uma
vez que o acesso aos objetos matematicos se dd por meio
delas. Nesse sentido, na Matematica, o uso dos registros de
representacao e das diferentes linguagens é, muitas vezes,
necessario para a compreensao, resolucao e comunicagao de
resultados de uma atividade. Por sua vez, o transito entre
os diversos registros de representagao pode favorecer que os
estudantes tenham maior flexibilidade e fluidez na &rea e,

ainda, promover o desenvolvimento do raciocinio.
Apés resolverem os problemas matematicos, os estudantes

precisam apresentar e justificar seus resultados, interpretar
os resultados dos colegas e interagir com eles. E nesse con-
texto que a competéncia de comunicar ganha importancia.
Nas comunicagoes, os estudantes devem ser capazes de justi-
ficar suas conclusdes nao apenas com simbolos mateméaticos
e conectivos logicos, mas também por meio da lingua ma-
terna, realizando apresentagoes orais dos resultados e elabo-
rando relatérios, entre outros registros.

Com relacdo a competéncia de argumentar, seu desenvol-
vimento pressupbe também a formulacdo e a testagem de
conjecturas, com a apresentacao de justificativas, além dos
aspectos ja citados anteriormente em relacao as competén-
cias de raciocinar e representar” [2].

-

E importante salientar que neste documento tem-se a ideia de que alguns proble-
mas encontrados em outras areas do conhecimento como fisica, quimica, biologia, etc.

podem ser trabalhados sob o prisma da matematica, corroborando com as explicacoes
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especificas de cada area, promovendo uma relacao entre as demais areas do conhe-
cimento e a matematica, fazendo com que o aluno possa interligar conhecimentos e
conectar explicacoes e, ainda, ampliando o leque de argumentos e recursos para so-
lucionar determinadas situagoes problemas que serdao propostas em uma sala. Como
consequéncia, temos uma relagao de ajuda reciproca em uma relacao interdisciplinar
entre a matematica e a biologia.

Diante disso, fica evidente que o aluno tera que reunir, no seu bojo de conheci-
mento, um conjunto de habilidades e de competéncias, que o tornara capaz de perce-
ber modelos, criar conjecturas, raciocinar e tomar decisoes sobre quais teorias poderao
ser adotadas para embasar as solugoes dos problemas matematicos. Articulando-se na
construgao de conhecimentos que atuaram de forma novamente simbidtica para o aluno,
uma vez que o aluno, ao mesmo tempo, busca conhecimento em teorias e em modelos
para solucionar um determinado problema, cresce intelectualmente, e este crescimento
intelectual, favorece e o conduz a novos desafios e a enfrentar problemas mais dificeis,
em uma busca por superacao de determinados limitagoes e de novos conhecimentos.

Neste ponto vé-se claramente outra forte conexao com nosso trabalho:

“Assim, as habilidades previstas para o Ensino Médio sao
fundamentais para que o letramento matematico dos estu-
dantes se torne ainda mais denso e eficiente, tendo em vista
que eles irdo aprofundar e ampliar as habilidades propostas
para o Ensino Fundamental e terdo mais ferramentas para
compreender a realidade e propor as agoes de intervencgao
especificadas para essa etapa.

Considerando esses pressupostos, e em articulagdo com as
competéncias gerais da Educacao Basica e com as da area
de Matematica do Ensino Fundamental, no Ensino Médio,
a area de Matematica e suas Tecnologias deve garantir aos
estudantes o desenvolvimento de competéncias especificas.
Relacionadas a cada uma delas, sdo indicadas, posterior-
mente, habilidades a ser alcancadas nessa etapa.

As competéncias ndo tém uma ordem preestabelecida. Elas
formam um todo conectado, de modo que o desenvolvimento
de uma requer, em determinadas situacoes, a mobilizagao de
outras. Cabe observar que essas competéncias consideram
que, além da cognicdo, os estudantes devem desenvolver ati-
tudes de autoestima, de perseveranca na busca de solugoes e
de respeito ao trabalho e as opinioes dos colegas, mantendo
predisposigdo para realizar agoes em grupo” [2].

Neste trabalho, mostraremos nos modelos apresentados situagoes que possibilitem
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o aparecimento de um pensamento critico e investigativo, buscando ainda o conheci-
mento de teorias e propositura de estratégias criativas que possibilitam a resolucao e
a elucidagao de problemas, e que serdo executados esses pontos de conexao com [2],
mostrando assim essa consonancia com nosso ponto de vista. Com isso iremos observar

que nosso objetivo foi alcangado.
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Capitulo 2

Assuntos matematicos preliminares

Para mostrar a relacdo entre a probabilidade e os modelos de genética populaci-
onal utilizados no ensino médio apresentaremos a seguir as preliminares matematicas
necessarias. Para mais detalhes sobre o assunto indicamos os livros Probabilidade e
FEstatistica [15] e Probabilidade: Aplica¢oes a Estatistica [16].

2.1 O triangulo de pascal e suas propriedades

2.1.1 Fatorial

E comum, nos problemas de contagem, calcularmos o produto de uma multiplicagao
cujos fatores sdo nimeros naturais consecutivos. Para facilitar esse trabalho, vamos

adotar um simbolo chamado fatorial.

Definicao 2.1.1. Sendo n um nimero inteiro maior que 1, define-se fatorial de n como
o produto dos n nimeros naturais consecutivos de n a 1. Indica-se n! (Lé-se: n fatorial

ou fatorial de n).
n=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)...(n— (n—1)) (2.1)

Sendon €N en > 1.

De acordo com a definicao: 20=2-1=2
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Observagoes:

1. Podemos escrever para qualquer n (n € N) e n > 2: nl = n(n—1)!

Observe na igualdade 8! =8-7-6-5-4-3-2-1, temos 8-7-6-5-4-3-2-1.
7!

Assim 8! =8 - 7.

2. Vamos entender o conceito de fatorial de n paran = 1 e n = 0. Em cada

extensdo, deve-se conservar a propriedade n! =n - (n —1)!

Sen=2—=n-(n—-1)!
—2=2.(2—1)
—21=2-1!
— 2-1=2-1! (dividindo os dois membros por 2)
—1=1oull=1
—1=1oull=1
Sen=1—=nl=n-(n—-1)!
S 1l=1.0!

—1=1-0!

Para que essa igualdade seja verdadeira, definimos: 0! = 1.

2.1.2 Numero binomial

Definicao 2.1.2. Dados dois numeros naturais n e p, com n > p, chamamos de

numero binomial n sobre p, indicado por (;), ao numero definido por:

(Z) - M (2.2)
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Ao nimero n chamamos de numerador do binomial, e ao numero p, denominador
do binomial.

Da Definicao [2.1.2] decorre que:
Para p = 0, temos:

Para p =1, temos:

T (1) 1!'-(%44! -

Para p = n, temos:

n\ n! ol _q
n)  nl-(n—n)  nl-0

Definicao 2.1.3. Dois niumeros binomiais sao ditos complementares se possuirem o
mesmo numerador e a soma de seus denominadores for o numerador. Dessa forma

temos que os numeros binomiais (Z) e (nﬁp) sao complementares.

() (.2)

Propriedade 2.1.2.1. Dois numeros binomiais complementares sdo iguais:
p n—p
D n—p

n! n!
p'-(n=p)!  (n=p)!-[n—(n-p)|

Demonstracao.

32



n! n!

pt- (n=p)t  (n=p)!-p!

]

Vamos colocar os nimeros binomiais (Z) em linhas e colunas de modo que os de
mesmo numerador fiquem em uma mesma linha e os de mesmo denominador fiquem
em uma mesma coluna. Substituindo-se cada niimero binomial pelo seu valor, obtemos

o tridngulo da direita que recebe o nome de Triangulo de Pascal.

(©) |

() () 11

© @ 6 12 1

6 @ 6 6 13 3 1

o O 6 6 @ 14 6 4 1
66660 — 151010 51
GG 66 6O ¢ ¢ — 16152 156 1

2.1.3 Propriedades do tridngulo de Pascal

O triangulo de Pascal apresenta varias propriedades. Vejamos algumas delas.

Propriedade 2.1.3.1. Os numeros das extremidades de qualquer linha do triangulo

de Pascal sdo iguais a 1, isso porque (8) = (”) = 1. Como demonstrado na secao

212

Propriedade 2.1.3.2. Em uma mesma linha dois binomiais equidistantes dos extre-
mos sao iguais por se tratarem de binomiais complementares. Considere, como exem-

plo, a sétima linha apresentada abaizo.

1 6 15 20 15 6 1

G G 6 666 6
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Propriedade 2.1.3.3 (Relagao de Stifel). A soma de dois elementos consecutivos de

uma mesma linha € igual ao elemento situado abaixo do sequndo elemento somado.

()66l

Demonstracao.
n n _(n+1
<p> " (p+1> N <p+1)
n! n n! B (n+1)!
pl-(n=p)!  (p+ 1! (n—p—1)1  (p+1)!-(n+1-p—1)
(p+1)-nl+(n—p)-n! (n+1)!
P+ (n=p)!  (p+ 1) (H-p=1)!

Prl+ nl 4+ nnl=pa! (n+1)!

p+D!-(n=p)  (p+ 1! (n—p)

nl+n-n (n+1)

(p+ D! (n=p)!  (p+1! (n—p)!

No triangulo de Pascal, temos entao:

(0) |

6 () L

e G 6 12 1

() BEESEN C) 113 3 1

6 ¢ 2EE 6 @) 1 406 4 1
GG 6 6 6 @ 151101051

D+ =G E+@=0( 3+3=6 4+1=5

Dessa forma é possivel construir todo o tridangulo de Pascal de maneira pratica

apenas utilizando a Relagao de Stifel.
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Propriedade 2.1.3.4 (Teorema a Linha). A soma dos elementos da linha de nume-
rador n € igual a 2. Vejamos:

1 soma = 1 = 2°
11 soma =1+ 1=2=2
121 soma =1+ 2+ 1=/ =2°
1331 soma=1+8+3+1=8=23
1 4 6 4 1

soma =1+ 4+ 4+ 4+1=16=2*

1 5 10 10 5 1 soma =1+5+10+ 10+ 5+ 1=232=2°

2 4

B0 00+ +) | som Q-0+ B+ e+ -2

Podemos escrever essa soma de forma abreviada utilizando o simbolo de somatorio

(X), que indica a soma de um certo nimero de termos. Por exemplo:

£+ () () )+ )+ ()2

De forma genérica, podemos demostrar a proposi¢ao acima aplicando o Principio
de Indugao para n natural.

o)

Se n = 0 temos Sy = (O

0) =1=2° Agorasen =1 tem-se S| = (é)—l—(i) =1+1=
21,
Suponhamos entdo que o resultado é véalido para todon = 1,--- , k, isto é, Sj, = 2.

Mostraremos entao que o mesmo ¢ valido para n = k + 1, ou seja,

E+1 N k+1 oy k+1
0 1 k+1
Temos que (k—(ﬁ)—l) 1 (k#) 4ot (fk( :11) Aplicando pela relagao de Stifel, Propriedade

2.1.3.3| nas parcelas da soma que estao entre a primeira e a ultima parcela, e utilizando
o fato de que (g) = (kgl) e (Zﬁ) = (Z), tem-se que

k+1
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()0 C)- (e ()0 0)

Reescrevendo,

() () (00 0)

Ou seja, Sp11 = 25, e como por hipétese de inducdo vale que S, = 2* concluimos
que Spy1 = 2 - 28 = 2M1 Assim a propriedade é valida para todo n € N.
Tem-se também uma relagao andloga para a soma dos termos de uma coluna do

Triangulo de Pascal. Ela afirma que:
1 2 3 1
(- C7)- 050321
p p p p p p+1

2.1.4 Estudo do bindmio de Newton

Uma aplicagao do calculo combinatorio é o desenvolvimento da poténcia n-ésima

do binémio (z + a). Observe os seguintes desenvolvimentos da poténcia (z + a).
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0
n:0—>(a:+a)0:1—>(x+a)0:<0>a0x0
1 1 Do v, (1) 10
n=1—(x+a) =lx+la— (r+a) = ofe T tl e
2 2 2 o _ (2 02 (2) 11, (2) 2 0
n=2-=(x+a)=12"+2ax+ 10" = (r+a)° = oJa e e +], )%

3 3
n=3— (r+a)= 12"+ 3a2® + 3a*r + 1a* = (v +a)* = <0>a0x3 + < >a1x2+

1
3 3
<2> a’xt —+ <3> a’z®

n:4—>(:E—I—a)4:1:L‘4+4ax3+6a2m2+4a3—|—1a4—>(x+a)4:(

4 4 4 4
<1> et o <2> 2?4 (3) el 4 (4) A0
(x+a)" = <g> a’x"™ + <T> az" ! 4 (Z) a’x" i+ <ni1> a" ot 4 (Z) a™x®

De posse das consideracoes feitas chegamos ao seguinte resultado,

4

0.4
O)ax—i—

Teorema 2.1.1. Dados x € R en € N, vale a relacao:

(x+a)" = (g) a’z" + (T) az" ' 4 <Z> a?r™ i 4t <n21> a" ot + (Z) a™z?

Essa relacao é conhecida como Formula do Binomio de Newton

Observacoes:
1. O desenvolvimento de (x + a)™ possui (n + 1) termos;
2. Os expoentes de x decrescem de n até zero;

3. Os expoentes de a crescem de zero até n;
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4. O expoente de a é igual ao denominador do coeficiente binomial e o expoente de

x é igual a diferenga entre o numerador e o denominador de tal coeficiente;
5. A soma dos expoentes das variaveis, em cada termo, é sempre n.

Usando o simbolo de somatério: (z +a)" = >7_, (g) -aP - 2"P (Desenvolvimento

segundo os expoentes decrescentes de x).

2.1.5 Estudo do termo geral do binémio de Newton (x + a)".

Observe o desenvolvimento: (x + a)" =
1° termo: 171 =Ty = (g
2° termo: 1o =T = (
3° termo: 15 =154 = (

(

4° termo: 1) =15, =

De maneira geral, um termo qualquer de ordem k + 1 é dado por
n _
Tk+1 — <k> an k xk

Observacao:

Para o desenvolvimento de (x — a)" = [z + (—a)]”

2.2 Analise combinatoria

Nesta parte estudaremos Andlise Combinatoéria, ferramenta de grande utilidade em

nosso trabalho.
Para melhor compreensao a respeito do estudo de Anélise Combinatoria, podemos

indicar [10], [14], [17], [9] e [13].
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2.2.1 Principio fundamental da contagem

E o principio mais intuitivo de contagem, que consegue mostrar o nimero de pos-
sibilidades de um evento sem que, necessariamente seja preciso descrever todas elas.
Os exemplos analisados a seguir sugerem que, se um acontecimento é composto de

n etapas sucessivas e independentes, de tal forma que:
e p; seja o numero de possibilidades da 1?* etapa;
e 1, seja o numero de possibilidades da 2* etapa;

e p3 seja o numero de possibilidades da 3* etapa;

e p, seja o numero de possibilidades da n-ésima etapa, entao.

O ntmero de possibilidades P de acontecimento se realizar é dado por:

P=p-py-ps--py .

Esse é o principio fundamental da contagem.

2.2.2 Arranjo simples

Neste modelo, notaremos que trata-se de uma extensao do Principio Fundamental
da Contagem para os casos em que nao existem possibilidades de repeticoes de ele-
mentos escolhidos e que a diferenciacao entre grupos pode se dar tanto pela ordem dos
elementos no grupo, quanto pela natureza destes.

Com os elementos do conjunto I = {a,b, c,d}, vamos formar todas as sequéncias

possiveis de trés elementos distintos:

(a,b,c) (a,b,d) (a,c,d) (b,e,d) (acb) (adb) (adec) (b,dc)
(ba,c) (b,a,d) (c,a,d) (¢,b,d) (b,c,a) (b,da) (c,da) (cdb)
(c,a,b) (d,a,b) (dya,c) (d,c,b) (¢,b,a) (db,a) (d,c,a) (d,b,c)

Tais sequéncias sao chamadas de arranjos simples dos quatro elementos de [
tomados trés a trés. Isto é, um arranjo simples de trés elementos de I é qualquer

sequéncia formada por trés elementos distintos de 1.
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Observe que dois arranjos simples quaisquer se diferenciam ou pela ordem dos

elementos ou pela natureza dos elementos que os compoem. Por exemplo:

e (a,b,c) # (b,c,a) (diferem pela ordem dos elementos);

e (a,b,¢) # (a,b,d) (diferem pela natureza dos elementos).

O numero de arranjos simples de quatro elementos distintos tomados trés a trés é
indicado pelo simbolo A, 3 e pode ser calculado pelo principio fundamental de contagem.

Devemos distribuir os quatro elementos do conjunto I em trés casas, sem repeticao:

1° elemento 2° elemento 3° elemento

Ayg = 4 - 3 : 2 =24

A seguir apresentamos a definicao de arranjo simples para todo niimero natural n.

Definigao 2.2.1. Seja I = {ay,az,as, - ,a,} um conjunto formado por n elementos
e seja p um numero tal que p < n. Chama-se arranjo simples de p elementos de

I toda sequéncia formada por p elementos de I distintos.

Consideremos a igualdade: A, , =n(n—1)(n—2)- --- -(n—p+1)
Multiplicando e, ao mesmo tempo, dividindo o segundo membro dessa igualdade

por (n—p)!, temos:

n—p)!
An,p = n(n_1>(n_2) ’ ' <n_p * 1> En—];;!
Any n(n—1)(n-2)- -+ - (n—p+1)(n—p)!
’ (n—p)!
4 - n!
" (n-p)!

Essa ¢ a féormula que calcula A, , através de fatoriais.
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2.2.3 Permutacoes simples

Neste modelo de contagem a diferenciagao entre os grupos ocorre apenas pela ordem
dos elementos que o compoe, uma vez que participam todos os elementos, nao é possivel
portanto, ocorrer a diferenciacao pela natureza.

Ao formar os niimeros naturais de trés algarismos distintos com os algarismos 4, 5

e 8, estaremos arranjando esses trés algarismos trés a trés, sem repeticao, assim:

458 584 485 845 548 854

Observe que dois quaisquer desses arranjos se diferenciam apenas pela ordem de seus
elementos componentes, e nao pela natureza desses elementos, pois todos os niimeros
sao formados pelos mesmos algarismos 4, 5 e 8. Por isso, dizemos que cada um desses

agrupamentos ¢ uma permutacao simples dos algarismos 4, 5 e 8.

Definigao 2.2.2. Seja M = {ay,as, a3, - ,a,} um conjunto comm elementos. Chama-
se permutacdo simples dos n elementos de M todo arranjo simples desses n

elementos tomados n a n.

Calculo do niimero de permutacoes simples de n elementos distintos

Seja A = {ay,as,as, - ,a,} um conjunto com n elementos. O nimero de permuta-
¢oes simples dos n elementos de I, que indicamos por P,, ¢é igual ao nimero de arranjos

simples desses n elementos tomados n a n, isto é:

| | |
Pn=Apn = -—— = — = — =nl. Assim temos: P, = n!
(n—m)! 0 1

2.2.4 Combinacoes simples

Neste modelo de contagem cada grupo diferencia-se do outro apenas pela natureza
dos elementos que o constituem, neste caso, a ordem dos elementos nao pode promover
diferenciagoes.

Dado o conjunto I = {a, b, ¢, d}, vamos formar todos os subconjuntos de I com trés

elementos:

{a,b,c} {a,c,d} {a,b,d} {b,c,d}
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Tais subconjuntos sao chamados de combinacgoes simples dos quatro elemen-
tos de I tomados trés a trés. Ou seja, uma combinacao simples de trés elementos
de I é qualquer subconjunto de I formado por trés elementos.

Observe que duas combinagoes simples quaisquer se diferenciam apenas pela natu-

reza dos elementos e nao pela ordem de apresentacao desses elementos. Por exemplo:
e {a,b,c} #{a,b,d} diferem pela natureza dos elementos;
e {b,c,d} ={c,b,d} a ordem dos elementos nao altera o conjunto.

Definigao 2.2.3. Seja A = {ay,as,as, -+ ,a,} um conjunto formado por n elementos
e seja p um numero natural tal que p < n. Chama-se combinagdo simples de p

elementos de A todo subconjunto de A formado por p elementos.

Calculo do niimero de combinagoes simples de n elementos distintos tomados
pap.

Para efetuar este célculo, vamos relacionar o niimero de combinagoes simples com
o numero de arranjos simples de n elementos tomados p a p.

Voltemos ao exemplo da subsegao [2.2.4 As combinagdes simples dos elementos de
A ={a,b,c,d} tomados trés a trés sao {a,b,c}; {a,b,d}; {a,c,d}; {b,c,d}. Indicando
por Cy3 o numero de combinagoes simples de 4 elementos tomados trés a trés, temos
(43 = 4. Cada uma dessas combinacoes gera 3! arranjos simples dos quatro elementos
a, b, c,d tomados trés a trés.

Observe:

(a,b,c) (a,b,d)

(a,c,b) (a.d.b)
. b.a.c) ) (h.a.,d) .
{a,b,c} KO EHONL oy arranjos {ﬂ' b,d} : 3! arranjos
R (b,c,a) (b.d,a)
Combinagdo (c,a,b) Combmacao (d,a,b)

Lok ca) td Jba)

(a,e,d) (b,c,d)
(a,d.c) (b.d,c)
- 5 . (¢,b,d) .
{a,e,d)} :(.n’ f;: 3! arranjos 1b c,d} é(( i | 3 @rranjos
c,a,d sty
\_V_J
- e . (d.,e,b
Combinacdo (d.c.a) Combzna¢a0 )

(d.a,c)] (d.b,c))

Figura 2.1: Diagrama de todas as possiveis combinagoes de {a, b, ¢, d}.
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Assim, multiplicando por 3! o nimero C} 3 obtém-se o ntimero Ay 3, isto é: Cy3-3! =
A4’3.

Generalizando esse raciocinio para os nimeros naturais n e p, com n > p, obtém-se
a férmula para o cdlculo do ntimero de combinagoes simples, indicado por Cj, .

Observe que:

Crp D= An,
n!
Copopl =
’ (n—p)!
n!
Chp=—r
T pl(n—p)!

[©N

Note que C,,, = ou seja, a combinacao de n elementos tomados p a p,

n!
pl(n—p)!’
numericamente igual ao nimero binomial de n sobre p.

2.2.5 Permutacoes com elementos repetidos

[©N

Anteriormente foi dito que o nimero de permutagoes de n elementos distintos
dado por: P, = n!.

A seguir mostraremos como calcular o nimero de permutacdes com elementos re-
petidos. Esse calculo pode ser entendido a partir do problema a seguir.

Qual é o nimero de anagramas da palavra OSSOS?

Um anagrama é uma espécie de jogo de palavras, resultando do rearranjo das letras
de uma palavra ou expressao para produzir outras palavras ou expressoes, utilizando
todas as letras originais exatamente uma vez [26].

Se as b letras dessa palavra OSSOS fossem distintas entre si, terfamos 5! anagra-
mas. Porém, ao permutar letras iguais, a palavra nao se altera, por isso, concluimos
que o numero de anagramas é menor que 5!.

Para calcular esse nimero de anagramas, vamos colocar indices nas letras, considerando-
as como elementos diferentes, isto é: 0151.59,05S5.

Em cada sequéncia dos elementos Oq, S1, S, Os, S3, se permutarmos Sy, Sy e Ss,

entre si, obteremos 3! - 2! sequéncias diferentes. Por exemplo:
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S15:010:83
S1S3010:S3
S251010:S3
S2S:010:S
S351010:S:
535201028
5152020483
S1830:2018;
S25:0,0S;
S2S10201S3
S3510:01S:2
S3S:0:0:S; J

$18:010:8; € 3. 20=12

Figura 2.2: Anagrama da palavra OSSOS.

Porém, se eliminarmos os indices nessas 12 sequéncias, teremos o mesmo anagrama
SSOO0S.

Analogamente, se eliminarmos os indices nas 5! sequéncias dos elementos O1, S1, Sz, O, S5,
obteremos grupos de 3!-2! anagramas iguais. O niimero de grupos assim obtidos é exa-
tamente o nimero de anagramas distintos da palavra OSSOS. Esse ntimero é: 3%, ou
seja, ha 20 anagramas distintos da palavra OSSOS.

Assim podemos definir como a Permutacao Com Elementos Repetidos com sendo
todo agrupamento com repeticao no qual cada grupo se difere do outro pela simples
troca de posicao entre elementos distintos. Neste caso a permutagao entre elementos

iguais nao altera o grupo.

2.3 Estudo de probabilidade

Nesta parte faremos o estudo de probabilidade, conhecimento de grande importan-

cia em nosso trabalho.
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Para melhor compreensao a respeito do estudo de Probabilidade, podemos indicar
[10], [14], [17] e [9].

2.3.1 Experimento aleatdrio

Um experimento é aleatorio ou nao deterministicos quando estiverem presentes as

seguintes caracteristicas:

1. O experimento pode ser repetidos por um niimero determinado de vezes em con-

digdes semelhantes;
2. Sao conhecidos todos o possiveis resultados do experimento;

3. O resultado de cada experimento nao pode ser determinado antes de sua ocor-

réncia.
Exemplos:
e Lancar 3 moedas e observar as faces voltadas para cima;
e Retirar 1 carta de 1 baralho com 52 cartas e observar o seu naipe;

e De uma urna contendo 4 bolas brancas e 5 vermelhas, retirar 1 bola e observar

sua cor;

e Abrir 1 livro ao acaso e depois observar os nimeros das duas paginas.

2.3.2 Espacgo amostral

Espaco amostral é o conjunto de todos os resultados possiveis de ocorrer num ex-

perimento aleatério. Esse conjunto sera indicado pela letra S ou U.

Exemplo: Quando se lancar 2 moedas e se observarem as faces voltadas para cima,
sendo as faces da moeda cara (c) e coroa (k), o espago amostral do experimento é:
S = {(c,c), (e, k), (k, k), (k,c)} onde o nimero de elementos do espago amostral

n(S) é igual a 4.
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2.3.3 Evento

Evento (E) é qualquer subconjunto de um espago amostral. Muitas vezes um evento

pode ser caracterizado por um fato.

Exemplo: No lancamento de 2 moedas.

1. E;: aparecem faces iguais. Portanto Fj : {(c,c), (k,k)}. Neste caso, o nimero

de elementos do evento E; é n(E;) = 2.

2. E,: aparece cara em pelo menos 1 face. Portanto Es : {(c,¢), (¢, k), (k,c)} Neste

caso, o numero de elementos do evento Fy é n(FEs) = 3.
Analisaremos alguns eventos particulares, através de exemplos.

3. Evento certo: evento que possui os mesmos elementos do espago amostral, (E =

S).
Exemplo Ej3: a soma dos resultados nos 2 dados é menor ou igual a 12.
4. Evento impossivel: evento igual ao subconjunto vazio do espago amostral.

Exemplo: F4: Em uma dado de seis faces, se obter o nimero 7 no lancamento.
E,=o.

2.3.4 Calculo de probabilidade

Considerando um espago amostral U, ndo-vazio, e um evento E, sendo E C S, a

probabilidade de ocorrer o evento E é o nimero real P(FE), tal que:

P(E) =43 e < P(E) < (1 ou 100%)

Sendo U um conjunto equiprovavel, ou seja, todos os elementos tém a mesma

“chance” de acontecer.

n(E): nimero de elementos do evento F;

n(U): nimero de elementos do espago amostral U.
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Exemplo:
Langando-se um dado, a probabilidade de sair um ntimero impar na face voltada

para cima é obtida da seguinte forma:

U=1{1,2,3,456 nU)=6

E=1{1,3,5) n(E) =3

P(E):n():zzizm%.

2.3.5 Adicgao de probabilidades

Sejam A e B eventos de um espaco amostral U equiprovavel, finito e nao-vazio.

U
A B

Figura 2.3: Representacao dos eventos A e B dentro do espaco amostral U.
A probabilidade de ocorrer um elemento de A ou de B, indicada por P(A U B), é:

~ n(AUB)
P(AUB) = O
Como n(AU B) =n(A) + n(B)—n(AN B), temos:

n(A) +n(B)—n(AN B)
n(U)

P(AUB) =

ou seja,




P(AUB) = P(A)+ P(B)-P(AN B)

Exemplo: No lancamento de um dado, qual a probabilidade de o niimero obtido ser
multiplo de 2 ou de 37

Multiplos de 2: A = {2,4,6};

Multiplos de 3: B = {3,6}
Podemos notar que AN B # @, entao P(AUB) =P(A) + P(B)-P(ANB)
* P(A) = 3/6
* P(B) = 2/6

* P(ANB)=1/6

P(AUB) = P(A)+ P(B)-P(ANB)

111
PAUB) =+ 4 -1
( )=5137%
4 2
PAUB) = - = ©
( ) 5= 3

Portanto a probabilidade de ser multiplo de 2 ou de 3 serd de 2/3.

2.3.6 Eventos complementares

Seja U o espago amostral de um experimento aleatorio e seja A um evento de U,
chama-se evento complementar de A, que se indica por A, o evento que satisfaz as

seguintes condigoes:

AUA=U ANA=go

Representando o complementar de A por meio de diagramas, temos:
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Figura 2.4: Representacio do evento A e seu complementar A.

O circulo representa o evento A e a regido mais escura representa o complementar

de A. Note que A é formado por todos os elementos de U que nio pertencem a A.

n(A) +n(A) =n(U)

Dividindo toda equagao por n(U), temos:

P(A)+ P(A) =1

Exemplo: No lancamento de um dado equilibrado, qual a probabilidade se obter um
nimero que nao seja composto?

Considere o lancamento de um dado equilibrado um experimento aleatério em que
os resultados possiveis podem ser observados em sua face superior. Seja o evento “sair

um numero composto” pode ser representado pelo seguinte conjunto:
E ={4,6}

Portanto a probabilidade de ocorréncia do evento (E) é dada por:

Nesse caso, o evento complementar de E (E) é o conjunto:
E={1,23,5}
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Isso porque o evento complementar de E é o conjunto formado por todos os
elementos do espago amostral que nao pertencem a E. Nesse exemplo, portanto, se
o numero de elementos do evento n(FE) for dois, o nimero de elementos do evento

complementar n(E) serd igual a quatro.

Para determinarmos a probabilidade de E podemos fazer:

P(E)+ P(E) =1

_ 1 2
PE)=1--=—-.
3 3

Nestas condigoes, a probabilidade de se obter um niimero que nao seja composto é

2
de s

2.3.7 Probabilidade condicional

Definicao 2.3.1. Denomina-se probabilidade de A condicionada a B, a probabilidade

de ocorréncia do evento A sabendo-se que vai ocorrer ou jd ocorreu o evento B.

n(AN B)

P(A/B) = = s

(2.3)

Uma outra maneira de expressar a probabilidade condicional dos eventos ¢ dividindo

o numerador e o denominador do segundo membro por n(U) # 0:

n(ANB)

. P(ANB
P(A/B) = —3 —>P(A/B):(P(B> )

n(U)

Exemplo: No sorteio de um ntimero natural de 1 a 10, sabe-se que ocorreu um nimero
par. Qual é a probabilidade de que esse nimero seja maior que 47
O espago amostral desse experimento é: U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, n(U) = 10
Consideremos o evento A, formado pelos nimeros pares de U, e o evento B, formado

pelos nimeros de £ maiores que 4.
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Figura 2.5: Representacao do espaco amostral U, eventos A e B e suas intersegoes.

Desta forma temos que:

3
P(BNA) 10 3
5 5

PBIA) = =g =4 =
10

Nestas condic¢oes, a probabilidade de o niimero ser maior que 4 dado que é par é de

2.3.8 Eventos independentes

Definicao 2.3.2. Dados dois eventos, A e B, sdo ditos independentes quando a pro-
babilidade do evento A condicionado a B “P(A/B)” é igual a prépria probabilidade de

A “P(A)”, dessa forma teremos:

P(ANB)
“ppy T WB)

P(ANB)

B P(A) (2.4)

P(ANB) = P(A)- P(B)

Generalizando, se um acontecimento A é composto por varios eventos sucessivos e
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independentes, de tal modo que:
e O 1° evento é A e sua probabilidade é P(A);
e O 2° evento é B e sua probabilidade é P(B);

e O 3° evento é C' e sua probabilidade é P(C);

e O K-ésimo evento é K e sua probabilidade é P(K).

Entao a probabilidade de que o evento A, B,C,--- , K ocorram nessa ordem é:

Exemplo: Em uma gaveta temos 15 camisas, das quais, cinco sao de gola polo e
o restante, de gola normal. Retirando duas camisas sucessivamente ao acaso e sem

reposi¢ao, qual é a probabilidade de as duas camisas serem de gola polo?
Camisetas gola polo sao 5.
Camisetas gola normal sao 10.

Dessa forma, temos que a primeira retirada deve ser a polo e a segunda retirada

deve ser polo, assim temos:

5 2
1° polo e a 2° polo — P(1° polo) - P(2° polo) = 5 14~ o0

Portanto, a probabilidade de retirarmos duas polos sera de %

2.4 Estudo da distribuicao binomial de probabili-

dade

Outro instrumento que muito vai ajudar em nosso trabalho é a distribui¢do binomial
de probabilidade. Uma forma muito légica de tratar as chances, como poderemos

perceber.
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Defini¢ao 2.4.1. De acordo com o professor Morgado et al.[17] temos que, seja um
experimento X composto por apenas dois eventos complementares do tipo sucesso e
fracasso, seja k o numero de sucessos obtidos na realizacao de n ensaios independentes
deste experimento, neste caso, este é conhecido como ensaio de Bernoulli. Desta forma
n—k, é o numero de fracassos obtidos. Sejam ainda a probabilidade do sucesso igual
a p(S) e a probabilidade do fracasso p(F) = 1—p(S), constantes em cada realizagio
destes ensaios, assim:

Diremos que X tem distribuicao binomial com parametros n e p(S), em que K € a

probabilidade de sucesso em cada ensaio, se sua funcao de probabilidade for dada por:
Pe) = (ot oy (25)

Considerando-se esse experimento X, observa-se a probabilidade de ocorrer um
evento p(.S) (sucesso), assim como o seu complementar p(F) (fracasso ou insucesso), em
n tentativas independentes. A probabilidade de ocorrerem k sucessos e n—k fracassos

¢ dada pelo termo geral do bindémio de Newton [p(S) + p(F)]™.

sendo p(S) a probabilidade de sucesso em k ten-

P(X) = (")p(S)k -p(F)"* | tativas e p(F') = 1—p(S) a probabilidade de fra-

Casso.

Consideracoes:

e “Sucesso” e “fracasso” aqui apenas representam ocorréncia que se excluem e se

completam;

e Se ocorre um sucesso, nao ocorre um fracasso, e vice-versa, ou seja, sdo eventos

complementares e mutuamente exclusivos;

e A probabilidade do sucesso e do fracasso permanecem sempre constantes em cada

um das n tentativas.

Usaremos esses argumentos matematicos para trabalhar algumas situacoes trazidas
pela biologia.

Para melhor compreensao a respeito do estudo da probabilidade podemos indicar
[17], [16], [18] e [15].
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Capitulo 3

Conceitos de genética populacional

que utilizam os conhecimentos da

probabilidade

E importante dizer que este trabalho ndo tem a pretensao de ser a base de conhe-
cimentos de biologia e sim tenta mostrar uma intersecao entre esses conhecimentos a
partir da visdo de um professor de matematica.

A parte da Biologia conforme tratam [22], [3] e [12] que estudam a distribuigao
e alteragoes nas frequéncias de alelos devido a intervencao de elementos como a se-
lecao natural, a derivagdo genética, as caracteristicas evolutivas atuando como forgas
interventoras e ainda a presenca de mutacoes. E também por meio dessa genética po-
pulacional que se busca explicar alguns fendmenos como a especiagao de alguns grupos
e a adaptacao ao ambiente que determinados grupos apresentam em seus habitats.

Este ramo explica que a adaptagao pode ser por meio de norma de reagao vinculando
a conceitos evolutivos extremamente modernos.

Os conceitos deste ramo da biologia apoiam-se no fato de que, levando-se em con-
sideracao determinadas questoes em uma populagao, tais como a auséncia de selecao
natural e de mutacdo no habitat, auséncia de migracao de espécies e populagdes em
grande numero, a frequéncia dos alelos e dos pares genotipicos podem ser calculadas

segundo formulas mateméaticas de probabilidade e eventos complementares que, na
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biologia, sao chamadas de férmulas derivadas do Principio do Equilibrio de Hardy-
Weinberg.
Considerada em locus, com apenas dois alelos segregando e observados em uma

populagao diploide de reproducao sexuada, temos:

e Seja f(A) = p a probabilidade de que um alelo sorteado ao acaso na populacao

seja “A”. Na biologia tal probabilidade é chamada de frequéncia relativa de “A”;

e Seja f(a) = g a probabilidade de que um alelo sorteado ao acaso na populacao

seja “a”. Novamente, aqui na biologia tal probabilidade é conhecida como a

frequéncia relativa de “a”.

Consideradas sem intervencio externas, essas probabilidades sdo mutuamente ex-
clusivas, ou seja, p + ¢ = 1, portanto em biologia diz-se que as frequéncias de “A” e

(1))

a” somam 100%.

No estudo desses alelos, utilizando de um método didatico, temos que, “a” repre-
senta o alelo recessivo e “A”, o alelo dominante. As frequéncias relativas de cada alelo
também representam as respectivas frequéncias de gametas disponiveis para formar os
individuos da préxima geracao nesta populagao.

Para o par de alelos “A” e “a” temos trés situagoes em relacao a formacao de zigotos
ap6s uma rodada de acasalamentos aleatoérios, isto é, “A” e “a” podem formar trés tipos

de pares distintos:

o f(AA) = f(A)- f(A) = p-p=p? (par de alelos dominantes) que é a frequéncia
de gendtipos “AA”;

o f(Aa)=1[f(A)- f(a)]+[f(a)- f(A)] =2 p-q (par de alelos distintos formando

heterozigotos), que é a frequéncia de gendtipos “Aa”;

o f(aa) = f(a)- f(a) = q-q = ¢* (par de alelos recessivos) que é a frequéncia de

gendtipos “aa’”.

Note que os resultados obtidos para essa distribui¢cao binomial é exatamente analoga

A expansao do bindémio de probabilidade (p + ¢)?, ou seja,

(p+q)?=p"+2pg+¢*=1.
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As frequéncias dos trés genétipos possiveis somam 100% e podem ser representadas

pelo diagrama abaixo.

A a
A | AA Aa
a | Aa aa

Tabela 3.1: Representacao dos possiveis gendtipos.

f(AA) = f(A)- f(A)=p-p=1°
f(Aa) = [f(A) - fa)]l + [f(a) - f(A)] =2-p-q
flaa) = f(a)- f(a) =q-q=¢*

Para melhor compreensao a respeito do estuda da probabilidade podemos indicar
[22], [3], [12] e [23].
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Capitulo 4

Apresentacao dos problemas de
genética populacional que serao
submetidas a analises matematicas

em probabilidade

Nesta parte do nosso trabalho mostraremos com sao os problemas que podem ser
discutidos de forma conjunta entre a biologia e a matematica, juntando as possibilidades
e as variabilidades conhecidas na genética com os estudos da andlise combinatoéria e
probabilidade.

Ao direcionarmos um olhar para [2], em relagdo a abordagem dada a Resolugao
de Problemas, percebemos que ela aparece de alguma forma em todas as unidades te-
méticas do ensino fundamental - Nimeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas
e Probabilidade e Estatistica. Tal abordagem estd direcionada a aplicacao de situa-
coes via Resolucao de Problemas para alcancar habilidades, atitudes e competéncias
desejadas.

Diferentemente do PCN, no ensino fundamental, nao percebemos na versao final
apresentada em [2] do ensino fundamental, j& homologada, uma abordagem especifica

para a formalizacao de contetidos matematicos por meio da Resolu¢ao de Problemas
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enquanto metodologia e/ou estratégia de ensino.

Os problemas apresentados a seguir foram observados e discutidos com professores
de biologia com os quais temos a imensa honra e prazer de trabalhar. Aqui quero
deixar meu testemunho de que ao interpelar colegas de outras areas, estes sempre
se dispuseram prontamente a debater suas formas de explicar os pontos relativos a
genética que sao trabalhados e a forma com que sao abordados nas salas de segundo e
terceiro anos do ensino médio. Portanto os problemas que apontaremos a seguir foram
trabalhados sob o ponto de vista dos professores de biologia e, é claro, da matematica.

Os problemas que serdao aqui apresentados sao aqueles que varias vezes utilizamos
como exemplos para nossa explicagoes de probabilidade nas turmas de segundos e

terceiros anos do Ensino Médio.

4.1 Problema 1

O professor de biologia propoe aos seus alunos o seguinte problema: Se dois indivi-
duos heterozigotos recessivos para uma determinada caracteristica, como por exemplo,
albinismo, tiverem 5 filhos, entao qual a probabilidade de 3 serem de albinos e 2 apre-
sentarem pigmentagao normal, sabendo que para a crianca ter fenétipo de albinismo

ela deve ser necessariamente recessiva?

4.1.1 O problema segundo a é6ptica do professor de biologia

Se os individuos sao heterozigotos recessivos para a caracteristica citada, entao eles
sao necessariamente Aa, desta forma, fazendo o cruzamento genético desses individuos
temos:

‘ A a

Al AA Aa
a | Aa aa

Tabela 4.1: Representacao dos possiveis cruzamentos genéticos.

Desta forma temos que:

e AA — Representa o individuo homozigoto dominante logo tera pigmentagao nor-

mal;
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e Aa — Representa o individuo heterozigoto e tera fendtipo de pigmentagao nor-

mal;

e aa — Representa o individuo homozigoto recessivo logo tera fenotipo de albi-

nismo.

Assim a probabilidade de o individuo nascer com pigmentacdo normal é 3/4 e a
probabilidade de o individuo nascer com caracteristica de albinismo é de 1/4.

Como sao cinco filhos e dois terao pigmentagdo normal e trés serao albinos, temos:
5 (3)2 (1)3_10 9 1 45
3) \4 4) 77 16 64 512

4.1.2 O problema sob o olhar do professor de matematica

Devemos perceber que para discutirmos a resolugao de problemas matematicos
temos que entender que nao trata-se apenas de acertar o gabarito ou a resposta de
uma questao, trata-se de uma construcao cognitiva de conhecimento, reunindo um
conjunto de habilidades que o tornarao competentes para tracar estratégias de uma
resolucao. A este ponto entendemos que o resultado nao deve ser implementado assim
tao direta com respostas prontas na aprendizagem dos alunos, como também nao deve
ser desenvolvida de forma isolada, deve portanto vir como fruto de um labor cognitivo.

Neste ponto nos parece importante dizer que o professor de matematica tenha um
conhecimento minimo sobre a forma com a qual é aplicado o conhecimento matematico
em outras areas de conhecimento, neste caso em biologia e mais precisamente em
genética. Pois bem!

O professor de matematica entao pode fazer a seguinte interpretagao implementando
os conhecimentos matematicos e biolégicos acerca do exemplo tratado.

Seja a probabilidade de um individuo ter albinismo P(Ab) representado por A e a

probabilidade de o individuo ter pigmentagao normal P(N) = N entdo temos que:
P(Ab)=A=1/4e P(N)=N =3/4

Note, que sdo eventos complementares (uma observagao importante para relembrar

com os alunos tal ponto da matéria de probabilidade)
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Fazendo a distribuicao de todas as probabilidades do experimento desses cinco

filhos:
9\ 5 o 4 9\ 1273 9\ (32 9\ 14 5\ 15
<0>N—I—<1>AN+<2>AN+3AN+4AN+ 5A

Neste momento é importante observar com os alunos que a expansao binomial acima

descrita é a expansao de (N + A)5, portanto temos que:
(N + A)° = (g) N° + G) AN* + @ APN® + @ A3N? + @ AN + @ AP

Onde os coeficientes numéricos obtidos na expansao binomial sdo aqueles que en-

contramos na sexta linha do triangulo de pascal, assim teremos:

(N + A)°> = 1N° + 5AN* + 10A*N? + 104°N? + 5A*N + 14°

Para facilitar a identificacdo de cada termo na expansao binomial acima, denota-
remos de P, a probabilidade correspondente ao primeiro termo obtido na expansao,
ou seja, P, = 1N?®; P, a probabilidade correspondente ao segundo termo obtido na
expansdo, ou seja, P» = 5AN?; e assim sucessivamente.

Podemos agora perceber que a pergunta feita pelo professor de biologia representa
o quarto elemento da expansdao binomial acima descrita, ou seja, a probabilidade de
trés filhos serem albino e os outros dois filhos com pigmentacio normal é P = 1043 N?,

substituindo pelos valores das probabilidades acima mencionados teremos:

3 2
P:lO-A3-N2:10~(1) (3> _ .2 L_ 5
1 1 64 16 512

Neste momento é muito importante o professor mostrar que além do resultado es-
perado para a pergunta do professor de biologia, o aluno pode ver, como se manifestam
todas as probabilidades desse experimento e, imediatamente, usando a expansao que

estd sendo exibida no quadro, fazer algumas perguntas do tipo:
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“Qual a probabilidade deste casal ter apenas um filho albino e os outros

quatro de pigmentacao normal?”

Deixe o aluno perceber que se trata do segundo termo obtido na expansao do
bindémio de Newton, ou seja, tal probabilidade ¢ P, = 5AN?, logo, com a substituicao

dos valores temos

N /304 1 81 405
2=9 > 1 4 > 1956 1024 39,55%

Vemos aqui a importancia de que essas perguntas possam funcionar como um reforgo
positivo, para que o conhecimento que agora se liga entre a matematica e a biologia,
uma vez que, ao tempo que da mais oportunidade para que o aluno traga para seu
plano cognitivo a compreensao do tridangulo de Pascal e de Binomio de Newton, que
muitas vezes é apresentado de uma forma extremamente técnica e abstrata, totalmente
desconectada de uma aplicabilidade, visualiza também a possibilidade de garantir com
que o aluno reforce a confianga e a seguranga sobre o assunto que esta sendo abordado.

Neste ponto nosso trabalho revela-se em grande comunhao de ideias com o ensino
e a aprendizagem através da Resolugdo de Problemas indo ao encontro do que [21]
descreve, pois, de acordo com os estudos, o problema a ser proposto aos alunos precisa
possibilitar que utilizem seus conhecimentos prévios, partindo de um ponto sélido o
que concede aos alunos uma confianca e, de certo modo, certa empolgacao, de forma
que sejam capazes de escolher a estratégia que melhor se molda, utilizando-a para
encontrar a solugao e, assim, discutir, refletir e validar suas respostas.

Destacam-se em [21] que o Ensino-Aprendizagem-Avaliagao através da Resolugao de
Problemas deve considerar os alunos “co-construtores” de seu proprio conhecimento,
colocando aos professores a responsabilidade de conduzir esse processo. As autoras
propoem dez etapas para a formalizacdo de contetidos matematicos através da Reso-
lugdo de Problemas, destacadas a seguir: “(1) Proposigao do problema, (2) Leitura
individual, (3) Leitura em conjunto, (4) Resolugao do problema, (5) Observar e incen-
tivar, (6) Registro das resolugoes na lousa, (7) Plendria, (8) Busca do consenso, (9)
Formalizagao do conteddo, (10) Proposicao e resolugdo de novos problemas”.

Neste momento, o aluno que s6 tinha olhos para a biologia vé a importancia de
entender os argumentos matematicos e o aluno que sé tem atencao para as disciplinas
de exatas, pode ver que esse conhecimento manifesta-se também na biologia e que tanto

a matematica quanto a biologia nao afastadas ou mesmo isoladas uma da outra.
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Uma pergunta também é muito comum e o professor deve estar preparado para

essa abordagem.
“De onde vém os numeros que sao chamados de coeficientes?”

Ou ainda:
“Porque temos que multiplicar por 10?7 E por 5 a segunda pergunta?”

Materializa-se diante do professor entao a oportunidade de resgatar um conhe-
cimento que, a esta altura do desenvolvimento dos assuntos no ensino médio, com
certeza ja tera sido trabalhado. Trata-se da permutacao com repeticao ou ainda da
combinagao.

Como permutagao com repeticao, o professor pode explicar da seguinte forma:
Peca para que os alunos calculem a probabilidade de sairem os trés primeiros filhos
albinos e os dois ultimos filhos de pigmentacao normal na pergunta do professor. Desse

modo teriamos:

3 2
PBZA.A-A-N.N:AS.NZZCL) (i)

Entao, imediatamente apods o calculo o professor de matematica lanca o seguinte ques-

tionamento:

“Mas, essa é a unica forma desse experimento ocorrer, ou seja, essa é a

unica sequéncia possivel?”

Aqui o aluno entao devera perceber que existem outras sequéncias para se obter trés
filhos com albinismo e dois com pigmentacao normal, assim a pergunta é equivalente

a quantas sao as formas de permutar essas letras, sendo que “A” repete-se trés vezes e

“N” duas.
5!

(32) _ _
PR3 = 3.2

10

Ao empenhar-se, o aluno podera perceber que o valor do coeficiente corresponde ao
numero de sequéncias possiveis para obterem trés filhos com albinismo e dois filhos
com pigmentacao normal.

-

E novamente entdo o momento do reforgo positivo, o professor devolve a pergunta:
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“E no caso de ser apenas um filho albino, quantas sequéncias sao possiveis?”

Fazendo entao uma comparacao ao exemplo anterior deste exercicio, o aluno pode
perceber que se trata de uma permutacao de 5 elementos com a repeticao de um “N”

quatro vezes, assim teremos:

5!
PR = 5 =5

Depois de toda essa discussao entendemos que o aluno do Ensino Médio de 2°
ano ou de 3° ano esta pronto para ampliar essa visao, entao neste momento devemos

perguntar?

“E se forem seis filhos, qual a probabilidade de serem 3 com albinismo e 3

de pigmentagdo normal?”

Neste caso, temos a distribuicao binomial das probabilidades do experimento dada

da seguinte forma:

(A+N)° = (g) N+ G) ANS+ (g) A?N* (g) A3N3 4 (i) AN+ <§> ASN+ (g) AS

Sendo P, trés filhos albinos e trés filhos de pigmentacao normal, que é o quarto

termo da expansao, temos:

6! N3 /3\3 33 33 135
P, = -A3-N3:2O-<) () =20 =5 =
EEETIREY] 4 4 2 485 45 1024

Novamente é um momento muito importante para o aluno e muito gratificante para
o professor, uma vez que ao perceber que consegue entender o que ocorre na genética
e as aplicacoes das distribui¢gdes binomiais em probabilidade, ele fica completamente
empolgado com o assunto, portanto ¢ um aluno muito mais interessado tanto pela

matematica quanto pela biologia.

4.2 Problema 2

Um casal onde o pai ¢ recessivo para uma mutacao genética, a polidactilia, ou seja,

¢ um individuo normal, casa-se com uma mulher que tem o fenétipo da mutagao, porém
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nao se sabe se ¢ homozigoto dominante ou heterozigoto. Nestas condicoes, se esse casal
tiver quatro filhos, qual a probabilidade de um desses filhos apresentar essa mutacao

genética?

4.2.1 O problema segundo a é6ptica do professor de biologia

Temos que a polidactilia ¢ uma manifestacao caso haja a presenca de um gene
dominante P, ou seja, se o individuo for “PP” ou “Pp” ele ird apresentar a variagao
genética. Para que o individuo seja normal ou ainda nao apresente a mutacao, ele deve
ser necessariamente recessivo “pp”. Assim temos as seguintes condicoes:

1° caso: pai homozigoto recessivo “pp” e mae homozigoto dominante “PP”. Neste

caso o cruzamento genético serd da seguinte forma:

| P P
p|Pp Pp
p|Pp Pp

Tabela 4.2: Representacao do cruzamento genético para o 1° caso.

Assim, a probabilidade de o individuo apresentar a polidactilia é de 100%, uma vez

que ¢ uma caracteristica que manifesta-se na presenca de um gene dominante.

2° caso: pai homozigoto recessivo “pp” e mae heterozigoto dominante “Pp”. Neste

caso o cruzamento genético sera da seguinte forma:

P p
p|Pp pp
p|Pp pp

Tabela 4.3: Representacao do cruzamento genético para o 2° caso.

Assim, a probabilidade condicionada de o individuo apresentar a polidactilia é de
50%, uma vez que é uma caracteristica que manifesta-se na presenga de um gene
dominante.

Portanto, a probabilidade de o individuo apresentar a variagao genética P(Poli) é:

P(Poli) — ;(100%) 4 ;(50%) _ i — 75%
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Portanto, se o casal tiver quatro filhos, temos:

Py = (‘11) - P(Poli)" - P(N)* = 4. (i)l-(i)szzl 5_3_3

4.2.2 O problema sob o olhar do professor de matematica

Sejam P(Poli) a probabilidade de um individuo apresentar a polidactilia e P(N)
a probabilidade do individuo ser normal, sejam ainda P(Hom) a probabilidade de
o individuo ser homozigoto dominante e P(Het) a probabilidade de o individuo ser
heterozigoto dominante. Assim no cruzamento genético podemos aplicar o principio

das probabilidades condicionais

P(Poli) = P(Hom) - P(poli) + P(Het) - P(poli) = ; 4

Para o caso de ter quatro filhos sendo que um apresenta o fenotipo da polidactilia
temos que a distribui¢ao binomial dessa probabilidade se d4 da seguinte forma.
Sejam P a probabilidade de o individuo apresentar a polidactilia e N a probabilidade

de ser normal, assim a distribui¢ao binomial da probabilidade fazendo:
4 4 4 4 4
(P+ N)* = <0>N4 - <1> PN3 + <2>P2N2 + <3>P3N + <4>P4

Desenvolvendo os niimeros binomiais, temos:

(P+ N)® =1N* 4+ 4PN? 4+ 6P>N? + 4P3N + 1P*
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Atribuindo os valores das probabilidades:

et (e O e (0 6 () ()

1° Termo 2° Termo 3° Termo 4° Termo 5° Termo

Onde os termos representam as seguintes distribui¢oes de probabilidades:
e 1° termo: 4 filhos normais;

e 2° termo: 3 filhos normais e um com polidactilia;

e 3° termo: 2 filhos normais e 2 com polidactilia;

e /° termo: Um filho normal e 3 com polidactilia;

e 5° termo: 4 filhos com polidactilia.

Desta forma, a probabilidade de o casal com quatro filhos ter apenas um destes

apresentando a mutagao genética é
4 3\ /13 3t 3 3
P, = -PPI-PN3=4-()-<> =4.- ==
4(1)” () 4) \4 44 43 64

Novamente, neste instante da aula é importante que o professor intervenha com a
apresentacao de algumas perguntas a fim de instigar os alunos a conclusao das formas

de se calcular outros casos além daquele apresentado na pergunta.

“Nessas mesmas condicoes, qual a probabilidade de o casal possuir dois

filhos com a polidactilia e os outros dois sem a mutagao?”

Aqui se abre a oportunidade de o aluno intervir no questionamento mesmo de que
por meio de uma simples analogia, onde entendera que trata-se de mesmos elementos e
0 que ocorre é uma mera variacao em suas frequéncias. Assim o aluno com um pequeno
esforco percebera tratar-se de um caso consecutivo ao da pergunta anterior e entao,

fazendo tal associac¢ao podera responder:

4 3\2 (12 32 54 27
Po=|(_) P(P)? P(N)*= () () =6 ==

66



Outra intervencao se faz oportuna! Neste momento o professor ao perceber que a
maioria da turma agora se prontifica a responder e de forma assertiva e rapida, pode
buscar um aprimoramento do entendimento apresentado, entdo pode relacionar com

outras quantidades de filhos. Ou seja, podera apresentar outra pergunta:

“E se fossem cinco filhos, qual a probabilidade de serem 2 com a polidactilia

e 0s outros trés normais?”

Se os alunos responderem de forma pronta ficara nitido que estao inteirados da
formacao do tridngulo de Pascal e de como usé-lo para perceber a distribuicao de pro-
babilidade. Do contrério se as respostas forem timidas e pouco confiantes, o professor

mais uma vez deve apresentar a distribuicdo binomial:

(P+N)° = (g) N° + ® PN* + (;) P2N3 + @ P3N? + @ PN + @ P?
o= () e () () v (' () o () () +

1° Termo 2° Termo 3° Termo 4° Termo
3\* /1 3\°
5.(= _ 1-(—=
#5-(3) (@) +1-(3)
—_— Y—
5° Termo 6° Termo

Onde os termos representam as seguintes distribui¢ées de probabilidades:
e 1° termo: 5 filhos normais;

e 2° termo: 4 filhos normais e um com polidactilia;

e 3° termo: 3 filhos normais e 2 com polidactilia;

e /° termo: 2 filhos normais e 3 com polidactilia;

e 5° termo: Um filho normal e 4 com polidactilia;

e (° termo: 5 filhos com polidactilia.
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E entao pode destacar em que parte da expansao binomial estd a resposta do

questionamento anteriormente proposto, assim ele mostrara:

o (5] pieprr = () () =0 o=

E entao, aproveitando-se do que ja esta exposto da distribuicao podera lancar mais
perguntas a respeito dos cinco filhos!

Aproveitando-se de uma estratégia que ja foi trabalhada, o aluno comeca aqui a
ganhar uma confianga para tracar sua propria estratégia de resolucao, o que nos revela
de maneira clara, a eficiéncia do método heuristico, e o quao importante ele se faz
no processo de aprendizagem em matematica. Cabe aqui lembrar que esse método
nao esta restrito apenas a parametros matematicos como seu defensor e divulgador

menciona, e aqui o vemos entrelagado também com a genética em biologia.

4.3 Problema 3

De quantas formas distintas pode ser a pigmentacao da pele de um individuo nascido
de um pai com geno6tipo AaBbCc e mae AaBbCc?

Neste caso o professor de matematica deve estar em contato com seu colega da
biologia para saber se tal assunto ja foi trabalhado, uma vez que a melhor compreensao
acerca da heranca poligénica da cor da pele s6 ocorrera se o professor de matematica
fizer o papel de embasar o assunto que ja fora apresentado pelo seu par da biologia.

Assim, o professor de biologia tem que ter apresentado o tema anteriormente.

4.3.1 O problema segundo a 6ptica do professor de biologia

Sob a oOptica da biologia consideraremos trés genes: A, B e C. Esses genes contri-
buem de forma a deixar a pele mais escura e possuem dominancia incompleta sobre
a, b e ¢, ou seja, quanto mais genes dominantes o individuo apresentar, mais
escura sera a tonalidade de sua pele. Dessa forma, uma pessoa com pele muito es-
cura teria gendtipo AABBCC, enquanto uma pessoa de pele muito clara teria aabbcc.
Uma cor intermediaria da pele seria observada em individuos AaBbCec.

A cor da pele, como ja dito, apresenta alelos com efeito aditivo, sendo assim gené-
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tipos como AABbcc e AaBBcc teriam a mesma contribuicao para a cor da pele, uma
vez que apresentam trés unidades que deixam a pele mais escura.

Para compreender melhor a heranga poligénica da cor da pele apresentada no pro-
blema acima, vamos considerar os trés genes: A, B e C, dominante e a, b e ¢, recessivos.
Assim podemos propor o seguinte quadro de cruzamento envolvendo heranga genética
da cor da pele entre individuos heterozigotos (AaBbCc).

Nesse cruzamento, foram considerados trés genes que afetam a cor da pele. Cada
individuo heterozigoto apresenta trés alelos que se relacionam com a pele escura (A,
B e C) e trés alelos para a pele clara (a, b e ¢). A primeira linha e a primeira coluna

apresentam os gametas de cada um desses individuos.

ABC AbC aBC ABc Abc abC aBc abc

AaBbCc
AbC AAbbCec  AabbCC  AaBbCc  AabbCc
aBC AaBbCc aaBbCC aaBBCc aaBbCc

ABc AABbcce AaBbCec AaBBcc AaBbce
Abc AAbbCec AaBbCec AABbce AAbbce AabbCc AaBbce Aabbcce
abC AabbCC aaBbCC AaBbCc AabbCc aabbCC aaBbCec aabbCc

aBc AaBbCc aaBBCc AaBBcc AaBbce aaBbCec aaBBcc aaBbcc
abc AaBbCc AabbCc aaBbCc AaBbce Aabbce aabbCec aaBbcc aabbcce

Tabela 4.4: Quadro de cruzamento de heranca genética da cor da pele.

Nesse quadro podemos perceber a presenca de sete diferentes fenétipos, na seguinte
proporcao: 1; 6; 15; 20; 15; 6; 1. Os individuos com gendétipo AABBCC apresentam a
pele mais escura, enquanto os individuos aabbcc apresentam pele mais clara. Quanto
mais alelos referentes & cor escura uma pessoa apresenta (A, B ou C), mais escura é a
pele. Esse esquema é conhecido com Quadro de Punnett. A Escala de Fitzpatrick
[23] é um esquema de classificagdo numeérica para cor da pele humana. Foi desenvolvido
em 1975 por Thomas B. Fitzpatrick como uma forma de estimar a resposta de diferentes

tipos de pele & luz ultravioleta (UV).
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P(aabbce) — Nivel 1 (albino)
P(Aabbec, aaBbce, -+ aabbCc) — Nivel 2
P(AAbbce, AaBbee, -, aabbCC') — Nivel 3
P(AaBbcC,aaBbCC, --- , AABbcc) — Nivel 4
P(AABbcC,aABVCC, -+ AABbcC) — Nivel 5
P(AABBcC,AABbCC, --- ;AaBBCC) —» Nivel 6
P(AABBCC(C) — Nivel 7 (negro)

4.3.2 O problema sob o olhar do professor de matematica

Note que a pigmentacao da pele de um individuo é resultado de uma combinagao
de trés pares de alelos que pode ser maiusculos (dominante) ou mindsculos (recessi-
vos) e que nestas condigoes pode ser combinados de seis formas distintas. Assim a
quantidade de caracteristicas que pode ser obtidas é apresentada pela quantidade de
letras maitusculas ou mindsculas que se manifestam nas caracteristicas genéticas deste
individuo. Desta forma temos:

Seja “G” o evento letra maitscula e “p” o evento letra mintscula, como o par
de alelos poderd conter apenas letras do tipo G ou p, temos que esses eventos sao
complementares e mutuamente exclusivos, com probabilidades iguais, ou seja, P(p) =

P(G) = 1/2. Desta forma, fazendo a distribui¢ao binomial das possibilidades temos:

= o G e (e (o (o ()

(G +p)° =1G° + 6pG° + 15p°G* + 20p°G® 4 15p"G* + 6p°G + 1p°

Desta forma, note que a tonalidade da cor da pele é dada de acordo com a quanti-
dade de genes dominantes ou recessivos, assim, se todos forem dominantes (AABBCC)
o individuo tem a pele negra, ao passo que se este tiver todos os genes recessivos
(aabbcc) este terd a pele clara.

Assim, neste experimento existem sessenta e quatro formas destes gens se combina-

rem entao a probabilidade de qualquer evento é dada pela divisao do niimero de casos
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favoraveis por 64.

26:@):26:64

k=0
Neste ponto podemos perguntar aos alunos qual a probabilidade de o individuo
nascer com Nivel 4 de pigmentagao na escala de Fitzpatrick?

O aluno tera que perceber que para ser Nivel 4, o individuo devera possuir trés

genes dominantes e trés recessivos. Assim

6 N /1N 20 5
Powy = () e =20 () (5) = 5 = 15

Portanto a probabilidade de o individuo nascer com Nivel 4 de pigmentacao sera
de 5/16.

O professor pode buscar outra forma de trabalhar a resolugao desta probabilidade
utilizando-se da seguinte maneira:

Primeiro pode pedir para que o aluno calcule a probabilidade de o individuo nascer

com exatamente trés genes recessivos e trés genes dominantes, nesta ordem, assim

)G = 1)3.<1)3_1
P(3p,3G)=p° -G —(2 5) = w1

temos:

Em seguida, o professor deve langar outra pergunta. Deve entao perguntar se esta é
a Unica sequéncia possivel para se ter seis genes sendo trés recessivos e trés dominantes?

Logo o aluno podera perceber que existem varias sequéncias e que essa quantidade

W ”

podera ser calculada fazendo uma permutacao de seis elementos sendo trés “p” e trés

“G”, assim teremos:
6! 720
PRG(S&?)) _ _ _

= =— =20
31-31 6-6

Desta forma, teremos que a probabilidade de se ter um individuo com a pigmentagao

Nivel 4 pode ser calculada fazendo:

6! N3 /1N® 20 5
P(N,) = PR®Y . p _ ey 3:2.(>,(): _5
(Na) = PRq (Bp.3G) = gm0 G =20-(5) \3) =61~ 16

Essa maneira de abordagem serda muito interessante para nos apoiar na explicagao
de uma distribuicao multinomial de probabilidade, o que ocorrera quando possuirem 3

ou mais caracteristicas.
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Novamente o professor pode instigar o conhecimento e ainda buscar reforcar a

compreensao com outra pergunta, a respeito da distribuicao que esta em voga.

“Qual a probabilidade de o individuo nascer com Nivel 6 de pigmentacao

na escala de Fitzpatrick?”

Aquele que ja compreendeu o contetido certamente dara a resposta de pronto, mas
é importante que toda a turma tenha a oportunidade de tentar a resposta, assim o
professor deve deixar um tempo suficiente para que cada um experimente sua forma
de interpretar.

E claro que a turma, valendo-se de uma comparacio com a pergunta anterior, deve
perceber que para ser Nivel 6, o individuo devera possuir cinco genes dominantes e

apenas 1 recessivo. Assim

pow = 5) 6= 5) ) =5

Portanto a probabilidade de o individuo nascer com Nivel 4 de pigmentacao sera
de 3/32.

Seria extremamente conveniente que o professor, depois de notar que toda a turma
esta acompanhando de forma clara e objetiva, buscasse outras formas de associar o
raciocinio da probabilidade utilizando o exemplo que estd pronto no quadro. Neste

intuito pode-se perguntar:
“Qual a probabilidade de um individuo nao nascer albino?”

E a chance de buscar uma nova abordagem apoiando-se no conhecimento que ja
foi trabalhado anteriormente, assim, como mediador ou facilitador do conhecimento o
professor, ao perceber que alguns nao conseguiram notar qual a linha de raciocinio que

devem utilizar, o professor pode auxiliar com outra pergunta:
“Qual a probabilidade de um individuo nascer albino?”

Entao o aluno pode perceber que voltando-se ao modelo anterior de perguntas e

utilizando de analogia aos exemplos anteriores vera que:

P(albino) = P(N;) = (g) PGV =1. <1>6 = i
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Entao qual seria a probabilidade de nao ser albino? Esta é igual ao total de proba-

bilidades existentes subtraido da probabilidade de ser albino, assim teriamos:

1 63
P(Nao ser albino) = 1—P(albino) = 1-P(N;) = 1—6—4 =51

4.4 Problema 4

Na abordagem desse problema pode o professor buscar um novo modelo de racio-
cinio explorando agora uma distribuicao multinomial, assim o professor pode usar de
criatividade e perguntar sobre formas de interpretacao dessa natureza. Aqui nao colo-
caremos prisma do professor de biologia uma vez que nesta disciplina nao se colocam
mais que suas caracteristicas complementares no Ensino Médio.

Sabendo que a probabilidade de um individuo nascer com olhos azuis é de 30%,
de nascer de olhos castanhos é de 50% e de nascer de olhos pretos é de 20%, qual a
probabilidade de um casal que deseja ter 5 filhos ter dois filhos de olhos azuis, dois de
olhos castanhos e apena um de olho preto?

Sendo a probabilidade de nascer de:
e Olhos azuis P(Az) = 30%

e Olhos castanhos P(Ct) = 50%

e Olhos pretos P(Pr) = 20%

Uma maneira muito simples de buscar com que o aluno entenda esta forma de
abordagem sobre a probabilidade é a seguinte:

Primeiro peca para que o aluno calcule a probabilidade de que tenha os dois pri-
meiros filhos de olhos azuis, os dois filhos seguintes de olhos castanhos e o ultimo filho

de olhos pretos, assim teremos:

P |(2Az) e (2Ct) e (1Pr)| = P(2Az) - P(2Ct) - P(1Pr)

Nesta Ordem

P |(2A4z) e (2Ct) e (1Pr) _3. 3.5 5 2

Nesta Ordem
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P|(242) e (2Ct) e (1Pr)| = (130)2 (150>2 . 120 _ 20900

Nesta Ordem

O segundo passo ¢é perguntar se esta é a Unica sequéncia possivel para estes filhos,
e se nao for, de quantas formas pode-se organizar esta sequéncia?
Assim o aluno percebera que tratar-se de um caso de permutagao com repeticao e

teremos cinco elementos sendo dois azuis, dois castanhos e um preto, assim teremos:

5! 120
— =30

(2,271) o .
Pl ool 1l 4

Por conseguinte, teremos

P[(24z) e (2Ct) e (1Pr)] = PRV . P | (2Az2) e (2Ct) e (1Pr)

Nesta Ordem

P[(2Az) e (2Ct) e (1Pr)] = 2'2:1| - P(2Az) - P(2Ct) - P(1Pr)
Pl 200 e 170 = - (i) + () 1o
Pl(242) ¢ (2Ct) ¢ (1Pr)] = 30 20900 _ 22070 _ 13,5%.

Portanto temos uma aplicacao de probabilidade multinomial de uma forma mais
tangivel para o aluno.

Por todo exposto, temos a confianca de que nosso objetivo de mostrar que é possivel
uma abordagem interdisciplinar entre a matematica e a biologia capaz de, a partir de
questionamentos e devolutivas motivadoras, aumentar o interesse em matemaéatica dos

alunos de segundo e terceiro anos do Ensino Médio, foi alcancado.

74



Consideracoes finais

O objetivo deste trabalho foi mostrar a aplicabilidade da probabilidade, como faci-
litador e integrador das diversas formas de tratamento do assunto de genética e suas
conexoes no campo da biologia, sobretudo em genética populacional. Acreditamos que,
com a demonstracao dos teoremas de analise combinatoéria e as expressoes voltadas para
o calculo de probabilidade, possamos trazer valiosas discussoes para a sala de aula no
ensino médio. Desse modo estamos contribuindo para facilitar e desmistificar o ensino
deste assunto considerado dificil por muitos que ainda possuem uma visao segregada
destas teorias.

Utilizando desta forma de abordar os assuntos em sala, por varios anos, estamos
conseguindo uma extraordinaria aceitagdo entre muitos alunos do segundo e terceiro
anos dos Ensino Médio.

No decorrer do curso de probabilidade e de genética no Ensino Médio, um mesmo
problema é abordado e resolvido de diferentes modos tanto pela matematica quanto
pela biologia, mas isso nao fica claro para os alunos que muitas vezes nao conseguem
relacionar as duas abordagens. Com a nossa atuacao nas salas de ensino por vinte e
cinco anos, tivemos oportunidade de perceber o valor de trabalhar estes assuntos de
forma conjunta, fazendo que alunos que nao tinham o entendimento ou que o possuia
apenas de maneira isolada em cada area, pudessem perceber que uma matéria pode
ajudar a outra.

Em nossas exposic¢oes sobre o tema nas escolas podemos verificar um aspecto sempre
presente entre os discentes: o de um imenso entusiasmo quando percebem a ligacao
entre a matematica e a biologia, de modo que sempre passa a ver a probabilidade em
distribui¢ao binomial como uma ferramenta fundamental para o amplo entendimento
dos casos da genética populacional.

O entendimento de analise combinatoéria e probabilidade sdo de grande importancia

para os alunos devido a sua larga utilizagao na Estatistica, nos processos de contagem
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e de suas formas de avaliar a chances de determinados experimentos ou na ocorréncia
de determinados fendmenos. Assim, estes assuntos tém o condao de atuar como um
instrumento de percepcao da realidade na qual estamos lidamos no dia-a-dia.

Por tudo exposto, acreditamos que este trabalho contribuira para uma compreensao
mais ampla, melhor e segura dos assuntos aqui abordados tanto em probabilidade como
também na genética, voltados, é claro, para os alunos do ensino médio. Também
acreditamos que nossos colegas professores podem olhar melhor as oportunidades que
outras disciplinas nos trazem.

Por fim desejamos que nossos colegas possam compartilhar dessa proposta e des-
frutar da mesma alegria que experimentamos quando temos a oportunidade de aplicar

esta proposta em uma sala de aula.
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