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Resumo

Oliveira, M. A. A.. Heurística aplicada ao problema árvore de Steiner Eucli-
diano com representação nó-profundidade-grau. Goiânia, 2014. 72p. Disser-
tação de Mestrado. Instituto de Informática, Universidade Federal de Goiás.

É apresentada uma variação do algoritmo de Beasley (1992) para o Problema árvore de
Steiner Euclidiano. Essa variação utiliza a Representação Nó-Profundidade-Grau que re-
quer, em média, tempo O(

√
n) em operações para gerar e manipular florestas geradoras.

Para problemas de árvore geradora essa representação possui complexidade de tempo
linear sendo aplicada em problemas de projeto de redes com algoritmos evolutivos. Re-
sultados computacionais são dados para casos de teste envolvendo instâncias de até 500
vértices. Esses resultados demonstram a utilização da representação Nó-Profundidade-
Grau em uma heurística exata, e isso sugere a possibilidade de utilização dessa represen-
tação em outras técnicas além de algoritmos evolutivos. Um comparativo empírico e da
análise de complexidade entre o algoritmo proposto e uma representação convencional
indica vantagens na eficiência da solução encontrada.

Palavras–chave

Árvore de Steiner Euclidiana, Representação nó-profundidade-grau, Heurística.



Abstract

Oliveira, M. A. A.. Heuristic applied to the Euclidean Steiner tree problem
with node-depth-degree encoding. Goiânia, 2014. 72p. MSc. Dissertation.
Instituto de Informática, Universidade Federal de Goiás.

A variation of the Beasley (1992) algorithm for the Euclidean Steiner tree problem
is presented. This variation uses the Node-Depth-Degree Encoding, which requires an
average time of O(

√
n) in operations to generate and manipulate spanning forests. For

spanning tree problems, this representation has linear time complexity when applied to
network design problems with evolutionary algorithms. Computational results are given
for test cases involving instances up to 500 vertices. These results demonstrate the use of
the Node-Depth-Degree in an exact heuristic, and this suggests the possibility of using
this representation in other techniques besides evolutionary algorithms. An empirical
comparative and complexity analysis between the proposed algorithm and a conventional
representation indicates the efficiency advantages of the solution found.

Keywords

Euclidean Steiner Tree Problem, Heuristic Algorithm, Node-Depth-Degree En-
coding
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CAPÍTULO 1
Introdução

O problema de árvore de Steiner tem por objetivo encontrar a rede mínima que
interconecta n pontos fixos dados em determinado espaço métrico. Para atingir tal objetivo
é permitida a adição de pontos auxiliares que minimizem comprimento de ligação total da
rede, que é a soma dos comprimentos da linhas conectando todos esses pontos[28][7][17].
Os pontos auxiliares adicionados são chamados de pontos de Steiner [28].

Diversas aplicações do mundo real consistem em minimizar o comprimento de
ligação dos pontos de uma rede. Alguns exemplos dessas aplicações são as redes de
transporte [50], as redes de televisão por cabo [33], o roteamento de integração em larga
escala (VLSI, Very-Large-Scale Integration) [42][46][39], e as redes de roteamento [42].
Essas aplicações podem ser modeladas pelo problema da árvore de Steiner [37].

Diversos trabalhos tem estudado o problema de árvore de Steiner
[28][8][67][63][10][65][18][7][36][6][17][74][3][44]. Um dos objetivos desses traba-
lhos é propor soluções mais eficientes para obter a árvore de Steiner mínima. No entanto
sabe-se que obter tal resposta é um problema NP-difícil [41], portanto melhorias na
eficiência computacional para redes de larga escala não são triviais.

Devido à complexidade do problema de árvore de Steiner algumas variações
do mesmo têm sido propostas. Essas variações buscam limitar o problema em função
da aplicação. Dentre elas o problema de Steiner em Grafos (SPG, Steiner Problem in

Graphs) [21], o problema de Steiner Retilíneo (RSTP, Retilinear Steiner Tree Problem)
[32][37], e o problema de árvore de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Steiner Tree

Problem)[34][7][17][3].
O ESTP consiste em encontrar a árvore de comprimento Euclidiano mínimo,

abrangendo um conjunto de pontos fixos no plano, com a adição de pontos Euclidianos
auxiliares. O ESTP está relacionado com muitas aplicações de engenharia. Exemplos des-
sas são roteamento para VLSI [3], otimização de redes de transmissão, circuitos impres-
sos e sistemas de ventilação, de aquecimento, de extintores de incêndio, de suprimento de
água e de drenagem [23].

No entanto, as pesquisas mostram que mesmo as variações do problema árvore
de Steiner são NP-difíceis [24][21][26]. No caso de problemas NP-difíceis, os algoritmos
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exatos possuem em sua maioria complexidade de tempo exponencial [25].
Embora algoritmos exatos ofereçam soluções ótimas para o problema

[51][10][37][72][66], devido à complexidade dos mesmos, é apropriado considerar
alternativas para encontrar um algoritmo de tempo computacional aceitável para apli-
cações práticas [25]. Uma dessas alternativas é o uso de algoritmos heurísticos. Esses
algoritmos buscam encontrar uma solução adequada para o problema em um tempo
aceitável, sem se concentrar, exclusivamente, na busca pela solução ótima [25].

Dada a sua grande variedade de aplicações este trabalho terá como base o pro-
blema de árvore de Steiner Euclidiano (ESTP). Uma série de algoritmos heurísticos tem
sido propostos para o ESTP. Dentre esses pode-se citar Chang (1972)[8], Thompson
(1973)[67], Smith et al. (1981)[63], Du et al. (1992)[18], Beasley (1992)[7], Beasley e
Goffinet (1994)[6], Dreyer e Overton (1998)[17][17], Zachariasen (1999)[74] e Laarho-
ven e Ohlmann (2010)[44]. Dessas heurísticas a descrita em [7] será a base do desenvol-
vimento desse trabalho.

Outro fator importante para o desempenho dos algoritmos é a estrutura de
dados utilizada para representar as soluções. Vários problemas de otimização podem ser
codificados por diferentes representações, com desempenho variando significativamente
em função da codificação utilizada [59].

Uma das representações que tem mostrado resultados relevantes para codificar
problemas modelados por grafos é a representação nó-profundidade-grau (RNPG) pro-
posta em [16]. A RNPG tem sua eficiência computacional demonstrada no contexto de
problemas de projeto de redes com algoritmos evolutivos. Algoritmos evolutivos são mé-
todos de otimização inspirados na natureza que podem ser usados por muitos problemas
de otimização e podem imitar princípios básicos da vida por meio da implementação
computacional de mecanismos da genética como mutação, cruzamento, e seleção de uma
sequência de alelos [59].

Esse trabalho propõe investigar o uso da RNPG na heurística de Beasley [7]
para o ESTP. A melhoria usando a heurística de Beasley [7] possui melhor qualidade
comparado a outras heurísticas como Chang (1972) [8] e Smith et al. (1981) [63][7].
Além de oferecer soluções de qualidade relativamente alta, foi avaliado que o tempo gasto
para sua implementação seria menor que outras heurísticas mais recentes como Beasley
e Goffinet (1994)[6] e Laarhoven e Ohlmann (2010)[44]. Por esse motivo a heurística de
Beasley (1992)[7] foi considerada mais apropriada em função do principal objetivo desse
trabalho, que é o de pesquisar por vantagens em termos de eficiência computacional a
partir da utilização da RNPG em uma heurística não evolutiva.

Para viabilizar o uso da RNPG na heurística de Beasley (1992) [7] é necessário
o desenvolvimento de operadores específicos. O Operador de Consulta de Conjuntos
(OCC) e o Operador de Remoção de Nó (ORN) implementam as etapas principais
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da heurística proposta para o ESTP. Como resultado, tem-se o algoritmo denominado
SMTBeasleyRNPG. Esse algoritmo utiliza a RNPG para representar as árvores de Steiner
Euclidianas e os operadores desenvolvidos para implementar uma variação da heurística
apresentada em [7].

O objetivo principal da pesquisa desenvolvida nesse trabalho é mostrar a viabi-
lidade do uso de uma representação eficiente para melhorar o tempo computacional de
algoritmos heurísticos. Assim, além das análises empíricas da implementação proposta,
este trabalho apresenta a análise da complexidade de tempo dos operadores desenvolvi-
dos.

As análises empíricas do algoritmo SMTBeasleyRNPG são realizadas com os ca-
sos de teste disponíveis em [5]. Esses casos envolvem 15 instâncias de grafos Euclidianos
para cada ordem, ou seja, o número de vértices. A ordem dos grafos varia de 10 a 1000.
Os resultados mostraram que o SMTBeasleyRNPG apresenta melhoria média aproximada
de 2,92%, bem próximo da melhoria média de Beasley (2,95%). Essa melhoria é calcu-
lada a partir da média aritmética do percentual de redução obtido pela solução oferecida
em função da árvore mínima geradora (MST, Minimal Spanning Tree).

Com o objetivo de avaliar a eficiência da RNPG para o algoritmo SMTBeas-

leyRNPG foi realizada a análise de complexidade de tempo do OCC e do ORN. O OCC
possui complexidade O(n2) no caso médio, o ORN, O(kn). Nessa análise n representa
o número de vértices originais da árvore de entrada e k o número de nós a remover no
ORN. Um comparativo do OCC implementado com a representação convencional Ma-
triz de Adjacências mostra que essa representação possui complexidade de tempo O(n4).
Essa diferença de complexidade foi comprovada por meio de testes empíricos. Na melhor
situação o OCC com Matriz de Adjecências é quase 500% mais lento do que o OCC com
RNPG. Além disso, conforme aumenta o número de vértices dos grafos aumenta a dife-
rença entre os algoritmos, com o OCC com Matriz de Adjacências sendo quase 2500%
mais lento do que o OCC com RNPG.

O trabalho está estruturado da seguinte forma. O Capítulo 2 apresenta o pro-
blema da árvore de Steiner e algumas variações. No Capítulo 3 são descritas as principais
heurísticas encontradas na literatura para o ESTP. O Capítulo 4 descreve algumas das
principais representações existentes para problemas de projeto de redes, dentre elas a
RNPG. No Capítulo 5 é apresentado o algoritmo SMTBeasleyRNPG como uma variação
do algoritmo de Beasley(1992) [7], utilizando uma versão da RNPG definida especifica-
mente para esse algoritmo. Apresenta também a análise de complexidade. O Capítulo 6
apresenta os resultados obtidos nos casos de teste. Considerações finais são apresentadas
no Capítulo 7.



CAPÍTULO 2
Problema de Árvore de Steiner

O problema de Steiner consiste em conectar um conjunto de pontos fixos no
plano com custo mínimo. Para isso pontos extras podem ser adicionados de forma
a minimizar o custo total da rede, calculado pela soma dos comprimentos da linhas
conectando todos esses pontos. Esse problema surgiu no trabalho de Steiner, conforme
descreve Courant e Robbins (1969) [12], que apresentaram o problema de unir três
vilarejos com uma rede viária de comprimento total mínimo [67].

Formalmente, o problema pode ser descrito como segue. Três pontos A, B e C

são dados em um plano, então, um quarto ponto P no plano deve ser encontrado, de modo
que a soma a+b+c seja mínima, sendo a, b e c as distâncias entre P e os pontos A, B e C

respectivamente [12]. Esse ponto P é único para o triângulo formado por A, B e C [51].
Para obter a resposta do problema, deve-se verificar se no triângulo ABC todos

os ângulos são menores do que 120◦, então P é o ponto a partir do qual quaisquer dois
vértices do triângulo ABC formam em P um ângulo de 120◦ (Figura 2.1). Caso contrário,
o vértice no qual o ângulo for igual ou maior que 120◦ será o ponto P [12][51].

Figura 2.1: Ponto P, que subtende um ângulo de 120 ◦ para cada
um dos vértices.

O ponto P pode ser encontrado pela seguinte construção: escolher um lado no
triângulo ABC. Considerar um terceiro vértice X compondo um triângulo equilátero com
o lado escolhido, cujo interior não se sobreponha ao triângulo formado por ABC. Depois
disso, construir um círculo que perpasse os vértices desse triângulo equilátero. O ponto P

é a intersecção entre esse círculo e o segmento de reta que vai do vértice X ao vértice que
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não faz parte do triângulo equilátero [51]. A Figura 2.2 mostra essa construção a partir da
escolha do lado BC.

Figura 2.2: Obtenção do ponto P a partir do lado BC.

A origem do problema de Steiner é frequentemente investigada até Fermat
(1601-1665)[51][28][37]. Fermat propôs o problema de encontrar no plano um ponto
cuja soma das distâncias de três pontos dados é mínima. Torricelli propôs uma solução
para esse problema por volta de 1640. Essa solução afirma que os três círculos que
circunscrevem os triângulos equiláteros construídos a partir dos lados e para fora do
triângulo formado pelos três pontos têm intersecção no ponto procurado [37].

A Figura 2.3 exemplifica a solução proposta por Torricelli. Nela os pontos A, B

e C são os pontos dados e P é o ponto procurado.

Figura 2.3: Ponto P encontrado pela intersecção dos círculos dos
triângulos.

Cavalieri em 1647 mostrou que os segmentos de linha criados a partir dos três
pontos dados para o ponto de Torricelli formam um ângulo de 120◦ entre si [37]. Simpson



20

em 1750 provou que os três segmentos de reta que ligam o vértice externo dos triângulos
equiláteros aos respectivos vértices opostos do triângulo dado também se intersectam no
ponto de Torricelli [37].

A Figura 2.4 exemplifica a solução proposta por Simpson. Nela os pontos A, B e
C são os pontos dados, Ā,B̄ e C̄ são os vértices externos dos triângulos equiláteros e P é o
ponto procurado.

Figura 2.4: Ponto P encontrado pela intersecção retas.

Expandindo para n = 4, ou seja, uma rede composta por quatro pontos A, B, C e
D, a árvore de comprimento mínimo pode ter s = 0, s = 1 ou s = 2 pontos de Steiner [52].
No caso, s = 0 todos os vértices da árvore podem ser conectados por meio da árvore
mínima geradora (MST, Minimal Spanning Tree). Árvore geradora é uma árvore que
contém todos os vértices de um conjunto ou grafo. A MST é a rede de conexões diretas
entre vértices (terminais) que tem o menor comprimento total possível, ou seja, a menor
soma dos comprimentos das conexões [55]. Quando s= 1 três dos vértices são conectados
a um ponto de Steiner e o vértice restante é conectado ao vértice mais próximo. No último
caso, s = 2, exemplificado na Figura 2.5, são encontrados os dois pontos de Steiner P1 e
P2 baseando-se nos triângulos equiláteros formados a partir de pares dos pontos da rede
original.

Primeiro, localiza-se os pontos PAB e PCD a partir dos triângulos equiláteros dos
pares AB e CD, respectivamente, e esses pontos são conectados por um segmento de reta.
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Figura 2.5: Pontos P1 e P2 baseados nos triângulos equiláteros dos
conjuntos de 2 pontos de Steiner.

Então os pontos de Steiner P1 e P2 são localizados a partir da interseção entre o segmento
de reta PAB PCD e os círculos apresentados na Figura 2.5 [52].

Para cada lado AB e CD existem dois triângulos equiláteros e, portanto, duas
possibilidades para PAB e PCD. O ponto é escolhido de modo que o equilátero seja
projetado para o lado contrário aos pontos do conjunto inicial. Outra escolha necessária
é a da topologia, que define as conexões entre os pontos. Conforme exemplificado na
Figura 2.6 há duas possibilidades, e a escolha depende do comprimento final de cada uma
delas.

O problema de Steiner inicial considerava que apenas três pontos são dados.
No entanto, para encontrar uma extensão realmente significativa do problema, deve-se
generalizar para o caso de n pontos, onde n é um número inteiro positivo fixo, geralmente
significativamente maior que 3, e procurar a rede de conexão de comprimento total mais
curto [12].

O problema de árvore de Steiner (STP, Steiner Tree Problem) busca encontrar a
rede mínima que interconecta n pontos dados, por meio da adição de pontos auxiliares
para minimizar o comprimento total [28][7][17]. Um vértice extra que é adicionado para
uma árvore para reduzir seu comprimento, ou seja reduzir seu custo total de conexão, que
na Figura 2.2 corresponde ao ponto P, é chamado ponto de Steiner [28].

A rede mínima de conexão que é a solução do problema, composta pelo conjunto
N com os n pontos dados e o conjunto S com s pontos de Steiner, é chamada árvore
mínima de Steiner (SMT, Steiner Minimal Tree) [28]. Em uma SMT, todo ponto de Steiner
deve ter exatamente três conexões. Se houver menos que três conexões esse ponto pode
ser removido do conjunto S, e uma conexão pode ser feita diretamente entre os pontos
adjacentes. Se houver mais que três conexões, há ângulos menores que 120◦ incidentes
nesse ponto, nesse caso podem ser adicionados pontos em S adjacentes a esse ponto
minimizando a rede ainda mais. Pelo mesmo motivo, qualquer ponto do conjunto N terá
no máximo 3 conexões. Devido a essas condições, o tamanho máximo do conjunto S é
n-2 pontos [51][28].

Uma rede de conexão T é chamada árvore de Steiner se satisfaz três condições
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[36]:

1. T é uma árvore;
2. quaisquer duas arestas de T se encontram em um ângulo de no mínimo 120◦;
3. um ponto de Steiner não pode ser de grau 1 ou 2.

Independente do tamanho de N existe uma sequência finita de construções
Euclidianas produzindo todas as árvores mínimas de Steiner [51]. O algoritmo proposto
por Melzak (1961) [51] oferece a solução ótima porque procura a melhor solução dentre
todas essas árvores. A melhor solução depende da disposição dos pontos dados e das
conexões entre esses pontos e os pontos de Steiner [28].

A topologia de uma árvore define a matriz de conexão dos pontos de N e S.
Uma árvore de Steiner mínima para determinada topologia é chamada árvore de Steiner
relativamente mínima (RMST, Relatively Minimal Steiner Tree). Uma topologia é cheia
se o número de pontos de Steiner é s=n-2 [28]. Uma árvore é nomeada árvore de Steiner
cheia (FST, Full Steiner Tree) quando é a RMST para determinada topologia cheia [28].

Um exemplo frequente na literatura [12][28] mostra como a topologia pode
impactar no comprimento total da rede. Esse exemplo é exibido na Figura 2.6 que contém
duas FSTs possíveis para uma rede de conexão com n=4 pontos (A, B, C e D) e s=2 pontos
de Steiner (E e F). Embora as árvores sejam relativamente mínimas (RMSTs), a árvore da
Figura 2.6(b) tem comprimento mínimo total menor do que a árvore da Figura 2.6(a).

Figura 2.6: Topologias de Steiner diferentes para os mesmos pon-
tos.

A árvore mínima de Steiner pode ser obtida pela construção de uma RMST para
cada topologia [28]. No entanto, esse processo é inviável, visto que o número de topolo-
gias de Steiner cresce exponencialmente com os valores de n e s [28]. Assim, a formulação
do problema de Steiner como um problema de otimização é NP-difícil [41][24][26][25].
Portanto, é necessário buscar alternativas para oferecer soluções adequadas em tempo
computacional aceitável.

De maneira prática, é preciso definir questões como generalizações e represen-
tações a fim de limitar o problema e o tempo de solução necessário. Uma dessas questões
são as diversas versões para o problema de Steiner. Das quais destaca-se o problema de
Steiner em grafos (SPG, Steiner Problem in Graphs)[21], o problema de árvore de Stei-
ner retilíneo (RSTP, Rectilinear Steiner Tree Problem) [32][37] e o problema de árvore
de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Steiner Tree Problem) [34][7][17][3].
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A seguir, é apresentada uma breve descrição dessas versões. Como o foco deste
trabalho é o problema de árvore de Steiner Euclidiano, para essa versão será apresentada
uma descrição mais detalhada.

2.1 Problema de árvore de Steiner Euclidiano

O problema de árvore de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Steiner Tree

Problem) consiste em encontrar a árvore de comprimento Euclidiano mínimo, abrangendo
um conjunto de pontos fixos no plano, com a adição de pontos de Steiner [17][7]. Esse
problema é definido para o plano Euclidiano [37]. Dados dois pontos a(x1, y1) e b(x2, y2)

a distância Euclidiana é:

d(a,b) =
√

((x1− x2)2 +(y1− y2)2). (2-1)

Considerando N um conjunto de n pontos no plano Euclidiano. A solução para
o ESTP é obtida por meio da árvore geradora mínima (MST, Minimal Spanning Tree) de
N ∪ S, em que S é um conjunto de pontos de Steiner [7]. Cada um dos pontos em N ∪ S é
composto por suas coordenadas p(x, y).

Formalmente o comprimento Euclidiano total de uma MST T pode ser definido
da seguinte forma. Seja W uma matriz de comprimentos entre vértices, com wi, j sendo a
distância Euclidiana entre os vértices vi,v j quando existe aresta conectando esses vértices.
O comprimento Euclidiano total de T é:

∑
(i, j)∈T

wvi,v j (2-2)

2.1.1 Exemplo de SMT obtida para o ESTP

A seguir é demonstrado um exemplo dos pontos de Steiner obtidos para uma
árvore mínima de Steiner (SMT, Steiner Minimal Tree) no ESTP. O exemplo corresponde
ao segundo caso de teste de tamanho n = 10 disponível em [5]. A Tabela 2.1 apresenta as
coordenadas dos dez pontos do grafo utilizado.

A Figura 2.7 apresenta a MST do grafo exemplo. O peso das arestas é o valor da
distância Euclidiana conforme equação 2-1. A MST para conectar esses pontos tem custo
linear total de 1,614569662.

O custo linear total da SMT para conectar esses pontos é de 1,606868229. Esse
custo é obtido por meio da inclusão de 2 pontos de Steiner. A Tabela 2.2 apresenta as
coordenadas dos pontos 10 e 11 que correspondem aos dois pontos de Steiner adicionados
para obter a solução ótima.
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Tabela 2.1: Coordenadas (x,y) do ESTP para n = 10.

Ponto x y
0 0.1470158 0.6131368
1 0.1251936 0.2125058
2 0.7411042 0.2036110
3 0.8044316 0.4252316
4 0.2116787 0.2721307
5 0.6624317 0.7419167
6 0.8043960 0.5698598
7 0.6684968 0.2824909
8 0.4043257 0.1895910
9 0.4978816 0.2117592

Figura 2.7: MST para os 10 pontos da Tabela 2.1.

A SMT é apresentada na Figura 2.8. Nessa Figura os pontos representados por
triângulos são os dois pontos de Steiner adicionados.

Os pontos de Steiner adicionados podem ser obtidas pela aplicação do método
proposto por Melzak (1961) [51]. Esse método tem como base a aplicação das equações
de Torricelli e Simpson. O primeiro ponto de Steiner adicionado é o de número 10. Esse
ponto é utilizado para conectar os pontos 0, 4, e 1. A seguir é demonstrado como o ponto
10 foi obtido, conforme mostra a Figura 2.2.

O primeiro passo é escolher aleatoriamente dois dos três vértices para os quais
se deseja obter o ponto de Steiner. Nesse exemplo, foram escolhidos os vértices 4 e 1,
aqui nomeados v4 e v1, respectivamente. As coordenadas que serão utilizadas para esses
vértices são as apresentadas na Tabela 2.1.

A seguir, deve-se encontrar o terceiro ponto veq de um triângulo equilátero Eq

formado pelos pontos escolhidos (v4 e v1). Dois pontos são possíveis para compor Eq.
O ponto escolhido veq deve ser o ponto oposto ao triângulo formado por v0, v4 e v1.
Considere R1 a reta que passa por v1 e v4, e vmed o ponto médio entre esses pontos. A
Figura 2.9 mostra esses pontos e a reta R1.
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Tabela 2.2: Coordenadas (x,y) dos dois pontos de Steiner adicio-
nados para reduzir o custo de ligação.

Ponto x y
10 0.2023310953 0.2756612762
11 0.7046908268 0.2796910899

Figura 2.8: SMT do ESTP com a adição de dois pontos de Steiner.

Figura 2.9: A reta R1 que cruza os pontos v1 e v4.

Considere R2 a reta perpendicular a R1 que passa pelo ponto vmed . Para obter os
possíveis pontos de Eq, utiliza-se a intersecção entre a circunferência Ci que circunscreve
Eq e a reta R2. A Figura 2.10 mostra as retas R1 e R2.

A Equação 2-3 apresenta como obter o coeficiente angular m da reta a partir da
equação geral de uma reta. Considere (x0,y0) e (x1,y1) são as coordenadas de dois pontos
quaisquer cruzados pela reta.

m =
y0− y1

x0− x1
(2-3)

Aplicando a Equação 2-3 aos pontos v1 e v4 obtem-se o valor de m =

0,689423859 para a reta R1. As coordenadas de vmed = (xmed,ymed) são obtidas por
xmed = (x4 + x1)/2 = 0,16843614 e ymed = (y4 + y1)/2 = 0,242318243.
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Figura 2.10: A reta R2 perpendicular a R1 que passa pelo ponto
vmed .

A Equação 2-4 apresenta a equação da reta perpendicular R2.

b =
x
m
+ y (2-4)

Para obter o valor de b utiliza-se as coordenadas do ponto médio vmed , e o valor
de m calculado para R1, na equação 2-4. Assim, b = 0,486632586. Em seguida deve-
se encontrar a circunferência que circunscreve Eq. Para tal utiliza-se a equação geral
da circunferência descrita na Equação 2-5. Considere, P1 = (x1,y1) um ponto qualquer
incidido pela circunferência e vc = (xc,yc) o ponto central da circunferência de raio r.

(x1− xc)
2+(y1− yc)

2=r2 (2-5)

O raio da circunferência desejada pode ser obtido em função do lado do triângulo
equilátero circunscrito pela mesma, conforme mostra a equação 2-6. Considere r o raio
da circunferência e l o comprimento do lado do triângulo.

r =

√
3

3
l (2-6)

O valor de l para o triângulo Eq é obtido pela distância Euclidiana entre os pontos
v4 e v1, l = 0,10504666 e o valor de r obtido em função de l é r = 0,060648717. A
seguir, subtituí-se na Equação 2-5 da circunferência o ponto P1 por v4 ou v1. Assim, a
reta R2 intersecta Ci no ponto vc. Dois pontos são possíveis para vc, cada um desses
pontos corresponde a um dos triângulos equiláteros possíveis para Eq. Como resultado da
intersecção entre R2 e Ci tem-se x′c = 0,185648412 e x′′c = 0,151223868, os dois possíveis
valores de xc.

Novamente, a partir da equação da reta R2, obtem-se os possíveis valores (y′c e
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y′′c ) de yc para vc, esses valores são y′c = 0,217352077 e y′′c = 0,267284393. Esses pontos
se referem aos pontos centrais de duas circunferências, cada uma delas circunscreve um
dos dois triãngulos equiláteros possíveis em conjunto com v4 e v1. A equação 2-7 mostra
as coordenadas escolhidas para vc, que deve ser o ponto oposto ao triângulo formado por
v0, v4 e v1, ou seja está oposto ao vértice v0.

xc = 0,185648412

yc = 0,217352077
(2-7)

A Figura 2.11 mostra a circunferência Ci baseada no raio r, no triângulo Eq e no
ponto vc cruzado pela reta R2.

Figura 2.11: A circunferência Ci, o triângulo Eq, e o ponto vc.

O mesmo processo de interseção entre R2 e Ci pode ser reaplicado substituindo
na equação da circunferência o ponto vc. Como resultado obtém-se os 2 possíveis pontos
para veq. No entanto, somente um desses pontos corresponde às coordenadas de veq. O
ponto descartado coincide com o ponto central da circunferência que foi ignorada e está
do mesmo lado do triângulo formado por v0, v4 e v1. A equação 2-8 mostra o ponto veq.

xeq = 0,220072791

yeq = 0,16741997
(2-8)

Por meio dessa técnica de intersecção de pontos entre uma reta e a circunferência
é possível encontrar o ponto de Steiner P = (xst ,yst). Nesse caso, conforme exemplificado
na Figura 2.2, a intersecção entre a circunferência Ci e a reta R3 que cruza os pontos veq e
v0. A constante m da equação da reta R3 é m =−6,10094699. O ponto de Steiner obtido
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pela interseção entre a circunferência Ci e a reta R3 é mostrado na Equação 2-9. O ponto
11, que conecta os pontos 7, 2 e 3, pode ser obtido da mesma forma que o ponto 10.

xst = 0,2023310953

yst = 0,2756612762
(2-9)

O problema de Steiner Euclidiano está relacionado com muitas aplicações de
engenharia, como redes ou roteamento para integração em larga escala (VLSI, Very-Large-

Scale Integration) [3] e projetos de redes de transmissão [23]. Outras aplicações incluem
circuitos impressos e sistemas de ventilação, de aquecimento, de extintores de incêndio,
de suprimento de água e de drenagem [23].

2.2 Problema de Steiner em Grafos

Considere um grafo não direcionado G = (H, I) com pesos positivos associados
às arestas e um subconjunto J ⊆ H não vazio. H é o conjunto de vértices e I é o conjunto
de arestas de G. O problema de Steiner em grafos (SPG, Steiner Problem in Graphs)
consiste em encontrar um subgrafo de G que perpasse todos os vértices do subconjunto J

e tem o mínimo peso total de arestas. A solução mínima para o problema é uma árvore T,
que pode ter vértices em H− J, os pontos de Steiner [21].

No SPG os pontos de Steiner são escolhidos em um conjunto finito de vértices
L = H− J ou seja L = {X |x ∈ H e x /∈ J}. Os pontos de Steiner escolhidos compõem um
conjunto S ∈ L. A árvore T, solução do SPG, é a MST dos vértices J∪S [37][21].

O SPG tem uma larga variedade de aplicações. Um exemplo é a localização de
instalações tais como em centros de comutação telefônica [21]. Cada vértice representa
um possível local para um dos centros e as arestas representam os possíveis cabos e seus
custos associados. Os vértices especiais representam os locais que devem ser conectados
da maneira mais econômica possível. Outras aplicações do SPG variam desde o layout de
placas de circuito impresso até a construção de árvores filogenéticas [21][22].

2.3 Problema de Steiner Retilíneo

Assim como em outras versões, o problema de árvore de Steiner retilíneo
(RSTP,Retilinear Steiner Tree Problem) básico tem n pontos localizados no plano, e
pontos de Steiner adicionais podem ser usados na construção da árvore de comprimento
mínimo. A distância métrica é a retilínea, isto é, a distância entre a para b é dada pela
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Equação 2-10.
d(a,b) = |xa− xb|+ |ya− yb|. (2-10)

O comprimento esperado da árvore de Steiner mínima retilínea pode ser delimitado por
um limite próximo ao do comprimento da árvore geradora mínima retilínea [36].

Formalmente, um segmento retilíneo é um segmento horizontal ou vertical de
reta conectando seus dois terminais no plano. Uma árvore retilínea é uma coleção de
segmentos conectados acíclicos que intersectam apenas em seus terminais. Uma árvore
de Steiner retilínea (RST, Rectilinear Steiner Tree) para um conjunto dado de terminais
é uma árvore retilínea em que cada terminal é o ponto final de um segmento na árvore.
O comprimento da árvore é a soma dos comprimentos dos segmentos e a árvore mínima
de steiner retilínea (RSMT, Rectilinear Steiner Minimal Tree) é a árvore de comprimento
mínimo [37].

Uma RSMT possui as seguintes propriedades: qualquer ponto tem grau menor ou
igual a 4; se um ponto com grau 2 tem segmentos incidentes colineares então o ponto é um
terminal; um ponto com grau maior ou igual a 3 que não é um terminal é chamado ponto
de Steiner; qualquer outro ponto que não seja um terminal, nem um ponto de Steiner, é
denominado ponto de canto, que tem grau 2 e conecta dois segmentos não colineares [37].

Os resultados do problema de Steiner para a métrica Euclidiana são intimamente
relacionados à geometria e não se estendem à métrica retilínea. O RSTP está mais
intimamente relacionado ao SPG do que ao ESTP [57]. Como explicado a seguir, o RSTP

pode ser modelado a partir de um conjunto finito, incluindo outros tipos de pontos além
dos pontos terminais originais.

Hanan (1966)[32] estabeleceu um resultado que Richards (1989) [57] chamou
de "dimensão de redução". Considere N o conjunto de n terminais no plano. Perpasse
linhas horizontais e verticais através de cada um destes pontos. Considere o grafo G(H, I),
em que H é o conjunto compreendendo os n terminais adicionados às intersecções entre
essas linhas horizontais e verticais. A partir dessa construção, existirá uma aresta entre
dois vértices se eles estiverem diretamente conectados por uma linha, horizontalmente
ou verticalmente. Hanan (1966)[32] mostrou que a RST está contida em G, isto é, os
segmentos da árvore são compostos por arestas de G [32][57]. Devido ao teorema de
Hanan segue-se que qualquer algoritmo para o SPG pode ser utilizado para resolver o
RSTP [57].

A atenção no RSTP tem como uma das principais motivações o potencial em
aplicações de projetos de circuitos e layout de fios em placas de circuito impresso
[26][57][32]. O RSTP tem várias aplicações práticas como projeto VLSI [36], síntese
física, planejamento e posicionamento de interconexões, estimativa de fios de carga,
congestionamento de rotas e atrasos de sistemas de interconexão [71].



CAPÍTULO 3
Heurísticas para o Problema de Steiner
Euclidiano

Sabe-se que o Problema de árvore de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Stei-

ner Tree Problem) é NP-difícil [24][25][37]. A intratabilidade inerente do ESTP encoraja
o desenvolvimento de heurísticas, que são projetadas para encontrar boas conexões de
pontos em tempos que são, geralmente, polinômios de baixa ordem em função do tama-
nho do problema [31].

Hwang (1992) [37] define uma heurística eficaz para o ESTP como um algoritmo
que pode rodar em tempo proporcional a um baixo grau polinomial de n, o número de
vértices da instância do problema. Essa heurística deve garantir que o comprimento da
árvore de saída não exceda em grande quantidade o de uma árvore mínima de Steiner
(SMT, Steiner Minimal Tree).

A árvore geradora mínima (MST, Minimal Spanning Tree) é uma solução heu-
rística eficaz para o problema, pois existem algoritmos de complexidade computacional
O(n log n) para obte-la. Além disso, essa árvore nunca excede em 15,5% o comprimento
da SMT [37][31]. A MST torna-se naturalmente o padrão de comparação de outras heu-
rísticas. Muitas soluções heurísticas iniciam com uma MST dada e a partir dessa, buscam
por soluções melhores, ou utilizam determinado algoritmo da MST durante sua execução
[37].

Gilbert e Pollack (1968) [28] definiram “Steiner Ratio” como a relação de
desempenho da MST e conjecturaram que essa relação é igual a

√
3

2 [37][28]. Embora
o desempenho de heurísticas baseadas em MST sejam aproximamente relacionadas à
“Steiner Ratio”, a maioria das heurísticas propostas possui relação de desempenho
melhor [37].

A Seção 3.1 descreve algumas das principais heurísticas presentes na literatura
baseadas na MST: as heurísticas de Chang (1972) [8], Thompson (1973) [67], Dreyer e
Overton (1998) [17] e Beasley (1992) [7]. A Seção 3.2 apresenta os métodos Diagrama
de Voronoi e Triangulação de Delaunay e alguns algoritmos que utilizam esses métodos:
Shamos e Hoey (1975) [62], Smith et al. (1981) [63], Beasley e Goffinet (1994) [6]. A
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Seção 3.3 menciona os trabalhos de Lundy (1985) [49], Barreiros (2003) [3] e Frommer
e Golden (2007) [23] que utilizam outros métodos heurísticos para o ESTP como o
annealing e algoritmos genéticos.

3.1 Heurísticas baseadas na MST

A maioria das heurísticas para o ESTP executa uma série de melhorias iterativas
usando a MST como solução inicial [73]. Os primeiros algoritmos heurísticos para o
ESTP, propostos por Chang (1972) [8] e Thompson (1973) [67], se baseiam na inserção
iterativa de vértices de Steiner em uma MST [36][74][67][8].

3.1.1 Heurísticas de Chang, Thompson e Dreyer e Overton

Thompson (1973) [67] sugeriu um processo sequencial executado para conjuntos
de três vértices com arestas da MST que estão em um ângulo menor que 120◦. Enquanto
houver arestas violando a restrição de ângulo executa-se os seguintes passos: 1) insere um
vértice de Steiner para o triângulo formado pelos três vértices; 2) conecta os três vértices
ao vértice de Steiner inserido; 3) por fim, remove as arestas que antes conectavam os
vértices na MST [67][44].

Chang (1972) [8] sugeriu um esquema parecido, porém com um método dife-
rente e mais complexo de encontrar conjuntos de três vértices. No início T é a MST e no
fim é a árvore heurística de saída. T é composta por subárvores com topologias cheias
(FSTs), chamados componentes cheios. A inserção de vértices de Steiner é feita em cada
passo de modo a maximizar a diferença de comprimento entre a árvore atual e a árvore
modificada. Para isso os três vértices envolvidos (Vi, Vj e Vk) devem ser selecionados em
uma das seguintes possíveis formas [8][37]:

• Vi, Vj e Vk são todos terminais e pertencem a diferentes componentes cheios da
árvore;
• Vi e Vj são terminais e pertencem ao mesmo componente cheio e Vk é um terminal

em um componente cheio diferente;
• Vi e Vj são vértices de Steiner em diferentes componentes cheios e Vk é um terminal

adjacente para Vi e Vj.

A heurística proposta por Chang (1972) [8] tem complexidade de tempo O(n4).
Beasley (1992) [7] e Dreyer e Overton (1998) [17] também desenvolveram heurísticas
baseadas em inserir vértices e melhorar a MST efetuando otimizações locais.

Dreyer e Overton (1998) [17] sugeriram duas heurísticas, a primeira, denomi-
nada "Steiner Insertion Heuristic", é uma extensão da heurística de Thompson (1973)
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[67] que insere vértices de Steiner entre os menores ângulos de arestas da MST e depois
obtém a árvore relativamente mínima, encontrando a posição ideal dos vértices de Stei-
ner [17]. No pior caso essa heurística possui complexidade de tempo de O(n3) [17]. A
segunda inicia encontrando a árvore de Steiner para três vértices escolhidos e em seguida
executa iterações para conectar cada vértice fixo nessa árvore a partir de um novo vértice
de Steiner e encontra a árvore mínima relativa [17]. Essa heurística possui complexidade
Θ(n2).

3.1.2 Heurística de Beasley

Beasley (1992) [7] apresenta uma heurística para o ESTP e para o problema
de árvore de Steiner Retilíneo (RSTP, Rectilinear Steiner Tree Problem) baseada em
encontrar soluções ótimas de Steiner para subgrafos da MST. A heurística considera
todos subgrafos da MST que contêm quatro vértices. Para cada um deles obtém a SMT e
adiciona ao conjunto de vértices V os vértices de Steiner desses subgrafos que resultam
na maior redução de custo [7].

Essa heurística consiste basicamente nos passos descritos no Algoritmo 3.1.
Considere V um conjunto de vértices mantido pelo algoritmo. V é inicializado a partir
dos vértices dados e, ao final da heurística contém os vértices iniciais mais os vértices de
Steiner adicionados. A MST do conjunto V é a solução oferecida pela heurística.
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Algoritmo 3.1: Algoritmo de Beasley

Entrada: O conjunto de vértices iniciais V

Saída: O novo conjunto V contendo os vértices iniciais mais os vértices de
Steiner S adicionados, e a MST que é a solução do problema.

1 Considere: T (K) o custo de conectar K vértices por meio de sua MST;
Ts(K) o custo de conectar os mesmos K vértices, por meio de sua SMT; V0 o
conjunto inicial de vértices e t o contador de iteração. V ←V0; t← 0;

2 Encontre a MST de V . t← t +1;
3 Enumere o conjunto L com todas as subárvores de quatro vértices K na

MST;
4 Para cada K ∈ L calcule a redução de custo R(K) que ocorre quando os

vértices de K são conectados via SMT;
5 Se max[R(K)|K ∈ L] = 0 pare;
6 Seja M um conjunto de vértices vazio a cada nova iteração. Ordene de

forma decrescente em função de R(K) os conjuntos de vértices K ∈ L. Neste
conjunto ordenado, para cada K, se |M∩K|= 0 e R(K)> 0 então adicione
os vértices de Steiner associados para V e atribua M←M∪K;

7 Encontre a MST de V e remova qualquer vértice de V que represente um
vértice de Steiner com grau menor ou igual a dois;

8 Para cada vértice de Steiner com grau 3, mova esse vértice para sua
localização ótima. Repita esse processo até que não seja possível nenhuma
redução de custo;

9 Encontre a MST de V e para cada subárvore (V* de custo C*) que tem
topologia apropriada para uma árvore de Steiner cheia (FST, Full Steiner

Tree): aplique o algoritmo de Hwang [35] para encontrar a FST de V*; Se o
custo da FST é menor que C* mova os vértices de Steiner para as
localizações dadas pela FST; Se o custo da FST é maior que C* tente uma
redução de custo removendo vértices de Steiner que estejam aumentando o
custo de V*;

10 Volte ao passo (2);

Beasley (1992) [7] exibe resultados computacionais que indicam que sua heu-
rística oferece soluções de melhor qualidade comparado a outras heurísticas como Chang
(1972) [8] e Smith et al. (1981) [63][7]. A melhoria usando essa heurística é normalmente
de 3 a 4% [36]. Beasley (1992) [7] sugere que a complexidade de tempo dessa heurística
seja O(n1,317), calculada empiricamente pela média dos tempos computacionais requeri-
dos.
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3.1.3 Deficiências em Estruturas Globais

As heurísticas de Chang (1972) [8], Thompson (1973) [67] e Beasley(1992) [7]
têm a ideia de converter uma MST em árvores de Steiner relativamente mínimas (RMST,
Relatively Minimal Steiner Tree) por meio de uma sequência de “local Steinerizations”.
Esse é o nome dado ao processo de adicionar vértices de Steiner para conectar três
vértices e remover arestas formadoras de ciclos na MST [36]. Esse processo, conforme
exemplificado por Laarhoven (2010) [44], é geralmente alheio a qualquer estrutura global
e, por isso, pode ter graves deficiências para determinadas instâncias. Isso porque a
inserção de vértices de Steiner é feita para vértices próximos uns dos outros, e alguns
vértices que podem ser críticos para obter a melhoria significativa na rede podem ser
ignorados.

O exemplo da Figura 3.1(A) ilustra uma MST para uma instância do problema
com nove vértices em que heurísticas de inserção, que essencialmente efetuam “local

Steinerizations”, falham em obter a solução ideal [44]. A Figura 3.1(B) mostra que
apenas os vértices de Steiner contidos nos triângulos menores são encontrados por tais
heurísticas, que são incapazes de detectar o vértice de Steiner necessário para obter a
solução ótima [44].

Figura 3.1: A MST (A), e uma árvore de Steiner subótima obtida
por heurísticas de inserção (B) para uma instância de
9 vértices.

A Figura 3.2 mostra a solução ótima para o problema, que deve ter um vértice de
Steiner no centro conectando as três subárvores formadas pelos triângulos menores [44].

Figura 3.2: A solução ótima para a instância de 9 vértices do
exemplo
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Para contornar esse problema, algumas heurísticas utilizam as propriedades
geométricas existentes em problemas Euclidianos. A Seção seguinte descreve algumas
dessas heurísticas.

3.2 Diagrama de Voronoi e Triangulação de Delaunay

O Diagrama de Voronoi de um conjunto de vértices particiona o espaço em
regiões, uma por vértice. A região para um vértice s consiste de todos os vértices mais
próximos de s do que de qualquer outro vértice. Shamos e Hoey (1975) [62] introduziram
o Diagrama de Voronoi como uma estrutura geométrica que produz algoritmos ótimos
para problemas de vértices mais próximos no plano [62].

Fortune (1997) [20] descreve matematicamente uma relação de dualidade e
correspondência óbvia de um para um entre o Diagrama de Voronoi e Triangulação de
Delaunay. A Triangulação de Delaunay consiste na única triangulação dos vértices dados
na qual a circunferência de qualquer triângulo não contém nenhum vértice em seu interior
[20].

Shamos e Hoey (1975) [62] oferecem um algoritmo de complexidade média de
tempo O(n log n) para construir o Diagrama de Voronoi. Além disso, mostraram que uma
MST é um subgrafo da Triangulação de Delaunay. Uma MST pode ser construída a partir
de um Diagrama de Voronoi em tempo O(n) pelo algoritmo de Cheriton e Tarjan (1976)
[9] [37].

Beasley e Goffinet (1994) [6] apresentam uma heurística para o ESTP baseada na
Triangulação de Delaunay para gerar vértices de Steiner candidatos e então remover vér-
tices de Steiner redundantes via MST [6]. Essa heurística reúne o poder da Triangulação
de Delaunay e a abordagem da heurística de Beasley (1992) [7] para oferecer um método
de alta qualidade com um requisito de tempo, calculado empiricamente, de O(n2,19) [6].

Beasley e Goffinet (1994) [6] compararam sua heurística com a heurística de
Beasley (1992) [7] e mostram que a heurística utilizando Triangulação de Delaunay
apresenta maior percentual de redução em nove dos dez casos de teste com a ordem
variando de 10 a 100. A heurística de Beasley e Goffinet (1994) [6] alcança uma média
percentual de redução de 3,025%.

Smith et al. (1981) [63] oferecem uma heurística O(nlogn) para o ESTP. O
algoritmo é baseado em uma abordagem de decomposição em que primeiro particiona
o conjunto de vértices em triângulos por meio da Triangulação de Delaunay. Em seguida,
recompõe a árvore relativamente mínima a partir da utilização de Diagrama de Voronoi e
da MST do conjunto de vértices [63].

A heurística de Smith et al. (1981) [63] escolhe conjuntos de três e quatro
vértices a partir dos vértices de triângulos ou dois triângulos adjacentes da Triangulação
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de Delaunay e então constrói árvores de Steiner para esses conjuntos [37]. Em geral o
percentual de redução do algoritmo de Smith et al. (1981) [63] é de 3,137%.

3.3 Outras Heurísticas

Smith e Shor (1992) [65] sugeriram uma variação da MST que possui relação
de desempenho melhor que a “Steiner Ratio”. Eles nomearam essa variação de Árvores
Gulosa. Algumas propriedades de Árvores Gananciosas em espaços Euclidianos são: a
Árvore Gulosa é a MST de seus vértices; nenhum ângulo na Árvore Gulosa é menor
que 90◦; qualquer segmento de linha entre vértices numa Árvore Gulosa também é uma
conexão da MST; o comprimento da Árvore Gulosa não é maior que o da MST [65].

Outro método heurístico encontrado em alguns trabalhos é denominado anne-

aling. Um algoritmo annealing é um procedimento de busca estocástica que procura o
mínimo de uma função objetivo determinista. O método aplica pequenas perturbações em
uma solução vigente para chegar a uma nova solução [49].

Lundy (1985) [49] propôs um algoritmo annealing como uma heurística SMT.
Nesse algoritmo uma perturbação consiste na troca de topologias cheias. Após cada
perturbação é realizado o reposicionamento dos vértices de Steiner para obter uma solução
que torna-se a nova solução vigente, caso seja melhor que a anterior [37]. Grimwood
(1994) [31] demonstra que o annealing aplicado ao ESTP oferece soluções de boa
qualidade.

Em trabalhos mais recentes Barreiros (2003) [3] e Frommer e Golden (2007) [23]
apresentam algoritmos genéticos para o ESTP. O algoritmo de Barreiros (2003) [3] tem
duas camadas, no primeiro nível o algoritmo toma decisiões de particionamento e o nível
mais baixo resolve o ESTP para cada partição dada. O percentual médio de redução obtido
por esse algoritmo é de aproximadamente 3,73% para instâncias com 10 vértices e 2,81%
para instâncias com 100 vértices. Para uma instância com 1000 vértices o percentual de
redução obtido foi de 2,64% [3].

O algoritmo de Frommer e Golden (2007) [23] foi construído a partir da ex-
perimentação de diferentes algoritmos genéticos, usando uma variedade de operadores
e estratégias heurísticas de busca como diversidade de população e divisão e conquista.
Foi escolhido o algorítmo genético que melhor se adaptou ao problema. O algoritmo de
Frommer e Golden (2007) [23] possui complexidade de tempo estimada em O(n2), e para
problemas de médio porte apresenta melhoria média aproximada de 1%.



CAPÍTULO 4
Representações para Problemas Modelados por
Grafos

Muitos problemas de otimização podem ser codificados por grafos, assim como
o problema de Steiner, e possuem uma variedade de diferentes representações. Pesqui-
sas mostram que o desempenho, principalmente de algoritmos evolutivos, entre outras
heurísticas, pode variar muito em função da representação utilizada [59]. Uma represen-
tação adequada deve pelo menos ser capaz de codificar todas as soluções possíveis de um
problema de otimização [59].

Centenas de problemas computacionais são expressos em termos de grafos.
Muitas representações possuem métodos para representar e pesquisar um grafo. Pesquisar
um grafo significa acompanhar sistematicamente suas arestas de modo a alcançar seus
vértices. Técnicas para pesquisar um grafo estão o núcleo de algoritmos para grafos
[11]. Os algoritmos para grafos são implementados em função da representação. As
representações para grafos podem ser divididas nas codificações convencionais, tais como
matriz de adjacências e lista de adjacências e não-convencionais, como as desenvolvidas
para heurísticas específicas. A Seção 4.1 apresenta as representações convencionais e a
Seção 4.2 apresenta algumas das representações não-convencionais.

4.1 Representações Convencionais de Grafos

Lista de Adjacências 4.1.1 e Matriz de Adjacências 4.1.2 são as duas estruturas
de dados usuais para representar um grafo G(H, I), em que H é o conjunto de vértices
e I é o conjunto de arestas que forma o grafo. A representação Lista de Adjacências,
em geral, é preferida, porque fornece um modo compacto de representar grafos esparsos.
Mas, a representação Matriz de Adjacências pode ser preferível quando o grafo é denso,
ou quando há necessidade de saber com rapidez se existe uma aresta conectando dois
vértices do grafo [11]. A seguir são descritas essas duas formas de representação e suas
características.
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4.1.1 Representação Lista de Adjacências

A representação Lista de Adjacências de um grafo G(H,I) consiste em um arranjo
de |H| listas, uma para cada vértice em H. Para cada h∈H, a Lista de Adjacências contém
todos os vértices v, tais que, existe uma aresta (h,v) ∈ I. Ou seja, todos os vértices de G

adjacentes a h. Como outra alternativa, pode conter ponteiros para os vértices adjacentes
a h [11].

As Listas de Adjacências podem facilmente ser adaptadas para grafos pondera-
dos armazenando o peso da aresta juntamente com o vértice v contido na lista de adja-
cências de h. Essa representação exige a quantidade O(|H|+ |I|) de memória, para grafos
orientados ou não. Uma desvantagem potencial é que não existe um modo mais rápido
para determinar se uma aresta (h, v) está no grafo do que procurar por v na lista de ad-
jacências de h [11]. Essa desvantagem pode ser contornada pela representação Matriz de
Adjacências, descrita a seguir.

4.1.2 Representação Matriz de Adjacências

A representação Matriz de Adjacências de um grafo G(H, I) consiste em uma
matriz |H| × |H| na qual cada elemento ai j pode conter o valor 1 ou 0, indicando
respectivamente se existe ou não uma aresta entre os vértices i e j. No caso de um grafo
ponderado, a matriz de adjacência pode conter em cada aresta ai j o peso da aresta ou outro
valor que indicaria a não existência de aresta (nulo, por exemplo) [11].

Embora, a Lista de Adjacências seja assintoticamente pelo menos tão eficiente
quanto a Matriz de Adjacências, essa última pode ser preferível pela sua simplicidade e
por poder representar uma aresta usando apenas um bit de entrada, no caso de grafos não
ponderados [11].

4.2 Representações não Convencionais para Árvores de
Grafos

Várias representações têm sido utilizadas para representar árvores de grafos.
Essas representações apresentam desempenho melhor que as representações convenci-
onais de grafos descritas em 4.1. Dentre elas destaca-se Número de Prufer [75][1], Cha-
ves Aleatórias para Redes [61], Conjunto de Arestas [56], Nó-Profundidade [15], e Nó-
Profundidade-Grau [16]. A seguir essas representações são descritas e a representação
Nó-Profundidade-Grau é detalhada.
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4.2.1 Representação Número de Prufer

O número de Prufer é uma representação para árvore que se baseia na propri-
edade de correspondência única entre uma string de comprimento n− 2 e uma árvore
geradora. O número de Prufer para uma árvore T com n vértices é um número com n-2

dígitos, que possuem valores entre 1 e n. Os algoritmos de codificação e decodificação do
número de Prufer podem ser implementados com complexidade de tempo O(nlogn) [30].

O número de Prufer possui características importantes tais como: qualquer árvore
pode ser representada por um número de Prufer; qualquer número de Prufer representa
uma árvore, mesmo que seja construído aleatoriamente; todo número de Prufer representa
apenas uma árvore; todas as árvores são representadas uniformemente, ou seja, números
de Prufer diferentes representam árvores diferentes.

Existem nn−2 árvores para um grafo completo de tamanho n, exatamente a
mesma quantidade de números de Prufer. O número de Prufer não é o único mapeamento
de correspondência 1-1 entre uma string de comprimento n-2 e uma árvore. Picciotto
(1999) propôs outros mapeamentos com essa característica como o Blob Code e Dande-

lion Code.
Apesar da eficiência dos algoritmos de codificação e decodificação, muitos

pesquisadores apontam deficiências do número de Prufer que o tornam inadequado
para pesquisas evolucionárias [53][60][56]. Gottlieb et al. (2001) [30] apresentam um
comparativo do uso da representação número de Prufer em algoritmos evolutivos com
várias outras representações, dentre elas Chaves Aleatórias para Redes 4.2.2 e Conjunto
de Arestas 4.2.3. Resultados empíricos em quatro problemas NP-difíceis envolvendo
árvores geradoras confirmaram que o número de Prufer é uma má escolha para algoritmos
evolutivos. Em todos os casos os algoritmos com número de prufer retornaram resultados
piores além de seu desempenho ter piorado mais rapidamente em instâncias maiores [30].

4.2.2 Representação Chaves Aleatórias para Redes

A representação Chaves Aleatórias introduzida por Bean (1994)[4] é um efici-
ente método para codificar problemas de ordenação e agendamento [61]. Rothlauf et al.
(2002)[61] estendeu o uso de Chaves Aleatórias para codificar árvores em problemas re-
presentados por grafos.

A representação Chaves Aleatórias codifica a solução com números aleatórios,
que são usados como chaves de ordenação para decodificar a solução [4]. A representação
Chaves Aleatórias para Redes representa a árvore por meio de um vetor em que cada
índice é associado a uma aresta. Valores reais entre 0 e 1 são atribuídos para cada uma
dessas arestas. Esse valores podem ser usados para representar a importância da aresta
[61].
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Rothlauf et al. (2002) [61] aplicou a representação Chaves Aleatórias para Redes
para problemas de projeto de redes representadas por grafos. Os resultados experimentais
foram obtidos com algoritmos evolutivos para o problema proposto indicando um de-
sempenho satisfatório em comparação com outras representações. Chaves Aleatórias para
Redes utiliza um vetor de tamanho m, o número de arestas do grafo, para codificar as
soluções. O algoritmo de decodificação da solução requer tempo O(m log(m)).

4.2.3 Representação Conjunto de Arestas

A representação Conjunto de Arestas proposta por Raidl e Julstrom (2003)[56]
consiste em representar árvores geradoras diretamente como conjuntos de suas arestas.
Essa representação pode ser implementada em um vetor ou em tabela hash cujas entradas
são os pares de vértices que definem cada aresta [56].

A representação Conjunto de Arestas possui complexidade de espaço O(n),
em que n é o número de vértices do grafo. Raidl e Julstrom (2003)[56] apresentam
resultados experimentais para algoritmos evolutivos aplicados a problemas modelados
por grafos que indicam um desempenho superior da representação Conjunto de Arestas
em comparação com outras representações como Blob Code e Chaves Aleatórias para
Redes [56]. Tzschoppe et al. (2004)[69], porém, mostram que a representação Conjunto
de Arestas com operadores evolutivos utilizando heurísticas possuem tendência, gerando
mais comumente árvores próximas à árvore geradora mínima [69].

4.2.4 Representação Nó-Profundidade

Segundo Delbem e Carvalho (2004) [15] algoritmos evolutivos usando codifica-
ções convencionais, tais como a string binária de algoritmos genéticos, produzem muitos
componentes desconectados ou grafos cíclicos, quando aplicados a grandes sistemas de
problemas modelados por grafos. Com o objetivo de reduzir esses problemas Delbem e
Carvalho (2004)[15] propuseram a representação Nó-Profundidade. Essa representação
utiliza os conceitos de vértice e profundidade de uma vértice para codificar as soluções.
Uma das vantagens da representação Nó-Profundidade é que somente são produzidos
componentes conectados e grafos acíclicos ao utilizar os operadores propostos para a
mesma.

A representação nó-profundidade consiste basicamente de listas lineares con-
tendo os vértices e suas profundidades. Nessa representação, um vértice que é a raiz da
árvore é o primeiro elemento da lista e tem profundidade 0. A ordem dos pares (vértice,
profundidade) na lista pode ser determinada por uma busca em profundidade. Esse pro-
cesso de codificação de uma árvore em grafos auxília no processo de decodificação das
soluções e permite o fácil mapeamento das arestas presentes na solução.
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Delbem e Carvalho (2004) [15] propuseram um algoritmo evolutivo usando a
representação Nó-Profundidade para o problema da árvore geradora mínima com restrição
de grau (dc-MSTP, degree-constrained Minimum Spanning Tree Problem). O dc-MSTP é
o problema de encontrar a árvore geradora em que os graus de vértices são menores que
ou iguais a uma constante positiva, e que o custo total das arestas é mínimo.

O algoritmo proposto por Delbem e Carvalho (2004) [15] foi comparado com
outro algoritmo genético para o dc-MSTP usando a representação Número de Prufer.
Os resultados mostraram que o algoritmo proposto por Delbem e Carvalho (2004) [15]
é capaz de trabalhar com grandes gráficos usando relativamente pequeno tempo de
execução. Com restrição de grau variando de 3 a 5, o algoritmo de Delbem e Carvalho
(2004) [15] gastou aproximadamente 1,5% para gráficos com 500 vértices e 1,1% para
gráficos com 1000 vértices do tempo gasto pelo algoritmo usando representação Número
de Prufer e obteve aproximadamente 42% para gráficos com 500 vértices e 58% para
gráficos com 1000 vértices dos melhores custos (média dos melhores indivíduos) obtidos
pelo algoritmo usando representação Número de Prufer.

4.2.5 Representação Nó-Profundidade-Grau

Uma das codificações que tem mostrado resultados relevantes para codificar
árvores em grafos é a representação nó-profundidade-grau (RNPG) proposta por Delbem,
Lima e Telles (2012) [16]. A RNPG é uma extensão da representação Nó-Profundidade
proposta em [15].

A RNPG foi proposta para atender as exigências de algoritmos evolutivos para
problemas de larga escala modelados por grafos, que requerem a geração de milhares
de florestas 1 geradoras até encontrar um projeto de rede apropriado. A RNPG é uma
representação devidamente codificada para florestas geradoras e oferece operações para
manipular e gerar novas florestas [16].

A RNPG tem como base os conceitos de vértice, profundidade e grau de um
vértice em um grafo. A forma de representar a floresta geradora é utilizado um conjunto de
listas lineares de trincas (vértice, profundidade, grau), uma para cada árvore da floresta. A
ordem em que as trincas estão dispostas na lista depende da posição do vértice em relação
ao vértice inicial chamado de raiz da árvore [16]. O primeiro elemento da lista é a raiz
da árvore, a partir da raiz qualquer elemento da lista aparece depois do seu elemento pai
(o primeiro elemento mais próximo da raiz que o conecta). Essa ordem pode ser obtida
por meio de uma busca em profundidade na árvore a partir do vértice escolhido como raiz
[16].

1Uma floresta geradora em grafos consiste em um conjunto de árvores disconexas que contém todos os
vértices.
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A Figura 4.1 ilustra o exemplo de uma árvore geradora de um grafo com 9
vértices. Essa árvore geradora é representada pela notação RNPG na Tabela 4.1.

Figura 4.1: Exemplo de árvore na notação RNPG.

Tabela 4.1: Lista linear contendo em cada coluna da RNPG a
tripla representando a árvore geradora da Figura 4.1.

Posição 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Vértice A B H C D F G I E

Profundidade 0 1 2 1 2 3 4 3 2
Grau 2 2 1 3 3 2 1 1 1

A RNPG quando utilizada em algoritmos evolutivos possui duas operações para
gerar novas soluções à partir de soluções já existentes [16]. O efeito dessas operações é
o de transferir uma subárvore de uma árvore para outra na floresta. A primeira operação
produz mudanças simples e pequenas na floresta, enquanto que a segunda operação gera
mudanças maiores e mais complexas. Embora sejam diferentes, essas operações com-
partilham as seguintes características: preservar a consecutividade de vértices na RNPG;
preservar a precedência da raiz de uma subárvore em relação aos seus descendentes; não
introduzir ciclos nas árvores; preservar o número de árvores na floresta [16].

Para ilustrar as vantagens da RNPG, a mesma foi aplicada em um algoritmo
evolutivo para o dc-MSTP. O algoritmo desenvolvido foi comparado com outro algoritmo
evolutivo para o dc-MSTP usando a representação Conjunto de Arestas proposto em
[56]. Resultados experimentais mostraram que o algoritmo com a RNPG é mais rápido e
produziu soluções melhores ou equivalentes as obtidas com conjunto de arestas [16].

Os resultados recentes demonstram que a RNPG tem tido destaque para melhorar
o desempenho de algoritmos evolutivos para problemas modelados por grafos. Esses
resultados incentivam a investigação do uso da RNPG em outros contextos, como é o
caso deste trabalho. No próximo capítulo será apresentada a proposta de utilização da
RNPG em uma heurística para o problema de árvore de Steiner Euclidiano baseada no
algoritmo de Beasley (1992) [7].



CAPÍTULO 5
Algoritmo SMTBeasleyRNPG

Este capítulo apresenta a proposta deste trabalho, a heurística SMTBeas-
leyRNPG baseado em [7] para o problema de árvore de Steiner Euclidiano (ESTP). O
principal objetivo desse trabalho é demonstrar vantagens na eficiência computacional a
partir da utilização da RNPG em um heurístico não evolutivo, cujas soluções sejam as
mesmas para as mesmas entradas. Foi feita uma pesquisa na literatura para verificar um
algoritmo heurístico não evolutivo, que oferece soluções de boa qualidade. O algoritmo
proposto em [7] foi julgado mais apropriado em função dessas exigências, conforme apre-
senta a Seção 5.1.

Para obter uma melhoria na eficiência computacional, essa heurística será asso-
ciada a uma representação adequada para problemas de modelados por grafos de árvores
geradoras, que é o caso do ESTP. No algoritmo de Beasley (1992) [7], a solução atual
em cada iteração é uma única MST do conjunto atual de vértices. Não existe a necessi-
dade de representar florestas, nem operadores para florestas. Assim, optou-se por utilizar
a RNPG com uma única árvore geradora. No entanto, foi necessário o desenvolvimento
de operadores específicos para algumas operações do Algoritmo 3.1. A RNPG é utilizada
na SMTBeasleyRNPG para representar a topologia da árvore. Uma estrutura de grafo
representa as localizações dos vértices do conjunto V definido para o Algoritmo 3.1.

No desenvolvimento da heurística SMTBeasleyRNPG, não serão utilizados os
operadores atuais da RNPG, pois a heurística base não propõem operações de poda e
enxerto de subárvores. Por outro lado, será necessário o desenvolvimento de operadores
específicos na RNPG para executar alguns passos da heurística utilizada.

A descrição da proposta deste trabalho está estruturada como segue. A Seção 5.1
justifica a escolha do algoritmo proposto em [7]. A Seção 5.2 descreve algumas modifi-
cações que foram necessárias na RNPG para permitir a manipulação dos dados de forma
eficiente. O operador de consulta de conjuntos, responsável por recuperar as subárvores
de 4 vértices é apresentado na Seção 5.3. Por fim a Seção 5.4 descreve o operador para
remoção dos vértices de Steiner adicionados que não possuem mais as características ne-
cessárias dessa função.
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5.1 Escolha do algoritmo Beasley (1992)

Dentre os algoritmos pesquisados, alguns utilizam Diagrama de Voronoi e Tri-
angulação de Delaunay [20]. É o caso dos contidos em [62], [6], [63], [44]. Esses dois
últimos inclusive são mais recentes que o algoritmo escolhido. A Tabela 5.1 mostra que
esses algoritmos, [6] e [44], oferecem, em média, soluções de melhor qualidade compa-
rado a Beasley (1992) [7].

Tabela 5.1: Comparativo dos percentuais de redução em relação à
MST dos algoritmos de Beasley (1992) [7], Beasley e
Goffinet (1994) [6] e Laarhoven (2010) [44].

n Beasley (1992) [7] Beasley e Goffinet (1994) [6] Laarhoven (2010) [44]
10 3,138 3,223 3,25
20 3,015 3,123 3,15
30 2,868 2,948 3,07
40 3,024 2,972 3,14
50 2,841 2,921 3,03
60 2,946 3,178 3,27
70 2,844 2,945 3,11
80 2,817 2,917 3,03
90 2,935 2,953 3,11

100 2,952 3,073 3,26

Apesar de serem mais recentes e apresentar soluções de melhor qualidade,
os algoritmos propostos em [6] e [44] não foram escolhidos em função do tempo de
implementação. Para essa implementação, haveria a necessidade do aprendizado do
Diagrama de Voronoi e Triangulação de Delaunay [20], que levaria um tempo maior que
o tempo gasto para a implementação de [7], que não depende do conhecimento de outra
técnica.

A melhoria em relação à MST usando a heurística de Beasley [7] é normalmente
de 3 a 4% [36], essa melhoria possui melhor qualidade comparado a outras heurísticas
como Chang (1972) [8] e Smith et al. (1981) [63][7]. As Tabelas 5.2 e 5.3 comprovam
que o percentual de redução de [7] é, em média, melhor que [8] e [63].

Tabela 5.2: Comparativo dos percentuais de redução em rela-
ção à MST dos algoritmos de Beasley (1992) [7] e
Chang (1972) [8].

n Beasley (1992) [7] Chang (1972) [8]
10 3,138 2,2
20 3,015 3,012
30 2,868 3,087
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Tabela 5.3: Comparativo dos percentuais de redução em rela-
ção à MST dos algoritmos de Beasley (1992) [7] e
Smith et al. (1981) [63].

n Beasley (1992) [7] Smith et al. (1981) [63]
10 3,138 3,173
20 3,015 2,333
30 2,868 2,769
40 3,024 2,663
50 2,841 2,568

Alguns algoritmos heurísticos não oferecem resultados computacionais que
tornem possível esse comparativo de qualidade de soluções, é o caso de Thomp-
son (1973) [67], Lundy (1985) [49] e Dreyer e Overton (1998) [17]. Os algoritmos de
Barreiros (2003) [3] e Frommer e Golden (2007) [23] não foram considerados para essa
proposta em função do objetivo do trabalho que é investigar a RNPG em outro contexto
além de algoritmos evolutivos.

Em resumo, o algoritmo de Beasley (1992) [7] foi considerado adequado por
oferecer soluções de boa qualidade e atender os objetivos do trabalho. Considera-se
que essa investigação é válida para outras heurísticas não evolutivas, como é o caso de
Beasley e Goffinet (1994) [6] que é baseada em [7]. Essa comprovação é sugerida para
trabalhos futuros.

5.2 Versão da RNPG para o SMTBeasleyRNPG

Com o objetivo de melhorar a eficiência computacional de acesso e busca a
determinadas posições na RNPG foram adicionados três dados para cada vértice. A
primeira informação necessária é um flag para indicar se o vértice é um ponto de Steiner
ou não, respectivamente com os valores 1 e 0, chamada de steiner. Além disso, foi
adicionada a posição do pai do vértice atual, chamado de indicePai. Esse dado possibilita
o acesso direto ao vértice ancestral do ponto atual da árvore. O terceiro dado adicionado,
chamado de indiceFilho, indica a posição do último filho do vértice atual na hierarquia da
árvore. A Tabela 5.4 mostra a RNPG da árvore da Figura 4.1 com as novas informações
inseridas. Para os dados de indicePai e indiceFilho quando o valor é −1 isso indica que
o vértice não possui ancestral ou descendente.

A Tabela 5.5 apresenta um exemplo da nova RNPG quando ocorre a adição
de vértices de Steiner. Para que o ponto de Steiner seja inserido na posição correta é
necessário deslocar os vértices posteriores a ele na RNPG em um posição. Lembrando que
a posição na RNPG é importante para o processo de decodificação da árvore representada.
Um vértice de profundidade x é considerado ligado ao primeiro vértice anterior a ele de
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Tabela 5.4: Exemplo da RNPG com colunas acrescentadas para o
algoritmo SMTBeasleyRNPG.

Posição 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Nó A B H C D F G I E

Profundidade 0 1 2 1 2 3 4 3 2
Grau 2 2 1 3 3 2 1 1 1

steiner 0 0 0 0 0 0 0 0 0
indicePai -1 0 1 0 3 4 5 4 3

indiceFilho 3 2 -1 8 7 6 -1 -1 -1

profundidade x− 1, representado também pelo indicePai. Também é necessário ajustar
os valores de indicePai e indiceFilho de todos os vértices e, para os que estão ligados
ao vértice de Steiner, é preciso corrigir as informações de grau e profundidade, quando
necessário. No exemplo da Tabela 5.5, foi adicionado o vértice de Steiner J, ligado aos
vértices A, B e H. Nesse caso, a profundidade e grau de B e H precisam ser atualizados
e os valores de indicePai e indiceFilho de toda lista a partir da posição um. A Figura 5.1
mostra a árvore com a adição do vértice de Steiner J.

Tabela 5.5: Exemplo da versão da RNPG com ponto de Steiner J
adicionado para os pontos A, B e H

Posição 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nó A J B H C D F G I E

Profundidade 0 1 2 2 1 2 3 4 3 2
Grau 2 3 1 1 3 3 2 1 1 1

steiner 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
indicePai -1 0 1 1 0 4 5 6 5 4

indiceFilho 4 3 -1 -1 9 8 7 -1 -1 -1

O flag steiner é utilizado para realizar algumas operações restritas a pontos de
Steiner. Os valores de indicePai e indiceFilho contribuem para identificar as arestas de
determinado vértice de forma mais eficiente. A aresta que liga o vértice atual ao seu
ancestral é dada diretamente pelo indicePai. Já o indiceFilho é utilizado para delimitar
o intervalo da lista da RNPG que deve ser percorrido para encontrar os descendentes do
vértice atual. Por exemplo, em um ponto de Steiner, seu grau deve ser 3 e as arestas
que conectam esse vértice devem estar nas posições indicePai, (índice do vértice)+1, e
indiceFilho. Dessa forma, essas conexões podem ser descobertas sem a necessidade de
iterar na RNPG.



5.3 Operador de Consulta de Conjuntos 47

Figura 5.1: Exemplo de árvore na notação RNPG com vértice de
Steiner J adicionado.

5.3 Operador de Consulta de Conjuntos

O Operador de Consulta de Conjuntos (OCC) é proposto para implementar o
passo 3 do Algoritmo 3.1 da heurística base deste trabalho. O OCC percorre a RNPG que
representa a MST para buscar os subgrafos de quatro vértices. Os subgrafos válidos para
compor o conjunto L resultante do OCC devem representar um dos seguintes casos:

1. Os vértices do subgrafo formam um caminho na MST ;
2. Uma configuração de estrela na MST centrada em um dos vértices.

O OCC obtém os subgrafos de quatro vértices na RNPG de três formas: conexões
seqüenciais, i.e. cada um dos vértices está em uma profundidade diferente da árvore;
subgrafos com raiz de grau 2; subgrafos com topologia estrela, ou seja o vértice raiz
de grau maior ou igual a 3, nesse caso são enumeradas todas as permutações de três
elementos do conjunto de vértices da topologia estrela. Cada uma das permutações
corresponde a um novo K, que deve ser adicionado a L. A Figura 5.2 ilustra um exemplo
de cada uma dessas três possíveis formas de se obter uma subárvore de quatro vértices.

O Algoritmo 5.1 descreve os passos para execução do OCC. A entrada do
algoritmo é a MST representada pela RNPG, e a saída o conjunto L de subgrafos de
quatro vértices. Para facilitar a compreensão do Algoritmo 5.1, que implementa o OCC,
foi feita a divisão em três trechos que implementa cada uma das três possíveis formas de
se obter um conjunto de quatro vértices, exemplificadas na Figura 5.2. Esses trechos são
descritos pelos Algoritmos 5.2, 5.3 e 5.4.

Considere na descrição dos Algoritmos 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4: solucaoatual a MST
atual dada como entrada do algoritmo representada na RNPG; N o número de vértices da
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Figura 5.2: Exemplo das três possíveis formas de se obter uma
subárvore de 4 vértices em uma MST .

solucaoatual; p, q, r e s1 números inteiros que identificão os índices na solucaoatual dos
vértices que compõem o subgrafo de quatro vértices; K um conjunto de quatro vértices
correspondendo a um subgrafo da solucaoatual; L um conjunto de todos possíveis K’s que
ao final do algoritmo conterá todos os subgrafos de quatro vértices da solucaoatual; aux

um vetor de inteiros auxiliar para armazenar posições de vértices adjacente a um vértice;
tam, g, h, i, j inteiros auxiliares, representando índices na RNPG.

Algoritmo 5.1: Operador de Consulta de Conjuntos
Entrada: A MST de entrada representada pela RNPG (solucaoatual).
Saída: Os conjuntos de quatro pontos representando subárvores da solucaoatual (K).

1 para g← 0;g < N faça
2 p← g;
3 Algoritmo 5.2;
4 Algoritmo 5.3;
5 Algoritmo 5.4;

6 fim
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Algoritmo 5.2: Trecho do OCC que obtém a subárvore por meio de conexões
sequenciais, conforme ítem 1 da Figura 5.2.

Entrada: A mesma do Algoritmo 5.1.
Saída: As subárvores da solucaoatual formadas por conexões sequenciais de quatro pontos.

1 se solucaoatual[p].pro f undidade≥ 3 então
2 q← solucaoatual[p].indicePai;
3 r← solucaoatual[q].indicePai;
4 s1← solucaoatual[r].indicePai;
5 crie um novo K com os nós p, q, r e s1;
6 adicione K em L;

7 fim

Algoritmo 5.3: Trecho do OCC que obtém a subárvore por meio de subgrafos com
raiz de grau 2, conforme ítem 2 da Figura 5.2.

Entrada: A mesma do Algoritmo 5.1.
Saída: As subárvores da solucaoatual formadas por subgrafos com raiz de grau 2.

1 se solucaoatual[p].pro f undidade > 0 então
2 q← solucaoatual[p].indicePai;
3 i← q+1;
4 enquanto i≤ solucaoatual[q].indiceFilho faça
5 se (solucaoatual[i].profundidade = solucaoatual[q].profundidade+1) e i 6= p então
6 para j← i+1; j ≤ solucaoatual[i].indiceFilho faça
7 se solucaoatual[j].profundidade = solucaoatual[i].profundidade+1 então
8 r← i; s1← j;
9 crie um novo K com os nós p, q, r e s1;

10 adicione K em L;

11 fim
12 fim
13 i← j;

14 fim
15 fim
16 fim
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Algoritmo 5.4: Trecho do OCC que obtém a subárvore por meio de subgrafos com
topologia estrela, conforme ítem 3 da Figura 5.2.

Entrada: A mesma do Algoritmo 5.1.
Saída: As subárvores da solucaoatual formadas por subgrafos com topologia estrela.

1 se solucaoatual[p].grau≥ 3 então
2 aux[solucaoatual[p].grau];
3 tam← 0;
4 para i← p+1;i≤ solucaoatual[p].indiceFilho faça
5 se (solucaoatual[i].profundidade = solucaoatual[p].profundidade+1) então
6 aux[tam]← i; tam← tam+1;
7 fim
8 fim
9 se (solucaoatual[p].profundidade >0) então

10 aux[tam]← solucaoatual[p].indicePai;
11 tam← tam+1;

12 fim
13 para h← 0;h < tam−2 faça
14 para i← h+1;i < tam−1 faça
15 para j← i+1; j < tam faça
16 q← aux[h]; r← aux[i]; s1← aux[ j];
17 crie um novo K com os nós p, q, r e s1;
18 adicione K em L;

19 fim
20 fim
21 fim
22 fim

Nesta seção também será apresentada a análise de complexidade de tempo média
do OCC. Além disso, uma versão do OCC que faz uso da representação convencional
Matriz de Adjacência [11], descrita na seção 4.1.2. Ambas as versões serão comparadas
com relação a complexidade de tempo computacional.

5.3.1 Complexidade do OCC

A análise de complexidade de tempo do Algoritmo 5.1 do operador OCC será
primeiramente para cada forma de identificação dos conjunto de quatro vértices. Depois,
será realizada a análise da complexidade total do algoritmo proposto. No entanto, primeiro
é necessário fazer a análise da complexidade de espaço, ou seja, do tamanho em memória
ocupado pelo vetor da RNPG que contém a MST.

Na primeira execução do OCC, o conjunto V contém somente os vértices do
grafo e, portanto, tem tamanho n. No decorrer dos passos da heurística são adicionados
os vértices de Steiner para reduzir o custo da MST. No pior caso, a solução ótima é uma
árvore de Steiner completa. Assim, o conjunto V será composto pelos n vértices iniciais
e os n−2 vértices de Steiner de uma árvore completa. Portanto, tem-se que no pior caso
o tamanho da RNPG será de n + n− 2, ou seja, 2n− 2, ou ainda, O(n). Nos demais
casos o conjunto V será composto por um número inferior de vértices, então a análise
de complexidade de tempo será conduzida considerando uma entrada de tamanho n.
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A primeira maneira descrita para obter um conjunto de quatro vértices é por meio
de conexões sequenciais na RNPG. Essa situação é considerada no condicional da linha 1
do Algoritmo 5.2. Os passos internos, executados nesse condicional, são de complexidade
de tempo constante, pois consistem de atribuições diretas de valor com base no indicePai

dos vértices considerados. Assim, pode-se afirmar que a identificação de um conjunto K

válido por conexões sequenciais possui complexidade de tempo de melhor, média e pior
caso de O(1).

A segunda situação descrita, considera vértices raiz de grau 2 e é expressa pelo
condicional da linha 1 do Algoritmo 5.3. Nesse caso, tem-se dois loop aninhados que
precisam ser analisados. O loop da linha 4 tem como limite o indiceFilho do vértice
definido em q, esse índice indica a posição do último vértice diretamente ligado a q

na RNPG. Assim, o maior valor possível do indiceFilho é o tamanho da subárvore
enraizada em q, tamq. O segundo loop da linha 6 tem o seu limite inserido no intervalo do
loop externo, pois a subárvore enraizada no vértice analisado faz parte da subárvore do
vértice q. Na linha 13 o valor do índice i do loop da linha 4 é atualizado com o valor de j,
índice do loop interno. Como os loops são complementares, pode-se dizer que essa etapa
possui complexidade de tempo O(tamq). No melhor caso, tamq = 0, com isso os loops

não são executados. No pior caso, tamq = n e a etapa possui complexidade de tempo
O(n). O caso médio depende do tamanho de tamq, para o qual não é simples realizar uma
análise.

A terceira, e última forma descrita para se obter um conjunto K de quatro
vértices ocorre quando exite uma formação de topologia estrela com três vértices ou mais
centrada no vértice p. Esse caso é analisado no condicional da linha 1 do Algoritmo 5.4.
Os conjunto de passos a serem realizados, nesse caso, envolve um loop para localizar
todos os adjacentes do vértice p. No pior caso, esse loop necessitará de percorrer toda a
RNPG para recuperar esses vértices e armazená-los no array auxiliar e, portanto, possui
complexidade de tempo O(n) no pior caso. Na média e melhor caso, é necessário percorrer
toda a subárvore de p para encontrar os adjacentes. Então, considerando tamp, o tamanho
para armazenar a subárvore de p na RNPG, tem-se que a complexidade média de tempo do
loop da linha 4 é O(tamp). A seguir, é realizado um condicional para adição do vértice pai
de p à lista de adjacentes que é realizado em tempo constante O(1). Depois, o algoritmo
obtém a permutação de elementos adjacentes a p a partir dos loops aninhados 13, 14 e
15. Esses loops tem como limite o valor tam, que corresponde ao número de adjacentes
de p, ou seja, ao grau de p. O pior caso, ocorre quando a topologia da MST de entrada
do algoritmo é uma estrela centrada no vértice p. Nesse caso, tem-se que o grau de p é
n− 1 e, portanto, o processo de permutação dos adjacentes em grupos de três vértices
possui complexidade de tempo de pior caso O(n3). Nos casos médio e melhor, tem-se
que a complexidade de tempo da permutação será de O(tam3), onde tam é delimitado
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pelo grau de p. A complexidade total desse passo, no pior caso, é de O(n) + O(n3),
portanto, O(n3). Nos casos médio e melhor, a complexidade é dada por O(tamp + tam3),
para obter-se a função assintótica que domina essa complexidade é necessário analisar os
possíveis valores que cada um desses limitantes pode assumir, o que é complexo devido
a combinação de situações disponíveis.

Para concluir é preciso analisar a complexidade de tempo total do Algoritmo 5.1.
As três situações definidas são internas ao loop da linha 1. Esse loop percorre toda
lista da RNPG que possui tamanho n, e, portanto, é O(n). A cada passagem desse loop

principal podem ocorrer três possibilidades, (i) executar todas as situações previstas nos
condicionais, (ii) executar somente um condicional e (iii) executar dois condicionais. O
caso (i) só poderá ocorrer quando o indice g >= 3. Nessa possibilidade, não é possível
obter o pior caso do terceiro condicional, mas é possível que ocorra o pior caso do segundo
condicional, portanto, a complexidade de tempo total é O(n)× (O(1)+O(n)+O(tamp+

tam3)) = O(n2). Na situação (ii), para o índice g = 0, só é possível executar a terceira
situação, para g = 1 e g = 2, pode ocorrer a segunda ou a terceira situação, somente
a partir de g >= 3, existe a possibilidade de ocorrer todas as situações. Então, se para
g = 0 ou g = 1 ocorrer, o pior caso da terceira situação, a complexidade de tempo pode
ser escrita como O(n3)+ (n− 1)×O(1) = O(n3), pois, esse pior caso só pode ocorrer
em uma das iterações do loop principal e os demais vértices não corresponderam a
nenhum dos outros casos. Esse caso não ocorre para os outros valores de g devido as
características de construção da RNPG. Nas demais situações apresentadas, tem-se que
elas serão dominadas assintoticamente por O(n) e a complexidade de tempo do algoritmo
pode ser dita como O(n2). Quando as características permitirem que a cada iteração sejam
executadas duas situações, o domínio assintótico também será de O(n), e a complexidade
de tempo média do algoritmo de O(n)∗ (O(n)+O(n) = O(n2). Resumindo, tem-se que a
complexidade de tempo do operador OCC implementado com a RNPG, pode ser no pior
caso O(n3), na média e no melhor caso O(n2). Na prática, esse limitante pode ser inferior,
mas não é possível teoricamente afirmar com facilidade qual seria esse valor, pois as
operações dependem fortemente do número de vértices das subárvores e das topologias
locais das mesmas.

5.3.2 Versão com Matriz de Adjacências

Com o objetivo de verificar se o uso da RNPG resultado em uma vantagem de
tempo computacional em relação ao uso de uma representação convencional, o operador
de identificação de todos os subgrafos de quatro vértices foi implementado com a
representação Matriz de Adjacências. Essa operação foi escolhida para esse propósito,
pois pode ser considerada uma das de maior complexidade da heurística proposta em [7].
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O Algoritmo 5.5 descreve os passos da versão do Algoritmo 5.1 para essa modificação. O
algoritmo tem como entrada a MST representada por uma Matriz de Adjacências e, assim
como o Algoritmo 5.1, retorna o conjunto L.

Para o Algoritmo 5.5 considere: solucaoatual a MST atual dada como entrada e
representada pela Matriz de Adjacências; N o número de vértices da solucaoatual; p, q,
r e s1 números inteiros correspondendo aos índices na matriz e vértices do grafo; K um
conjunto de 4 pontos correspondendo a uma subárvore; L um conjunto de conjuntos K

que ao final do algoritmo conterá todos os subgrafos de quatro vértices da solucaoatual.
O OCC implementado com Matriz de Adjacências opera buscando subgrafos

das mesmas três maneiras que a versão com RNPG. As conexões seqüenciais na árvore,
obtidas no condicional da linha 1 do Algoritmo 5.1 correspondem ao loop da linha 24 da
versão com Matriz de Adjacências; subgrafos com raiz de grau 2, obtidas no condicional
da linha 1 do Algoritmo 5.1 correspondem ao loop da linha 14; subgrafos com topologia
estrela com raiz de grau maior ou igual a 3, obtidas conforme condicional da linha 1 do
Algoritmo 5.1 correspondem ao loop da linha 4.

A análise de complexidade de tempo do do Algoritmo 5.5 é mais simples de ser
realizada, pois para todas situações propostas o algoritmo necessita de executar um loop

percorrendo todos os vértices do conjunto V . Além disso, como o limitante de todos os
loops especificados é N o número de vértices na solucaoatual, então não existe diferença
de melhor, médio e pior caso. No Algoritmo 5.5 existem três loops aninhados principais
e internamente a eles o algoritmo possui mais três laços não aninhados, um para cada
situação possível de subgrafo. Como resultado, tem-se que a complexidade de tempo é de
O(N3)×(O(N)+O(N)+O(N)) = O(N4). Como já analisado na Seção de complexidade
do Algoritmo 5.1 o tamanho da entrada N é O(n), então a complexidade de tempo do
Algoritmo 5.5 pode ser escrita em função de n como O(n4). A Seção 6.3 apresenta um
comparativo empírico do tempo computacional dos Algoritmos 5.1 e 5.5, que comprova
o resultado teórico descrito neste Capítulo.
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Algoritmo 5.5: Operador de Consulta de Conjuntos com Matriz de Adjacências.
Entrada: A MST de entrada representada pela Matriz de Adjacência (solucaoatual).
Saída: Os conjuntos de quatro pontos representando subárvores da solucaoatual (L).

1 para p← 0;p < N faça
2 para q← 0;q < N faça
3 se solucaoatual[p][q]> 0 então
4 para r← q+1;r < N faça
5 se solucaoatual[p][r]> 0 então
6 para s← r+1;s < N faça
7 se solucaoatual[p][s]> 0 então
8 crie um novo K com os nós p, q, r e s;
9 adicione K em L;

10 fim
11 fim
12 fim
13 fim
14 para r← 0;r < N faça
15 se solucaoatual[p][r]> 0 e r 6= q então
16 para s← 0;s < N faça
17 se solucaoatual[r][s]> 0 e s 6= q e s 6= p então
18 crie um novo K com os nós p, q, r e s;
19 adicione K em L;

20 fim
21 fim
22 fim
23 fim
24 para r← 0;r < N faça
25 se solucaoatual[q][r]> 0 e r 6= p então
26 para s← 0;s < N faça
27 se solucaoatual[r][s]> 0 e s 6= q e s 6= p então
28 crie um novo L com os vértices p, q, r e s;
29 adicione L em K;

30 fim
31 fim
32 fim
33 fim
34 fim
35 fim
36 fim

5.4 Operador de Remoção de Nó

O Operador de Remoção de Nó (ORN) tem como finalidade a remoção dos
vértices de Steiner adicionados que venham a perder as suas características obrigatórias
após a construção da MST. A necessidade dessa remoção é descrita no passo 7 do
Algoritmo 3.1. O Algoritmo 5.6 descreve os passos para executar o processo de remoção
na MST representada pela RNPG. As entradas do algoritmo são a MST representada pela
RNPG e o conjunto V de vértices do grafo, como resultado retorna a nova MST.

Para o algoritmo 5.6 considere: V o conjunto de vértices atual do grafo do
problema composto pelo par (x,y). Esse conjunto contém os vértices originais e os vértices
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de Steiner adicionados; solucaoatual a MST representada pela RNPG; N o número de nós
da solucaoatual; NV é a norma de V.

Algoritmo 5.6: Operador de Remoção de Nó.
Entrada: A MST de entrada representada pela RNPG (solucaoatual), e o grafo (V) atual com os pontos originais e os pontos

de Steiner já adicionados.
Saída: A nova solucaoatual e o novo grafo V, sem os pontos de Steiner.

1 noremov← true;
2 enquanto noremov faça
3 noremov← f alse;
4 para i← 0;i < N faça
5 se solucaoatual[i].steiner e solucaoatual[i].grau < 3 então
6 rem← solucaoatual[i].n;
7 V [rem].status← removido;
8 pro f undidade← solucaoatual[i].pro f undidade;
9 indiceFilho← solucaoatual[i].indiceFilho;

10 indicePai← solucaoatual[i].indicePai;
11 se indiceFilho =−1 então
12 solucaoatual[indicePai].grau← solucaoatual[indicePai].grau−1;
13 senão
14 j← i+1;
15 enquanto (j<N) e (solucaoatual[j].profundidade > profundidade) faça
16 solucaoatual[ j].pro f undidade← solucaoatual[ j].pro f undidade−1;
17 se solucaoatual[ j].indicePai == i então
18 solucaoatual[ j].indicePai← indicePai;
19 fim
20 j← j+1;

21 fim
22 fim
23 j← i+1;
24 enquanto j<N faça
25 se solucaoatual[ j].indicePai > i então
26 solucaoatual[ j].indicePai← solucaoatual[ j].indicePai−1;
27 fim
28 solucaoatual[ j].indiceFilho← solucaoatual[ j].indiceFilho−1;
29 solucaoatual[ j−1]← solucaoatual[ j];
30 j← j+1;

31 fim
32 //reduz o número de vértices presentes na solucaoatual
33 N← N−1;
34 para j← 0;j < i faça
35 se solucaoatual[ j].indiceFilho > i então
36 solucaoatual[ j].indiceFilho← solucaoatual[ j].indiceFilho−1;
37 fim
38 fim
39 noremov← true;

40 fim
41 fim
42 fim

Como a RNPG é estruturada em uma lista, ao remover um vértice, ORN deve
mover todos os elementos que estão depois da posição do vértice removido para a posição
imediatamente anterior. Além disso, ORN deve manter a consistência da representação,
ou seja, atualizar as profundidades dos vértices da subárvore enraizada no elemento
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removido e atualizar os valores dos indicePai e indiceFilho que correspondem a posições
posteriores à do elemento removido; caso o vértice removido seja folha, atualizar o grau
do indicePai do mesmo.

5.4.1 Complexidade do ORN

Esta Seção apresenta a análise de complexidade de tempo do Algoritmo 5.6 do
ORN. Assim como, para o OCC, o tamanho da entrada do ORN é da O(n). O melhor caso
do Algoritmo 5.6 ocorre quando não é necessário remover nenhum vértice de Steiner.
Nesse caso, o loop da linha 2 possui uma única passagem que executa todas as iterações
do loop da linha 4. Esse loop, percorre todas as posições da RNPG de entrada e executa
a verificação do condicional da linha 5 que terá resultado falso e seus comando internos
não serão executados. Assim, no melhor caso a complexidade de tempo do algoritmo é
O(n).

No pior caso, a solução de entrada possui n− 2 vértices de Steiner e todos eles
precisarão ser removidos e cada um em uma passagem. Assim, o número de iterações do
loop da linha 2 do Algoritmo 5.6 é O(n). Cada iteração busca na árvore pelos vértices
de Steiner com grau menor que 3 no loop da linha 4 com complexidade de tempo O(n).
Como, considerou-se que a cada iteração do loop da linha 2 será removido um vértice
de Steiner, o condicional da linha 5 será verdadeiro em somente uma das iterações do
loop de busca e nesse caso, terá complexidade de tempo O(n), pois é preciso deslocar e
atualizar os valores de todos os vértices na RNPG. As demais iterações do loop de busca
tem complexidade de tempo O(1). Portanto, a complexidade total do ORN, no pior caso
é O(n) ∗ (O(n)+O(n− 1) ∗O(1)) = O(n2). No entanto, esse caso é raro de ocorrer na
prática.

O caso médio é complexo de ser analisado, pois não existe uma métrica para
definir o número de vértices de Steiner que precisarão ser removidos. De forma simplifi-
cada, pode-se afirmar que se k vértices precisarem ser removidos a complexidade média
do ORN é O(kn). Essa análise é similar a realizada para o pior caso com k substituindo o
valor de n para o número de vértices a serem removidos.



CAPÍTULO 6
Testes Empíricos e Resultados

Este Capítulo descreve os testes realizados, os casos de teste utilizados e os
resultados obtidas. A heurística deste trabalho, denominada SMTBeasleyRNPG, imple-
menta uma versão da solução proposta por Beasley em [7]. A principal diferença das
duas propostas é que em SMTBeasleyRNPG é utilizada a representação nó-profundidade-
grau (RNPG). Outra diferença é que não foi implementado na proposta deste trabalho a
etapa da heurística de Beasley que analisa os subgrafos da solução obtida que são árvores
de Steiner completas (FSTs), devido a complexidade dessa etapa.

A heurística SMTBeasleyRNPG foi desenvolvida na linguagem C. Os testes
empíricos foram executados em um computador pessoal Intel (R) Core (TM) i3-2120

CPU @ 3.30 GHz com 4GB de memória RAM e Sistema Operacional Windows 7. Com
o objetivo de comparar os resultdos obtidos com a heurística original, foram utilizados os
mesmos casos de teste de [7]. Esses casos de teste encontram-se disponíveis em [5].

Este capítulo está estruturado como segue. Os casos de teste são descritos na
Seção 6.1. A Seção 6.2 apresenta como foram realizados os testes da heurística e os
resultados obtidos em comparação com os apresentados em [7] e com a solução ótima
obtida para alguns casos. A Seção 6.3 descreve o teste realizado e os resultados obtidos
para comparação do desempenho prático do Operador de Consulta de Conjuntos (OCC)
com as representações RNPG e Matriz de Adjacências. Por fim, a Seção 6.4 sumariza os
resultados obtidos neste trabalho.

6.1 Casos de teste

Os casos de teste disponíveis em [5] são compostos por um conjunto de grafos
euclidianos com número de vértices (n) de 10 . . .1000. Os dados estão dispostos em
arquivos de extensão txt, para cada número de vértices de grafo. Cada arquivo txt contém
15 instâncias para cada valor de n. Neste trabalho foram experimentados os 12 primeiros
grafos com n = 10,20,30,40,50,60,70,80,90,100,250,500. Os vértices que compõem
cada um dos grafos especificados estão dispostas em um plano Cartesiano de duas
dimensões de tamanho 1.0×1.0cm.
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Cada arquivo correspondente ao grafo de ordem n contem na primeira linha o
número de instâncias (15). Cada uma das instâncias possui o padrão a seguir: uma linha
com o número de vértices n; seguido de n linhas com o par ordenado (x,y) em números
reais com 7 casas decimais, correspondente ao ponto do vértice no plano Cartesiano. Os
grafos são considerados completos com o custo das arestas dado pela distância Euclidiana
entre os vértices.

Para os casos de teste com n de 10 a 100 também está disponível em [5] a solução
ótima de cada instância em um arquivo txt para cada n. Cada arquivo contém na primeira
linha o número de instâncias (15), e para cada instância o seguinte padrão: a primeira linha
o custo total da árvore mínima de steiner (SMT); na próxima linha o custo total da árvore
geradora mínima (MST); o número s de vértices de Steiner adicionados na SMT está
na linha seguinte; e as próximas s linhas contém o par ordenado (x,y) das coordenadas
cartesianas dos vértices de Steiner com 10 casas decimais.

6.2 Comparativo entre SMTBeasleyRNPG e Algoritmo
de Beasley

A heurística SMTBeasleyRNPG foi aplicada as 15 instâncias dos 12 números
de vértices dos grafos descritos na Seção 6.1. Para cada instância analisada é cálculado
o percentual de redução do custo da solução obtida pela heurística em relação ao custo
da MST da instância. Esse cálculo é dado pela Equação 6-1, onde T (V0) é o custo da
MST e T (VF) é o custo da solução final. O percentual de redução representa a qualidade
da solução, visto que MST, como mostrado no Capítulo 3, é um padrão natural de
comparação da eficácia das heurísticas para o problema de Steiner Euclidiano. Além
disso, é computado o número de iterações executadas pela heurística e o número de
vértices de Steiner presentes na solução.

100(T(V0)-T(VF ))/T(V0) (6-1)

Os resultados obtidos pela SMTBeasleyRNPG são comparados com aqueles obti-
dos pela heurística original e relatados em [7]. Os parâmetros analisados para comparação
das heurísticas são apresentados em termos de valores mínimo (Min.), menor valor en-
tre das 15 instâncias, médio (Med.), média do resultado de todas as instâncias e máximo
(Max.), maior valor obtido nas 15 instâncias, para cada grafo de n vértices.
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Tabela 6.1: Número de iterações utilizadas pelas heurísticas Beas-
ley e SMTBeasleyRNPG. Os valores da heurística Be-
asley foram obtidos em [7].

Número de iterações

Beasley SMTBeasleyRNPG

n Min. Med. Max. Min. Med. Max.

10 2.000 3.000 4.000 2.000 6.933 40.000

20 3.000 3.600 5.000 3.000 14.200 35.000

30 3.000 3.533 5.000 3.000 10.000 21.000

40 3.000 5.133 21.000 4.000 12.600 35.000

50 3.000 4.067 7.000 3.000 12.333 23.000

60 3.000 4.533 11.000 3.000 14.667 29.000

70 3.000 4.133 6.000 4.000 12.067 26.000

80 3.000 4.467 9.000 4.000 11.800 33.000

90 3.000 4.733 8.000 4.000 14.533 26.000

100 4.000 5.333 9.000 7.000 16.800 32.000

250 4.000 5.867 15.000 8.000 15.867 25.000

500 5.000 6.400 9.000 13.000 17.067 22.000

A Tabela 6.1 apresenta o número de iterações executadas até que o critério de
parada da heurística fosse atingido, ou seja, não houve redução do custo. Observa-se
nos resultados obtidos que a heurística SMTBeasleyRNPG executou um número maior
de iterações do que a proposta de Beasley até atingir o critério de parada. Visto que, o
critério de parada é a diferença entre o custo da solução no inicio da iteração e ao final
dela, ou seja, houve redução do custo total da solução, um dos motivos para número maior
de iterações para SMTBeasleyRNPG é a inexistência do passo de ajuste da solução para
os subgrafos que representam uma FST (passo 9 da heurística de Beasley).

A Tabela 6.2 mostra o percentual de redução alcançado calculado por meio da
equação 6-1. Nessa Tabela o percentual obtido pela SMTBeasleyRNPG é comparado a
redução obtida em [7] e a calculada para a árvore mínima de Steiner (SMT) ótima. Vale
ressaltar que para as instâncias com 250 e 500 vértices não é reportado no repositório
dos casos de teste SMT ótima. Por isso, para essas linhas não é apresentado o percentual
de redução da solução ótima. Ao analisar os resultados obtidos, nota-se que as soluções
de ambas as heurísticas possuem percentual de redução muito próximo do ótimo em
média. Além desse comportamento médio em alguns casos os resultados mínimos e
máximos foram iguais ou muito próximos aos da SMT. Pode-se observar, também, que a
SMTBeasleyRNPG oferece soluções muito próximas das soluções obtidas pela heurística
Beasley. Novamente, a diferença dos resultados deve ter como origem a ausência do ajuste
das FSTs que ocorre na heurística Beasley.
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Tabela 6.2: Percentual de redução em relação a MST para as
heurísticas SMTBeasleyRNPG, Beasley e a SMT. Os
valores da heurística Beasley foram obtidos em [7]

Redução (%)

Beasley SMTBeasleyRNPG Redução Ótima com SMT

n Min. Med. Max. Min. Med. Max. Min. Med. Max.

10 0.477 3.138 6.168 0.477 3.140 6.168 0.477 3.251 6.168

20 1.389 3.015 4.737 1.384 2.958 4.367 1.551 3.156 4.758

30 2.059 2.868 4.752 2.059 2.841 4.639 2.083 3.067 4.964

40 1.669 3.024 4.174 1.643 3.023 4.135 1.856 3.139 4.407

50 2.138 2.841 3.620 2.053 2.806 3.687 2.475 3.003 3.786

60 2.347 2.946 3.576 2.283 2.880 3.502 2.569 3.275 3.872

70 2.142 2.844 3.592 2.110 2.808 3.591 2.368 3.110 3.823

80 1.973 2.817 4.288 1.973 2.792 4.147 2.041 3.039 4.406

90 1.989 2.935 3.687 1.990 2.897 3.671 2.091 3.120 4.055

100 2.286 2.952 3.467 2.265 2.928 3.460 2.663 3.269 3.977

250 2.611 2.950 3.279 2.566 2.922 3.215

500 2.668 3.052 3.316 2.661 3.020 3.280

Tabela 6.3: Número de vértices de Steiner adicionados por Beas-
ley e SMTBeasleyRNPG. Os valores de Beasley foram
obtidos em [7]

Número de Pontos de Steiner

Beasley SMTBeasleyRNPG

n Min. Med. Max. Min. Med. Max.

10 2.000 3.400 6.000 2.000 3.400 6.000

20 6.000 7.667 10.000 6.000 7.933 10.000

30 9.000 11.667 16.000 9.000 11.800 15.000

40 13.000 15.733 18.000 13.000 15.733 18.000

50 16.000 19.333 22.000 16.000 19.533 22.000

60 18.000 23.733 28.000 19.000 24.133 27.000

70 22.000 26.467 31.000 23.000 27.133 33.000

80 28.000 31.667 35.000 28.000 31.733 37.000

90 32.000 36.733 41.000 31.000 37.467 44.000

100 32.000 39.333 47.000 34.000 39.933 46.000

250 92.000 98.467 106.000 93.000 99.933 105.000

500 190.000 200.533 209.000 189.000 202.133 212.000

A Tabela 6.3 apresenta o número de vértices de Steiner adicionados pelas
heurísticas. Pode-se observar que ambas adicionam o mesmo número de vértices de
Steiner na maioria dos casos de teste. Em alguns valores médios nota-se que a heurística
SMTBeasleyRNPG adicionou pontos a mais do que a heurística Beasley. Esses resultados
evidenciam que a inexistência do passo 9 da heurística de Beasley não tem grande
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influência na quantidade de vértices de Steiner adicionados. Comparando os dados dessa
Tabela juntamente com os das Tabelas 6.2 e 6.1 é possível considerar que a principal
contribuição do passo 9, de ajuste das FSTs é no posicionamento ótimo dos vértices de
Steiner para obter melhores reduções e consequentemente, reduzir o número de iterações.

Tabela 6.4: Custo total da MST; custo total, percentual de redução
e número de vértices de Steiner para a SMT e a heurís-
tica SMTBeasleyRNPG de todas as instâncias de grafo
com 10 vértices.

n = 10 MST SMT SMTBeasleyRNPG

Instância Custo Custo Red. Núm. Vért. Custo Red. Núm. Vért.

1 2.111465623 2.020673795 4.30% 4 2.020674 4.30% 4

2 1.614569662 1.606868229 0.48% 2 1.606868 0.48% 2

3 2.330090542 2.228074322 4.38% 2 2.228115 4.38% 2

4 1.819524699 1.798596253 1.15% 2 1.798596 1.15% 2

5 1.737172643 1.694433309 2.46% 3 1.694433 2.46% 3

6 2.421164591 2.309602568 4.61% 4 2.332072 3.68% 3

7 2.337311041 2.233858599 4.43% 4 2.233859 4.43% 4

8 2.212775434 2.177682904 1.59% 3 2.177683 1.59% 3

9 2.018842093 1.968478249 2.49% 5 1.980363 1.91% 4

10 2.100914567 2.059331690 1.98% 4 2.059332 1.98% 4

11 2.060383637 1.947322109 5.49% 4 1.949903 5.36% 5

12 1.763325148 1.753123664 0.58% 2 1.753124 0.58% 2

13 1.826538973 1.713886731 6.17% 3 1.713887 6.17% 3

14 2.065341690 1.949652208 5.60% 6 1.94974 5.60% 6

15 1.724564481 1.671645607 3.07% 4 1.671675 3.07% 4

A Tabela 6.4 apresenta os resultados para as 15 instâncias utilizadas para o caso
de teste de ordem 10. Os dados apresentados são compostos pelos valores de custo total da
MST, da SMT ótima e da solução obtida pela heurística SMTBeasleyRNPG. Além disso,
para a SMT e a heurística também apresenta o percentual de redução em função da MST

e o número de vértices de Steiner adicionados. O propósito dessa Tabela é o de verificar
o desempenho da heurística proposta para uma mesma ordem de grafo com diferentes
coordenadas cartesianas para os vértices em comparação com a solução ótima conhecida.

Os dados da Tabela 6.4 mostram que, para os grafos de 10 vértices, a heurística
SMTBeasleyRNPG oferece a solução ótima para a maioria das instâncias. Para uma das
instância de número 11 a heurística adicionou mais vértices de Steiner do que a solução
ótima, no entanto, isso não resultou em uma redução maior do custo total da solução. Esse
resultado evidencia que não é suficiente adicionar vértices de Steiner para reduzir o custo,
mas que eles devem estar na posição correta para gerar reduções. Nas instâncias 6 e 9 a
heurística adicionou menos vértices do Steiner do que o necessário para obter a solução
ótima. Nesses casos, também, o custo das soluções heurísticas foi maior do que o custo da
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solução ótima. No entanto, por se tratar de uma heurística não é esperado que o resultado
seja a solução ótima em todos os casos, mas sim soluções próximas do ótimo, o qual foi
o comportamento geral, tanto da heurística Beasley, quando da versão desenvolvida neste
trabalho.

6.3 Análise do tempo de execução real do OCC com
RNPG e Matriz de Adjacências

Com o objetivo de avaliar empiricamente o tempo de execução do operador de
consulta de conjuntos (OCC) em suas versões presentes nos Algoritmos 5.1 e e 5.5, com
RNPG e Matriz de Adjacências, respectivamente. Ambas as versões foram implementadas
em linguagem C e serão avaliadas isoladamente do contexto geral da heurística. Vale
lembrar que nos resultados apresentados anteriormente a heurística SMTBeasleyRNPG

faz uso do operador com RNPG. Os testes foram desenvolvidos com o mesmo conjunto
de grafos utilizado anteriormente acrescido do grafo de n = 1000 vértices. O tempo
de execucação foi medido na execução do OCC com a entrada da primeira iteração da
heurística, que corresponde a MST do grafo analisado.

Tabela 6.5: Tempo de execução do OCC implementado utilizando
a RNPG e a representação convencional de Matriz de
Adjacências.

RNPG Matriz de Adjacências

n Min. Med. Max. Min. Med. Max.

10 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00033 0.00100

20 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00026 0.00100

30 0.00000 0.00013 0.00100 0.00000 0.00040 0.00200

40 0.00000 0.00007 0.00100 0.00000 0.00033 0.00100

50 0.00000 0.00013 0.00100 0.00000 0.00053 0.00100

60 0.00000 0.00013 0.00100 0.00000 0.00033 0.00100

70 0.00000 0.00007 0.00100 0.00000 0.00040 0.00100

80 0.00000 0.00020 0.00100 0.00000 0.00073 0.00100

90 0.00000 0.00007 0.00100 0.00000 0.00060 0.00100

100 0.00000 0.00007 0.00100 0.00000 0.00073 0.00100

250 0.00000 0.00033 0.00100 0.00200 0.00273 0.00300

500 0.00000 0.00060 0.00100 0.00800 0.00893 0.00900

1000 0.00100 0.00160 0.00300 0.03200 0.03420 0.05200

A Tabela 6.5 mostra o tempo de execução da implementação dos Algoritmos 5.1
e 5.5 do OCC. A primeira coluna contém o tamanho da entrada, expressa pelo número de
vértices. Para cada algoritmo é apresentado os tempos mínimo, médio e máximo, pois para
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cada tamanho de entrada existem 15 instâncias com pesos e características topológicas
diferentes para a MST de entrada. O tempo de execução é medido em segundos.

Os resultados apresentados na Tabela 6.5 comprovam o resultado teórico da
análise de complexidade de tempo, de que a implementação com a RNPG é mais eficiente
do que a implementação com Matriz de Adjcências. Ou seja, ao utilizar a RNPG o
OCC demanda menor tempo computacional. Em todos os casos de teste os tempos de
execução mínimo, máximo e médio do Algoritmo 5.1 foram inferiores ou iguais aos do
Algoritmo 5.5.

A Figura 6.1 apresenta o gráfico com os valores médios do tempo de execução
em segundos do OCC com RNPG e com Matriz de Adjacências de acordo com a
Tabela 6.5. Observa-se, pelo comportamento assintótico apresentado na Figura 6.1, que
o tempo médio de execução do Algoritmo 5.1, com RNPG, possui uma tendência
de crescimento linear comparado ao Algoritmo 5.5 que apresenta uma tendência de
crescimento quadrático. Os resultados empíricos do tempo de execução sugerem que na
prática os algoritmos demandam um esforço computacional inferior ao determinado pela
análise de complexidade.

Figura 6.1: Gráfico comparativo entre RNPG e Matriz de Adja-
cências

Na Figura 6.2 é apresentado o gráfico do percentual do tempo de execução do
OCC com Matriz de Adjacências em função do OCC com RNPG. Esse percentual é
calculado da seguinte forma 100× (Mma

Mr
), onde Mma é o tempo de execução médio do

OCC com Matriz de Adjacências e Mr o tempo de execução médio do OCC com RNPG.
O gráfico não apresenta os pontos para os grafos de n = 10 e n = 20, pois o tempo de
execução do OCC com RNPG foi zero.

Observa-se que na melhor situação o OCC com Matriz de Adjecências é quase
500% mais lento do que o OCC com RNPG. Além disso, conforme aumenta o número de



6.4 Considerações Finais 64

Figura 6.2: Comparativo percentual de tempo gasto pelo OCC
com Matriz de Adjacências em função do OCC com
RNPG.

vértices dos grafos aumenta a diferença entre os algoritmos, com o OCC com Matriz de
Adjacências sendo quase 2500% mais lento do que o OCC com RNPG.

6.4 Considerações Finais

Os testes realizados e descritos neste Capítulo tem por propósito avaliar a
heurística desenvolvida neste trabalho para o problema de árvore de Steiner euclidiano
com a RNPG. Os resultados obtidos mostram que é viável utilizar a RNPG como estrutura
de dados em uma heurística exata de forma satisfatória para o problema em foco. Além
disso, evidenciam que foi possível reduzir o custo operacional da busca pelos conjuntos
de quatro vértices.



CAPÍTULO 7
Considerações Finais

O problema de árvore de Steiner possui diversas aplicações no mundo real em
problemas onde é necessário reduzir o custo de ligação da rede. No entanto, trata-se de um
problema da classe NP-Difícil para a qual, até o momento, não é fácil obter um algortimo
exato em tempo polinomial determinístico. No intuito de reduzir a complexidade desse
problema diversas reduções e variações foram desenvolvidas, dentre elas o problema de
árvore de Steiner euclidiano. Nesse problema, os vértices são pontos no plano cartesiano
e o peso das arestas é a distância euclidiana entre esses pontos. Porém, essas variações
também foram mostradas pertencer a classe de problemas NP-Difícil.

Assim, como esses problemas possuem uma série de aplicações reais, as pesqui-
sas tem desenvolvidos heurísticas para obter soluções aceitáveis em tempo computacio-
nal viável. Como já apresentado neste trabalho, o uso de representações específicas para
grafos, mais diretamente para árvores em grafos tem contribuído para melhorar a eficiên-
cia computacional das heurísticas. Dentre as representações que tem sido desenvolvidas,
destaca-se a representação nó-profundidade-grau (RNPG).

Este trabalho propõem a verificação da viabilidade de aplicar a (RNPG) para
desenvolver uma heurística para o problema de árvore de Steiner euclidiano. Como o foco
do trabalho é o uso de uma representação para melhorar a eficiência de uma heurística
escolheu-se uma heurística existente para desenvolver a solução proposta. A heurística
escolhida foi proposta por Beasley em [7] com resultados satisfatórios e próximos a
solução ótima. Em alguns casos é possível obter a solução ótima com essa heurística.
Além disso, a heurística de Beasley está entre as citadas nas pesquisas posteriores.

Para viabilizar o desenvolvimento da heurística de Beasley com a RNPG, foi ne-
cessária a proposta de operadores específicos para realizar alguns dos passos importantes
da heurística. Esses operadores são OCC, responsável por identificar os subgrafos de qua-
tro vértices e ORN, para remoção dos vértices de Steiner que ficarem com grau menor do
que três. No entanto, devido a complexidade não foi possível desenvolver o operador de
ajuste da posição dos vértices de Steiner nas subárvores de Steiner completas. A heurística
resultante foi denominada SMTBeasleyRNPG.

Uma das contribuições para a eficiência da heurística atribuídas à utilização da
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RNPG é no operador OCC. As subárvores de quatro vértices são encontradas de três
formas possíveis. A primeira encontra facilmente as subárvores a partir da navegação
pelo dado indicePai, adicionado a RNPG. No segundo e terceiro casos a RNPG limita a
busca na lista por subárvores até o índice indicado pelo indiceFilho do vértice. A RNPG
é essencial para identificar quando é possível executar cada uma dessas operações. A
análise de complexidade mostrou que o OCC com a RNPG possui tempo de execução
O(n2). Foi também desenvolvida uma versão do OCC com a representação de matriz de
adjacências e essa possui complexidade de tempo de execução O(n4).

No operador ORN um vértice é facilmente removido, arrastando os elementos
para a posição anterior a partir do primeiro elemento subseqüente ao removido. A RNPG
mantém sua estrutura apenas com três ressalvas: caso o elemento removido seja uma
folha, o vértice pai deve ter seu grau diminuído em uma unidade; o elemento que compor
uma subárvore do vértice removido deve ter suas profundidade decrescidas em uma
unidade para se tornar subárvore do pai do vértice removido; os índices indicePai e
indiceFilho devem ser atualizados.

Os resultados descritos neste trabalho mostram que foi possível aplicar a RNPG
para o problema de árvore de Steiner Euclidiano com resultados satisfatórios onde
as soluções aproximam-se da solução ótima e das soluções obtidas por Beasley. Os
operadores OCC e ORN já indicam algumas vantagens na utilização da RNPG em
relação com outras representações convencionais de grafos, como eficiência na consulta
de subárvores e facilidade de remoção de nó. Além dessa nova classe de problemas, os
resultados indicam que é viável utilizar a RNPG em outras técnicas heurísticas.

Como trabalhos futuros sugere-se:

• Implementar o passo (9) da heurística de Beasley.
• Melhorar a eficiência computacional do ORN;
• Estudar as outras heurísticas para o problema de Steiner Euclidiano e verificar a

viabilidade de uso da RNPG;
• Estudar aplicações reais do problema de Steiner Euclidiano e desenvolver soluções

heurísticas para as mesmas.
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