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Resumo

Oliveira, M. A. A.. Heuristica aplicada ao problema arvore de Steiner Eucli-
diano com representacao né-profundidade-grau. Goiania, 2014. 72p. Disser-
tacdo de Mestrado. Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

E apresentada uma variacdo do algoritmo de Beasley (1992) para o Problema arvore de
Steiner Euclidiano. Essa variagao utiliza a Representacao N6-Profundidade-Grau que re-
quer, em média, tempo O(1/n) em operacdes para gerar e manipular florestas geradoras.
Para problemas de arvore geradora essa representacdo possui complexidade de tempo
linear sendo aplicada em problemas de projeto de redes com algoritmos evolutivos. Re-
sultados computacionais sdo dados para casos de teste envolvendo instancias de até 500
vértices. Esses resultados demonstram a utilizacdo da representagdo NO-Profundidade-
Grau em uma heuristica exata, e isso sugere a possibilidade de utilizagdo dessa represen-
tacdo em outras técnicas além de algoritmos evolutivos. Um comparativo empirico e da
andlise de complexidade entre o algoritmo proposto € uma representacdo convencional

indica vantagens na eficiéncia da solucao encontrada.

Palavras—chave

Arvore de Steiner Euclidiana, Representacio né-profundidade-grau, Heuristica.



Abstract

Oliveira, M. A. A.. Heuristic applied to the Euclidean Steiner tree problem
with node-depth-degree encoding. Goiania, 2014. 72p. MSc. Dissertation.
Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

A variation of the Beasley (1992) algorithm for the Euclidean Steiner tree problem
is presented. This variation uses the Node-Depth-Degree Encoding, which requires an
average time of O(/n) in operations to generate and manipulate spanning forests. For
spanning tree problems, this representation has linear time complexity when applied to
network design problems with evolutionary algorithms. Computational results are given
for test cases involving instances up to 500 vertices. These results demonstrate the use of
the Node-Depth-Degree in an exact heuristic, and this suggests the possibility of using
this representation in other techniques besides evolutionary algorithms. An empirical
comparative and complexity analysis between the proposed algorithm and a conventional

representation indicates the efficiency advantages of the solution found.

Keywords
Euclidean Steiner Tree Problem, Heuristic Algorithm, Node-Depth-Degree En-

coding
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CAPITULO 1

Introducao

O problema de arvore de Steiner tem por objetivo encontrar a rede minima que
interconecta n pontos fixos dados em determinado espaco métrico. Para atingir tal objetivo
€ permitida a adi¢do de pontos auxiliares que minimizem comprimento de ligacao total da
rede, que € a soma dos comprimentos da linhas conectando todos esses pontos[28][7][17].
Os pontos auxiliares adicionados sdo chamados de pontos de Steiner [28].

Diversas aplicagdes do mundo real consistem em minimizar o comprimento de
ligacdo dos pontos de uma rede. Alguns exemplos dessas aplicacOes sdo as redes de
transporte [50], as redes de televisdao por cabo [33], o roteamento de integracdo em larga
escala (VLSI, Very-Large-Scale Integration) [42][46][39], e as redes de roteamento [42].
Essas aplicacdes podem ser modeladas pelo problema da drvore de Steiner [37].

Diversos trabalhos tem estudado o problema de 4rvore de Steiner
[28][8][671[63][10][65][18][7]1[36]1[61[17][74][3][44]. Um dos objetivos desses traba-
lhos € propor solu¢des mais eficientes para obter a arvore de Steiner minima. No entanto
sabe-se que obter tal resposta € um problema NP-dificil [41], portanto melhorias na
eficiéncia computacional para redes de larga escala ndo sdo triviais.

Devido a complexidade do problema de arvore de Steiner algumas variacdes
do mesmo tém sido propostas. Essas variacdes buscam limitar o problema em fungdo
da aplicacdo. Dentre elas o problema de Steiner em Grafos (SPG, Steiner Problem in
Graphs) [21], o problema de Steiner Retilineo (RSTP, Retilinear Steiner Tree Problem)
[32][37], e o problema de 4rvore de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Steiner Tree
Problem)[34][7]1[17][3].

O ESTP consiste em encontrar a drvore de comprimento Euclidiano minimo,
abrangendo um conjunto de pontos fixos no plano, com a adicao de pontos Euclidianos
auxiliares. O ESTP esté relacionado com muitas aplicagdes de engenharia. Exemplos des-
sas sdo roteamento para VLSI [3], otimizacdo de redes de transmissdo, circuitos impres-
sos e sistemas de ventilacdo, de aquecimento, de extintores de incéndio, de suprimento de
agua e de drenagem [23].

No entanto, as pesquisas mostram que mesmo as variacdes do problema arvore
de Steiner sao NP-dificeis [24][21][26]. No caso de problemas NP-dificeis, os algoritmos



16

exatos possuem em sua maioria complexidade de tempo exponencial [25].

Embora algoritmos exatos oferecam solugdes Otimas para o problema
[ST][10][37][72][66], devido a complexidade dos mesmos, € apropriado considerar
alternativas para encontrar um algoritmo de tempo computacional aceitdvel para apli-
cacdes praticas [25]. Uma dessas alternativas € o uso de algoritmos heuristicos. Esses
algoritmos buscam encontrar uma solu¢do adequada para o problema em um tempo
aceitdvel, sem se concentrar, exclusivamente, na busca pela solu¢io 6tima [25].

Dada a sua grande variedade de aplicagdes este trabalho terd como base o pro-
blema de arvore de Steiner Euclidiano (ESTP). Uma série de algoritmos heuristicos tem
sido propostos para o ESTP. Dentre esses pode-se citar Chang (1972)[8], Thompson
(1973)[67], Smith et al. (1981)[63], Du et al. (1992)[18], Beasley (1992)[7], Beasley e
Goffinet (1994)[6], Dreyer e Overton (1998)[17][17], Zachariasen (1999)[74] e Laarho-
ven e Ohlmann (2010)[44]. Dessas heuristicas a descrita em [7] serd a base do desenvol-
vimento desse trabalho.

Outro fator importante para o desempenho dos algoritmos € a estrutura de
dados utilizada para representar as solu¢des. Varios problemas de otimizagcdao podem ser
codificados por diferentes representacdes, com desempenho variando significativamente
em funcdo da codificacdo utilizada [59].

Uma das representacdes que tem mostrado resultados relevantes para codificar
problemas modelados por grafos € a representagdo né-profundidade-grau (RNPG) pro-
posta em [16]. A RNPG tem sua eficiéncia computacional demonstrada no contexto de
problemas de projeto de redes com algoritmos evolutivos. Algoritmos evolutivos sdo mé-
todos de otimizagao inspirados na natureza que podem ser usados por muitos problemas
de otimizacdo e podem imitar principios bdsicos da vida por meio da implementacdo
computacional de mecanismos da genética como mutagdo, cruzamento, e selecao de uma
sequéncia de alelos [59].

Esse trabalho propde investigar o uso da RNPG na heuristica de Beasley [7]
para o ESTP. A melhoria usando a heuristica de Beasley [7] possui melhor qualidade
comparado a outras heuristicas como Chang (1972) [8] e Smith et al. (1981) [63][7].
Além de oferecer solucdes de qualidade relativamente alta, foi avaliado que o tempo gasto
para sua implementacdo seria menor que outras heuristicas mais recentes como Beasley
e Goffinet (1994)[6] e Laarhoven e Ohlmann (2010)[44]. Por esse motivo a heuristica de
Beasley (1992)[7] foi considerada mais apropriada em fungdo do principal objetivo desse
trabalho, que € o de pesquisar por vantagens em termos de eficiéncia computacional a
partir da utilizacdo da RNPG em uma heuristica ndo evolutiva.

Para viabilizar o uso da RNPG na heuristica de Beasley (1992) [7] € necessario
o desenvolvimento de operadores especificos. O Operador de Consulta de Conjuntos

(OCC) e o Operador de Remogdao de N6 (ORN) implementam as etapas principais
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da heuristica proposta para o ESTP. Como resultado, tem-se o algoritmo denominado
SMTBeasleyRNPG. Esse algoritmo utiliza a RNPG para representar as arvores de Steiner
Euclidianas e os operadores desenvolvidos para implementar uma variacdo da heuristica
apresentada em [7].

O objetivo principal da pesquisa desenvolvida nesse trabalho € mostrar a viabi-
lidade do uso de uma representacdo eficiente para melhorar o tempo computacional de
algoritmos heuristicos. Assim, além das andlises empiricas da implementagcao proposta,
este trabalho apresenta a andlise da complexidade de tempo dos operadores desenvolvi-
dos.

As anélises empiricas do algoritmo SMTBeasleyRNPG sdo realizadas com os ca-
sos de teste disponiveis em [5]. Esses casos envolvem 15 instancias de grafos Euclidianos
para cada ordem, ou seja, o nimero de vértices. A ordem dos grafos varia de 710 a 1000.
Os resultados mostraram que o SMTBeasleyRNPG apresenta melhoria média aproximada
de 2,92%, bem préximo da melhoria média de Beasley (2,95%). Essa melhoria é calcu-
lada a partir da média aritmética do percentual de reducao obtido pela solugdo oferecida
em func¢do da drvore minima geradora (MST, Minimal Spanning Tree).

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia da RNPG para o algoritmo SMTBeas-
leyRNPG foi realizada a andlise de complexidade de tempo do OCC e do ORN. O OCC
possui complexidade O(n?) no caso médio, o ORN, O(kn). Nessa andlise n representa
o numero de vértices originais da arvore de entrada e k o nimero de nés a remover no
ORN. Um comparativo do OCC implementado com a representacdo convencional Ma-
triz de Adjacéncias mostra que essa representacio possui complexidade de tempo O(n*).
Essa diferenca de complexidade foi comprovada por meio de testes empiricos. Na melhor
situag@o o0 OCC com Matriz de Adjecéncias € quase 500% mais lento do que o OCC com
RNPG. Além disso, conforme aumenta o niimero de vértices dos grafos aumenta a dife-
renca entre os algoritmos, com o0 OCC com Matriz de Adjacéncias sendo quase 2500%
mais lento do que o OCC com RNPG.

O trabalho estd estruturado da seguinte forma. O Capitulo 2 apresenta o pro-
blema da arvore de Steiner e algumas variagdes. No Capitulo 3 sdo descritas as principais
heuristicas encontradas na literatura para o ESTP. O Capitulo 4 descreve algumas das
principais representacdes existentes para problemas de projeto de redes, dentre elas a
RNPG. No Capitulo 5 € apresentado o algoritmo SMTBeasleyRNPG como uma variagao
do algoritmo de Beasley(1992) [7], utilizando uma versdao da RNPG definida especifica-
mente para esse algoritmo. Apresenta também a anélise de complexidade. O Capitulo 6
apresenta os resultados obtidos nos casos de teste. Consideracdes finais sdo apresentadas

no Capitulo 7.



CAPITULO 2

Problema de Arvore de Steiner

O problema de Steiner consiste em conectar um conjunto de pontos fixos no
plano com custo minimo. Para isso pontos extras podem ser adicionados de forma
a minimizar o custo total da rede, calculado pela soma dos comprimentos da linhas
conectando todos esses pontos. Esse problema surgiu no trabalho de Steiner, conforme
descreve Courant e Robbins (1969) [12], que apresentaram o problema de unir trés
vilarejos com uma rede vidria de comprimento total minimo [67].

Formalmente, o problema pode ser descrito como segue. Trés pontos A, B e C
sao dados em um plano, entdo, um quarto ponto P no plano deve ser encontrado, de modo
que a soma a+b+c seja minima, sendo a, b e c¢ as distancias entre P e os pontos A, Be C
respectivamente [12]. Esse ponto P € tnico para o triangulo formado por A, Be C [51].

Para obter a resposta do problema, deve-se verificar se no triangulo ABC todos
os angulos sdo menores do que 120°, entdo P é o ponto a partir do qual quaisquer dois
vértices do tridngulo ABC formam em P um angulo de 120° (Figura 2.1). Caso contrario,

o vértice no qual o angulo for igual ou maior que 120° serd o ponto P [12][51].

Figura 2.1: Ponto P, que subtende um dngulo de 120° para cada
um dos vértices.

O ponto P pode ser encontrado pela seguinte constru¢do: escolher um lado no
triangulo ABC. Considerar um terceiro vértice X compondo um tridngulo equildtero com
o lado escolhido, cujo interior ndo se sobreponha ao tridngulo formado por ABC. Depois
disso, construir um circulo que perpasse os vértices desse triangulo equilatero. O ponto P

€ a interseccao entre esse circulo e o segmento de reta que vai do vértice X ao vértice que
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ndo faz parte do tridngulo equilétero [51]. A Figura 2.2 mostra essa construgdo a partir da
escolha do lado BC.

Figura 2.2: Obtencdo do ponto P a partir do lado BC.

A origem do problema de Steiner € frequentemente investigada até Fermat
(1601-1665)[51][28][37]. Fermat propds o problema de encontrar no plano um ponto
cuja soma das distancias de trés pontos dados é minima. Torricelli propds uma solucdo
para esse problema por volta de 1640. Essa solucdo afirma que os trés circulos que
circunscrevem os triangulos equildteros construidos a partir dos lados e para fora do
triangulo formado pelos trés pontos tém intersec¢cdo no ponto procurado [37].

A Figura 2.3 exemplifica a solu¢do proposta por Torricelli. Nela os pontos A, B

e C sdo os pontos dados e P € o ponto procurado.

Figura 2.3: Ponto P encontrado pela intersec¢do dos circulos dos
tridngulos.

Cavalieri em 1647 mostrou que os segmentos de linha criados a partir dos trés

pontos dados para o ponto de Torricelli formam um angulo de 120° entre si [37]. Simpson
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em 1750 provou que os trés segmentos de reta que ligam o vértice externo dos tridngulos
equildteros aos respectivos vértices opostos do triangulo dado também se intersectam no
ponto de Torricelli [37].

A Figura 2.4 exemplifica a soluc¢do proposta por Simpson. Nela os pontos A, B e
C sdo os pontos dados, A,B e C sdo os vértices externos dos tridngulos equildteros e P é o

ponto procurado.

B

Figura 2.4: Ponto P encontrado pela interseccdo retas.

Expandindo para n = 4, ou seja, uma rede composta por quatro pontos A, B, C e
D, a arvore de comprimento minimo pode ter s =0, s = 1 ou s = 2 pontos de Steiner [52].
No caso, s = 0 todos os vértices da drvore podem ser conectados por meio da drvore
minima geradora (MST, Minimal Spanning Tree). Arvore geradora é uma drvore que
contém todos os vértices de um conjunto ou grafo. A MST € a rede de conexdes diretas
entre vértices (terminais) que tem o menor comprimento total possivel, ou seja, a menor
soma dos comprimentos das conexdes [55]. Quando s = 1 trés dos vértices sao conectados
a um ponto de Steiner e o vértice restante é conectado ao vértice mais proximo. No dltimo
caso, s = 2, exemplificado na Figura 2.5, sdo encontrados os dois pontos de Steiner P; e
P> baseando-se nos tridngulos equildteros formados a partir de pares dos pontos da rede
original.

Primeiro, localiza-se os pontos P4p € Pcp a partir dos tridngulos equildteros dos

pares AB e CD, respectivamente, € esses pontos sdo conectados por um segmento de reta.
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Figura 2.5: Pontos P; e P, baseados nos tridngulos equildteros dos
conjuntos de 2 pontos de Steiner.

Entdo os pontos de Steiner P; e P, s@o localizados a partir da interse¢do entre o segmento
de reta Pyp Pcp € os circulos apresentados na Figura 2.5 [52].

Para cada lado AB e CD existem dois tridngulos equildteros e, portanto, duas
possibilidades para Pyp € Pcp. O ponto € escolhido de modo que o equildtero seja
projetado para o lado contrario aos pontos do conjunto inicial. Outra escolha necessdria
¢ a da topologia, que define as conexdes entre os pontos. Conforme exemplificado na
Figura 2.6 ha duas possibilidades, e a escolha depende do comprimento final de cada uma
delas.

O problema de Steiner inicial considerava que apenas trés pontos sao dados.
No entanto, para encontrar uma extensdao realmente significativa do problema, deve-se
generalizar para o caso de n pontos, onde n € um nimero inteiro positivo fixo, geralmente
significativamente maior que 3, e procurar a rede de conexao de comprimento total mais
curto [12].

O problema de drvore de Steiner (STP, Steiner Tree Problem) busca encontrar a
rede minima que interconecta n pontos dados, por meio da adi¢do de pontos auxiliares
para minimizar o comprimento total [28][7][17]. Um vértice extra que € adicionado para
uma 4rvore para reduzir seu comprimento, ou seja reduzir seu custo total de conexdo, que
na Figura 2.2 corresponde ao ponto P, é chamado ponto de Steiner [28].

A rede minima de conexao que € a solu¢do do problema, composta pelo conjunto
N com os n pontos dados e o conjunto S com s pontos de Steiner, é chamada arvore
minima de Steiner (SMT, Steiner Minimal Tree) [28]. Em uma SMT, todo ponto de Steiner
deve ter exatamente trés conexdes. Se houver menos que trés conexdes esse ponto pode
ser removido do conjunto S, e uma conexao pode ser feita diretamente entre os pontos
adjacentes. Se houver mais que trés conexdes, hd dngulos menores que 120° incidentes
nesse ponto, nesse caso podem ser adicionados pontos em S adjacentes a esse ponto
minimizando a rede ainda mais. Pelo mesmo motivo, qualquer ponto do conjunto N terd
no méaximo 3 conexdes. Devido a essas condi¢gdes, o tamanho maximo do conjunto § é
n-2 pontos [51][28].

Uma rede de conexdo T é chamada arvore de Steiner se satisfaz trés condi¢des
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[36]:

1. T é uma arvore;
2. quaisquer duas arestas de 7' se encontram em um angulo de no minimo 120°;

3. um ponto de Steiner ndo pode ser de grau 1 ou 2.

Independente do tamanho de N existe uma sequéncia finita de construgdes
Euclidianas produzindo todas as drvores minimas de Steiner [51]. O algoritmo proposto
por Melzak (1961) [51] oferece a solugdo 6tima porque procura a melhor solucio dentre
todas essas arvores. A melhor solu¢do depende da disposicdo dos pontos dados e das
conexdes entre esses pontos e os pontos de Steiner [28].

A topologia de uma arvore define a matriz de conexdo dos pontos de N e S.
Uma 4rvore de Steiner minima para determinada topologia é chamada 4rvore de Steiner
relativamente minima (RMST, Relatively Minimal Steiner Tree). Uma topologia € cheia
se o nimero de pontos de Steiner é s=n-2 [28]. Uma arvore é nomeada arvore de Steiner
cheia (FST, Full Steiner Tree) quando € a RMST para determinada topologia cheia [28].

Um exemplo frequente na literatura [12][28] mostra como a topologia pode
impactar no comprimento total da rede. Esse exemplo € exibido na Figura 2.6 que contém
duas FSTs possiveis para uma rede de conexiao com n=4 pontos (A, B, C e D) e s=2 pontos
de Steiner (E e F). Embora as drvores sejam relativamente minimas (RMSTs), a drvore da

Figura 2.6(b) tem comprimento minimo total menor do que a drvore da Figura 2.6(a).

(a) A B (b) A B

C F
D C D

Figura 2.6: Topologias de Steiner diferentes para os mesmos pon-
tos.

A arvore minima de Steiner pode ser obtida pela constru¢do de uma RMST para
cada topologia [28]. No entanto, esse processo € invidvel, visto que o niimero de topolo-
gias de Steiner cresce exponencialmente com os valores de n e s [28]. Assim, a formulacdo
do problema de Steiner como um problema de otimizagdao ¢ NP-dificil [41][24][26][25].
Portanto, é necessdrio buscar alternativas para oferecer solugdes adequadas em tempo
computacional aceitdvel.

De maneira prética, € preciso definir questdes como generalizagdes e represen-
tacOes a fim de limitar o problema e o tempo de solu¢do necessario. Uma dessas questdes
sao as diversas versdes para o problema de Steiner. Das quais destaca-se o problema de
Steiner em grafos (SPG, Steiner Problem in Graphs)[21], o problema de arvore de Stei-
ner retilineo (RSTP, Rectilinear Steiner Tree Problem) [32][37] e o problema de arvore
de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Steiner Tree Problem) [34]1[7][17][3].
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A seguir, € apresentada uma breve descri¢do dessas versdes. Como o foco deste
trabalho € o problema de drvore de Steiner Euclidiano, para essa versdo serd apresentada

uma descri¢do mais detalhada.

2.1 Problema de arvore de Steiner Euclidiano

O problema de arvore de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Steiner Tree
Problem) consiste em encontrar a drvore de comprimento Euclidiano minimo, abrangendo
um conjunto de pontos fixos no plano, com a adi¢ido de pontos de Steiner [17][7]. Esse
problema € definido para o plano Euclidiano [37]. Dados dois pontos a(xi, y1) € b(x2, y2)
a distancia Euclidiana é:

dlah) =7/ ((x1 =222+ (1 = 32)%). @)

Considerando N um conjunto de n pontos no plano Euclidiano. A solugdo para
o ESTP ¢ obtida por meio da arvore geradora minima (MST, Minimal Spanning Tree) de
N U S, em que S € um conjunto de pontos de Steiner [7]. Cada um dos pontosem N U S é
composto por suas coordenadas p(x, y).

Formalmente o comprimento Euclidiano total de uma MST T pode ser definido
da seguinte forma. Seja W uma matriz de comprimentos entre vértices, com w; ; sendo a
distancia Euclidiana entre os vértices v;,v; quando existe aresta conectando esses vértices.

O comprimento Euclidiano total de T é:

Z Wv,-,v] (2_2)

(i,j)er

2.1.1 Exemplo de SMT obtida para o ESTP

A seguir ¢ demonstrado um exemplo dos pontos de Steiner obtidos para uma
arvore minima de Steiner (SMT, Steiner Minimal Tree) no ESTP. O exemplo corresponde
ao segundo caso de teste de tamanho n = 10 disponivel em [5]. A Tabela 2.1 apresenta as
coordenadas dos dez pontos do grafo utilizado.

A Figura 2.7 apresenta a MST do grafo exemplo. O peso das arestas € o valor da
distancia Euclidiana conforme equagdo 2-1. A MST para conectar esses pontos tem custo
linear total de 1,614569662.

O custo linear total da SMT para conectar esses pontos € de 1,606868229. Esse
custo € obtido por meio da inclusdo de 2 pontos de Steiner. A Tabela 2.2 apresenta as
coordenadas dos pontos 10 e 11 que correspondem aos dois pontos de Steiner adicionados

para obter a solucdo 6tima.
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Tabela 2.1: Coordenadas (x,y) do ESTP para n = 10.

Ponto X y
0 0.1470158 | 0.6131368
1 0.1251936 | 0.2125058
2 0.7411042 | 0.2036110
3 0.8044316 | 0.4252316
4 0.2116787 | 0.2721307
5 0.6624317 | 0.7419167
6 0.8043960 | 0.5698598
7 0.6684968 | 0.2824909
8 0.4043257 | 0.1895910
9 0.4978816 | 0.2117592

Figura 2.7: MST para os 10 pontos da Tabela 2.1.

A SMT ¢ apresentada na Figura 2.8. Nessa Figura os pontos representados por
triangulos sdo os dois pontos de Steiner adicionados.

Os pontos de Steiner adicionados podem ser obtidas pela aplicacdo do método
proposto por Melzak (1961) [51]. Esse método tem como base a aplicagao das equagdes
de Torricelli e Simpson. O primeiro ponto de Steiner adicionado € o de nimero 10. Esse
ponto € utilizado para conectar os pontos 0, 4, e 1. A seguir é demonstrado como o ponto
10 foi obtido, conforme mostra a Figura 2.2.

O primeiro passo € escolher aleatoriamente dois dos trés vértices para os quais
se deseja obter o ponto de Steiner. Nesse exemplo, foram escolhidos os vértices 4 e 1,
aqui nomeados v4 € v1, respectivamente. As coordenadas que serdo utilizadas para esses
vértices sdo as apresentadas na Tabela 2.1.

A seguir, deve-se encontrar o terceiro ponto v., de um tridngulo equildtero Eg
formado pelos pontos escolhidos (v4 € vi). Dois pontos sdo possiveis para compor Egq.
O ponto escolhido v, deve ser o ponto oposto ao tridngulo formado por vg, v4 € vy.
Considere R; a reta que passa por v| € V4, € Vg O ponto médio entre esses pontos. A

Figura 2.9 mostra esses pontos € a reta R;.
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Tabela 2.2: Coordenadas (x,y) dos dois pontos de Steiner adicio-
nados para reduzir o custo de ligagdo.

Ponto X y
10 | 0.2023310953 | 0.2756612762
11 | 0.7046908268 | 0.2796910899

Figura 2.8: SMT do ESTP com a adi¢do de dois pontos de Steiner.

R; v4(0,2116787,0,2721307)

L]
11.!.'.'| il :
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Figura 2.9: A reta R que cruza os pontos vy e va.

Considere R, a reta perpendicular a Ry que passa pelo ponto v,,.4. Para obter os

possiveis pontos de Eg, utiliza-se a intersec¢ao entre a circunferéncia Ci que circunscreve

Eq e areta Ry. A Figura 2.10 mostra as retas R; € R;.
A Equagdo 2-3 apresenta como obter o coeficiente angular m da reta a partir da

equacgdo geral de uma reta. Considere (xg, yo) € (x1,y1) sdo as coordenadas de dois pontos
quaisquer cruzados pela reta.
(2-3)

Yo —J1
m =
X0 —X1

Aplicando a Equacdo 2-3 aos pontos v; e v4 obtem-se o valor de m =
0,689423859 para a reta R|. As coordenadas de Vg = (Xpmed,Ymea) S0 obtidas por

Xped = (x4 +x1)/2 = 0,16843614 € Yyea = (4 +y1)/2 = 0,242318243.
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Figura 2.10: A reta R, perpendicular a R, que passa pelo ponto
Vimed-

A Equagdo 2-4 apresenta a equacdo da reta perpendicular R».
X
b=—+y (2-4)
m

Para obter o valor de b utiliza-se as coordenadas do ponto médio v,,.4, € 0 valor
de m calculado para R1, na equacdo 2-4. Assim, b = 0,486632586. Em seguida deve-
se encontrar a circunferéncia que circunscreve E¢q. Para tal utiliza-se a equacdo geral
da circunferéncia descrita na Equacdo 2-5. Considere, P; = (x1,y;) um ponto qualquer

incidido pela circunferéncia e v, = (x¢,y.) o ponto central da circunferéncia de raio r.
2 2_2
(x1 —=xc) " +(y1 —ye)"=r (2-5)

O raio da circunferéncia desejada pode ser obtido em fung¢ao do lado do tridngulo
equildtero circunscrito pela mesma, conforme mostra a equacio 2-6. Considere r o raio
da circunferéncia e / o comprimento do lado do tridngulo.

v3 (2-6)

r=—I

3

O valor de [ para o tridngulo Eq é obtido pela distancia Euclidiana entre os pontos
v4 € vy, [ = 0,10504666 e o valor de r obtido em funcgdo de / € r = 0,060648717. A
seguir, subtitui-se na Equacdo 2-5 da circunferéncia o ponto P; por v4 ou vi. Assim, a
reta R, intersecta Ci no ponto v.. Dois pontos sdo possiveis para v., cada um desses
pontos corresponde a um dos tridngulos equildteros possiveis para Eq. Como resultado da
intersecgdo entre R, e Ci tem-se x. = 0, 185648412 e x/ = 0, 151223868, os dois possiveis
valores de x,.

Novamente, a partir da equagdo da reta R,, obtem-se os possiveis valores (y, e
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y!) de y. para v, esses valores sdo y. = 0,217352077 e y!! = 0,267284393. Esses pontos
se referem aos pontos centrais de duas circunferéncias, cada uma delas circunscreve um
dos dois triangulos equildteros possiveis em conjunto com v4 € vi. A equagao 2-7 mostra
as coordenadas escolhidas para v., que deve ser o ponto oposto ao tridngulo formado por

Vo, V4 € V1, OU seja estd oposto ao vértice vy.

x. = 0,185648412
ye = 0,217352077

(2-7)

A Figura 2.11 mostra a circunferéncia Ci baseada no raio r, no tridngulo Eq e no

ponto v, cruzado pela reta R;.

Figura 2.11: A circunferéncia Ci, o tridngulo Eq, e o ponto v..

O mesmo processo de intersecdo entre Ry e Ci pode ser reaplicado substituindo
na equacao da circunferéncia o ponto v.. Como resultado obtém-se os 2 possiveis pontos
para v.,. No entanto, somente um desses pontos corresponde as coordenadas de v,,. O
ponto descartado coincide com o ponto central da circunferéncia que foi ignorada e esti

do mesmo lado do tridngulo formado por vo, v4 € vi. A equagdo 2-8 mostra 0 ponto veg.

Xeq = 0,220072791
Yeq = 0,16741997

(2-8)

Por meio dessa técnica de intersec¢@o de pontos entre uma reta e a circunferéncia
¢ possivel encontrar o ponto de Steiner P = (xg,yy ). Nesse caso, conforme exemplificado
na Figura 2.2, a intersecgdo entre a circunferéncia Ci e a reta R3 que cruza os pontos v, €

vo. A constante m da equagdo da reta R3 € m = —6,10094699. O ponto de Steiner obtido
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pela intersecdo entre a circunferéncia Ci e a reta R3 é mostrado na Equagdo 2-9. O ponto

11, que conecta os pontos 7, 2 e 3, pode ser obtido da mesma forma que o ponto 10.

Xy = 0,2023310953
vy = 0,2756612762

(2-9)

O problema de Steiner Euclidiano estd relacionado com muitas aplicacdes de
engenharia, como redes ou roteamento para integragdo em larga escala (VLSI, Very-Large-
Scale Integration) [3] e projetos de redes de transmissdo [23]. Outras aplicacdes incluem
circuitos impressos e sistemas de ventilacdo, de aquecimento, de extintores de incéndio,

de suprimento de dgua e de drenagem [23].

2.2 Problema de Steiner em Grafos

Considere um grafo ndo direcionado G = (H, I) com pesos positivos associados
as arestas e um subconjunto J C H ndo vazio. H € o conjunto de vértices e I € o conjunto
de arestas de G. O problema de Steiner em grafos (SPG, Steiner Problem in Graphs)
consiste em encontrar um subgrafo de G que perpasse todos os vértices do subconjunto J
e tem o minimo peso total de arestas. A solu¢do minima para o problema € uma arvore 7,
que pode ter vértices em H — J, os pontos de Steiner [21].

No SPG os pontos de Steiner sdo escolhidos em um conjunto finito de vértices
L=H—JousejaL={X|xe€ Hex¢J}. Ospontos de Steiner escolhidos compdem um
conjunto S € L. A arvore T, solu¢do do SPG, é a MST dos vértices JU S [37][21].

O SPG tem uma larga variedade de aplicagdes. Um exemplo € a localizagao de
instalacdes tais como em centros de comutacdo telefénica [21]. Cada vértice representa
um possivel local para um dos centros e as arestas representam os possiveis cabos e seus
custos associados. Os vértices especiais representam os locais que devem ser conectados
da maneira mais econdmica possivel. Outras aplicagdes do SPG variam desde o layout de

placas de circuito impresso até a construcao de arvores filogenéticas [21][22].

2.3 Problema de Steiner Retilineo

Assim como em outras versdes, o problema de drvore de Steiner retilineo
(RSTP,Retilinear Steiner Tree Problem) basico tem n pontos localizados no plano, e
pontos de Steiner adicionais podem ser usados na construcdo da drvore de comprimento

minimo. A distancia métrica € a retilinea, isto é, a distancia entre a para b é dada pela
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Equacao 2-10.
d(a,b) = |xg —xp| + [ya — yp|- (2-10)

O comprimento esperado da arvore de Steiner minima retilinea pode ser delimitado por
um limite préximo ao do comprimento da arvore geradora minima retilinea [36].

Formalmente, um segmento retilineo é um segmento horizontal ou vertical de
reta conectando seus dois terminais no plano. Uma 4arvore retilinea € uma colecdo de
segmentos conectados aciclicos que intersectam apenas em seus terminais. Uma drvore
de Steiner retilinea (RST, Rectilinear Steiner Tree) para um conjunto dado de terminais
¢ uma darvore retilinea em que cada terminal é o ponto final de um segmento na arvore.
O comprimento da drvore € a soma dos comprimentos dos segmentos € a drvore minima
de steiner retilinea (RSMT, Rectilinear Steiner Minimal Tree) é a arvore de comprimento
minimo [37].

Uma RSMT possui as seguintes propriedades: qualquer ponto tem grau menor ou
igual a 4; se um ponto com grau 2 tem segmentos incidentes colineares entao o ponto é um
terminal; um ponto com grau maior ou igual a 3 que nao é um terminal € chamado ponto
de Steiner; qualquer outro ponto que ndo seja um terminal, nem um ponto de Steiner, é
denominado ponto de canto, que tem grau 2 e conecta dois segmentos ndo colineares [37].

Os resultados do problema de Steiner para a métrica Euclidiana sao intimamente
relacionados a geometria e ndo se estendem a métrica retilinea. O RSTP estd mais
intimamente relacionado ao SPG do que ao ESTP [57]. Como explicado a seguir, 0 RSTP
pode ser modelado a partir de um conjunto finito, incluindo outros tipos de pontos além
dos pontos terminais originais.

Hanan (1966)[32] estabeleceu um resultado que Richards (1989) [57] chamou
de "dimensdo de reducdo". Considere N o conjunto de n terminais no plano. Perpasse
linhas horizontais e verticais através de cada um destes pontos. Considere o grafo G(H, I),
em que H é o conjunto compreendendo os n terminais adicionados as interseccdes entre
essas linhas horizontais e verticais. A partir dessa construgdo, existird uma aresta entre
dois vértices se eles estiverem diretamente conectados por uma linha, horizontalmente
ou verticalmente. Hanan (1966)[32] mostrou que a RST estd contida em G, isto €, os
segmentos da drvore sdo compostos por arestas de G [32][57]. Devido ao teorema de
Hanan segue-se que qualquer algoritmo para o SPG pode ser utilizado para resolver o
RSTP [57].

A atencdo no RSTP tem como uma das principais motivacdes o potencial em
aplicacdes de projetos de circuitos e layout de fios em placas de circuito impresso
[26][57][32]. O RSTP tem vérias aplicacdes praticas como projeto VLSI [36], sintese
fisica, planejamento e posicionamento de interconexdes, estimativa de fios de carga,

congestionamento de rotas e atrasos de sistemas de interconexao [71].



CAPITULO 3

Heuristicas para o Problema de Steiner

Euclidiano

Sabe-se que o Problema de arvore de Steiner Euclidiano (ESTP, Euclidean Stei-
ner Tree Problem) é NP-dificil [24][25][37]. A intratabilidade inerente do ESTP encoraja
o desenvolvimento de heuristicas, que sdo projetadas para encontrar boas conexdes de
pontos em tempos que sdo, geralmente, polindmios de baixa ordem em fun¢do do tama-
nho do problema [31].

Hwang (1992) [37] define uma heuristica eficaz para o ESTP como um algoritmo
que pode rodar em tempo proporcional a um baixo grau polinomial de n, o nimero de
vértices da instancia do problema. Essa heuristica deve garantir que o comprimento da
arvore de saida ndo exceda em grande quantidade o de uma arvore minima de Steiner
(SMT, Steiner Minimal Tree).

A arvore geradora minima (MST, Minimal Spanning Tree) é uma solucao heu-
ristica eficaz para o problema, pois existem algoritmos de complexidade computacional
O(n log n) para obte-la. Além disso, essa arvore nunca excede em /5,5% o comprimento
da SMT [37][31]. A MST torna-se naturalmente o padrdo de comparagdo de outras heu-
risticas. Muitas soluc¢des heuristicas iniciam com uma MST dada e a partir dessa, buscam
por solugdes melhores, ou utilizam determinado algoritmo da MST durante sua execugdo
[37].

Gilbert e Pollack (1968) [28] definiram “Steiner Ratio” como a relacdo de
desempenho da MST e conjecturaram que essa relacdo € igual a 4 [37][28]. Embora
o desempenho de heuristicas baseadas em MST sejam aproximamente relacionadas a
“Steiner Ratio”, a maioria das heuristicas propostas possui relacio de desempenho
melhor [37].

A Secdo 3.1 descreve algumas das principais heuristicas presentes na literatura
baseadas na MST: as heuristicas de Chang (1972) [8], Thompson (1973) [67], Dreyer e
Overton (1998) [17] e Beasley (1992) [7]. A Secao 3.2 apresenta os métodos Diagrama
de Voronoi e Triangulagdo de Delaunay e alguns algoritmos que utilizam esses métodos:
Shamos e Hoey (1975) [62], Smith et al. (1981) [63], Beasley e Goffinet (1994) [6]. A
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Secdo 3.3 menciona os trabalhos de Lundy (1985) [49], Barreiros (2003) [3] e Frommer
e Golden (2007) [23] que utilizam outros métodos heuristicos para o ESTP como o

annealing e algoritmos genéticos.

3.1 Heuristicas baseadas na MST

A maioria das heuristicas para o ESTP executa uma série de melhorias iterativas
usando a MST como solu¢do inicial [73]. Os primeiros algoritmos heuristicos para o
ESTP, propostos por Chang (1972) [8] e Thompson (1973) [67], se baseiam na inser¢ao
iterativa de vértices de Steiner em uma MST [36][74][67][8].

3.1.1 Heuristicas de Chang, Thompson e Dreyer e Overton

Thompson (1973) [67] sugeriu um processo sequencial executado para conjuntos
de trés vértices com arestas da MST que estdo em um angulo menor que 120°. Enquanto
houver arestas violando a restricdo de angulo executa-se os seguintes passos: 1) insere um
vértice de Steiner para o triangulo formado pelos trés vértices; 2) conecta os trés vértices
ao vértice de Steiner inserido; 3) por fim, remove as arestas que antes conectavam os
vértices na MST [67][44].

Chang (1972) [8] sugeriu um esquema parecido, porém com um método dife-
rente e mais complexo de encontrar conjuntos de trés vértices. No inicio 7 € a MST e no
fim € a drvore heuristica de saida. T € composta por subdrvores com topologias cheias
(FSTs), chamados componentes cheios. A inser¢do de vértices de Steiner € feita em cada
passo de modo a maximizar a diferenca de comprimento entre a drvore atual e a arvore
modificada. Para isso os trés vértices envolvidos (V;, V; e Vi) devem ser selecionados em

uma das seguintes possiveis formas [8][37]:

e Vi, V; e Vi sdo todos terminais e pertencem a diferentes componentes cheios da
arvore;

e V; e V; sdo terminais e pertencem ao mesmo componente cheio € Vi € um terminal
em um componente cheio diferente;

e V; eV} sdo vértices de Steiner em diferentes componentes cheios e Vi € um terminal

adjacente para V;e V;.

A heuristica proposta por Chang (1972) [8] tem complexidade de tempo O(n*).
Beasley (1992) [7] e Dreyer e Overton (1998) [17] também desenvolveram heuristicas
baseadas em inserir vértices e melhorar a MST efetuando otimizagdes locais.

Dreyer e Overton (1998) [17] sugeriram duas heuristicas, a primeira, denomi-

nada "Steiner Insertion Heuristic", € uma extensao da heuristica de Thompson (1973)
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[67] que insere vértices de Steiner entre os menores angulos de arestas da MST e depois
obtém a 4rvore relativamente minima, encontrando a posicao ideal dos vértices de Stei-
ner [17]. No pior caso essa heuristica possui complexidade de tempo de O(rn>) [17]. A
segunda inicia encontrando a drvore de Steiner para trés vértices escolhidos e em seguida
executa iteragcdes para conectar cada vértice fixo nessa drvore a partir de um novo vértice
de Steiner e encontra a drvore minima relativa [17]. Essa heuristica possui complexidade
O(n?).

3.1.2 Heuristica de Beasley

Beasley (1992) [7] apresenta uma heuristica para o ESTP e para o problema
de arvore de Steiner Retilineo (RSTP, Rectilinear Steiner Tree Problem) baseada em
encontrar solugdes Otimas de Steiner para subgrafos da MST. A heuristica considera
todos subgrafos da MST que contém quatro vértices. Para cada um deles obtém a SMT e
adiciona ao conjunto de vértices V os vértices de Steiner desses subgrafos que resultam
na maior reducao de custo [7].

Essa heuristica consiste basicamente nos passos descritos no Algoritmo 3.1.
Considere V um conjunto de vértices mantido pelo algoritmo. V € inicializado a partir
dos vértices dados e, ao final da heuristica contém os vértices iniciais mais os vértices de

Steiner adicionados. A MST do conjunto V € a solucdo oferecida pela heuristica.
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Algoritmo 3.1: Algoritmo de Beasley

10

Entrada: O conjunto de vértices iniciais V
Saida: O novo conjunto V contendo os vértices iniciais mais os vértices de

Steiner S adicionados, e a MST que € a solucao do problema.

Considere: T (K) o custo de conectar K vértices por meio de sua MST;
T3(K) o custo de conectar os mesmos K vértices, por meio de sua SMT; Vj o
conjunto inicial de vértices e ¢ o contador de iteracdo. V < Vp; t < 0;
Encontre a MST de V.t +t+1;

Enumere o conjunto L com todas as subdrvores de quatro vértices K na
MST,

Para cada K € L calcule a redugao de custo R(K) que ocorre quando os
vértices de K sao conectados via SMT;

Se max[R(K)|K € L] = 0 pare;

Seja M um conjunto de vértices vazio a cada nova iteracdo. Ordene de
forma decrescente em fungdo de R(K) os conjuntos de vértices K € L. Neste
conjunto ordenado, para cada K, se [M NK| =0e R(K) > 0 entdo adicione
os vértices de Steiner associados para V e atribua M < M UK;

Encontre a MST de V e remova qualquer vértice de V que represente um
vértice de Steiner com grau menor ou igual a dois;

Para cada vértice de Steiner com grau 3, mova esse vértice para sua
localizag@o 6tima. Repita esse processo até que nao seja possivel nenhuma
reducao de custo;

Encontre a MST de V e para cada subarvore (V* de custo C*) que tem
topologia apropriada para uma drvore de Steiner cheia (FST, Full Steiner
Tree): aplique o algoritmo de Hwang [35] para encontrar a FST de V*; Se o
custo da FST é menor que C* mova os vértices de Steiner para as
localizagdes dadas pela FST; Se o custo da F'ST € maior que C* tente uma
reducgdo de custo removendo vértices de Steiner que estejam aumentando o
custo de V*;

Volte ao passo (2);

Beasley (1992) [7] exibe resultados computacionais que indicam que sua heu-

ristica oferece solu¢gdes de melhor qualidade comparado a outras heuristicas como Chang
(1972) [8] e Smith et al. (1981) [63][7]. A melhoria usando essa heuristica é normalmente

de 3 a 4% [36]. Beasley (1992) [7] sugere que a complexidade de tempo dessa heuristica

seja O(n'317), calculada empiricamente pela média dos tempos computacionais requeri-

dos.
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3.1.3 Deficiéncias em Estruturas Globais

As heuristicas de Chang (1972) [8], Thompson (1973) [67] e Beasley(1992) [7]
tém a ideia de converter uma MST em arvores de Steiner relativamente minimas (RMST,
Relatively Minimal Steiner Tree) por meio de uma sequéncia de “local Steinerizations”.
Esse € o0 nome dado ao processo de adicionar vértices de Steiner para conectar trés
vértices e remover arestas formadoras de ciclos na MST [36]. Esse processo, conforme
exemplificado por Laarhoven (2010) [44], é geralmente alheio a qualquer estrutura global
e, por isso, pode ter graves deficiéncias para determinadas instincias. Isso porque a
insercdo de vértices de Steiner € feita para vértices proximos uns dos outros, e alguns
vértices que podem ser criticos para obter a melhoria significativa na rede podem ser
ignorados.

O exemplo da Figura 3.1(A) ilustra uma MST para uma instancia do problema
com nove vértices em que heuristicas de insercdo, que essencialmente efetuam “local
Steinerizations”, falham em obter a solugdo ideal [44]. A Figura 3.1(B) mostra que
apenas os vértices de Steiner contidos nos tridngulos menores sdo encontrados por tais
heuristicas, que sdo incapazes de detectar o vértice de Steiner necessario para obter a

solucdo Gtima [44].

Figura 3.1: A MST (A), e uma drvore de Steiner subdtima obtida
por heuristicas de insercdo (B) para uma instdncia de
9 vértices.

A Figura 3.2 mostra a solu¢d@o 6tima para o problema, que deve ter um vértice de

Steiner no centro conectando as trés subdrvores formadas pelos tridngulos menores [44].

Figura 3.2: A solucdo dtima para a instdncia de 9 vértices do
exemplo
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Para contornar esse problema, algumas heuristicas utilizam as propriedades
geométricas existentes em problemas Euclidianos. A Secdo seguinte descreve algumas

dessas heuristicas.

3.2 Diagrama de Voronoi e Triangulacao de Delaunay

O Diagrama de Voronoi de um conjunto de vértices particiona 0 espago em
regides, uma por vértice. A regido para um vértice s consiste de todos os vértices mais
préximos de s do que de qualquer outro vértice. Shamos e Hoey (1975) [62] introduziram
o Diagrama de Voronoi como uma estrutura geométrica que produz algoritmos 6timos
para problemas de vértices mais préximos no plano [62].

Fortune (1997) [20] descreve matematicamente uma relagdo de dualidade e
correspondéncia 6bvia de um para um entre o Diagrama de Voronoi e Triangulacdo de
Delaunay. A Triangulac¢do de Delaunay consiste na tnica triangulagcao dos vértices dados
na qual a circunferéncia de qualquer tridngulo ndo contém nenhum vértice em seu interior
[20].

Shamos e Hoey (1975) [62] oferecem um algoritmo de complexidade média de
tempo O(n log n) para construir o Diagrama de Voronoi. Além disso, mostraram que uma
MST € um subgrafo da Triangulacdo de Delaunay. Uma MST pode ser construida a partir
de um Diagrama de Voronoi em tempo O(n) pelo algoritmo de Cheriton e Tarjan (1976)
[91[37].

Beasley e Goffinet (1994) [6] apresentam uma heuristica para o ESTP baseada na
Triangulacdo de Delaunay para gerar vértices de Steiner candidatos e entdo remover vér-
tices de Steiner redundantes via MST [6]. Essa heuristica retine o poder da Triangulacdo
de Delaunay e a abordagem da heuristica de Beasley (1992) [7] para oferecer um método
de alta qualidade com um requisito de tempo, calculado empiricamente, de O(n*'°) [6].

Beasley e Goffinet (1994) [6] compararam sua heuristica com a heuristica de
Beasley (1992) [7] e mostram que a heuristica utilizando Triangulacdo de Delaunay
apresenta maior percentual de redu¢cdo em nove dos dez casos de teste com a ordem
variando de 10 a 100. A heuristica de Beasley e Goffinet (1994) [6] alcanca uma média
percentual de redugdo de 3,025%.

Smith et al. (1981) [63] oferecem uma heuristica O(nlogn) para o ESTP. O
algoritmo é baseado em uma abordagem de decomposi¢do em que primeiro particiona
o conjunto de vértices em tridngulos por meio da Triangulacdo de Delaunay. Em seguida,
recompde a drvore relativamente minima a partir da utilizacdo de Diagrama de Voronoi e
da MST do conjunto de vértices [63].

A heuristica de Smith et al. (1981) [63] escolhe conjuntos de trés e quatro
vértices a partir dos vértices de tridngulos ou dois tridngulos adjacentes da Triangulacdo
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de Delaunay e entdo constrdi drvores de Steiner para esses conjuntos [37]. Em geral o
percentual de reducdo do algoritmo de Smith et al. (1981) [63] é de 3,137%.

3.3 Outras Heuristicas

Smith e Shor (1992) [65] sugeriram uma variacdo da MST que possui relacio
de desempenho melhor que a “Steiner Ratio”. Eles nomearam essa variacio de Arvores
Gulosa. Algumas propriedades de Arvores Gananciosas em espagos Euclidianos sio: a
Arvore Gulosa é a MST de seus vértices; nenhum 4ngulo na Arvore Gulosa é menor
que 90°; qualquer segmento de linha entre vértices numa Arvore Gulosa também é uma
conexao da MST; o comprimento da Arvore Gulosa ndo é maior que o da MST [65].

Outro método heuristico encontrado em alguns trabalhos é denominado anne-
aling. Um algoritmo annealing é um procedimento de busca estocastica que procura o
minimo de uma funcao objetivo determinista. O método aplica pequenas perturbacdes em
uma soluc¢do vigente para chegar a uma nova solugdo [49].

Lundy (1985) [49] propds um algoritmo annealing como uma heuristica SMT.
Nesse algoritmo uma perturbacdo consiste na troca de topologias cheias. Apds cada
perturbacao € realizado o reposicionamento dos vértices de Steiner para obter uma solucao
que torna-se a nova solucdo vigente, caso seja melhor que a anterior [37]. Grimwood
(1994) [31] demonstra que o annealing aplicado ao ESTP oferece solucdes de boa
qualidade.

Em trabalhos mais recentes Barreiros (2003) [3] e Frommer e Golden (2007) [23]
apresentam algoritmos genéticos para o ESTP. O algoritmo de Barreiros (2003) [3] tem
duas camadas, no primeiro nivel o algoritmo toma decisides de particionamento e o nivel
mais baixo resolve o ESTP para cada particdo dada. O percentual médio de redugdo obtido
por esse algoritmo € de aproximadamente 3,73% para instancias com 10 vértices e 2,81%
para instancias com 100 vértices. Para uma instancia com 1000 vértices o percentual de
reducgdo obtido foi de 2,64% [3].

O algoritmo de Frommer e Golden (2007) [23] foi construido a partir da ex-
perimentagdo de diferentes algoritmos genéticos, usando uma variedade de operadores
e estratégias heuristicas de busca como diversidade de populagado e divisdo e conquista.
Foi escolhido o algoritmo genético que melhor se adaptou ao problema. O algoritmo de
Frommer e Golden (2007) [23] possui complexidade de tempo estimada em O( n?), e para

problemas de médio porte apresenta melhoria média aproximada de 1%.



CAPiTULO 4

Representacoes para Problemas Modelados por

Grafos

Muitos problemas de otimizac¢do podem ser codificados por grafos, assim como
o problema de Steiner, e possuem uma variedade de diferentes representacdes. Pesqui-
sas mostram que o desempenho, principalmente de algoritmos evolutivos, entre outras
heuristicas, pode variar muito em funcao da representacao utilizada [59]. Uma represen-
tacdo adequada deve pelo menos ser capaz de codificar todas as solucdes possiveis de um
problema de otimizagdo [59].

Centenas de problemas computacionais sdo expressos em termos de grafos.
Muitas representacdes possuem métodos para representar e pesquisar um grafo. Pesquisar
um grafo significa acompanhar sistematicamente suas arestas de modo a alcangar seus
vértices. Técnicas para pesquisar um grafo estdo o nucleo de algoritmos para grafos
[11]. Os algoritmos para grafos sdo implementados em funcdo da representacdo. As
representacOes para grafos podem ser divididas nas codificacOes convencionais, tais como
matriz de adjacéncias e lista de adjacéncias e ndo-convencionais, como as desenvolvidas
para heuristicas especificas. A Secdo 4.1 apresenta as representagdes convencionais € a

Secdo 4.2 apresenta algumas das representagdes ndo-convencionais.

4.1 Representacoes Convencionais de Grafos

Lista de Adjacéncias 4.1.1 e Matriz de Adjacéncias 4.1.2 s@o as duas estruturas
de dados usuais para representar um grafo G(H,I), em que H é o conjunto de vértices
e I € o conjunto de arestas que forma o grafo. A representacdo Lista de Adjacéncias,
em geral, € preferida, porque fornece um modo compacto de representar grafos esparsos.
Mas, a representacao Matriz de Adjacéncias pode ser preferivel quando o grafo € denso,
ou quando ha necessidade de saber com rapidez se existe uma aresta conectando dois
vértices do grafo [11]. A seguir sdo descritas essas duas formas de representacdo e suas

caracteristicas.
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4.1.1 Representacao Lista de Adjacéncias

A representacao Lista de Adjacéncias de um grafo G(H,I) consiste em um arranjo
de |H| listas, uma para cada vértice em H. Para cada h € H, a Lista de Adjacéncias contém
todos os vértices v, tais que, existe uma aresta (h,v) € I. Ou seja, todos os vértices de G
adjacentes a h. Como outra alternativa, pode conter ponteiros para os vértices adjacentes
ah[l1].

As Listas de Adjacéncias podem facilmente ser adaptadas para grafos pondera-
dos armazenando o peso da aresta juntamente com o vértice v contido na lista de adja-
céncias de h. Essa representacdo exige a quantidade O(|H|+|I|) de memdria, para grafos
orientados ou ndo. Uma desvantagem potencial é que ndo existe um modo mais rapido
para determinar se uma aresta (4, v) estd no grafo do que procurar por v na lista de ad-
jacéncias de h [11]. Essa desvantagem pode ser contornada pela representacado Matriz de
Adjacéncias, descrita a seguir.

4.1.2 Representacao Matriz de Adjacéncias

A representacdo Matriz de Adjacéncias de um grafo G(H,I) consiste em uma
matriz |H| x |H| na qual cada elemento ;; pode conter o valor 1 ou 0, indicando
respectivamente se existe ou ndo uma aresta entre os vértices i e j. No caso de um grafo
ponderado, a matriz de adjacéncia pode conter em cada aresta a;; 0 peso da aresta ou outro
valor que indicaria a ndo existéncia de aresta (nulo, por exemplo) [11].

Embora, a Lista de Adjacéncias seja assintoticamente pelo menos tao eficiente
quanto a Matriz de Adjacéncias, essa dltima pode ser preferivel pela sua simplicidade e
por poder representar uma aresta usando apenas um bit de entrada, no caso de grafos nao

ponderados [11].

4.2 Representacoes nao Convencionais para Arvores de

Grafos

Virias representacdes tém sido utilizadas para representar arvores de grafos.
Essas representacOes apresentam desempenho melhor que as representacdes convenci-
onais de grafos descritas em 4.1. Dentre elas destaca-se Numero de Prufer [75][1], Cha-
ves Aleatérias para Redes [61], Conjunto de Arestas [56], N6-Profundidade [15], e N6-
Profundidade-Grau [16]. A seguir essas representagdes sao descritas e a representacao
N6-Profundidade-Grau é detalhada.
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4.2.1 Representacao Numero de Prufer

O ndmero de Prufer é uma representacdo para arvore que se baseia na propri-
edade de correspondéncia dnica entre uma string de comprimento n — 2 e uma arvore
geradora. O numero de Prufer para uma arvore 7' com n vértices € um niimero com n-2
digitos, que possuem valores entre 1 e n. Os algoritmos de codificagdo e decodificagio do
numero de Prufer podem ser implementados com complexidade de tempo O(nlogn) [30].

O nimero de Prufer possui caracteristicas importantes tais como: qualquer arvore
pode ser representada por um numero de Prufer; qualquer nimero de Prufer representa
uma arvore, mesmo que seja construido aleatoriamente; todo niimero de Prufer representa
apenas uma arvore; todas as drvores sdo representadas uniformemente, ou seja, nimeros
de Prufer diferentes representam arvores diferentes.

Existem n'*—2

arvores para um grafo completo de tamanho n, exatamente a
mesma quantidade de nimeros de Prufer. O nimero de Prufer ndo € o tinico mapeamento
de correspondéncia /-1 entre uma string de comprimento n-2 e uma 4drvore. Picciotto
(1999) propds outros mapeamentos com essa caracteristica como o Blob Code e Dande-
lion Code.

Apesar da eficiéncia dos algoritmos de codificacdo e decodificacdo, muitos
pesquisadores apontam deficiéncias do nimero de Prufer que o tornam inadequado
para pesquisas evoluciondrias [53][60][56]. Gottlieb et al. (2001) [30] apresentam um
comparativo do uso da representacdo nimero de Prufer em algoritmos evolutivos com
vdrias outras representacdes, dentre elas Chaves Aleatdrias para Redes 4.2.2 e Conjunto
de Arestas 4.2.3. Resultados empiricos em quatro problemas NP-dificeis envolvendo
arvores geradoras confirmaram que o nimero de Prufer € uma ma escolha para algoritmos
evolutivos. Em todos os casos os algoritmos com numero de prufer retornaram resultados

piores além de seu desempenho ter piorado mais rapidamente em instancias maiores [30].

4.2.2 Representacio Chaves Aleatorias para Redes

A representacdo Chaves Aleatdrias introduzida por Bean (1994)[4] € um efici-
ente método para codificar problemas de ordenacdo e agendamento [61]. Rothlauf et al.
(2002)[61] estendeu o uso de Chaves Aleatorias para codificar arvores em problemas re-
presentados por grafos.

A representacdo Chaves Aleatdrias codifica a solu¢cdo com nimeros aleatdrios,
que sdo usados como chaves de ordenagdo para decodificar a solugdo [4]. A representacdo
Chaves Aleatorias para Redes representa a arvore por meio de um vetor em que cada
indice € associado a uma aresta. Valores reais entre 0 e 1 sdo atribuidos para cada uma
dessas arestas. Esse valores podem ser usados para representar a importancia da aresta
[61].
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Rothlauf et al. (2002) [61] aplicou a representagdo Chaves Aleatdrias para Redes
para problemas de projeto de redes representadas por grafos. Os resultados experimentais
foram obtidos com algoritmos evolutivos para o problema proposto indicando um de-
sempenho satisfatério em comparagao com outras representacdes. Chaves Aleatdrias para
Redes utiliza um vetor de tamanho m, o nimero de arestas do grafo, para codificar as

solucdes. O algoritmo de decodificacio da solucdo requer tempo O(m log(m)).

4.2.3 Representaciao Conjunto de Arestas

A representacdo Conjunto de Arestas proposta por Raidl e Julstrom (2003)[56]
consiste em representar arvores geradoras diretamente como conjuntos de suas arestas.
Essa representacdo pode ser implementada em um vetor ou em tabela hash cujas entradas
sdo os pares de vértices que definem cada aresta [56].

A representacdo Conjunto de Arestas possui complexidade de espaco O(n),
em que n é o ndmero de vértices do grafo. Raidl e Julstrom (2003)[56] apresentam
resultados experimentais para algoritmos evolutivos aplicados a problemas modelados
por grafos que indicam um desempenho superior da representacio Conjunto de Arestas
em comparacdo com outras representacdes como Blob Code e Chaves Aleatérias para
Redes [56]. Tzschoppe et al. (2004)[69], porém, mostram que a representacdo Conjunto
de Arestas com operadores evolutivos utilizando heuristicas possuem tendéncia, gerando

mais comumente arvores proximas a arvore geradora minima [69].

4.2.4 Representacio No-Profundidade

Segundo Delbem e Carvalho (2004) [15] algoritmos evolutivos usando codifica-
¢des convencionais, tais como a string bindria de algoritmos genéticos, produzem muitos
componentes desconectados ou grafos ciclicos, quando aplicados a grandes sistemas de
problemas modelados por grafos. Com o objetivo de reduzir esses problemas Delbem e
Carvalho (2004)[15] propuseram a representagdo No-Profundidade. Essa representacdo
utiliza os conceitos de vértice e profundidade de uma vértice para codificar as solucdes.
Uma das vantagens da representacdo N6-Profundidade é que somente sdo produzidos
componentes conectados e grafos aciclicos ao utilizar os operadores propostos para a
mesma.

A representacdo né-profundidade consiste basicamente de listas lineares con-
tendo os vértices e suas profundidades. Nessa representa¢do, um vértice que € a raiz da
arvore € o primeiro elemento da lista e tem profundidade 0. A ordem dos pares (vértice,
profundidade) na lista pode ser determinada por uma busca em profundidade. Esse pro-
cesso de codificacdo de uma arvore em grafos auxilia no processo de decodificacdo das

solucdes e permite o facil mapeamento das arestas presentes na solucao.
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Delbem e Carvalho (2004) [15] propuseram um algoritmo evolutivo usando a
representacdo NoO-Profundidade para o problema da drvore geradora minima com restricao
de grau (dc-MSTP, degree-constrained Minimum Spanning Tree Problem). O dc-MSTP é
o problema de encontrar a drvore geradora em que os graus de vértices sio menores que
ou iguais a uma constante positiva, e que o custo total das arestas € minimo.

O algoritmo proposto por Delbem e Carvalho (2004) [15] foi comparado com
outro algoritmo genético para o dc-MSTP usando a representacdo Numero de Prufer.
Os resultados mostraram que o algoritmo proposto por Delbem e Carvalho (2004) [15]
€ capaz de trabalhar com grandes graficos usando relativamente pequeno tempo de
execucdo. Com restricdo de grau variando de 3 a 5, o algoritmo de Delbem e Carvalho
(2004) [15] gastou aproximadamente 1,5% para graficos com 500 vértices e 1,1% para
graficos com 1000 vértices do tempo gasto pelo algoritmo usando representagdo Numero
de Prufer e obteve aproximadamente 42% para graficos com 500 vértices e 58% para
graficos com 1000 vértices dos melhores custos (média dos melhores individuos) obtidos

pelo algoritmo usando representagdao Nimero de Prufer.

4.2.5 Representaciao No-Profundidade-Grau

Uma das codificacdes que tem mostrado resultados relevantes para codificar
arvores em grafos € a representacao né-profundidade-grau (RNPG) proposta por Delbem,
Lima e Telles (2012) [16]. A RNPG ¢é uma extensao da representacio N6-Profundidade
proposta em [15].

A RNPG foi proposta para atender as exigéncias de algoritmos evolutivos para
problemas de larga escala modelados por grafos, que requerem a geracdo de milhares
de florestas ! geradoras até encontrar um projeto de rede apropriado. A RNPG é uma
representacdo devidamente codificada para florestas geradoras e oferece operagdes para
manipular e gerar novas florestas [16].

A RNPG tem como base os conceitos de vértice, profundidade e grau de um
vértice em um grafo. A forma de representar a floresta geradora € utilizado um conjunto de
listas lineares de trincas (vértice, profundidade, grau), uma para cada arvore da floresta. A
ordem em que as trincas estdo dispostas na lista depende da posi¢c@o do vértice em relagdo
ao vértice inicial chamado de raiz da arvore [16]. O primeiro elemento da lista € a raiz
da arvore, a partir da raiz qualquer elemento da lista aparece depois do seu elemento pai
(o primeiro elemento mais proximo da raiz que o conecta). Essa ordem pode ser obtida
por meio de uma busca em profundidade na 4rvore a partir do vértice escolhido como raiz
[16].

'Uma floresta geradora em grafos consiste em um conjunto de 4rvores disconexas que contém todos os
vértices.
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A Figura 4.1 ilustra o exemplo de uma 4rvore geradora de um grafo com 9

vértices. Essa arvore geradora € representada pela notacio RNPG na Tabela 4.1.

() (O—©)
O—)

Figura 4.1: Exemplo de drvore na notacdo RNPG.

Tabela 4.1: Lista linear contendo em cada coluna da RNPG a
tripla representando a drvore geradora da Figura 4.1.

Posicdo O(1 1234 |5/6]|7]8
Vértice A/B H/ C/ D F|G|I|E
Profundidade | 0 | 1 |2 |12 |34 |3]|2
Grau 21213132/ 1]1]1

A RNPG quando utilizada em algoritmos evolutivos possui duas operacdes para
gerar novas solucdes a partir de solugdes ja existentes [16]. O efeito dessas operacdes é
o de transferir uma subdrvore de uma arvore para outra na floresta. A primeira operacao
produz mudangas simples e pequenas na floresta, enquanto que a segunda operagdo gera
mudancgas maiores € mais complexas. Embora sejam diferentes, essas operacdes com-
partilham as seguintes caracteristicas: preservar a consecutividade de vértices na RNPG;
preservar a precedéncia da raiz de uma subdrvore em relacdo aos seus descendentes; ndo
introduzir ciclos nas drvores; preservar o nimero de arvores na floresta [16].

Para ilustrar as vantagens da RNPG, a mesma foi aplicada em um algoritmo
evolutivo para o dc-MSTP. O algoritmo desenvolvido foi comparado com outro algoritmo
evolutivo para o dc-MSTP usando a representacdo Conjunto de Arestas proposto em
[56]. Resultados experimentais mostraram que o algoritmo com a RNPG ¢é mais rapido e
produziu solucdes melhores ou equivalentes as obtidas com conjunto de arestas [16].

Os resultados recentes demonstram que a RNPG tem tido destaque para melhorar
o desempenho de algoritmos evolutivos para problemas modelados por grafos. Esses
resultados incentivam a investigacdo do uso da RNPG em outros contextos, como € o
caso deste trabalho. No préximo capitulo serd apresentada a proposta de utilizacdo da
RNPG em uma heuristica para o problema de drvore de Steiner Euclidiano baseada no
algoritmo de Beasley (1992) [7].



CAPITULO 5

Algoritmo SMTBeasleyRNPG

Este capitulo apresenta a proposta deste trabalho, a heuristica SMTBeas-
leyRNPG baseado em [7] para o problema de arvore de Steiner Euclidiano (ESTP). O
principal objetivo desse trabalho é demonstrar vantagens na efici€éncia computacional a
partir da utilizacdo da RNPG em um heuristico ndo evolutivo, cujas solucdes sejam as
mesmas para as mesmas entradas. Foi feita uma pesquisa na literatura para verificar um
algoritmo heuristico nio evolutivo, que oferece solucdes de boa qualidade. O algoritmo
proposto em [7] foi julgado mais apropriado em funcao dessas exigéncias, conforme apre-
senta a Secdo 5.1.

Para obter uma melhoria na eficiéncia computacional, essa heuristica serd asso-
ciada a uma representacdo adequada para problemas de modelados por grafos de drvores
geradoras, que € o caso do ESTP. No algoritmo de Beasley (1992) [7], a solucdo atual
em cada iteracdo é uma tnica MST do conjunto atual de vértices. Nao existe a necessi-
dade de representar florestas, nem operadores para florestas. Assim, optou-se por utilizar
a RNPG com uma unica arvore geradora. No entanto, foi necessirio o desenvolvimento
de operadores especificos para algumas operacdes do Algoritmo 3.1. A RNPG ¢é utilizada
na SMTBeasleyRNPG para representar a topologia da arvore. Uma estrutura de grafo
representa as localiza¢des dos vértices do conjunto V' definido para o Algoritmo 3.1.

No desenvolvimento da heuristica SMTBeasleyRNPG, nao serdo utilizados os
operadores atuais da RNPG, pois a heuristica base ndo propdem operacdes de poda e
enxerto de subdrvores. Por outro lado, serd necessédrio o desenvolvimento de operadores
especificos na RNPG para executar alguns passos da heuristica utilizada.

A descricao da proposta deste trabalho esté estruturada como segue. A Secao 5.1
justifica a escolha do algoritmo proposto em [7]. A Secdo 5.2 descreve algumas modifi-
cacdes que foram necessdrias na RNPG para permitir a manipulacdo dos dados de forma
eficiente. O operador de consulta de conjuntos, responsdvel por recuperar as subdrvores
de 4 vértices é apresentado na Se¢do 5.3. Por fim a Se¢do 5.4 descreve o operador para
remogao dos vértices de Steiner adicionados que ndo possuem mais as caracteristicas ne-

cessdrias dessa fungao.
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5.1 Escolha do algoritmo Beasley (1992)

Dentre os algoritmos pesquisados, alguns utilizam Diagrama de Voronoi e Tri-
angulacdo de Delaunay [20]. E o caso dos contidos em [62], [6], [63], [44]. Esses dois
ultimos inclusive sdo mais recentes que o algoritmo escolhido. A Tabela 5.1 mostra que
esses algoritmos, [6] e [44], oferecem, em média, solucdes de melhor qualidade compa-
rado a Beasley (1992) [7].

Tabela 5.1: Comparativo dos percentuais de reducdo em relacdo a
MST dos algoritmos de Beasley (1992) [7], Beasley e
Goffinet (1994) [6] e Laarhoven (2010) [44].

n | Beasley (1992) [7] | Beasley e Goffinet (1994) [6] | Laarhoven (2010) [44]
10 3,138 3,223 3,25
20 3,015 3,123 3,15
30 2,868 2,948 3,07
40 3,024 2,972 3,14
50 2,841 2,921 3,03
60 2,946 3,178 3,27
70 2,844 2,945 3,11
80 2,817 2,917 3,03
90 2,935 2,953 3,11
100 2,952 3,073 3,26

Apesar de serem mais recentes e apresentar solucdes de melhor qualidade,
os algoritmos propostos em [6] e [44] ndo foram escolhidos em funcdo do tempo de
implementagdo. Para essa implementagcdo, haveria a necessidade do aprendizado do
Diagrama de Voronoi e Triangulacdo de Delaunay [20], que levaria um tempo maior que
o tempo gasto para a implementagdo de [7], que ndo depende do conhecimento de outra
técnica.

A melhoria em relacdo a MST usando a heuristica de Beasley [7] € normalmente
de 3 a 4% [36], essa melhoria possui melhor qualidade comparado a outras heuristicas
como Chang (1972) [8] e Smith et al. (1981) [63][7]. As Tabelas 5.2 e 5.3 comprovam

que o percentual de reducdo de [7] €, em média, melhor que [8] e [63].

Tabela 5.2: Comparativo dos percentuais de redugcdo em rela-
cdo a MST dos algoritmos de Beasley (1992) [7] e

Chang (1972) [8].
n | Beasley (1992) [7] | Chang (1972) [8]
10 3,138 2,2
20 3,015 3,012
30 2,868 3,087
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Tabela 5.3: Comparativo dos percentuais de redugcdo em rela-
cdo a MST dos algoritmos de Beasley (1992) [7] e
Smith et al. (1981) [63].

n | Beasley (1992) [7] | Smith et al. (1981) [63]
10 3,138 3,173
20 3,015 2,333
30 2,868 2,769
40 3,024 2,663
50 2,841 2,568

Alguns algoritmos heuristicos ndo oferecem resultados computacionais que
tornem possivel esse comparativo de qualidade de solucdes, € o caso de Thomp-
son (1973) [67], Lundy (1985) [49] e Dreyer e Overton (1998) [17]. Os algoritmos de
Barreiros (2003) [3] e Frommer e Golden (2007) [23] ndo foram considerados para essa
proposta em func¢do do objetivo do trabalho que € investigar a RNPG em outro contexto
além de algoritmos evolutivos.

Em resumo, o algoritmo de Beasley (1992) [7] foi considerado adequado por
oferecer solucdes de boa qualidade e atender os objetivos do trabalho. Considera-se
que essa investigacdo € vélida para outras heuristicas ndo evolutivas, como € o caso de
Beasley e Goffinet (1994) [6] que € baseada em [7]. Essa comprovagdo € sugerida para

trabalhos futuros.

5.2 Versao da RNPG para o SMTBeasleyRNPG

Com o objetivo de melhorar a eficiéncia computacional de acesso e busca a
determinadas posi¢cdes na RNPG foram adicionados trés dados para cada vértice. A
primeira informagao necessdria é um flag para indicar se o vértice € um ponto de Steiner
ou ndo, respectivamente com os valores 1 e 0, chamada de steiner. Além disso, foi
adicionada a posicdo do pai do vértice atual, chamado de indicePai. Esse dado possibilita
0 acesso direto ao vértice ancestral do ponto atual da arvore. O terceiro dado adicionado,
chamado de indiceFilho, indica a posi¢c@o do ultimo filho do vértice atual na hierarquia da
arvore. A Tabela 5.4 mostra a RNPG da arvore da Figura 4.1 com as novas informacdes
inseridas. Para os dados de indicePai e indiceFilho quando o valor € —1 isso indica que
o vértice nao possui ancestral ou descendente.

A Tabela 5.5 apresenta um exemplo da nova RNPG quando ocorre a adi¢do
de vértices de Steiner. Para que o ponto de Steiner seja inserido na posi¢do correta é
necessario deslocar os vértices posteriores a ele na RNPG em um posicao. Lembrando que
a posicdo na RNPG € importante para o processo de decodificacdo da drvore representada.

Um vértice de profundidade x é considerado ligado ao primeiro vértice anterior a ele de
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Tabela 5.4: Exemplo da RNPG com colunas acrescentadas para o
algoritmo SMTBeasleyRNPG.

Posigdo 0Oj1]2(3]4|5/6|7]|38
No A|BIH|C|D|F|G|1]|E
Profundidade | O | 1 | 2 | 1|2 |34 ] 3|2
Grau 21211 (3132|111
steiner Oo(o0ojojojofojojoio
indicePai -110|1(0|3|4|5]|4]|3
indiceFilho 3 (2-1(8|7|6|-1|-1]|-1

profundidade x — 1, representado também pelo indicePai. Também € necessario ajustar
os valores de indicePai e indiceFilho de todos os vértices e, para os que estdo ligados
ao vértice de Steiner, € preciso corrigir as informacdes de grau e profundidade, quando
necessario. No exemplo da Tabela 5.5, foi adicionado o vértice de Steiner J, ligado aos
vértices A, B e H. Nesse caso, a profundidade e grau de B e H precisam ser atualizados
e os valores de indicePai e indiceFilho de toda lista a partir da posi¢do um. A Figura 5.1

mostra a drvore com a adic¢ao do vértice de Steiner J.

Tabela 5.5: Exemplo da versdo da RNPG com ponto de Steiner J
adicionado para os pontos A, Be H

Posigdo O|1(2]|3|4(5]6[7|8|9
No A|/J|B|H|C|D|F|G|I]|E
Profundidade | O |1 |2 |2 | 1|2 |3|4]|3]|2
Grau 2 (311 (1 (33 (2|1(1]1
steiner 0({1{0]0]0|0O|O0O]0O0O]O0]|O0
indicePai 1101|1104 (56|54
indiceFilho | 4 |3 |-1]|-1|9 8|7 |-1]-1]-1

O flag steiner € utilizado para realizar algumas operagdes restritas a pontos de
Steiner. Os valores de indicePai e indiceFilho contribuem para identificar as arestas de
determinado vértice de forma mais eficiente. A aresta que liga o vértice atual ao seu
ancestral € dada diretamente pelo indicePai. Ja o indiceFilho € utilizado para delimitar
o intervalo da lista da RNPG que deve ser percorrido para encontrar os descendentes do
vértice atual. Por exemplo, em um ponto de Steiner, seu grau deve ser 3 e as arestas
que conectam esse vértice devem estar nas posi¢coes indicePai, (indice do vértice)+1, e
indiceFilho. Dessa forma, essas conexdes podem ser descobertas sem a necessidade de
iterar na RNPG.
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Figura 5.1: Exemplo de drvore na notacdo RNPG com vértice de
Steiner J adicionado.

5.3 Operador de Consulta de Conjuntos

O Operador de Consulta de Conjuntos (OCC) € proposto para implementar o
passo 3 do Algoritmo 3.1 da heuristica base deste trabalho. O OCC percorre a RNPG que
representa a M ST para buscar os subgrafos de quatro vértices. Os subgrafos validos para

compor o conjunto L resultante do OCC devem representar um dos seguintes casos:

1. Os vértices do subgrafo formam um caminho na MST;

2. Uma configuragao de estrela na MST centrada em um dos vértices.

O OCC obtém os subgrafos de quatro vértices na RNPG de trés formas: conexdes
seqlienciais, i.e. cada um dos vértices estd em uma profundidade diferente da 4rvore;
subgrafos com raiz de grau 2; subgrafos com topologia estrela, ou seja o vértice raiz
de grau maior ou igual a 3, nesse caso sdo enumeradas todas as permutacdes de trés
elementos do conjunto de vértices da topologia estrela. Cada uma das permutagdes
corresponde a um novo K, que deve ser adicionado a L. A Figura 5.2 ilustra um exemplo
de cada uma dessas trés possiveis formas de se obter uma subarvore de quatro vértices.

O Algoritmo 5.1 descreve os passos para execu¢do do OCC. A entrada do
algoritmo € a MST representada pela RNPG, e a saida o conjunto L de subgrafos de
quatro vértices. Para facilitar a compreensao do Algoritmo 5.1, que implementa o OCC,
foi feita a divisdao em trés trechos que implementa cada uma das trés possiveis formas de
se obter um conjunto de quatro vértices, exemplificadas na Figura 5.2. Esses trechos sdao
descritos pelos Algoritmos 5.2, 5.3 ¢ 5.4.

Considere na descricao dos Algoritmos 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4: solucaoatual a MST

atual dada como entrada do algoritmo representada na RNPG; N o nimero de vértices da
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Figura 5.2: Exemplo das trés possiveis formas de se obter uma
subdrvore de 4 vértices em uma MST.

solucaoatual; p, g, r € s1 nimeros inteiros que identificdo os indices na solucaoatual dos
vértices que compdem o subgrafo de quatro vértices; K um conjunto de quatro vértices
correspondendo a um subgrafo da solucaoatual; L um conjunto de todos possiveis K’s que
ao final do algoritmo conterd todos os subgrafos de quatro vértices da solucaoatual; aux
um vetor de inteiros auxiliar para armazenar posicdes de vértices adjacente a um vértice;

tam, g, h, i, j inteiros auxiliares, representando indices na RNPG.

Algoritmo 5.1: Operador de Consulta de Conjuntos

Entrada: A MST de entrada representada pela RNPG (solucaoatual).
Saida: Os conjuntos de quatro pontos representando subdrvores da solucaoatual (K).
1 parag <+ 0;g <N faca
P8
Algoritmo 5.2;
Algoritmo 5.3;

n s W N

Algoritmo 5.4;
fim

=
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Algoritmo 5.2: Trecho do OCC que obtém a subarvore por meio de conexdes

sequenciais, conforme item 1 da Figura 5.2.

Entrada: A mesma do Algoritmo 5.1.

Saida: As subdrvores da solucaoatual formadas por conexdes sequenciais de quatro pontos.

1 se solucaoatualp].pro fundidade > 3 entdo

2 q < solucaoatual|p).indicePai;

3 r < solucaoatual|q|.indicePai;

4 51 < solucaoatual[r].indicePai;

5 crie um novo K com os nés p, q, r e s1;
6 adicione Kem L;

7 fim

Algoritmo 5.3: Trecho do OCC que obtém a subdrvore por meio de subgrafos com

raiz de grau 2, conforme item 2 da Figura 5.2.

Entrada: A mesma do Algoritmo 5.1.

Saida: As subdrvores da solucaoatual formadas por subgrafos com raiz de grau 2.

—

se solucaoatual p).profundidade > 0 entdo

2 q < solucaoatual|p).indicePai;

3 i—qg+1;

4 enquanto i < solucaoatual|q).indiceFilho faca

5 se (solucaoatual[i].profundidade = solucaoatuallq].profundidade+1) e i # p entao
6 para j < i+ 1;j < solucaoatualli].indiceFilho faga

7 se solucaoatual(j].profundidade = solucaoatual[i].profundidade+1 entao
8 ré—iy 8] < s

9 crie um novo K com os nés p, q, re s1;

10 adicione Kem L;

11 fim

12 fim

13 i J;

14 fim

15 fim

16 fim
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Algoritmo 5.4: Trecho do OCC que obtém a subdrvore por meio de subgrafos com

topologia estrela, conforme item 3 da Figura 5.2.

Entrada: A mesma do Algoritmo 5.1.

Saida: As subdrvores da solucaoatual formadas por subgrafos com topologia estrela.

1 se solucaoatual|p).grau > 3 entdo

2 aux[solucaoatual[p].grau];
3 tam < 0;
4 para i < p+ 1;i < solucaoatual[p].indiceFilho faca
5 se (solucaoatualli].profundidade = solucaoatual[p].profundidade+ 1) entao
6 ‘ aux(tam| < i; tam < tam + 1;
7 fim
8 fim
se (solucaoatual[p].profundidade >0) entao
10 aux[tam] < solucaoatual [p|.indicePai;
11 tam < tam+1;
12 fim
13 para i < 0;h < tam—2 faca
14 para i<« h+1;i <tam—1 faca
15 para j < i+ 1;j < tam faca
16 q < aux[h]; r < aux[i]; 51 < aux[j;
17 crie um novo K com os nés p, q, re sq;
18 adicione Kem L;
19 fim
20 fim
21 fim
22 fim

Nesta secdo também serd apresentada a andlise de complexidade de tempo média
do OCC. Além disso, uma versdo do OCC que faz uso da representacdo convencional
Matriz de Adjacéncia [11], descrita na secdo 4.1.2. Ambas as versdes serdo comparadas

com relagdo a complexidade de tempo computacional.

5.3.1 Complexidade do OCC

A andlise de complexidade de tempo do Algoritmo 5.1 do operador OCC sera
primeiramente para cada forma de identificacdo dos conjunto de quatro vértices. Depois,
serd realizada a analise da complexidade total do algoritmo proposto. No entanto, primeiro
€ necessario fazer a andlise da complexidade de espaco, ou seja, do tamanho em memoria
ocupado pelo vetor da RNPG que contém a MST.

Na primeira execugdo do OCC, o conjunto V contém somente os vértices do
grafo e, portanto, tem tamanho n. No decorrer dos passos da heuristica sdo adicionados
os vértices de Steiner para reduzir o custo da MST. No pior caso, a solu¢gdo 6tima € uma
arvore de Steiner completa. Assim, o conjunto V serd composto pelos n vértices iniciais
e os n — 2 vértices de Steiner de uma arvore completa. Portanto, tem-se que no pior caso
o tamanho da RNPG serd de n+n —2, ou seja, 2n — 2, ou ainda, O(n). Nos demais
casos o conjunto V serd composto por um nimero inferior de vértices, entdo a andlise

de complexidade de tempo serd conduzida considerando uma entrada de tamanho n.
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A primeira maneira descrita para obter um conjunto de quatro vértices € por meio
de conexdes sequenciais na RNPG. Essa situacdo € considerada no condicional da linha 1
do Algoritmo 5.2. Os passos internos, executados nesse condicional, sdo de complexidade
de tempo constante, pois consistem de atribui¢des diretas de valor com base no indicePai
dos vértices considerados. Assim, pode-se afirmar que a identificagdo de um conjunto K
valido por conexdes sequenciais possui complexidade de tempo de melhor, média e pior
caso de O(1).

A segunda situacao descrita, considera vértices raiz de grau 2 e € expressa pelo
condicional da linha 1 do Algoritmo 5.3. Nesse caso, tem-se dois loop aninhados que
precisam ser analisados. O loop da linha 4 tem como limite o indiceFilho do vértice
definido em ¢, esse indice indica a posi¢do do ultimo vértice diretamente ligado a g
na RNPG. Assim, o maior valor possivel do indiceFilho é o tamanho da subarvore
enraizada em g, tam,. O segundo loop da linha 6 tem o seu limite inserido no intervalo do
loop externo, pois a subdrvore enraizada no vértice analisado faz parte da subarvore do
vértice ¢g. Na linha 13 o valor do indice i do loop da linha 4 € atualizado com o valor de j,
indice do loop interno. Como os loops sdo complementares, pode-se dizer que essa etapa
possui complexidade de tempo O(tam,). No melhor caso, tam, = 0, com isso 0s [oops
ndo sdo executados. No pior caso, tam, = n € a etapa possui complexidade de tempo
O(n). O caso médio depende do tamanho de tam,, para o qual ndo ¢é simples realizar uma
andlise.

A terceira, e dltima forma descrita para se obter um conjunto K de quatro
vértices ocorre quando exite uma formagdo de topologia estrela com trés vértices ou mais
centrada no vértice p. Esse caso € analisado no condicional da linha 1 do Algoritmo 5.4.
Os conjunto de passos a serem realizados, nesse caso, envolve um loop para localizar
todos os adjacentes do vértice p. No pior caso, esse [oop necessitard de percorrer toda a
RNPG para recuperar esses vértices € armazend-los no array auxiliar e, portanto, possui
complexidade de tempo O(n) no pior caso. Na média e melhor caso, é necessario percorrer
toda a subarvore de p para encontrar os adjacentes. Entdo, considerando ram,,, o tamanho
para armazenar a subarvore de p na RNPG, tem-se que a complexidade média de tempo do
loop dalinha 4 é O(tam,). A seguir, é realizado um condicional para adi¢do do vértice pai
de p a lista de adjacentes que é realizado em tempo constante O(1). Depois, o algoritmo
obtém a permutacdo de elementos adjacentes a p a partir dos /oops aninhados 13, 14 e
15. Esses loops tem como limite o valor tam, que corresponde ao nimero de adjacentes
de p, ou seja, ao grau de p. O pior caso, ocorre quando a topologia da MST de entrada
do algoritmo € uma estrela centrada no vértice p. Nesse caso, tem-se que o grau de p é
n — 1 e, portanto, o processo de permutacdo dos adjacentes em grupos de trés vértices
possui complexidade de tempo de pior caso O(n>). Nos casos médio e melhor, tem-se

que a complexidade de tempo da permutacdo serd de O(tam?), onde tam é delimitado
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pelo grau de p. A complexidade total desse passo, no pior caso, é de O(n)+ O(n?),
portanto, O(n?). Nos casos médio e melhor, a complexidade é dada por O(tam,, + tam?),
para obter-se a fun¢ao assintdtica que domina essa complexidade € necessario analisar os
possiveis valores que cada um desses limitantes pode assumir, o que é complexo devido
a combinacgdo de situacdes disponiveis.

Para concluir € preciso analisar a complexidade de tempo total do Algoritmo 5.1.
As trés situacdes definidas sdo internas ao loop da linha 1. Esse loop percorre toda
lista da RNPG que possui tamanho n, e, portanto, ¢ O(n). A cada passagem desse loop
principal podem ocorrer trés possibilidades, (1) executar todas as situagdes previstas nos
condicionais, (ii) executar somente um condicional e (iii) executar dois condicionais. O
caso (i) s6 poderd ocorrer quando o indice g >= 3. Nessa possibilidade, ndo € possivel
obter o pior caso do terceiro condicional, mas € possivel que ocorra o pior caso do segundo
condicional, portanto, a complexidade de tempo total € O(n) x (O(1) 4+ O(n) + O(tam, +
tam’)) = O(n?). Na situacio (ii), para o indice g = 0, s6 é possivel executar a terceira
situagdo, para g = 1 e g = 2, pode ocorrer a segunda ou a terceira situagdo, somente
a partir de g >= 3, existe a possibilidade de ocorrer todas as situacdes. Entdo, se para
g =0 ou g =1 ocorrer, o pior caso da terceira situacdo, a complexidade de tempo pode
ser escrita como O(n) + (n— 1) x O(1) = O(n?), pois, esse pior caso s6 pode ocorrer
em uma das iteragdes do loop principal e os demais vértices ndo corresponderam a
nenhum dos outros casos. Esse caso ndo ocorre para os outros valores de g devido as
caracteristicas de constru¢do da RNPG. Nas demais situagdes apresentadas, tem-se que
elas serdo dominadas assintoticamente por O(n) e a complexidade de tempo do algoritmo
pode ser dita como O(n?). Quando as caracteristicas permitirem que a cada iteragio sejam
executadas duas situagdes, o dominio assintdtico também serd de O(n), e a complexidade
de tempo média do algoritmo de O(n) * (O(n) + O(n) = O(n*). Resumindo, tem-se que a
complexidade de tempo do operador OCC implementado com a RNPG, pode ser no pior
caso O(n?), na média e no melhor caso O(n?). Na prética, esse limitante pode ser inferior,
mas ndo € possivel teoricamente afirmar com facilidade qual seria esse valor, pois as
operacgdes dependem fortemente do numero de vértices das subarvores e das topologias

locais das mesmas.

5.3.2 Versao com Matriz de Adjacéncias

Com o objetivo de verificar se 0 uso da RNPG resultado em uma vantagem de
tempo computacional em relacdo ao uso de uma representagdao convencional, o operador
de identificacdo de todos os subgrafos de quatro vértices foi implementado com a
representacdo Matriz de Adjacéncias. Essa operacdo foi escolhida para esse proposito,

pois pode ser considerada uma das de maior complexidade da heuristica proposta em [7].
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O Algoritmo 5.5 descreve os passos da versdao do Algoritmo 5.1 para essa modificacdo. O
algoritmo tem como entrada a MST representada por uma Matriz de Adjacéncias e, assim
como o Algoritmo 5.1, retorna o conjunto L.

Para o Algoritmo 5.5 considere: solucaoatual a MST atual dada como entrada e
representada pela Matriz de Adjacéncias; N o nimero de vértices da solucaoatual; p, q,
r e s1 nimeros inteiros correspondendo aos indices na matriz e vértices do grafo; K um
conjunto de 4 pontos correspondendo a uma subdrvore; L um conjunto de conjuntos K
que ao final do algoritmo conterd todos os subgrafos de quatro vértices da solucaoatual.

O OCC implementado com Matriz de Adjacéncias opera buscando subgrafos
das mesmas trés maneiras que a versdo com RNPG. As conexdes seqiienciais na arvore,
obtidas no condicional da linha 1 do Algoritmo 5.1 correspondem ao loop da linha 24 da
versao com Matriz de Adjacéncias; subgrafos com raiz de grau 2, obtidas no condicional
da linha 1 do Algoritmo 5.1 correspondem ao [oop da linha 14; subgrafos com topologia
estrela com raiz de grau maior ou igual a 3, obtidas conforme condicional da linha 1 do
Algoritmo 5.1 correspondem ao loop da linha 4.

A andlise de complexidade de tempo do do Algoritmo 5.5 € mais simples de ser
realizada, pois para todas situagdes propostas o algoritmo necessita de executar um loop
percorrendo todos os vértices do conjunto V. Além disso, como o limitante de todos os
loops especificados € N o numero de vértices na solucaoatual, entdo ndo existe diferenca
de melhor, médio e pior caso. No Algoritmo 5.5 existem trés /oops aninhados principais
e internamente a eles o algoritmo possui mais trés lacos ndo aninhados, um para cada
situacdo possivel de subgrafo. Como resultado, tem-se que a complexidade de tempo € de
O(N3) x (O(N)+O(N)+O(N)) = O(N*). Como j4 analisado na Se¢o de complexidade
do Algoritmo 5.1 o tamanho da entrada N é O(n), entdo a complexidade de tempo do
Algoritmo 5.5 pode ser escrita em funcdo de n como O(n*). A Secdo 6.3 apresenta um
comparativo empirico do tempo computacional dos Algoritmos 5.1 € 5.5, que comprova

o resultado tedrico descrito neste Capitulo.
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Algoritmo 5.5: Operador de Consulta de Conjuntos com Matriz de Adjacéncias.

Entrada: A MST de entrada representada pela Matriz de Adjacéncia (solucaoatual).
Saida: Os conjuntos de quatro pontos representando subarvores da solucaoatual (L).

—

para p < 0;p < N faca

2 para g < 0;g < N faca
3 se solucaoatual|p)[q] > 0 entéio
4 parar<qg+1;r <N faca
5 se solucaoatualp][r] > 0 entdo
6 paras<r+1;s <N faca
7 se solucaoatual[p][s] > 0 entdo
8 crie um novo K com os nés p, g, re s;
9 adicione Kem L;
10 fim
11 fim
12 fim
13 fim
14 para r < 0;r < N faca
15 se solucaoatual[p][r] > 0 e r # g entdo
16 para s < 0;s < N faca
17 se solucaoatual[r][s] >0 e s # g e s # p entdo
18 crie um novo K com os nés p, q, re s;
19 adicione Kem L;
20 fim
21 fim
22 fim
23 fim
24 para r < 0;r < N faca
25 se solucaoatual[g|[r] > 0 e r # p entdo
26 para s < 0;s < N faca
27 se solucaoatual[r][s] >0 e s # g e s # p entdo
28 crie um novo L com os vértices p, g, re s;
29 adicione L em K;;
30 fim
31 fim
32 fim
33 fim
34 fim
35 fim
36 fim

5.4 Operador de Remocao de N6

O Operador de Remog¢do de N6 (ORN) tem como finalidade a remocdo dos
vértices de Steiner adicionados que venham a perder as suas caracteristicas obrigatdrias
ap6s a construcdo da MST. A necessidade dessa remocdo € descrita no passo 7 do
Algoritmo 3.1. O Algoritmo 5.6 descreve os passos para executar o processo de remog¢ao
na MST representada pela RNPG. As entradas do algoritmo sdo a MST representada pela
RNPG e o conjunto V de vértices do grafo, como resultado retorna a nova MST.

Para o algoritmo 5.6 considere: V o conjunto de vértices atual do grafo do

problema composto pelo par (x,y). Esse conjunto contém os vértices originais e os vértices
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de Steiner adicionados; solucaoatual a MST representada pela RNPG; N o nimero de nds

da solucaoatual; NV € anorma de V.

Algoritmo 5.6: Operador de Remocao de N6.

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

Entrada: A MST de entrada representada pela RNPG (solucaoatual), € o grafo (V) atual com os pontos originais e os pontos

de Steiner ja adicionados.

Saida: A nova solucaoatual e o novo grafo V, sem os pontos de Steiner.

noremov <— true;,

enquanto noremov faca

fim

noremov <— false;

parai< 0;i <N faca

fim

se solucaoatualli).steiner e solucaoatual[i].grau < 3 entdo

fim

rem < solucaoatualli].n;
V[rem].status < removido;
profundidade < solucaoatual[i].pro fundidade;
indiceFilho < solucaoatualli].indiceFilho;
indicePai < solucaoatualli].indicePai;
se indiceFilho = —1 entdo
solucaoatual|indicePai].grau < solucaoatual|indicePai].grau — 1;
senao
j—i+1;
enquanto (j<N) e (solucaoatual[j].profundidade > profundidade) faca
solucaoatuallj].profundidade < solucaoatuallj].pro fundidade — 1;
se solucaoatual| j].indicePai == i entdo
solucaoatual|j].indicePai < indicePai;
fim
j<ith

fim

fim
jeitl
enquanto j<N faca
se solucaoatual|j).indicePai > i entdo
solucaoatual| j).indicePai + solucaoatual|j).indicePai — 1;
fim
solucaoatual j|.indiceFilho < solucaoatual|j].indiceFilho — 1;
solucaoatual[j — 1] < solucaoatual|j];
jeit+h
fim
//reduz o nimero de vértices presentes na solucaoatual
N+ N-1;
para j < 0;j < ifaca
se solucaoatuallj).indiceFilho > i entdo
solucaoatuallj].indiceFilho < solucaoatualj|.indiceFilho — 1;
fim
fim

noremoy <— true;

Como a RNPG ¢€ estruturada em uma lista, ao remover um vértice, ORN deve

mover todos os elementos que estdo depois da posicao do vértice removido para a posi¢ao

imediatamente anterior. Além disso, ORN deve manter a consisténcia da representacao,

ou seja, atualizar as profundidades dos vértices da subarvore enraizada no elemento
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removido e atualizar os valores dos indicePai e indiceFilho que correspondem a posi¢des
posteriores a do elemento removido; caso o vértice removido seja folha, atualizar o grau

do indicePai do mesmo.

5.4.1 Complexidade do ORN

Esta Secao apresenta a andlise de complexidade de tempo do Algoritmo 5.6 do
ORN. Assim como, para 0 OCC, o tamanho da entrada do ORN é da O(n). O melhor caso
do Algoritmo 5.6 ocorre quando ndo € necessario remover nenhum vértice de Steiner.
Nesse caso, o loop da linha 2 possui uma tnica passagem que executa todas as iteracdes
do loop da linha 4. Esse loop, percorre todas as posicdes da RNPG de entrada e executa
a verificacdo do condicional da linha 5 que tera resultado falso e seus comando internos
nao serdo executados. Assim, no melhor caso a complexidade de tempo do algoritmo é
O(n).

No pior caso, a solucdo de entrada possui n — 2 vértices de Steiner e todos eles
precisardo ser removidos e cada um em uma passagem. Assim, o nimero de iteragdes do
loop da linha 2 do Algoritmo 5.6 é O(n). Cada iteracdo busca na drvore pelos vértices
de Steiner com grau menor que 3 no /oop da linha 4 com complexidade de tempo O(n).
Como, considerou-se que a cada iteracdo do loop da linha 2 serd removido um vértice
de Steiner, o condicional da linha 5 serd verdadeiro em somente uma das iteracdes do
loop de busca e nesse caso, terd complexidade de tempo O(n), pois € preciso deslocar e
atualizar os valores de todos os vértices na RNPG. As demais iteracdes do loop de busca
tem complexidade de tempo O(1). Portanto, a complexidade total do ORN, no pior caso
é O(n) * (0O(n) +0(n—1)* O(1)) = O(n?). No entanto, esse caso é raro de ocorrer na
prética.

O caso médio é complexo de ser analisado, pois ndo existe uma métrica para
definir o nimero de vértices de Steiner que precisardo ser removidos. De forma simplifi-
cada, pode-se afirmar que se k vértices precisarem ser removidos a complexidade média
do ORN € O(kn). Essa andlise € similar a realizada para o pior caso com k substituindo o

valor de n para o nimero de vértices a serem removidos.



CAPITULO 6

Testes Empiricos e Resultados

Este Capitulo descreve os testes realizados, os casos de teste utilizados e o0s
resultados obtidas. A heuristica deste trabalho, denominada SMTBeasleyRNPG, imple-
menta uma versdao da solucdo proposta por Beasley em [7]. A principal diferenca das
duas propostas é que em SMTBeasleyRNPG ¢é utilizada a representacao no-profundidade-
grau (RNPG). Outra diferenca é que nao foi implementado na proposta deste trabalho a
etapa da heuristica de Beasley que analisa os subgrafos da solugdo obtida que sdo drvores
de Steiner completas (FSTs), devido a complexidade dessa etapa.

A heuristica SMTBeasleyRNPG foi desenvolvida na linguagem C. Os testes
empiricos foram executados em um computador pessoal Intel (R) Core (TM) i3-2120
CPU @ 3.30 GHz com 4GB de memoria RAM e Sistema Operacional Windows 7. Com
0 objetivo de comparar os resultdos obtidos com a heuristica original, foram utilizados os
mesmos casos de teste de [7]. Esses casos de teste encontram-se disponiveis em [5].

Este capitulo estd estruturado como segue. Os casos de teste sdo descritos na
Secdo 6.1. A Secdo 6.2 apresenta como foram realizados os testes da heuristica e os
resultados obtidos em comparagdo com os apresentados em [7] e com a solugc@o 6tima
obtida para alguns casos. A Secdo 6.3 descreve o teste realizado e os resultados obtidos
para comparacao do desempenho prético do Operador de Consulta de Conjuntos (OCC)
com as representacdes RNPG e Matriz de Adjacéncias. Por fim, a Secdo 6.4 sumariza os

resultados obtidos neste trabalho.

6.1 Casos de teste

Os casos de teste disponiveis em [5] sdo compostos por um conjunto de grafos
euclidianos com numero de vértices (n) de 10...1000. Os dados estdo dispostos em
arquivos de extensao zxt, para cada nimero de vértices de grafo. Cada arquivo zxt contém
15 instancias para cada valor de n. Neste trabalho foram experimentados os 12 primeiros
grafos com n = 10,20, 30,40,50,60,70,80,90, 100,250,500. Os vértices que compdem
cada um dos grafos especificados estdo dispostas em um plano Cartesiano de duas

dimensodes de tamanho 1.0 x 1.0cm.
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Cada arquivo correspondente ao grafo de ordem n contem na primeira linha o
numero de instancias (15). Cada uma das instancias possui o padrdo a seguir: uma linha
com o nimero de vértices n; seguido de n linhas com o par ordenado (x,y) em nimeros
reais com 7 casas decimais, correspondente ao ponto do vértice no plano Cartesiano. Os
grafos s@o considerados completos com o custo das arestas dado pela distancia Euclidiana
entre os vértices.

Para os casos de teste com n de 10 a 100 também estd disponivel em [5] a solugcdo
6tima de cada instdncia em um arquivo #xf para cada n. Cada arquivo contém na primeira
linha o nidmero de instancias (15), e para cada instancia o seguinte padrao: a primeira linha
o custo total da drvore minima de steiner (SMT); na préxima linha o custo total da arvore
geradora minima (MST); o nimero s de vértices de Steiner adicionados na SMT esta
na linha seguinte; e as proximas s linhas contém o par ordenado (x,y) das coordenadas

cartesianas dos vértices de Steiner com 10 casas decimais.

6.2 Comparativo entre SMTBeasleyRNPG e Algoritmo
de Beasley

A heuristica SMTBeasleyRNPG foi aplicada as 15 instancias dos 12 ntiimeros
de vértices dos grafos descritos na Secdo 6.1. Para cada instancia analisada € calculado
o percentual de reducdo do custo da solucdo obtida pela heuristica em relacdo ao custo
da MST da instincia. Esse calculo é dado pela Equagdo 6-1, onde T (Vy) € o custo da
MST e T(Vr) é o custo da solugdo final. O percentual de reducéo representa a qualidade
da solucdo, visto que MST, como mostrado no Capitulo 3, é um padrao natural de
comparacdo da eficdcia das heuristicas para o problema de Steiner Euclidiano. Além
disso, € computado o nimero de iteracdes executadas pela heuristica e o nimero de

vértices de Steiner presentes na solucgao.

100(T(Vo)-T(VE))/'T(V) (6-1)

Os resultados obtidos pela SMTBeasleyRNPG sao comparados com aqueles obti-
dos pela heuristica original e relatados em [7]. Os pardmetros analisados para comparagao
das heuristicas s@o apresentados em termos de valores minimo (Min.), menor valor en-
tre das 15 instincias, médio (Med.), média do resultado de todas as instancias e maximo

(Max.), maior valor obtido nas 15 instancias, para cada grafo de n vértices.
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Tabela 6.1: Niimero de iteragdes utilizadas pelas heuristicas Beas-
ley e SMTBeasleyRNPG. Os valores da heuristica Be-
asley foram obtidos em [7].

Ntmero de iteracoes

Beasley SMTBeasleyRNPG
n | Min. | Med. Max. Min. Med. Max.
10 | 2.000 | 3.000 | 4.000 | 2.000 | 6.933 | 40.000
20 | 3.000 | 3.600 | 5.000 | 3.000 | 14.200 | 35.000
30 | 3.000 | 3.533 | 5.000 | 3.000 | 10.000 | 21.000
40 | 3.000 | 5.133 | 21.000 | 4.000 | 12.600 | 35.000
50 | 3.000 | 4.067 | 7.000 | 3.000 | 12.333 | 23.000
60 | 3.000 | 4.533 | 11.000 | 3.000 | 14.667 | 29.000
70 | 3.000 | 4.133 | 6.000 | 4.000 | 12.067 | 26.000
80 | 3.000 | 4.467 | 9.000 | 4.000 | 11.800 | 33.000
90 | 3.000 | 4.733 | 8.000 | 4.000 | 14.533 | 26.000
100 | 4.000 | 5.333 | 9.000 | 7.000 | 16.800 | 32.000
250 | 4.000 | 5.867 | 15.000 | 8.000 | 15.867 | 25.000
500 | 5.000 | 6.400 | 9.000 | 13.000 | 17.067 | 22.000

A Tabela 6.1 apresenta o nimero de iteragdes executadas até que o critério de
parada da heuristica fosse atingido, ou seja, ndo houve reducdo do custo. Observa-se
nos resultados obtidos que a heuristica SMTBeasleyRNPG executou um nimero maior
de iteracdes do que a proposta de Beasley até atingir o critério de parada. Visto que, o
critério de parada € a diferenca entre o custo da solucdo no inicio da iteragdo e ao final
dela, ou seja, houve redugdo do custo total da solucao, um dos motivos para nimero maior
de iteracdes para SMTBeasleyRNPG ¢é a inexisténcia do passo de ajuste da solucdo para
os subgrafos que representam uma FST (passo 9 da heuristica de Beasley).

A Tabela 6.2 mostra o percentual de reducdo alcancado calculado por meio da
equagdo 6-1. Nessa Tabela o percentual obtido pela SMTBeasleyRNPG é comparado a
redugdo obtida em [7] e a calculada para a drvore minima de Steiner (SMT) 6tima. Vale
ressaltar que para as instancias com 250 e 500 vértices ndo € reportado no repositorio
dos casos de teste SMT 6tima. Por isso, para essas linhas nao € apresentado o percentual
de reducdo da solucdo 6tima. Ao analisar os resultados obtidos, nota-se que as solugdes
de ambas as heuristicas possuem percentual de reducdo muito proximo do 6timo em
média. Além desse comportamento médio em alguns casos os resultados minimos e
maximos foram iguais ou muito préximos aos da SMT. Pode-se observar, também, que a
SMTBeasleyRNPG oferece solu¢des muito proximas das solu¢des obtidas pela heuristica
Beasley. Novamente, a diferenca dos resultados deve ter como origem a auséncia do ajuste

das FSTs que ocorre na heuristica Beasley.
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Tabela 6.2: Percentual de redugdo em relagdo a MST para as
heuristicas SMTBeasleyRNPG, Beasley e a SMT. Os
valores da heuristica Beasley foram obtidos em [7]

Reducdo (%)
Beasley SMTBeasleyRNPG Reducio Otima com SMT
n | Min. | Med. | Max. | Min. | Med. | Max. | Min. | Med. Max.

10 | 0477 | 3.138 | 6.168 | 0.477 | 3.140 | 6.168 | 0.477 | 3.251 6.168
20 | 1.389 | 3.015 | 4.737 | 1.384 | 2.958 | 4.367 | 1.551 | 3.156 4.758
30 | 2.059 | 2.868 | 4.752 | 2.059 | 2.841 | 4.639 | 2.083 | 3.067 4.964
40 | 1.669 | 3.024 | 4.174 | 1.643 | 3.023 | 4.135 | 1.856 | 3.139 4.407
50 | 2.138 | 2.841 | 3.620 | 2.053 | 2.806 | 3.687 | 2.475 | 3.003 3.786
60 | 2.347 | 2.946 | 3.576 | 2.283 | 2.880 | 3.502 | 2.569 | 3.275 3.872
70 | 2.142 | 2.844 | 3.592 | 2.110 | 2.808 | 3.591 | 2.368 | 3.110 3.823
80 | 1.973 | 2.817 | 4.288 | 1.973 | 2.792 | 4.147 | 2.041 | 3.039 4.406
90 | 1.989 | 2.935 | 3.687 | 1.990 | 2.897 | 3.671 | 2.091 | 3.120 4.055
100 | 2.286 | 2.952 | 3.467 | 2.265 | 2.928 | 3.460 | 2.663 | 3.269 3.977
250 | 2.611 | 2.950 | 3.279 | 2.566 | 2.922 | 3.215
500 | 2.668 | 3.052 | 3.316 | 2.661 | 3.020 | 3.280

Tabela 6.3: Niimero de vértices de Steiner adicionados por Beas-
ley e SMTBeasleyRNPG. Os valores de Beasley foram

obtidos em [7]
Niimero de Pontos de Steiner
Beasley SMTBeasleyRNPG
n Min. Med. Max. Min. Med. Max.

10 2.000 3.400 6.000 2.000 3.400 6.000
20 6.000 7.667 | 10.000 6.000 7.933 10.000
30 9.000 | 11.667 | 16.000 9.000 | 11.800 | 15.000
40 | 13.000 | 15.733 18.000 | 13.000 | 15.733 18.000
50 | 16.000 | 19.333 | 22.000 | 16.000 | 19.533 | 22.000
60 | 18.000 | 23.733 | 28.000 | 19.000 | 24.133 | 27.000
70 | 22.000 | 26.467 | 31.000 | 23.000 | 27.133 | 33.000
80 | 28.000 | 31.667 | 35.000 | 28.000 | 31.733 | 37.000
90 | 32.000 | 36.733 | 41.000 | 31.000 | 37.467 | 44.000
100 | 32.000 | 39.333 | 47.000 | 34.000 | 39.933 | 46.000
250 | 92.000 | 98.467 | 106.000 | 93.000 | 99.933 | 105.000
500 | 190.000 | 200.533 | 209.000 | 189.000 | 202.133 | 212.000

A Tabela 6.3 apresenta o numero de vértices de Steiner adicionados pelas
heuristicas. Pode-se observar que ambas adicionam o mesmo nimero de vértices de
Steiner na maioria dos casos de teste. Em alguns valores médios nota-se que a heuristica
SMTBeasleyRNPG adicionou pontos a mais do que a heuristica Beasley. Esses resultados

evidenciam que a inexisténcia do passo 9 da heuristica de Beasley ndo tem grande
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influéncia na quantidade de vértices de Steiner adicionados. Comparando os dados dessa
Tabela juntamente com os das Tabelas 6.2 e 6.1 € possivel considerar que a principal
contribui¢do do passo 9, de ajuste das FSTs € no posicionamento 6timo dos vértices de

Steiner para obter melhores redugdes e consequentemente, reduzir o ndmero de iteragdes.

Tabela 6.4: Custo total da MST; custo total, percentual de reducdo
e ntimero de vértices de Steiner para a SMT e a heuris-
tica SMTBeasleyRNPG de todas as instdncias de grafo

com 10 vértices.

n=10 MST SMT SMTBeasleyRNPG

Instancia Custo Custo Red. | Num. Vért. Custo Red. | Num. Vért.
1| 2.111465623 | 2.020673795 | 4.30% 4 | 2.020674 | 4.30% 4

2 | 1.614569662 | 1.606868229 | 0.48% 2 | 1.606868 | 0.48% 2

3 | 2.330090542 | 2.228074322 | 4.38% 2 | 2.228115 | 4.38% 2

4 | 1.819524699 | 1.798596253 | 1.15% 2 | 1.798596 | 1.15% 2

5| 1.737172643 | 1.694433309 | 2.46% 3| 1.694433 | 2.46% 3

6 | 2421164591 | 2.309602568 | 4.61% 4 | 2.332072 | 3.68% 3

7 | 2.337311041 | 2.233858599 | 4.43% 4 | 2.233859 | 4.43% 4

8 | 2.212775434 | 2.177682904 | 1.59% 312177683 | 1.59% 3

9 | 2.018842093 | 1.968478249 | 2.49% 5| 1.980363 | 1.91% 4

10 | 2.100914567 | 2.059331690 | 1.98% 4 | 2.059332 | 1.98% 4

11 | 2.060383637 | 1.947322109 | 5.49% 41 1.949903 | 5.36% 5

12 | 1763325148 | 1.753123664 | 0.58% 2 | 1.753124 | 0.58% 2

13 | 1.826538973 | 1.713886731 | 6.17% 3| 1.713887 | 6.17% 3

14 | 2.065341690 | 1.949652208 | 5.60% 6 1.94974 | 5.60% 6

15 | 1.724564481 | 1.671645607 | 3.07% 41 1.671675 | 3.07% 4

A Tabela 6.4 apresenta os resultados para as 15 instancias utilizadas para o caso
de teste de ordem 10. Os dados apresentados sdo compostos pelos valores de custo total da
MST, da SMT 6tima e da solucdo obtida pela heuristica SMTBeasleyRNPG. Além disso,
para a SMT e a heuristica também apresenta o percentual de reducdo em funcao da MST
e o numero de vértices de Steiner adicionados. O propdsito dessa Tabela € o de verificar
o desempenho da heuristica proposta para uma mesma ordem de grafo com diferentes
coordenadas cartesianas para os vértices em compara¢do com a solu¢@o 6tima conhecida.

Os dados da Tabela 6.4 mostram que, para os grafos de 10 vértices, a heuristica
SMTBeasleyRNPG oferece a solucdo 6tima para a maioria das instincias. Para uma das
instancia de nimero 11 a heuristica adicionou mais vértices de Steiner do que a solugdo
6tima, no entanto, isso nao resultou em uma redu¢do maior do custo total da solucdo. Esse
resultado evidencia que ndo € suficiente adicionar vértices de Steiner para reduzir o custo,
mas que eles devem estar na posi¢do correta para gerar reducdes. Nas instancias 6 € 9 a
heuristica adicionou menos vértices do Steiner do que o necessdrio para obter a solucdo

6tima. Nesses casos, também, o custo das solucdes heuristicas foi maior do que o custo da



6.3 Analise do tempo de execugdo real do OCC com RNPG e Matriz de Adjacéncias 62

solucdo 6tima. No entanto, por se tratar de uma heuristica ndo é esperado que o resultado
seja a solugdo 6tima em todos os casos, mas sim solugdes proximas do 6timo, o qual foi
o comportamento geral, tanto da heuristica Beasley, quando da versdo desenvolvida neste
trabalho.

6.3 Anadlise do tempo de execucido real do OCC com
RNPG e Matriz de Adjacéncias

Com o objetivo de avaliar empiricamente o tempo de execuc¢do do operador de
consulta de conjuntos (OCC) em suas versdes presentes nos Algoritmos 5.1 e € 5.5, com
RNPG e Matriz de Adjacéncias, respectivamente. Ambas as versdes foram implementadas
em linguagem C e serdo avaliadas isoladamente do contexto geral da heuristica. Vale
lembrar que nos resultados apresentados anteriormente a heuristica SMTBeasleyRNPG
faz uso do operador com RNPG. Os testes foram desenvolvidos com 0 mesmo conjunto
de grafos utilizado anteriormente acrescido do grafo de n = 1000 vértices. O tempo
de execucagdo foi medido na execu¢do do OCC com a entrada da primeira iteragao da

heuristica, que corresponde a MST do grafo analisado.

Tabela 6.5: Tempo de execucdo do OCC implementado utilizando
a RNPG e a representacdo convencional de Matriz de

Adjacéncias.
RNPG Matriz de Adjacéncias
n Min. Med. Max. Min. Med. Max.

10 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00033 | 0.00100
20 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00026 | 0.00100
30 | 0.00000 | 0.00013 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00040 | 0.00200
40 | 0.00000 | 0.00007 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00033 | 0.00100
50 | 0.00000 | 0.00013 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00053 | 0.00100
60 | 0.00000 | 0.00013 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00033 | 0.00100
70 | 0.00000 | 0.00007 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00040 | 0.00100
80 | 0.00000 | 0.00020 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00073 | 0.00100
90 | 0.00000 | 0.00007 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00060 | 0.00100
100 | 0.00000 | 0.00007 | 0.00100 | 0.00000 | 0.00073 | 0.00100
250 | 0.00000 | 0.00033 | 0.00100 | 0.00200 | 0.00273 | 0.00300
500 | 0.00000 | 0.00060 | 0.00100 | 0.00800 | 0.00893 | 0.00900
1000 | 0.00100 | 0.00160 | 0.00300 | 0.03200 | 0.03420 | 0.05200

A Tabela 6.5 mostra o tempo de execucdo da implementagdo dos Algoritmos 5.1
e 5.5 do OCC. A primeira coluna contém o tamanho da entrada, expressa pelo niimero de

vértices. Para cada algoritmo € apresentado os tempos minimo, médio e maximo, pois para
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cada tamanho de entrada existem 15 instancias com pesos e caracteristicas topoldgicas
diferentes para a MST de entrada. O tempo de execucdo € medido em segundos.

Os resultados apresentados na Tabela 6.5 comprovam o resultado tedrico da
andlise de complexidade de tempo, de que a implementagdo com a RNPG é mais eficiente
do que a implementacdo com Matriz de Adjcéncias. Ou seja, ao utilizar a RNPG o
OCC demanda menor tempo computacional. Em todos os casos de teste os tempos de
execucdo minimo, maximo e médio do Algoritmo 5.1 foram inferiores ou iguais aos do
Algoritmo 5.5.

A Figura 6.1 apresenta o grifico com os valores médios do tempo de execugao
em segundos do OCC com RNPG e com Matriz de Adjacéncias de acordo com a
Tabela 6.5. Observa-se, pelo comportamento assintético apresentado na Figura 6.1, que
o tempo médio de execucdo do Algoritmo 5.1, com RNPG, possui uma tendéncia
de crescimento linear comparado ao Algoritmo 5.5 que apresenta uma tendéncia de
crescimento quadratico. Os resultados empiricos do tempo de execugdo sugerem que na
pratica os algoritmos demandam um esfor¢o computacional inferior ao determinado pela

andlise de complexidade.
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Figura 6.1: Grdfico comparativo entre RNPG e Matriz de Adja-
céncias

Na Figura 6.2 € apresentado o grafico do percentual do tempo de execugdo do
OCC com Matriz de Adjacéncias em fun¢do do OCC com RNPG. Esse percentual é
calculado da seguinte forma 100 x (MM+’i“), onde M,,, € o tempo de execucdo médio do
OCC com Matriz de Adjacéncias e M, o tempo de execucdo médio do OCC com RNPG.
O gréfico ndo apresenta os pontos para os grafos de n = 10 e n = 20, pois o tempo de
execugdo do OCC com RNPG foi zero.

Observa-se que na melhor situacdo o OCC com Matriz de Adjecéncias é quase

500% mais lento do que o OCC com RNPG. Além disso, conforme aumenta o nimero de
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Figura 6.2: Comparativo percentual de tempo gasto pelo OCC
com Matriz de Adjacéncias em funcdo do OCC com
RNPG.

vértices dos grafos aumenta a diferenca entre os algoritmos, com o0 OCC com Matriz de

Adjacéncias sendo quase 2500% mais lento do que o0 OCC com RNPG.

6.4 Consideracoes Finais

Os testes realizados e descritos neste Capitulo tem por propdsito avaliar a
heuristica desenvolvida neste trabalho para o problema de arvore de Steiner euclidiano
com a RNPG. Os resultados obtidos mostram que € vidvel utilizar a RNPG como estrutura
de dados em uma heuristica exata de forma satisfatéria para o problema em foco. Além
disso, evidenciam que foi possivel reduzir o custo operacional da busca pelos conjuntos

de quatro vértices.
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Consideracoes Finais

O problema de arvore de Steiner possui diversas aplicagdes no mundo real em
problemas onde € necessario reduzir o custo de ligacdo da rede. No entanto, trata-se de um
problema da classe NP-Dificil para a qual, até 0 momento, ndo é facil obter um algortimo
exato em tempo polinomial deterministico. No intuito de reduzir a complexidade desse
problema diversas reducgdes e variagdes foram desenvolvidas, dentre elas o problema de
arvore de Steiner euclidiano. Nesse problema, os vértices sdo pontos no plano cartesiano
e o peso das arestas € a distancia euclidiana entre esses pontos. Porém, essas variagdes
também foram mostradas pertencer a classe de problemas NP-Dificil.

Assim, como esses problemas possuem uma série de aplicagdes reais, as pesqui-
sas tem desenvolvidos heuristicas para obter solucdes aceitiveis em tempo computacio-
nal vidvel. Como j4 apresentado neste trabalho, o uso de representac¢des especificas para
grafos, mais diretamente para drvores em grafos tem contribuido para melhorar a eficién-
cia computacional das heuristicas. Dentre as representacdes que tem sido desenvolvidas,
destaca-se a representacdo no-profundidade-grau (RNPG).

Este trabalho propdem a verificacdo da viabilidade de aplicar a (RNPG) para
desenvolver uma heuristica para o problema de drvore de Steiner euclidiano. Como o foco
do trabalho € o uso de uma representacdo para melhorar a eficiéncia de uma heuristica
escolheu-se uma heuristica existente para desenvolver a solugdo proposta. A heuristica
escolhida foi proposta por Beasley em [7] com resultados satisfatérios e proximos a
solucdo 6tima. Em alguns casos € possivel obter a solugdo 6tima com essa heuristica.
Além disso, a heuristica de Beasley estd entre as citadas nas pesquisas posteriores.

Para viabilizar o desenvolvimento da heuristica de Beasley com a RNPG, foi ne-
cessdria a proposta de operadores especificos para realizar alguns dos passos importantes
da heuristica. Esses operadores sao OCC, responsavel por identificar os subgrafos de qua-
tro vértices e ORN, para remog¢ao dos vértices de Steiner que ficarem com grau menor do
que trés. No entanto, devido a complexidade ndo foi possivel desenvolver o operador de
ajuste da posi¢do dos vértices de Steiner nas subdrvores de Steiner completas. A heuristica
resultante foi denominada SMTBeasleyRNPG.

Uma das contribui¢des para a eficiéncia da heuristica atribuidas a utilizacdo da
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RNPG € no operador OCC. As subdrvores de quatro vértices sdo encontradas de trés
formas possiveis. A primeira encontra facilmente as subarvores a partir da navegacdo
pelo dado indicePai, adicionado a RNPG. No segundo e terceiro casos a RNPG limita a
busca na lista por subdrvores até o indice indicado pelo indiceFilho do vértice. A RNPG
¢ essencial para identificar quando € possivel executar cada uma dessas operacdes. A
andlise de complexidade mostrou que o OCC com a RNPG possui tempo de execugdo
O(n?). Foi também desenvolvida uma versio do OCC com a representacio de matriz de
adjacéncias e essa possui complexidade de tempo de execucio O(n*).

No operador ORN um vértice é facilmente removido, arrastando os elementos
para a posicao anterior a partir do primeiro elemento subseqiiente ao removido. A RNPG
mantém sua estrutura apenas com trés ressalvas: caso o elemento removido seja uma
folha, o vértice pai deve ter seu grau diminuido em uma unidade; o elemento que compor
uma subdrvore do vértice removido deve ter suas profundidade decrescidas em uma
unidade para se tornar subarvore do pai do vértice removido; os indices indicePai e
indiceFilho devem ser atualizados.

Os resultados descritos neste trabalho mostram que foi possivel aplicar a RNPG
para o problema de arvore de Steiner Euclidiano com resultados satisfatérios onde
as solugdes aproximam-se da solugdo 6tima e das solucdes obtidas por Beasley. Os
operadores OCC e ORN ja indicam algumas vantagens na utilizagdo da RNPG em
relacdo com outras representacdes convencionais de grafos, como eficiéncia na consulta
de subdrvores e facilidade de remog¢do de né. Além dessa nova classe de problemas, os
resultados indicam que € vidvel utilizar a RNPG em outras técnicas heuristicas.

Como trabalhos futuros sugere-se:

Implementar o passo (9) da heuristica de Beasley.

Melhorar a eficiéncia computacional do ORN;

Estudar as outras heuristicas para o problema de Steiner Euclidiano e verificar a
viabilidade de uso da RNPG;

Estudar aplicagdes reais do problema de Steiner Euclidiano e desenvolver solugdes

heuristicas para as mesmas.
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