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Resumo

Karla Carolina Vicente de Sousa. PROBLEMAS ELIPTICOS SEMI-
LINEARES COM NAO LINEARIDADES DO TIPO CONCAVO-
CONVEXO. Goiania, 2017. 95p. Dissertacao de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugbes positivas para o seguinte

problema eliptico semilinear com nao linearidades do tipo céncavo-conexo

—Au = Aa(x)ul +b(x)uP, x e
u=0, z €N

onde Q é uma dominio limitado de RY, com bordo regular e 0 < ¢ <1 <p<2*—1
(onde 2* —1=+4o00,se N=1ou N=2e2"*—1= %, quando N > 3). Além disso,
A >0 é um pardmetro e a,b: Q) — R sdo funcoes continuas que assumem valores

positivos, porém, tais fun¢ées podem mudar de sinal em €.

Palavras—chave
Métodos Variacionais, Problemas elipticos semilineares, Nao linearidades
que trocam de sinal, Nao linearidades do tipo concavo-convexo, Variedade de Nehari,

Fibering Maps.



Abstract

Karla Carolina Vicente de Sousa. SEMILINEAR ELLIPTIC PRO-
BLEMS WITH CONCAVE-CONVEX NONLINEARITIES. Goi-
ania, 2017. 95p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.

In this work we study the existence of positive solutions for the following semilinear

elliptic problem with concave-convex nonlinearities

—Au = Aa(x)ul +b(x)uP, x e
u=0, z €N

where  is a bounded domain in R with smooth boundary and 0 < g <1<p<2*—1
(where 2* —1=4o00,if N=1or N=2and 2*—1= %, where N > 3). Furthermore,
A > 0 is a parameter and a,b: Q — R are continuous functions which are somewhere

positives, however, such functions may change sign in 2.

Keywords
Variational Methods, Semilinear elliptic problems, Sign-changing nonlinea-

rities, concave-convex nonlinearities, Nehari manifold, Fibering Maps.
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Notagoes Gerais
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QcRY
B(x,r)
U

U
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U]
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2
Au = diwVu = Z Ou
1<i<N O

cont

cpt

q.t.p.

Lr(U)

L=(U)

Wle(U)

{(z1,22...,2N): ; €R, Vie N}
Dominio (aberto conexo) limitado de RY
Bola aberta, centrada em x e de raio r > 0
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Medida do conjunto U

Dual Topologico do espaco U

Gradiente da funcao u
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Convergéncia fraca
Imersao continua

Imersao compacta

quase todo ponto

{ “Classe de fungdes” u : U — R
u ¢ mensuravel e [ |uPdx < +o00}
1<p<+4o0

{ “Classe de fungées” v : U - R; 3 C >
0, tal que |u(x)| <C qt.p. z€U}

{ “Classe de fungoes” u : U — Rju €
LP(U) e § e LP(U) Vi=1,...,n}
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{ “Classe de funcoes” u :

U - Ru €

LP(U), g—x“l eLPU)Vi=1,....n e u(z) =

0, em U}
1,2
Wy (U)
Melhor constante na imersdo continua

HE(Q) em LPT(Q)

Melhor constante na imersao continua
H(Q) em LITH(Q)

Norma no espago LP(U)

Norma no espago L*>°(U)
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de

Nas normas definidas acima, o conjunto U sera ocultado caso U = (2.



INTRODUCAO

Em 1993, Ambrosetti, Brezis e Cerami [3] estudaram o seguinte problema

eliptico semilinear com nao linearidades do tipo concavo-convexo

—Au = ul+uP, xe€
u>0, re, (ABC))
u=0, z€df,

onde  é uma dominio limitado de RY, com bordo regular, A é um pardmetro real e
0<g<l<p<2*—1 (onde2*—1=+o0,se N=1 ouNzZeZ*—lz%, quando
N > 3). No citado trabalho, os autores mostraram a existéncia de um parametro
A >0, de modo que, se 0 < A < A, o problema (ABC)) admite duas solugoes, se
A = A, o problema admite pelo menos uma solucdo e se A > A o problema nao
admite solucao. Este é um dos trabalhos mais relevantes no estudo de problemas
elipticos cujas nao linearidades sdao uma combinacao entre uma funcao sublinear e
uma funcao superlinear. A partir dele surgiram diversos trabalhos nesse sentido,
como, por exemplo, os artigos dos autores Brown&Wu [8] e Wu [21], nos quais esta
dissertacao é baseada.

Neste trabalho dissertaremos sobre uma espécie de generalizagao do pro-
blema (ABC)). Nosso principal objetivo é discutir sobre quais circunstancias existem
solugoes positivas para o seguinte problema eliptico semilinear com nao linearidades

do tipo concavo-convexo

{—AuzAwww+w@w:w€9 (@)

u=0, z€df,

onde  é um dominio limitado de RY, com bordo regular, A > 0 é um parametro e
0<g<l<p<?2*—1.Além disso, a,b: Q — R sdo funcoes continuas que assumem
algum valor positivo, porém, tais fung¢oes podem mudar de sinal em 2. As funcoes
a e b sao conhecidas como fungoes peso.

Baseados no artigo de Brown&Wu [8], vamos mostrar, utilizando o método
de minimizacdo sobre a variedade de Nehari, introduzida em [16], que para A

suficientemente pequeno é possivel encontrar pelo menos duas solugdes nao negativas
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para o problema (@))). Uma das principais ferramentas é aplicar as fibering maps,
com o intuito de determinar pontos criticos sobre a variedade de Nehari. Utilizaremos
o método de regularizacao denomidado bootstrap para mostrar que as solugoes
encontradas pertencem ao espaco C%*(QQ), para algum o € (0,1). Adicionalmente,
daremos condicdes para que as solucdes estejam em C%7(Q), para algum v € (0,1).
Por fim, utilizaremos a Desigualdade de Harnack, cf. [17], para mostrar que sob
certas hipoteses adicionais pelo menos uma das solugoes é positiva.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos e quatro apéndices assim
distribuidos:

No Capitulo 1, iremos realizar uma série de conceitos e resultados preli-
minares. Como nos dois capitulos subsequentes, trabalharemos com o método de
minimizacao sobre a variedade de Nehari, na secao 1.2 do Capitulo 1, definiremos
a variedade de Nehari associada ao problema (Q)y) e as fibering maps, mostrando a
associacao entre estas duas ferramentas. Em seguida, na se¢do 1.3, enunciaremos e
demonstraremos resultados auxiliares que serao utilizados nos Capitulos 2 e 3. E, por
fim, na secdo 1.4, vamos abordar diversas caracteristicas topologicas da variedade
de Nehari.

No Capitulo 2 vamos estudar um caso particular do problema (@) ), a saber:

—Au = a(x)u!+uP, xe)
{ (=) : (Py)

u=0, z€df

que é o caso em que a fungdo b(r) = 1. Baseados no artigo de Wu [21], vamos
utilizar o Principio Variacional de Ekeland, cf. [10], para mostrar a existéncia de
duas soluc¢oes nao negativas.

No Capitulo 3, temos por objetivo estudar o problema geral @)), baseados

no artigo de Brown&Wu [8]. O Teorema central deste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.1 Existe \g > 0 tal que, se A < \g, o problema (Q)) admite duas solu-
coes nao-negativas ut,u” € C’l’a(ﬁ) de energias negativa e positiva, respectivamente.

Além disso, uma das solugoes encontradas €, na realidade, positiva.

No Apéndice A, enunciamos alguns resultados de Calculo Diferencial,
Analise Funcional e Medida e Integragao frequentemente utilizados neste trabalho.
O Apéndice B trata de uma revisao sobre alguns conceitos de diferenciabilidade
de funcionais definidos em espacos de Banach. Além disso, neste mesmo apéndice
aproveitamos tais resultados para mostrar a classe de regularidade do funcional
energia envolvido no problema. No Apéndice C realizamos, com muitos detalhes,
o bootstrap para o problema (@)). E, por fim, no Apéndice D enunciamos a
Desigualdade de Harnack e a utilizamos para mostrar que para A > 0 suficientemente

pequeno a solucao u~ > 0 encontrada é, na realidade, positiva.



CAPITULO 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo iremos apresentar conceitos e resultados preliminares para
progresso na resolu¢ao do problema (@) ). Tais conceitos e resultados sao andlogos

para o problema (P)), desde que fagamos b(x) = 1.

1.1 Conceitos Preliminares

Inicialmente, vamos definir solucao fraca para o problema eliptico (Q))).

Definigdo 1.1 Dizemos que u € HJ(Q) € solugio fraca para o problema (Q)) se, e
S0 se,

_ q P B,
/QVqu dr = )\/Qa(x)u vdaz+/9b(a:)u vdz, (1-1)

para toda fungio v € H}(Q).
Utilizaremos, neste trabalho, o produto interno usual do espaco de Sobolev
H(Q), isto é, se u,v € H}(Q), entdo

<u,v):/QVu~Vv dzx.

Tal produto interno gera a sequinte norma

Jull = oy = [, IVu|2dx)%.

Como estamos em busca de solucoes positivas para o problema, vamos

definir o funcional energia Jy : {2 — R associado como

1 A 1
Bw) =gl 25 [La@hi e - [ @ ()

De acordo com o Apéndice B, Jy é um funcional de classe C*(HE(Q),R), cuja
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derivada de Gateaux em u € H} () é dada por
< J\(u),v >= /QVUVU dx — )\/Qa(x)|u|q_1u v dx—/ﬂb(x)|u|p_1uv dr, (1-3)

para toda direcio v € H}(Q).

Neste caso, 0 < u € H}(Q) é solucdo fraca para o problema (Q)) se, e
somente se, é ponto critico do funcional J).

O Teorema a seguir mostra que o fnfimo do funcional energia Jy em H}(Q)
nao é atingido.
Teorema 1.2 O funcional energia Jy(u) € ilimitado inferiormente em HE(S2).
Demonstragao. Como a funcao b(z) assume valores positivos, seja zg € ) tal
que b(zg) > 0. Nesse caso, pela continuidade da fungdo b, existe rg > 0 tal que

b(xz) > 0, para todo = € B(xg,r9) C . Sendo assim, tome u € C§°(B(x,70)), €
entdo, [ob(z)u[Pt1dr > 0. Dessa forma, para ¢t > 0

t2 9 )\tq+1 tp+1
Iy(tu) = — - q+1——/ b Pl 1-4
) = Sl =25 o)l = 2 [ bl (14
Portanto, tlim Jy(tu) = —oo. Demonstrando o desejado. O
—00

1.2 A Variedade de Nehari e as Fibering Maps

O Teorema 1.2 nos mostra que a minimizagao global ndo gera pontos criticos.
Neste caso, podemos considerar a variedade de Nehari, introduzida em [16]. A

variedade de Nehari para o problema (@) é definida por
NA(Q) = {u € Hy(D\{0} : (J} (u),u) = 0}.

Na realidade, da maneira com que foi definida, Ny (€2) é apenas um conjunto.
Mais adiante daremos condigbes para que N)(2) seja, de fato, uma variedade
diferenciavel. No decorrer do texto, chamaremos N,(2) de variedade de Nehari,
mesmo sem antes provar tal fato, cometendo assim um abuso de linguagem bastante

comum em textos que tratam sobre o assunto.

Observacgao 1.3 Note que a escolha do conjunto Ny(€) é conveniente, haja visto
que solugoes ndao-negativas para o nosso problema pertencem a tal conjunto. Assim,
devemos provar que Nx(Q2) # 0, para que possam haver pontos criticos nao-triviais

do funcional Jy, e portanto, solugées para o problema (Q)).
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Utilizando a definigao da variedade de Nehari e a equagao (1-3), temos que
|2 —)\/ () |u]9 dz — /Qb(x)|u|p+1dg; —0, (1-5)
sempre que u € N)(Q2). Neste caso, obtemos
|2 = )\/Qa(x)|u|q+1dx — /Qb(x)|u|p+1dg; (1-6)
Jull = [ b@)ulde =2 [ a@)lulda. (1-7)

As identidades (1-6) e (1-7) serao frequentemente utilizadas neste trabalho.
O teorema a seguir nos garante que o infimo do funcional energia .JJ) sobre

N\ (Q) é finito, isto é, ay(£2) > —oo, onde () := }\I{lf(Q) Jy(u).
ueiVy

Teorema 1.4 O funcional Jy € coercivo e limitado inferiormente em Ny(£2).

Demonstragdo. Utilizando (1-6), que a € L>®(£2) e que HJ () esta imerso conti-

nuamente no espaco LI+ (Q) temos que

i = (5= P -A (= i) @i

-l 2 P4 g+l g+
= ul|* = A——r———|a]|S, ull?
B 2(p+1)|| | (p+1)(q+1)” I q+1|| I
= JJull? (C1 = ACyluf??) (L9

onde SqH é a melhor constante na imersdo continua de H{(Q) em LIt1(Q) e
Ci =

+
2(p+1) e (Cy= WH“”O@ g+1 Sao constantes positivas que nao dependem

1
de u. Note que, se |ju] > (2)‘02)1_‘1, entdo C1 — AC|jul|?t > L. Dessa forma,
1
Iy (u) > ||ul)? ( ) sempre que |Jul| > (2)&02) . Portanto, o funcional J) é coercivo.

Adicionalmente, nesse caso, temos que

Ja(u) > <22§2>% (C;) C3

De (1-8) temos que

Ia(u) > (Cyllull® = AC[u]| ) > —ACh||u] .
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1
1—q
, temos que

: 2)\C!
Assim, se ||ul| < ( 012)

g+1

2)\02) T=q

2
_ o
Cl 104,

Jy(w) > | =ACy (

g+l
onde Cy = Cy (%) "% > 0. Consequentemente, para todo u € N)(Q), temos que

Ty(u) > min{Cs, ~ATaCy} = — AT Cy, (1-9)
ja que C5 > 0. Portanto, Jy(u) é limitado inferiormente em Ny(£2). O

O Teorema 1.4 nos garante a existéncia de sequéncia minimizante em Ny (€2).

A seguir definiremos uma classe de fung¢oes importantissima para o estudo
do problema (Q)).

A variedade de Nehari esta associada ao comportamento de func¢oes deno-
minadas fibering maps. Tais funcoes sio definidas, para cada u € H}(2)\{0}, da

seguinte forma

Tult) = Ja(tu) (1-10)
D2 [l ae— 2 [ bl 1)

onde t > 0. Derivando (1-10) e (1-11), obtemos, respectivamente,

() = (I(tu),u) (1-12)
- t|yu|y2—AtQ/Qa(x)\u\qux—tp/ﬂb(x)\uwldx (1-13)

Note que, como t > 0, segue de (1-12) que

alt) = 5 A (1), ), (1-14

implicando, assim, que ¢ > 0 é ponto critico de v, se, e s6 se, tu € Ny(Q).
Particularmente, u € N)(Q2), se, e s6 se, t =1 é ponto critico de .
Dessa forma, a tarefa de mostrar que Ny(€2) # () pode ser substituida por

encontrar pontos criticos para as fibering maps.

Observacao 1.5 Usando o funcional Jy, observe que tu € Ny\(Q2) se, e somente se,

—tu € Nx(Q). Isso justifica a defini¢ao da fibering map somente para t > 0.
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Note que encontrar pontos criticos de 7, determinando-os explicitamente é

invidvel. Dessa forma, para cada u € H}(€Q)\{0}, definimos a seguinte funcio auxiliar
My (t) = 179 |u|? —tp_q/Qb(x)|u|p+1dx, t>0. (1-15)
Neste caso, teremos
(1) = (1= )l ~ (p— @)~ [ bla)up* . (1-16)
Derivando novamente, obtemos
my"(t) = (L =) (=)t Hul* = (p—q)(p—q— )P4 /Q b(x)|ufPTdz.  (1-17)

Deixando t¢ em evidéncia na equagao (1-13), obtemos que

Bty = (0l A [ a(@)lult e =0 [ ba)uptde) - (1-15)

= < )\/ \u\qﬂda:) (1-19)

Deste modo, de (1-19) e (1-14), conseguimos as equivaléncias
tu e Ny(Q) L (1) = 0 & my(t) )\/ (2)|u| dz, t > 0. (1-20)

A partir de agora, podemos escolher entre provar que a variedade de Nehari,
N (), é ndo vazia; encontrar pontos criticos para as fibering maps ou resolver a
equacio my(t) = \ Jga(z)|u|dz, para t > 0.

Calculando a derivada segunda de ~,,, obtemos que

Wt = |]u|]2—)\qtq’1/Qa(x)|u|ﬁ1d:c—ptp*1/Qb(x)\u\pﬂda: (1-21)
= & (Il =2 [ @tttz —p [ bGe)jeulr e
1
= (), >0 (1-22)

Se u € N)(Q), entdo t =1 é um ponto critico da funcao ~,. Sendo assim,
podemos caracteriza-lo de acordo com o sinal da derivada segunda de 7,, isto é,
verificar se v//(1) >0, /(1) < 0 ou ~//(1) =0. No caso do problema (Q),), veremos
mais adiante, que essa caracterizacao equivale a verificar se o ponto critico é um
ponto de minimo local ; de maximo local ou de inflexao, respectivamente. Dessa

forma, similarmente ao método utilizado por Tarantello [18], nés dividimos Ny ((2)



1.2 A Variedade de Nehari e as Fibering Maps 18

em trés partes:

NY(9) = {u € Ny(©) : 71(1) > 0}
N3 (9) = {u € Ny(Q) :7(1) < 0}
N(©) = {u € NA(9) :4//(1) = 0},

Observagao 1.6 Set >0 € tal que tu € Nx(Q) (isto €, se v, (t) =0 ou ~,,(1)=0),
entao de (1-7) e (1-21), seque que

Yu(t) = A= q)llul*~ (p— gyt~ /Q b(x)|ulP* dz. (1-23)

FEstas informagoes, juntamente com (1-22) e (1-16), implicam que

0) = spba(1) = 10 (1) (1-24)

A equagio (1-24) nos diz que para caracterizarmos um ponto critico de 7y, basta

olharmos para o sinal da derivada primeira de m,, relativa a tal ponto.

Uma vez definidos os subconjuntos acima, estamos aptos a enunciar o
préximo teorema, que dd uma condigao suficiente para que o conjunto N)(€2) seja,

enfim, uma variedade diferenciavel.

Teorema 1.7 Se N{(Q) =0, entio o conjunto N\(2) é uma variedade de classe

cth.

Demonstragio. Temos que Ny () = G5 ({0}), onde Gy : H}(2)\{0} — R é uma

funcao definida por
Ga(u) = (T (w),u) = [[u]]? =X fg a(z)u|T de — fob(z)|ulP* dz.

Note que G é uma funcdo de classe C', cuja derivada de Gateaux em u €
H(Q)\{0}, na direciao do vetor v, é dada por

(G\(u),v) :2/QVquda:—(q+1))\/9a(x)|u|q*1uvd:c—(p+ 1)/Qb(az)m\p*1uvda:.

Queremos provar que Ny () = G ({0}) é variedade. Com efeito, vamos mostrar que
0 é valor regular de G)\(u). Isto é equivalente a mostrar que, para todo u € Ny(Q2),

a fungdo G\ (u): H3(2) — R é sobrejetora, ou seja, que existe v € H3(€2) tal que
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(G\(u),v) #0. Mas como u € N,(Q2), basta tomar v = u que teremos

(G = 2l g+ DA [ al@)lul™do - (p+1) [ bla)lurda
[l = [ a(e)ful e —p [ bla) up* da]
Il [ a@lul™*de - [ b@)lultd]

— )+ ()
- (1-25)

Como NY(Q) =0, temos que 7//(1) #0, e, portanto, G (u) : H}(Q2) — R é sobrejetora

para cada u € Ny(£2). Assim, finalizamos a demonstragao. O

O lema a seguir exibe uma condicao suficiente para que a minimizacao sobre

Nehari gere pontos criticos para o funcional Jy.

Lema 1.8 Suponha que ug é um ponto de mdximo local (minimo local) para Jy em

Nx(Q). Entdo, se ug & NY(S2), ug é um ponto critico de Jy.

Demonstracao.

Estamos com o seguinte problema de otimizagao:
max(min)inizar o funcional Jy restrito a Nx(§2) ,

onde Ny () =G5 {0} e Gy é como no teorema anterior.
Assim, pelo Teorema de Multiplicadores de Lagrange, cf. Zeidler [22], temos
que existe u € R tal que

<J§\(’LLO),’U> :M<G//\(UO),U>, (1_26)

para todo v € H} (). Tomando v = ug e usando que ug € Ny(Q), segue de (1-25)
que (G'\(uo),uo0) = vy, (1), 0 qual é diferente de zero, por hipétese. Segue de (1-26)
que i = 0. Portanto, ug é ponto critico de J). O

O Lema anterior garante que minimizar sobre Nehari é eficiente para obter
pontos criticos para o funcional energia Jy (desde que tal ponto critico ndo pertenga
a NY(Q)), e, assim obter solugdes fracas para (Q)). Entretanto, antes de tentar
encontrar tais pontos criticos, devemos verificar se a variedade de Nehari é ou nao
vazia. Com efeito analisaremos as fibering maps definidas anteriormente.

Os comportamentos das fun¢oes m,, e 7, dependem dos sinais das integrais

Joa(z)u|dr e [ob(x)|ulPT1dr. Agora vamos analisar todos os casos possiveis para
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o comportamento da fungao my,:
Caso A Se [ b(x)|u[PTldxr <0, temos que

my(t) = tl_q||u||2 —tp_q/ﬂb(x)|u|p+1dx >0, Vt>0
e a derivada
W%@)=(1—QN_WUW-%p—qﬁpﬂ_{éb@NMVH¢t>Q Vt>0.

Portanto, a fun¢ao m,, é estritamente crescente e positiva em (0,+00). Além disso,

como }ir% my(t) =0, pelo Teorema do Valor Intermediario, temos que a imagem de
—

m,, ¢ uma bijecdo com a semi-reta R* . A Figura 1.1 ilustra um possivel grafico de

m,, neste caso.

A iy,

Yy~

Figura 1.1: Possivel grifico da func¢io m, no Caso A.

Caso B Se [, b(z)u[PTldz > 0, a funcio m, satisfaz as seguintes propriedades:

t
(i) Lim e = w2 > 0;

(i), i (t) = —oo;

1
N A _ (1=q)u|? o
(iii) Existe um tnico t = tpaq(u) = <(p—q)be(x)|u|P+1da:> > 0, tal que

ml, (tmaz(u)) = 0. Mas ainda, m/,(t) > 0, para todo t € (0,tmq:) € mi,(t) <0, para
todo t € (tmaz, +0) ;
(iv) Substituindo ¢ = ¢4, (1) em (1-15) obtemos

1-gq
p—1

p—1 (1—q)lul

| >0
P=a\ (p—q) [ b@)lulda

My, (tmax) =
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(v) Substituindo ¢ = ¢4, (1) em (1-17) obtemos

(1-g)llul?
(v=0) [ bl@)ul"'dx

My (tmaz(u)) = (1= q)(1 = p) lul*<0.  (1-27)

As propriedades (i) e (ii) nos garantem que m, é uma fungao que troca de sinal
em (0,400), fica positiva em uma vizinhanga da origem e realiza valores negativos
para t > 0 suficientemente grande. J& as propriedades (iii), (iv) e (v) mostram que a
fungdo m,, cresce estritamente no intervalo (0,%,,4z), atinge seu maximo global em
tmaz (1) €, em seguida, decresce estritamente no intervalo (pqz,4+00). Note que a
unica raiz positiva da fungao m,, é

T

2
t=t(u) = lul > tazs-

b(x)|uPd
[ bl

Utilizando as informacgoes obtidas acima, concluimos que para cada s € (—o0,0],
existe um tnico ¢ > 0, o qual pertence ao intervalo [t,+00), tal que, my(t) =s. A
Figura 1.2 ilustra um possivel grafico de m, neste caso.

A,

L e e

Yy =

mar

Figura 1.2: Possivel grifico da funcio m, no Caso B.

Uma vez analisadas as possibilidades para a funcio auxiliar m, estamos
prontos para analisar todas as possibilidades para as fibering maps. Temos quatro

casos a considerar:

Caso 1 Neste caso estamos supondo que [oa(x)|u|9 dr <0 e [ob(z)uPTidz <0

sao verificadas. Assim, estamos na situacdo descrita pelo Caso A e ilustrada pela
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Figura 1.1 para a fungao m,. Consequentemente, temos que my(t) > 0, para todo
t > 0. Portanto, ndo existe t >0 tal que my(t) = X [ a(x)|u|9Tdx < 0. Deste modo,
as equivaléncias em (1-20) garantem que nao existe maltiplo algum de u em Nehari.

Com respeito as fibering maps, temos que v, (t) >0 e ~.,(t) > 0, para todo
t >0, isto é, a fungao v,(t) € estritamente crescente e positiva, para todo t >0. A

Figura 1.3 ilustra um possivel grifico da fungdo 7, neste caso.

Observacao 1.9 Note que, se [oa(x)|u|?ldr <0 e [ob(z)|ulPTdz <0, para todo
u € H}(Q), teriamos que N\(Q) = (. Portanto, a equagio (Q)) s6 teria solugio
trivial. De fato, se supormos que exviste u € H}(Q) solucio para (Q)) satisfazendo

as hipoteses do Caso 1, de (1-5), teriamos que
Jull? = [ ate)lul® e+ [ o)l <0,

o que implica que ||u|| =0, e, portanto, u=0 q.t.p. de Q. Mas, vale ressaltar, que
este caso ndo pode ocorrer para todo u € H}(Q)\{0}, jd que, por hipétese, as funcoes
a e b assumem algum valor positivo, e, portanto, sempre podemos consequir fungéoes
em C3°(B), onde B é uma bola contida em ), na qual a func¢io a ou(e) a fungdo b

assume(m) valores positivos.

| IS

Figura 1.3: Possivel grifico da fungdo v, no Caso 1.

Caso 2 Este é o caso em que u € H}(Q) satisfaz [qa(z)|u|?Tldx > 0 e

Job(@)|uPtldz < 0. Dessa forma, continuamos na situa¢io descrita mo Caso
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A. Porém, agora, como [oa(x)|u|dr >0 e a imagem da funcdo m,, é uma bijecdo

com a semi-reta R%_, existe um tinico t™ =1*(u) >0 com my,(tT) =\ [ a(x)|u|dx
m!,(tT) > 0.

Quanto a fungio 7y, de (1-20) e (1-24), temos, respectivamente, que tT =

tT(u) >0 € seu unico ponto critico e vl (tT) > 0. Logo, t* é um minimo local de 7,

(ou, equivalentemente, t*u € Ny (2)). Neste caso, também temos que

7u 1
I - / o+
150 th‘H q+1 Dl dz <0,

isto €, em uma vizinhanga da origem a fibering map assume valores negativos. Mais

ainda, tl}er Yu(t) = +00. Munidos de tais informagoes e da unicidade do ponto
0. 9]

critico de vy, para t >0, concluimos que t* é ponto de minimo global e v, (t7) < 0.

A Figura 1.4 tlustra um possivel grifico da fungdo v, neste caso.

Figura 1.4: Possivel grifico da funcdo v, no Caso 2.

Caso 3 Este é o caso em que u € HY(Q) satisfaz [qa(x)u/Ttdz < 0 e
Job(@)|ulPTidz > 0. Assim, estamos na situa¢do descrita mo Caso B com res-
peito a fung¢do m,. Nesse caso, a imagem da funcdo m, restrita ao intervalo
[t_,+oo) ¢ uma bijecio com respeito a semi-reta R* | e, portanto, existe um iUnico
t==t"(u) >t >0 com my(t™) =\ [qa(x)|u|9dz e m!(t7) <O.

Dessa forma, de (1-20) e (1-24), temos, respectivamente, que t— >0 € o

inico ponto tal que ~,,(t7) =0 e~ (t7) <0, ou seja, t~é um mdximo local para
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(0 que equivale a dizer que t~u € Ny (2)). Mais ainda, temos que

m Yu(t) _ A

=—— iy >
lim o | Qa(x)|u| x>0

(o que mostra que em uma vizinhanga da origem a fibering map € nao-negativa) e

. lir+n v, (t) = —00. Munidos de tais informagoes e da unicidade do ponto critico de
—+00

Yu, para t >0, concluimos que t~ € ponto de mdzimo global e v, (t7) > 0. A Figura

1.5 ilustra um possivel grafico que descreve a funcdo v, nesse caso.

|

Figura 1.5: Possivel grifico da fungdo v, no Caso 3.

Caso 4 Neste caso estamos supondo que [qa(z)|u|9T dz >0 e [ob(z)|ulPTidz >0
sao werificadas. Assim, estamos novamente na situagcdo descrita mo Caso
B para a funcio m,. Além disso, a fungdo -y, € negativa em uma vizi-
nhanga da origem e também para t > 0 grande. Como A [qa(z)lu|lds >0 e
My (tmaz) = (tmax)1*q||u||2g%; >0 € o maior valor que a fun¢io m, assume, exis-

tem trés possiveis subcasos que devemos considerar e analisar:

(i) Se X\ suficientemente pequeno, de modo que ) [oa(x)|u/tldr <
My (tmaz), teremos a existéncia de unicos 0 < tT < ez € tmax < t~, tais que,
my(tT) = my(t7) = A fga(z)|u|T™dz, com m),(tT) >0 e ml(t7) <0. O que equi-
vale a dizer que vio existir tT =t (u) e t~ =1t (u) tais que tT(u)u € Ny (Q) e
t~(u)u e Ny (). A Figura 1.6 ilustra um possivel grifico da fungao -y, neste subcaso.
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Mg (tmaz)f—----- -~ -~ ca—— - - - — jmmm—mmm———— -

Afnals)|ultt]

i
| Hrmar

Figura 1.6: Possivel grifico da fungdo vy, no Subcaso ().

(ii) Se X [qa(z)|u|9" dz = my (tmax), entdo typae serd o tinico ponto critico
da fungao vy. Como ml (tmaez) =0, de (1-24) temos que i (tmaz) = 0, isto é€,
tmaz(u)u € NY(Q). Este é o tinico caso em que o ponto critico de 7y, possui derivada

sequnda nula. Vamos mostrar que, neste caso, tmqr € ponto de inflexao. De fato, da

Afnale)|u| de =my(tmaz) f~—— -G

THa

Figura 1.7: Possivel grifico da fungdo 7y, no Subcaso (ii).
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equagio (1-19), seque que

’y;/(t) = qtq_l[mu(t) — My (tmaz) +tqm;(t)

Y (1) = a(g = 1)t [ () — mu (tmaz)] + 27 i, (8) + t0mi (1)

" "

Assim, de (1-27), temos que 7, (tmaz) = (tmaz )M, (tmaz) # 0. Portanto,
tmaz () € um ponto de inflexao de 7,. Mais ainda, como tyey é 0 mdzimo global da
fungio auxiliar my,, de (1-19), temos que ., (t) <0 para todo t >0, ou seja, a fungdo
Yu € mao-crescente. Note que, neste caso, a func¢do serd sempre negativa, visto que
a mesma jd assume valores negativos para t > 0 pequeno. A Figura 1.7 ilustra um

possivel grifico da funcao v, neste subcaso.

(iii) Finalmente, caso \ seja grande, de modo que X [oa(x)|u|?ldr >
My (tmaz), €ntao, vy, nao terd pontos criticos ou, equivalentemente, ndo existirio
multiplos de u em Ny (). Nesse caso, a equagio (1-20) nos garante que a fungdo 7y
¢ decrescente e negativa.A Figura 1.8 ilustra um possivel grdfico da fungao v, neste

subcaso.

[
Male) et L _____

-'”u“maj'] ———————————————————————————————

ll?'.'HIJ'.

Ty

Figura 1.8: Possivel grifico da fungdo 7y, no Subcaso (iii).

Assim, finalizamos a analise de todas as possibilidades para o comporta-

mento das fibering maps.
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1.3 Principais Resultados Auxiliares

Nesta secao, vamos provar a existéncia de A; > 0, tal que, se A < A1 e
u € HY(Q)\{0} satisfaz [oa(x)|u|9Tldr >0 e [ob(x)|ulPTdz >0 , entdo ocorrerd o
descrito no Caso 4(i), da se¢do 1.2 e ilustrado pela Figura 1.6.

O Lema a seguir garante que a funcao v, sempre assume valores positivos,

desde que A seja suficientemente pequeno.

Lema 1.10 Existe \y > 0 tal que, quando X € (0,\1), v, assume valores positivos,
para todo u € H(Q)\{0}.

Demonstracao.

Se [ob(z)u[Ptldr <0, entao t£+moo%<t> = +00, e, portanto, para t sufici-
entemente grande, temos que 7, (t) > 0, para todo A > 0.

Agora, se [ob(z)u[Pt1dr > 0, defina a seguinte funcio

Pl

p+1Jo

2
h(t) i= —[Jul|” —

5 b(z)|ulPTdz, t > 0.

Entao, temos as seguintes identidades
W) = tlul? =" [ bl de

_ t(HuH2—tp_l/ﬂb(:c)|u|p+1dx).

1
, 2 =1 .
Logo, hl(t) =0 se, e s6 se, t =ty = (W) . Calculando a derivada

segunda da funcao h,,, obtemos

() =l = pe=" [ o) ul?* da.

Consequentemente,
Wito) = Nl =pto"™" | bla)lul*dz,
2 ul® / +1
= |ull® —pllul?
= (1-p)lu)?<o0.

Assim, hy,(tg) = max hy(t). Como uma consequéncia, temos as seguintes igualdades
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t()2
o) = Sl =L [l
1
_ g2 (Il w0 b [ulP da
2 p+1Ja

2
||U||2 (Nl
x)|u|Ptldx 2 p+1

2
_ HuH2 rT p— H H2
x)|ulPtide 2(p+ 1)

2

_ \UH lulP=t P p—1

bl ) \3pr

1

4D 7 Lo
2p+1>< o) 2

Além disso, temos que

/b(az)\u\pﬂd:c < /b+ ) |ulP L da
Q Q

+1 1
< 11" oo Syl

onde b (z) = max{0,b(z)} e Sp+1 é a melhor constante na imersdao continua de
H(Q) em LPT1(Q). Portanto, de (1-28), segue que

1

_ 2(p+1) et
) > <p 1) Ju] 2
20+ 1)\ (J+ oo S 1)

p+1
T
(pt1 :
<2<p+1> [+ |2.Sh Y
onde ¢ nao depende de u. Note que
tatl +1
3(®) = () =N [ el e (1-30)

nosso objetivo é mostrar que existe A\; > 0 tal que v, (tp) > 0, sempre que A € (0, \).
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Com efeito, faremos algumas estimativas. Temos que

atl
I
toI™! 1 2
@)ttt < - | lalloeSgiafull®!
q q / b P
(@)l
g+l
1 ot
1 [ +1
RS / b()|ulP T lallooSg iy
Q
2-m)
P
1 [ 1
T gl B o1 oS5
([ p@ul)
_ .
=1
1 [ 1
VRS ([ o 2 lallooSqi1- (1-31)
b(x)|u )
[\ o
Usando (1-28), temos que
L
a+1 b
20p+1)\ 2 G+l wl2e+1)
( i )) (hato)) 5 = || —14 : (1-32)
p—1 (/ b(:c)|u|p+1)
Q
Assim, de (1-31) e (1-32), segue que
t q+1 g+l
U @ < o) (133)
ll
onde C' = qT11||a||ooSgi% ( (;Jrll)) 6 uma constante que nao depende de u. Utili-
zando (1-30) e (1-33), obtemos que
Tulto) > hulto) = AC(hu(10) T
g+l 124
= hu(t0) T [hulto) 7" —AC]
Além disso, de (1-29), temos que
g+1
Yu(to) > hu(to) 2 [5 1) (1-34)
g - =g
Tomando \; = &2, temos que, para todo A € (0,\1), 672 —AC > &2 > 0. Con-
e 2
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g+1
2

sequentemente, temos que 7y, (tg) > hy(tg) 2 [0 =R /2] > 0. O que prova o desejado. O

Agora estamos aptos a enunciar e provar a seguinte proposicao

Proposicao 1.11 Se Ay >0 é 0o mesmo obtido no Lema 1.10 e X € (0,\1), entdo,
existem tnicos tT(u),t™ (u) >0, com tT(u) < timez(u) <t (u), tais que, t*(u)u €
Ny (Q) et (w)ue Ny (Q), para todo u € Hg()\{0} que satisfaz [oa(x)u|?dz >0
e Job(x)|u[PTidr > 0.

Demonstracao. Como estamos sob as condi¢oes do Caso 4, da secao 1.2, pelas
equivaléncias obtidas em (1-20) e pelo grafico da fungao m,,, temos que 7, pode ad-
mitir no maximo dois pontos criticos. Quando A o a(z)|u| dz > my(tmaz ), Yu Dd0O
admite pontos criticos, veja a Figura 1.8. Se A [ a(z)|u|9" dz = my(tmaz), Yo ad-
mite um s6 ponto critico, veja a Figura 1.7. Finalmente, quando A [, a(x)|u|9" dw <
My (tmaz ), Yo admite dois pontos criticos, sendo um dos pontos criticos localizado
na parte crescente e o outro na parte decrescente de m,,, veja a Figura 1.6.

Neste caso, a funcao =, assume valores negativos préximo a origem e
também quando ¢t > 0 é grande. O Lema 1.10 garante que, para 0 < A < A1 a funcao
v, assume algum valor positivo. Assim, devido a continuidade da funcao ~,, existe
uma vizinhanga onde 7, (t) > 0. Dessa forma, temos que préximo a origem a fungao
~u é decrescente (e, portanto tem derivada negativa) e em algum momento tem que
crescer para assumir valores positivos (e, portanto ter derivada positiva). Como para
t > 0 grande a fungao fica negativa, a mesma deve decrescer (ficando novamente com
derivada negativa) em algum momento. Entre essas mudangas de sinal da derivada
de 7, obtemos pelo menos dois pontos criticos, via Teorema do Valor Intermediério.

Assim, como 7y, possui ao mesmo tempo o maximo de dois pontos criticos
e o minimo da mesma quantidade, concluimos que, se 0 < A < A1, a fibering map
relativa ao ponto u possui exatamente dois pontos criticos ¢*(u),t~(u) > 0, com
(1) < timag (1) € tmap(u) <t~ (u), isto é, t7(u)u € Ny (Q) e t~ (u)u € Ny (). Aqui

concluimos a demonstracao. O

Como consequéncias da Proposi¢do 1.11 temos os dois corolarios a seguir
Corolario 1.12 Se A < Ay, entio Ny(2) # 0.

Demonstragdo. De fato, a observagio 1.9 nos garante que existe u € H}(Q)\{0}
que nao satisfaz o Caso 1. Assim, se u satisfaz o Caso 2 ou 3, vimos existem
tt >0 et~ > 0, respectivamente, tais que tTu € Ny (Q) e t7u € Ny (Q2). Por
outro lado, se u satisfaz o Caso 4 e A < A1, segue da Proposicao 1.11 que exis-

tem 7,47 > 0 tais que tTu € Ny () e t“u € N, (). Isto finaliza a demonstragao. O
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Corolario 1.13 Sob as mesmas hipdteses da Proposicio 1.11, temos que t~(u) e
t*(u) sdo pontos de mdzimo global e minimo local, respectivamente, da func¢ao .

E t l NEN= J(t J(tTu) = min Jy(tu).
m outras palavras, Jy(t"u) max A(tu) e Jy(tTu) Ogtug%* \(tuw)

Demonstragao. Temos que m) () > 0, em (0,tpmqz), mL(t) <0, em (e, +00) €
my(tT) = my(t7) = X [ga(z)|u|9" dz. Assim, utilizando a identidade (1-19) temos
que ~,(t) <0 nos intervalos (0,t7) e (t7,+00) e v,(t) >0 em (¢,¢7). Assim,
a funcio v, é decrescente em (0,t7) e crescente em (t7,¢7), implicando que
Jy(tTu) = 0227 Jy(tu). Além disso, como descrevemos no Caso 4, da Sec¢ao 1.2,
temos que existe uma vizinhanca da origem onde a funcdo v, é negativa. Por-
tanto, Jy(tu) =, (t) <0, em (0,¢7]. Por outro lado, como a fungao 7, é crescente
em (t1,¢t7) e decrescente em (t~,+00), temos que Jy(t~ (u)u) > v, (t), para todo
t € (t*,+00). Vimos no Lema 1.10 que, para A < A\; a funcio 7, assume valores
positivos. Dessa forma, Jy(t (u)u) > 0, implicando que Jy(t™(u)u) > Jy(tu), para
t €10,tT], visto que, nesse intervalo, Jy(tu) < 0. Logo, J\(t"u) = max Jy(tu). Con-

cluindo o desejado. O

O préximo resultado segue da demonstracao do Lema 1.10 e o Corolario
1.13.

Corolario 1.14 Se A\ < Ay, entdo eziste 01 > 0, tal que Jy(u) > 1, para todo
u€ Ny ().

Demonstracdo. Se u € N, (), segue de (1-7), (1-21) e da defini¢cdo do conjunto
Ny (©) que

1—
/ b(z)|uP+dz > —|Jul|? > 0.
Q pP—q

Dessa forma, estamos sob as condi¢oes do Caso 3 ou do Caso 4, da secido 1.2, e,
como A < Ap, segue do Corolario 1.13 que, em ambos os casos, t~(u) =1 é um
ponto de maximo global para ,, isto é, Jy(u) = Y,(1) > 74(t), para todo t > 0.
Particularmente, Jy(u) > v, (o), onde ¢y é como na demonstragdo do Lema 1.10.
Dessa forma, de (1-29) e (1-34) obtemos

onde §; > 0, sempre que A € (0,A1). Como §; ndo depende de u temos o desejado. O
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Se denotarmos por o, (2) ;== inf J\(u), o infimo do funcional J\ em
u€N, ()

N, (€), entao, utilizando o Coroldrio 1.14, temos que o, (£2) > 61 > 0, quando A < Ay.

Segue da Proposicao 1.11 o seguinte resultado
Corolério 1.15 Se A < Ay, entdo NY(Q) = 0.

Demonstragdo. Suponhamos, por contradi¢io, que NY(Q2) # 0. Assim, seja
u € Nf\)(Q). Como vimos na Sec¢ao 1.2 temos quatro possibilidades para o compor-
tamento de 7,. Se ocorre o Caso 1, entdo nenhum multiplo de u pertence a Ny(£2).
O que contradiz a hipétese. O segundo e o terceiro casos garantem a unicidade de
t =t(u) >0 tal que t(u)u € Nx(Q2), o que implica que t(u) = 1. Porém, em um dos
casos u € Ny () e no outro u € Ny (), e que é um absurdo, j& que Ny (€2), Ny ()
e NE(Q) sao conjuntos disjuntos. Sé resta o quarto e tltimo caso. Entretanto, como
A € (0,\1), segue da Proposigdao 1.11, que existem tnicos t*(u),t (u) > 0 tais que
tT(u)u,t™ (u)u € Ny(Q), assim, temos que ¢t (u) =1 ou ¢~ (u) = 1; porém, também
temos, nesse caso, que t*(u)u € Ny (Q) e t~(u)u € Ny (€2). O que ¢, mais uma vez,
um absurdo. Logo, NY(2) = 0. O

Denotando por af () := inf Jy(u) o infimo de Jy em Ny (), o Lema
ueN ()

a seguir nos garante que oy () < 0.
Lema 1.16 Se u € N, (Q), entdo J\(u) < 0. Particularmente, o (Q) < 0.

Demonstragao. Se u € N;(Q), entdo de (1-6), (1-21) e da definigdo de N;(Q)
segue que
(1=p)|ull>+ (p—g)A /Q a(2)[ul dz > 0

Consequentemente,
p—1 2
)\/aa: w|™de > ——||u||®. 1-35
o 4(@)lul p_qHH (1-35)

Utilizando, mais uma vez, a identidade (1-6), temos que

(LN (L1 -
I e D Ll P ra g EY R I

p—1 P—q
201~ G D e

Além disso, usando (1-35), obtemos que

p—1 p—1
Ia(u) < 2(p+1)||u||2—m||u||2
q

R
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Logo, a; () < 0. O que finaliza a demonstragio. O

1.4 Caracterizacado Topolégica de N,(1)

Nesta segdo vamos apresentar diversos resultados que caracterizam Ny (€),
Ny () e Ny (Q), topologicamente. Além disso, tais resultados serdo utilizados nos

préximos capitulos. O resultado a seguir nos garante que, para A € (0, A1), o conjunto

N7 () ndo é fechado em H(€2).
Proposigdo 1.17 Se A < A1, entdo N, (Q) ndo é fechado em Hg(S2).

Demonstragao. Seja {u, } € H}(2)\{0} tal que o a(x)|u, | > 0, para todon €N,
satisfazendo u, — 0, u, - 0. Dessa forma, temos que lig +inf |un||? = > 0. Entdo,
n o0

para cada n € N, existe um tnico ¢, > 0 tal que t,u, € N;r(Q) De (1-5), segue que
]2 _A/ )|t dx+/ ) |tntn|PH da, (1-36)
ou equivalentemente,
t2|lunl® = t q+1A/ () |un| d + by p+1/ﬂb(x)|un|p+1dx. (1-37)
Além disso, de (1-21) e da defini¢do de Ny (), temos que
0.< llun? = a7~ | a(@) un| ™ dz —t,7"p [ b(a) un |+ da.
Multiplicando a desigualdade acima por t,2, temos que
0 < tn2 [t — tn TN / )| Tz — P /Q b() |un [P+ dx
ou seja,
tnpﬂ/Q b(2) un P e < t, 2—||u 12— At qu/ ) g | d, (1-38)
Combinando as equagoes (1-37) e (1-38), segue que
tn2 |t < tn q“A/ 2 | L 4 12 —|yun|y2 )\tnq“q/ ) un| T+ d

isto é,

1
(1—];>1trﬁ||un||2 < ( )t q+1A/ ) [ | T . (1-39)
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Como lim+inf |n||? =1 >0, escolha & > 0, de modo que [ —& > 0. Nesse caso, temos
n—-+oo

que existe ng € N, tal que ||u,||?> > [ —¢, sempre que n > ng. Substituindo essa

estimativa na desigualdade (1-39), segue que

(1-%9)%2@—5) ( )tqﬂx/ )| d, (1-40)

se n > ng. Dividindo ambos os lados da equacdo (1-40) por ¢,9+! (1 —%) (l—e¢),

obtemos
1\ ! g\ A
O (B = T R
P p)l—elo

1

< [(1 —]19)1 (1 ‘%) i/g)a(xﬂunﬁ“dx] o (1-42)

Como u, — 0, entdao, o Teorema de Rellich-Kondrachov A.14 e o Teorema

ou seja,

da Convergéncia Dominada A.4, nos garantem que, a menos de subsequéncia,
{an(az)\un\q“} e {fQ b(a:)\un\p“} convergem para 0. Sem perda generalidade,
chamaremos tal subsequéncia de {u,}. Portanto, da desigualdade (1-42) segue que
tn, — 0 quando n — +o00.

Agora, defina v, = t,uy,, entdao v, € Ny (Q) e de (1-36) segue que

ol = A [ a@)ltunl ™ da+ [ (o) lwun " da

— A, /Q a () |9+ tP T /Q b(x)|unPidz.  (1-43)

Logo, ||vn]|? — 0, quando n — +oco. Dessa forma, obtemos que a sequéncia (vy,) con-
verge fortemente para 0 em H{(€2). Consequentemente, construimos uma sequéncia

em N /\+ (©) que converge para zero, mostrando o desejado. O

Observacao 1.18 Note que eviste uma sequéncia (u,) € HS(Q)\{0}, tal que
Jaa(2)|u, | dx > 0, para todo n € N, satisfazendo u, — 0, u, -+ 0. De fato, como
a fungio continua a(x) assume algum valor positivo, basta tomar uma bola B C S,
de modo que a(z) >0, sempre que x € B. Assim, temos que [qa(z)|u|?"! dz >0,
para toda fungdo u € C§°(B) (podemos olhar essas fungées como fungoes em HE(S)
expandindo-as como sendo zero em Q\B). Agora, considere By C B e defina u, = ¢y,

onde p, € C®(By1) sdo autofungoes ortonormais em HE (B1), associadas ao problema

—Au=M\u, r€ B
u=0, x€dB.
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Tais fungoes geram o espago H&(Bl). Ezpandindo-as como zero em B\ By, temos que
on € C°(B). Portanto, [qa(x)|u,| > 0. Mais uma vez expandindo as funcdes
wn como zero em Q\Bj geramos uma nova familia de fungoes ortonormais em

H(Q). Dessa forma, a Desigualdade de Bessel, cf. [15], pg. 157, nos garante que
o

se v € HY(Q), entdo [[v]|> > 3" |(v,¢:)|*. Consequentemente, a sequéncia das somas
i=1

parciais é limitada e mondtona crescente. Portanto, a série converge, implicando

que o termo geral converge para zero, isto é, |{(v,¢;)|*> = 0, quando i — +oo.

Logo, {v,p;) — 0, quando i — +oo. A aleatoriedade de v € H}(Q)) e o Teorema

de Representacao de Riez A.6 nos garantem que p; — 0 em H&(Q). Por outro lado,

a convergéncia forte ndo ocorre, pois, ||pi|| = 1.

Observagdo 1.19 Como zero é um ponto aderente a Ny (), entdo o mesmo é

ponto aderente a Ny(§). Consequentemente, Ny(Q) ndo é fechado em Hi ().

O proximo lema mostra que o que impede Ny(£2) de ser um subconjunto
fechado de H}(£2) é somente o fato de que a fungdo nula é um de seus pontos de

aderéncia.

Lema 1.20 Se A < A1, entao Ny(€2) = Ny (©)U{0}.

Demonstragdo. De fato, se {u,} C Ny(Q) é tal que u, — u em H} (), entdo

0= limy (J(un),un) = lim [Jun* = /Qb<x>|un|p“dx—/Qa<as>|un|q+1dx
= Jul?= [ s@lufdr— | af@)lul™ de
= (Jw.u)

Logo, u =0 ou u € N(Q2). Vimos na Proposi¢ao 1.17 existe sequéncia em N,(2) a

qual converge para zero. O que finaliza a demonstracao. O

Observacao 1.21 Segue como um corolario do Lema 1.20 e do teorema 1.4 que Jy

restrito a Nx(S) é limitado inferiormente.

O Lema a seguir, mostra que o infimo sobre N, (2) é igual ao infimo sobre

NA(©2).

Lema 1.22 Se A < A1, entdo _inf Jy(u) = a)(Q).
NA(©)

Demonstragdo. Como o (§2) < af () <0 e J,(0) =0, segue que

a)(Q) < Jy(u), para todo u € Ny (2).
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Portanto, ay(Q) < _inf Jy(u).

NA(©)
Por outro lado, como Ny)(€2) C N,(€2), temos que «a)(2) > _inf Jy(u).
NA(©)
Assim, concluimos que ) (2) = _inf Jy(u). 0

Ny ()

A seguir vamos demonstrar um lema que garante que, ao contrario de
Ny (), Ny () fica “longe”de zero.

Lema 1.23 Eziste uma constante C5 >0, tal que ||ul| > Cs, sempre que u € Ny ().

Demonstracdo. De fato, seja u € N, (Q2), entao de (1-7) e (1-21), segue que

A= llul? = (p=g) [ b@)luldz <o0.

Logo,
(1_q) 2 b p+1d <1Ib Sp+1 p+1
(p—@”M’< o 0@ ulP™ e < [[BllooSp ¢ [full”™,
implicando em
(1-q)
s | < P
Hb”ooSp+1<p—Q)

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ||u||? e elevando ambos os lados

por Iﬁ, obtemos
1

1 =
Jull > [ o ] ~ G, (1-44)
1][0cSp11 (P — )
onde a constante C5 > 0 nao depende de u. Isto finaliza a demonstracao. a

Segue do Lema 1.23 e do Corolério 1.15 o seguinte resultado
Lema 1.24 Se A € (0,\1), entdo Ny () € fechado, e, portanto, completo em H(S2).

Demonstragao. Seja (u,) C Ny (), tal que u, — u fortemente em H} (). Segue
do Lema 1.23 que ||uy|| > Cs, e, assim, ||ul| = Jim |un|| > Cs. O que prova que u # 0.
A convergéncia forte implica que 0 = (J} (up)upn) — (J3(u),u). Portanto, temos que
u € Ny(2). Além disso, como v, (1) <0, temos que 0 > nlgrgovgn(l) =~/(1). Dessa
forma, u € Ny () ou u € NY(Q). Porém, como A € (0,)1), segue do Corolario 1.15,
que u € N, (). Isso prova que N, (Q) é fechado em H}(Q2). Como H}() é um

espaco métrico completo, temos que Ny (£2) também o é. O

Considere a seguinte aplicacio v : H}(Q2) — R, definida por v(u) =
Job(x)|ulPTdz. Tal aplicagio é continua. Portando, o conjunto ¥ = {u €
HE(Q); Jo b(x)|uPtldr > 0} =~ 1((0,+00)) é um aberto de Hg(Q).
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Lema 1.25 Se A < A1, a fungio t~ : ¥ — R que associa a cada u € X o real
t=(u) >0, tal que t~(u)u € Ny (), € de classe C1(Z, Ny ().

Demonstracao. Defina F': ¥ x R} — R da seguinte maneira
Fu,t) =, (t) = t||ul? _)\tq/Qa(x)|u|Q+Idx_tp/Qb(x)|u|p+1dx.

A fungdo F, assim definida, é de classe C'(X x R* ,R)(cf. no Apéndice B). Além

disso,
DaF(u,t) =, (t) = HUH2—)\qtqfl/Qa(:c)luP“d:c—ptpfl/gb(x)‘u‘pﬂdx’

¢é a derivada parcial de F' com respeito a segunda variavel.

Como u € ¥, segue dos Casos 3 e 4, ja analisados na secdo 1.2, que
existe um tnico inteiro t~(u) > 0 tal que t~(w)u € N, (£2), implicando que
F(u,t=(u)) =4, (w)) =0 e DaF(u,t (u)) =~ (¢t (u)) < 0. Sendo assim, se-
gue do Teorema da Funcado Implicita A.3, que existem vizinhancas ¥} de u em
HE(Q) e U* de t~(u) em R; e uma fungio ¢t~ : XX — R, com ¢~ € C1(Z% R) e que

satisfaz:
(i) F(v,t~(v)) =0, para todo v € ¥%;
ii) F'(v,s) =0, com (v,s) € X7 x U*, entao s =t~ (v);
u

(iii) (t7)"(v) = —(DoF (p)) "t o D1F(p), onde p = (v,t 1(v)) e v € T%.

O item (i) nos garante que 7, (¢t (v)) = 0, para todo v € 3%, isto é,
t~(v)v € N\(Q). Além disso, como DoF(u,t™(u)) <0 e F € CHE x R* | R), entdo
existe uma vizinhanca 37* x U™ de (u,t™(u)) em X x R* | tal que DaF(v,s) <0,
para todo (v,s) € X3* x U**. Sendo assim, defina II, = ¥} N3** (a qual continua
sendo uma vizinhanca de u em ) e W = U*NU™ (a qual continua sendo uma

vizinhanca de ¢t~ (u) em RY ). Agora, temos as seguintes propriedades:
(i) F(v,t~(v)) =0, sempre que v € I, e, portanto, t~ (v)v € N)(0);
(ii)Se (v,s) € Iy, x W e F(v,s) =0, entdao s =t~ (v);
(ili) DoF(v,t™ (v)) = 72’_(1))1)(1) < 0, para todo v € II,.

Devido a unicidade do real positivo ¢t~ tal que t~v € N, (), a funcao

t: U II, =¥ — R’ definida em cada II,, como a fungao que acabamos de construir
ueER
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e que satisfaz as condicdes (i), (ii) e (iii) acima, estd bem definida e é de classe C1. O

Utilizando o Lema 1.25, vamos mostrar que N, (£2) ¢ homeomorfo a SNX,
onde S = {u € H}(Q);|lu|| =1} é a esfera do espaco H} ().

Teorema 1.26 A funcio p:S1 =SSN — Ny (), definida por p(u) =1t (u)u é um

homeomorfismo.

Demonstragao. A aplicacao ¢ estd bem definida. De fato, como S7 C 3, temos que,
para cada u € Si, existe um tnico inteiro t~(u) > 0, tal que ¢t~ (u)u = p(u) € Ny (Q2).
Note que ¢(u) =t~ (u)l(u), onde I :S; — S; é a aplicacdo identidade,
portanto, segue do Lema 1.25, que ¢ é uma aplicagdo continua.
Agora, considere a seguinte aplicacio ¢! : N 5 (82) — S1, definida por

1'é a razao entre as aplicacoes identidade e norma.

1

o u) = ﬁ Observe que ¢~
Portanto, ¢~ também é continua. Vamos mostrar que ¢! é a inversa de ¢. Mas,
antes, vamos provar que, Ny () = { €t (HUH) = HuH} Temos que Ny () C X,
pois, se u € N)(Q2), entdo estamos no Caso 3 ou no Caso 4, ja analisados na se¢ao
1.2. Portanto, [qb(z)|ulP*1dz > 0. Se u € N)\_(Q) entao ﬁ € X e, assim, existe um
tnico inteiro ¢~ (|| ||) >0, tal que ¢t~ (|| I | € Ny (22). Mas HuHH“T” € N, (), logo,
t- (ﬁ) = ||ul|. Por outro lado, se ¢~ |L) = ||ul|, entao, ¢t~ (HZH) ﬁ = ||u||ﬁ =
u € Ny (). Dessa forma, temos que

googo%u):so(H—ZH):t (ﬁ)ﬂ—u ull = e Ny (@)

Isto prova o desejado. O

Observacao 1.27 Note que, seb(z) =1, entdo ¥ = H} (2)\{0} e o conjunto Sy = S.

Isto €, Ny (Q2) é homeomorfo da esfera.



CAPITULO 2

O Problema Concavo-Convexo com uma

Funcao Peso Trocando de Sinal

Este capitulo é baseado no artigo de Wu [21]. Nosso objetivo é provar,
utilizando o Principio Variacional de Ekeland, cf. [10], que existe A3 > 0 tal que, se
A € (0,A3), entdo o problema (Py) admite duas solu¢oes nao-negativas. Note que no
problema (P ), a fungdo b(x) = 1. Dessa forma, sempre que utilizarmos os resultados
do Capitulo 1 estaremos considerando este fato.

Primeiramente, exibiremos algumas defini¢oes e um resultado sobre espacos

topoldgicos localmente conexos, que podem ser encontrados em [20].

Definicao 2.1 Se X é um espaco topologico e x € X, uma vizinhanca de x é um
conjunto U que contém um conjunto aberto V contendo x. A colegio U, de todas as

vizinhangas de x € o sistema de vizinhanca de x

Definicao 2.2 (Base de Vizinhanga) Uma base de vizinhanga de x mo espago
topoldgico X ¢é uma sub-colecio B, tomada do sistema de vizinhanca U, tendo a
propriedade de que cada U € U, contém algum elemento V € B,.. Isto é, o sistema

de vizinhanca U, pode ser determinado por como seque:
U, ={U CX; VCU para algum V € B, }.

Definicao 2.3 (Espago Topolégico Localmente Conexo) Um espago topold-
gico X ¢ localmente conexo se, e somente se, todo ponto x € X admite uma base de

vizinhanga composta de abertos e conexos.

Proposicao 2.4 As componentes conexas de um espaco X localmente conexo sdo
abertos e fechados de X .

Agora estamos preparados para resolver o problema a seguir.
Defina © := {z € Q; a(z) >0} = a 1{(0,4+c)}. Como a:Q — R é uma
funcao continua e €2 é um dominio limitado, temos que © é um aberto limitado de

RV . Podemos supor, sem perda de generalidade, que © é um dominio de RY, pois
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caso contrario, como © é um espaco localmente conexo, basta trabalhar em uma de

suas componentes conexas. Sendo assim, considere o seguinte problema

Q)

—Au=uP, r€0O
u=0, €00

onde p é como no problema (@))). Associado a (Q), considere o funcional energia

1 1
K(w) = 5 lul? = —= [ jul"*dr,
p

Entdo, o funcional K ¢ de classe C'(6,R), e sua derivada de Gateaux em u € H}(O)
¢é dada por
(K'(u) / Vu-Vudr — / JulP~ uv da

na direcio do vetor v € H(0). Dessa forma, 0 < u € H}(6) é solugdo para o
problema (Q) se, e s6 se, é ponto critico do funcional K. Definimos, também, a

variedade de Nehari associada ao problema, como sendo

M(©) = {u e Hy(©)\{0}; (K'(u),u)=0}.

Assim, se u € M(O), entao

(K’(u),u):/@|Vu|dx—/®|u|p+1dx:0 (2-1)

Pode ser encontrado em [5], p.59-63, que o nivel §(0) = inf{K(u); u €
M (©)} é atingido por uma fungao nao-negativa, ou seja, existe w € M(0), w(x) >0
em O, tal que 5(0) = K(w). Adicionalmente, tal fungao é uma solu¢do nao-negativa
para o problema (Q). Realizando um bootstrap analogo ao feito no Apéndice C,
pode-se provar que w € C*%(0), para algum « € (0,1). Além disso, o Teorema D.2,
nos garante que a solucao w é, na realidade, positiva em ©. Como w € M(O), de
(2-1) obtemos que B(0) = K(w) = (% _p}rl) Jo |Vw|?dx = ( 5ot T) )f@ |Vw|?dz > 0.

Agora estamos aptos a provar o seguinte lema:
Lema 2.5 Se A € (0,\1), existe t >0 tal que

ax(©) < af () < ~541:23(0) <0

Demonstragao. Defina wy(z) = w(z), em © e wo(x) =0, em Q\O. Assim, 0 Z wg €
H (). Mais ainda, f@|Vw|2d:E = [o|Vwo|?dz e f@|w|p+1d:ﬁ = [q lwo[PHdz; impli-
cando que 3(0) = K(w) = ( ST )f@\Vw\Q ( ST )fQ |Vwo|?. Entao, usando a



41

definicao do conjunto O, temos que

/Qa( T)w Q+1dx—/(9 a(z)w?™dx > 0.

Nesse caso, como A < A\, utilizando a Proposicao 1.11 temos que existe um tnico

real positivo ¢y = tT(wp) > 0, tal que tywp € Ny (Q). Assim, de (1-7), segue que

11 1 1 )
Jy(t = (- — )4 R t“/ pHlyg
A(tawo) <2 q%_1> Mwol| <p%_1 q%_1> X Qonl %

q 2 pl pP—q / p+1
o S A S d
Al%q+ ﬂwj” (p+1D)(g+1) ol dax

9| qg—1 2 pl b—q p+1
2 [2<q+ AN e v T A L

(2-2)
De (1-23) e da defini¢ao de N, (), temos que

1
=B lwol® > (p= )™ [ fwoldr,

que implica, juntamente com (2-1), que

-0 [IVol? > o= [ ot
= =B [ |VoPdr,

isto é,

1
1 < -1 (2-3)
p—q

Mais ainda, de (2-1) e (2-2), temos que

i vl 1<p+pl><qq+1>/'V“"ﬂ'

Ix(tywe) =13 l

Assim, segue de (2-3) que

g—1 l—¢
Titiwn) < 83 [2( T D JoIVur
1 p
n 1+q§(-+ /|
= ——tA (©).

Portanto, o () < 1+q
N7 (Q) C NA(9). Isso finaliza a demonstragao. O

t38(0) < 0. A outra desigualdade segue do fato de que
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Antes de provar os teoremas principais deste capitulo, vamos utilizar a ideia

de Tarantello, cf. [18], para obter os seguintes resultados

Lema 2.6 Se A < A1, para cada u € Ny(Q2), existe € >0 e uma fungdo diferencidvel
£: B(0,e) C HY(Q) — RY tal que £(0) =1, a fungio &(w)(u—w) € N\(R) e

2 [o VuVwdr — (p+1) [q |ulP~luwds — (¢+1) [q alu|9™ luwdz

&0 == (=) o VUl = (0= a) Jo [ul 1

, (2-4)

para todo w € H}(9).

Demonstracao.

Para cada u € N)(12), defina a funcdo F,, : R* x Hg(Q) — R como F,(3,w) =
(LBl — w)), Blu—w)), isto & Fu(Bw) = B2u— w]2 = 341 o lu—wppdz —
BITIN [qa(z)|u —w|?F dr. Realizando estimativas andlogas as realizadas no Apén-
dice B, obtemos que F,, € C1(R* x H{(Q2),R) e a derivada parcial de F,, com respeito

a segunda variavel é dada por:

(D2Pu(B,w),v) = lim Fu<67w+tvt) — Fu(B,w)

= Z/QV(u—w)Vvd:p—(p+1)/(2|u—w|p_1(u—w)vdx—
_ (q+1)/Qa(a;)|u—w|q—1(u—w)vda;, (2-5)

onde w,v € H}(Q) e B € R% . Como u € Ny(Q2), fazendo =1 e w =0, segue que
Fu(1,0) = (Jy(u),u) = 0.

Derivando parcialmente a funcdo F, com respeito a primeira variavel,

obtemos

DiF(Bw) = 2Blu—wl?=p+ 1" [ Ju—w]dr -
— (¢g+1) ﬂq)\/ z)|u—w|T .
Dessa forma, temos que
DiFy(1,0) = 2|ul?—(p+1) /|u|p+1dx— g+1 )\/ () |+ d,
— ul? - /|u|P+1dg; )\/ ) u| T d +

+ JulP=p [ [uldr—gx | o)l de
= <J)\< )7 >+7u<1)7
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onde a ultima identidade segue de (1-5) e (1-21). Como A < Ay, segue do Corolario
1.15 que

D1Fy(1,0) =,(1) #0.

Assim, utilizando o Teorema da Fun¢ao Implicita A.3, temos que existe € > 0 e uma
fungdo ¢ : B(0,¢) C H}(Q) — R, de classe C!(B(0,¢),R) que satisfaz:
i) Fy(&{(w),w) =0, para todo w € B(0,¢);
ii) Fu(B,w) =0, (B,w) € (1—0,140) x B(0,¢), implica que § =¢{(w), onde (1—0,1+
d) C R% ¢ a vizinhanca de 1 obtida através do Teorema da Fungao Implicita A.3.
i) & (w) = —[D1 Fy(é(w),w)] "t o DaFy(&(w),w), se w € B(0,¢).

Do item i), temos que (J} ({(w)(u—w)),&(w)(u—w))=0, implicando, assim,
que {(w)(u—w) € Nx(Q2), para todo w € B(0,¢). Além disso, como F(1,0) =0 e
(1,0) € (1—6,1+0) x B(0,¢), temos que £(0) = 1. Adicionalmente, de iii), temos que

_ (D2 Fy(1,0),w)
2/[ull? = (p+1) JolulPttdz — (g + 1A foa(z)|ultt de

(€'(0),w) =

Mas, de (2-5), obtemos

. FB(1tw) - Fu(1,0)
(D2Fy(1,0),w) = %gr(l) "

= Z/QVqud:E—(p+1)/Q|u|p_1uwd:p—(q+1)/@a|u|q_1uwdx
Além disso, como u € Ny(2), de (1-7) , temos que

2julf*~ (p+1) [, Jul"* e — (- DA [ aful? o = (=) full* ~ (p—a) | ful? o

O que mostra (2-4). Assim, concluimos o desejado.

Lema 2.7 Se A <\, para cada w € N, (Q), existe e >0 e uma fungdo diferencidvel
£ B(0,e) C Hj(Q) = R%, tal que £(0) =1, a fungdo £ (w)(u—w) € Ny (Q) e

(€ (0),w) = 2 JqVuVwdz —(p+1) Jo |u|P~fuwdz — (g +1) o alu|? fuwdz
’ (1=q) Ja[Vul? = (p—q) Jo [ul"+'dz (; "

para todo w € H} ().

Demonstracao. O Lema 2.6 ja nos garante que, para cada u € N, (Q), existe € >0
e uma fungio diferencidvel £~ : B(0,e) C H(2) — R%, tal que £7(0) = 1, a funcdo
E(w)(u—w) € Nx(Q) e vale (2-6). Resta-nos, entdo, provar que £ (w)(u—w) €
Ny ().
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Como u € N, (Q), segue da equagao (1-23) e da definicao de Ny (£2), que
W) = A=) ul? = (p=q) | b(a)uldz < 0. (2-7)

Além disso, £~ (w)(u —w) € Ny(Q2), para todo w € B(0,¢), assim, segue da equagao
(1-23) que

Wt = =0l @ u=w)*= =) [ ¢ @)u—w)

= (e ) w2~ (- ) [yl

Tomando o limite com € — 0 na ultima igualdade acima e utilizando a continuidade

da fungao £~ obtemos

e~ () (uy (1) =

e—0
= (A=g)ul?~ (p=q) [ ludo
= 7(1) <0.

Consequentemente, para € suficientemente pequeno, digamos e < €, teremos
vé’,(w)(u_w)(l) <0, sempre que w € B(0,¢€1) . Nesse caso, basta considerar ™ |p(g ¢,

provando o resultado desejado. O

Agora, estamos aptos a provar a proposicao abaixo, mas, antes disso, vamos
enunciar o Principio Variacional de Ekeland, cf.[10], do qual faremos uso neste
trabalho.

Teorema 2.8 (Principio Variacional de Ekeland) Seja (X,d) um espago mé-
trico completo. Seja ¢ : X — RU{+oc} um funcional semi-continuo inferiormente

e limitado inferiormente. Entao, dado € > 0, existe u. € X tal que

Pluc) < info+e
e
&' (ue) < p(u) + ed(u,ue), para todo v € X, com u # u,

Observacido 2.9 No nosso caso, onde X = H}(Q) é um espago de Hilbert, a métrica
coincide com a norma do espaco e a semi-continuidade inferior (na topologia)fraca

implica na semi-continuidade inferior(na topologia forte).

Observagao 2.10 No decorrer do texto diremos que uma sequéncia (fn) de um
certo espago de Banach H € 0,,(1), quando f, — 0, na norma de H, quando n — +oc.
Por outro lado, diremos que uma sequéncia (f,) de um certo espago de Banach H é

0p(1), quando f, — 0, na norma de H, quando p — 0.
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Proposicao 2.11 Eziste A3 >0, tal que, se A € (0,)3), entao:

i) Existe uma sequéncia minimizante {u,} C Nx(Q) tal que
Ia(un) = ax(2) +on(1),
T\(up) = on(1), em H~H();
i) Existe uma sequéncia {u,} C Ny () tal que
Ia(un) = ax () +on(1),
Ji(un) = 0n (1), em H-HQ);

Demonstragao. i) Segue do Principio Variacional de Ekeland, que existe uma

sequéncia minimizante {u,} C Nx(Q2) tal que

1 1
J)\(un) < _inf J,\(u)—l— - = OQ(Q)—!—— (2—8)
NA(©) n n
¢ 1 —_
Iz (up) < J,\(w)+g||w—un||, para cada w € Ny(Q), w # uy, (2-9)

Afirmamos que a sequéncia {u,} ndo converge fraco para zero, pois, caso
contrario, usando o fato do funcional Jy ser fracamente semi-continuo inferiormente
e (2-8) , teriamos que 0 = J,(0) < lim inf Iy (un) = a(2) < 0. O que é um absurdo.
Dessa forma, {u,} também nao converge forte para 0, e portanto, para n suficien-
temente grande ||u,|| > 0. Isso mostra que, a partir de um certo ng € N, a sequéncia
{un} pertence a N,(2). Considerando agora {u,} com n > ng, temos que essa nova
sequéncia também satisfaz (2-8) e (2-9).

Sendo assim, usando (2-8) e que u, € N)(2), temos que Jim Iy(up) =
ax(Q2), ou seja, Jy(un) = ax(Q) +on(1).

Para n suficientemente grande, segue do Lema 2.5 que
1 1—
ax(2)+ -~ < ——ws( ) <
n
Portanto, de (2-8) e de (1-6), obtemos que

1 1 1
= - - - - q+1
T (utn) (2 p+1>” | - <q+1 pH)/Qa(x)\un\ da

< ——tAB( ) < (2-10)
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ja que u, € Ny(Q), para todo n € N. Além disso, como (%-%) [unl| >0 a

desigualdade acima nos garante que

= <ﬁ—}%>/9a(x)|un|q“dx = —A (%)/Qa(xﬂumﬁldaz
< ——txﬂ( )-

Multiplicando por —1 e simplificando o termo comum 1+ ¢, obtemos

A<u>/ a(@) [un] Tz > (1 - )EH(9).

p+1

Utilizando a norma de a em L*(£2), as imersoes de Sobolev e a desigualdade acima,

obtemos a seguinte sequéncia de desigualdades

fallSgi 1 > [[alunfiar> (20 g5@). e

Neste caso, segue que

1— +1
oot et > (U520 (0,
Portanto temos
quldx
el > (%)( SH1E (0 >] G (212)

onde Cg > 0 é uma contante que nao depende de n. Novamente, de (2-10), temos

11 ) 1 1
. Ao 14z < 0.

Consequentemente,

e, simplificando o termo comum (p+ 1), utilizando a norma da funcdo a em L*°(€)

que

e as imersoes de Sobolev, obtemos que

luall? < A(%) [ afa) s

2(p—q)
’ (m) lalloo S llum1 7.
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Dividindo a desigualdade acima por |u,||?"! e elevando a poténcia 1%(], temos que

] < |n (%) Haumsgi%] ey (2-13)

q+1)(p—

onde C7 > 0 é uma constante que nao depende de n.

Agora, iremos mostrar que
|75 (un)|| -1 — 0, quando n — oo,

A prova é dividida em uma série de estimativas.

O Lema 2.6 nos garante que, para cada u, € Ny(2), existe €, > 0 e uma
fungio diferencidvel &, : B(0,e,) C HE(Q) — R, com &,(0) =1 e &, (w)(up —w) €
N)(9), para todo w € B(0,¢,). Escolha 0 < p < €, e u € H}(2)\{0}. Defina w, =
pl\TuH' Assim, [|w,|| = p e w, € B(0,€e,), e, portanto, 1, = &, (w,) (up —w,) € Nx(Q2).
Segue de (2-9) que

Tr(a) < In(1p) + =

donde temos que
1
Ta1p) = Taleim) > =~ 1, ~ (214

Note que quando p — 0, entao 7, = uy, ja que w, — 0 e £, (w,) = £,(0) = 1.

Como Jy é Fréchet diferenciavel, segue que

lim | Ix(0p) = Iaun) = (J}(un),np — un)]

=0.
p—0 [mp — unl|
Neste caso, temos que
Ia(p) = Ta(un) = (J\(un),1p — tn) + 0p([[1, — unll) (2-15)

onde lim M = 0. Assim, de (2-14) e (2-15) obtemos que

=0 |mp—unl|
, 1
<J/\(un)anp_un> > _Ean_unH JrOp(||77p_un||)>
isto é,
, 1
(J)\(un)afn(wp)(un_wp) —Up) > _EHW — Up| +Op(an_unH)-

Somando e subtraindo adequadamente w, na desigualdade acima, temos que

1
(TA (), &n(wp) (un —w,) = tn +wp —wp) = ——|lmy = unl| +0p(|lmy — unl])-
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Portanto, temos que

(J&(un), _wp> + (gn(wp) - 1)<J&(un),un - wp>
1
> _gHﬁp_“n” +0p<”77p_“nH)- (2-16)
Como & (wy)(up — wy) = 1m, € NiA(2), entao (Jﬁ\(np),np) = 0, isto ¢,
(J\(1p),&n(wp)(up — wp)) = 0. Consequentemente, &, (wy)(J) (1)), un — wp) = 0.
Como &,(B(0,6,)) C R%, segue que (Jy(n),un —w,) = 0. Assim, somando

(J\(1p),un —wp) € =& (wp) (I3 (1)), un —w,) a equagdo (2-16) obtemos

(5 (un), —wp) + (€n(wp) = (A (n) = JA (1), un = w))

1
= = o = unll+0p([lnp — unll).

Mas w, = pﬁ. Assim substituindo na desigualdade acima temos que
Tl o} 2 =y = nll + 0y — ) ~
— (&al(wp) = D)(Jx(un) = JA(1)), tin — wp)
isto é,
u 1 0p(lImp — unll)
Bl g} < =+ 2l
() < 5ol 0
(I3 (un) = JA(0p) un — wp). (2-17)
Neste momento, gostariamos de mostrar que

lim |( J5 “ ) =0 2-18

o A(Un%m =U. (2-18)
Com efeito, mostraremos que

1
lim lim — ||, — u,| =0, (2-19)

n—oo P—>0 np

9p(ll1p = unll)

lim lim =0 (2-20)
n—oo p*)() p
¢ 1
lim 1im &) =D gy Th(0p) st — w,) = 0. (2-21)

n—o0 p*)() p
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Segue de (2-17) que

lim lim <Jf\(un), HZ—H>

. . 1 _ op([np—un|)
e

LD () = T4 ) = )]

Mas, como &, é uma fungao diferenciavel e ||w,| = p — 0 quando p — 0, segue que

lim ‘gn(wp) B fn(o) B <£;L(O)7wp>|

p—0 [,
o JGw) —1= (@ Owl
p—0 p

Pela desigualdade triangular, segue que

lim 160 (@) =11 _ 6,0 wp)l _

p—0 p p
Entao, temos que
_ /
YU T | R (A K]
p—0 P p—0 P
/
N A
p—0 P
= [&.0)]. (2-22)

Para verificarmos (2-19), (2-20) e (2-21), vamos supor que ||, (0)] < K,
onde K > 0 é uma constante que nao depende de n . Posteriormente, faremos a
verificacao deste fato.

Primeiramente, observe que

11p = unll = l[én(wp) (un —wp) — ||
< [&n(wp) = Hlfunll + 1€ (wp)[[[wpl
= [&n(wp) = l[unll +1€n(wp)]p (2-23)
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Assim, de (2-22), (2-23) e da continuidade da fungao &, segue que

1
— — < —
l%npllnp Uy < gl_f%n {U€n(wp) = 1| [[unl| +[&n(wp) o}

il Jenlw) =11 Jnly)

n p—0 p p—0 n

- @nsmnﬁ. (2-24)

Dai, utilizando a limitacdo, para sequéncia {uy,}, dada por (2-13) obtemos

1 - Nunll 1
nILIgO%%n—p||np—un|| < nhﬁnolo7||§n(0)||+g
. C? / 1
< i [T+ =0 )

Assim, provamos (2-19).
Note que, quando p — 0, entao 1, — u,. Entao, usando que o funcional J)

é de classe O, temos que

lim (J/\(un) Jf\(np),un —wp) =0.

p—0

Segue da igualdade acima e de (2-22) que

ting =)~ B -l <K0=0. 220

o que nos da (2-21).

Além disso, temos que lim M

=0. Usando (2-22), (2-23) e (2-13),
p=0 |1 — un|

temos que
o Jmo=nll () = lfunll + €n ()l
p—0 P p—0 p
_ e (W) = Ulluall
= lim + lim |6, (wp)|
< [&0)Cr+1.

Portanto, temos que

lim M = lim OP(H??P_UTLH) . ||77p_un||
P P p=0 |1y —unl| p

= 0. (2-27)

Assim, obtemos (2-20).
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Dessa forma, segue de (2-17), (2-24), (2-26) e (2-27) que

(0.5} < Lol o+ . 228)

Portanto, temos que

n—

i (o) i) <0 (229

Agora, se ao invés de u, utilizarmos —u, as estimativas serao totalmente analogas,
obtendo

nli_>ngo—<Jf\(un),H—ZH> nl_>oo<JA(un) ﬁ> <0. (2-30)

Usando as desigualdades (2-29) e (2-30) concluimos (2-18).
Observe que tomamos u € H}(2)\{0} qualquer em (2-18). Por definicao,

temos que

|3 (un)llg-1 = sup
ueH&(Q)\{O}

Assim, segue que
. / o
Tn L4 ()57 0.
Agora, vamos verificar que, de fato, ||£/,(0)] é limitado. Da equagao (2-4)

obtemos que

2 [o |Vua||Voldz + (p+1) fo [ualP|v]dz + (q+ 1) [ |a(z)||un|?|v|dx
(1 =q) Jo|Vun|?dz — (p—q) fq|un|[PTdzx] ’

[(6n(0),v)] <

para todo v € H}(€). Utilizando a desigualdade de Hélder, a norma da funcio a em

L™ e as imersoes de Sobolev, temos que

1

p
1 1 —
2ol + (p-+ 1) (Jo (k) 7 )™ (Jolofp*da) ™
|<1 - Q> fQ \Vun|2d:€ - ( - Q> fQ ‘un‘erld:U‘

g4 1
+1 =
(- Dllollo (Jo (fal®) T ) ™ (Jofofe* )™
(T=4) Jo [VunPdz — (p— ) Jo [un P 1da]
2atalllfo]] + (p+ 1) tnll? s ol + @+ Dllalloollwn | ol
(=) Jo [Vtn2dz — (p— q) Jo un P da]
2t 0]+ -+ 1)Sya? P[] + (g + DlfallosSya™ o]

{€n(0).0)] < .

_|_

- (1 =q) Jo|Vun|?dz — (p—q) fq|un|[PT1dz]
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Deixando o termo ||v|| em evidéncia e utilizando (2-13), segue que

bl|v]|
(1—4q) Jo|Vun|?> = (p—q) Jo lun|PH1dz|’

[{€n(0), v )I_‘

onde b > 0 é uma constante que nao depende de n.

Queremos mostrar que

=) [ [Vunl* = (=) [ Jual?*s] > . (231)

para alguma constante ¢ > 0 e para n suficientemente grande. Com efeito, vamos
supor que existe uma subsequéncia (a qual também chamaremos de {u,}) da

sequéncia {u,} tal que

(1=0) [ [Vun = (0=a) [ Junl" " dz = 0,(1), (2-52)

isto €,
P—q
HunHz 1 4 i /Q |un\p+1d:€+on(1). (2-33)

Assim, de (2-12) e (2-32) obtemos que
1—
el = 2+ 0,(1) > =)+ on(1).

Desse modo, temos que

/Q lun P dz > C,, (2-34)

para n suficientemente grande, onde C}, > 0 é uma constante que nao depende de n.
Como uy, € Nx(Q2), segue de (1-7) e (2-32) que

A [ a@)unl™ e = ]l = [

<——1>/ [P + 00 (1)

(?) /Q|“n|p“+0n(1>, (2-35)

q

isto é,

(%) A/Q“<96>Iu|q“d% - (%) /Q Jun [P+ 0n(1). (2-36)
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De (2-33) e (2-36), segue que

|MMP=<§E§)54aunmﬁhm+oMU

pP—q +1
< (220 Mallolnlft 001
p—
p—q +1
< (224 Ml 40000,

onde utilizamos a norma em L% da funcao a e utilizamos a imersao de Sobolev
do espaco H} () em LI+ Agora, dividindo a tltima expressdo obtida acima por

|2,]]97! obtemos

g (P—4 +1
Wqu§<5:j>AWNm5&1+OMD-

Portanto, temos que

1—¢

pP—q
fonl < | (224) Alalesgtl] 4 0ut0) 2:37)

Observagao 2.12 Note que mantemos o termo on,(1) nas duas desigualdades

acima, jd que, utilizando (2-12), temos que

i o0 _ (1)
n—00 Hun”qul n—00 Cg‘H

=0,

. . 1
isto €, o termo HO"( )

Tun]a¥T Continua sendo o (1).
n

Agora, defina

_p_ 1
1—q\ 7" (p—1 [un||? 77T
I(up) = <p——q> (1—(]) lf(ﬂu n\PHd:c —)\/Qa(x)|u|q+1dx.
n

Vamos provar que Iy(uy,) é o,(1). De (2-33) e (2-35), temos que

p
1

) = (=) (55)

- (=)

—_

Q

fﬂ |un |[PHidz

_ Py p—1
(117_—gfsz|“n|p+1+0n(1)) ]p

/Q |un‘p+1 + 0n<1)7
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implicando que

I\(un) = (1_Q)pp1 (222) (2= q)ﬁ[w]ﬁ_

1-q¢/ \1-¢ Jo lun|PHde

P_l/|u|p++0 1).

Consequentemente, temos que

Dw) = (852) [ Jual = (32) [ unl”*! +0u(D)
= on(1) (2-38)

p p
Observacgao 2.13 Note que <u/ |un|p+1+0n(1)) = (u/ |un|p+1) +op(1).

De fato, <§’T3/Q|un|p+1+o ) ( / |un|p+1) ( = quI(IELIP“) . A desi-

gualdade (2-34) nos garante que

ouDl _ . loa(D)

m ——F 7> —
n——+o0 Ing fQ ‘un‘p-f-l n——+00 IngCp

=0.

Assim,
on() '
lim 1 —+ ﬁ -
n—>-+00 B=L [ up |

- +1 b - +1\"
Consequentemente, (f—_g/ﬂ\unw +0n(1)) = (ﬁ%g/(l\un\p ) (1+o0,(1)). En-
tretanto, de (2-13), temos que

n—-+00 n—-+00

_ p
i (52 [l o)) ou) < tim (S5l o)

< lim (SYT1CETPo, (1) =0.

n—-+o0o

E assim provamos o desejado.

Por outro lado, utilizando a norma de a em L*°(£2) e as imersoes de Sobolev,
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lunl |

temos que
B g+1 q+1
T et | Aol

_p_
1—q\7 " (p—1
P—q l=q) | S)T3
_p_
P—q 1—q) | SbH)

_pP_
1—q\ 77 (p=1Y\ [lua| ™D 1
| +
= || ||9F < ) ( ) = i —MallooSg 1

p=a)  \1=a/ (spihyr

Junll?~t]

+1
— MlallooSgirlunl*

Utilizando (2-13) obtemos que

p
1—¢g\7 7T (p—1\ C;~(atD)
I (up) > ||Un||q+1 <qu> <l—q> (SpH)Ll —)\||a||o<>5:1¢11 . (2-39)
p+1)77
Agora, se tomarmos A < Az, onde A3 = min{A;, A2} e
—o\ 52T [ (g+1)
g = m (11)—_3) p-1 (11%;) EZH%’ entdo o termo entre colchetes na desigual-
p+1
dade (2-39) é maior que %(;1;%3) (%) % Fazendo uso de tal fato e da
(Spia)?
desigualdade em (2-12), segue que
1(1—g\7T (p— ch*ﬁﬂ
Ix(un) > Coq+ 15 <T> < ) ol (2-40)
p—a (Sp+1)

o que contradiz (2-38). A contradi¢do é oriunda da suposigao de que ocorre (2-32).
Dessa forma, obtemos que vale (2-31). Isso mostra que,

(€. _b

o] ¢

para todo v € H(2)\{0}, isto, é ||&,(0)] < g =K, sendo, portando, limitado.
(ii) Segue do Lema 1.24 que N, (£2) é espaco métrico completo, e, assim,
do Principio Variacional de Ekeland, temos que existe uma sequéncia minimizante

{un} C N, (Q) tal que

Jy(un) < inf J)\<u)+l :&;<Q)—|—l (2-41)
Ny () n n

1
Iz (un) < Jy(w) +g||w—un||, para cada w € N, (Q), w # up (2-42)
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Sendo assim, usando (2-41) e que u, € Ny (€2), temos que lim Jj(un) = ax(€2), ou
seja, Jy(un) = a, () +on(1).
Segue do Lemal.23 que existe uma constante C5 > 0, que ndo depende de
n, tal que
[un]| = Cs. (2-43)

Utilizando a coercividade do funcional Jy sobre Ny(2), e, portanto, sobre Ny (€2),
temos que {u,} é uma sequéncia limitada, ou seja, existe uma constante Cg > 0 que
nao depende de n tal que

Junll < C. (2-44)

Assim, substituindo o Lema 2.6 pelo Lema 2.7, a equagao (2-12) pela equagao
(2-43) e a equagao (2-13) pela equagao (2-44), as estimativas, a partir de agora, sao

andlogas as realizadas na parte (i). O

Teorema 2.14 Seja A3 > 0 como na proposi¢ao anterior, entio para X € (0,A3) o
funcional Jy tem um minimo ug € Ny (Q) que satisfaz:

i) In(ug) = ax(Q) = ay (Q) < 0;

i) ug € uma solugdo ndio negativa da equagio (Py);

iii) Jy(ug) — 0, quando A — 0.

Demonstragao. A Proposicao 2.11, item i), nos garante que existe uma sequéncia

minimizante {u,} C Nx(Q2) tal que
Ia(n) = ax(€2) +o(1);
Ji(un) = o(1), em H71(Q).

Além disso, a desigualdade (2-13) nos garante que a sequéncia em questao é limitada.

Assim a sequéncia {u,} admite uma subsequéncia (a qual também chamaremos de

{un}) tal que
uy, — ug, fracamente em Hg(Q),
para algum ua“ € H}(9Q).Usando as imersdes compactas temos que

uy, — ug , fortemente em LP1(Q)
e

up, — ug , fortemente em LIT1(Q).
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Afirmamos que [a(z)|ug |9 dz # 0. De fato, fa( )|ug |9 dz = 0, entdo, utilizando
Q

a continuidade da func¢do a e Teorema da Convergéncia Dominada A.4, temos que

Jim [ a@)lun|™de = [ a(e)lu |7+ de =0, (2.45)
Q Q

que implica, juntamento com (1-5), que

lonll? = [ funf?* iz + 0 1),
Q

Dessa forma,

1 1
In(up) = §||Un||2 — m

1
= 5 (!|un|p+1dx+on(l)) _m/|un|p+1d$+0n(1)

1
S p+l1
(5 pﬂ)/wnl da-+0,(0)

)f|u [P*1dz > 0. O que é um absurdo, ja

|, [P — )\ / (2)|un | da

implicando que lim_ In(up) = (5 S|
que, Jy(up) = ax(2) <0, quando n — oo. O que prova o desejado. Neste caso,
podemos concluir que ug #0.
Vamos provar que (J4(uy),v) = (Ji(ud),v), quando n — +oo, para todo
v € H}(Q) fixado. A convergéncia fraca nos garante que (up,v) — (uf,v), quando
n — oo, para todo v € H}(2). Como wu, — ug em LPTL(Q), entdo, a menos de
subsequéncia, u, — uj, q.t.p de Q e |uy(z)| < hy(z) € LPT(Q). Dessa forma,
|un|p Lupv = Jud P tudv qtp de Q e |unlP|v| < |hy|Plv] € LYR), ja que |hylP €
L% (Q) e v € LPY1(Q). Logo, segue do Teorema da Convergéncia Dominada A.4
que
nli_{rolo/\un\pflunvd:c:/|u6r\p*1u6rvd:c.
Q
Jim a(z) [up | Lupvde = /a(:p)|u6L|q_1ua“vdx.
Q Q

Portanto, seguem as igualdades
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lim (J}(un),v) =

n—oo

- hm /Vuand:L’ /\un\p Luvdz — /a )| Lunvdz
Q

= /Vu Voudx — /|u+|p Yudvdr — /a(x)|uar|q_1u0 vdx
Q

= <J)\<u0 );)-

Por outro lado, por hipétese, (J4(uy),v) — 0, para todo v € H}(Q). Assim,
(J5(ug),v) = 0, para todo v € H}(2). Consequentemente, se v = ug, temos que
(J5(ud),ud) = 0. Assim, uf € NA(Q)

Afirmamos que u, — uo fortemente em H3(2). Se supormos, por ab-
surdo, que u, - ug, pelo Lema(A.16), teremos que |ud||* < limianunHQ. Assim
(JA(ug ), ug) < lggloréf({]ﬁ\(un),un) =0, implicando, assim, que ug gé NA(Q2). O que é
um absurdo. A convergéncia forte juntamente com a continuidade do funcional Jy
nos garante que Jy(un) — Jx(ug), e, portanto, Jy(ug) = ax(2) < o (Q).

Vamos provar que ug € Ny (€2). Temos que uj € N(f2), assim, de (1-6) e
do fato que Jy(ud) = ax(22) < 0 obtemos

1 1 1 1
5 ol = (g = ) et de <o
2 p+1 qg+1 p+1 A

a qual implica

pP—q p—1
A (—(qul)(erl))Q/a(x)|uar|q4r1dx > (2(p+1)> ||u0||2.

Logo, segue que [a(z)|ug|¢™ dx > 0. Como estamos sob as condigdes do Caso 4,
Q

analisado na Segao 1.2 do Capitulo 1, e A < A1, a Proposigao (1.11) nos garante a
existéncia de tnicos t+ =" (ug),t~ =t~ (ug ), com 0 < tT <ty <t~ etTug,t uj €
Ny (). Mas uf € Nx(Q), logo, t7 =1 ou t~ = 1. Vamos supor que ¢t~ = 1, nesse
caso, novamente, da Proposi¢ao (1.11), temos que t_ug = uar EN,(Q) et™>0
é o tnico que satisfaz Jy(ugf) = J\(t"uf) = max J(tug). Dessa forma, temos que
I(tTug) < IA(tTud) = Ia(ug) = ax(Q). Absurdo, j& que tTug € Ny (Q) C NA(Q).
Assim, T = 1. Portanto, tTuj = uj € Ny (Q); implicando que Jy(ug) > oy (Q).
Porém, jé& haviamos mostrado que Jy(ug) < af (2), e, portanto, Jy(ug) = ai ().
Finalizamos a demonstragao do item i).

Da forma com que definimos o funcional energia Jy, temos que Jy(Jug|) =
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Ia(ug) = ai (©2). Dessa forma, podemos assumir que uj > 0, em 2. Portanto, segue
do Lema 1.8 que uj é uma solucio nao negativa do problema (P)). Finalizando a
demonstracao do item ii)

A desigualdade (1-9) do Teorema 1.4 e o Lema 1.16 nos garantem que
0> Jy(ud) > —)\1%1104, onde Cy >0 é uma constante. Assim, temos que Jy(ugd) — 0

quando A — 0. O que prova (iii) e finaliza a demonstracao da proposigao. O

Teorema 2.15 Seja A3 > 0 como na Proposicio (2.11), entdo, se A € (0,A3), o

funcional Jy tem um minimo uy, € Ny () que satisfaz:

i) In(ug) = oy ()

i) ug € uma ndo negativa para o problema (Py).

Demonstragao. A Proposigao 2.11, item ii), nos garante que existe uma sequéncia

minimizante {u,} C N, (Q) tal que
Sa(un) = oy (@) +o(1);
Ji(un) = o(1), em H71(Q).

Além disso, a desigualdade (2-44) nos garante que a sequéncia em questao é limitada.

Assim a sequéncia {u,} admite uma subsequéncia (a qual também chamaremos de

{un}) tal que
Uy, — ug , fracamente em Hg(Q),
para algum uy € H}(2). Das imersdes compactas, temos que

Uy, — ug , fortemente em LPT1(Q)
e

Uy, — ug , fortemente em LIT1(Q).

Afirmamos que v, # 0. De fato, se supormos que u, = 0, entdo
Ja(x)|ug |9 dr =0 e [ |ug |PT dz = 0. Assim, de (1-5), obtemos que lim |juy,||* = 0.
O P n—¥00
Mas, isso é um absurdo, visto que, do Lema(1.23), temos que ||u,|| > Cs.

Vamos provar que (J3(un),v) = (Jy(ug),v), quando n — oo, para todo
v € H}(Q) fixado. A convergéncia fraca nos garante que (up,v) — (ug,v), quando
n — oo, para todo v € H}(2). Como u, — ug em LPT1(Q), entdo, a menos de
subsequéncia, u, — ug, q.t.p de Q e |uy(x)] < hy(z) € LPTL(Q). Dessa forma,
|un P~ tupv — ug [P lugv q.t.p de Q e JunlPlo] < |hyPlv| € LY(), ja que |hylP €
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+1
LPT(Q) e v € LPTY(Q). Logo, segue do Teorema da Convergéncia Dominada A .4

que

nlgngo/|un|p_1unvdx:/|ua|p_1uavd:p.
Q Q

Adicionalmente, temos que LPT1(Q) estd imerso continuamente no espaco LIT1(Q),
assim, u, — ug também em L4T1(Q). Entdo, mais uma vez, u, — ug, q.t.p de (2
e |un ()] < hy(z) € LPTL(Q). Dessa forma, |a(z)||un|9|v] < ||a|so|hp(z)]|9v € LH(Q),
ja que |h,|? € L%(Q) e v € LI1(Q). Logo, utilizando novamente o Teorema da
Convergéncia Dominada, temos que

Jim a(z) [t |7 tupuda = /a(:c)|u5|q_1u0_vda:.

Q Q

Portanto segue que

lim (J}(un),v) =

n—oo
= lim /VunVUd:c—/\un\pflunvd:c—/a(az)\un\q*lunvdaz
n—oo
Q Q Q

= /VuaVvd:E—/|ua|p—1uavdx—/a(x)|ua|q_1uavdx
Q Q Q

= (Ja(ug),v).

Por outro lado, por hipétese, (J4(uy),v) — 0, para todo v € H(£2). Assim,
(J5(ug),v) =0, para todo v € H} (). Portanto, uy € Ny(9).

Afirmamos que u, — v, fortemente em H{ (). Se supormos, por ab-
surdo, que u, - ug , pelo Lema(A.16), teremos que |lug ||* < hnnlgéfﬂunHQ Assim,
(J\(ug ) ug ) < llnrggolf<J§\(un),un) = 0, implicando que uy ¢ Nx(2). O que é um
absurdo. A convergéncia forte juntamente com a continuidade do funcional J) ga-
rante que Jy(un) — Jy(ug ). Neste caso, temos que Jy(ug ) = o) (£2). Como o espago
Ny () é fechado, também temos que uy € Ny(Q2). Finalizamos a demonstracao do
item i).

Da forma com que definimos o funcional energia Jy, temos que Jy(|ug|) =
Ja(uy ) = a), (). Dessa forma, podemos assumir que ug > 0, em €. Portanto, segue
do Lema 1.8 que u; é uma solucdo nao negativa do problema (P)). Isto finaliza a
demonstracao do item ii)

O



CAPITULO 3

O Problema Concavo-Convexo com

Funcoes Peso Trocando de Sinal

Neste capitulo, baseados no artigo dos autores Brown&Wu [8], vamos
mostrar que existem duas solugbes nao-negativas para o problema (@), sempre
que A < A1. Como vimos no Lema 1.8, pontos de minimo de Jy em N)(f2), que nao
pertencam ao subconjunto NS(Q), sao pontos criticos do funcional Jy. Dessa forma,
vamos obter as solugdes desejadas encontrando pontos de minimo de J) sobre Ny (2)
e Ny (£2). Ao final do Capitulo, iremos mostrar a classe de regularidade das solugoes
encontradas e mostrar que, sob certas hipéteses uma das solugoes é positiva.

O Teorema a seguir prova a existéncia de um minimo do funcional Jy em

Teorema 3.1 Se A < A\, existe um minimo de Jy em Ny (£2).

Demonstragao. Como J) é limitado inferiormente em N)({2), entdo este também
é limitado inferiormente em Ny (€2). Portanto, a) () > —oco. Assim, existe uma
sequéncia minimizante {u, } C Ny (Q) tal que Jy(u,) — af (), quando n — +00. A
coercividade de Jy em N)(Q) garante que a sequéncia {u,} ¢ limitada em H3(€2).
Assim, existem uma subsequéncia (a qual também chamaremos, sem perda de
generalidade, de {u,}) e ug € H} (), tais que, u, — ug em H}(£2). Segue do Teorema
de Rellich-Kondrachov A.14 e do Teorema A.5 que

Up — up, em L7 (Q), r € [1,2%)
Un(x) = up(z), q.t.p. em €
|un (z)] < hy(z) € L™(22), q.t.p. em €,

a menos de subsequéncia. Como as fungoes u,, € Ny (£2), segue da equagao (1-6) que

11 , 1 1
Y o [— - / atlg
In(un) (2 p+1)||un|| <q+1 p+1> [ (a7,
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isto é,

1 1 1 1
AN —— — / g+l _ [ = _ 2 .
<q+1 p+1> o )] (2 p+1> [unl” = Ix(un)

Utilizando que (% — ﬁ) |,]|? > 0, para todo n € N segue que
Mo ) [t > () (3-1)
q+1 p+1)Ja " "
- G+l 7. _ g+1 + - o
Como ngrfoo Qa(az)\un\ dx = /Qa(x)\uo\ dz e ay (Q2) <0, aplicando o limite

com n — 400 em ambos os lados da desigualdade (3-1), temos que

1 1

- q+1 >_ +Q
A<q+1 p+1>/ﬂa(a:)\u0\ dz > —ay (2) >0,

onde a tultima desigualdade segue do Lema 1.16. Portanto, / a(z)|ugl?dz > 0 e
ug # 0. Logo, ocorre o Caso 2 ou o Caso 4, analisados na Secao 1.2 do Capitulo 1.
Dessa forma, segue da Proposigao 1.11 que existe um tnico tg = t*(ug) > 0 tal que
toug € Ny (2) e Jy(toup) <0 (Lema 1.16). Note que tanto no Caso 2 quanto no Caso
4, temos que a fungao my,, é estritamente crescente no intervalo (0,%9). Assim, segue
da igualdade (1-18) que

Yiolt) = 1 [mug(6) = [ ala) uol*!]

= 1[mug (1) = mug (to)]-

Portanto, 7;,,(t) < 0, para todo t € (0,tp), isto é, 7, ¢ uma funcao estritamente
decrescente em tal intervalo (0,to) e 7, (fo) = 0.

Queremos provar que u, — ug em H}(€)). Com efeito, vamos supor, por
absurdo, que u,, - ug. Assim, do Lema A.16, segue que Eg}r{g [un||? > [|uol|*. Dessa
forma, ng}rrgvfm (t) > vy, (t), para todo t > 0. Particularmente, para t = to, temos
que }Ilg Eg Yun (t0) > Yy, (to) = 0. Entdo, para n suficientemente grande =, (to) > 0.

Por outro lado, como u, € Ny (Q) temos que my, (1) = Joa(x)|u, |7 dzr e

My, € estritamente crescente no intervalo (0,1). Assim, 7, (1) < 0, para todo

t € (0,1). Logo, to > 1, e, portanto, Jx(touo) = Yuy(to) < Yue(l) = Jr(ug) <
liminf Jy (u,) = o (2). O que é um absurdo, ja que toup € Ny (£2). Dessa forma,
n—-+oo

un, — ug e Jy(up) = o (). Mais ainda, como ug # 0 e A < \; segue do Corolério
1.15 e do Lema 1.20 que ug € N;(Q) Concluimos assim que ug é um ponto de

minimo local do funcional Jy em Ny (£2). O
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O Préximo teorema garante a existéncia de um minimo do funcional Jy em

Ny ().
Teorema 3.2 Se A < A1, entdo existe um minimo de Jy em Ny (£2).

Demonstracido. O Corolario 1.14 garante que ) (2) > 61 > 0, logo, existe uma
sequéncia minimizante u, C Ny (), tal que Jy(u,) — o) (2), quando n — +o0. A
coercividade do operador J) restrito a Ny (£2) garante que a sequéncia u,, é limitada.
Portanto, admite subsequéncia a qual converge fraco em H{ (). Digamos, sem perda
de generalidade, que u, — ug em HE(Q).

Usando (1-7), segue que

(11 , [ 1 1 -
n) = (5= g ol = (= o7 ) @l

isto é,

1 1 11
- - b P e — | —— = 2 '
<q+1 p+1>/9 (@)l de <q+1 2) lunl”+ T2 (un)

1

Utilizando que (m — %) |un||? > 0, para todo n € N obtemos que

(L ) L) [ 6@ > T () (3-2)

g+1 p+1
Aplicando o limite, com n — +00, na equacao (3-2), segue do Teorema da Conver-

géncia Dominada A.4, que

(L _ L) bl > T Jyun) =5 (@) = 0. (3:3)

g+1 p+1

Logo, [ob(z)ug[PTdz > 0, o que implica que ug # 0. Dessa forma, temos que ocorre
o Caso 3 ou o Caso 4, estudados na Secao 1.2 do Capitulo 1. Em ambos os casos,
existe um tnico to =t~ (ug) > 0, tal que toug € Ny (2) e vy, (to) = TAX Y (1).

Queremos provar que u, — ug em H}(€)). Com efeito, vamos supor, por
absurdo, que u, - ug. Assim, do Lema A.16, temos que ||uol|? < Ll&}rrg | ||?. Mu-
nidos de tal informacao, obtemos que Jy(tgup) < }zlgfg Ia(toun) < ngrfoo Ia(toun).
Adicionalmente, como u, € Ny (2), para todo n € N, temos que t (u,) =1 e
In(un) =Y, (1) = max Yu, (t) > Yu, (t) = Jr(tuy,), para todo t > 0; particularmente,

para t = tg. Assim, segue que

I (toug) < ngrfoo Ia(toup) < nglfoo In(un) = o), (),
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o que é um absurdo, visto que toug € N, (£2). O absurdo surgiu quando supomos
que u, - ug. Dessa forma, u, — ug e, portanto, Jy(ug) = ngrfoo Ia(un) = a) (Q).
Como A < A1, o Lema 1.23 garante que N, () é fechado em H{(f2), e, assim,
up € Ny (). O

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 0.1:
Demonstracgio.[do Teorema 0.1] Como |||ul|| = ||ul|, temos que Jy(|u|) = Jy(u),
(J\(u),u) = (Jy(|u]),|ul) e v4(1) = 7|’L|(1). Assim, sem perda de generalidade, po-
demos supor que os pontos de minimo do funcional J) encontradas nos Teoremas
3.1 e 3.2, os quais chamaremos de u™ e u™, respectivamente, sdo nao negativos
em . Além disso, ut € N () e u™ € Ny (Q). O Coroldrio 1.14 e o Lema 1.16,

nos garantem que Jy(u) <0 e Jy(u~) > 0. Como Jy(u") = inf Jy = ay(Q) e
NY(9)
Ja(u™)= inf Jy=a,(), o Lema 1.8 nos garante que u*,u~ sdo pontos criticos
N{ ()

do funcional Jy, e, portanto, solucoes fracas para o problema (@Q))). Por argumento
de regularizacio via bootstrap (cf. Apéndice C), prova-se que u® € C1¥(Q), para
algum « € (0,1). Adicionalmente, da Proposicao C.15 temos que u* € C%°4(Q),

caso as funcdes a,b € C%*4(Q). Por fim, utilizando a Desigualdade de Harnack,

cf. Apéndice D, prova-se o Corolario D.5 que garante que se A < {—L e },

1
C?Z|al||U|P
entdo, a solugdo u~ encontrada é, na realidade, positiva em €. Assim, tomando

. 1—q . ~
Ao = min { —Ca * )\1}, finalizamos a demonstracao. O
C%Z|alloo|U| P



APENDICE A

Resultados de Calculo Diferencial,

Analise Funcional e Medida e Integracao

Neste apéndice iremos apresentar alguns resultados classicos de calculo

diferencial, analise funcional e de medida e integracao que utilizamos neste trabalho.

Teorema A.1 (do Divergente) Sejam ¢1,...,p, n funcoes Ct, definidas em uma

vizinhanga aberta O de Q tomando valores em C; seja p(x) = (p1(x),...,0n(2)).

di d:/ vdo.
/szpx P vdo

Demonstracao: (cf. Treves [19], p. 78).

Temos

Teorema A.2 (Identidades de Green) Sejam Q C IRYN um dominio onde vale o

Teorema do Divergente e u,v € C?(2). Entdo, valem as sequintes idéntidades

/uAvd:E: —/ Vquder/ u@da
Q 9 o0 Ov

ov  Ou
/Q(uAv—vAu)dx:/ém (ua—vg)da.

Demonstracgao: (cf. Folland [12], p. 69).

Teorema A.3 (Teorema da funcgio implicita) Seja F € C*(Z x U,Y),k > 1,
onde Y é um espago de Banach e ¥ (respectivamente U) é um subconjunto aberto
de um espago de Banach T (respectivamente X ). Suponha que F(A\*,u*) =0 e que
Di(\*,u*) € Inv(U,Y). Entao existe uma vizinhanga 3* de \* em T, uma vizinhanga
U* de w* em X e uma aplicacio g € C*(X*, X) tal que

i) F(X\,g(\) =0, para todo A € ¥*;

it)F(A\u) =0, (\u) € X" xU*, entdo u=g(\);

iii) g'(\) = —[DoF(w)] Yo D1 F(w), onde w = (A, g(\)) e A€ X*
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Demonstracao.(cf. Ambrosetti&Prodi [4] ,p.38) O

Teorema A.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja

(fn) uma sequéncia de fungoes integraveis satisfazendo:

() folx) — f(2), ¢-L.p. em €
(i1) Existe uma fungdo g € L1 (), tal que, para todo n, | fn(z) |< g(x), q¢.t.p. em 2.

Entdo, f € L1(Q) e
/Qf(:c)d:c: lim /an(:c)d:c

n—-+00

Demonstracgio: (cf. Brézis [7], p. 90).

Teorema A.5 (Reciproca do Teorema de Lebesgue) Sejam (f,) uma sequén-
cia em L"(Q) e f € L"(QY), tais que, || fr, — [ ||[r-— 0. Entao, existe uma subsequéncia
(fnun) € (fn) e uma fungdo h € L"(R2), tais que,

(i) fo,(x) — f(x), ¢.t.p. em §;
(it) | fop(x) [< h(x), VK, ¢.t.p. em Q.

Demonstracgio: (cf. Brézis [7], p. 94).

Teorema A.6 (Teorema da Representagido de Riesz) Seja 1 <r < oo e seja
¢ € (L"(Q)*). Entdo, existe uma unica fung¢do u € LT/(Q) tal que

(,f) = /Qde:c, VfeL'(Q).

Além disso,

lwllr =1 & l(ze)e -
Demonstracgao: (cf. Brézis [7], p. 97).

Teorema A.7 (Desigualdade de Hoélder) Seja fe L"(Q2) e g€ L"/(Q) com 1<
r < oo. Entdo, fg€ LY(Q) e

| 1791 da < (/Q\ﬂpdx)?(/gwg\qu)ﬁ

onde %+%:1.

Demonstracao: (cf. Brézis [7], p.92).
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Definigdo A.8 (Suporte de uma fungio continua) Seja Q C RY um aberto e

u: ) — R uma funcao continua. Definimos o suporte de u como sendo

supp(u) = {z € % u(z) # 0}.

Consideremos W17 (), com 1 < r < 00, 0 espaco usual de Sobolev equipado

com a norma
1
Feflr= (s + 1T Ve [7)7

e seja Wol " 0 subespaco fechado e convexo de W1 (Q) dado por
Wo = {ue W (Q);u |po= 0}

Teorema A.9 (Densidade) Suponha que Q é de classe O, e seja u € WHT(Q)
com 1 <r < co. Entdo, existe uma sequéncia (u,) de C§O(RN) tal que uy, |o— u
em W (Q). Em outras palavras, a restricio a Q0 de funcoes em C§(RN) formam

um subespago denso de WL (Q)
Demonstracao: (cf. Brézis [7], p. 277).

Lema A.10 Sejau€ WL (Q) com 1 <r < oo e assuma que supp(u) é um subcon-
junto compacto de Q. Entdo, u € Wol’r(Q).

Demonstracgio: (cf. Brézis [7], p.288).

Definicao A.11 Dizemos que um dominio € satisfaz a propriedade do cone se para
qualquer x € §, existe um cone limitado Cy, com vértice em x, tal que, C, estd

inteiramente contido em ().

Definicao A.12 Dizemos que um dominio ) satisfaz a propriedade de lipschitz
local se existe uma cobertura localmente finita O por abertos U, tais que, ONU sdo

grificos de fungoes uniformemente lipschitzianas.

Teorema A.13 (Imersdes Continuas de Sobolev) Sejam Q C RN um dominio
satisfazendo a propriedade do cone, 7 >0 e m > 1 inteiros positivos e 1 < k < oo.

Entdao ocorrem a sequintes imersoes continuas

N NE
(i) Sem < T Wmk(Q) — L7(Q), onde k <r < N or k*;

—mk
N
(17) Sem = T WmkE(Q) < L7(Q), onde k <1 < 00;
N . . | |
(ii1) Se - <m Witmk(Q) — CL(Q), onde C%L(Q) = {u € CV(Q); D €
L>(Q),laf <j};

Se, além disso, ) tem a propriedade de fortemente lipschitz local, entdo,
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N
(iv) Sem—1<z<m

Witmk(Q) — 09 (Q), onde 0<a<m— 7

(v) Sem—1=

Witmk(Q) — ¢I(Q), onde 0<a <1.
Demonstracao: (cf. Adams [1], p.97).

Teorema A.14 (Rellich-Kondrachov) Sejam 2 C RN um dominio satisfazendo
a propriedade do cone, m > 1 inteiro e 1 < k < oo. Entao, para qualquer 7 >0 as
imersoes abairo sao compactas:

N ) . NEk
(i) Sem < EN, WIHmE(Q) < WH(Q), onde 1 < ¢ < N o
(17) Sem = T WItmk(Q) < Wi4(Q), onde 1 < ¢ < oo;

(ii1) Se - <m Witmk(Q) < C4(Q), onde e WItME(Q) — WI4(Q), onde 1 <
q <005

(1v) Se - <m e} tem a propriedade de lipschitz local, entao,

Witmk Q) — ¢I(Q).
N . - .
(v) Sem—1< - <m e tem a propriedade de lipschitz local, entao,
N

Wjervk(Q)c_)CjJra(ﬁ), onde O<Oz<m—?.

Em particular, se N = (m — 1)k, entdo, WITm*(Q) — CIT*(Q), para 0 < o < 1.

Demonstragao: (cf. Adams [1], p.144).

A seguir enunciaremos e provaremos dois Lemas que serao de grande
importancia na demonstracao dos resultados principais deste trabalho, sendo que
o primeiro deles é uma variacao do Lema de Brézis-Lieb para o espaco de Sobolev

HE(Q).

Lema A.15 Se u, — ug em H}(Q), entio ocorre a sequinte igualdade

ol = i (funll? = f1en i (A1)
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Demonstracao. Temos que

[nl® = llun —uoll* = (un, un) = (tn — w0, tn — uo)
<un7un> - <un7un> _'_ 2<U‘n7u0> - <U‘07U‘0>

= 2(up,ug) — (ug,up).

Aplicando o limite em ambos os lados da igualdade acima, com n — +00, e utilizando

que ngrfoo (un,uo) = (up,up) segue a igualdade (A-1). 0

Lema A.16 Seja (u,) uma sequéncia em HY(Q), tal que u, — ug em HE (), porém,

un = ug. Entdo, ||lugl? < lnlglJlrgcf)HunHQ

Demonstracgdo. Como u, - ug, entio existe € > 0, tal que, |lu, —ug||?> > ¢, para

todo n € N. Dessa forma, para todo n € N,
wn|? = llun = uol* < [lun|® —e.

Aplicando o limite inferior, com n — +00, a ambos os lados da desigualdade acima,
temos que

L i [ |2 — [t —1tg|?] < T inf [[u ] . (A-2)

Assim, segue do Lema A.15 que
2 s s 2
< lim —€.
|| wol| _% ianu”” £

Consequentemente, ||ugl|? < liminf |Ju,]||?. 0
n—+o00



APENDICE B

Resultados Sobre Analise Funcional

Nao-Linear

Sempre que X for um espac¢o de Banach, vamos denotar por X* seu dual
(topoldgico), isto é, o espaco dos funcionais lineares e continuos definidos em X e
tomando valores em R. Lembramos que X* é um espaco de Banach munido com a
norma

[A} = sup{[A(u)] - v € X, [ul| = 1}.

Enunciaremos agora, diversas defini¢oes e resultados que faremos uso durante este
trabalho.

Defini¢ao B.1 (Convergéncia Forte) Seja X um espago vetorial normado e

(up) € X uma sequéncia. Dizemos que (u,) converge forte para u em X, e es-

crevemos
Up, — U,
se
lim [l u =0
onde || - || representa a norma do espago X .

Defini¢ao B.2 (Convergéncia Fraca) Seja X um espago de Banach e (u,) C X

uma sequéncia. Dizemos que (uy) converge fraco para uw € X, e escrevemos
Un — U,

se

(frun) = (fou), Vfe X"
Dessa forma, temos que, se u, — u, entao u, — u

Teorema B.3 (Compacidade Fraca) Seja X um espago de Banach reflexivo e

(un) uma sequéncia limitada em X . Entdo, eriste uma subsequéncia (un;) C (un) e
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u € X, tal que,

Up, —u. em X.
J

Demonstragio: (cf. Brézis [7], p. 69).

Teorema B.4 Seja X um espago de Banach e (uy) uma sequéncia em X e o(X,X™)

a topologia fraca em X. Entdo,

(1) up—u emo(X,X*) se, e somente se, (f,un) — (f,u), Vf € X*.

(i1) Se up — u, entao up —u em o(X, X¥).

(1ii) Se up —u em o(X,X*), entdo (|| up ||) € limitada e || v ||< liminf || uy, ||.

() Se up —u em o(X,X*) e fru = f em X* (isto é, || fn—f ||x+— 0), entao
(fn un) = (fu).

Demonstracgao: (cf. Brézis [7], p.58).

Se X é um espaco de Banach e U C X é um aberto, um funcional I em U
¢ uma aplicacdo I : U — R.
Apresentaremos, agora, algumas definicoes de diferenciabilidade e suas

principais propriedades. Tais definigoes e resultados podem ser encontrados em [5].

Definicao B.5 (Fréchet Diferenciavel) Seja X um espaco de Banach, U um
subconjunto aberto de X e seja I:U — R um funcional. Dizemos que I € (Fréchet)

diferencidvel em u € U se existe A € X* tal que

I —T(u)—A
lim (u4v)—1I(u)—Av
o]0 vl

=0 (B-1)

Definicao B.6 Seja [ : U — R um funcional diferenciavel em uw € U. O unico
elemento de X* tal que ocorre (B-1) € chamado de diferencial de Fréchet de I em

u, e é denotada por I'(u) ou por dI(u). Assim, temos que
I{u+tv) = I(u)+I'(w)v+o(]v])
quando ||v]| — 0.

Definicao B.7 Seja U um subconjunto aberto de X. Se o funcional I é diferenciavel
em todo u € U, dizemos que I é diferencidvel em U. A aplicacio I' : U — X* que
leva w e U em I'(u) € X* é chamada de derivada (de Fréchet) de I.Se a derivada
I' é continua de U em X* nds dizemos que I € de classe C' em U e escrevemos

IeCcH(U).
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Definicao B.8 Seja H um espago de Hilbert, U um subconjunto aberto de H e
seja R: H* — H o isomorfismo de Riesz. Assuma que o funcional I : U — R é
diferencidvel em u. O elemento RI'(u) € H é chamado de gradiente de I em u e é

denotado por VI(u); portanto
I'(u)o = (VI(u),0),

para todo v € H.

Observacao B.9 Neste trabalho cometeremos um abuso de notagdo denotando o
representante de I'(u) na representagio de Riesz pelo mesmo nome. Dessa forma,

escreveremos (I'(u),v) ou invés de (VI(u),v).

Definicao B.10 Seja X um espaco de Banach, U um subconjunto aberto de X e
I:U — R um funcional. Dizemos que I é Gateaux diferenciavel em u € U se existe
A€ X* tal que, para todo v € X,

lim Iu+tv)—1(u)
t—0 t

= Aw. (B-2)

Se I ¢é Gateaur diferencidvel em wu, existe um unico funcional linear A € X*

satisfazendo (B-2). Este é chamado de derivada de Gateauz de I em u e é denotado
por I (u).

Proposicao B.11 Assuma que U é um subconjunto aberto de X, que I é Gateaux
diferencidvel em U e que I}.(u) € continua em w € U. Entdo, I é também Fréchet

diferencidvel em u e Ij:(u) = I'(u).
Demonstragao: (cf. Ambrosetti & Prodi [4], p. 14).

Definicao B.12 Seja X um espaco de Banach, U um aberto de X e assuma que
I:U — R é diferenciavel. Um ponto critico de I é um ponto u € U tal que

I'(u) = 0.
Como I'(u) € um elemento do espago dual X*, isto significa que I'(u)v =0, para
todo v € X.

Agora, faremos uso dos conceitos acima para provarmos alguns resultados

a cerca do funcional J).

Lema B.13 Seja u € H}(Q), entdo

fold gy — g+1g
L R el oG T MY AT

n—-+o0o t
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para todo v € H} ().

Demonstracao. Para cada x € (), considere a seguinte funcao real f: R — R, dada
por
F(t) = lutto]Th = Ju(z) +to(z) |7

Temos que f(0) = |u|7T1, e, portanto, f(t) — f(0) = |u+tv|9H! — |u|?HL. A funcdo f
¢é continua em R, por ser a composta de duas fungdes continuas. Se supormos que
u(x) # 0. Aplicando a regra da cadeia, temos que para todo ¢t € R, tal que u+tv # 0,

vale que

(u+tv)

Py Dfu+to|” (u+to)o,

f1@t) = (g+Du+tv]?

inclusive para t = 0, temos que f'(t) = (¢+1)|u|?"tuv. Se considerarmos a funcdo
continua ¢(t) = |u+tv|, como g(0) = |u| > 0, existe uma vizinhanca [—t,¢] da origem
tal que g(t) = |u+tv| > 0, para todo elemento nesse intervalo. Assim, temos que f
é de classe C! em (0,t) (respectivamente em (—t,0)). Entdo, pelo teorema do valor
médio real existe 0(x,t) € (0,¢) (respectivamente, 6(z,t) € (—t,0) ) tal que

A ;f—(o) = f'(0(x,1)) = (g+ D)u+0v|* " (u+v)v (B-3)

(respectivamente, w = f/(6(x,—t))). Assim, temos que

O —=fO)
1 _— = .
tal%lJr t /1)
(respectivamente, lim M = f'(0)). Donde, segue que

t—0~

’ |u+tv|Q+1 _ |u|q+1
0 t

= (q+1)|u|q*1uv. (B-4)

Agora estudaremos, separadamente, o caso u(z) = 0. Nesse caso, a fungao f se resume
a f(t) = |tv]9T!. Assim, temos que
|tv|q+1

lim
t—0 t

=0,

ja que 1 < ¢+1 < 2. Provamos que independente do valor de u(z), vale (B-4).
Além disso, de (B-3), temos que

lu+ to|4H — |u|9t!
t

= (g+ Dfu+0v]v] < (g +D)[Ju|*[o] +[6]v]7].
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Como estamos fazendo |t| pequeno, e consequentemente || pequeno, podemos supor

que 0 < 1. Assim, segue que

|u+tv|9T — |y )att
t

< (q+D)[fullo] + o], (B-5)

onde o lado direito da equacdo (B-5) nio depende de t. Como H}(£2) estd imerso

. q+1_, 1a+1
continuamente em L1, temos que u,v € LI*1. Portanto, [+t - W™ ¢ pat1,

Assim, segue do Teorema da Convergéncia Dominada A.4, que

i [ @R ) o)k ot = )
t—0.J0 t Qt—0 t
logo
- a(@)(jut | — fuf Tt g1
%g% 5 ; dx-(q+1)/9a(x)|u| uvdz.
Isso conclui a prova. O

Lema B.14 Seja u € H}(Q), entdo

Pl — pt+l
i JoMeluctiol e foba ey s,

n—-+o0o t

para todo v € H} ().
Demonstragdo. A demonstracio deste Lema seque exatamente 0s mesmos passos
do Lema B.135. a

Lema B.15 O funcional Jy : H}(2) — R definido por

A

1
() = = |Jul|> = —=
A =gl - 25

1
5 (@)l e — /Q b(x)|ulPde,

onde \>0,0<qg<1<p<2*—1 e as fungoes a,b: ) — R sdo continua é de classe
ct.

Demonstragio. Sejam u,v € H(Q), entdao
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2 2
|V(u+tv)| —|Vu| dr

hm2
t—0“.JQ
_ th / (Vu,Vu)+2t(Vu, ijt?(w Vo) =(Vu.Vu) g .
t—0
= lim [ (Vu,Vou)dx
t—0JQ

= /Q (Vu,Vo)dz.

Utilizando o obtido acima e os Lemas B.13 e B.14, temos que existe a derivada de
Gateaux de Jy, em todo u € H} () para todo v € HJ (). Além disso, temos que
(J)\(u),v) é dada por

hm J)\ (u—i—tv)—JA(u) —
t—0 ¢

= /(Vu Vu)dz — )\/ o) |ul? tuvdr — /Qb(a:)\u\pfluvdx.

Neste momento devemos mostrar que J} é continua, para todo u € Hg(Q).
Com efeito, vamos mostrar que .J\ é sequencialmente continua, isto é, se u, — u,
em H}(). Entdo |(J}(un),v) — (J5(u),v)| — 0, para todo v € HE(12).

A diferenca |(J4(up),v) — (J3(u),v)| é igual a seguinte expressao

‘/ n—u),Vv) )\/ (Jun]? 1 |u|q_1u)v—/gb(|un|p_1un—|u|p_1u)v :

Utilizando a desigualdade triangular, a desigualdade de Holder e as normas em L

das fungoes a e b, obtemos que a expressao acima é menor ou igual a
[un = ull[[o]l + AHaHoo/Q [l 9™ e — ] T o]+ HbHoo/Q [ e )

Agora, iremos analisar cada termo da expressio acima. Como v € H}() e uy,

converge para u na norma do espago H&(Q), segue que
[t — ul[[[v]] =0, (B-6)

quando n — co. Além disso, pelas imersdes de Hj(Q) em LITH(Q) e LPTL(Q), temos
que up(z) — u(z), g¢.t.p de Q e existem fungdes, hgi1(z) € LITHQ) e hyii(z) €
LPTHQ), tais que |un(z)| < hg+1(2) € [un(z)| < hpi1(z). A convergéncia g.t.p implica
que | (Jun|T gy — [ul? )| [v] = 0 e [(Jun P~ up — [uP~ ) ||v] = 0 ¢.t.p em Q. Além

disso, temos as seguintes estimativas

[(Jun|®™ e = [l ) [0l < Jun| o] + fu|?fo] < Ay (@)]0] + |ul!fv] € LH(Q)
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[(JunlP ™ e = [P~ ) o] < Junl? o] + ulPlo] < B (@) o]+ [ul?lo] € LY(Q),

e assim, segue do Teorema da Convergéncia Dominada que

' =1y |ylet = .
Jim (7 = [l ) feldz = 0 (B-7)
(§
. p—1 . p—1 _ _
i (P =l ) oldz = 0. (B-5)

As equagoes (B-6), (B-7) e (B-8) implicam que a derivada de Gateaux de J existe
e é continua em todo u € HJ(Q). E assim, finalizamos a demonstragao.
O



APENDICE C

Regularizacao Via Bootstrap

Esse apéndice tem por objetivo exibir o processo de regularizacao denomi-
nado "bootstrap", que foi citado algumas vezes no presente trabalho. Primeiramente,
exibiremos algumas defini¢oes e resultado sobre o espaco das fungoes Holder conti-

nuas. [13]

Defini¢ao C.1 (Fungodes Holder Continuas) Dizemos que uma fung¢io u é Hol-

der continua em 0 com ordem « € (0,1) se existe uma constante C' > 0 tal que

lu(z) —u(y)| < Cle—y|®, com =z, yeQ. (C-1)

Definigao C.2 i) Se u:Q — R ¢ limitada e continua, nds definimos
ul| ~cey = sup |u(x)].
oy = sup )

it)A a-ésima seminorma de Hoélder de u: ) — IR é

|u(z) —u(y)]

[u] o0y = sup { Ty D€ Qex#yl,

e a a-ésima norma de Hélder é definida como seque

||U||co,a(§) = ||U||c(§) + [U]co,a(ﬁ)-

Definicao C.3 O espaco de Holder C"”O‘(ﬁ) consiste em todas as fungoes u € C’k(ﬁ)

para as quais a norma definida por

lull ga oy ::||Z ||Da“||c(ﬁ>+||z [D%ule, @)
al<k al=k

¢ finita.

Proposicao C.4 O espaco de fungoes C**(Q) é um espago de Banach.
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Demonstracgao.(cf. Evans [11], p. 255) 0

cont

Proposicio C.5 Se ke NU{0} e 0 <v < a <1, entdo CH*(Q) = CF¥(Q)

Demonstragio.(cf Furtado [13]) O

No problema (@Q)) supomos que o dominio {2 é regular. Por mais que
essa hipotese nao tenha sido utilizada nos capitulos anteriores, neste apéndice a
regularidade do conjunto €2 sera essencial. O termo “regular” pode ter diversos
significados na literatura. Entretanto, neste trabalho, dizer que conjunto €2 é regular
significa que este satisfaz as hipoteses do préoximo teorema.

O Teorema a seguir aborda dois resultados muito importantes na teoria de

regularidade para problemas elipticos. Este foi enunciado segundo [13].

s

Teorema C.6 (i)(Agmon, Douglis, Nirenberg) Suponha que Q@ CR"™ é um

dominio e u € WOI’Q(Q) ¢ uma solugdo fraca de
—Au=f, e
u=0, x€df

Suponha que Q0 é de classe C* com 0 limitada e f € L*(Q),1 < s < co. Entdo
u € W25(Q) e existe uma constante C = C(£,5) >0 tal que

lull2,s < CllFls-

(ii) (Schauder) Se ) é limitado e de classe C*%, f € C%*(Q) e u € C*Y(Q), entdo
u € C?Y(Q) e existe uma constante C = C(Q, ) >0, tal que

HUHC2,a(§) < C”cho,a(ﬁ)

A prova de (i) encontra-se em [2] e a prova de (ii) encontra-se em [14]. O Teorema
acima também pode ser usado para regularizar solugoes de problemas elipticos nao-
lineares, como é o nosso caso. Por isso, vamos utiliza-lo para provar que solugoes
ue WOI’Q(Q) do problema (@) pertencem ao espaco C*%(Q), para algum o € (0,1).

Defina g(z,u) = Aa(z)u? + b(z)uP, que corresponde ao lado direito da
equagao diferencial em (Q,). Entdo, utilizando a norma em L*°(Q) das fungoes

a e b, obtemos a seguinte condicao de crescimento sobre g:

|9(x, w)| < Allallooul +[|bl[ooul”. (C-2)
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Dessa forma, se u € L"(Q2), onde p <r < oo, entdao |ul? € LE(Q) e |ul? € Lg(Q)
Como p > ¢, temos que 7 < ¢. Assim, [u?, |ul? € L%(Q) (j& que LE(Q) ot L%(Q);
implicando que g € L7 ().

Vamos comegar o processo tratando os casos n =1 e n = 2 separadamente.
Se n =1 temos de imediato, do Teorema(A.13), que o espaco de Sobolev H}(Q) =
WOLQ(Q) cont

n = 2 temos, novamente, do Teorema(A.13), que WOLQ(Q)

C%(Q), para algum « € (0,1). Deste modo, temos o desejado. Se
ot — L*(Q), para todo
2 < s < 00. Logo, tomando s = 2p, dada a condicao de crescimento (C-2), temos que
g€ L%(Q) = L2(€2). Assim segue do Teorema(C.6), que u € W*2(). Além disso, do
Teorema(A.13), obtemos que u € C%%(Q), para algum a € (0,1).

A partir de agora, trabalharemos somente com a dimensao n > 2.

Primeiramente, segue da imersao H}(Q) < o2 (Q), que u e L¥ (Q); o que
implica, como ja vimos, que g € L ()), onde r; = ?. Assim, segue do Teorema(C.6)

que u € W2 (Q). Agora, devemos considerar trés casos:

1)2r1 > n. Entao, temos que u € C%* (), para algum « € (0,1) e finalizamos

aqui o bootstrap;

2) 2r; = n. Entdo W2 (Q) ‘= ot — L"(§2), para todo r1 <17 < co. Neste caso,
tome r de modo que % > n, pois, assim, u € L"(2), e, portando, pelo raciocinio
anterior g € L%(Q). Novamente, pelo Teorema(C.6), u € WQ’%(Q). Mas, da maneira
que tomamos 7, estamos no caso 1). Logo, u € C%*(Q)), para algum a € (0,1) e

finalizamos aqui o bootstrap;

3) Se 2r1 < n, entdo W2 (Q) ‘— ot

Neste caso devemos prosseguimos com o bootstrap.

— L"(Q), para todo r; <r < 2L = 2%,

n—2ry

As imersoes citadas nos trés casos acima sao oriundas do Teorema (A.13).

Afirmamos que 2** = n”glrl > 2% = nf2. De fato, por hipétese, temos que

p<2*—1="2%2 6 que implica que
n+2>p(n—2).
Subtraindo 4 de ambos os lados, temos que
n—2>p(n—2)—4,
dividindo a desigualdade acima por n —2, segue que

4
1>p=——,
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isto é,
1
— > 1
P=5=3
ja que 2ry < n implica que p — % > (0. Agora, multiplicando e dividindo o termo a

esquerda na desigualdade acima por n, temos que

n

—>1
pn — 22* ’

multiplicando a desigualdade acima por 2*, obtemos

2*
=n
# > 2*7
=y
e como 1] = %, segue que
o= IS or
n—2ry
Assim, existe o > 0 tal que
kk

Como estamos no terceiro caso, entdao u € L (). Portanto, g € L"(Q),

onde ry = %. Segue, mais uma vez, do Teorema(C.6), que u € W272(Q). Como

kk

observamos, 2** > 2*, e, portando, ry = 2

X
> >r) = %. Novamente,temos trés casos

a considerar:

1) Se 2ry > n, entdo, u € C%*(Q), para algum « € (0,1) e finalizamos aqui

o bootstrap;

2) Se 2ry = n, procedemos de maneira andloga ao segundo caso da primeira
etapa do bootstrap e concluimos, mais uma vez, que u € C%*(Q), para algum
a € (0,1) e finalizamos o bootstrap;

cont

— L"(Q2), para todo ry < r < 12— = 2%,

n—2ro

3) Se 2ry < n, entdao W272(Q)
Nesse caso, prosseguimos com o bootstrap.

Afirmamos que 2*** = n’_”;m > 2% = nf’;ﬁ. De fato, por hipdtese, p <
=1+ %, assim, multiplicando por n, temos que

* 1 _ nt2
2 1——n_2

2n »
n>pn—2——=pn—227,
n—2
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que é equivalente a expressao abaixo

*

2
n>pn— 2p; =pn—2pry = p(n—2ry).
Subtraindo da desigualdade acima o termo 271, obtemos
n—2ry >p(n—2ry) —2ry,

e como 2r; < n, podemos dividir a desigualdade acima por n —2ry, gerando

2T1
1>p— .
n—2ry
2r / 2nr : 22**
Note que p— n721r1 > ( se, e sO se, pn — 7%2111 > 0, que equivale a n > = 2r9,
que é o caso estudado neste momento. Assim, dividindo a desigualdade acima por
p— nzglm obtemos
1
21 > 1’
p n—2ry

e multiplicando e dividindo o termo a esquerda por % e na sequéncia multiplicando

ambos os lados por 2**, temos, respectivamente
) b b

Neste caso, temos

ron > 27,

n—2ry
Concluindo que

Além disso, note que

ok Qxx ? (0_4)
e mais, afirmamos que
2*** 2**
Qkx > 9% " (C-5)
De fato, como ro > r1, temos que
1 1

n—2re n—2ry
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multiplicando a desigualdade acima por % obtemos

n n

P _ P
n—2ry n-—2r

multiplicando e dividindo por 2** e 2*o0s lados esquerdo e direito da desigualdade

acima temos que

2** 2
e
n—2r n—2r
2 1’
Yk e
isto é
nro nriy
n—2r n—2r
2 5 1
2** 2*

Donde segue o desejado.
Dessa maneira, de (C-3), (C-4) e (C-5), segue que

Pk

2*

> (1+46)? (C-6)

Diante do terceiro caso, temos que u € LQ***(Q), e, portanto, g € L™3(),
ok

-~ Segue, mais uma vez, do Teorema(C.6), que u € W?273(Q). Como

2*** 2**
’r‘ _—
p 2=

uma vez trés, casos possiveis, onde nos dois primeiros ( quando 2r3 > n ou 2rg =n)

onde r3 =

*
vimos, 2*** > 2** > 2% e, portando, r3 = >y = 2?. Temos, mais

obteremos u € C%*(2) e no terceiro caso (quando 2r3 < n) o melhor imersio continua

, 4 kkokk . .
possivel serd no espaco L? (). Assim teremos que prosseguir com o bootstrap.

Afirmamos que 2**** = %%3 > 28 = nﬁ—% De fato, por hipdteses, temos
que p<2*—1= Z—J_rg =1+ %. Logo, multiplicando por n temos que

2
n>np—2—n2 =np — 22%.
n_

Note que np —22* > 0, se, e 86 se,np — 2% =np—2r1; > 0, que equivale a np > 2ry,
0 que ocorre, ja que estamos no caso em que np > 2rs > 2r;. Assim, dividindo a

expressao acima por np — 22" e multiplicando por p obtemos

9% 4 99* 20 22 2
p< np___np + :1+7:1+7p2*:1+ r1 '
np — 22* np — 22* np — 22* n—Q? n—2r;

Multiplicando a desigualdade acima por n, obtemos

nry x 2%
—pn—22" =p(n—2"—)=p(n—2
T L p(n , ) =p(n—2rs),

n>pn—2
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subtraindo de ambos os lados da desigualdade —2ry temos
n—2ry > p(n—2ry) — 2rg,

dividindo a desigualdade acima por n—2ry (j4 que 2ra < n), temos

2T2
l>p———F—.
p (n—2rg)
Para o caso p — (n%“;m) > (0 obtemos
1
> 1.
2
T

Multiplicando e dividindo o lado esquerdo por n/p e multiplicando a desigualdade

por 2*** obtemos

ik

n
S
n—2
p
logo,
2**** — nrs > 2**
(n—2r3)

Assim, temos o desejado. Note que, de (C-6), temos que

kR QAR pkk Pk

- 14+08)2 -

Além disso, como
r3>riy,

temos que
1 1

>
n—2r3 n—2ry

n

multiplicando ambos os lados da desigualdade por B multiplicando e dividindo

por 2¥** e 2* os lados esquerdo e direito, respectivamente, da desigualdade acima,

obtemos
kK 9%
e ik
n—ar: n—ar
3 > 1
Yotk e ?
isto é,
_nrg  _nrp
n—2r n—2r
3 > 1
Yotk Yk ’
que é 0 mesmo que
kR Ok

peex o
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Assim, de (C-3), (C-7) e (C-8), segue que

> (146)3 (C-9)

Repetindo o processo k-vezes obtemos uma sequéncia estritamente crescente

ry<ro<rg<-:---<rg,

Lk St
onde 7, = 27. Note que T’”{l =2 75— = (1 +6)% > 1+ k6, onde a tltima desigualdade

r

segue da Desigualdade de Bernoulli. Dessa forma, para k suficientemente grande
teremos 27y, > n. Consequentemente, u € C%*((2), para algum « € (0,1). Particular-
mente, u € L*().

Observacgao C.7 Para o nosso problema € suficiente que u pertenca ao espago
CY(Q), para algum o € (0,1), porém através do Teorema de Imersoes Continuas
de Sobolev (Teorema (A.13)), tomando j =1,m =1 e fazendo k grande, de modo
que i, > n, obtemos que u € CL*(Q), para algum o € (0,1).

Agora, enunciaremos e provaremos uma série de lemas que utilizaremos mais

adiante.
Lema C.8 Se 0 <u e CY*(Q), entio a funcio uP € C*(Q), p> 1.

Demonstragao. Defina a fungao h(t) := |[tu(z)+ (1 —t)u(y)|P, com ¢ € [0,1]. Entéo,
h(0) = uP(y) e h(1) = uP(z). Além disso, a funcio h é de classe C! e K/ (t) =
p(u(z) —u(y))|[tu(x) + (1 —t)u(y)|P~1. Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0,1)
tal que

Ih(1) = h(0)| = |1 (®)].

Isso implica que
pl(u(z) —u(y))||tu(z) + (1 —t)u(y) Pt
< plule) — u)ltu(@) — uly) P+ plue) — uy)] [u()P

< plule)—uly)| [|u<a:> —u<y>|p1+<sgpu>“] S ()

u(2)? = u(y)”]

Como u € C%¥(Q), entdo existe uma constante C, > 0 tal que |u(z) —u(y)| <
Colz —y|®, para todo z,y € Q, = # y. Dessa forma, segue da desigualdade (C-10)

p—1 p—1
( sup |u(x) —U(?/)|> + (SUPU> ] |z —y|*
x,yefd Q

- Ca6p|x_y|aa (C'll)

que

u(x)? —u(y)’| < pCa
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p—1 p—1
onde &, =p ( sup |u(x)— u(y)|> + (sup u) > 0. Isso finaliza a demonstra-
z,yef) Q

¢ao. O

Lema C.9 Suponha que 0 <u satisfaca as mesmas hipdteses do lema anterior e que

a fungdo continua b:Q — R pertence ao espago C**(Q). Entdo a fungio b-uP € C%*.

Demonstracgio. Como b € C%(Q)), existe uma constante Cha > 0, tal que
b(x) = b(y)| < Cpalz—y|*, 2,y € (C-12)

Note que,

|b(z)u”(x) = b(y)u”(y)| |b(z)u? (x) = b(y)u”(x) + by )uP () = b(y)u"(y)]
[b(z) = b(y)[|u” ()] + |uP(z) — u”(y)[|b(y)]

q
a(@) —a(y) (pu) T |u(x) — ()] supb.
Q Q

IN

IN

Dessa forma, de (C-11) e (C-12), temos que

p
b(@)u (@) — b ()| < Chalz—yl® <sgpu) +Catyle—y|"supb
p
= |lz—y|* [C@a <supu> +Caépsupb] , Yy € Q.
Q Q
Assim finalizamos a demonstracao. O

O lema a seguir ¢ um resultado auxiliar para a demonstracao do Lema C.11.

Lema C.10 Se0<g<1leO<k<1, entao 1 —k?<(1—k)1.

Demonstracao. De fato, como 0 < k<1 e 0 < g <1, entdao k? > k. Portando,
1—k1<1—k Como0<1l—k<leO<gqg<1,entdo (1—k)?>1—k. Dessa forma,
1-k1<(1-k)% O

O Lema C.10 implica no lema a seguir.

Lema C.11 Seja f:[0,400) — R definida por f(t) =19, onde 0 < g < 1. Entao
fec®([o,1)).

~ . o . t)—
Demonstracao. Vamos estimar os possiveis valores do quociente FO=F6) o

[t—s|?
t#s.Set=0 (ous=0), entao I:iTJ =1 (I:ifq' = 1). Por outro lado, se t,s A0 et > s,
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entao |r::;|z| = tlei(?? = 8:;2 Fazendo k = §, temos que 0 < k < 1. Entao, esta-
_ t)—
mos sob as hipdteses do Lema C.10. Logo, % < 1. Assim, supM <
t#s |t - $|q
Isso prova que f € C%4, O

Lema C.12 Se a fungio 0 <u € CO**(Q), a € (0,1), entdo a composta fou=u:
Q — R pertence ao espago C%*(Q).

Demonstracao. Temos que

[f(u(x) = flu)] _ |f(u(x)) = f(u
|z —y| Ju(x) —uly)

)| [ul@) —u(y)|
Tyl

| —~

Mas, u € C%%(Q), logo,

|f(u(z)) = fluy))] _ cile—y[*

|z —y|od T |z -yl

[f(u(@)) = Flu@)] - -

|z —y|od -

A ltima desigualdade equivale a

|uf(z) —u?(y)]
|z =y

chw xuyEQa .T?éy (C_13>

Isso prova que f(u) =ud € CO(Q). O

Lema C.13 Suponha que 0 < u satisfaca as mesmas hipdteses do lema anterior
e que a fungio continua a:Q — R pertence ao espago CV*(Q). Entdo a funcdo
a-ul e Ch,

Demonstracdo. Como a € C%¥(Q), entdo a € C%(Q). Assim, existe uma cons-

tante Coq aq(€2) > 0, tal que
|a(z) = a(y)] < Coaqlz —y|*, =y € Q. (C-14)

Note que,
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la(z)ul(z) —a(y)u’(y)| = la(@)u?(z) = aly)u?(z) + aly)u’(z)a(y)u’(y)]
|a(z) = aly)[[u? ()| + [u(z) —u?(y)]laly)|

q
la(2) —a(y) (pu) £ (@) —u ()] supa.
Q Q

IA

IA

Dessa forma, de (C-13) e (C-14), temos que

q
(a0 = )] < Conglo =1 (supu] -+ Cllo—yTsupa
q
= |z—y|™ [Ca@q <supu> +Cgsupa] , T,y € Q.
Q Q

Assim finalizamos a demonstracao. O

Observacao C.14 Como 0 < a,q < 1, entdo aq < a. Dessa forma, a Proposicao
C.5, nos garante que C%% () ot CY4(Q). Assim, mediante as hipéteses dos lemas
anteriores, temos que as fungoes u,a-u?,b-uP € C¥(Q). A Proposicio C.4 nos diz
que CV(Q) é um espago vetorial. Logo, a fungio g(z,u) = a(z)ud(x) + b(x)uP ()

definida no inicio deste Apéndice pertence ao espagco CV(QY).
Agora estamos aptos a provar a seguinte proposicao.

Proposiciao C.15 Seja 0 < u € C%(Q) uma solugdo para o problema (Q)).
Suponha que as fungées a,b € C¥(Q). Entdo u € C**(Q).

Demonstragdo. Como u, a, b € C%?(Q), os Lemas C.9 e C.13 nos garantem
que a funcdo g € C%?4(Q). Sendo assim, segue do Teorema de Schauder C.6 que
u € C229(Q) O
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A Desigualdade de Harnack

Neste apéndice vamos enunciar a desigualdade de Harnack, que serd uti-
lizada para mostrar que as solu¢oes nao negativas do problema (@) ), encontradas
nos capitulos 2 e 3, e ja regularizadas no Apéndice C, sdo, sob certas circunstancias,
solugoes positivas.

Seja U C RY um dominio limitado.

Teorema D.1 (Desigualdade de Harnack) Seja u € Wllo’g(U), 1 <r<N uma

solug@o nao-negativa da equacao
divA(z,u,Vu)+ B(z,u,Vu) =0. (D-1)

Suponha que A e B satisfazem :
(i) Existem constantes ag, by, by, a, b>0, tais que, para todo (z,z,§) €
UxRT xRN ocorre, para r>1,

D-2
B(w,2,6) < bif¢|" - bp2" 40 02

{ (A(2,2,6),8) > €] — @ —d,
(i) A(z,z,§)| < a1|§|ril+ ax2" 1+ a "t onde a1 é uma constante positiva
(>1), ac LV(U) e @ € LT1(U).

Entao, para qualquer dominio U com fecho contido em U, temos que

supu < C% [infu + Zk] : (D-3)
v’ v’
onde C s6 depende de r, N, €, a1, |||y llb1llrgor, a2+ ol k=
— max{N/p,1
lalls+ 18l 1y + @, 5 = et
de ( mesmo) raio §/4 necessdarias para cobrir U , 6 = dist(U ,0U). (Supomos 6 <4,

, com e € (0,1] e Z é o nimero de bolas

sem perda de generalidade).

Demonstragao. (cf. Pucci & Serrin [17], p.164) O
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O Teorema a seguir mostra que uma solu¢ao nao negativa para o problema

(Q) é positiva.

Teorema D.2 Sew e C* (©) é uma solugdo nio-negativa do problema (Q)), entdo
w>0 em 6.

Demonstracdo. Seja U C RY um dominio limitado de RY tal que © cC U e
dist(©,0U) = §. Defina w(z) = w(z) e by(z) = b(x) quando x € © e w(x) =0
e bo(z) =0, quando = € U\O. Agora, a nova funcdo by ndo é, necessariamente,
continua, porém, estd em L°°(U) e assume valores positivos em algum aberto de
U. Dessa forma, como w € C%%(6) é uma solucido nao-negativa do problema (Qy),

temos que w € Hy(U) é uma solugdo nio negativa do problema

—Aw = by(z)wP, xelU
w=0, zedl.

Nesse caso, temos que as fungoes A e B do Teorema de Harnack D.1 sdo A(z,2,£) =¢
e B(z,z,&) = —bp(x)zP. Além disso, temos que

(A(z,w,Vw), V) = |Vw|?

B(z,w,Vw)

IN

—_ -1 -
10l 0ot @150 17 @

-1 _
= |bllsoollw]li ow

A (z,w, V)| = | V.
p—1

0, a; =1, b =0, temos que as hipoteses da Desigualdade de Harnack D.1 sao

Dessa forma, para r =2, as =0, by =0, by = ||b]|x 0w a=0,a=0, aa=

satisfeitas. Como tomamos o conjunto U de modo que o dominio O satisfaca © CC U
e dist(©,0U) =4, temos que

supw < CZ [infw + Zk} , (D-4)
e o
onde k = ||laf|,3.0 +|/blls,0 +al|yeo =0, 5= %, com € € (0,1] e Z é o niimero
de bolas de (mesmo) raio d/4 necessarias para cobrir ©. Note que © é compacto,
logo Z é finito.

Se supormos que existe y € © tal w(y) =0, entdao de (D-5) segue que

supw < 0,
o
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implicando que w = 0. Absurdo. Consequentemente, w > 0 em O. O

No Lema a seguir, obteremos uma estimativa importante para a demons-

tracao do Teorema D.4.

Lema D.3 Se u € C%Y(Q) ¢ uma solugdo ndo-negativa do problema (Q)), com
u € N, (Q), entio existe uma constante Cg > 0, que nao depende de u e A, tal que
[ufloc = Co.

Demonstracgio. Como u € C%%(Q) ¢ solucdo de (Q)), entdo , usando o Teorema

do Divergente A.1, temos que
|ul|? = )\/Qa(x)|u|ﬁ1da:+/Qb(:c)|u|p+1d:c.
Utilizando as normas das funcoes u, a e b no espago L>°, temos que
ull? < Malloo | 5] + 1B oo ullB €2

Note que o Lema 1.23 garante a existéncia de uma constante C5 > 0, que nao depende

de u e A, tal que ||ul| > Cs, sempre que u € N, (£2). Assim, temos que
2 1 1
C5” < Mlalloo| /135182 + 1Blloo |2 155 €2]-

Portanto,
5 < |Qfmax{A[|alloc, [blloc}(llull& + lulB),
ou seja,
Cs?
| max{Allalloo, [[blloo }

< 2max{]|ul| ¢, |ul B}

Se ||ulloo € (0,1), entdo max{|lu|2, [Jul|EH} = ||lul|9 . Portanto, temos que

Cs? e
lulloe > ( ) .
S max N a0 )

Por outro lado, se ||ulle > 1, entdo max{||ul|9F!, [|u|2F!} = ||ul|EF!. Dessa forma,

temos que

ful ( Cs )_
u > .
> | ST max N a1

1
. . 2 q+1 O=2 p+1
Assim, tomando Cg = min Cs o
’ 9 2|9 max{Al[al[oo, /[0l oo } 7\ 2|9 max{Allal[oo,|[b]| o } ’

obtemos que ||u||o > Cy, para todo u € Ny (£2), solucao do problema (Qy). 0
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O Teorema a seguir mostra sob quais circunstancias uma solugao 0 < u €

CY%(Q) para o problema (Q)) é positiva.

Teorema D.4 Suponha que u satisfaca as mesmas hipoteses do Lema anterior.
Entao u>0 em 2, desde que A < —CH’—l

C?Z)|a]||U|P
Demonstracdo. Seja U € RY um dominio limitado de RN tal que Q cC U e
dist(2,0U) = 4. Defina u(z) = u(x), ap(r) = a(z) e bo(z) = b(z) quando = € Q e
u(z) =0, ap(r) =0 e by(x) = 0, quando x € U\Q. Agora, as novas funcdes ag e by
nao sao, necessariamente, continuas, porém, estao em L*°(U) e assumem valores
positivos em algum aberto de U. Dessa forma, como u € C%%(Q) é uma solucio
nao-negativa do problema (@), temos que u € H}(U) é uma solugao nao negativa
do problema
—Au = Aag(x)u? +bo(x)uP, xe€U
{ u=0, zedl. (1))

Nesse caso, temos que as fungoes A e B do Teorema de Harnack D.1sdo A(x,z,&) =&
e B(z,2,&) = —(Aap(x)2?+bo(x)2zP). Além disso, temos que

(A(z,u,Va),Va) = |Va|?,

B(z, @, V@) < Aaoll gy l|alf oo ) + oll oo 0 1l ) @

= Allall oo lull oo ) + 1bl] o ) 11l

|A(x,u, Vu)| = |Vul.

Dessa forma, parar =2, ag =0, by =0, by = Hb”Loo(Q)”u”i;l(Q), a=0,a=0, a=
0, a;=1, b= )\HaHLoo(Q)HquLOO(Q), temos que as hip6teses da Desigualdade de
Harnack D.1 sdo satisfeitas. Como tomamos o conjunto U de modo que o dominio
Q) satisfaga Q CC U e dist(Q2,0U) =4, temos que

supu < CZ [infu+ Zk] : (D-5)
9 Q

_ 1
onde k = [lalls+ bl + llallxy = [Mall L) wll 70 ) l—1)5 = Allallsl[ull& U7,
B = %, com € € (0,1] e Z é o niimero de bolas de (mesmo) raio d/4 necessarias
para cobrir . Note que Q é compacto, logo Z é finito.

Se supormos que existe y € € tal u(y) =0, entao de (D-5) segue que

supu < CZZk = CZZA|al|oo|[ul|% | U7,
Q
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que ocorre, se, e somente se,

supu
Az — {2 T (D-6)
C*Z|allso|[ull&| U7

Como a fungio u € C%*, temos que supu = ||u| . Dessa forma, a desigualdade (D-6)
Q

ocorre se, e somente se,

1—q
C®Z||all|U]7
O que contradiz nossa hipdtese, pois, do Lema D.3, temos que
C 1—q 1—q

M{ _G l}s vl (D-8)

C®Zljallc|U]7 ) C"Z|allo|U[?

Portanto, devemos ter u > 0 em €.

O

1—

Corolario D.5 Se \ < min{—ow—l,kl}, entao exite uma solucdo positiva
_ C?Z)|a||U| P

u € C%(Q) para o problema (Q)).

Demonstracao. No Capitulo 3, mostramos que, para A < A1, existe uma solucao
0 <ue N, () para o problema (Q)). No Apéndice C, mostramos que a solugao

1—q .,
Co T, estamos sob as hipdteses do Teorema
C?Z|a]||U|P
D.4. Logo, u >0 em (). O

we CY Além disso, como \ <
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