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Resumo

Karla Carolina Vicente de Sousa. PROBLEMAS ELÍPTICOS SEMI-
LINEARES COM NÃO LINEARIDADES DO TIPO CÔNCAVO-
CONVEXO. Goiânia, 2017. 95p. Dissertação de Mestrado. Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho estudaremos a existência de soluções positivas para o seguinte

problema elíptico semilinear com não linearidades do tipo côncavo-conexo







−∆u= λa(x)uq + b(x)up, x ∈ Ω

u= 0, x ∈ ∂Ω

onde Ω é uma domínio limitado de R
N , com bordo regular e 0< q < 1< p < 2∗ −1

(onde 2∗ −1 = +∞, se N = 1 ou N = 2 e 2∗ −1 = N+2
N−2 , quando N ≥ 3). Além disso,

λ > 0 é um parâmetro e a,b : Ω → R são funções contínuas que assumem valores

positivos, porém, tais funções podem mudar de sinal em Ω.

Palavras–chave

Métodos Variacionais, Problemas elípticos semilineares, Não linearidades

que trocam de sinal, Não linearidades do tipo côncavo-convexo, Variedade de Nehari,

Fibering Maps.



Abstract

Karla Carolina Vicente de Sousa. SEMILINEAR ELLIPTIC PRO-
BLEMS WITH CONCAVE-CONVEX NONLINEARITIES. Goi-
ânia, 2017. 95p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática e Estatística,
Universidade Federal de Goiás.

In this work we study the existence of positive solutions for the following semilinear

elliptic problem with concave-convex nonlinearities







−∆u= λa(x)uq + b(x)up, x ∈ Ω

u= 0, x ∈ ∂Ω

where Ω is a bounded domain in RN with smooth boundary and 0<q < 1<p< 2∗ −1

(where 2∗ −1 = +∞, if N = 1 or N = 2 and 2∗ −1 = N+2
N−2 , where N ≥ 3). Furthermore,

λ > 0 is a parameter and a,b : Ω → R are continuous functions which are somewhere

positives, however, such functions may change sign in Ω.

Keywords

Variational Methods, Semilinear elliptic problems, Sign-changing nonlinea-

rities, concave-convex nonlinearities, Nehari manifold, Fibering Maps.
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Lista de Símbolos e Notações

Notações Gerais

R
N {(x1,x2 . . . ,xN ) : xi ∈ R, ∀ i ∈ N}

Ω ⊂ RN Domínio (aberto conexo) limitado de RN

B(x,r) Bola aberta, centrada em x e de raio r > 0

U Subconjunto aberto de RN

U Fecho de U

∂U Fronteira de U

U ′ ⊂⊂ U U ′ ⊂ U

|U | Medida do conjunto U

U∗ Dual Topológico do espaço U

∇u=
(

∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, . . . , ∂u
∂xN

)

Gradiente da função u

∆u= div∇u=
∑

1≤i≤N

∂2u

∂xi
Laplaciano da função u

⇀ Convergência fraca
cont
→֒ Imersão contínua

cpt
→֒ Imersão compacta

q.t.p. quase todo ponto

Lp(U) { “Classe de funções” u : U → R :

u é mensurável e
∫

U |u|pdx < +∞}

1 ≤ p <+∞

L∞(U) { “Classe de funções” u : U → R; ∃ C >

0, tal que |u(x)| ≤ C q.t.p. x ∈ U}

W 1,p(U) { “Classe de funções” u : U → R;u ∈

Lp(U) e ∂u
∂xi

∈ Lp(U) ∀i= 1, . . . ,n}
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W 1,p
0 (U) { “Classe de funções” u : U → R;u ∈

Lp(U), ∂u
∂xi

∈ Lp(U) ∀i = 1, . . . ,n e u(x) =

0, em ∂U}

H1
0 (U) W 1,2

0 (U)

Sp+1 Melhor constante na imersão contínua de

H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω)

Sq+1 Melhor constante na imersão contínua de

H1
0 (Ω) em Lq+1(Ω)

‖ · ‖p,U Norma no espaço Lp(U)

‖ · ‖∞,U Norma no espaço L∞(U)

‖ · ‖1,p,U Norma no espaço W 1,p(U)

‖ · ‖U Norma no espaço H1
0 (U)

Nas normas definidas acima, o conjunto U será ocultado caso U = Ω.



INTRODUÇÃO

Em 1993, Ambrosetti, Brezis e Cerami [3] estudaram o seguinte problema

elíptico semilinear com não linearidades do tipo côncavo-convexo



















−∆u= λuq +up, x ∈ Ω

u > 0, x ∈ Ω,

u= 0, x ∈ ∂Ω,

(ABCλ)

onde Ω é uma domínio limitado de RN , com bordo regular, λ é um parâmetro real e

0< q < 1< p≤ 2∗ −1 (onde 2∗ −1 = +∞, se N = 1 ou N = 2 e 2∗ −1 = N+2
N−2 , quando

N ≥ 3). No citado trabalho, os autores mostraram a existência de um parâmetro

Λ > 0, de modo que, se 0 < λ < Λ, o problema (ABCλ) admite duas soluções, se

λ = Λ, o problema admite pelo menos uma solução e se λ > Λ o problema não

admite solução. Este é um dos trabalhos mais relevantes no estudo de problemas

elípticos cujas não linearidades são uma combinação entre uma função sublinear e

uma função superlinear. A partir dele surgiram diversos trabalhos nesse sentido,

como, por exemplo, os artigos dos autores Brown&Wu [8] e Wu [21], nos quais esta

dissertação é baseada.

Neste trabalho dissertaremos sobre uma espécie de generalização do pro-

blema (ABCλ). Nosso principal objetivo é discutir sobre quais circunstâncias existem

soluções positivas para o seguinte problema elíptico semilinear com não linearidades

do tipo côncavo-convexo







−∆u= λa(x)uq + b(x)up, x ∈ Ω

u= 0, x ∈ ∂Ω,
(Qλ)

onde Ω é um domínio limitado de RN , com bordo regular, λ > 0 é um parâmetro e

0< q < 1< p < 2∗ −1. Além disso, a,b : Ω → R são funções contínuas que assumem

algum valor positivo, porém, tais funções podem mudar de sinal em Ω. As funções

a e b são conhecidas como funções peso.

Baseados no artigo de Brown&Wu [8], vamos mostrar, utilizando o método

de minimização sobre a variedade de Nehari, introduzida em [16], que para λ

suficientemente pequeno é possível encontrar pelo menos duas soluções não negativas
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para o problema (Qλ). Uma das principais ferramentas é aplicar as fibering maps,

com o intuito de determinar pontos críticos sobre a variedade de Nehari. Utilizaremos

o método de regularização denomidado bootstrap para mostrar que as soluções

encontradas pertencem ao espaço C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1). Adicionalmente,

daremos condições para que as soluções estejam em C2,γ(Ω), para algum γ ∈ (0,1).

Por fim, utilizaremos a Desigualdade de Harnack, cf. [17], para mostrar que sob

certas hipóteses adicionais pelo menos uma das soluções é positiva.

Este trabalho está dividido em três capítulos e quatro apêndices assim

distribuídos:

No Capítulo 1, iremos realizar uma série de conceitos e resultados preli-

minares. Como nos dois capítulos subsequentes, trabalharemos com o método de

minimização sobre a variedade de Nehari, na seção 1.2 do Capítulo 1, definiremos

a variedade de Nehari associada ao problema (Qλ) e as fibering maps, mostrando a

associação entre estas duas ferramentas. Em seguida, na seção 1.3, enunciaremos e

demonstraremos resultados auxiliares que serão utilizados nos Capítulos 2 e 3. E, por

fim, na seção 1.4, vamos abordar diversas características topológicas da variedade

de Nehari.

No Capítulo 2 vamos estudar um caso particular do problema (Qλ), a saber:







−∆u = λa(x)uq +up, x ∈ Ω

u= 0, x ∈ ∂Ω
, (Pλ)

que é o caso em que a função b(x) ≡ 1. Baseados no artigo de Wu [21], vamos

utilizar o Princípio Variacional de Ekeland, cf. [10], para mostrar a existência de

duas soluções não negativas.

No Capítulo 3, temos por objetivo estudar o problema geral Qλ, baseados

no artigo de Brown&Wu [8]. O Teorema central deste capítulo é o seguinte:

Teorema 0.1 Existe λ0 > 0 tal que, se λ < λ0, o problema (Qλ) admite duas solu-

ções não-negativas u+,u− ∈C1,α(Ω) de energias negativa e positiva, respectivamente.

Além disso, uma das soluções encontradas é, na realidade, positiva.

No Apêndice A, enunciamos alguns resultados de Cálculo Diferencial,

Análise Funcional e Medida e Integração frequentemente utilizados neste trabalho.

O Apêndice B trata de uma revisão sobre alguns conceitos de diferenciabilidade

de funcionais definidos em espaços de Banach. Além disso, neste mesmo apêndice

aproveitamos tais resultados para mostrar a classe de regularidade do funcional

energia envolvido no problema. No Apêndice C realizamos, com muitos detalhes,

o bootstrap para o problema (Qλ). E, por fim, no Apêndice D enunciamos a

Desigualdade de Harnack e a utilizamos para mostrar que para λ> 0 suficientemente

pequeno a solução u− ≥ 0 encontrada é, na realidade, positiva.



CAPÍTULO 1

Resultados Preliminares

Neste capítulo iremos apresentar conceitos e resultados preliminares para

progresso na resolução do problema (Qλ). Tais conceitos e resultados são análogos

para o problema (Pλ), desde que façamos b(x) ≡ 1.

1.1 Conceitos Preliminares

Inicialmente, vamos definir solução fraca para o problema elíptico (Qλ).

Definição 1.1 Dizemos que u ∈H1
0 (Ω) é solução fraca para o problema (Qλ) se, e

só se,
∫

Ω
∇u∇v dx= λ

∫

Ω
a(x)uqv dx+

∫

Ω
b(x)upv dx, (1-1)

para toda função v ∈H1
0 (Ω).

Utilizaremos, neste trabalho, o produto interno usual do espaço de Sobolev

H1
0 (Ω), isto é, se u,v ∈H1

0 (Ω), então

〈u,v〉 =
∫

Ω
∇u · ∇v dx.

Tal produto interno gera a seguinte norma

‖u‖ =
√

〈u,u〉 =
(∫

Ω
|∇u|2 dx

)
1
2

.

Como estamos em busca de soluções positivas para o problema, vamos

definir o funcional energia Jλ : Ω → R associado como

Jλ(u) =
1
2

‖u‖2 −
λ

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−

1
p+ 1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx. (1-2)

De acordo com o Apêndice B, Jλ é um funcional de classe C1(H1
0 (Ω),R), cuja
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derivada de Gâteaux em u ∈H1
0 (Ω) é dada por

< J ′
λ(u),v >=

∫

Ω
∇u∇v dx−λ

∫

Ω
a(x)|u|q−1u v dx−

∫

Ω
b(x)|u|p−1uv dx, (1-3)

para toda direção v ∈H1
0 (Ω).

Neste caso, 0 ≤ u ∈ H1
0 (Ω) é solução fraca para o problema (Qλ) se, e

somente se, é ponto crítico do funcional Jλ.

O Teorema a seguir mostra que o ínfimo do funcional energia Jλ em H1
0 (Ω)

não é atingido.

Teorema 1.2 O funcional energia Jλ(u) é ilimitado inferiormente em H1
0 (Ω).

Demonstração. Como a função b(x) assume valores positivos, seja x0 ∈ Ω tal

que b(x0) > 0. Nesse caso, pela continuidade da função b, existe r0 > 0 tal que

b(x) > 0, para todo x ∈ B(x0, r0) ⊂ Ω. Sendo assim, tome u ∈ C∞
0 (B(x0, r0)), e

então,
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0. Dessa forma, para t > 0

Jλ(tu) =
t2

2
‖u‖2 −

λtq+1

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1 −

tp+1

p+ 1

∫

Ω
b(x)|u|p+1. (1-4)

Portanto, lim
t→∞

Jλ(tu) = −∞. Demonstrando o desejado. 2

1.2 A Variedade de Nehari e as Fibering Maps

O Teorema 1.2 nos mostra que a minimização global não gera pontos críticos.

Neste caso, podemos considerar a variedade de Nehari, introduzida em [16]. A

variedade de Nehari para o problema (Qλ) é definida por

Nλ(Ω) = {u ∈H1
0 (Ω)\{0} : 〈J ′

λ(u),u〉 = 0}.

Na realidade, da maneira com que foi definida, Nλ(Ω) é apenas um conjunto.

Mais adiante daremos condições para que Nλ(Ω) seja, de fato, uma variedade

diferenciável. No decorrer do texto, chamaremos Nλ(Ω) de variedade de Nehari,

mesmo sem antes provar tal fato, cometendo assim um abuso de linguagem bastante

comum em textos que tratam sobre o assunto.

Observação 1.3 Note que a escolha do conjunto Nλ(Ω) é conveniente, haja visto

que soluções não-negativas para o nosso problema pertencem a tal conjunto. Assim,

devemos provar que Nλ(Ω) 6= ∅, para que possam haver pontos críticos não-triviais

do funcional Jλ, e portanto, soluções para o problema (Qλ).
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Utilizando a definição da variedade de Nehari e a equação (1-3), temos que

‖u‖2 −λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx= 0, (1-5)

sempre que u ∈Nλ(Ω). Neste caso, obtemos

‖u‖2 −λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx=

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx (1-6)

‖u‖2 −
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx= λ

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx. (1-7)

As identidades (1-6) e (1-7) serão frequentemente utilizadas neste trabalho.

O teorema a seguir nos garante que o ínfimo do funcional energia Jλ sobre

Nλ(Ω) é finito, isto é, αλ(Ω) >−∞, onde αλ(Ω) := inf
u∈Nλ(Ω)

Jλ(u).

Teorema 1.4 O funcional Jλ é coercivo e limitado inferiormente em Nλ(Ω).

Demonstração. Utilizando (1-6), que a ∈ L∞(Ω) e que H1
0 (Ω) está imerso conti-

nuamente no espaço Lq+1(Ω) temos que

Jλ(u) =

(

1
2

−
1

p+ 1

)

‖u‖2 −λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx

≥
p−1

2(p+ 1)
‖u‖2 −λ

p− q

(p+ 1)(q+ 1)
‖a‖∞S

q+1
q+1‖u‖q+1

= ‖u‖2
(

C1 −λC2‖u‖q−1
)

(1-8)

onde Sq+1 é a melhor constante na imersão contínua de H1
0 (Ω) em Lq+1(Ω) e

C1 = p−1
2(p+1) e C2 = p−q

(p+1)(q+1)‖a‖∞S
q+1
q+1 são constantes positivas que não dependem

de u. Note que, se ‖u‖ ≥
(

2λC2
C1

)
1

1−q , então C1 − λC2‖u‖q−1 ≥ C1
2 . Dessa forma,

Jλ(u) ≥ ‖u‖2
(

C1
2

)

, sempre que ‖u‖ ≥
(

2λC2
C1

)
1

1−q . Portanto, o funcional Jλ é coercivo.

Adicionalmente, nesse caso, temos que

Jλ(u) ≥

(

2λC2

C1

)
2

1−q (C1

2

)

= C3

De (1-8) temos que

Jλ(u) ≥
(

C1‖u‖2 −λC2‖u‖q+1
)

≥ −λC2‖u‖q+1.
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Assim, se ‖u‖ ≤
(

2λC2
C1

)
1

1−q , temos que

Jλ(u) ≥





−λC2

(

2λC2

C1

)

q+1
1−q





= −λ
2

1−qC4,

onde C4 = C2

(

2C2
C1

)

q+1
1−q > 0. Consequentemente, para todo u ∈Nλ(Ω), temos que

Jλ(u) ≥min{C3,−λ
2

1−qC4} = −λ
2

1−qC4, (1-9)

já que C3 > 0. Portanto, Jλ(u) é limitado inferiormente em Nλ(Ω). 2

O Teorema 1.4 nos garante a existência de sequência minimizante em Nλ(Ω).

A seguir definiremos uma classe de funções importantíssima para o estudo

do problema (Qλ).

A variedade de Nehari está associada ao comportamento de funções deno-

minadas fibering maps. Tais funções são definidas, para cada u ∈ H1
0 (Ω)\{0}, da

seguinte forma

γu(t) = Jλ(tu) (1-10)

=
t2

2
‖u‖2 −λ

tq+1

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−

tp+1

p+ 1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx (1-11)

onde t > 0. Derivando (1-10) e (1-11), obtemos, respectivamente,

γ′
u(t) = 〈J ′

λ(tu),u〉 (1-12)

= t‖u‖2 −λtq
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx− tp

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx (1-13)

Note que, como t > 0, segue de (1-12) que

γ′
u(t) =

1
t
〈J ′

λ(tu), tu〉, (1-14)

implicando, assim, que t > 0 é ponto crítico de γu se, e só se, tu ∈ Nλ(Ω).

Particularmente, u ∈Nλ(Ω), se, e só se, t= 1 é ponto crítico de γu.

Dessa forma, a tarefa de mostrar que Nλ(Ω) 6= ∅ pode ser substituída por

encontrar pontos críticos para as fibering maps.

Observação 1.5 Usando o funcional Jλ, observe que tu ∈Nλ(Ω) se, e somente se,

−tu ∈Nλ(Ω). Isso justifica a definição da fibering map somente para t > 0.
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Note que encontrar pontos críticos de γu determinando-os explicitamente é

inviável. Dessa forma, para cada u∈H1
0 (Ω)\{0}, definimos a seguinte função auxiliar

mu(t) = t1−q‖u‖2 − tp−q
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx, t > 0. (1-15)

Neste caso, teremos

mu
′(t) = (1 − q)t−q‖u‖2 − (p− q)tp−q−1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx. (1-16)

Derivando novamente, obtemos

mu
′′(t) = (1 − q)(−q)t−q−1‖u‖2 − (p− q)(p− q−1)tp−q−2

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx. (1-17)

Deixando tq em evidência na equação (1-13), obtemos que

γ′
u(t) = tq

(

t1−q‖u‖2 −λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx− tp−q

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

)

(1-18)

= tq
(

mu(t) −λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx

)

. (1-19)

Deste modo, de (1-19) e (1-14), conseguimos as equivalências

tu ∈Nλ(Ω) ⇔ γ′
u(t) = 0 ⇔mu(t) = λ

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx, t > 0. (1-20)

A partir de agora, podemos escolher entre provar que a variedade de Nehari,

Nλ(Ω), é não vazia; encontrar pontos críticos para as fibering maps ou resolver a

equação mu(t) = λ
∫

Ω a(x)|u|q+1dx, para t > 0.

Calculando a derivada segunda de γu, obtemos que

γ′′
u(t) = ‖u‖2 −λqtq−1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−ptp−1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx (1-21)

=
1
t2

(

‖tu‖2 −λq
∫

Ω
a(x)|tu|q+1dx−p

∫

Ω
b(x)|tu|p+1dx

)

=
1
t2
γ′′

tu(1), t > 0. (1-22)

Se u ∈ Nλ(Ω), então t = 1 é um ponto crítico da função γu. Sendo assim,

podemos caracterizá-lo de acordo com o sinal da derivada segunda de γu, isto é,

verificar se γ′′
u(1) > 0, γ′′

u(1) < 0 ou γ′′
u(1) = 0. No caso do problema (Qλ), veremos

mais adiante, que essa caracterização equivale a verificar se o ponto crítico é um

ponto de mínimo local , de máximo local ou de inflexão, respectivamente. Dessa

forma, similarmente ao método utilizado por Tarantello [18], nós dividimos Nλ(Ω)
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em três partes:

N+
λ (Ω) = {u ∈Nλ(Ω) : γ′′

u(1)> 0}

N−
λ (Ω) = {u ∈Nλ(Ω) : γ′′

u(1)< 0}

N0
λ(Ω) = {u ∈Nλ(Ω) : γ′′

u(1) = 0}.

Observação 1.6 Se t > 0 é tal que tu ∈Nλ(Ω) (isto é, se γ′
u(t) = 0 ou γ′

tu(1) = 0),

então de (1-7) e (1-21), segue que

γ′′
u(t) = (1 − q)‖u‖2 − (p− q)tp−1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx. (1-23)

Estas informações, juntamente com (1-22) e (1-16), implicam que

γ′′
u(t) =

1
t2
γ′′

tu(1) = tqm′
u(t). (1-24)

A equação (1-24) nos diz que para caracterizarmos um ponto crítico de γu basta

olharmos para o sinal da derivada primeira de mu relativa a tal ponto.

Uma vez definidos os subconjuntos acima, estamos aptos a enunciar o

próximo teorema, que dá uma condição suficiente para que o conjunto Nλ(Ω) seja,

enfim, uma variedade diferenciável.

Teorema 1.7 Se N0
λ(Ω) = ∅, então o conjunto Nλ(Ω) é uma variedade de classe

C1.

Demonstração. Temos que Nλ(Ω) =G−1
λ ({0}), onde Gλ :H1

0 (Ω)\{0} → R é uma

função definida por

Gλ(u) = 〈J ′
λ(u),u〉 = ‖u‖2 −λ

∫

Ω a(x)|u|q+1dx−
∫

Ω b(x)|u|p+1dx.

Note que Gλ é uma função de classe C1, cuja derivada de Gâteaux em u ∈

H1
0 (Ω)\{0}, na direção do vetor v, é dada por

〈G′
λ(u),v〉 = 2

∫

Ω
∇u∇vdx− (q+ 1)λ

∫

Ω
a(x)|u|q−1uvdx− (p+ 1)

∫

Ω
b(x)|u|p−1uvdx.

Queremos provar que Nλ(Ω) =G−1
λ ({0}) é variedade. Com efeito, vamos mostrar que

0 é valor regular de Gλ(u). Isto é equivalente a mostrar que, para todo u ∈ Nλ(Ω),

a função G′
λ(u) : H1

0 (Ω) → R é sobrejetora, ou seja, que existe v ∈ H1
0 (Ω) tal que
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〈G′
λ(u),v〉 6= 0. Mas como u ∈Nλ(Ω), basta tomar v = u que teremos

〈G′
λ(u),u〉 = 2‖u‖2 − (q+ 1)λ

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx− (p+ 1)

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

=
[

‖u‖2 − qλ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−p

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

]

+
[

‖u‖2 −λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

]

= γ′′
u(1) + 〈J ′

λ(u),u〉

= γ′′
u(1). (1-25)

Como N0
λ(Ω) = ∅, temos que γ′′

u(1) 6= 0, e, portanto, G′
λ(u) :H1

0 (Ω) →R é sobrejetora

para cada u ∈Nλ(Ω). Assim, finalizamos a demonstração. 2

O lema a seguir exibe uma condição suficiente para que a minimização sobre

Nehari gere pontos críticos para o funcional Jλ.

Lema 1.8 Suponha que u0 é um ponto de máximo local (mínimo local) para Jλ em

Nλ(Ω). Então, se u0 /∈N0
λ(Ω), u0 é um ponto crítico de Jλ.

Demonstração.

Estamos com o seguinte problema de otimização:

max(min)inizar o funcional Jλ restrito à Nλ(Ω) ,

onde Nλ(Ω) =G−1
λ {0} e Gλ é como no teorema anterior.

Assim, pelo Teorema de Multiplicadores de Lagrange, cf. Zeidler [22], temos

que existe µ ∈ R tal que

〈J ′
λ(u0),v〉 = µ〈G′

λ(u0),v〉, (1-26)

para todo v ∈ H1
0 (Ω). Tomando v = u0 e usando que u0 ∈ Nλ(Ω), segue de (1-25)

que 〈G′
λ(u0),u0〉 = γ′′

u0
(1), o qual é diferente de zero, por hipótese. Segue de (1-26)

que µ= 0. Portanto, u0 é ponto crítico de Jλ. 2

O Lema anterior garante que minimizar sobre Nehari é eficiente para obter

pontos críticos para o funcional energia Jλ (desde que tal ponto crítico não pertença

a N0
λ(Ω)), e, assim obter soluções fracas para (Qλ). Entretanto, antes de tentar

encontrar tais pontos críticos, devemos verificar se a variedade de Nehari é ou não

vazia. Com efeito analisaremos as fibering maps definidas anteriormente.

Os comportamentos das funções mu e γu dependem dos sinais das integrais
∫

Ω a(x)|u|q+1dx e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx. Agora vamos analisar todos os casos possíveis para
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o comportamento da função mu:

Caso A Se
∫

Ω b(x)|u|p+1dx≤ 0, temos que

mu(t) = t1−q‖u‖2 − tp−q
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx > 0, ∀ t > 0

e a derivada

m′
u(t) = (1 − q)t−q‖u‖2 − (p− q)tp−q−1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx > 0, ∀ t > 0.

Portanto, a função mu é estritamente crescente e positiva em (0,+∞). Além disso,

como lim
t→0

mu(t) = 0, pelo Teorema do Valor Intermediário, temos que a imagem de

mu é uma bijeção com a semi-reta R
∗
+. A Figura 1.1 ilustra um possível gráfico de

mu neste caso.

Figura 1.1: Possível gráfico da função mu no Caso A.

Caso B Se
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0, a função mu satisfaz as seguintes propriedades:

(i) lim
t→+∞

mu(t) = −∞;

(ii) lim
t→0

mu(t)
t1−q = ‖u‖2 > 0;

(iii) Existe um único t = tmax(u) =
(

(1−q)‖u‖2

(p−q)
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

)
1

p−1

> 0, tal que

m′
u(tmax(u)) = 0. Mas ainda, m′

u(t) > 0, para todo t ∈ (0, tmax) e m′
u(t) < 0, para

todo t ∈ (tmax,+∞) ;

(iv) Substituindo t= tmax(u) em (1-15) obtemos

mu(tmax) =
p−1
p− q









(1 − q)‖u‖2

(p− q)
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx









1−q
p−1

‖u‖2 > 0;
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(v) Substituindo t= tmax(u) em (1-17) obtemos

m′′
u(tmax(u)) = (1 − q)(1 −p)









(1 − q)‖u‖2

(p− q)
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx









− 1+q
p−1

‖u‖2 < 0. (1-27)

As propriedades (i) e (ii) nos garantem que mu é uma função que troca de sinal

em (0,+∞), fica positiva em uma vizinhança da origem e realiza valores negativos

para t > 0 suficientemente grande. Já as propriedades (iii), (iv) e (v) mostram que a

função mu cresce estritamente no intervalo (0, tmax), atinge seu máximo global em

tmax(u) e, em seguida, decresce estritamente no intervalo (tmax,+∞). Note que a

única raiz positiva da função mu é

t= t̄(u) =









‖u‖2
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx









1
p−1

> tmax.

Utilizando as informações obtidas acima, concluímos que para cada s ∈ (−∞,0],

existe um único t > 0, o qual pertence ao intervalo [t̄,+∞), tal que, mu(t) = s. A

Figura 1.2 ilustra um possível gráfico de mu neste caso.

Figura 1.2: Possível gráfico da função mu no Caso B.

Uma vez analisadas as possibilidades para a função auxiliar mu estamos

prontos para analisar todas as possibilidades para as fibering maps. Temos quatro

casos a considerar:

Caso 1 Neste caso estamos supondo que
∫

Ωa(x)|u|q+1dx≤ 0 e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx≤ 0

são verificadas. Assim, estamos na situação descrita pelo Caso A e ilustrada pela
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Figura 1.1 para a função mu. Consequentemente, temos que mu(t) > 0, para todo

t > 0. Portanto, não existe t > 0 tal que mu(t) = λ
∫

Ω a(x)|u|q+1dx≤ 0. Deste modo,

as equivalências em (1-20) garantem que não existe múltiplo algum de u em Nehari.

Com respeito as fibering maps, temos que γu(t) > 0 e γ′
u(t) > 0, para todo

t > 0, isto é, a função γu(t) é estritamente crescente e positiva, para todo t > 0. A

Figura 1.3 ilustra um possível gráfico da função γu neste caso.

Observação 1.9 Note que, se
∫

Ω a(x)|u|q+1dx≤ 0 e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx≤ 0, para todo

u ∈ H1
0 (Ω), teríamos que Nλ(Ω) = ∅. Portanto, a equação (Qλ) só teria solução

trivial. De fato, se supormos que existe u ∈ H1
0 (Ω) solução para (Qλ) satisfazendo

as hipóteses do Caso 1, de (1-5), teríamos que

‖u‖2 =
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx+

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx≤ 0,

o que implica que ‖u‖ = 0, e, portanto, u = 0 q.t.p. de Ω. Mas, vale ressaltar, que

este caso não pode ocorrer para todo u∈H1
0 (Ω)\{0}, já que, por hipótese, as funções

a e b assumem algum valor positivo, e, portanto, sempre podemos conseguir funções

em C∞
0 (B), onde B é uma bola contida em Ω, na qual a função a ou(e) a função b

assume(m) valores positivos.

Figura 1.3: Possível gráfico da função γu no Caso 1.

Caso 2 Este é o caso em que u ∈ H1
0 (Ω) satisfaz

∫

Ω a(x)|u|q+1dx > 0 e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx ≤ 0. Dessa forma, continuamos na situação descrita no Caso
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A. Porém, agora, como
∫

Ω a(x)|u|q+1dx > 0 e a imagem da função mu é uma bijeção

com a semi-reta R∗
+, existe um único t+ = t+(u)> 0 com mu(t+) = λ

∫

Ωa(x)|u|q+1dx

e m′
u(t+)> 0.

Quanto a função γu, de (1-20) e (1-24), temos, respectivamente, que t+ =

t+(u)> 0 é seu único ponto crítico e γ′′
u(t+)> 0. Logo, t+ é um mínimo local de γu

(ou, equivalentemente, t+u ∈N+
λ (Ω)). Neste caso, também temos que

lim
t→0

γu(t)
tq+1

= −
λ

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx < 0,

isto é, em uma vizinhança da origem a fibering map assume valores negativos. Mais

ainda, lim
t→+∞

γu(t) = +∞. Munidos de tais informações e da unicidade do ponto

crítico de γu, para t > 0, concluímos que t+ é ponto de mínimo global e γu(t+)< 0.

A Figura 1.4 ilustra um possível gráfico da função γu neste caso.

Figura 1.4: Possível gráfico da função γu no Caso 2.

Caso 3 Este é o caso em que u ∈ H1
0 (Ω) satisfaz

∫

Ωa(x)|u|q+1dx ≤ 0 e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0. Assim, estamos na situação descrita no Caso B com res-

peito a função mu. Nesse caso, a imagem da função mu restrita ao intervalo

[t̄,+∞) é uma bijeção com respeito à semi-reta R⋆
−, e, portanto, existe um único

t− = t−(u) ≥ t̄ > 0 com mu(t−) = λ
∫

Ωa(x)|u|q+1dx e m′
u(t−)< 0.

Dessa forma, de (1-20) e (1-24), temos, respectivamente, que t− > 0 é o

único ponto tal que γ′
u(t−) = 0 e γ′′

u(t−) < 0, ou seja, t−é um máximo local para γu
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(o que equivale a dizer que t−u ∈N−
λ (Ω)). Mais ainda, temos que

lim
t→0

γu(t)
tq+1

= −
λ

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx≥ 0

(o que mostra que em uma vizinhança da origem a fibering map é não-negativa) e

lim
t→+∞

γ′
u(t) = −∞. Munidos de tais informações e da unicidade do ponto crítico de

γu, para t > 0, concluímos que t− é ponto de máximo global e γu(t−)> 0. A Figura

1.5 ilustra um possível gráfico que descreve a função γu nesse caso.

Figura 1.5: Possível gráfico da função γu no Caso 3.

Caso 4 Neste caso estamos supondo que
∫

Ω a(x)|u|q+1dx > 0 e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0

são verificadas. Assim, estamos novamente na situação descrita no Caso

B para a função mu. Além disso, a função γu é negativa em uma vizi-

nhança da origem e também para t > 0 grande. Como λ
∫

Ω a(x)|u|q+1dx > 0 e

mu(tmax) = (tmax)1−q‖u‖2 p−1
p−q > 0 é o maior valor que a função mu assume, exis-

tem três possíveis subcasos que devemos considerar e analisar:

(i) Se λ suficientemente pequeno, de modo que λ
∫

Ω a(x)|u|q+1dx <

mu(tmax), teremos a existência de únicos 0 < t+ < tmax e tmax < t−, tais que,

mu(t+) = mu(t−) = λ
∫

Ωa(x)|u|q+1dx, com m′
u(t+) > 0 e m′

u(t−) < 0. O que equi-

vale a dizer que vão existir t+ = t+(u) e t− = t−(u) tais que t+(u)u ∈ N+
λ (Ω) e

t−(u)u∈N−
λ (Ω). A Figura 1.6 ilustra um possível gráfico da função γu neste subcaso.
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Figura 1.6: Possível gráfico da função γu no Subcaso (i).

(ii) Se λ
∫

Ωa(x)|u|q+1dx=mu(tmax), então tmax será o único ponto crítico

da função γu. Como m′
u(tmax) = 0, de (1-24) temos que γ′′

u(tmax) = 0, isto é,

tmax(u)u∈N0
λ(Ω). Este é o único caso em que o ponto crítico de γu possui derivada

segunda nula. Vamos mostrar que, neste caso, tmax é ponto de inflexão. De fato, da

Figura 1.7: Possível gráfico da função γu no Subcaso (ii).
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equação (1-19), segue que

γ′′
u(t) = qtq−1[mu(t) −mu(tmax)]+ tqm′

u(t)

e,

γ′′′
u (t) = q(q−1)tq−2[mu(t) −mu(tmax)]+ 2qtq−1m′

u(t) + tqm′′
u(t).

Assim, de (1-27), temos que γ′′′
u (tmax) = (tmax)qm′′

u(tmax) 6= 0. Portanto,

tmax(u) é um ponto de inflexão de γu. Mais ainda, como tmax é o máximo global da

função auxiliar mu, de (1-19), temos que γ′
u(t) ≤ 0 para todo t > 0, ou seja, a função

γu é não-crescente. Note que, neste caso, a função será sempre negativa, visto que

a mesma já assume valores negativos para t > 0 pequeno. A Figura 1.7 ilustra um

possível gráfico da função γu neste subcaso.

(iii) Finalmente, caso λ seja grande, de modo que λ
∫

Ω a(x)|u|q+1dx >

mu(tmax), então, γu não terá pontos críticos ou, equivalentemente, não existirão

múltiplos de u em Nλ(Ω). Nesse caso, a equação (1-20) nos garante que a função γu

é decrescente e negativa.A Figura 1.8 ilustra um possível gráfico da função γu neste

subcaso.

Figura 1.8: Possível gráfico da função γu no Subcaso (iii).

Assim, finalizamos a análise de todas as possibilidades para o comporta-

mento das fibering maps.
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1.3 Principais Resultados Auxiliares

Nesta seção, vamos provar a existência de λ1 > 0, tal que, se λ < λ1 e

u ∈H1
0 (Ω)\{0} satisfaz

∫

Ω a(x)|u|q+1dx > 0 e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0 , então ocorrerá o

descrito no Caso 4(i), da seção 1.2 e ilustrado pela Figura 1.6.

O Lema a seguir garante que a função γu sempre assume valores positivos,

desde que λ seja suficientemente pequeno.

Lema 1.10 Existe λ1 > 0 tal que, quando λ ∈ (0,λ1), γu assume valores positivos,

para todo u ∈H1
0 (Ω)\{0}.

Demonstração.

Se
∫

Ω b(x)|u|p+1dx ≤ 0, então lim
t→+∞

γu(t) = +∞, e, portanto, para t sufici-

entemente grande, temos que γu(t)> 0, para todo λ > 0.

Agora, se
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0, defina a seguinte função

hu(t) :=
t2

2
‖u‖2 −

tp+1

p+ 1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx, t > 0.

Então, temos as seguintes identidades

h′
u(t) = t‖u‖2 − tp

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

= t
(

‖u‖2 − tp−1
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

)

.

Logo, h′
u(t) = 0 se, e só se, t = t0 =

(

‖u‖2
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

)
1

p−1

. Calculando a derivada

segunda da função hu, obtemos

h′′
u(t) = ‖u‖2 −ptp−1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx.

Consequentemente,

h′′
u(t0) = ‖u‖2 −pt0

p−1
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx,

= ‖u‖2 −p

(

‖u‖2

∫

Ω b(x)|u|p+1dx

)

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

= ‖u‖2 −p‖u‖2

= (1 −p)‖u‖2 < 0.

Assim, hu(t0) = max
t≥0

hu(t). Como uma consequência, temos as seguintes igualdades
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hu(t0) =
t0

2

2
‖u‖2 −

t0
p+1

p+ 1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

= t0
2

(

‖u‖2

2
−
t0

p−1

p+ 1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx

)

=

(

‖u‖2

∫

Ω b(x)|u|p+1dx

)
2

p−1
(

‖u‖2

2
−

‖u‖2

p+ 1

)

=

(

‖u‖2

∫

Ω b(x)|u|p+1dx

)
2

p−1
(

p−1
2(p+ 1)

)

‖u‖2

=

(

‖u‖2‖u‖p−1

∫

Ω b(x)|u|p+1dx

)
2

p−1
(

p−1
2(p+ 1)

)

=

(

p−1
2(p+ 1)

)(

‖u‖2(p+1)

(
∫

Ω b(x)|u|p+1dx)2

)

1
p−1

. (1-28)

Além disso, temos que

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx ≤

∫

Ω
b+(x)|u|p+1dx

≤ ‖b+‖∞S
p+1
p+1‖u‖p+1,

onde b+(x) = max{0, b(x)} e Sp+1 é a melhor constante na imersão contínua de

H1
0 (Ω) em Lp+1(Ω). Portanto, de (1-28), segue que

hu(t0) ≥

(

p−1
2(p+ 1)

)







‖u‖2(p+1)

(

‖b+‖∞S
p+1
p+1‖u‖p+1

)2







1
p−1

=

(

p−1
2(p+ 1)

)





1

‖b+‖2
∞S

2(p+1)
p+1





1
p−1

= δ, (1-29)

onde δ não depende de u. Note que

γu(t) = hu(t) −λ
tq+1

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx, (1-30)

nosso objetivo é mostrar que existe λ1 > 0 tal que γu(t0)> 0, sempre que λ ∈ (0,λ1).
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Com efeito, faremos algumas estimativas. Temos que

t0
q+1

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1 ≤

1
q+ 1









‖u‖2
∫

Ω
b(x)|u|p+1









q+1
p−1

‖a‖∞S
q+1
q+1‖u‖q+1

=
1

q+ 1









‖u‖p+1
∫

Ω
b(x)|u|p+1









q+1
p−1

‖a‖∞S
q+1
q+1

=
1

q+ 1











‖u‖2(p+1)

(∫

Ω
b(x)|u|p+1

)2











q+1
2(p−1)

‖a‖∞S
q+1
q+1

=
1

q+ 1























‖u‖2(p+1)

(∫

Ω
b(x)|u|p+1

)2











1
p−1













q+1
2

‖a‖∞S
q+1
q+1 .(1-31)

Usando (1-28), temos que

(

2(p+ 1)
p−1

)

q+1
2

(hu(t0))
q+1

2 =























‖u‖2(p+1)

(∫

Ω
b(x)|u|p+1

)2











1
p−1













q+1
2

(1-32)

Assim, de (1-31) e (1-32), segue que

t0
q+1

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1 ≤ C(hu(t0))

q+1
2 , (1-33)

onde C = 1
q+1‖a‖∞S

q+1
q+1

(

2(p+1)
p−1

)

q+1
2 é uma constante que não depende de u. Utili-

zando (1-30) e (1-33), obtemos que

γu(t0) ≥ hu(t0) −λC(hu(t0))
q+1

2

= hu(t0)
q+1

2 [hu(t0)
1−q

2 −λC]

Além disso, de (1-29), temos que

γu(t0) ≥ hu(t0)
q+1

2 [δ
1−q

2 −λC]. (1-34)

Tomando λ1 = δ
1−q

2

2C , temos que, para todo λ ∈ (0,λ1), δ
1−q

2 −λC > δ
1−q

2

2 > 0. Con-
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sequentemente, temos que γu(t0)>hu(t0)
q+1

2 [δ
1−q

2 /2]> 0. O que prova o desejado. 2

Agora estamos aptos a enunciar e provar a seguinte proposição

Proposição 1.11 Se λ1 > 0 é o mesmo obtido no Lema 1.10 e λ ∈ (0,λ1), então,

existem únicos t+(u), t−(u) > 0, com t+(u) < tmax(u) < t−(u), tais que, t+(u)u ∈

N+
λ (Ω) e t−(u)u∈N−

λ (Ω), para todo u∈H1
0 (Ω)\{0} que satisfaz

∫

Ω a(x)|u|q+1dx> 0

e
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0.

Demonstração. Como estamos sob as condições do Caso 4, da seção 1.2, pelas

equivalências obtidas em (1-20) e pelo gráfico da função mu, temos que γu pode ad-

mitir no máximo dois pontos críticos. Quando λ
∫

Ωa(x)|u|q+1dx >mu(tmax), γu não

admite pontos críticos, veja a Figura 1.8. Se λ
∫

Ωa(x)|u|q+1dx = mu(tmax), γu ad-

mite um só ponto crítico, veja a Figura 1.7. Finalmente, quando λ
∫

Ωa(x)|u|q+1dx <

mu(tmax), γu admite dois pontos críticos, sendo um dos pontos críticos localizado

na parte crescente e o outro na parte decrescente de mu, veja a Figura 1.6.

Neste caso, a função γu assume valores negativos próximo à origem e

também quando t > 0 é grande. O Lema 1.10 garante que, para 0< λ< λ1 a função

γu assume algum valor positivo. Assim, devido a continuidade da função γu, existe

uma vizinhança onde γu(t)> 0. Dessa forma, temos que próximo à origem a função

γu é decrescente (e, portanto tem derivada negativa) e em algum momento tem que

crescer para assumir valores positivos (e, portanto ter derivada positiva). Como para

t > 0 grande a função fica negativa, a mesma deve decrescer (ficando novamente com

derivada negativa) em algum momento. Entre essas mudanças de sinal da derivada

de γu obtemos pelo menos dois pontos críticos, via Teorema do Valor Intermediário.

Assim, como γu possui ao mesmo tempo o máximo de dois pontos críticos

e o mínimo da mesma quantidade, concluímos que, se 0 < λ < λ1, a fibering map

relativa ao ponto u possui exatamente dois pontos críticos t+(u), t−(u) > 0, com

t+(u)< tmax(u) e tmax(u)< t−(u), isto é, t+(u)u ∈N+
λ (Ω) e t−(u)u ∈N−

λ (Ω). Aqui

concluímos a demonstração. 2

Como consequências da Proposição 1.11 temos os dois corolários a seguir

Corolário 1.12 Se λ < λ1, então Nλ(Ω) 6= ∅.

Demonstração. De fato, a observação 1.9 nos garante que existe u ∈ H1
0 (Ω)\{0}

que não satisfaz o Caso 1. Assim, se u satisfaz o Caso 2 ou 3, vimos existem

t+ > 0 e t− > 0, respectivamente, tais que t+u ∈ N+
λ (Ω) e t−u ∈ N−

λ (Ω). Por

outro lado, se u satisfaz o Caso 4 e λ < λ1, segue da Proposição 1.11 que exis-

tem t+, t− > 0 tais que t+u∈N+
λ (Ω) e t−u∈N−

λ (Ω). Isto finaliza a demonstração. 2
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Corolário 1.13 Sob as mesmas hipóteses da Proposição 1.11, temos que t−(u) e

t+(u) são pontos de máximo global e mínimo local, respectivamente, da função γu.

Em outras palavras, Jλ(t−u) = max
t≥0

Jλ(tu) e Jλ(t+u) = min
0≤t≤t−

Jλ(tu).

Demonstração. Temos que m′
u(t) > 0, em (0, tmax), m′

u(t) < 0, em (tmax,+∞) e

mu(t+) = mu(t−) = λ
∫

Ωa(x)|u|q+1dx. Assim, utilizando a identidade (1-19) temos

que γ′
u(t) < 0 nos intervalos (0, t+) e (t−,+∞) e γ′

u(t) > 0 em (t+, t−). Assim,

a função γu é decrescente em (0, t+) e crescente em (t+, t−), implicando que

Jλ(t+u) = min
0≤t≤t−

Jλ(tu). Além disso, como descrevemos no Caso 4, da Seção 1.2,

temos que existe uma vizinhança da origem onde a função γu é negativa. Por-

tanto, Jλ(tu) = γu(t) < 0, em (0, t+]. Por outro lado, como a função γu é crescente

em (t+, t−) e decrescente em (t−,+∞), temos que Jλ(t−(u)u) ≥ γu(t), para todo

t ∈ (t+,+∞). Vimos no Lema 1.10 que, para λ < λ1 a função γu assume valores

positivos. Dessa forma, Jλ(t−(u)u) > 0, implicando que Jλ(t−(u)u) > Jλ(tu), para

t ∈ [0, t+], visto que, nesse intervalo, Jλ(tu) ≤ 0. Logo, Jλ(t−u) = max
t≥0

Jλ(tu). Con-

cluindo o desejado. 2

O próximo resultado segue da demonstração do Lema 1.10 e o Corolário

1.13.

Corolário 1.14 Se λ < λ1, então existe δ1 > 0, tal que Jλ(u) ≥ δ1, para todo

u ∈N−
λ (Ω).

Demonstração. Se u ∈ N−
λ (Ω), segue de (1-7), (1-21) e da definição do conjunto

N−
λ (Ω) que

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx >

1 − q

p− q
‖u‖2 > 0.

Dessa forma, estamos sob as condições do Caso 3 ou do Caso 4, da seção 1.2, e,

como λ < λ1, segue do Corolário 1.13 que, em ambos os casos, t−(u) = 1 é um

ponto de máximo global para γu, isto é, Jλ(u) = γu(1) ≥ γu(t), para todo t > 0.

Particularmente, Jλ(u) ≥ γu(t0), onde t0 é como na demonstração do Lema 1.10.

Dessa forma, de (1-29) e (1-34) obtemos

Jλ(u) ≥ hu(t0)
q+1

2 [δ
1−q

2 −λC]

≥ δ
q+1

2 [δ
1−q

2 −λC] = δ1,

onde δ1 > 0, sempre que λ ∈ (0,λ1). Como δ1 não depende de u temos o desejado. 2
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Se denotarmos por α−
λ (Ω) := inf

u∈N−

λ
(Ω)
Jλ(u), o ínfimo do funcional Jλ em

N−
λ (Ω), então, utilizando o Corolário 1.14, temos que α−

λ (Ω) ≥ δ1 > 0, quando λ<λ1.

Segue da Proposição 1.11 o seguinte resultado

Corolário 1.15 Se λ < λ1, então N0
λ(Ω) = ∅.

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que N0
λ(Ω) 6= ∅. Assim, seja

u ∈ N0
λ(Ω). Como vimos na Seção 1.2 temos quatro possibilidades para o compor-

tamento de γu. Se ocorre o Caso 1, então nenhum múltiplo de u pertence a Nλ(Ω).

O que contradiz a hipótese. O segundo e o terceiro casos garantem a unicidade de

t = t(u) > 0 tal que t(u)u ∈ Nλ(Ω), o que implica que t(u) = 1. Porém, em um dos

casos u ∈N+
λ (Ω) e no outro u ∈N−

λ (Ω), e que é um absurdo, já que N+
λ (Ω),N−

λ (Ω)

e N0
λ(Ω) são conjuntos disjuntos. Só resta o quarto e último caso. Entretanto, como

λ ∈ (0,λ1), segue da Proposição 1.11, que existem únicos t+(u), t−(u) > 0 tais que

t+(u)u,t−(u)u ∈ Nλ(Ω), assim, temos que t+(u) = 1 ou t−(u) = 1; porém, também

temos, nesse caso, que t+(u)u ∈N+
λ (Ω) e t−(u)u ∈N−

λ (Ω). O que é, mais uma vez,

um absurdo. Logo, N0
λ(Ω) = ∅. 2

Denotando por α+
λ (Ω) := inf

u∈N+
λ

(Ω)
Jλ(u) o ínfimo de Jλ em N+

λ (Ω), o Lema

a seguir nos garante que α+
λ (Ω) < 0.

Lema 1.16 Se u ∈N+
λ (Ω), então Jλ(u)< 0. Particularmente, α+

λ (Ω) < 0.

Demonstração. Se u ∈ N+
λ (Ω), então de (1-6), (1-21) e da definição de N+

λ (Ω)

segue que

(1 −p)‖u‖2 + (p− q)λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx > 0

Consequentemente,

λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx >

p−1
p− q

‖u‖2. (1-35)

Utilizando, mais uma vez, a identidade (1-6), temos que

Jλ(u) =

(

1
2

−
1

p+ 1

)

‖u‖2 −

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx

=
p−1

2(p+ 1)
‖u‖2 −

p− q

(q+ 1)(p+ 1)
λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx.

Além disso, usando (1-35), obtemos que

Jλ(u) <
p−1

2(p+ 1)
‖u‖2 −

p−1
(q+ 1)(p+ 1)

‖u‖2

= −

(

p−1
p+ 1

)(

1 − q

2(q+ 1)

)

‖u‖2 < 0.
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Logo, α+
λ (Ω) < 0. O que finaliza a demonstração. 2

1.4 Caracterização Topológica de Nλ(Ω)

Nesta seção vamos apresentar diversos resultados que caracterizam Nλ(Ω),

N−
λ (Ω) e N+

λ (Ω), topologicamente. Além disso, tais resultados serão utilizados nos

próximos capítulos. O resultado a seguir nos garante que, para λ∈ (0,λ1), o conjunto

N+
λ (Ω) não é fechado em H1

0 (Ω).

Proposição 1.17 Se λ < λ1, então N+
λ (Ω) não é fechado em H1

0 (Ω).

Demonstração. Seja {un} ∈H1
0 (Ω)\{0} tal que

∫

Ω a(x)|un|q+1> 0, para todo n∈N,

satisfazendo un ⇀ 0, un 9 0. Dessa forma, temos que liminf
n→+∞

‖un‖2 = l > 0. Então,

para cada n ∈ N, existe um único tn > 0 tal que tnun ∈N+
λ (Ω). De (1-5), segue que

‖tnun‖2 = λ
∫

Ω
a(x)|tnun|q+1dx+

∫

Ω
b(x)|tnun|p+1dx, (1-36)

ou equivalentemente,

tn
2‖un‖2 = tn

q+1λ
∫

Ω
a(x)|un|q+1dx+ tn

p+1
∫

Ω
b(x)|un|p+1dx. (1-37)

Além disso, de (1-21) e da definição de N+
λ (Ω), temos que

0< ‖un‖2 − tn
q−1qλ

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx− tn

p−1p
∫

Ω
b(x)|un|p+1dx.

Multiplicando a desigualdade acima por tn2, temos que

0< tn
2‖un‖2 − tn

q+1qλ
∫

Ω
a(x)|un|q+1dx− tn

p+1p
∫

Ω
b(x)|un|p+1dx

ou seja,

tn
p+1

∫

Ω
b(x)|un|p+1dx < tn

2 1
p

‖un‖2 −λtn
q+1 q

p

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx. (1-38)

Combinando as equações (1-37) e (1-38), segue que

tn
2‖un‖2 < tn

q+1λ
∫

Ω
a(x)|un|q+1dx+ tn

2 1
p

‖un‖2 −λtn
q+1 q

p

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx

isto é,
(

1 −
1
p

)

tn
2‖un‖2 <

(

1 −
q

p

)

tn
q+1λ

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx. (1-39)
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Como liminf
n→+∞

‖un‖2 = l > 0, escolha ε > 0, de modo que l−ε > 0. Nesse caso, temos

que existe n0 ∈ N, tal que ‖un‖2 > l− ε, sempre que n ≥ n0. Substituindo essa

estimativa na desigualdade (1-39), segue que

(

1 −
1
p

)

tn
2(l−ε)<

(

1 −
q

p

)

tn
q+1λ

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx, (1-40)

se n ≥ n0. Dividindo ambos os lados da equação (1-40) por tnq+1
(

1 − 1
p

)

(l− ε),

obtemos

tn
1−q <

(

1 −
1
p

)−1(

1 −
q

p

)

λ

l−ε

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx, (1-41)

ou seja,

tn <





(

1 −
1
p

)−1(

1 −
q

p

)

λ

l−ε

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx





1
1−q

. (1-42)

Como un ⇀ 0, então, o Teorema de Rellich-Kondrachov A.14 e o Teorema

da Convergência Dominada A.4, nos garantem que, a menos de subsequência,
{

∫

Ω a(x)|un|q+1
}

e
{

∫

Ω b(x)|un|p+1
}

convergem para 0. Sem perda generalidade,

chamaremos tal subsequência de {un}. Portanto, da desigualdade (1-42) segue que

tn → 0 quando n→ +∞.

Agora, defina vn = tnun, então vn ∈N+
λ (Ω) e de (1-36) segue que

‖vn‖2 = λ
∫

Ω
a(x)|tnun|q+1dx+

∫

Ω
b(x)|tnun|p+1dx,

= λtn
q+1

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx+ tn

p+1
∫

Ω
b(x)|un|p+1dx. (1-43)

Logo, ‖vn‖2 → 0, quando n→ +∞. Dessa forma, obtemos que a sequência (vn) con-

verge fortemente para 0 em H1
0 (Ω). Consequentemente, construímos uma sequência

em N+
λ (Ω) que converge para zero, mostrando o desejado. 2

Observação 1.18 Note que existe uma sequência (un) ∈ H1
0 (Ω)\{0}, tal que

∫

Ω a(x)|un|q+1 dx > 0, para todo n ∈ N, satisfazendo un ⇀ 0, un 9 0. De fato, como

a função contínua a(x) assume algum valor positivo, basta tomar uma bola B ⊂ Ω,

de modo que a(x) > 0, sempre que x ∈ B. Assim, temos que
∫

Ωa(x)|u|q+1 dx > 0,

para toda função u ∈ C∞
0 (B) (podemos olhar essas funções como funções em H1

0 (Ω)

expandindo-as como sendo zero em Ω\B). Agora, considere B1 ⊂B e defina un =ϕn,

onde ϕn ∈C∞(B1) são autofunções ortonormais em H1
0 (B1), associadas ao problema







−∆u= λu, x ∈ B1

u= 0, x ∈ ∂B1.
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Tais funções geram o espaço H1
0 (B1). Expandindo-as como zero em B\B1, temos que

ϕn ∈ C∞
0 (B). Portanto,

∫

Ωa(x)|un|q+1 > 0. Mais uma vez expandindo as funções

ϕn como zero em Ω\B1 geramos uma nova família de funções ortonormais em

H1
0 (Ω). Dessa forma, a Desigualdade de Bessel, cf. [15], pg. 157, nos garante que

se v ∈H1
0 (Ω), então ‖v‖2 ≥

∞
∑

i=1

|〈v,ϕi〉|
2. Consequentemente, a sequência das somas

parciais é limitada e monótona crescente. Portanto, a série converge, implicando

que o termo geral converge para zero, isto é, |〈v,ϕi〉|
2 → 0, quando i → +∞.

Logo, 〈v,ϕi〉 → 0, quando i → +∞. A aleatoriedade de v ∈ H1
0 (Ω) e o Teorema

de Representação de Riez A.6 nos garantem que ϕi ⇀ 0 em H1
0 (Ω). Por outro lado,

a convergência forte não ocorre, pois, ‖ϕi‖ = 1.

Observação 1.19 Como zero é um ponto aderente a N+
λ (Ω), então o mesmo é

ponto aderente a Nλ(Ω). Consequentemente, Nλ(Ω) não é fechado em H1
0 (Ω).

O próximo lema mostra que o que impede Nλ(Ω) de ser um subconjunto

fechado de H1
0 (Ω) é somente o fato de que a função nula é um de seus pontos de

aderência.

Lema 1.20 Se λ < λ1, então Nλ(Ω) =Nλ(Ω)
⋃

{0}.

Demonstração. De fato, se {un} ⊂Nλ(Ω) é tal que un → u em H1
0 (Ω), então

0 = lim
n→∞

〈J ′
λ(un),un〉 = lim

n→∞
‖un‖2 −

∫

Ω
b(x)|un|p+1dx−

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx

= ‖u‖2 −
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx−

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx

= 〈J ′
λ(u),u〉.

Logo, u = 0 ou u ∈Nλ(Ω). Vimos na Proposição 1.17 existe sequência em Nλ(Ω) a

qual converge para zero. O que finaliza a demonstração. 2

Observação 1.21 Segue como um corolário do Lema 1.20 e do teorema 1.4 que Jλ

restrito a Nλ(Ω) é limitado inferiormente.

O Lema a seguir, mostra que o ínfimo sobre Nλ(Ω) é igual ao ínfimo sobre

Nλ(Ω).

Lema 1.22 Se λ < λ1, então inf
Nλ(Ω)

Jλ(u) = αλ(Ω).

Demonstração. Como αλ(Ω) ≤ α+
λ (Ω) < 0 e Jλ(0) = 0, segue que

αλ(Ω) ≤ Jλ(u), para todo u ∈Nλ(Ω).
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Portanto, αλ(Ω) ≤ inf
Nλ(Ω)

Jλ(u).

Por outro lado, como Nλ(Ω) ⊂ Nλ(Ω), temos que αλ(Ω) ≥ inf
Nλ(Ω)

Jλ(u).

Assim, concluímos que αλ(Ω) = inf
Nλ(Ω)

Jλ(u). 2

A seguir vamos demonstrar um lema que garante que, ao contrário de

N+
λ (Ω), N−

λ (Ω) fica longe˝de zero.

Lema 1.23 Existe uma constante C5 > 0, tal que ‖u‖>C5, sempre que u∈N−
λ (Ω).

Demonstração. De fato, seja u ∈N−
λ (Ω), então de (1-7) e (1-21), segue que

(1 − q)‖u‖2 − (p− q)
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx < 0.

Logo,
(1 − q)
(p− q)

‖u‖2 <
∫

Ω
b(x)|u|p+1dx≤ ‖b‖∞S

p+1
p+1‖u‖p+1,

implicando em
(1 − q)

‖b‖∞S
p+1
p+1(p− q)

‖u‖2 < ‖u‖p+1.

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ‖u‖2 e elevando ambos os lados

por 1
p−1 , obtemos

‖u‖>





(1 − q)

‖b‖∞S
p+1
p+1(p− q)





1
p−1

= C5, (1-44)

onde a constante C5 > 0 não depende de u. Isto finaliza a demonstração. 2

Segue do Lema 1.23 e do Corolário 1.15 o seguinte resultado

Lema 1.24 Se λ∈ (0,λ1), então N−
λ (Ω) é fechado, e, portanto, completo em H1

0 (Ω).

Demonstração. Seja (un) ⊂ N−
λ (Ω), tal que un → u fortemente em H1

0 (Ω). Segue

do Lema 1.23 que ‖un‖>C5, e, assim, ‖u‖ = lim
n→∞

‖un‖ ≥C5. O que prova que u 6= 0.

A convergência forte implica que 0 = 〈J ′
λ(un)un〉 → 〈J ′

λ(u),u〉. Portanto, temos que

u ∈Nλ(Ω). Além disso, como γ′′
un

(1)< 0, temos que 0 ≥ lim
n→∞

γ′′
un

(1) = γ′′
u(1). Dessa

forma, u ∈N−
λ (Ω) ou u ∈N0

λ(Ω). Porém, como λ ∈ (0,λ1), segue do Corolário 1.15,

que u ∈ N−
λ (Ω). Isso prova que N−

λ (Ω) é fechado em H1
0 (Ω). Como H1

0 (Ω) é um

espaço métrico completo, temos que N−
λ (Ω) também o é. 2

Considere a seguinte aplicação ψ : H1
0 (Ω) → R, definida por ψ(u) =

∫

Ω b(x)|u|p+1dx. Tal aplicação é contínua. Portando, o conjunto Σ = {u ∈

H1
0 (Ω);

∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0} = ψ−1((0,+∞)) é um aberto de H1
0 (Ω).
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Lema 1.25 Se λ < λ1, a função t− : Σ → R∗
+ que associa a cada u ∈ Σ o real

t−(u)> 0, tal que t−(u)u ∈N−
λ (Ω), é de classe C1(Σ,N−

λ (Ω)).

Demonstração. Defina F : Σ×R∗
+ → R da seguinte maneira

F (u,t) = γ′
u(t) = t‖u‖2 −λtq

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx− tp

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx.

A função F , assim definida, é de classe C1(Σ ×R∗
+,R)(cf. no Apêndice B). Além

disso,

D2F (u,t) = γ′′
u(t) = ‖u‖2 −λqtq−1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−ptp−1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx,

é a derivada parcial de F com respeito a segunda variável.

Como u ∈ Σ, segue dos Casos 3 e 4, já analisados na seção 1.2, que

existe um único inteiro t−(u) > 0 tal que t−(u)u ∈ N−
λ (Ω), implicando que

F (u,t−(u)) = γ′
u(t−(u)) = 0 e D2F (u,t−(u)) = γ′′

u(t−(u)) < 0. Sendo assim, se-

gue do Teorema da Função Implícita A.3, que existem vizinhanças Σ⋆
u de u em

H1
0 (Ω) e U⋆ de t−(u) em R; e uma função t− : Σ⋆

u → R, com t− ∈ C1(Σ⋆
u,R) e que

satisfaz:

(i) F (v, t−(v)) = 0, para todo v ∈ Σ⋆
u;

(ii) F (v,s) = 0, com (v,s) ∈ Σ⋆
u ×U⋆, então s= t−(v);

(iii) (t−)′(v) = −(D2F (p))−1 ◦D1F (p), onde p= (v, t−1(v)) e v ∈ Σ⋆
u.

O item (i) nos garante que γ′
v(t−(v)) = 0, para todo v ∈ Σ⋆

u, isto é,

t−(v)v ∈ Nλ(Ω). Além disso, como D2F (u,t−(u)) < 0 e F ∈ C1(Σ ×R∗
+,R), então

existe uma vizinhança Σ⋆⋆
u ×U⋆⋆ de (u,t−(u)) em Σ ×R∗

+, tal que D2F (v,s) < 0,

para todo (v,s) ∈ Σ⋆⋆
u ×U⋆⋆. Sendo assim, defina Πu = Σ⋆

u ∩ Σ⋆⋆
u (a qual continua

sendo uma vizinhança de u em Σ) e W = U⋆ ∩U⋆⋆ (a qual continua sendo uma

vizinhança de t−(u) em R
∗
+). Agora, temos as seguintes propriedades:

(i) F (v, t−(v)) = 0, sempre que v ∈ Πu, e, portanto, t−(v)v ∈Nλ(Ω);

(ii)Se (v,s) ∈ Πu ×W e F (v,s) = 0, então s= t−(v);

(iii) D2F (v, t−(v)) = γ′′
t−(v)v(1)< 0, para todo v ∈ Πu.

Devido a unicidade do real positivo t− tal que t−v ∈ N−
λ (Ω), a função

t− :
⋃

u∈Σ

Πu = Σ →R
∗
+ definida em cada Πu como a função que acabamos de construir
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e que satisfaz as condições (i), (ii) e (iii) acima, está bem definida e é de classe C1. 2

Utilizando o Lema 1.25, vamos mostrar que N−
λ (Ω) é homeomorfo a S ∩Σ,

onde S = {u ∈H1
0 (Ω);‖u‖ = 1} é a esfera do espaço H1

0 (Ω).

Teorema 1.26 A função ϕ : S1 = S∩Σ →N−
λ (Ω), definida por ϕ(u) = t−(u)u é um

homeomorfismo.

Demonstração. A aplicação ϕ está bem definida. De fato, como S1 ⊂ Σ, temos que,

para cada u∈ S1, existe um único inteiro t−(u)> 0, tal que t−(u)u=ϕ(u) ∈N−
λ (Ω).

Note que ϕ(u) = t−(u)I(u), onde I : S1 → S1 é a aplicação identidade,

portanto, segue do Lema 1.25, que ϕ é uma aplicação contínua.

Agora, considere a seguinte aplicação ϕ−1 : N−
λ (Ω) → S1, definida por

ϕ−1(u) = u
‖u‖ . Observe que ϕ−1 é a razão entre as aplicações identidade e norma.

Portanto, ϕ−1 também é contínua. Vamos mostrar que ϕ−1 é a inversa de ϕ. Mas,

antes, vamos provar que, N−
λ (Ω) =

{

u ∈ Σ; t−
(

u
‖u‖

)

= ‖u‖
}

. Temos que N−
λ (Ω) ⊂ Σ,

pois, se u ∈ Nλ(Ω), então estamos no Caso 3 ou no Caso 4, já analisados na seção

1.2. Portanto,
∫

Ω b(x)|u|p+1dx > 0. Se u ∈N−
λ (Ω), então u

‖u‖ ∈ Σ e, assim, existe um

único inteiro t−
(

u
‖u‖

)

> 0, tal que t−
(

u
‖u‖

)

u
‖u‖ ∈Nλ(Ω). Mas ‖u‖ u

‖u‖ ∈N−
λ (Ω), logo,

t−
(

u
‖u‖

)

= ‖u‖. Por outro lado, se t−
(

u
‖u‖

)

= ‖u‖, então, t−
(

u
‖u‖

)

u
‖u‖ = ‖u‖ u

‖u‖ =

u ∈N−
λ (Ω). Dessa forma, temos que

ϕ◦ϕ−1(u) = ϕ

(

u

‖u‖

)

= t−
(

u

‖u‖

)

u

‖u‖
= ‖u‖

u

‖u‖
= u, u ∈N−

λ (Ω).

Isto prova o desejado. 2

Observação 1.27 Note que, se b(x) ≡ 1, então Σ =H1
0 (Ω)\{0} e o conjunto S1 =S.

Isto é, N−
λ (Ω) é homeomorfo à esfera.



CAPÍTULO 2

O Problema Côncavo-Convexo com uma

Função Peso Trocando de Sinal

Este capítulo é baseado no artigo de Wu [21]. Nosso objetivo é provar,

utilizando o Princípio Variacional de Ekeland, cf. [10], que existe λ3 > 0 tal que, se

λ ∈ (0,λ3), então o problema (Pλ) admite duas soluções não-negativas. Note que no

problema (Pλ), a função b(x) ≡ 1. Dessa forma, sempre que utilizarmos os resultados

do Capítulo 1 estaremos considerando este fato.

Primeiramente, exibiremos algumas definições e um resultado sobre espaços

topológicos localmente conexos, que podem ser encontrados em [20].

Definição 2.1 Se X é um espaço topológico e x ∈ X, uma vizinhança de x é um

conjunto U que contém um conjunto aberto V contendo x. A coleção Ux de todas as

vizinhanças de x é o sistema de vizinhança de x

Definição 2.2 (Base de Vizinhança) Uma base de vizinhança de x no espaço

topológico X é uma sub-coleção Bx tomada do sistema de vizinhança Ux, tendo a

propriedade de que cada U ∈ Ux contém algum elemento V ∈ Bx. Isto é, o sistema

de vizinhança Ux pode ser determinado por como segue:

Ux = {U ⊂X; V ⊂ U para algum V ∈ Bx}.

Definição 2.3 (Espaço Topológico Localmente Conexo) Um espaço topoló-

gico X é localmente conexo se, e somente se, todo ponto x ∈X admite uma base de

vizinhança composta de abertos e conexos.

Proposição 2.4 As componentes conexas de um espaço X localmente conexo são

abertos e fechados de X.

Agora estamos preparados para resolver o problema a seguir.

Defina Θ := {x ∈ Ω; a(x) > 0} = a−1{(0,+∞)}. Como a : Ω → R é uma

função contínua e Ω é um domínio limitado, temos que Θ é um aberto limitado de

RN . Podemos supor, sem perda de generalidade, que Θ é um domínio de RN , pois
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caso contrário, como Θ é um espaço localmente conexo, basta trabalhar em uma de

suas componentes conexas. Sendo assim, considere o seguinte problema







−∆u= up, x ∈ Θ

u= 0, x ∈ ∂Θ
(Q)

onde p é como no problema (Qλ). Associado a (Q), considere o funcional energia

K(u) =
1
2

‖u‖2 −
1

p+ 1

∫

Θ
|u|p+1dx.

Então, o funcional K é de classe C1(Θ,R), e sua derivada de Gateaux em u∈H1
0 (Θ)

é dada por

〈K ′(u),v〉 =
∫

Θ
∇u · ∇vdx−

∫

Θ
|u|p−1uv dx

na direção do vetor v ∈ H1
0 (Θ). Dessa forma, 0 ≤ u ∈ H1

0 (Θ) é solução para o

problema (Q) se, e só se, é ponto crítico do funcional K. Definimos, também, a

variedade de Nehari associada ao problema, como sendo

M(Θ) :=
{

u ∈H1
0 (Θ)\{0}; 〈K ′(u),u〉 = 0

}

.

Assim, se u ∈M(Θ), então

〈K ′(u),u〉 =
∫

Θ
|∇u|dx−

∫

Θ
|u|p+1dx= 0 (2-1)

Pode ser encontrado em [5], p.59-63, que o nível β(Θ) = inf{K(u); u ∈

M(Θ)} é atingido por uma função não-negativa, ou seja, existe w ∈M(Θ), w(x) ≥ 0

em Θ, tal que β(Θ) =K(w). Adicionalmente, tal função é uma solução não-negativa

para o problema (Q). Realizando um bootstrap análogo ao feito no Apêndice C,

pode-se provar que w ∈ C2,α(Θ), para algum α ∈ (0,1). Além disso, o Teorema D.2,

nos garante que a solução w é, na realidade, positiva em Θ. Como w ∈ M(Θ), de

(2-1) obtemos que β(Θ) =K(w) =
(

1
2 − 1

p+1

)

∫

Θ |∇w|2dx=
(

p−1
2(p+1)

)

∫

Θ |∇w|2dx > 0.

Agora estamos aptos a provar o seguinte lema:

Lema 2.5 Se λ ∈ (0,λ1), existe tλ > 0 tal que

αλ(Ω) ≤ α+
λ (Ω) <−1−q

q+1tλ
2β(Θ)< 0.

Demonstração. Defina w0(x) =w(x), em Θ e w0(x) = 0, em Ω\Θ. Assim, 0 6≡w0 ∈

H1
0 (Ω). Mais ainda,

∫

Θ |∇w|2dx =
∫

Ω |∇w0|2dx e
∫

Θ |w|p+1dx=
∫

Ω |w0|p+1dx; impli-

cando que β(Θ) = K(w) =
(

p−1
2(p+1)

)

∫

Θ |∇w|2 =
(

p−1
2(p+1)

)

∫

Ω |∇w0|2. Então, usando a
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definição do conjunto Θ, temos que

∫

Ω
a(x)wq+1

0 dx=
∫

Θ
a(x)wq+1dx > 0.

Nesse caso, como λ < λ1, utilizando a Proposição 1.11 temos que existe um único

real positivo tλ = t+(w0)> 0, tal que tλw0 ∈N+
λ (Ω). Assim, de (1-7), segue que

Jλ(tλw0) =

(

1
2

−
1

q+ 1

)

t2λ‖w0‖2 −

(

1
p+ 1

−
1

q+ 1

)

tp+1
λ

∫

Ω
|w0|p+1dx

= t2λ

[

q−1
2(q+ 1)

‖w0‖2 + tp−1
λ

p− q

(p+ 1)(q+ 1)

∫

Ω
|w0|p+1dx

]

= t2λ

[

q−1
2(q+ 1)

∫

Θ
|∇w|2 + tp−1

λ

p− q

(p+ 1)(q+ 1)

∫

Θ
|w|p+1dx

]

. (2-2)

De (1-23) e da definição de N+
λ (Ω), temos que

(1 − q)t2λ‖w0‖2 > (p− q)tp+1
λ

∫

Ω
|w0|p+1dx,

que implica, juntamente com (2-1), que

(1 − q)t2λ
∫

Θ
|∇w|2 > (p− q)tp+1

λ

∫

Θ
|w|p+1dx

= (p− q)tp+1
λ

∫

Θ
|∇w|2dx,

isto é,

tp−1
λ <

1 − q

p− q
. (2-3)

Mais ainda, de (2-1) e (2-2), temos que

Jλ(tλw0) = t2λ

[

q−1
2(q+ 1)

∫

Θ
|∇w|2 + tp−1

λ

p− q

(p+ 1)(q+ 1)

∫

Θ
|∇w|2

]

.

Assim, segue de (2-3) que

Jλ(tλw0) < t2λ

[

q−1
2(q+ 1)

+
1 − q

(p+ 1)(q+ 1)

]

∫

Θ
|∇w|2

= −
1 − q

1 + q
t2λ

p−1
2(p+ 1)

∫

Θ
|∇w|2

= −
1 − q

1 + q
t2λβ(Θ).

Portanto, α+
λ (Ω) < −1−q

1+q t
2
λβ(Θ) < 0. A outra desigualdade segue do fato de que

N+
λ (Ω) ⊂Nλ(Ω). Isso finaliza a demonstração. 2
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Antes de provar os teoremas principais deste capítulo, vamos utilizar a ideia

de Tarantello, cf. [18], para obter os seguintes resultados

Lema 2.6 Se λ < λ1, para cada u ∈Nλ(Ω), existe ǫ > 0 e uma função diferenciável

ξ : B(0, ǫ) ⊂H1
0 (Ω) → R∗

+ tal que ξ(0) = 1, a função ξ(w)(u−w) ∈Nλ(Ω) e

〈ξ′(0),w〉 = −
2
∫

Ω ∇u∇wdx− (p+ 1)
∫

Ω |u|p−1uwdx− (q+ 1)
∫

Ω a|u|q−1uwdx

(1 − q)
∫

Ω |∇u|2 − (p− q)
∫

Ω |u|p+1dx
, (2-4)

para todo w ∈H1
0 (Ω).

Demonstração.

Para cada u∈Nλ(Ω), defina a função Fu :R∗
+ ×H1

0 (Ω) →R como Fu(β,w) =

〈J ′
λ(β(u−w)),β(u−w)〉, isto é, Fu(β,w) = β2‖u−w‖2 − βp+1 ∫

Ω |u−w|p+1dx−

βq+1λ
∫

Ω a(x)|u−w|q+1dx. Realizando estimativas análogas às realizadas no Apên-

dice B, obtemos que Fu ∈C1(R∗
+ ×H1

0 (Ω),R) e a derivada parcial de Fu com respeito

a segunda variável é dada por:

〈D2Fu(β,w),v〉 = lim
t→0

Fu(β,w+ tv) −Fu(β,w)
t

= 2
∫

Ω
∇(u−w)∇vdx− (p+ 1)

∫

Ω
|u−w|p−1(u−w)vdx−

− (q+ 1)
∫

Ω
a(x)|u−w|q−1(u−w)vdx, (2-5)

onde w,v ∈ H1
0 (Ω) e β ∈ R

∗
+. Como u ∈ Nλ(Ω), fazendo β = 1 e w ≡ 0, segue que

Fu(1,0) = 〈J ′
λ(u),u〉 = 0.

Derivando parcialmente a função Fu com respeito a primeira variável,

obtemos

D1Fu(β,w) = 2β‖u−w‖2 − (p+ 1)βp
∫

Ω
|u−w|p+1dx−

− (q+ 1)βqλ
∫

Ω
a(x)|u−w|q+1dx.

Dessa forma, temos que

D1Fu(1,0) = 2‖u‖2 − (p+ 1)
∫

Ω
|u|p+1dx− (q+ 1)λ

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx,

= ‖u‖2 −
∫

Ω
|u|p+1dx−λ

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx+

+ ‖u‖2 −p
∫

Ω
|u|p+1dx− qλ

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx

= 〈J ′
λ(u),u〉 +γ′′

u(1),
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onde a última identidade segue de (1-5) e (1-21). Como λ < λ1, segue do Corolário

1.15 que

D1Fu(1,0) = γ′′
u(1) 6= 0.

Assim, utilizando o Teorema da Função Implícita A.3, temos que existe ǫ > 0 e uma

função ξ :B(0, ǫ) ⊂H1
0 (Ω) → R, de classe C1(B(0, ǫ),R) que satisfaz:

i) Fu(ξ(w),w) = 0, para todo w ∈ B(0, ǫ);

ii) Fu(β,w) = 0, (β,w) ∈ (1−δ,1+δ)×B(0, ǫ), implica que β = ξ(w), onde (1−δ,1+

δ) ⊂ R∗
+ é a vizinhança de 1 obtida através do Teorema da Função Implícita A.3.

iii) ξ′(w) = −[D1Fu(ξ(w),w)]−1 ◦D2Fu(ξ(w),w), se w ∈ B(0, ǫ).

Do item i), temos que 〈J ′
λ(ξ(w)(u−w)), ξ(w)(u−w)〉=0, implicando, assim,

que ξ(w)(u−w) ∈ Nλ(Ω), para todo w ∈ B(0, ǫ). Além disso, como F (1,0) = 0 e

(1,0) ∈ (1−δ,1+δ)×B(0, ǫ), temos que ξ(0) = 1. Adicionalmente, de iii), temos que

〈ξ′(0),w〉 = −
〈D2Fu(1,0),w〉

2‖u‖2 − (p+ 1)
∫

Ω |u|p+1dx− (q+ 1)λ
∫

Ω a(x)|u|q+1dx
.

Mas, de (2-5), obtemos

〈D2Fu(1,0),w〉 = lim
t→0

Fu(1, tw) −Fu(1,0)
t

= 2
∫

Ω
∇u∇wdx− (p+ 1)

∫

Ω
|u|p−1uwdx− (q+ 1)

∫

Ω
a|u|q−1uwdx

Além disso, como u ∈Nλ(Ω), de (1-7) , temos que

2‖u‖2 − (p+1)
∫

Ω
|u|p+1dx− (q+1)λ

∫

Ω
a|u|q+1dx= (1−q)‖u‖2 − (p−q)

∫

Ω
|u|p+1dx.

O que mostra (2-4). Assim, concluímos o desejado.

2

Lema 2.7 Se λ < λ1, para cada u ∈N−
λ (Ω), existe ǫ > 0 e uma função diferenciável

ξ− : B(0, ǫ) ⊂H1
0 (Ω) → R∗

+, tal que ξ−(0) = 1, a função ξ−(w)(u−w) ∈N−
λ (Ω) e

〈ξ′−(0),w〉 = −
2
∫

Ω ∇u∇wdx− (p+ 1)
∫

Ω |u|p−1uwdx− (q+ 1)
∫

Ω a|u|q−1uwdx

(1 − q)
∫

Ω |∇u|2 − (p− q)
∫

Ω |u|p+1dx
,

(2-6)

para todo w ∈H1
0 (Ω).

Demonstração. O Lema 2.6 já nos garante que, para cada u ∈N−
λ (Ω), existe ǫ > 0

e uma função diferenciável ξ− : B(0, ǫ) ⊂ H1
0 (Ω) → R∗

+, tal que ξ−(0) = 1, a função

ξ−(w)(u−w) ∈ Nλ(Ω) e vale (2-6). Resta-nos, então, provar que ξ−(w)(u−w) ∈

N−
λ (Ω).
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Como u ∈N−
λ (Ω), segue da equação (1-23) e da definição de N−

λ (Ω), que

γ′′
u(1) = (1 − q)‖u‖2 − (p− q)

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx < 0. (2-7)

Além disso, ξ−(w)(u−w) ∈Nλ(Ω), para todo w ∈ B(0, ǫ), assim, segue da equação

(1-23) que

γ′′
ξ−(w)(u−w)(1) = (1 − q)‖ξ−(w)(u−w)‖2 − (p− q)

∫

Ω
|ξ−(w)(u−w)|p+1dx

= (1 − q)ξ−(w)2‖u−w‖2 − (p− q)ξ−(w)p+1
∫

Ω
|u−w|p+1dx.

Tomando o limite com ǫ→ 0 na última igualdade acima e utilizando a continuidade

da função ξ− obtemos

lim
ǫ→0

γ′′
ξ−(w)(u−w)(1) =

= (1 − q)‖u‖2 − (p− q)
∫

Ω
|u|p+1dx

= γu(1)< 0.

Consequentemente, para ǫ suficientemente pequeno, digamos ǫ ≤ ǫ1, teremos

γ′′
ξ−(w)(u−w)(1)< 0, sempre que w ∈B(0, ǫ1) . Nesse caso, basta considerar ξ−|B(0,ǫ1)

provando o resultado desejado. 2

Agora, estamos aptos a provar a proposição abaixo, mas, antes disso, vamos

enunciar o Princípio Variacional de Ekeland, cf.[10], do qual faremos uso neste

trabalho.

Teorema 2.8 (Princípio Variacional de Ekeland) Seja (X,d) um espaço mé-

trico completo. Seja φ : X → R
⋃

{+∞} um funcional semi-contínuo inferiormente

e limitado inferiormente. Então, dado ǫ > 0, existe uǫ ∈X tal que

φ(uǫ) ≤ inf
X
φ+ ǫ

e

φ′(uǫ) < φ(u) + ǫd(u,uǫ), para todo u ∈X, com u 6= uǫ

Observação 2.9 No nosso caso, onde X =H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert, a métrica

coincide com a norma do espaço e a semi-continuidade inferior (na topologia)fraca

implica na semi-continuidade inferior(na topologia forte).

Observação 2.10 No decorrer do texto diremos que uma sequência (fn) de um

certo espaço de Banach H é on(1), quando fn → 0, na norma de H, quando n→ +∞.

Por outro lado, diremos que uma sequência (fρ) de um certo espaço de Banach H é

oρ(1), quando fρ → 0, na norma de H, quando ρ→ 0.
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Proposição 2.11 Existe λ3 > 0, tal que, se λ ∈ (0,λ3), então:

i) Existe uma sequência minimizante {un} ⊂Nλ(Ω) tal que

Jλ(un) = αλ(Ω) +on(1),

J ′
λ(un) = on(1), em H−1(Ω);

ii) Existe uma sequência {un} ⊂N−
λ (Ω) tal que

Jλ(un) = α−
λ (Ω) +on(1),

J ′
λ(un) = on(1), em H−1(Ω);

Demonstração. i) Segue do Princípio Variacional de Ekeland, que existe uma

sequência minimizante {un} ⊂Nλ(Ω) tal que

Jλ(un)< inf
Nλ(Ω)

Jλ(u)+
1
n

= αλ(Ω) +
1
n

(2-8)

e

Jλ(un)< Jλ(w) +
1
n

‖w−un‖, para cada w ∈Nλ(Ω), w 6= un (2-9)

Afirmamos que a sequência {un} não converge fraco para zero, pois, caso

contrário, usando o fato do funcional Jλ ser fracamente semi-contínuo inferiormente

e (2-8) , teríamos que 0 = Jλ(0) ≤ liminf
n→∞

Jλ(un) = αλ(Ω) < 0. O que é um absurdo.

Dessa forma, {un} também não converge forte para 0, e portanto, para n suficien-

temente grande ‖un‖> 0. Isso mostra que, a partir de um certo n0 ∈ N, a sequência

{un} pertence a Nλ(Ω). Considerando agora {un} com n > n0, temos que essa nova

sequência também satisfaz (2-8) e (2-9).

Sendo assim, usando (2-8) e que un ∈ Nλ(Ω), temos que lim
n→∞

Jλ(un) =

αλ(Ω), ou seja, Jλ(un) = αλ(Ω) +on(1).

Para n suficientemente grande, segue do Lema 2.5 que

αλ(Ω) +
1
n
<−

1 − q

1 + q
t2λβ(Ω)< 0.

Portanto, de (2-8) e de (1-6), obtemos que

Jλ(un) =

(

1
2

−
1

p+ 1

)

‖un‖ −λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx

< −
1 − q

1 + q
t2λβ(Ω)< 0, (2-10)
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já que un ∈ Nλ(Ω), para todo n ∈ N. Além disso, como
(

1
2 − 1

p+1

)

‖un‖ > 0 a

desigualdade acima nos garante que

−λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx = −λ

(

p− q

(q+ 1)(p+ 1)

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx

< −
1 − q

1 + q
t2λβ(Ω).

Multiplicando por −1 e simplificando o termo comum 1 + q, obtemos

λ

(

p− q

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx > (1 − q)t2λβ(Ω).

Utilizando a norma de a em L∞(Ω), as imersões de Sobolev e a desigualdade acima,

obtemos a seguinte sequência de desigualdades

‖a‖∞S
q+1
q+1‖un‖q+1 ≥

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx >

(

(1 − q)(p+ 1)
λ(p− q)

)

t2λβ(Ω). (2-11)

Neste caso, segue que

‖a‖∞S
q+1
q+1‖un‖q+1 >

(

(1 − q)(p+ 1)
λ(p− q)

)

t2λβ(Ω).

Portanto temos

‖un‖>

[(

(1 − q)(p+ 1)
‖a‖∞λ(p− q)

)

(Sq+1
q+1)−1t2λβ(Ω)

]
1

q+1 dx

= C6, (2-12)

onde C6 > 0 é uma contante que não depende de n. Novamente, de (2-10), temos

que
(

1
2

−
1

p+ 1

)

‖un‖2 −λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx < 0.

Consequentemente,

(

p−1
2(p+ 1)

)

‖un‖2 < λ

(

p− q

(q+ 1)(p+ 1)

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx

e, simplificando o termo comum (p+1), utilizando a norma da função a em L∞(Ω)

e as imersões de Sobolev, obtemos que

‖un‖2 < λ

(

2(p− q)
(q+ 1)(p−1)

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx

≤ λ

(

2(p− q)
(q+ 1)(p−1)

)

‖a‖∞S
q+1
q+1‖un‖q+1.
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Dividindo a desigualdade acima por ‖un‖q+1 e elevando a potência 1
1−q , temos que

‖un‖<

[

λ

(

2(p− q)
(q+ 1)(p−1)

)

‖a‖∞S
q+1
q+1

]1−q

= C7, (2-13)

onde C7 > 0 é uma constante que não depende de n.

Agora, iremos mostrar que

‖J ′
λ(un)‖H−1 → 0, quando n→ ∞,

A prova é dividida em uma série de estimativas.

O Lema 2.6 nos garante que, para cada un ∈ Nλ(Ω), existe ǫn > 0 e uma

função diferenciável ξn : B(0, ǫn) ⊂ H1
0 (Ω) → R∗

+, com ξn(0) = 1 e ξn(w)(un −w) ∈

Nλ(Ω), para todo w ∈ B(0, ǫn). Escolha 0 < ρ < ǫn e u ∈ H1
0 (Ω)\{0}. Defina wρ =

ρ u
‖u‖ . Assim, ‖wρ‖ = ρ e wρ ∈ B(0, ǫn), e, portanto, ηρ = ξn(wρ)(un −wρ) ∈ Nλ(Ω).

Segue de (2-9) que

Jλ(un) ≤ Jλ(ηρ) +
1
n

‖ηρ −un‖,

donde temos que

Jλ(ηρ) −Jλ(un) ≥ −
1
n

‖ηρ −un‖. (2-14)

Note que quando ρ→ 0, então ηρ → un, já que wρ → 0 e ξn(wρ) → ξn(0) = 1.

Como Jλ é Fréchet diferenciável, segue que

lim
ρ→0

|Jλ(ηρ) −Jλ(un) −〈J ′
λ(un),ηρ −un〉|

‖ηρ −un‖
= 0.

Neste caso, temos que

Jλ(ηρ) −Jλ(un) = 〈J ′
λ(un),ηρ −un〉 + oρ(‖ηρ −un‖), (2-15)

onde lim
ρ→0

oρ(‖ηρ−un‖)
‖ηρ−un‖ = 0. Assim, de (2-14) e (2-15) obtemos que

〈J ′
λ(un),ηρ −un〉 ≥ −

1
n

‖ηρ −un‖ + oρ(‖ηρ −un‖),

isto é,

〈J ′
λ(un), ξn(wρ)(un −wρ) −un〉 ≥ −

1
n

‖ηρ −un‖ + oρ(‖ηρ −un‖).

Somando e subtraindo adequadamente wρ na desigualdade acima, temos que

〈J ′
λ(un), ξn(wρ)(un −wρ) −un +wρ −wρ〉 ≥ −

1
n

‖ηρ −un‖ + oρ(‖ηρ −un‖).
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Portanto, temos que

〈J ′
λ(un),−wρ〉 + (ξn(wρ) −1)〈J ′

λ(un),un −wρ〉

≥ −
1
n

‖ηρ −un‖ + oρ(‖ηρ −un‖). (2-16)

Como ξn(wρ)(un − wρ) = ηρ ∈ Nλ(Ω), então 〈J ′
λ(ηρ),ηρ〉 = 0, isto é,

〈J ′
λ(ηρ), ξn(wρ)(un − wρ)〉 = 0. Consequentemente, ξn(wρ)〈J ′

λ(ηρ),un − wρ〉 = 0.

Como ξn(B(0, ǫn)) ⊂ R∗
+, segue que 〈J ′

λ(ηρ),un − wρ〉 = 0. Assim, somando

〈J ′
λ(ηρ),un −wρ〉 e −ξn(wρ)〈J ′

λ(ηρ),un −wρ〉 a equação (2-16) obtemos

〈J ′
λ(un),−wρ〉 + (ξn(wρ) −1)〈J ′

λ(un) −J ′
λ(ηρ),un −wρ〉

≥ −
1
n

‖ηρ −un‖ + oρ(‖ηρ −un‖).

Mas wρ = ρ u
‖u‖ . Assim substituindo na desigualdade acima temos que

−ρ

〈

J ′
λ(un),

u

‖u‖

〉

≥ −
1
n

‖ηρ −un‖ + oρ(‖ηρ −un‖) −

− (ξn(wρ) −1)〈J ′
λ(un) −J ′

λ(ηρ),un −wρ〉

isto é,

〈

J ′
λ(un),

u

‖u‖

〉

≤
1
nρ

‖ηρ −un‖ +
oρ(‖ηρ −un‖)

ρ
+

+
(ξn(wρ) −1)

ρ
〈J ′

λ(un) −J ′
λ(ηρ),un −wρ〉. (2-17)

Neste momento, gostaríamos de mostrar que

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

∣

〈

J ′
λ(un),

u

‖u‖

〉∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (2-18)

Com efeito, mostraremos que

lim
n→∞

lim
ρ→0

1
nρ

‖ηρ −un‖ = 0, (2-19)

lim
n→∞

lim
ρ→0

oρ(‖ηρ −un‖)
ρ

= 0 (2-20)

e

lim
n→∞

lim
ρ→0

(ξn(wρ) −1)
ρ

〈J ′
λ(un) −J ′

λ(ηρ),un −wρ〉 = 0. (2-21)
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Segue de (2-17) que

lim
n→∞

lim
ρ→0

〈

J ′
λ(un),

u

‖u‖

〉

≤

≤ lim
n→∞

lim
ρ→0

[ 1
nρ‖ηρ −un‖ + oρ(‖ηρ−un‖)

ρ +

+ (ξn(wρ)−1)
ρ 〈J ′

λ(un) −J ′
λ(ηρ),un −wρ〉].

Mas, como ξn é uma função diferenciável e ‖wρ‖ = ρ→ 0 quando ρ→ 0, segue que

lim
ρ→0

|ξn(wρ) − ξn(0) −〈ξ′
n(0),wρ〉|

‖wρ‖
=

lim
ρ→0

|ξn(wρ) −1 −〈ξ′
n(0),wρ〉|

ρ
= 0.

Pela desigualdade triangular, segue que

lim
ρ→0

|ξn(wρ) −1|

ρ
−

|〈ξ′
n(0),wρ〉|

ρ
≤ 0.

Então, temos que

lim
ρ→0

|ξn(wρ) −1|

ρ
≤ lim

ρ→0

|〈ξ′
n(0),wρ〉|

ρ

≤ lim
ρ→0

‖ξ′
n(0)‖‖wρ‖

ρ

= ‖ξ′
n(0)‖. (2-22)

Para verificarmos (2-19), (2-20) e (2-21), vamos supor que ‖ξ′
n(0)‖ ≤ K,

onde K > 0 é uma constante que não depende de n . Posteriormente, faremos a

verificação deste fato.

Primeiramente, observe que

‖ηρ −un‖ = ‖ξn(wρ)(un −wρ) −un‖

≤ |ξn(wρ) −1|‖un‖ + |ξn(wρ)|‖wρ‖

= |ξn(wρ) −1|‖un‖ + |ξn(wρ)|ρ (2-23)



50

Assim, de (2-22), (2-23) e da continuidade da função ξn, segue que

lim
ρ→0

1
nρ

‖ηρ −un‖ ≤ lim
ρ→0

1
nρ

{|ξn(wρ) −1| · ‖un‖ + |ξn(wρ)|ρ}

=
‖un‖

n
lim
ρ→0

|ξn(wρ) −1|

ρ
+ lim

ρ→0

|ξn(wρ)|
n

≤
‖un‖

n
‖ξ′

n(0)‖ +
|ξn(0)|
n

=
‖un‖

n
‖ξ′

n(0)‖ +
1
n
. (2-24)

Daí, utilizando a limitação, para sequência {un}, dada por (2-13) obtemos

lim
n→∞

lim
ρ→0

1
nρ

‖ηρ −un‖ ≤ lim
n→∞

‖un‖

n
‖ξ′

n(0)‖ +
1
n

≤ lim
n→∞

[

C7

n
‖ξ′

n(0)‖ +
1
n

]

= 0. (2-25)

Assim, provamos (2-19).

Note que, quando ρ→ 0, então ηρ → un. Então, usando que o funcional Jλ

é de classe C1, temos que

lim
ρ→0

〈J ′
λ(un) −J ′

λ(ηρ),un −wρ〉 = 0.

Segue da igualdade acima e de (2-22) que

lim
ρ→0

∣

∣

∣

∣

∣

(ξn(wρ) −1)|
ρ

∣

∣

∣

∣

∣

〈J ′
λ(un) −J ′

λ(ηρ),un −wρ〉| ≤ K · 0 = 0, (2-26)

o que nos dá (2-21).

Além disso, temos que lim
ρ→0

oρ(‖ηρ −un‖)
‖ηρ −un‖

= 0. Usando (2-22), (2-23) e (2-13),

temos que

lim
ρ→0

‖ηρ −un‖

ρ
≤ lim

ρ→0

|ξn(wρ) −1|‖un‖ + |ξn(wρ)|ρ
ρ

= lim
ρ→0

|ξn(wρ) −1|‖un‖

ρ
+ lim

ρ→0
|ξn(wρ)|

≤ ‖ξ′
n(0)‖C7 + 1.

Portanto, temos que

lim
ρ→0

oρ(‖ηρ −un‖)
ρ

= lim
ρ→0

oρ(‖ηρ −un‖)
‖ηρ −un‖

·
‖ηρ −un‖

ρ
= 0. (2-27)

Assim, obtemos (2-20).
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Dessa forma, segue de (2-17), (2-24), (2-26) e (2-27) que

〈

J ′
λ(un),

u

‖u‖

〉

≤
‖un‖

n
‖ξ′

n(0)‖ +
1
n
. (2-28)

Portanto, temos que

lim
n→∞

〈

J ′
λ(un),

u

‖u‖

〉

≤ 0. (2-29)

Agora, se ao invés de u, utilizarmos −u, as estimativas serão totalmente análogas,

obtendo

lim
n→∞

−

〈

J ′
λ(un),

u

‖u‖

〉

= lim
n→∞

〈

J ′
λ(un),

−u

‖u‖

〉

≤ 0. (2-30)

Usando as desigualdades (2-29) e (2-30) concluímos (2-18).

Observe que tomamos u ∈ H1
0 (Ω)\{0} qualquer em (2-18). Por definição,

temos que

‖J ′
λ(un)‖H−1 = sup

u∈H1
0 (Ω)\{0}

∣

∣

∣

∣

∣

〈

J ′(un),
u

‖u‖

〉∣

∣

∣

∣

∣

.

Assim, segue que

lim
n∈∞

‖J ′
λ(un)‖H−1 = 0.

Agora, vamos verificar que, de fato, ‖ξ′
n(0)‖ é limitado. Da equação (2-4)

obtemos que

|〈ξn(0),v〉| ≤
2
∫

Ω |∇un||∇v|dx+ (p+ 1)
∫

Ω |un|p|v|dx+ (q+ 1)
∫

Ω |a(x)||un|q|v|dx

|(1 − q)
∫

Ω |∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω |un|p+1dx|
,

para todo v ∈H1
0 (Ω). Utilizando a desigualdade de Hölder, a norma da função a em

L∞ e as imersões de Sobolev, temos que

|〈ξn(0),v〉| ≤
2‖un‖‖v‖ + (p+ 1)

(

∫

Ω (|un|p)
p+1

p dx
)

p
p+1 (∫

Ω |v|p+1dx
)

1
p+1

|(1 − q)
∫

Ω |∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω |un|p+1dx|
+

+
(q+ 1)‖a‖∞

(

∫

Ω (|un|q)
q+1

q dx
)

q
q+1 (∫

Ω |v|q+1dx
)

1
q+1

|(1 − q)
∫

Ω |∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω |un|p+1dx|

=
2‖un‖‖v‖ + (p+ 1)‖un‖p

p+1‖v‖p+1 + (q+ 1)‖a‖∞‖un‖q
q+1‖v‖q+1

|(1 − q)
∫

Ω |∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω |un|p+1dx|

≤
2‖un‖‖v‖ + (p+ 1)Sp+1

p+1‖un‖p‖v‖ + (q+ 1)‖a‖∞Sq+1
q+1‖un‖q‖v‖

|(1 − q)
∫

Ω |∇un|2dx− (p− q)
∫

Ω |un|p+1dx|
.
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Deixando o termo ‖v‖ em evidência e utilizando (2-13), segue que

|〈ξn(0),v〉| ≤
b‖v‖

|(1 − q)
∫

Ω |∇un|2 − (p− q)
∫

Ω |un|p+1dx|
,

onde b > 0 é uma constante que não depende de n.

Queremos mostrar que

∣

∣

∣

∣

(1 − q)
∫

Ω
|∇un|2 − (p− q)

∫

Ω
|un|p+1dx

∣

∣

∣

∣

> c, (2-31)

para alguma constante c > 0 e para n suficientemente grande. Com efeito, vamos

supor que existe uma subsequência (a qual também chamaremos de {un}) da

sequência {un} tal que

(1 − q)
∫

Ω
|∇un|2 − (p− q)

∫

Ω
|un|p+1dx= on(1), (2-32)

isto é,

‖un‖2 =
p− q

1 − q

∫

Ω
|un|p+1dx+ on(1). (2-33)

Assim, de (2-12) e (2-32) obtemos que

∫

Ω
|un|p+1dx=

1 − q

p−1
‖un‖2 + on(1)>

1 − q

p−1
(C6)2 + on(1).

Desse modo, temos que
∫

Ω
|un|p+1dx > Cp, (2-34)

para n suficientemente grande, onde Cp > 0 é uma constante que não depende de n.

Como un ∈Nλ(Ω), segue de (1-7) e (2-32) que

λ
∫

Ω
a(x)|un|q+1dx = ‖un‖ −

∫

Ω
|un|p+1

=

(

p− q

1 − q
−1

)

∫

Ω
|un|p+1 + on(1)

=

(

p−1
1 − q

)

∫

Ω
|un|p+1 + on(1), (2-35)

isto é,
(

p− q

p−1

)

λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx=

(

p− q

1 − q

)

∫

Ω
|un|p+1 + on(1). (2-36)
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De (2-33) e (2-36), segue que

‖un‖2 =

(

p− q

p−1

)

λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx+ on(1)

≤

(

p− q

p−1

)

λ‖a‖∞‖un‖q+1
q+1 + on(1)

≤

(

p− q

p−1

)

λ‖a‖∞S
q+1
q+1‖un‖q+1 + on(1),

onde utilizamos a norma em L∞ da função a e utilizamos a imersão de Sobolev

do espaço H1
0 (Ω) em Lq+1. Agora, dividindo a última expressão obtida acima por

‖un‖q+1 obtemos

‖un‖1−q ≤

(

p− q

p−1

)

λ‖a‖∞S
q+1
q+1 + on(1).

Portanto, temos que

‖un‖ ≤

[(

p− q

p−1

)

λ‖a‖∞S
q+1
q+1

]1−q

+ on(1). (2-37)

Observação 2.12 Note que mantemos o termo on(1) nas duas desigualdades

acima, já que, utilizando (2-12), temos que

lim
n→∞

|on(1)|
‖un‖q+1

≤ lim
n→∞

|on(1)|

Cq+1
6

= 0,

isto é, o termo on(1)
‖un‖q+1 continua sendo on(1).

Agora, defina

Iλ(un) =

(

1 − q

p− q

)

p
p−1

(

p−1
1 − q

)[

‖un‖2p

∫

Ω |un|p+1dx

]
1

p−1

−λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx.

Vamos provar que Iλ(un) é on(1). De (2-33) e (2-35), temos que

Iλ(un) =
(

1−q
p−q

)

p
p−1

(

p−1
1−q

)





(

p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1+on(1)

)p

∫

Ω
|un|p+1dx





1
p−1

−

−
(

p−1
1−q

)

∫

Ω
|un|p+1 + on(1),
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implicando que

Iλ(un) =
(

1−q
p−q

)

p
p−1

(

p−1
1−q

)(

p−q
1−q

)

p
p−1

[

(
∫

Ω
|un|p+1)p

∫

Ω
|un|p+1dx

]

1
p−1

−

−
(

p−1
1−q

)

∫

Ω
|un|p+1 + on(1).

Consequentemente, temos que

Iλ(un) =
(

p−1
1−q

)

∫

Ω
|un|p+1 −

(

p−1
1−q

)

∫

Ω
|un|p+1 + on(1)

= on(1) (2-38)

Observação 2.13 Note que
(

p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1 + on(1)

)p

=
(

p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1

)p

+on(1).

De fato,
(

p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1 + on(1)

)p

=
(

p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1

)p
(

1 + on(1)
p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1

)p

. A desi-

gualdade (2-34) nos garante que

lim
n→+∞

|on(1)|
p−q
1−q

∫

Ω |un|p+1
≤ lim

n→+∞

|on(1)|
p−q
1−qCp

= 0.

Assim,

lim
n→+∞



1 +
on(1)

p−q
1−q

∫

Ω |un|p+1





p

= 1.

Consequentemente,
(

p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1 + on(1)

)p

=
(

p−q
1−q

∫

Ω
|un|p+1

)p

(1 + on(1)). En-

tretanto, de (2-13), temos que

lim
n→+∞

(

p− q

1 − q

∫

Ω
|un|p+1 + on(1)

)p

on(1) ≤ lim
n→+∞

(Sp+1
p+1‖un‖p+1)pon(1)

≤ lim
n→+∞

(Sp+1
p+1C

p+1
7 )pon(1) = 0.

E assim provamos o desejado.

Por outro lado, utilizando a norma de a em L∞(Ω) e as imersões de Sobolev,
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temos que

Iλ(un) ≥

(

1 − q

p− q

)

p
p−1

(

p−1
1 − q

)





‖un‖2p

Sp+1
p+1‖un‖p+1





1
p−1

−λ‖a‖∞S
q+1
q+1‖un‖q+1

=

(

1 − q

p− q

)

p
p−1

(

p−1
1 − q

)





‖un‖p−1

Sp+1
p+1





1
p−1

−λ‖a‖∞S
q+1
q+1‖un‖q+1

= ‖un‖q+1







(

1 − q

p− q

)

p
p−1

(

p−1
1 − q

)

‖un‖−(q+1)

(Sp+1
p+1)

1
p−1

−λ‖a‖∞S
q+1
q+1





 .

Utilizando (2-13) obtemos que

Iλ(un)> ‖un‖q+1







(

1 − q

p− q

)

p
p−1

(

p−1
1 − q

)

C7
−(q+1)

(Sp+1
p+1)

1
p−1

−λ‖a‖∞S
q+1
q+1





 . (2-39)

Agora, se tomarmos λ < λ3, onde λ3 = min{λ1,λ2} e

λ2 = 1

2‖a‖∞Sq+1
q+1

(

1−q
p−q

)

p
p−1

(

p−1
1−q

)

C7
−(q+1)

(Sp+1
p+1)

1
p−1

, então o termo entre colchetes na desigual-

dade (2-39) é maior que 1
2

(

1−q
p−q

)

p
p−1

(

p−1
1−q

)

C7
−(q+1)

(Sp+1
p+1)

1
p−1

. Fazendo uso de tal fato e da

desigualdade em (2-12), segue que

Iλ(un)> C6q+ 1
1
2

(

1 − q

p− q

)

p
p−1

(

p−1
1 − q

)

C7
−(q+1)

(Sp+1
p+1)

1
p−1

, (2-40)

o que contradiz (2-38). A contradição é oriunda da suposição de que ocorre (2-32).

Dessa forma, obtemos que vale (2-31). Isso mostra que,

|〈ξ′
n(0),v〉|

‖v‖
<
b

c
,

para todo v ∈H1
0 (Ω)\{0}, isto, é ‖ξ′

n(0)‖ ≤ b
c = K, sendo, portando, limitado.

(ii) Segue do Lema 1.24 que N−
λ (Ω) é espaço métrico completo, e, assim,

do Princípio Variacional de Ekeland, temos que existe uma sequência minimizante

{un} ⊂N−
λ (Ω) tal que

Jλ(un)< inf
N−

λ
(Ω)
Jλ(u) +

1
n

= α−
λ (Ω) +

1
n

(2-41)

e

Jλ(un)< Jλ(w) +
1
n

‖w−un‖, para cada w ∈N−
λ (Ω), w 6= un (2-42)
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Sendo assim, usando (2-41) e que un ∈N−
λ (Ω), temos que lim

n→∞
Jλ(un) = αλ(Ω), ou

seja, Jλ(un) = α−
λ (Ω) +on(1).

Segue do Lema1.23 que existe uma constante C5 > 0, que não depende de

n, tal que

‖un‖ ≥ C5. (2-43)

Utilizando a coercividade do funcional Jλ sobre Nλ(Ω), e, portanto, sobre N−
λ (Ω),

temos que {un} é uma sequência limitada, ou seja, existe uma constante C8 > 0 que

não depende de n tal que

‖un‖ ≤ C8. (2-44)

Assim, substituindo o Lema 2.6 pelo Lema 2.7, a equação (2-12) pela equação

(2-43) e a equação (2-13) pela equação (2-44), as estimativas, a partir de agora, são

análogas às realizadas na parte (i). 2

Teorema 2.14 Seja λ3 > 0 como na proposição anterior, então para λ ∈ (0,λ3) o

funcional Jλ tem um mínimo u+
0 ∈N+

λ (Ω) que satisfaz:

i) Jλ(u+
0 ) = αλ(Ω) = α+

λ (Ω)< 0;

ii) u+
0 é uma solução não negativa da equação (Pλ);

iii) Jλ(u+
0 ) → 0, quando λ→ 0.

Demonstração. A Proposição 2.11, item i), nos garante que existe uma sequência

minimizante {un} ⊂Nλ(Ω) tal que

Jλ(un) = αλ(Ω) +o(1);

J ′
λ(un) = o(1), em H−1(Ω).

Além disso, a desigualdade (2-13) nos garante que a sequência em questão é limitada.

Assim a sequência {un} admite uma subsequência (a qual também chamaremos de

{un}) tal que

un ⇀u+
0 , fracamente em H1

0 (Ω),

para algum u+
0 ∈H1

0 (Ω).Usando as imersões compactas temos que

un → u+
0 , fortemente em Lp+1(Ω)

e

un → u+
0 , fortemente em Lq+1(Ω).
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Afirmamos que
∫

Ω
a(x)|u+

0 |q+1dx 6= 0. De fato,
∫

Ω
a(x)|u+

0 |q+1dx= 0, então, utilizando

a continuidade da função a e Teorema da Convergência Dominada A.4, temos que

lim
n→∞

∫

Ω

a(x)|un|q+1dx=
∫

Ω

a(x)|u+
0 |q+1dx= 0, (2-45)

que implica, juntamento com (1-5), que

‖un‖2 =
∫

Ω

|un|p+1dx+ on(1).

Dessa forma,

Jλ(un) =
1
2

‖un‖2 −
1

p+ 1

∫

Ω

|un|p+1dx−λ
1

q+ 1

∫

Ω

a(x)|un|q+1dx

=
1
2





∫

Ω

|un|p+1dx+ on(1)



−
1

p+ 1

∫

Ω

|un|p+1dx+ on(1)

=

(

1
2

−
1

p+ 1

)

∫

Ω

|un|p+1dx+ on(1),

implicando que lim
n→∞

Jλ(un) =
(

1
2 − 1

p+1

)

∫

Ω
|u+

0 |p+1dx ≥ 0. O que é um absurdo, já

que, Jλ(un) → αλ(Ω) < 0, quando n → ∞. O que prova o desejado. Neste caso,

podemos concluir que u+
0 6= 0.

Vamos provar que 〈J ′
λ(un),v〉 → 〈J ′

λ(u+
0 ),v〉, quando n → +∞, para todo

v ∈ H1
0 (Ω) fixado. A convergência fraca nos garante que 〈un,v〉 → 〈u+

0 ,v〉, quando

n → ∞, para todo v ∈ H1
0 (Ω). Como un → u+

0 em Lp+1(Ω), então, a menos de

subsequência, un → u+
0 , q.t.p de Ω e |un(x)| ≤ hp(x) ∈ Lp+1(Ω). Dessa forma,

|un|p−1unv → |u+
0 |p−1u+

0 v q.t.p de Ω e |un|p|v| ≤ |hp|p|v| ∈ L1(Ω), já que |hp|p ∈

L
p+1

p (Ω) e v ∈ Lp+1(Ω). Logo, segue do Teorema da Convergência Dominada A.4

que

lim
n→∞

∫

Ω

|un|p−1unvdx=
∫

Ω

|u+
0 |p−1u+

0 vdx.

lim
n→∞

∫

Ω

a(x)|un|q−1unvdx=
∫

Ω

a(x)|u+
0 |q−1u+

0 vdx.

Portanto, seguem as igualdades
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lim
n→∞

〈J ′
λ(un),v〉 =

= lim
n→∞

∫

Ω

∇un∇vdx−
∫

Ω

|un|p−1unvdx−
∫

Ω

a(x)|un|q−1unvdx

=
∫

Ω

∇u+
0 ∇vdx−

∫

Ω

|u+
0 |p−1u+

0 vdx−
∫

Ω

a(x)|u+
0 |q−1u+

0 vdx

= 〈J ′
λ(u+

0 ),v〉.

Por outro lado, por hipótese, 〈J ′
λ(un),v〉 → 0, para todo v ∈ H1

0 (Ω). Assim,

〈J ′
λ(u+

0 ),v〉 = 0, para todo v ∈ H1
0 (Ω). Consequentemente, se v = u+

0 , temos que

〈J ′
λ(u+

0 ),u+
0 〉 = 0. Assim, u+

0 ∈Nλ(Ω).

Afirmamos que un → u+
0 fortemente em H1

0 (Ω). Se supormos, por ab-

surdo, que un 9 u+
0 , pelo Lema(A.16), teremos que ‖u+

0 ‖2 < liminf
n→∞

‖un‖2. Assim

〈J ′
λ(u+

0 ),u+
0 〉< liminf

n→∞
〈J ′

λ(un),un〉 = 0, implicando, assim, que u+
0 /∈Nλ(Ω). O que é

um absurdo. A convergência forte juntamente com a continuidade do funcional Jλ

nos garante que Jλ(un) → Jλ(u+
0 ), e, portanto, Jλ(u+

0 ) = αλ(Ω) ≤ α+
λ (Ω).

Vamos provar que u+
0 ∈ N+

λ (Ω). Temos que u+
0 ∈ Nλ(Ω), assim, de (1-6) e

do fato que Jλ(u+
0 ) = αλ(Ω)< 0 obtemos

(

1
2

−
1

p+ 1

)

‖u0‖2 −λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω

a(x)|u+
0 |q+1dx < 0,

a qual implica

λ

(

p− q

(q+ 1)(p+ 1)

)

∫

Ω

a(x)|u+
0 |q+1dx >

(

p−1
2(p+ 1)

)

‖u0‖2.

Logo, segue que
∫

Ω
a(x)|u+

0 |q+1dx > 0. Como estamos sob as condições do Caso 4,

analisado na Seção 1.2 do Capítulo 1, e λ < λ1, a Proposição (1.11) nos garante a

existência de únicos t+ = t+(u+
0 ), t− = t−(u+

0 ), com 0< t+ <tmax< t
− e t+u+

0 , t
−u+

0 ∈

Nλ(Ω). Mas u+
0 ∈ Nλ(Ω), logo, t+ = 1 ou t− = 1. Vamos supor que t− = 1, nesse

caso, novamente, da Proposição (1.11), temos que t−u+
0 = u+

0 ∈ N−
λ (Ω) e t− > 0

é o único que satisfaz Jλ(u+
0 ) = Jλ(t−u+

0 ) = max
t≥0

J(tu+
0 ). Dessa forma, temos que

Jλ(t+u+
0 ) < Jλ(t−u+

0 ) = Jλ(u+
0 ) = αλ(Ω). Absurdo, já que t+u+

0 ∈N+
λ (Ω) ⊂ Nλ(Ω).

Assim, t+ = 1. Portanto, t+u+
0 = u+

0 ∈ N+
λ (Ω); implicando que Jλ(u+

0 ) ≥ α+
λ (Ω).

Porém, já havíamos mostrado que Jλ(u+
0 ) ≤ α+

λ (Ω), e, portanto, Jλ(u+
0 ) = α+

λ (Ω).

Finalizamos a demonstração do item i).

Da forma com que definimos o funcional energia Jλ, temos que Jλ(|u+
0 |) =
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Jλ(u+
0 ) = α+

λ (Ω). Dessa forma, podemos assumir que u+
0 ≥ 0, em Ω. Portanto, segue

do Lema 1.8 que u+
0 é uma solução não negativa do problema (Pλ). Finalizando a

demonstração do item ii)

A desigualdade (1-9) do Teorema 1.4 e o Lema 1.16 nos garantem que

0>Jλ(u+
0 ) ≥ −λ

2
1−qC4, onde C4 > 0 é uma constante. Assim, temos que Jλ(u+

0 ) → 0

quando λ→ 0. O que prova (iii) e finaliza a demonstração da proposição. 2

Teorema 2.15 Seja λ3 > 0 como na Proposição (2.11), então, se λ ∈ (0,λ3), o

funcional Jλ tem um mínimo u−
0 ∈N−

λ (Ω) que satisfaz:

i) Jλ(u−
0 ) = α−

λ (Ω);

ii) u−
0 é uma não negativa para o problema (Pλ).

Demonstração. A Proposição 2.11, item ii), nos garante que existe uma sequência

minimizante {un} ⊂N−
λ (Ω) tal que

Jλ(un) = α−
λ (Ω) +o(1);

J ′
λ(un) = o(1), em H−1(Ω).

Além disso, a desigualdade (2-44) nos garante que a sequência em questão é limitada.

Assim a sequência {un} admite uma subsequência (a qual também chamaremos de

{un}) tal que

un ⇀u−
0 , fracamente em H1

0 (Ω),

para algum u−
0 ∈H1

0 (Ω). Das imersões compactas, temos que

un → u−
0 , fortemente em Lp+1(Ω)

e

un → u−
0 , fortemente em Lq+1(Ω).

Afirmamos que u−
0 6= 0. De fato, se supormos que u−

0 = 0, então
∫

Ω
a(x)|u−

0 |q+1dx= 0 e
∫

Ω
|u−

0 |p+1dx= 0. Assim, de (1-5), obtemos que lim
n→∞

‖un‖2 = 0.

Mas, isso é um absurdo, visto que, do Lema(1.23), temos que ‖un‖> C5.

Vamos provar que 〈J ′
λ(un),v〉 → 〈J ′

λ(u−
0 ),v〉, quando n → ∞, para todo

v ∈ H1
0 (Ω) fixado. A convergência fraca nos garante que 〈un,v〉 → 〈u−

0 ,v〉, quando

n → ∞, para todo v ∈ H1
0 (Ω). Como un → u−

0 em Lp+1(Ω), então, a menos de

subsequência, un → u−
0 , q.t.p de Ω e |un(x)| ≤ hp(x) ∈ Lp+1(Ω). Dessa forma,

|un|p−1unv → |u−
0 |p−1u+

0 v q.t.p de Ω e |un|p|v| ≤ |hp|p|v| ∈ L1(Ω), já que |hp|p ∈
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L
p+1

p (Ω) e v ∈ Lp+1(Ω). Logo, segue do Teorema da Convergência Dominada A.4

que

lim
n→∞

∫

Ω

|un|p−1unvdx=
∫

Ω

|u−
0 |p−1u−

0 vdx.

Adicionalmente, temos que Lp+1(Ω) está imerso continuamente no espaço Lq+1(Ω),

assim, un → u−
0 também em Lq+1(Ω). Então, mais uma vez, un → u−

0 , q.t.p de Ω

e |un(x)| ≤ hp(x) ∈ Lp+1(Ω). Dessa forma, |a(x)||un|q|v| ≤ ‖a‖∞|hp(x)|qv ∈ L1(Ω),

já que |hp|q ∈ L
q+1

q (Ω) e v ∈ Lq+1(Ω). Logo, utilizando novamente o Teorema da

Convergência Dominada, temos que

lim
n→∞

∫

Ω

a(x)|un|q−1unvdx=
∫

Ω

a(x)|u−
0 |q−1u−

0 vdx.

Portanto segue que

lim
n→∞

〈J ′
λ(un),v〉 =

= lim
n→∞

∫

Ω

∇un∇vdx−
∫

Ω

|un|p−1unvdx−
∫

Ω

a(x)|un|q−1unvdx

=
∫

Ω

∇u−
0 ∇vdx−

∫

Ω

|u−
0 |p−1u−

0 vdx−
∫

Ω

a(x)|u−
0 |q−1u−

0 vdx

= 〈J ′
λ(u−

0 ),v〉.

Por outro lado, por hipótese, 〈J ′
λ(un),v〉 → 0, para todo v ∈ H1

0 (Ω). Assim,

〈J ′
λ(u−

0 ),v〉 = 0, para todo v ∈H1
0 (Ω). Portanto, u−

0 ∈Nλ(Ω).

Afirmamos que un → u−
0 fortemente em H1

0 (Ω). Se supormos, por ab-

surdo, que un 9 u−
0 , pelo Lema(A.16), teremos que ‖u−

0 ‖2 < liminf
n→∞

‖un‖2. Assim,

〈J ′
λ(u−

0 ),u−
0 〉 < liminf

n→∞
〈J ′

λ(un),un〉 = 0, implicando que u−
0 /∈ Nλ(Ω). O que é um

absurdo. A convergência forte juntamente com a continuidade do funcional Jλ ga-

rante que Jλ(un) → Jλ(u−
0 ). Neste caso, temos que Jλ(u−

0 ) = α−
λ (Ω). Como o espaço

N−
λ (Ω) é fechado, também temos que u−

0 ∈Nλ(Ω). Finalizamos a demonstração do

item i).

Da forma com que definimos o funcional energia Jλ, temos que Jλ(|u−
0 |) =

Jλ(u−
0 ) = α−

λ (Ω). Dessa forma, podemos assumir que u−
0 ≥ 0, em Ω. Portanto, segue

do Lema 1.8 que u−
0 é uma solução não negativa do problema (Pλ). Isto finaliza a

demonstração do item ii)

2



CAPÍTULO 3

O Problema Côncavo-Convexo com

Funções Peso Trocando de Sinal

Neste capítulo, baseados no artigo dos autores Brown&Wu [8], vamos

mostrar que existem duas soluções não-negativas para o problema (Qλ), sempre

que λ < λ1. Como vimos no Lema 1.8, pontos de mínimo de Jλ em Nλ(Ω), que não

pertençam ao subconjunto N0
λ(Ω), são pontos críticos do funcional Jλ. Dessa forma,

vamos obter as soluções desejadas encontrando pontos de mínimo de Jλ sobre N+
λ (Ω)

e N−
λ (Ω). Ao final do Capítulo, iremos mostrar a classe de regularidade das soluções

encontradas e mostrar que, sob certas hipóteses uma das soluções é positiva.

O Teorema a seguir prova a existência de um mínimo do funcional Jλ em

N+
λ (Ω).

Teorema 3.1 Se λ < λ1, existe um mínimo de Jλ em N+
λ (Ω).

Demonstração. Como Jλ é limitado inferiormente em Nλ(Ω), então este também

é limitado inferiormente em N+
λ (Ω). Portanto, α+

λ (Ω) > −∞. Assim, existe uma

sequência minimizante {un} ⊂N+
λ (Ω) tal que Jλ(un) → α+

λ (Ω), quando n→ +∞. A

coercividade de Jλ em Nλ(Ω) garante que a sequência {un} é limitada em H1
0 (Ω).

Assim, existem uma subsequência (a qual também chamaremos, sem perda de

generalidade, de {un}) e u0 ∈H1
0 (Ω), tais que, un ⇀u0 em H1

0 (Ω). Segue do Teorema

de Rellich-Kondrachov A.14 e do Teorema A.5 que

un → u0, em Lr(Ω), r ∈ [1,2∗)

un(x) → u0(x), q.t.p. em Ω

|un(x)| ≤ hr(x) ∈ Lr(Ω), q.t.p. em Ω,

a menos de subsequência. Como as funções un ∈Nλ(Ω), segue da equação (1-6) que

Jλ(un) =

(

1
2

−
1

p+ 1

)

‖un‖2 −λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx,
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isto é,

λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1 =

(

1
2

−
1

p+ 1

)

‖un‖2 −Jλ(un).

Utilizando que
(

1
2 − 1

p+1

)

‖un‖2 > 0, para todo n ∈ N segue que

λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|un|q+1 >−Jλ(un). (3-1)

Como lim
n→+∞

∫

Ω
a(x)|un|q+1dx =

∫

Ω
a(x)|u0|q+1dx e α+

λ (Ω) < 0, aplicando o limite

com n→ +∞ em ambos os lados da desigualdade (3-1), temos que

λ

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
a(x)|u0|q+1dx≥ −α+

λ (Ω) > 0,

onde a última desigualdade segue do Lema 1.16. Portanto,
∫

Ω
a(x)|u0|q+1dx > 0 e

u0 6= 0. Logo, ocorre o Caso 2 ou o Caso 4, analisados na Seção 1.2 do Capítulo 1.

Dessa forma, segue da Proposição 1.11 que existe um único t0 = t+(u0) > 0 tal que

t0u0 ∈N+
λ (Ω) e Jλ(t0u0)< 0 (Lema 1.16). Note que tanto no Caso 2 quanto no Caso

4, temos que a função mu0 é estritamente crescente no intervalo (0, t0). Assim, segue

da igualdade (1-18) que

γ′
u0

(t) = tq
[

mu0(t) −
∫

Ω
a(x)|u0|q+1

]

= tq[mu0(t) −mu0(t0)].

Portanto, γ′
u0

(t) < 0, para todo t ∈ (0, t0), isto é, γ′
u0

é uma função estritamente

decrescente em tal intervalo (0, t0) e γ′
u0

(t0) = 0.

Queremos provar que un → u0 em H1
0 (Ω). Com efeito, vamos supor, por

absurdo, que un 9 u0. Assim, do Lema A.16, segue que liminf
n→+∞

‖un‖2 > ‖u0‖2. Dessa

forma, liminf
n→+∞

γ′
un

(t) > γ′
u0

(t), para todo t > 0. Particularmente, para t = t0, temos

que liminf
n→+∞

γ′
un

(t0) > γ′
u0

(t0) = 0. Então, para n suficientemente grande γ′
un

(t0)> 0.

Por outro lado, como un ∈ N+
λ (Ω) temos que mun(1) =

∫

Ω a(x)|un|q+1dx e

mun é estritamente crescente no intervalo (0,1). Assim, γ′
un

(1) < 0, para todo

t ∈ (0,1). Logo, t0 > 1, e, portanto, Jλ(t0u0) = γu0(t0) ≤ γu0(1) = Jλ(u0) <

liminf
n→+∞

Jλ(un) = α+
λ (Ω). O que é um absurdo, já que t0u0 ∈ N+

λ (Ω). Dessa forma,

un → u0 e Jλ(u0) = α+
λ (Ω). Mais ainda, como u0 6≡ 0 e λ < λ1 segue do Corolário

1.15 e do Lema 1.20 que u0 ∈ N+
λ (Ω). Concluímos assim que u0 é um ponto de

mínimo local do funcional Jλ em N+
λ (Ω). 2
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O Próximo teorema garante a existência de um mínimo do funcional Jλ em

N−
λ (Ω).

Teorema 3.2 Se λ < λ1, então existe um mínimo de Jλ em N−
λ (Ω).

Demonstração. O Corolário 1.14 garante que α−
λ (Ω) ≥ δ1 > 0, logo, existe uma

sequência minimizante un ⊂ N−
λ (Ω), tal que Jλ(un) → α−

λ (Ω), quando n → +∞. A

coercividade do operador Jλ restrito a Nλ(Ω) garante que a sequência un é limitada.

Portanto, admite subsequência a qual converge fraco em H1
0 (Ω). Digamos, sem perda

de generalidade, que un ⇀u0 em H1
0 (Ω).

Usando (1-7), segue que

Jλ(un) =

(

1
2

−
1

q+ 1

)

‖un‖2 −

(

1
p+ 1

−
1

q+ 1

)

∫

Ω
b(x)|un|p+1dx,

isto é,

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
b(x)|un|p+1dx=

(

1
q+ 1

−
1
2

)

‖un‖2 +Jλ(un).

Utilizando que
(

1
q+1 − 1

2

)

‖un‖2 > 0, para todo n ∈ N obtemos que

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
b(x)|un|p+1dx > Jλ(un). (3-2)

Aplicando o limite, com n → +∞, na equação (3-2), segue do Teorema da Conver-

gência Dominada A.4, que

(

1
q+ 1

−
1

p+ 1

)

∫

Ω
b(x)|u0|p+1dx≥ lim

n→∞
Jλ(un) = α−

λ (Ω) > 0. (3-3)

Logo,
∫

Ω b(x)|u0|p+1dx > 0, o que implica que u0 6= 0. Dessa forma, temos que ocorre

o Caso 3 ou o Caso 4, estudados na Seção 1.2 do Capítulo 1. Em ambos os casos,

existe um único t0 = t−(u0)> 0, tal que t0u0 ∈N−
λ (Ω) e γu0(t0) = max

t≥0
γu0(t).

Queremos provar que un → u0 em H1
0 (Ω). Com efeito, vamos supor, por

absurdo, que un 9 u0. Assim, do Lema A.16, temos que ‖u0‖2 < liminf
n→+∞

‖un‖2. Mu-

nidos de tal informação, obtemos que Jλ(t0u0) < liminf
n→+∞

Jλ(t0un) ≤ lim
n→+∞

Jλ(t0un).

Adicionalmente, como un ∈ N−
λ (Ω), para todo n ∈ N, temos que t−(un) = 1 e

Jλ(un) = γun(1) = max
t>0

γun(t) ≥ γun(t) = Jλ(tun), para todo t > 0; particularmente,

para t= t0. Assim, segue que

Jλ(t0u0)< lim
n→+∞

Jλ(t0un) ≤ lim
n→+∞

Jλ(un) = α−
λ (Ω),
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o que é um absurdo, visto que t0u0 ∈ N−
λ (Ω). O absurdo surgiu quando supomos

que un 9 u0. Dessa forma, un → u0 e, portanto, Jλ(u0) = lim
n→+∞

Jλ(un) = α−
λ (Ω).

Como λ < λ1, o Lema 1.23 garante que N−
λ (Ω) é fechado em H1

0 (Ω), e, assim,

u0 ∈N−
λ (Ω). 2

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 0.1:

Demonstração.[do Teorema 0.1] Como ‖|u|‖ = ‖u‖, temos que Jλ(|u|) = Jλ(u),

〈J ′
λ(u),u〉 = 〈J ′

λ(|u|), |u|〉 e γ′′
u(1) = γ′′

|u|(1). Assim, sem perda de generalidade, po-

demos supor que os pontos de mínimo do funcional Jλ encontradas nos Teoremas

3.1 e 3.2, os quais chamaremos de u+ e u−, respectivamente, são não negativos

em Ω. Além disso, u+ ∈ N+
λ (Ω) e u− ∈ N−

λ (Ω). O Corolário 1.14 e o Lema 1.16,

nos garantem que Jλ(u+) < 0 e Jλ(u−) > 0. Como Jλ(u+) = inf
N+

λ
(Ω)
Jλ = α+

λ (Ω) e

Jλ(u−) = inf
N−

λ
(Ω)
Jλ = α−

λ (Ω), o Lema 1.8 nos garante que u+,u− são pontos críticos

do funcional Jλ, e, portanto, soluções fracas para o problema (Qλ). Por argumento

de regularização via bootstrap (cf. Apêndice C), prova-se que u± ∈ C1,α(Ω), para

algum α ∈ (0,1). Adicionalmente, da Proposição C.15 temos que u± ∈ C2,αq(Ω),

caso as funções a,b ∈ C0,αq(Ω). Por fim, utilizando a Desigualdade de Harnack,

cf. Apêndice D, prova-se o Corolário D.5 que garante que se λ <

{

C9
1−q

C
Z

Z‖a‖∞|U |
1
β

}

,

então, a solução u− encontrada é, na realidade, positiva em Ω. Assim, tomando

λ0 = min

{

C9
1−q

C
Z

Z‖a‖∞|U |
1
β

,λ1

}

, finalizamos a demonstração. 2



APÊNDICE A

Resultados de Cálculo Diferencial,

Análise Funcional e Medida e Integração

Neste apêndice iremos apresentar alguns resultados clássicos de cálculo

diferencial, análise funcional e de medida e integração que utilizamos neste trabalho.

Teorema A.1 (do Divergente) Sejam ϕ1, . . . ,ϕn n funções C1, definidas em uma

vizinhança aberta O de Ω tomando valores em C; seja ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . ,ϕn(x)).

Temos
∫

Ω
divϕdx=

∫

∂Ω
ϕ ·νdσ.

Demonstração: (cf. Treves [19], p. 78).

Teorema A.2 (Identidades de Green) Sejam Ω ⊂ IRN um domínio onde vale o

Teorema do Divergente e u,v ∈ C2(Ω). Então, valem as seguintes idêntidades

∫

Ω
u∆vdx= −

∫

Ω
∇u∇vdx+

∫

∂Ω
u
∂v

∂ν
dσ

e
∫

Ω
(u∆v−v∆u)dx=

∫

∂Ω



u
∂v

∂ν
−v

∂u

∂ν



dσ.

Demonstração: (cf. Folland [12], p. 69).

Teorema A.3 (Teorema da função implícita) Seja F ∈ Ck(Σ × U,Y ),k ≥ 1,

onde Y é um espaço de Banach e Σ (respectivamente U) é um subconjunto aberto

de um espaço de Banach T (respectivamente X). Suponha que F (λ⋆,u⋆) = 0 e que

D1(λ⋆,u⋆) ∈ Inv(U,Y ). Então existe uma vizinhança Σ⋆ de λ⋆ em T , uma vizinhança

U⋆ de u⋆ em X e uma aplicação g ∈ Ck(Σ∗,X) tal que

i) F (λ,g(λ)) = 0, para todo λ ∈ Σ⋆;

ii)F (λ,u) = 0, (λ,u) ∈ Σ⋆ ×U⋆, então u= g(λ);

iii) g′(λ) = −[D2F (w)]−1 ◦D1F (w), onde w = (λ,g(λ)) e λ ∈ Σ⋆
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Demonstração.(cf. Ambrosetti&Prodi [4] ,p.38) 2

Teorema A.4 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja

(fn) uma sequência de funções integráveis satisfazendo:

(i) fn(x) −→ f(x), q.t.p. em Ω;

(ii) Existe uma função g ∈ L1(Ω), tal que, para todo n, | fn(x) |≤ g(x), q.t.p. em Ω.

Então, f ∈ L1(Ω) e
∫

Ω
f(x)dx= lim

n→+∞

∫

Ω
fn(x)dx.

Demonstração: (cf. Brézis [7], p. 90).

Teorema A.5 (Recíproca do Teorema de Lebesgue) Sejam (fn) uma sequên-

cia em Lr(Ω) e f ∈Lr(Ω), tais que, ‖ fn −f ‖r−→ 0. Então, existe uma subsequência

(fnk
) ⊆ (fn) e uma função h ∈ Lr(Ω), tais que,

(i) fnk
(x) −→ f(x), q.t.p. em Ω;

(ii) | fnk
(x) |≤ h(x), ∀k, q.t.p. em Ω.

Demonstração: (cf. Brézis [7], p. 94).

Teorema A.6 (Teorema da Representação de Riesz) Seja 1 < r < ∞ e seja

φ ∈ (Lr(Ω)∗). Então, existe uma única função u ∈ Lr′

(Ω) tal que

〈φ,f〉 =
∫

Ω
ufdx, ∀f ∈ Lr(Ω).

Além disso,

‖ u ‖r′=‖ φ ‖(Lp(Ω)∗) .

Demonstração: (cf. Brézis [7], p. 97).

Teorema A.7 (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lr(Ω) e g ∈ Lr′

(Ω) com 1 ≤

r ≤ ∞. Então, fg ∈ L1(Ω) e

∫

Ω
| fg | dx≤





∫

Ω
| f |p dx





1
r




∫

Ω
| g |q dx





1
r′

onde 1
r + 1

r′ = 1.

Demonstração: (cf. Brézis [7], p.92).
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Definição A.8 (Suporte de uma função contínua) Seja Ω ⊆ RN um aberto e

u : Ω −→ R uma função contínua. Definimos o suporte de u como sendo

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}.

Consideremos W 1,r(Ω), com 1< r <∞, o espaço usual de Sobolev equipado

com a norma

‖ u ‖1,r= (‖ u ‖r
r + ‖ ∇u ‖r

r)
1
r

e seja W 1,r
0 o subespaço fechado e convexo de W 1,r(Ω) dado por

W 1,r
0 = {u ∈W 1,r(Ω);u |∂Ω= 0}

Teorema A.9 (Densidade) Suponha que Ω é de classe C1, e seja u ∈ W 1,r(Ω)

com 1 ≤ r < ∞. Então, existe uma sequência (un) de C∞
0 (RN ) tal que un |Ω−→ u

em W 1,r(Ω). Em outras palavras, a restrição à Ω de funções em C∞
0 (RN ) formam

um subespaço denso de W 1,r(Ω)

Demonstração: (cf. Brézis [7], p. 277).

Lema A.10 Seja u ∈W 1,r(Ω) com 1 ≤ r <∞ e assuma que supp(u) é um subcon-

junto compacto de Ω. Então, u ∈W 1,r
0 (Ω).

Demonstração: (cf. Brézis [7], p.288).

Definição A.11 Dizemos que um dominio Ω satisfaz a propriedade do cone se para

qualquer x ∈ Ω, existe um cone limitado Cx, com vértice em x, tal que, Cx está

inteiramente contido em Ω.

Definição A.12 Dizemos que um domínio Ω satisfaz a propriedade de lipschitz

local se existe uma cobertura localmente finita O por abertos U , tais que, O∩U são

gráficos de funções uniformemente lipschitzianas.

Teorema A.13 (Imersões Contínuas de Sobolev) Sejam Ω ⊆ RN um domínio

satisfazendo a propriedade do cone, j ≥ 0 e m ≥ 1 inteiros positivos e 1 ≤ k < ∞.

Então ocorrem a seguintes imersões contínuas

(i) Se m<
N

k
, Wm,k(Ω) →֒ Lr(Ω), onde k ≤ r ≤

Nk

N −mk
= k∗;

(ii) Se m=
N

k
, Wm,k(Ω) →֒ Lr(Ω), onde k ≤ r ≤ ∞;

(iii) Se
N

k
< m, W j+m,k(Ω) →֒ Cj

B(Ω), onde Cj
B(Ω) = {u ∈ Cj(Ω);Dαu ∈

L∞(Ω), |α| ≤ j};

Se, além disso, Ω tem a propriedade de fortemente lipschitz local, então,
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(iv) Se m−1<
N

k
<m

W j+m,k(Ω) →֒ Cj+α(Ω), onde 0< α≤m−
N

k
;

(v) Se m−1 =
N

k

W j+m,k(Ω) →֒ Cj+α(Ω), onde 0< α < 1.

Demonstração: (cf. Adams [1], p.97).

Teorema A.14 (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω ⊆ RN um domínio satisfazendo

a propriedade do cone, m ≥ 1 inteiro e 1 ≤ k < ∞. Então, para qualquer j ≥ 0 as

imersões abaixo são compactas:

(i) Se m<
N

k
, W j+m,k(Ω) →֒W j,q(Ω), onde 1 ≤ q <

Nk

N −mk
;

(ii) Se m=
N

k
, W j+m,k(Ω) →֒W j,q(Ω), onde 1 ≤ q <∞;

(iii) Se
N

k
< m, W j+m,k(Ω) →֒ Cj

B(Ω), onde e W j+m,k(Ω) →֒ W j,q(Ω), onde 1 ≤

q <∞;

(iv) Se
N

k
<m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,k(Ω) →֒ Cj(Ω).

(v) Se m−1<
N

k
<m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,k(Ω) →֒ Cj+α(Ω), onde 0< α <m−
N

k
.

Em particular, se N = (m−1)k, então, W j+m,k(Ω) →֒ Cj+α(Ω), para 0< α < 1.

Demonstração: (cf. Adams [1], p.144).

A seguir enunciaremos e provaremos dois Lemas que serão de grande

importância na demonstração dos resultados principais deste trabalho, sendo que

o primeiro deles é uma variação do Lema de Brézis-Lieb para o espaço de Sobolev

H1
0 (Ω).

Lema A.15 Se un ⇀u0 em H1
0 (Ω), então ocorre a seguinte igualdade

‖u0‖2 = lim
n→+∞

[‖un‖2 −‖un −u0‖2] (A-1)
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Demonstração. Temos que

‖un‖2 −‖un −u0‖2 = 〈un,un〉 −〈un −u0,un −u0〉

= 〈un,un〉 −〈un,un〉 + 2〈un,u0〉 −〈u0,u0〉

= 2〈un,u0〉 −〈u0,u0〉.

Aplicando o limite em ambos os lados da igualdade acima, com n→ +∞, e utilizando

que lim
n→+∞

〈un,u0〉 = 〈u0,u0〉 segue a igualdade (A-1). 2

Lema A.16 Seja (un) uma sequência em H1
0 (Ω), tal que un ⇀u0 em H1

0 (Ω), porém,

un 9 u0. Então, ‖u0‖2 < liminf
n→+∞

‖un‖2.

Demonstração. Como un 9 u0, então existe ε > 0, tal que, ‖un −u0‖2 ≥ ε, para

todo n ∈ N. Dessa forma, para todo n ∈ N,

‖un‖2 −‖un −u0‖2 ≤ ‖un‖2 −ε.

Aplicando o limite inferior, com n→ +∞, a ambos os lados da desigualdade acima,

temos que

liminf
n→+∞

[‖un‖2 −‖un −u0‖2] ≤ liminf
n→+∞

[‖un‖2]−ε. (A-2)

Assim, segue do Lema A.15 que

‖u0‖2 ≤ liminf
n→+∞

‖un‖2 −ε.

Consequentemente, ‖u0‖2 < liminf
n→+∞

‖un‖2. 2
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Resultados Sobre Análise Funcional

Não-Linear

Sempre que X for um espaço de Banach, vamos denotar por X∗ seu dual

(topológico), isto é, o espaço dos funcionais lineares e contínuos definidos em X e

tomando valores em R. Lembramos que X∗ é um espaço de Banach munido com a

norma

‖A‖ = sup{|A(u)| : u ∈X,‖u‖ = 1}.

Enunciaremos agora, diversas definições e resultados que faremos uso durante este

trabalho.

Definição B.1 (Convergência Forte) Seja X um espaço vetorial normado e

(un) ⊆ X uma sequência. Dizemos que (un) converge forte para u em X, e es-

crevemos

un → u,

se

lim
n→+∞

‖un −u‖ = 0,

onde ‖ · ‖ representa a norma do espaço X.

Definição B.2 (Convergência Fraca) Seja X um espaço de Banach e (un) ⊆X

uma sequência. Dizemos que (un) converge fraco para u ∈X, e escrevemos

un ⇀u,

se

〈f,un〉 → 〈f,u〉, ∀f ∈X∗.

Dessa forma, temos que, se un → u, então un ⇀u

Teorema B.3 (Compacidade Fraca) Seja X um espaço de Banach reflexivo e

(un) uma sequência limitada em X. Então, existe uma subsequência (unj
) ⊆ (un) e



Apêndice B 71

u ∈X, tal que,

unj
⇀u. em X.

Demonstração: (cf. Brézis [7], p. 69).

Teorema B.4 Seja X um espaço de Banach e (un) uma sequência em X e σ(X,X∗)

a topologia fraca em X. Então,

(i) un ⇀u em σ(X,X∗) se, e somente se, 〈f,un〉 → 〈f,u〉, ∀f ∈X∗.

(ii) Se un → u, então un ⇀u em σ(X,X∗).

(iii) Se un ⇀u em σ(X,X∗), então (‖ un ‖) é limitada e ‖ u ‖≤ liminf ‖ un ‖.

(iv) Se un ⇀ u em σ(X,X∗) e fn → f em X∗ (isto é, ‖ fn −f ‖X∗→ 0), então

〈fn,un〉 → 〈f,u〉.

Demonstração: (cf. Brézis [7], p.58).

Se X é um espaço de Banach e U ⊂X é um aberto, um funcional I em U

é uma aplicação I : U → R.

Apresentaremos, agora, algumas definições de diferenciabilidade e suas

principais propriedades. Tais definições e resultados podem ser encontrados em [5].

Definição B.5 (Fréchet Diferenciável) Seja X um espaço de Banach, U um

subconjunto aberto de X e seja I : U → R um funcional. Dizemos que I é (Fréchet)

diferenciável em u ∈ U se existe A ∈X∗ tal que

lim
‖v‖→0

I(u+v) − I(u) −Av

‖v‖
= 0 (B-1)

Definição B.6 Seja I : U → R um funcional diferenciável em u ∈ U . O único

elemento de X∗ tal que ocorre (B-1) é chamado de diferencial de Fréchet de I em

u, e é denotada por I ′(u) ou por dI(u). Assim, temos que

I(u+v) = I(u) + I ′(u)v+ o(‖v‖)

quando ‖v‖ → 0.

Definição B.7 Seja U um subconjunto aberto de X. Se o funcional I é diferenciável

em todo u ∈ U , dizemos que I é diferenciável em U . A aplicação I ′ : U → X∗ que

leva u ∈ U em I ′(u) ∈ X∗ é chamada de derivada (de Fréchet) de I.Se a derivada

I ′ é contínua de U em X∗ nós dizemos que I é de classe C1 em U e escrevemos

I ∈ C1(U).
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Definição B.8 Seja H um espaço de Hilbert, U um subconjunto aberto de H e

seja R : H∗ → H o isomorfismo de Riesz. Assuma que o funcional I : U → R é

diferenciável em u. O elemento RI ′(u) ∈ H é chamado de gradiente de I em u e é

denotado por ∇I(u); portanto

I ′(u)v = 〈∇I(u),v〉,

para todo v ∈H.

Observação B.9 Neste trabalho cometeremos um abuso de notação denotando o

representante de I ′(u) na representação de Riesz pelo mesmo nome. Dessa forma,

escreveremos 〈I ′(u),v〉 ou invés de 〈∇I(u),v〉.

Definição B.10 Seja X um espaço de Banach, U um subconjunto aberto de X e

I : U → R um funcional. Dizemos que I é Gâteaux diferenciável em u ∈ U se existe

A ∈X∗ tal que, para todo v ∈X,

lim
t→0

I(u+ tv) − I(u)
t

= Av. (B-2)

Se I é Gâteaux diferenciável em u, existe um único funcional linear A ∈ X∗

satisfazendo (B-2). Este é chamado de derivada de Gâteaux de I em u e é denotado

por I ′
G(u).

Proposição B.11 Assuma que U é um subconjunto aberto de X, que I é Gâteaux

diferenciável em U e que I ′
G(u) é contínua em u ∈ U . Então, I é também Fréchet

diferenciável em u e I ′
G(u) = I ′(u).

Demonstração: (cf. Ambrosetti & Prodi [4], p. 14).

Definição B.12 Seja X um espaço de Banach, U um aberto de X e assuma que

I : U → R é diferenciável. Um ponto crítico de I é um ponto u ∈ U tal que

I ′(u) = 0.

Como I ′(u) é um elemento do espaço dual X∗, isto significa que I ′(u)v = 0, para

todo v ∈X.

Agora, faremos uso dos conceitos acima para provarmos alguns resultados

a cerca do funcional Jλ.

Lema B.13 Seja u ∈H1
0 (Ω), então

lim
n→+∞

∫

Ω a(x)|u+ tv|q+1dx−
∫

Ω a(x)|u|q+1dx

t
= (q+ 1)

∫

Ω
a(x)|u|q−1uvdx,
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para todo v ∈H1
0 (Ω).

Demonstração. Para cada x ∈ Ω, considere a seguinte função real f : R → R, dada

por

f(t) = |u+ tv|q+1 = |u(x) + tv(x)|q+1.

Temos que f(0) = |u|q+1, e, portanto, f(t) −f(0) = |u+ tv|q+1 −|u|q+1. A função f

é contínua em R, por ser a composta de duas funções contínuas. Se supormos que

u(x) 6= 0. Aplicando a regra da cadeia, temos que para todo t∈ R, tal que u+ tv 6= 0,

vale que

f ′(t) = (q+ 1)|u+ tv|q
(u+ tv)
|u+ tv|

v = (q+ 1)|u+ tv|q−1(u+ tv)v,

inclusive para t = 0, temos que f ′(t) = (q+ 1)|u|q−1uv. Se considerarmos a função

contínua g(t) = |u+ tv|, como g(0) = |u|> 0, existe uma vizinhança [−t, t] da origem

tal que g(t) = |u+ tv|> 0, para todo elemento nesse intervalo. Assim, temos que f

é de classe C1 em (0, t) (respectivamente em (−t,0)). Então, pelo teorema do valor

médio real existe θ(x,t) ∈ (0, t) (respectivamente, θ(x,t) ∈ (−t,0) ) tal que

f(t) −f(0)
t

= f ′(θ(x,t)) = (q+ 1)|u+ θv|q−1(u+ θv)v (B-3)

(respectivamente, f(0)−f(−t)
t = f ′(θ(x,−t))). Assim, temos que

lim
t→0+

f(t) −f(0)
t

= f ′(0).

(respectivamente, lim
t→0−

f(t)−f(0)
t = f ′(0)). Donde, segue que

lim
t→0

|u+ tv|q+1 −|u|q+1

t
= (q+ 1)|u|q−1uv. (B-4)

Agora estudaremos, separadamente, o caso u(x) = 0. Nesse caso, a função f se resume

a f(t) = |tv|q+1. Assim, temos que

lim
t→0

|tv|q+1

t
= 0,

já que 1< q+ 1< 2. Provamos que independente do valor de u(x), vale (B-4).

Além disso, de (B-3), temos que

∣

∣

∣

∣

∣

|u+ tv|q+1 −|u|q+1

t

∣

∣

∣

∣

∣

= (q+ 1)|u+ θv|q|v| ≤ (q+ 1)[|u|q|v| + |θ|q|v|q].



Apêndice B 74

Como estamos fazendo |t| pequeno, e consequentemente |θ| pequeno, podemos supor

que θ < 1. Assim, segue que

∣

∣

∣

∣

∣

|u+ tv|q+1 −|u|q+1

t

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (q+ 1)[|u|q|v| + |v|q+1], (B-5)

onde o lado direito da equação (B-5) não depende de t. Como H1
0 (Ω) está imerso

continuamente em Lq+1, temos que u,v ∈ Lq+1. Portanto, |u+tv|q+1−|u|q+1

t ∈ Lq+1.

Assim, segue do Teorema da Convergência Dominada A.4, que

lim
t→0

∫

Ω

a(x)(|u+ tv|q+1 −|u|q+1)
t

dx=
∫

Ω
lim
t→0

a(x)(|u+ tv|q+1 −|u|q+1)
t

,

logo

lim
t→0

∫

Ω

a(x)(|u+ tv|q+1 −|u|q+1)
t

dx= (q+ 1)
∫

Ω
a(x)|u|q−1uvdx.

Isso conclui a prova. 2

Lema B.14 Seja u ∈H1
0 (Ω), então

lim
n→+∞

∫

Ω b(x)|u+ tv|p+1dx−
∫

Ω b(x)|u|p+1dx

t
= (p+ 1)

∫

Ω
b(x)|u|p−1uvdx,

para todo v ∈H1
0 (Ω).

Demonstração. A demonstração deste Lema segue exatamente os mesmos passos

do Lema B.13. 2

Lema B.15 O funcional Jλ :H1
0 (Ω) → R definido por

Jλ(u) =
1
2

‖u‖2 −
λ

q+ 1

∫

Ω
a(x)|u|q+1dx−

1
p+ 1

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx,

onde λ > 0, 0< q < 1< p < 2∗ −1 e as funções a,b : Ω → R são contínua é de classe

C1.

Demonstração. Sejam u,v ∈H1
0 (Ω), então
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lim
t→0

1
2

∫

Ω

|∇(u+tv)|2−|∇u|2

t dx =

= lim
t→0

1
2

∫

Ω

〈∇u,∇u〉+2t〈∇u,∇v〉+t2〈∇v,∇v〉−〈∇u,∇u〉
t dx

= lim
t→0

∫

Ω
〈∇u,∇v〉dx

=
∫

Ω
〈∇u,∇v〉dx.

Utilizando o obtido acima e os Lemas B.13 e B.14, temos que existe a derivada de

Gâteaux de Jλ, em todo u ∈ H1
0 (Ω) para todo v ∈ H1

0 (Ω). Além disso, temos que

〈J ′
λ(u),v〉 é dada por

lim
t→0

Jλ(u+tv)−Jλ(u)
t =

=
∫

Ω
〈∇u,∇v〉dx−λ

∫

Ω
a(x)|u|q−1uvdx−

∫

Ω
b(x)|u|p−1uvdx.

Neste momento devemos mostrar que J ′
λ é contínua, para todo u ∈H1

0 (Ω).

Com efeito, vamos mostrar que Jλ é sequencialmente contínua, isto é, se un → u,

em H1
0 (Ω). Então |〈J ′

λ(un),v〉 −〈J ′
λ(u),v〉| → 0, para todo v ∈H1

0 (Ω).

A diferença |〈J ′
λ(un),v〉 −〈J ′

λ(u),v〉| é igual a seguinte expressão

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
〈∇(un −u),∇v〉−λ

∫

Ω
a(|un|q−1un −|u|q−1u)v−

∫

Ω
b(|un|p−1un −|u|p−1u)v

∣

∣

∣

∣

.

Utilizando a desigualdade triangular, a desigualdade de Hölder e as normas em L∞

das funções a e b, obtemos que a expressão acima é menor ou igual a

‖un −u‖‖v‖ +λ‖a‖∞

∫

Ω
||un|q−1un −|u|q−1u||v|+ ‖b‖∞

∫

Ω
||un|p−1un −|u|p−1u||v|.

Agora, iremos analisar cada termo da expressão acima. Como v ∈ H1
0 (Ω) e un

converge para u na norma do espaço H1
0 (Ω), segue que

‖un −u‖‖v‖ → 0, (B-6)

quando n→ ∞. Além disso, pelas imersões de H1
0 (Ω) em Lq+1(Ω) e Lp+1(Ω), temos

que un(x) → u(x), q.t.p de Ω e existem funções, hq+1(x) ∈ Lq+1(Ω) e hp+1(x) ∈

Lp+1(Ω), tais que |un(x)| ≤ hq+1(x) e |un(x)| ≤ hp+1(x). A convergência q.t.p implica

que |(|un|q−1un −|u|q−1u)||v| → 0 e |(|un|p−1un −|u|p−1u)||v| → 0 q.t.p em Ω. Além

disso, temos as seguintes estimativas

|(|un|q−1un −|u|q−1u)||v| ≤ |un|q|v| + |u|q|v| ≤ hq
q+1(x)|v| + |u|q|v| ∈ L1(Ω)
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e

|(|un|p−1un −|u|p−1u)||v| ≤ |un|p|v| + |u|p|v| ≤ hp
p+1(x)|v| + |u|p|v| ∈ L1(Ω),

e assim, segue do Teorema da Convergência Dominada que

lim
n→+∞

∫

Ω
|(|un|q−1un −|u|q−1u)||v|dx= 0 (B-7)

e

lim
n→+∞

∫

Ω
|(|un|p−1un −|u|p−1u)||v|dx= 0. (B-8)

As equações (B-6), (B-7) e (B-8) implicam que a derivada de Gâteaux de Jλ existe

e é contínua em todo u ∈H1
0 (Ω). E assim, finalizamos a demonstração.

2



APÊNDICE C

Regularização Via Bootstrap

Esse apêndice tem por objetivo exibir o processo de regularização denomi-

nado "bootstrap", que foi citado algumas vezes no presente trabalho. Primeiramente,

exibiremos algumas definições e resultado sobre o espaço das funções Hölder contí-

nuas. [13]

Definição C.1 (Funções Hölder Contínuas) Dizemos que uma função u é Höl-

der contínua em Ω com ordem α ∈ (0,1) se existe uma constante C > 0 tal que

|u(x) −u(y)| ≤ C|x−y|α, com x, y ∈ Ω. (C-1)

Definição C.2 i) Se u : Ω −→ R é limitada e contínua, nós definimos

‖u‖C(Ω) := sup
x∈Ω

|u(x)|.

ii)A α-ésima seminorma de Hölder de u : Ω −→ IR é

[u]C0,α(Ω) := sup{
|u(x) −u(y)|

|x−y|α
;x,y ∈ Ω e x 6= y},

e a α-ésima norma de Hölder é definida como segue

‖u‖C0,α(Ω) := ‖u‖C(Ω) + [u]C0,α(Ω).

Definição C.3 O espaço de Hölder Ck,α(Ω) consiste em todas as funções u∈Ck(Ω)

para as quais a norma definida por

‖u‖Ck,α(Ω) :=
∑

|α|≤k

‖Dαu‖C(Ω) +
∑

|α|=k

[Dαu]C0,α(Ω)

é finita.

Proposição C.4 O espaço de funções Ck,α(Ω) é um espaço de Banach.
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Demonstração.(cf. Evans [11], p. 255) 2

Proposição C.5 Se k ∈ N∪{0} e 0< ν < α ≤ 1, então Ck,α(Ω)
cont
→֒ Ck,ν(Ω)

Demonstração.(cf Furtado [13]) 2

No problema (Qλ) supomos que o domínio Ω é regular. Por mais que

essa hipótese não tenha sido utilizada nos capítulos anteriores, neste apêndice a

regularidade do conjunto Ω será essencial. O termo “regular” pode ter diversos

significados na literatura. Entretanto, neste trabalho, dizer que conjunto Ω é regular

significa que este satisfaz as hipóteses do próximo teorema.

O Teorema a seguir aborda dois resultados muito importantes na teoria de

regularidade para problemas elípticos. Este foi enunciado segundo [13].

Teorema C.6 (i)(Agmon, Douglis, Nirenberg) Suponha que Ω ⊂ Rn é um

domínio e u ∈W 1,2
0 (Ω) é uma solução fraca de







−∆u = f, x ∈ Ω

u= 0, x ∈ ∂Ω

Suponha que Ω é de classe C2 com ∂Ω limitada e f ∈ Ls(Ω),1 < s < ∞. Então

u ∈W 2,s(Ω) e existe uma constante C = C(Ω,s)> 0 tal que

‖u‖2,s ≤ C‖f‖s.

(ii)(Schauder) Se Ω é limitado e de classe C2,α, f ∈C0,α(Ω) e u∈C0,α(Ω), então

u ∈ C2,α(Ω) e existe uma constante C = C(Ω,α)> 0, tal que

‖u‖C2,α(Ω) ≤ C‖f‖C0,α(Ω)

A prova de (i) encontra-se em [2] e a prova de (ii) encontra-se em [14]. O Teorema

acima também pode ser usado para regularizar soluções de problemas elípticos não-

lineares, como é o nosso caso. Por isso, vamos utilizá-lo para provar que soluções

u ∈W 1,2
0 (Ω) do problema (Qλ) pertencem ao espaço C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1).

Defina g(x,u) = λa(x)uq + b(x)up, que corresponde ao lado direito da

equação diferencial em (Qλ). Então, utilizando a norma em L∞(Ω) das funções

a e b, obtemos a seguinte condição de crescimento sobre g:

|g(x,u)| ≤ λ‖a‖∞|u|q + ‖b‖∞|u|p. (C-2)
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Dessa forma, se u ∈ Lr(Ω), onde p ≤ r ≤ ∞, então |u|q ∈ L
r
q (Ω) e |u|p ∈ L

r
p (Ω).

Como p > q, temos que r
p <

r
q . Assim, |u|p, |u|q ∈ L

r
p (Ω) (já que L

r
q (Ω)

cont
→֒ L

r
p (Ω);

implicando que g ∈ L
r
p (Ω).

Vamos começar o processo tratando os casos n= 1 e n= 2 separadamente.

Se n = 1 temos de imediato, do Teorema(A.13), que o espaço de Sobolev H1
0 (Ω) =

W 1,2
0 (Ω)

cont
→֒ C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1). Deste modo, temos o desejado. Se

n = 2 temos, novamente, do Teorema(A.13), que W 1,2
0 (Ω)

cont
→֒ Ls(Ω), para todo

2 ≤ s <∞. Logo, tomando s= 2p, dada a condição de crescimento (C-2), temos que

g ∈ L
s
p (Ω) = L2(Ω). Assim segue do Teorema(C.6), que u ∈W 2,2(Ω). Além disso, do

Teorema(A.13), obtemos que u ∈ C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1).

A partir de agora, trabalharemos somente com a dimensão n > 2.

Primeiramente, segue da imersão H1
0 (Ω)

cont
→֒ L2∗

(Ω), que u ∈ L2∗

(Ω); o que

implica, como já vimos, que g ∈Lr1(Ω), onde r1 = 2∗

p . Assim, segue do Teorema(C.6)

que u ∈W 2,r1(Ω). Agora, devemos considerar três casos:

1)2r1 >n. Então, temos que u∈C0,α(Ω), para algum α∈ (0,1) e finalizamos

aqui o bootstrap;

2) 2r1 = n. Então W 2,r1(Ω)
cont
→֒ Lr(Ω), para todo r1 ≤ r < ∞. Neste caso,

tome r de modo que 2r
p > n, pois, assim, u ∈ Lr(Ω), e, portando, pelo raciocínio

anterior g ∈ L
r
p (Ω). Novamente, pelo Teorema(C.6), u ∈W 2, r

p (Ω). Mas, da maneira

que tomamos r, estamos no caso 1). Logo, u ∈ C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1) e

finalizamos aqui o bootstrap;

3) Se 2r1 < n, então W 2,r1(Ω)
cont
→֒ Lr(Ω), para todo r1 ≤ r ≤ nr1

n−2r1
= 2∗∗.

Neste caso devemos prosseguimos com o bootstrap.

As imersões citadas nos três casos acima são oriundas do Teorema (A.13).

Afirmamos que 2∗∗ = nr1
n−2r1

> 2∗ = 2n
n−2 . De fato, por hipótese, temos que

p < 2∗ −1 = n+2
n−2 o que implica que

n+ 2> p(n−2).

Subtraindo 4 de ambos os lados, temos que

n−2 > p(n−2) −4,

dividindo a desigualdade acima por n−2, segue que

1> p−
4

n−2
,
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isto é,
1

p− 4
n−2

> 1,

já que 2r1 < n implica que p− 4
n−2 > 0. Agora, multiplicando e dividindo o termo à

esquerda na desigualdade acima por n, temos que

n

pn−22∗
> 1,

multiplicando a desigualdade acima por 2∗, obtemos

2∗

p n

n−22∗

p

> 2∗,

e como r1 = 2∗

p , segue que

2∗∗ =
r1n

n−2r1
> 2∗.

Assim, existe δ > 0 tal que
2∗∗

2∗
= 1 + δ (C-3)

Como estamos no terceiro caso, então u ∈ L2∗∗

(Ω). Portanto, g ∈ Lr2(Ω),

onde r2 = 2∗∗

p . Segue, mais uma vez, do Teorema(C.6), que u ∈ W 2,r2(Ω). Como

observamos, 2∗∗ > 2∗, e, portando, r2 = 2∗∗

p > r1 = 2∗

p . Novamente,temos três casos

a considerar:

1) Se 2r2 > n, então, u ∈ C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1) e finalizamos aqui

o bootstrap;

2) Se 2r2 = n, procedemos de maneira análoga ao segundo caso da primeira

etapa do bootstrap e concluímos, mais uma vez, que u ∈ C0,α(Ω), para algum

α ∈ (0,1) e finalizamos o bootstrap;

3) Se 2r2 < n, então W 2,r2(Ω)
cont
→֒ Lr(Ω), para todo r2 ≤ r ≤ nr2

n−2r2
= 2∗∗∗.

Nesse caso, prosseguimos com o bootstrap.

Afirmamos que 2∗∗∗ = nr2
n−2r2

> 2∗∗ = nr1
n−2r1

. De fato, por hipótese, p <

2∗ −1 = n+2
n−2 = 1 + 4

n−2 , assim, multiplicando por n, temos que

n > pn−2
2n
n−2

= pn−22∗,
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que é equivalente a expressão abaixo

n > pn−2p
2∗

p
= pn−2pr1 = p(n−2r1).

Subtraindo da desigualdade acima o termo 2r1, obtemos

n−2r1 > p(n−2r1) −2r1,

e como 2r1 < n, podemos dividir a desigualdade acima por n−2r1, gerando

1> p−
2r1

n−2r1
.

Note que p− 2r1
n−2r1

> 0 se, e só se, pn− 2nr1
n−2r1

> 0, que equivale a n > 22∗∗

p = 2r2,

que é o caso estudado neste momento. Assim, dividindo a desigualdade acima por

p− 2r1
n−2r1

obtemos
1

p− 2r1
n−2r1

> 1,

e multiplicando e dividindo o termo à esquerda por n
p e na sequência multiplicando

ambos os lados por 2∗∗, temos, respectivamente,

n
p

n− 2nr1
p(n−2r1)

> 1,

e
2∗∗

p n

n−22∗∗

p

> 2∗∗.

Neste caso, temos
r2n

n−2r2
> 2∗∗.

Concluindo que

2∗∗∗ > 2∗∗.

Além disso, note que
2∗∗∗

2∗
=

2∗∗∗

2∗∗

2∗∗

2∗
(C-4)

e mais, afirmamos que
2∗∗∗

2∗∗
>

2∗∗

2∗
. (C-5)

De fato, como r2 > r1, temos que

1
n−2r2

>
1

n−2r1
,
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multiplicando a desigualdade acima por n
p obtemos

n
p

n−2r2
>

n
p

n−2r1
,

multiplicando e dividindo por 2∗∗ e 2∗os lados esquerdo e direito da desigualdade

acima temos que
n 2∗∗

p

n−2r2

2∗∗
>

n 2∗

p

n−2r1

2∗
,

isto é
nr2

n−2r2

2∗∗
>

nr1
n−2r1

2∗
.

Donde segue o desejado.

Dessa maneira, de (C-3), (C-4) e (C-5), segue que

2∗∗∗

2∗
> (1 + δ)2 (C-6)

Diante do terceiro caso, temos que u ∈ L2∗∗∗

(Ω), e, portanto, g ∈ Lr3(Ω),

onde r3 = 2∗∗∗

p . Segue, mais uma vez, do Teorema(C.6), que u ∈ W 2,r3(Ω). Como

vimos, 2∗∗∗ > 2∗∗ > 2∗, e, portando, r3 = 2∗∗∗

p > r2 = 2∗∗

p > r1 = 2∗

p . Temos, mais

uma vez três, casos possíveis, onde nos dois primeiros ( quando 2r3 > n ou 2r3 = n)

obteremos u∈C0,α(Ω) e no terceiro caso (quando 2r3<n) o melhor imersão contínua

possível será no espaço L2∗∗∗∗

(Ω). Assim teremos que prosseguir com o bootstrap.

Afirmamos que 2∗∗∗∗ = nr3
n−2r3

> 2∗∗∗ = nr2
n−2r2

. De fato, por hipóteses, temos

que p < 2∗ −1 = n+2
n−2 = 1 + 4

n−2 . Logo, multiplicando por n temos que

n > np−2
2n
n−2

= np−22∗.

Note que np−22∗ > 0, se, e só se,np−22∗

p = np−2r1 > 0, que equivale a np > 2r1,

o que ocorre, já que estamos no caso em que np > 2r3 > 2r1. Assim, dividindo a

expressão acima por np−22∗ e multiplicando por p obtemos

p <
np

np−22∗
=
np−22∗ + 22∗

np−22∗
= 1 +

22∗

np−22∗
= 1 +

22∗

p

n−22∗

p

= 1 +
2r1

n−2r1
.

Multiplicando a desigualdade acima por n, obtemos

n > pn−2
nr1

n−2r1
= pn−22∗∗ = p(n−2

2∗∗

p
) = p(n−2r2),
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subtraindo de ambos os lados da desigualdade −2r2 temos

n−2r1 > p(n−2r2) −2r2,

dividindo a desigualdade acima por n−2r2 (já que 2r2 < n), temos

1> p−
2r2

(n−2r2)
.

Para o caso p− 2r2
(n−2r2) > 0 obtemos

1
p− 2r2

n−2r2

> 1.

Multiplicando e dividindo o lado esquerdo por n/p e multiplicando a desigualdade

por 2∗∗∗ obtemos
2∗∗∗

p n

n−22∗∗∗

p

> 2∗∗∗,

logo,

2∗∗∗∗ =
nr3

(n−2r3)
> 2∗∗.

Assim, temos o desejado. Note que, de (C-6), temos que

2∗∗∗∗

2∗
=

2∗∗∗∗

2∗∗∗

2∗∗∗

2∗
>

2∗∗∗∗

2∗∗∗
(1 + δ)2. (C-7)

Além disso, como

r3 > r1,

temos que
1

n−2r3
>

1
n−2r1

,

multiplicando ambos os lados da desigualdade por n
p , multiplicando e dividindo

por 2∗∗∗ e 2∗ os lados esquerdo e direito, respectivamente, da desigualdade acima,

obtemos
n 2∗∗∗

p

n−2r3

2∗∗∗
>

n 2∗

p

n−2r1

2∗
,

isto é,
nr3

n−2r3

2∗∗∗
>

nr1
n−2r1

2∗
,

que é o mesmo que
2∗∗∗∗

2∗∗∗
>

2∗∗

2∗
(C-8)
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Assim, de (C-3), (C-7) e (C-8), segue que

2∗∗∗∗

2∗
> (1 + δ)3 (C-9)

Repetindo o processo k-vezes obtemos uma sequência estritamente crescente

r1 < r2 < r3 < · · ·< rk,

onde rk = 2∗
k

p . Note que rk+1
r1

= 2∗
k+1

2∗ = (1+δ)k ≥ 1+kδ, onde a última desigualdade

segue da Desigualdade de Bernoulli. Dessa forma, para k suficientemente grande

teremos 2rk > n. Consequentemente, u ∈C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1). Particular-

mente, u ∈ L∞(Ω).

Observação C.7 Para o nosso problema é suficiente que u pertença ao espaço

C0,α(Ω), para algum α ∈ (0,1), porém através do Teorema de Imersões Contínuas

de Sobolev (Teorema (A.13)), tomando j = 1,m = 1 e fazendo k grande, de modo

que rk > n, obtemos que u ∈ C1,α(Ω), para algum α ∈ (0,1).

Agora, enunciaremos e provaremos uma série de lemas que utilizaremos mais

adiante.

Lema C.8 Se 0 ≤ u ∈ C0,α(Ω), então a função up ∈ C0,α(Ω), p > 1.

Demonstração. Defina a função h(t) := |tu(x)+(1− t)u(y)|p, com t ∈ [0,1]. Então,

h(0) = up(y) e h(1) = up(x). Além disso, a função h é de classe C1 e h′(t) =

p(u(x)−u(y))|tu(x)+(1− t)u(y)|p−1. Pelo Teorema do Valor Médio, existe t∈ (0,1)

tal que

|h(1) −h(0)| = |h′(t)|.

Isso implica que

|u(x)p −u(y)p| = p|(u(x) −u(y))||tu(x) + (1 − t)u(y)|p−1

≤ p|u(x) −u(y)|t|u(x) −u(y)|p−1 +p|u(x) −u(y)||u(y)|p−1

≤ p|u(x) −u(y)|

[

|u(x) −u(y)|p−1 + (sup
Ω
u)p−1

]

. (C-10)

Como u ∈ C0,α(Ω), então existe uma constante Cα > 0 tal que |u(x) − u(y)| ≤

Cα|x− y|α, para todo x,y ∈ Ω, x 6= y. Dessa forma, segue da desigualdade (C-10)

que

|u(x)p −u(y)p| ≤ pCα





(

sup
x,y∈Ω

|u(x) −u(y)|

)p−1

+

(

sup
Ω
u

)p−1


 |x−y|α

= Cαc̃p|x−y|α, (C-11)
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onde c̃p = p





(

sup
x,y∈Ω

|u(x) −u(y)|

)p−1

+

(

sup
Ω
u

)p−1


> 0. Isso finaliza a demonstra-

ção. 2

Lema C.9 Suponha que 0 ≤ u satisfaça as mesmas hipóteses do lema anterior e que

a função contínua b : Ω →R pertence ao espaço C0,α(Ω). Então a função b ·up ∈C0,α.

Demonstração. Como b ∈ C0,α(Ω), existe uma constante Cb,α > 0, tal que

|b(x) − b(y)| ≤ Cb,α|x−y|α, x,y ∈ Ω. (C-12)

Note que,

|b(x)up(x) − b(y)up(y)| = |b(x)up(x) − b(y)up(x) + b(y)up(x) − b(y)up(y)|

≤ |b(x) − b(y)||up(x)| + |up(x) −up(y)||b(y)|

≤ |a(x) −a(y)|

(

sup
Ω
u

)q

+ |up(x) −up(y)|sup
Ω
b.

Dessa forma, de (C-11) e (C-12), temos que

|b(x)up(x) − b(y)up(y)| ≤ Cb,α|x−y|α
(

sup
Ω
u

)p

+Cαc̃p|x−y|α sup
Ω
b

= |x−y|α
[

Cb,α

(

sup
Ω
u

)p

+Cαc̃p sup
Ω
b

]

, x,y ∈ Ω.

Assim finalizamos a demonstração. 2

O lema a seguir é um resultado auxiliar para a demonstração do Lema C.11.

Lema C.10 Se 0< q < 1 e 0< k < 1, então 1 −kq ≤ (1 −k)q.

Demonstração. De fato, como 0 < k < 1 e 0 < q < 1, então kq ≥ k. Portando,

1 −kq ≤ 1 −k. Como 0< 1 −k < 1 e 0< q < 1, então (1 −k)q ≥ 1 −k. Dessa forma,

1 −kq ≤ (1 −k)q. 2

O Lema C.10 implica no lema a seguir.

Lema C.11 Seja f : [0,+∞) → R definida por f(t) = tq, onde 0 < q < 1. Então

f ∈ C0,q([0,1]).

Demonstração. Vamos estimar os possíveis valores do quociente |f(t)−f(s)|
|t−s|q com

t 6= s. Se t= 0 (ou s= 0), então |−sq |
|−s|q = 1

(

|−tq |
|−t|q = 1

)

. Por outro lado, se t,s 6= 0 e t > s,
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então |tq−sq|
|t−s|q = tq |1−( s

t )q |
tq |1− s

t |q = (1− s
t )q

(1− s
t )q . Fazendo k = s

t , temos que 0< k < 1. Então, esta-

mos sob as hipóteses do Lema C.10. Logo, (1−k)q

(1−k)q ≤ 1. Assim, sup
t 6=s

|f(t) −f(s)|
|t−s|q

≤ 1.

Isso prova que f ∈ C0,q. 2

Lema C.12 Se a função 0 ≤ u ∈ C0,α(Ω), α ∈ (0,1), então a composta f ◦u = uq :

Ω → R pertence ao espaço C0,αq(Ω).

Demonstração. Temos que

|f(u(x)) −f(u(y))|
|x−y|αq

=
|f(u(x)) −f(u(y))|

|u(x) −u(y)|q
|u(x) −u(y)|q

|x−y|αq
.

O Lema C.11 garante que |f(u(x))−f(u(y))|
|u(x)−u(y)|q ≤ 1. Logo,

|f(u(x)) −f(u(y))|
|x−y|αq

≤
|u(x) −u(y)|q

|x−y|αq
.

Mas, u ∈ C0,α(Ω), logo,

|f(u(x)) −f(u(y))|
|x−y|αq

≤
cq

α|x−y|αq

|x−y|αq

|f(u(x)) −f(u(y))|
|x−y|αq

≤ Cq
α.

A última desigualdade equivale a

|uq(x) −uq(y)|
|x−y|αq

≤ cq
α, x,y ∈ Ω, x 6= y (C-13)

Isso prova que f(u) = uq ∈ C0,αq(Ω). 2

Lema C.13 Suponha que 0 ≤ u satisfaça as mesmas hipóteses do lema anterior

e que a função contínua a : Ω → R pertence ao espaço C0,αq(Ω). Então a função

a ·uq ∈ C0,αq.

Demonstração. Como a ∈ C0,α(Ω), então a ∈ C0,αq(Ω). Assim, existe uma cons-

tante Ca,αq(Ω) > 0, tal que

|a(x) −a(y)| ≤ Ca,αq|x−y|αq, x,y ∈ Ω. (C-14)

Note que,
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|a(x)uq(x) −a(y)uq(y)| = |a(x)uq(x) −a(y)uq(x) +a(y)uq(x)a(y)uq(y)|

≤ |a(x) −a(y)||uq(x)| + |uq(x) −uq(y)||a(y)|

≤ |a(x) −a(y)|

(

sup
Ω
u

)q

+ |uq(x) −uq(y)|sup
Ω
a.

Dessa forma, de (C-13) e (C-14), temos que

|a(x)uq(x) −a(y)uq(y)| ≤ Ca,αq|x−y|αq

(

sup
Ω
u

)q

+Cq
α|x−y|αq sup

Ω
a

= |x−y|αq

[

Ca,αq

(

sup
Ω
u

)q

+Cq
α sup

Ω
a

]

, x,y ∈ Ω.

Assim finalizamos a demonstração. 2

Observação C.14 Como 0 < α,q < 1, então αq < α. Dessa forma, a Proposição

C.5, nos garante que C0,α(Ω)
cont
→֒ C0,αq(Ω). Assim, mediante as hipóteses dos lemas

anteriores, temos que as funções u,a ·uq, b ·up ∈ C0,αq(Ω). A Proposição C.4 nos diz

que C0,αq(Ω) é um espaço vetorial. Logo, a função g(x,u) = a(x)uq(x) + b(x)up(x)

definida no início deste Apêndice pertence ao espaço C0,αq(Ω).

Agora estamos aptos a provar a seguinte proposição.

Proposição C.15 Seja 0 ≤ u ∈ C0,αq(Ω) uma solução para o problema (Qλ).

Suponha que as funções a,b ∈ C0,αq(Ω). Então u ∈ C2,αq(Ω).

Demonstração. Como u, a, b ∈ C0,αq(Ω), os Lemas C.9 e C.13 nos garantem

que a função g ∈ C0,αq(Ω). Sendo assim, segue do Teorema de Schauder C.6 que

u ∈ C2,αq(Ω) 2



APÊNDICE D

A Desigualdade de Harnack

Neste apêndice vamos enunciar a desigualdade de Harnack, que será uti-

lizada para mostrar que as soluções não negativas do problema (Qλ), encontradas

nos capítulos 2 e 3, e já regularizadas no Apêndice C, são, sob certas circunstâncias,

soluções positivas.

Seja U ⊂ R
N um domínio limitado.

Teorema D.1 (Desigualdade de Harnack) Seja ū ∈ W 1,r
loc (U), 1 < r < N uma

solução não-negativa da equação

divA(x, ū,∇u) + B(x, ū,∇u) = 0. (D-1)

Suponha que A e B satisfazem :

(i) Existem constantes a2, b1, b2, a, b ≥ 0, tais que, para todo (x,z,ξ) ∈

U ×R+ ×RN ocorre, para r > 1,







〈A(x,z,ξ), ξ〉 ≥ |ξ|r −a2z
r −ar,

B(x,z,ξ) ≤ b1|ξ|r−1 + b2z
r−1 + br−1 (D-2)

(ii)|A(x,z,ξ)| ≤ a1|ξ|r−1 + ā2z
r−1 + ār−1, onde a1 é uma constante positiva

(≥ 1), ā ∈ LN (U) e ā2 ∈ L
N

r−1 (U).

Então, para qualquer domínio U
′

com fecho contido em U , temos que

sup
U

′

u≤ CZ

[

inf
U

′

u+ Zk

]

, (D-3)

onde C só depende de r, N, ǫ, a1, ‖ā2‖N/(r−1),U ′ ,‖b1‖rβ,U ′ , ‖a2 + b2‖β,U ′, k =

‖a‖rβ + ‖b‖(r−1)β + ‖ā‖N , β = max{N/p,1}
1−ǫ , com ǫ ∈ (0,1] e Z é o número de bolas

de ( mesmo) raio δ/4 necessárias para cobrir U
′

, δ = dist(U
′

,∂U). (Supomos δ ≤ 4,

sem perda de generalidade).

Demonstração. (cf. Pucci & Serrin [17], p.164) 2
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O Teorema a seguir mostra que uma solução não negativa para o problema

(Q) é positiva.

Teorema D.2 Se w∈ C0,α(Θ) é uma solução não-negativa do problema (Qλ), então

w > 0 em Θ.

Demonstração. Seja U ⊂ RN um domínio limitado de RN tal que Θ ⊂⊂ U e

dist(Θ,∂U) = δ. Defina w̄(x) = w(x) e b0(x) = b(x) quando x ∈ Θ e w̄(x) = 0

e b0(x) = 0, quando x ∈ U\Θ. Agora, a nova função b0 não é, necessariamente,

contínua, porém, está em L∞(U) e assume valores positivos em algum aberto de

U . Dessa forma, como w ∈ C0,α(Θ) é uma solução não-negativa do problema (Qλ),

temos que w̄ ∈H1
0 (U) é uma solução não negativa do problema







−∆w̄ = b0(x)w̄p, x ∈ U

w̄ = 0, x ∈ ∂U.

Nesse caso, temos que as funções A e B do Teorema de Harnack D.1 são A(x,z,ξ) = ξ

e B(x,z,ξ) = −b0(x)zp. Além disso, temos que

〈A(x,w̄,∇w̄),∇w̄〉 = |∇w̄|2,

B(x,w̄,∇w̄) ≤ ‖b0‖∞,U‖w̄‖p−1
∞,U w̄

= ‖b‖∞,Θ‖w‖p−1
∞,Θw̄

e

|A(x,w̄,∇w̄)| = |∇w̄|.

Dessa forma, para r = 2, a2 = 0, b1 = 0, b2 = ‖b‖∞,Θ‖w‖p−1
∞,Θ, a = 0, ā = 0, ā2 =

0, a1 = 1, b = 0, temos que as hipóteses da Desigualdade de Harnack D.1 são

satisfeitas. Como tomamos o conjunto U de modo que o domínio Θ satisfaça Θ ⊂⊂U

e dist(Θ,∂U) = δ, temos que

sup
Θ
w ≤ CZ

[

inf
Θ
w+ Zk

]

, (D-4)

onde k= ‖a‖rβ,Θ +‖b‖β,Θ +‖ā‖N,Θ = 0, β = max{N/p,1}
1−ǫ , com ǫ∈ (0,1] e Z é o número

de bolas de (mesmo) raio δ/4 necessárias para cobrir Θ. Note que Θ é compacto,

logo Z é finito.

Se supormos que existe y ∈ Θ tal w(y) = 0, então de (D-5) segue que

sup
Θ
w ≤ 0,
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implicando que w ≡ 0. Absurdo. Consequentemente, w > 0 em Θ. 2

No Lema a seguir, obteremos uma estimativa importante para a demons-

tração do Teorema D.4.

Lema D.3 Se u ∈ C0,α(Ω) é uma solução não-negativa do problema (Qλ), com

u ∈ N−
λ (Ω), então existe uma constante C9 > 0, que não depende de u e λ, tal que

‖u‖∞ ≥ C9.

Demonstração. Como u ∈ C0,α(Ω) é solução de (Qλ), então , usando o Teorema

do Divergente A.1, temos que

‖u‖2 = λ
∫

Ω
a(x)|u|q+1dx+

∫

Ω
b(x)|u|p+1dx.

Utilizando as normas das funções u, a e b no espaço L∞, temos que

‖u‖2 ≤ λ‖a‖∞‖u‖q+1
∞ |Ω| + ‖b‖∞‖u‖p+1

∞ |Ω|

Note que o Lema 1.23 garante a existência de uma constante C5 > 0, que não depende

de u e λ, tal que ‖u‖> C5, sempre que u ∈N−
λ (Ω). Assim, temos que

C5
2 < λ‖a‖∞‖u‖q+1

∞ |Ω| + ‖b‖∞‖u‖p+1
∞ |Ω|.

Portanto,

C5
2 < |Ω|max{λ‖a‖∞,‖b‖∞}(‖u‖q+1

∞ + ‖u‖p+1
∞ ),

ou seja,
C5

2

|Ω|max{λ‖a‖∞,‖b‖∞}
< 2max{‖u‖q+1

∞ ,‖u‖p+1
∞ }.

Se ‖u‖∞ ∈ (0,1), então max{‖u‖q+1
∞ ,‖u‖p+1

∞ } = ‖u‖q+1
∞ . Portanto, temos que

‖u‖∞ >

(

C5
2

2|Ω|max{λ‖a‖∞,‖b‖∞}

)

1
q+1

.

Por outro lado, se ‖u‖∞ > 1, então max{‖u‖q+1
∞ ,‖u‖p+1

∞ } = ‖u‖p+1
∞ . Dessa forma,

temos que

‖u‖∞ >

(

C5
2

2|Ω|max{λ‖a‖∞,‖b‖∞}

)

1
p+1

.

Assim, tomando C9 = min







(

C5
2

2|Ω|max{λ‖a‖∞,‖b‖∞}

)
1

q+1
,
(

C5
2

2|Ω|max{λ‖a‖∞,‖b‖∞}

)
1

p+1







,

obtemos que ‖u‖∞ > C9, para todo u ∈N−
λ (Ω), solução do problema (Qλ). 2
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O Teorema a seguir mostra sob quais circunstâncias uma solução 0 ≤ u ∈

C0,α(Ω) para o problema (Qλ) é positiva.

Teorema D.4 Suponha que u satisfaça as mesmas hipóteses do Lema anterior.

Então u > 0 em Ω, desde que λ < C9
1−q

CZZ‖a‖∞|U |
1
β

.

Demonstração. Seja U ⊂ R
N um domínio limitado de R

N tal que Ω ⊂⊂ U e

dist(Ω,∂U) = δ. Defina ū(x) = u(x), a0(x) = a(x) e b0(x) = b(x) quando x ∈ Ω e

ū(x) = 0, a0(x) = 0 e b0(x) = 0, quando x ∈ U\Ω. Agora, as novas funções a0 e b0
não são, necessariamente, contínuas, porém, estão em L∞(U) e assumem valores

positivos em algum aberto de U . Dessa forma, como u ∈ C0,α(Ω) é uma solução

não-negativa do problema (Qλ), temos que ū ∈ H1
0 (U) é uma solução não negativa

do problema






−∆ū = λa0(x)ūq + b0(x)ūp, x ∈ U

ū= 0, x ∈ ∂U.
(Rλ)

Nesse caso, temos que as funções A e B do Teorema de Harnack D.1 são A(x,z,ξ) = ξ

e B(x,z,ξ) = −(λa0(x)zq + b0(x)zp). Além disso, temos que

〈A(x, ū,∇ū),∇ū〉 = |∇ū|2,

B(x, ū,∇ū) ≤ λ‖a0‖L∞(U)‖ū‖q
L∞(U) + ‖b0‖L∞(U)‖ū‖p−1

L∞(U)ū

= λ‖a‖L∞(Ω)‖u‖q
L∞(Ω) + ‖b‖L∞(Ω)‖u‖p−1

L∞(Ω)ū

e

|A(x, ū,∇ū)| = |∇ū|.

Dessa forma, para r= 2, a2 = 0, b1 = 0, b2 = ‖b‖L∞(Ω)‖u‖p−1
L∞(Ω), a = 0, ā = 0, ā2 =

0, a1 = 1, b = λ‖a‖L∞(Ω)‖u‖q
L∞(Ω), temos que as hipóteses da Desigualdade de

Harnack D.1 são satisfeitas. Como tomamos o conjunto U de modo que o domínio

Ω satisfaça Ω ⊂⊂ U e dist(Ω,∂U) = δ, temos que

sup
Ω
u≤ CZ

[

inf
Ω
u+ Zk

]

, (D-5)

onde k = ‖a‖rβ + ‖b‖β + ‖ā‖N = ‖λ‖a‖L∞(Ω)‖u‖q
L∞(Ω)‖(r−1)β = λ‖a‖∞‖u‖q

∞|U |
1
β ,

β = max{N/p,1}
1−ǫ , com ǫ∈ (0,1] e Z é o número de bolas de (mesmo) raio δ/4 necessárias

para cobrir Ω. Note que Ω é compacto, logo Z é finito.

Se supormos que existe y ∈ Ω tal u(y) = 0, então de (D-5) segue que

sup
Ω
u≤ CZZk = CZZλ‖a‖∞‖u‖q

∞|U |
1
β ,
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que ocorre, se, e somente se,

λ≥

sup
Ω
u

CZZ‖a‖∞‖u‖q
∞|U |

1
β

. (D-6)

Como a função u∈C0,α, temos que sup
Ω
u= ‖u‖∞. Dessa forma, a desigualdade (D-6)

ocorre se, e somente se,

λ≥
‖u‖1−q

∞

CZZ‖a‖∞|U |
1
β

. (D-7)

O que contradiz nossa hipótese, pois, do Lema D.3, temos que

λ <







C9
1−q

CZZ‖a‖∞|U |
1
β







≤
‖u‖1−q

∞

CZZ‖a‖∞|U |
1
β

(D-8)

Portanto, devemos ter u > 0 em Ω.

2

Corolário D.5 Se λ < min

{

C9
1−q

CZZ‖a‖∞|U |
1
β

,λ1

}

, então exite uma solução positiva

u ∈ C0,α(Ω) para o problema (Qλ).

Demonstração. No Capítulo 3, mostramos que, para λ < λ1, existe uma solução

0 ≤ u ∈ N−
λ (Ω) para o problema (Qλ). No Apêndice C, mostramos que a solução

u ∈ C0,α. Além disso, como λ < C9
1−q

C
Z

Z‖a‖∞|U |
1
β

, estamos sob as hipóteses do Teorema

D.4. Logo, u > 0 em Ω. 2
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