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por deuses, e que temos o privilégio de observar.
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Richard Philips Feynman
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Resumo

A Cromodinamica Quantica (QCD) é a atual teoria que busca descrever as interagoes
fortes dentro do modelo padrao. Trata-se de uma teoria de calibre nao-abeliana em que os
quarks e glions constituem as particulas fundamentais. Entretanto, a QCD apresenta difi-
culdades quando consideram-se regimes de baixas energias em que técnicas nao perturbativas
devem ser utilizadas. Assim, o uso de modelos efetivos é de extrema importancia e utilidade
para os regimes de baixas energias que sao os de interesse deste trabalho. Partindo da QCD
desenvolveremos um modelo efetivo para interacoes entre quarks levando em conta a presenca
dos condensados de glions de ordem dois, (A AL), e de quark-antiquark, (gg). As equagdes do
GAP acopladas sao obtidas para N, = 3 e suas solu¢oes numéricas sao encontradas. Além disso,
a expansao funcional do potencial efetivo até sexta ordem no campo dos quarks é calculada e

as contribuicoes destes termos consideradas na lagrangeana efetiva.



Abstract

The Quantum Chromodynamics (QCD) is the current theory that aim to describe the
strong interactions in the Standard Model. It is a non-abelian gauge theory where quarks
and gluons are the fundamental particles. However, QCD exhibits difficulties when low energy
regimes are considered and perturbative methods cannot be employed. Thus, effective models
are extremely important and useful when low energy limits are considered. Starting with QCD
we develop an effetive model taking into account the second order gluon condensate, (AjAR),
and quark-antiquark, (gq). The coupled GAP equations are derived for Ny = 3 and numerical
solutions are found for that. Furthermore, a functional expansion from effective potencial
to the sixth order is calculated and contributions from that terms inserted into the effective

lagrangian.

vi



Capitulo 1

Introducao

A estrutura atomica tal qual a conhecemos estd bem distante daquela inicialmente
imaginada pelos gregos nos primordios da ideia atomistica. A atual teoria que busca descrever
as interacoes fundamentais da natureza, é o Modelo Padrao das Particulas Elementares, em que
a Cromodinamica Quantica (QCD, do inglés Quantum Chromodynamics) é a parte que estuda
as interagoes nucleares fortes ocorridas entre os hddrons [1-4]. O efeito das interagoes fortes néo
é diretamente perceptivel a nivel macroscépico, mas a existéncia de prétons e néutrons estaveis
e, consequentemente, de toda matéria que conhecemos mostra a importancia dessa forca. Como
marco inicial da descoberta de particulas elementares podemos estabelecer a descoberta do
elétron por Thomson, em 1897, e posteriormente, Rutherford realiza um experimento que revela
a existéncia de um nucleo composto por particulas, até entao, tomadas como fundamentais.

Entretanto, apds longo caminho percorrido entre experimentos e previsoes tedricas,
mesmo os componentes nucleares deveriam ser compostos por particulas ainda menores, os
quarks [5,6]. Um modelo para explicar a estabilidade dos nicleos atdomicos foi inicialmente
proposto por Yukawa, em que a ideia da forca forte foi introduzida, e os niucleons interagiam
atrativamente por meio da troca de mésons. Mais tarde, os quarks e a carga de cor como uma de
suas propriedades intrinsecas passaram a figurar como as pecas para explicar as interacoes fortes
e, consequentemente os modelos nucleares passaram a ser considerados a partir da QCD [7].

Assim, considerando-se essa propriedade a constante de acoplamento depende da escala

de energia envolvida, sendo fraca para regimes de altas energias e forte para processos que
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envolvam baixas energias. A QCD pode ser investigada com teoria de perturbacao no regime de
altas energias e temperaturas [8], que tém fornecido resultados satisfatérios quando comparados
aos dados experimentais e de cdlculos na rede [9,10]. Entretanto, para as interagoes a baixas
energias, em que os quarks (e glions) encontram-se confinados dentro dos hadrons, algumas
caracteristicas da QCD ainda tém sérias dificuldades para a descricao de fendmenos observaveis
e a expansao perturbativa nao fornece resultados satisfatérios [11,12]. Devido a constante de
acoplamento forte para esses regimes, a QCD deve ser trabalhada de forma nao perturbativa e
surgem dificuldades no sentido de explicar algumas de suas propriedades como o confinamento,
a quebra espontanea de simetria quiral, os condensados de quarks-antiquarks e de glions, dentre
outros [13].

Para métodos nao perturbativos o desafio é lidar com os graus de liberdade nas dife-
rentes escalas de energia consideradas e, neste sentido, para regimes de baixas energias uma
poderosa ferramenta para descrever processos envolvendo interagoes fortes sao as Teorias de
Campo Efetivas (EFT, do inglés Effective Field Theory) [14]. Em [15] vemos que as teorias
efetivas descrevem fendmenos a baixas escalas de energia e podem ser empregadas, em seus li-
mites de validade, ao invés de teorias mais fundamentais. A ideia de teorias efetivas também é
empregada em diversas outras areas da fisica e consiste em tratar os diversos graus de liberdade
do sistema relevantes para a descricao do processo de interesse, em que a escolha das variaveis
que serao eliminadas depende do sistema em questao [16].

Para a QCD, diversas teorias efetivas tém sido desenvolvidas a fim de explicar dife-
rentes comportamentos e interagoes da matéria hadronica a baixas energias. Neste trabalho,
buscaremos obter uma teoria efetiva para interagoes entre quarks considerando os graus de
liberdades associados aos condensados de glion de ordem 2, (A% A%), e do condensado escalar
de quark-antiquark, (gq). Entretanto, a lagrangeana quantizada apresenta muitos termos de
interagdo (e de auto-interacdo) das particulas fundamentais tornando sua andlise complicada
do ponto de vista das equacoes fundamentais.

Partindo do funcional gerador da QCD e utilizando-se do método de integrais de tra-
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jetorias faremos inicialmente a integracao funcional dos glions, dadas as devidas consideracoes
e aproximacoes. E muito importante salientar que as aproximacoes consideradas nao devem
modificar a estrutura dos resultados dessas integragoes [17], uma vez que os termos a serem
aproximados terao contribuigoes em termos de coeficientes numéricos associados as constantes
de acoplamento do modelo. Depois procedemos eliminando a parte dos campos fermionicos que
condensam por meio da integragao de varidveis de Grassmann obtendo-se assim uma expressao
que representa uma acao efetiva de onde podemos obter as expressdes que caracterizam o es-
tado fundamental do modelo. Entretanto, nesse processo serd necessaria a utilizacao de campos
auxiliares que estarao associados aos condensados.

Uma caracteristica da derivacao de nosso modelo serd a obtencao de uma expressao
que remete ao modelo de Nambu—Jona-Lasinio (NJL) que inicialmente nao levava em conta a
presenca dos gliions como mediadores das interacoes fortes entre os quarks. Alguns trabalhos
como QCD-motivated Nambu—Jona-Lasinio model with quark and gluon condensates [18] bus-
cam estabelecer modelos efetivos para a QCD levando em conta a estrutura do modelo NJL
e a presenca dos glions e dos condensados. Um ponto marcante no modelo é a presenca da
simetria quiral, associada ao sabor dos quarks, sendo essa uma das mais importantes [19, 20]
simetrias da QCD, e modelos que visem explicar a teoria devem levar em conta sua presenca.
Associada a simetria quiral a presenca do condensado escalar de quark-antiquark também é
outro ponto que tém sido objeto de estudos e discussoes sobre modelos efetivos para baixas
energias na QCD [21-23].

Diante do exposto acima, este trabalho tem por objetivo derivar um modelo efetivo
que, partindo da QCD possa descrever os graus de liberdade dos quarks e suas interagdes com
os condensados no limite de baixas energias. No Capitulo 2, serd apresentada uma breve revisao
da QCD onde aspectos histéricos importantes serao apresentados e as particulas fundamentais
da teoria serao introduzidas com suas propriedades e caracteristicas relevantes para o enten-
dimento do trabalho. Na Secao 2.3 a lagrangeana da QCD ¢é apresentada e algumas de suas

caracteristicas sao discutidas mostrando-se suas simetrias na Secao 2.4. Uma breve discussao
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da quantizacao da QCD ¢ mostrada na secao seguinte onde sera introduzida a fixacao de calibre
e, finalizando este capitulo, os condensados sao apresentados na Secao 2.6.

No Capitulo 3, algumas técnicas auxiliares sao introduzidas, apresentando-se uma re-
visao sobre o modelo NJL na Secao 3.1 e a introducao dos campos auxiliares, a minimizacao
do potencial efetivo e a expansao do determinante funcional, respectivamente, sao discutidos
nas Segoes 3.2, 3.3 e 3.4.

Por fim, a derivacao do modelo é realizada no Capitulo 4, em que o procedimento
seguido é a integracao funcional dos campos dos glions e dos quarks que condensam para
posterior analise na Secao 4.3 do estado fundamental da teoria e a solugao numérica das equagoes
do GAP com seus respectivos valores numéricos. A expansao do determinante funcional é
realizada na Segao 4.4 onde discutimos os termos da expansao até a sexta ordem nas derivadas

e seus resultados numéricos para a lagrangeana final do modelo efetivo desejado.



Capitulo 2

Cromodinamica Quantica

2.1 Aspectos Introdutorios

A busca do homem pelos componentes elementares da matéria inicia-se na Grécia An-
tiga a partir de suas discussoes sobre como essa era constituida. Entretanto, podemos destacar
a descoberta do elétron, por J. J. Thomson em 1897, como o inicio da Fisica de Particulas
Elementares responsavel pela quebra do paradigma da indivisibilidade dos atomos. Alguns
anos mais tarde, em 1911, Ernest Rutherford e seus colaboradores bombardeando uma lamina
de ouro com radiacao alfa concluem que o atomo deveria possuir um ntucleo central positivo
com os elétrons orbitando em torno desse e o atomo seria preenchido, em sua grande parte, por
espagos vazios [1]. Possibilitando uma nova visao dos componentes fundamentais da matéria, tal
descoberta também suscitou novas questoes sobre como era garantida a estabilidade atomica.
Diversos fisicos notaveis, como Niels Bohr e Arnold Sommerfeld buscaram explicagoes para tal
estabilidade, mas apenas a Fisica Classica nao seria capaz de fornecer conclusoes plausiveis e
o surgimento da Mecanica Quantica contribuiu de forma fundamental para o desenvolvimento
das teorias que buscavam explicar a estrutura da matéria.

Em virtude deste trabalho nao ter por objetivo uma revisao histérica precisa, mas de
alguns poucos fatos que foram marcantes dentro deste contexto, cabe ressaltar que diversos
outros nomes e propostas contribuiram para a formulagao de uma teoria que explicasse sa-
tisfatoriamente a composicao fundamental da matéria. A descoberta do néutron por James

Chadwick, em 1932, veio incluir mais um componente ao modelo atomico proposto por Ruther-

11
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ford, mas ainda havia um questionamento muito forte sobre a estabilidade do nicleo atomico
formado por particulas que sofreriam de repulsao coulumbiana onde apenas introducao dos
néutrons nao seria suficiente para elucidar tal questao.

A proposta foi a da existéncia de uma for¢a ainda mais intensa do que a forga de
repulsao elétrica, que ficou conhecida como forca forte, e sendo esta de curto alcance nao seria
sentida fora do ntcleo atomico. O primeiro modelo significativo para explicar a forga forte
foi proposto por Hideki Yukawa em 1935, onde as particulas nucleares deveriam ser atraidas
mutuamente por meio de particulas intermediadoras, chamadas de mésons [1] e, desde entao,
muito foi descoberto e investigado, levando a formulacao da Cromodinamica Quantica.

No atual Modelo Padrao da Fisica de Particulas, a QCD é a teoria responsavel por
explicar as interagoes fortes [2,8,11]. Atualmente, as quatro for¢as fundamentais conhecidas
sao: gravitacional, eletromagnética, nuclear fraca e nuclear forte [1,2,24]!. A forga gravitacional
foi desenvolvida inicialmente na teoria classica da Gravitacao Universal de Newton e posterior-
mente foi incorporada pela teoria da Relatividade Geral de Einstein, mas sua forma quantica
ainda nao foi concluida. Para as forgas eletromagnéticas, que surgiram da uniao de teorias an-
tigamente separadas (a eletricidade e o magnetismo), temos a Eletrodinamica desenvolvida nos
trabalhos de Maxwell, a nivel classico, que ja incorporava a Relatividade Restrita de Einstein,
e que tem sua versdao quantica dada pela Eletrodindmica Quantica (QED), dos trabalhos de
Tomonaga, Feynman e Schwinger nos anos 40. A primeira teoria para a for¢a nuclear fraca, foi
desenvolvida inicialmente por Enrico Fermi em 1933 visando explicar o decaimento beta e hoje
estd embasada nos trabalhos de Glashow, Weinberg e Salam, nos anos 60, sendo uma teoria
puramente quantico-relativistica.

Cada uma destas forgas tem um mediador, cuja troca caracteriza a interagao [1,2]. A
forca gravitacional tem como possivel mediador o graviton, a eletromagnética, o féton; para

as interacoes fracas os bdsons vetoriais W e Z e, por fim, para a forca forte os glions. Tais

INa lagrangeana do Modelo Padrdo ainda ndo é possivel inserir-se a quantizacdo do campo gravitacional
devido & dificuldades técnicas ainda nao solucionadas.
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mediadores sao particulas elementares conhecidas como bésons de calibre vetoriais e regidas
por teorias de calibre invariantes sob transformagoes locais (dependentes do espago-tempo) que
tém por base algum grupo de simetria [25].

As particulas fundamentais da QCD sao os quarks e os glions e ambos carregam uma
importante propriedade dentro da teoria: a carga de cor. A presenga deste novo ntimero
quantico leva a um acoplamento entre quarks e glions e, além disso, a carga de cor leva a uma
auto-interagao entre os glions, o que nao ocorre, por exemplo, no caso dos fétons, os bosons de
calibre da Eletrodinamica Quantica. Além disso, a QCD apresenta ainda o confinamento dos
quarks e glions dentro dos hadrons, as particulas sujeitas a interacao forte. Este mecanismo
ainda nao é bem compreendido [3], mas uma evidéncia dessa propriedade é a nao observacao
de quarks ou glions livres e, consequentemente, o confinamento da cor, uma vez que dentro
dos hadrons apenas estados ligados de quarks, que levem a combinagao de estados sem cores,
sera permitida.

Finalmente, a constante de acoplamento desta teoria, diferentemente da QED, apre-
senta um comportamento conhecido como liberdade assintotica explicada pelos fisicos Gross,
Politzer e Wilczek (nobel de Fisica em 2004). Em seu trabalho eles demostraram basicamente
que teorias de calibre nao-abelianas sdo assintoticamente livres [26-28] o que torna a constante
de acoplamento da QCD (uma teoria de calibre ndo-abeliana) dependente da escala de energia
envolvida no processo fisico. Portanto, para processos que envolvem altas escalas de energia,
a constante de acoplamento da QCD ¢ fraca e para processos com baixas energias envolvidas,

alguns dos quais serao discutidos ao longo deste trabalho, ela é forte.

2.2 Particulas Fundamentais

Conforme dito anteriormente, as particulas fundamentais da QCD sao os quarks e os
glions. Os glions sao os campos de calibre responsaveis por mediar as interagoes entre os
quarks, os campos de matéria [2]. Assim, a forga de interagdo entre os quarks é realizada

mediante a troca de glions [1].
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Os quarks, propostos independentemente por Murray Gell-Mann e George Zweig em
1964, tiveram como objetivo a explicagao do chamado Caminho Octuplo em que os hadrons eram
organizados seguindo determinado padrao. A partir de estudos de decaimentos de particulas
presentes em raios cosmicos e do avanco da Fisica e Engenharia de grandes aceleradores de
particulas uma grande quantidade destas, até entao tidas como fundamentais, foi detectada,
levando a formacao do Caminho Octuplo. Entretanto, de modo analogo ao descobrimento das
particulas subatomicas como os elétrons, protons e néutrons, acreditava-se que esta grande
quantidade de particulas fundamentais era o indicativo de estruturas ainda mais elementares:
os quarks, onde os hadrons observados seriam estados ligados de quarks.

Os diferentes tipos de quarks sao chamados de sabores sendo propostos inicialmente
trés tipos: up, down e strange [5], considerados quarks leves, que gerardo contribuigoes efeti-
vas nos regimes de baixas energias [6, 16]. Posteriormente foram descobertos mais trés tipos:
charm, bottom e top, considerados como quarks pesados sendo que a cada um dos tipos de
quarks correspondem suas respectivas antiparticulas. Além do sabor, conforme ja mencionado
anteriormente, os quarks também carregam o nimero quantico de cor, totalizando trés cores e
suas respectivas anticores.

Os quarks sao particulas que obedecem ao Principio da Exclusdo de Pauli, pois possuem
spin semi-inteiro e sdo férmions (obedecem a estatistica de Fermi-Dirac) sendo representados
como espinores de Dirac. Os campos espinoriais dos quarks sao denotados na representacao fun-
damental por ¢/ °(z) (os campos dos antiquarks sao representados por ¢/ ) onde f = 1,2, ..., Ny
representam indices de sabor?, ¢ = 1,2, ..., N, os indices de cor® e o = 1,2, 3, 4 indices de Di-
rac [2]*.

Os hadrons observaveis sao estados ligados de quarks e antiquarks e, dentre esses,

podemos encontrar aqueles que possuem spin semi-inteiro, chamados de barions, formados por

2N; = ntimero de sabores

3N, = ntmero de cores

4A0 longo deste trabalho os indices de cor, sabor e Dirac serdo omitidos a fim de evitar sobrecarga de notacio
sendo explicitados quando necessario.
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trés quarks/antiquarks, e os que possuem spin inteiro conhecidos como mésons, compostos de
um par quark-antiquark [6]. Além disso, quarks possuem carga elétrica fracionada de modo
que os estados fisicos observados apresentam carga elétrica inteira devido a combinagao dos
diferentes quarks.

J& os glions sao os bdsons de calibre vetoriais que também carregam a carga de cor,
levando portanto a um acoplamento com os quarks e a auto-interacao conforme ja mencionado
na Segao 2.2. Sao descritos na representacao adjunta por Af(z) em que p representam indices
de Lorentz e a = 1,2,..., N2 — 1, definido no Apéndice A, um indice do grupo de simetria
SU(3)cor. Diferentemente dos quarks, os glions ndo possuem sabor e sao campos de Yang-

Mills [2,29], em que a algebra do grupo de simetria a que pertencem é mostrada no Apéndice

A.

2.3 Lagrangeana da QCD

Uma vez que apresentamos as caracteristicas basicas da QCD bem como a de suas
particulas fundamentais, vamos analisar seu formalismo utilizando-se da formulacao lagrange-

ana. A densidade lagrangeana classica da QCD, é dada por [2,6,8,27]:

1 .
Locp = —ZFSVF;“’ +q(iv" Dy —m)q (2.1)

em que ¢, ¢ e Aj representam campos de quarks, antiquarks e glions, respectivamente, e
F, = 0,AL — 9,A% — gf*™ AL A (2.2)

é o tensor de forca da QCD, ¢ é uma constante de acoplamento adimensional® e f%¢ sdo as
constantes de estrutura antissimétricas do grupo de simetria SU(3).,, cujas propriedades sao
descritas no Apéndice A.

No segundo termo da expressao (2.1), 4" representa as matrizes de Dirac em um espago

quadridimensional, D, é a derivada covariante definida como:

Dy = 0, +igAu(x) (2.3)

50 valor numérico de g é obtido em [10] a partir de cdlculos numéricos, e serd retomado na Secao 4.3.
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em que observamos o acoplamento entre quarks e glions por meio de g, e o campo A,(z) é
a representacao adjunta que relaciona os geradores do grupo de simetria ao campo de calibre

vetorial dada por:

Ay () = T*A%(x) | (2.4)

em que T é o gerador do grupo de simetria definido pelas expressoes (A.3) e (A.7) para o
espago de cor, com N, = 2 e N, = 3, respectivamente. Por fim, m é uma matriz diagonal de
massa no espago de sabor [2,8] conhecida como massa de corrente dos quarks ou massa dos
quarks livres [8], diferentemente da chamada massa constituinte que leva em conta o mecanismo
de geracao dindmica de massa em funcao das interagoes entre os quarks [30].

A expressao (2.1) pode ser definida como a soma das contribui¢oes dos campos dos

glions e dos quarks®:

['QCD = Egluons + £quarks ) (25)

em que o termo:

1 a a 14 v g aoc C 14 14
Lgtuons = =7 (OuAL = 0,A0)(00 A% — 0 ) + & pooe AL AT (00 A7 — 07 A

2
9 rade a a 9" rabe pade c v
+1f ¢ (auAu - al’A,u) - Zf ’ f ¢ AZAVAZAe (26>

¢ obtido tomando-se o produto entre o tensor de forca nas suas formas covariante e contrava-
riante, respectivamente. Da expressao (2.6) percebemos que o primeiro termo corresponde a

parte cinética e os demais termos representam as auto-interacoes entre os glions.

2.4 Simetrias da QCD

A Fisica tem nas quantidades conservadas suas principais leis universais. A conservagao
de energia, momento linear e angular sao exemplos de tais quantidades que contribuem para
os sistemas fisicos em geral. Na QCD, bem como em teorias de campo, usamos a formulacao
lagrangeana, em que as simetrias da teoria correspondem a quantidades conservadas [20,27],

que podem ser dadas por correntes. Nesta formulacao, uma teoria é considerada simétrica

6 A partir deste ponto utilizaremos a notagéo Ip = v*D,, para o termo lagrangeano dos quarks.
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(ou invariante), se para uma dada transformagao infinitesimal £, aplicada sobre a densidade
lagrangeana original L, isto é,

L =L+6L, (2.7)

obtivermos o mesmo resultado para a lagrangeana transformada £, levando-nos a:
0L=0. (2.8)

’ ~ . . ’
Se o valor esperado para o estado fundamental da lagrangeana £ for nao-nulo, a simetria é
quebrada espontaneamente. Entretanto, pode ocorrer uma quebra da simetria ja no termo

lagrangeano de modo que
0L #0. (2.9)

Quando (2.9) acontece, a simetria é quebrada explicitamente, e um exemplo dessa quebra é a
presenca de um termo de massa em Lgyq,1s, que discutiremos mais adiante.

As leis de conservacao, que definem quantidades que nao variam independentemente da
evolucao dinamica do sistema, tém um importante papel dentro da fisica e sao consequéncias
naturais das propriedades de simetria de um sistema, de acordo com o teorema de Noether
[27,31]. Esse teorema nos diz que cada transformacao de simetria continua leva a uma lei de
conservacao e, portanto, a uma corrente conservada.

Contudo, as quebras de simetria também podem contribuir para a compreensao do
estado fundamental e de algumas propriedades das teorias. O teorema de Goldstone preve
que a quebra espontanea de uma simetria continua leva ao aparecimento de bdsons sem massa
conhecidos como bdsons de Goldstone [27-29,32,33]. Essa quebra espontanea de simetria origina
um estado fundamental nao trivial com consequéncias muito interessantes conforme veremos
adiante.

Uma das simetrias da QCD é a simetria de calibre de cor, alcancada por meio da
insercao do campo de calibre vetorial nao-abeliano, dado pelos glions. Partindo-se da densidade

lagrangeana de Dirac para férmions livres e adaptando-as para os campos dos quarks, temos
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29,31):

EDirac = (jc (7/7“8/1 - m) qc ’ (21())
que é simétrica para transformagoes de calibre global (independente das coordenadas):

e—iG“T“ ~C

¢ — q, — g (2.11)

mas nao para transformagoes locais (dependentes das coordenadas)

6—16’ (2)T* ¢

¢ — ¢, ¢ — 7T (2.12)

e para o campo de calibre
A, — 9@ <Au + ;@) etie0* (@), (2.13)

em que 6% é um parametro global real e infinitesimal de transformacao.

Deste modo, para que a lagrangeana definida em (2.10) se torne invariante sob tais
transformagoes locais devemos introduzir a derivada covariante, definida em (2.3), e, conse-
quentemente, um campo de calibre que se acopla aos campos dos quarks [14,25,29], conforme
mencionado na Secao 2.3. Por conseguinte, para que ocorra a invariancia de calibre o tensor
de for¢a da QCD definido em (2.2) inclui termos que levam também a auto-interacdo destes
campos e, portanto, a lagrangeana definida em (2.1).

A simetria de sabor também desempenha papel fundamental na QCD. Explicitando-se

os indices de sabor para a equagao (2.1):
Ny

1 s
Locp = —ZFEVFfV + Z 7 (i7" Dy — my) ¢’ (2.14)
f=1

observamos que ela é sempre invariante sob transformagoes vetoriais do grupo unitario dadas

por:
Uy(1): ¢f —we@¢f | ¢ = etog, (2.15)
sendo « é um parametro real de transformacgao e tem como correntes conservadas:

Ny
du=Y_d g, (2.16)
=1
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que representam fisicamente a conservacao do nimero barionico, ocorrendo separadamente para
cada sabor, em todos os processos envolvendo interagoes fortes [2,6,20]. J& para transformagoes

vetoriais do grupo de simetria:
SUy(Ng) : ¢ — e gl gl — ™" | (2.17)
em que ®* é um parametro real de transformacao, a corrente vetorial:
Ny
Je=> T, (2.18)
f=1

somente é conservada no limite em que as massas dos quarks sao iguais [2,14]. Por exemplo,
para Ny = 2 devemos ter m, = mq, cuja corrente esta associada a antiga simetria de isospin
para os nucleons, e para Ny = 3, onde m,, = mgq = m,, associamos o Caminho Octuplo.

Entretanto, para as transformacoes axiais definidas por:

UA(l) . qf N 6—i575qf 7 qf - qfe-i-iﬁ% 7 (2'19)
SUA(Ny) : qf — e T gl - gl — glet® s (2.20)
com 3 e Q* sendo parametros reais da transformacao, a lagrangeana (2.14) somente serd inva-

riante no limite quiral, onde my = 0. Assim, podemos escrever a lagrangeana quiral a partir de

(2.14) de onde encontramos as correntes conservadas:

Ny
o= T, (2.21)
f=1
Ny
T2, =Y q T (2.22)
f=1

Cabe ressaltar, que no nivel quantico, a corrente axial definida por (2.21) nao é conservada, o
que é conhecido como anomalia azial [2,6,8,14,16,20].

As transformagoes (2.17) e (2.20) sdo chamadas de transformacées quirais e remetem
a chamada simetria quiral, que é uma simetria global da QCD, exata apenas no limite quiral
2,14, 19, 20] e responsavel por importantes efeitos no estado de vécuo da teoria [14, 20, 28].

Porém, o limite quiral é idealizado [2], uma vez que as massas dos quarks nao sdo nulas e,
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portanto, a insercao do termo de massa na lagrangeana quiral é responsavel por uma quebra
de simetria, exceto para as transformagoes definidas por (2.15).

Portanto, o fato dos quarks possuirem massa leva a uma quebra explicita de simetria
da lagrangeana (2.14). Mas, se tomarmos os quarks leves, cujas massas, dadas em [34] m, =
2,3 MeV, mg=4,8 MeV e my, =95+5 MeV, sao relativamente pequenas se comparadas com
a escala hadronica (Ap. ~ 1 GeV') [11] entdo, a simetria quiral pode ser tomada como uma
boa aproximacao para regimes de baixas energias envolvidas considerando-se a presenca desses
quarks [2,20]” e que também estd presente no espectro hadronico e nuclear. Além disso, a
QCD no limite de baixas energias apresenta a chamada quebra espontdanea de simetria quiral®,
e uma teoria com objetivo de descrever as interacoes fortes deve levar em conta esta importante
propriedade.

A quiralidade ¢ introduzida por meio da matriz v° de modo que definimos os operadores
de projegao quiral [14]:

P, =

(1=2) , Pr=-(1+) (2.23)

1
2

N | —

que atuam nos campos dos quarks:

q. = Prq ., qr = Prq (2.24)

resultando em quarks com quiralidade direita e esquerda, respectivamente representados em
(2.24). No limite quiral, a separacao dos campos dos quarks em termos de projegoes quirais
resulta na completa separagao dos quarks com projecoes direita daqueles com projecao esquerda.
Entretanto, o termo de massa contribui para a mistura desses campos, e consequentemente a
uma quebra explicita da simetria quiral.

Algumas consequéncias fisicas da quebra espontanea de simetria quiral na QCD, além
das mencionadas no paragrafo anterior, sao: a geracao dinamica de massa para os quarks

e hadrons [8, 20,22, 35], a modificacio do estado fundamental da QCD levando a presenga

"Para os quarks charm, bottom e top, cujas massas sdo, respectivamente, m. = 1,275 £+ 0,025 GeV, my, =
4,66 + 0,03 GeV e m; = 173,07 + 0,52 £ 0,72 GeV [34]; a simetria quiral deixa de ser uma boa aproximagao,
uma vez que o limite energético se torna muito alto para ser avaliado nao perturbativamente.

8Na literatura é comum encontrar a sigla x.SB, para a expressao em inglés Chiral Symmetry Breaking.
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do condensado escalar [8,14,19,20] e a presenga de pseudo-bdsons de Goldstone com massas
pequenas, porém nao-nulas’.
E desta maneira, sob o ponto de vista das simetrias continuas globais, temos que as

principais simetrias da QCD para o espaco de sabor sao:
SUy(Ny) @ SUA(Ny) @ Uy (1) @ Ua(1)

além da simetria de calibre de cor.

2.5 Quantizacao da QCD

Nas Secoes 2.3 e 2.4 vimos a lagrangeana da QCD e mencionamos algumas de suas
importantes simetrias e propriedades. Entretanto, a teoria ainda se apresenta na sua forma
classica e precisamos realizar a sua quantizacao, em que serd mais conveniente, para o objetivo
deste trabalho, utilizarmos o método de integrais de trajetéria desenvolvido por Feynman.

Assim, o funcional gerador da QCD, neste formalismo, é dado por [8,25,29]:

m

Z[Jaaﬁyn]QCD — eiW[Jﬁ,ﬁ,n] — N/D[AZ]D[q—]D[q]eifd%{EQcD-i-JﬁAﬁ-i-??fJ-H?q} 7 (225)

em que N é uma constante de normalizagao, Locp é dada por (2.1), J# representa uma fonte
de glions e 1 (77) as fontes para os campos g (q).

Neste formalismo, o termo [ d*zLocp representa uma agao funcional para os cam-
pos dos quarks e glions e nosso objetivo é determinar as fungdes de Green que irao levar
aos propagadores desses campos. Se tomarmos a lagrangeana para os glions livres, isto é,
desconsiderando-se os campos dos quarks e os termos de auto-interagao da expressao (2.6), e

realizarmos uma integracao por partes, temos a agao dada por:

1 a a v v
Sgluons = /d41‘ E(g]luons = _4_1 /d4x (a,uAy - 81/14“)(8“14(1 -0 Ag)
1
- / d' d'y A (@) [(¢"0 — 0"9) 65w — )] AL(y) (2.26)

90 béson de Goldstone para Ny = 2, sdo os pions cuja massa é da ordem de 140 MeV.
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em que o termo entre colchetes representa a fungao de Green que devemos inverter, por meio

de [6]
(g"0 — 0"0”) 6 Dﬁcp(a: —y) = g;j(5“54(x —v), (2.27)

em que Dfif,(a: — y) representa o propagador para os glions livres. Entretanto, a funcao de
Green definida em (2.26) nao é inversivel [4,6,25,29] e é necessdria a insergao de um termo de
fixagao de calibre, analogamente ao que ocorre na QED [28], cujo significado é a eliminagao dos
graus de liberdade nao-fisicos [6, 36].

O termo de fixacao de calibre sera inserido na lagrangena de modo a quebrar a in-
variancia de calibre e permitir a remogao da indefini¢ao e, com isso, encontrarmos o propagador
dos glions. Esse procedimento foi desenvolvido por Faddeev-Popov e consiste na insercao da

identidade [4,29, 32]:

1= App / ] o) 5 (F° [4%())) (2.28)

SFe[A ()]

ao funcional gerador (2.25), em que App = det <T(y)

) é o determinante de Faddeev-
6=0

Popov!?, que ¢ invariante de calibre; | [, df(x) representa um elemento infinito de volume que
serd incorporado & constante de normalizacao, F* [Az(:c)] = f(z) = 0 é a condigao de fixacao

de calibre e §(z) é um parametro infinitesimal de transformacao de calibre. Como f(z) nao

depende de Aj; podemos inserir a identidade (2.28) no funcional gerador (2.25), resultando em:

I

Z[Ja;ﬁ;n]QCD _ N/D[AZ]D[@]D[Q]AFP 5 (Fa [Ai(x)} . f(l’)) eifd4x{£QCD+J5Az+ﬁQ+77@}<229)

que pode ser multiplicada por um fator e_ifd%(f(x))Q, e integrada sobre todos f(z) [25,29]

resultando em:

I

Z[Jinleen = N / DIAY DD ApplA2) ¢/ Ceco—ae (P L@ Sarna} (g 3)

Assim, o termo lagrangeano de fixacao de calibre serd dado por:

Lre = —% (Fe[A%@)])" . (2.31)

190 determinante de Fadeev-Popov pode ser interpretado como o jacobiano devido & escolha do calibre e que
pode ser calculado através das restrigoes na escolha das transformagoes infinitesimais de calibre [29)].
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Como podemos ver em [25] algumas condigoes de fixac¢ao de calibre sao:

Fo[Al(x)] = 8,A%x) =0, (2.32)
V- Az)=0, (2.33)

Al(z) =0, (2.34)

Ad(z) =0, (2.35)

que sao, respectivamente, os calibres de Landau, de Coulomb, Azial e Temporal. Para este
trabalho iremos considerar a escolha do calibre de Landau e o termo de fixacao de calibre seré,

portanto dado por:

Lrg = T (a A (2.36)

em que £ é um parametro real arbitrario de fixagao de calibre e no calibre de Landau corresponde
a tomarmos o limite & — 0.

Entretanto, a escolha de calibres, como o de Landau ou o de Coulomb, por exemplo,
resultam nas chamadas cépias ou ambiguidades de Gribov [25] que correspondem a diferentes
configuragoes de campos satisfazendo as condigdes de calibre definidas [36,37]. Essas copias nao
afetam os resultados para uma teoria perturbativa (para altas energias) [4,12], mas ainda nesses
regimes, a unitariedade também é perdida e o determinante de Faddeev-Popov em (2.30), que

tem por objetivo restaurar essa propriedade, pode ser escrito como [25,32]:

SF® A9 i Ao .
App = det 56’b /D “| exp /d x o' (Do), (2.37)

em que inserimos os campos independentes ¢(z) e é(x) [4,28], que obedecem relagoes de anti-
comutagao assim como campos fermidnicos, mas que sao escalares de Lorentz [25,28,29]. A
conexao entre a estatistica e o spin nao é violada, pois esses campos nao representam nenhuma
particula no estado inicial ou final [28] e, por este motivo, sdo conhecidos como fantasmas de
Faddeev-Popov. Assim, (2.37) equivale a insergdo de um termo lagrangeano para os campos
fantasmas:

£fom’btabsn’bas = auéa(DuC)a 5 (238)
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em que D, é a derivada covariante ja definida em (2.3).
Por fim, obtemos a lagrangeana total da QCD levando-se em conta a quantizagao,

partindo-se de (2.1) e aplicando-se (2.36) e (2.38), de modo que:
Etotal = 'Cgauge + 'CFG’ + Equarks + £fantasmas ; (239)

cuja acao é definida por:

1

% (8MA5)2 + q(iv"D,, — m)q + 0"¢*(D,c)*

1
Socp = /d435 [—ZFSVFﬁ” -

+JEAY +1iq + 17 + Xc + xc (2.40)

em que incluimos x e Y, que sao as fontes para os campos fantasmas.

Desse modo, temos a lagrangeana da QCD em sua forma quantizada bem como a
correspondente acao ja modificada com a presenga dos termos de fixacao de calibre e dos
campos fantasmas necessarios neste processo. Consequentemente, o funcional gerador para a

teoria fica dado por:

Z1J5nmXxleep = W — N/D[AZ]D[q]D[q]D[ca]D[ca]eiSQCD (2.41)

2.6 Condensados e a QCD

Como ja comentado na Secao 2.4, o condensado escalar de quark-antiquark, surge
como consequéncia da quebra espontanea de simetria quiral e sua presenca nos regimes de
baixas energias é muito importante para a compreensao do estado fundamental da teoria.

A ideia da condensacao de particulas foi introduzida por Einstein em 1924, onde a
medida que o gds de bésons ideal é resfriado observa-se uma transicao de fase [38], que ocorre
na chamada temperatura de Bose FEinstein Ty, em que ha a acumulacao de todos os bdsons
nao interagentes no estado de menor energia (estado fundamental). Essa nova fase da matéria
ficou conhecida como condensado de Bose-Finstein uma vez que estes obedecem a distribuicao

estatistica de Bose [39]. Assim, abaixo de T, o estado fundamental passa a ser ocupado
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macroscopicamente, ou seja, os efeitos quanticos passam a ser observaveis bem como os ma-
croscopicos [40].

A existéncia dos condensados foi inicialmente associada ao comportamento de super-
fluido do hélio liquido'!, mas a deteccao experimental do condensado de Bose-Einstein sé ocor-
reu em 1995 em atomos de rubidio resfriados e confinados magneticamente [38,39]. Analoga-
mente, mecanismo semelhante foi proposto na teoria BCS da supercondutividade por meio dos
pares de Cooper.

Os condensados da QCD correspondem ao valor esperado de um operador composto no
estado fundamental [11], e ocorrem para os campos de glions e de quarks [21,23]. Dois impor-
tantes condensados da QCD sao: o condensado de glions de ordem 2 (Af,A%) e o condensado
escalar de quark-antiquark (gq).

Um dos efeitos do condensado de glions de ordem 2, sera a modificagao do propagador
do glion e a geracao de massa dinamica para esses [41,42]. J4 o condensado escalar de quark-

antiquark pode ser representado em termos das projegoes quirais por [6]

(0lqq|0) = (Olqrar + qracl0), (2.42)

e é conhecido como condensado quiral. Quando (0|gq|0) = 0, observamos que nao havera um
acoplamento entre os quarks com quiralidade direita e esquerda [6]. Entretanto, (0|gq|0) # 0 é
um efeito da quebra espontanea da simetria quiral [21] da QCD ocorrendo para T < T, em que
T, é uma temperatura critica abaixo da qual ocorre a condensacgao. A restauracao da simetria
quiral ocorre para temperaturas maiores do que a temperatura critica, T' > T, [6,11,23].
Além disso, dentro desse limite a presenca de condensados deve ser responsavel por
efeitos nas massas efetivas dos quarks. As massas dos quarks leves, dadas na Secao 2.4, sao
bastante diferentes das massas efetivas observadas no modelo de quarks constituintes, em que
as propriedades dos hadrons podem ser obtidas considerando-se os quarks fracamente intera-

gentes'? dentro daqueles e com massas dadas por M, ~ M, ~ 300 MeV e M, ~ 500 MeV [16],

HEste comportamento é aproximado, pois as interacdes entre as particulas ndo sio despreziveis para este
sistema.
120 fato dos quarks constituintes interagirem fracamente dentro dos niicleons estd associado ao confinamento
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sendo o mecanismo de geracao de massa dinamica associado a presenca dos condensados da
quebra espontanea de simetria quiral.

Como ja comentamos anteriormente, os bésons de Goldstone estao associados a quebra
espontanea de simetria. Na QCD, a simetria quiral é aproximada e esses bésons possuem massa,
ainda que pequenas se comparadas a escala hadronica. Considerando-se, portanto, os quarks
leves, o espectro da QCD possui nove pseudo-bosons de Goldstone representados pelos pions
(70, 7+, 7)), kdons (K° K° K+, K~) e mésons eta (1,1') [4], onde o méson 7" estd relacionado

a anomalia axial [8,43,44]. Para N; = 2, a relacio Gell-Mann-Oakes-Renner [45, 46]:
(M + mg) X (O]au + dd|0) = — f2m2(1 — &) , (2.43)

relaciona o termo de quebra explicita da simetria quiral, m, + mg, com o termo de quebra
espontanea representado por (0|wu+dd|0). Em (2.43) f, = 93 MeV é a constante de decaimento
do pion, m, = 150 MeV a massa do pion e d, = 0,04740.017 um parametro de corregao quiral.

E analogamente, para N; = 3, temos:

() <

em que fx = (1,22+0,01)f, é a constante de decaimento do kdon, my = 495 MeV a massa do

au+dd
— + S§s

0> = —2frm3 (1 — k) , (2.44)

kaon e dx = 0,61 £ 0,22.
Com isto, concluimos uma breve revisao sobre a QCD e algumas de suas propriedades

para baixas energias relevantes para o desenvolvimento deste trabalho.

dos quarks dentro destes e, consequentemente, a intensidade da constante de acoplamento que, neste caso, se
torna mais fraca uma vez que a distancia entre os quarks é pequena. A medida que esta distancia é aumentada
observa-se um aumento da constante de acoplamento e, consequentemente, uma aumento da interagao atrativa
entre os quarks.



Capitulo 3

Modelos Efetivos e T'écnicas Auxiliares

3.1 O Modelo de Nambu—Jona-Lasinio

O modelo de Nambu—Jona-Lasinio foi desenvolvido por Y. Nambu e G. Jona-Lasinio
em 1961 (Dynamical model of elementary particles based on an analogy with Supercondutivity I
e IT), sendo considerada uma teoria pré-QCD de niicleons que se relacionam por meio de uma
interacao efetiva entre dois corpos [8]. Sendo assim, esse modelo ainda nao levava em conta a
presenca de quarks e glions, e as interacoes eram dadas por correntes de mésons.

A importancia de tal modelo é que sua lagrangeana para campos de nucleons ja levava
em conta algumas das simetrias observaveis da QCD), entre elas a simetria quiral. Portanto, ele
¢ invariante quiral sendo importante para a compreensao dos hadrons mais leves. Além disso,
a quebra espontanea de simetria quiral também é encontrada, o que leva ao fato do modelo ter
sido, mais tarde, estendido aos quarks e a geracao de massa dinamica dos mesmos.

O modelo NJL foi construido para guardar a simetria SUy (2) @ Uy (1) @ SUA(2) @ Ua(1),

e sua lagrangeana original para Ny = 2 é dada por [47]
—_ — — — 3 — —
Lyyp = =070 — OMO% + go [P = Y " dysmithbysmay| (3.1)
i=1

em que MY foi definido como o operador de massa das particulas “nuas”, g, ¢ a constante
de acoplamento positiva de dimensao [massa]™2, 1 os campos para as particulas fermionicas
consideradas fundamentais em SU(2)sup0r € 7; as matrizes de Pauli para o espago de isospin.

O modelo NJL foi elaborado tomando como particulas fundamentais os nicleons (prétons e

27
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néutrons) e guarda analogias com o modelo BCS para a supercondutividade, uma vez que se
baseia nas interacoes atrativas do tipo ntucleon—anti-nucleon.

Como podemos observar em (3.1) o modelo considera as interagoes de quarta ordem
entre os férmions e, além disso, a presenca do operador M ¢ fundamental para a quebra
explicita da simetria quiral e a existéncia de uma massa nao nula para o pion [47], que era
descrito inicialmente como um estado ligado de niicleon e anti-nicleon [16].

Com o advento da QCD o modelo foi deixado de lado, mas conforme podemos ver
em [49], sua extensao para a teoria foi novamente importante pois conseguia explicar satisfa-
toriamente a simetria quiral da QCD bem como sua o mecanismo de sua quebra e a geracao
de massa dinamica para os quarks em regimes de baixas energias. O modelo foi mais tarde
desenvolvido para SU(3)sapor [44], ja levando em conta sua extensao para a QCD e utilizando-se
o termo incluido por G. t” Hooft que quebra explicitamente a simetria axial U4 (1) [50]. Assim,
para Ny = 3 a lagrangeana efetiva do modelo é dada por:

1
LYy = q(id —m)q + Z 59s [(2haq)® + (1GXa759)°]
a=0

+gp [det g(1 — v5)q + det (1 +75)q] (3.2)
em que ¢ representa os campos dos férmions (agora ja descritos pelos quarks), m o termo diago-
nal da matriz de massa das correntes de quarks (para Ny = 3), g5 a constante de acoplamento
para o termo lagrangeano que conserva a simetria quiral e gp a constante para a parte que
quebra explicitamente a simetria axial. Além disso, o determinante e )\,, que representam as
matrizes de Gell-Mann, sao dados no espaco de sabor.

Portanto, (3.2) apresenta a lagrangeana efetiva para o modelo NJL com Ny = 3 onde
observamos além dos termos de interacao quadri fermionicos, a insercao do termo de interacao
de seis férmions dado pelo determinante de ¢ Hooft que surge como forma de levar em conta a
anomalia axial e a nio manifestacio fisica dos campos 7.

Por se tratar de uma teoria onde as interacoes entre os quarks sao de carater pontual, o

modelo NJL nao é um modelo renormalizavel, isto é, existem infinitos que aparecem no calculo
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de alguns observaveis, sendo necessaria a imposicao de esquemas de regularizacao do modelo,
por exemplo, através do limite da escala de energia [8]. Desse modo, temos um modelo efetivo
que é valido para o limite de baixas energias [49] que nao explica o confinamento de quarks e
glions.

Apesar disto, o modelo NJL tem apresentado bons resultados para modelos levando em
conta lagrangeanas quirais [16], extensoes para interagdes de ordem superior entre os quarks
[17,50], efeitos de deformagoes de simetria introduzidas por campos de quarks [51], estados
de diquark e seu confinamento [52], estudo de propriedades de mésons em densidades finitas
[53], modelos considerando interagoes entre condensados [18] e até mesmo versoes que buscam
explicar o mecanismo de Higgs no Modelo padrao por meio de relagoes de sua massa com a do

quark top, dentre outros.

3.2 Método do Campo Auxiliar

Até agora, introduzimos como campos na lagrangeana da QCD os campos de matéria,
representados pelos quarks e sendo considerados como campos fisicos [54] descrevendo os graus
de liberdade fisicos da teoria; e os campos de calibre, representados pelos glions inseridos a fim
de deixar a lagrangeana invariante sob transformacoes de calibre locais. Podemos incluir uma
terceira categoria de campos em nossa teoria, os chamados campos auxiliares, os quais podem
ser eliminados da teoria sem perda de generalidade, mas que por conveniéncia matematica,
representam elementos essenciais para o desenvolvimento e solu¢ao de uma teoria que busque
descrever o comportamento destas particulas fundamentais?.

No formalismo de integrais de trajetéria, escrevemos o funcional gerador para a teoria
e procedemos a integracao funcional dos campos, que consiste em uma integral gaussiana,
isto é, com termos quadréaticos nos campos que desejamos integrar [25]. Assim, para campos

fermionicos 1, com 9 representando seus conjugados, a integracao funcional para variaveis de

!Esta técnica também é conhecida como transformacio de Hubbard-Stratonovich.
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Grassmann corresponde a [25,49, 55]:

Zin) = / DFID[]e 7 F % = et F (3.3)

em que F' representa um operador matricial, neste caso anti-simétrico. Ja para campos bosonicos,

representados por A, a integral gaussiana é dada por:
Z ) = /D[Au]eéfd% A B A = (det B>_% , (3.4)

em que B representa um operador matricial atuando sobre os campos bosonicos.

Portanto, nosso objetivo é escrever uma acao que contenha uma estrutura em que os
operadores estejam ligados a termos de segunda ordem nos campos que desejamos integrar.
Entretanto, a presenga de termos de auto-interagao para os glions, observados em (2.6); e
de termos de interagdo quadri fermionicos, presentes nas expressoes (3.1) e (3.2) do modelo
NJL, levam a estruturas que nao correspondem a integracoes gaussianas, tornando o problema
matematicamente mais complicado.

Para contornar essas dificuldades, a introdugao de campos auxiliares constitui-se em
uma ferramenta fundamental para os estudos realizados em regimes nao-perturbativos [56], que
é o objetivo deste trabalho. Assim, o objetivo da insercao destes campos é linearizar a acao
afim de podermos realizar uma integracao gaussiana, ou seja, eliminamos os termos de interacao
de quarta ordem, seja para o caso fermionico [57], seja para o caso bosonico [41,42]. Como
consequéncia temos o aparecimento de um novo campo presente agora na chamada acdo efetiva
para nossa teoria [58].

De modo a ilustramos a introdugao destes campos podemos considerar uma teoria cuja

acao é definida por

: 1 , 1
Sole'] = / d'z {Qamo@“%—im%? : (3.5)
em que ¢’ representam os campos de matéria, sendo i = 1,...N algum indice de simetria

interna do grupo SU(N); e m é um termo de massa da teoria. Por questoes de simplicidade,
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nao escrevemos explicitamente as fontes para esses campos. Realizando-se uma integracao por

partes no primeiro termo dessa agao (ja desprezando termos de superficie) podemos obter:
i 4 L 2\ i
Sole] = [ d'w |—5¢" [@+m?) ¢'| (3.6)
cujo funcional gerador
Z=N [ Dglesie = N [ Diglet el el (3.7)

e que pode ser integrada via integragao gaussiana, por meio de (3.3) ou (3.4) dependendo da
natureza do campo ¢?. Vamos tomar, novamente por questao de simplicidade, tais campos

como escalares, e a integragao funcional resulta em [31]:

Z=N / Dlpfle# I 4ol (O+m)e] = N [det (T + m2)] 2. (3.8)
O determinante em (3.8) pode ser calculado por meio da relagao [31,49,59]
det K = ™K (3.9)
em que K é uma matriz diagonal, resultando em
7 — Ne—3 Trin(0+m?) _ nrp—5 [d*z 3, n(0+m?) ’ (3.10)

onde nos valemos do fato de que Tr = [d*z )", com Y, sendo o trago tomado sobre o indice

de simetria considerado. O expoente em (3.10) representa uma agao dada por

, 1
Sol¢] = —/d4:c § §1n (O+m?) . (3.11)
i

Entretanto, os campos da expressao (3.5) representam campos livres, isto é, sem con-

siderar a presenca de interagoes entre os campos de matéria. Devemos lembrar que o caso nao
interagente nao corresponde a uma situacao fisica real, fato esse que podemos corrigir conside-

d is simples das i 0 1 io d do ti 4 dend

rando a mais simples das interagoes entre eles por meio de um termo do tipo ; correspondendo

as interacoes de ordem mais baixa em nossa teoria. Assim, a a¢ao pode ser reescrita como

. 1 1
Sle'] = /d% {éampzau% - §m2g0? — 917 | (3.12)

2Para a integracdo fermionica devemos lembrar que o termo de massa é dado apenas por m e representa
uma matriz de massa dos campos.
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em que g4 representa uma constante de acoplamento relativa a interagao entre dois campos de

matéria da nossa teoria, cujo funcional gerador
7 — N/D[cpi]e—z‘fd4m[§@i(m+m2)<pi+g4<ﬂﬂ , (3'13>

em que ja realizamos a integral por partes, nao representa uma integral gaussiana e, consequen-
temente, nao podemos aplicar as definigoes ja previamente estabelecidas para tal. O termo de
interacao pode ser tomado como um potencial que torna a equacao de movimento para esses
campos nao linear.

Com o objetivo de eliminar o termo de quarta ordem vamos introduzir um campo

auxiliar ¢, dado pela identidade

1= N’/D[¢] exp {z’/d“x [%94 (¢+g4so?)2” : (3.14)

em (3.13), e portanto, o funcional gerador com a introdugao de (3.14) se torna

Z = N/DW]DM exp{—i/d4x Ewi (O+m?) ¢ — o (p'¢') — 2%4&” , o (3.15)

. ~ / o . N
onde o fator de normalizacao N foi incorporado a N. Na QCD, para o caso dos quarks,
ocorre a associacao do campo auxiliar a um campo bosonico escalar. A equagao (3.15) pode

ser rearranjada, de modo que

7 = N/D[goi]D[gb] exp {—% U d*ze' (O+m? —2¢) — iqﬁpi] } : (3.16)

e a agao funcional em termos dos campos de matéria ¢ integrada, obtendo-se assim uma acao

efetiva

Seff:/d4:17 {—%m (O+m* —2¢) +( ! ¢2)] . (3.17)

20
Podemos observar que esse método tem duas importantes consequéncias: a primeira delas é
a geracao de um termo na fungao de Green original (representado por 2¢) e a segunda, é o
aparecimento de um campo extra na integracao funcional. Na QCD, a primeira consequéncia

estd ligada a geracao dinamica de massa, seja para os glions, seja para os quarks, sendo que,
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para os ultimos, estd associada a quebra da simetria quiral. J4 para a segunda, a analise
do estado fundamental pode ser tomada com base na “extremizacao” da agdo para o campo
auxiliar, como veremos na se¢ao seguinte.

Como podemos observar, este método fornece uma alternativa quando consideramos
o formalismo de integrais de trajetérias. Para o caso de campos escalares a integracao pelo
método canodnico, que consiste em escrever uma hamiltoniana em termos de operadores de
criacao e aniquilagao, pode ser realizada sem grandes complicacoes. Mas, para a integracao
dos campos dos glions, os termos de auto interacao de quarta ordem, mostrados na expressao
(2.6), levam a dificuldades matematicas que podem ser contornadas por meio desta técnica. De
modo analogo, para os campos dos quarks, a interagao do tipo NJL pode ser integrada e, como
consequencia, ser associada ao condensado de quark-antiquark.

O que buscamos mostrar nesta se¢ao foi apenas uma técnica geral, as particularida-
des para o caso da QCD serao colocadas no capitulo seguinte, em que iremos considerar as
integrais funcionais para os campos dos quarks e glions. Na se¢dao seguinte procederemos a

“extremizacao” da acao efetiva (3.17) e, com isso, uma anélise do estado fundamental da teoria.
3.3 Minimizacao do potencial efetivo

Uma vez inserido um campo auxiliar, a acao efetiva descrita em (3.17) passa a de-
pender deste campo conduzindo a um valor nao-trivial para o estado fundamental da teoria.
Se observamos (3.17), podemos constatar que os termos cinéticos desta agao estao ausentes, e

Y b1 Y

podemos, portanto, expressar seus termos como um potencial efetivo, da forma
Sur = [ dta Vigs(o). (3.15)
em que
1 2 Loy
Ver(9) = =5 In (O +m® — 2¢) + -—¢? (3.19)
2 294
e explicitando-se a dependéncia em z e y, temos

Vigslote) = = [ a'y |30 @+t = 2600) e - )] + 0w) . G20
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Como podemos observar em [25,32], o campo auxiliar pode ser dividido em um campo

de “background” classico e um campo de flutuacao quantica, de modo que

o(r) — ¢o + o(x) . (3.21)

O primeiro equivale a um campo de configuracao constante associada ao condensado no estado
fundamental, e o segundo, corresponde a flutuacao quantica que devera ser integrada funcio-
nalmente. Em termos da acao efetiva, podemos tomar seu extremo considerando o limite em

que ¢(x) = ¢g, de modo que

05ess[0) -0. (3.22)

LS

Considerando-se o potencial efetivo podemos minimiza-lo através de

8‘%2;[@50] —0, (3.23)
O loo=(0)
que resulta em
WVersloo] [ 1 ] " %o
—_— = ) —y)+—=0. 3.24
(9¢0 So=(¢) (l:l + m2 - 2§Z§0) <:C y) ga ( )

Aplicando-se a representacao para a funcao delta de Dirac

S —y) = /(g:;e_ik'(gg_y) (3.25)

em (3.24) e tomando-se o limite local (z — y), temos

(¢) = —g / (d4k ! (3.26)

271')4 k2 + m2 — 2@50

que é conhecida como equagao do GAP. Para contornar a presenca do polo em (3.26), inserimos

um termo imaginario infinitesimal 7e, conhecido como prescricao de Feynman, tal que

(9) = -0 / (d% ! : (3.27)

2m)4 k2 4+ m? — 2¢0 + ic
A préxima etapa na solucao desta equacgao é a fixacao de um cutoff, isto é, um limite A na

escala de energia para eliminarmos as divergéncias ultravioleta (este calculo é desenvolvido
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para os campos dos glions e dos quarks nos Apéndices C.1 e C.2, respectivamente, e nao sera
reproduzido aqui para o caso escalar). Portanto, (3.27) revela que, no estado fundamental,
a presenca do campo auxiliar estd associada com a condensacao dos campos ¢ em modos de
campos coletivos dos campos ¢ introduzidos.

Neste trabalho, buscaremos derivar tais equacoes partindo da lagrangeana da QCD que
quantizamos em (2.39). O método desenvolvido nas Segoes 3.2 e 3.3 é de cardter geral e serd

retomado mais adiante.

3.4 Expansao Funcional

O campo auxiliar, como ja vimos, tem importantes consequéncias dentro do estado
fundamental da teoria em questao. Entretanto, para minimizarmos o potencial efetivo, levamos
em conta apenas as contribuicoes do campo constante, ou seja ¢, de modo que as contribuigoes
a ordens superiores nao sao consideradas. Para considerarmos as contribuigoes das flutuagoes
quanticas, podemos recorrer ao método da expansao derivativa apresentado em [60-62].

O método consiste em expandir o potencial efetivo em termos de poténcias dos mo-
mentos ou das derivadas dos campos bosonicos que interagem com os campos de matéria mas-
sivos [61]. Essa expansao equivale a um desenvolvimento perturbativo vélido até determinada
ordem nas derivadas e somente quando o campo estd variando lentamente [62]. Entretanto,
neste trabalho estamos interessados em expandir o potencial efetivo, mas nao iremos levar em
conta os acoplamentos derivativos, mas sim uma expansao do determinante funcional resul-
tante da integracao dos campos da teoria. Como exemplo, podemos considerar a densidade

lagrangeana

1 1
L= 50u,0'0"pi = §m2<p? — g1} (3.28)

contida na expressao (3.12). J& vimos que a introdugao do campo auxiliar, resulta na acao

efetiva em termos de ¢, que pode ser reescrita como

Slp'] = / d'y [(2) (G (x — ) — HS)) ¢ (y)] (3.20)
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onde G~(x) representa a funcao de Green para os campos ¢ dada por
Gz —y)= (O +m?)d'(z—vy), (3.30)
e H(¢) o termo de interacao dependente do campo auxiliar ¢, dado por

H(¢) = r(2)d*(x —y) , (3.31)

em que k representa um termo de proporcionalidade que tem sua estrutura dependente do tipo

de campo em questao®. A funcao G~! pode ser invertida por meio de
O+m*) Gz —y)=86(z—y), (3.32)

resultando no propagador livre dos campos de matéria

1

Gz —y) = [m

} 5z —y) (3.33)

dado no espaco de momento por

G(k) = / (Z:; [WimQ] | (3.34)

Portanto, podemos escrever o funcional gerador da agao (3.29)

Z = N/D[w"] exp {—i/d4xd4y [¢'(2) (G (z —y) — H(¢)) so"(y)}} , (3.35)
cuja integracao funcional dos campos ¢ resulta em
Z =N [det (G'(z —y) — H(qb))]_% = Nexp {tr/d4x In [G'(z—y) — H(Q)] } . (3.36)

A agao efetiva
Serpld] = tr / d'z In [G7'(z —y) — H(Q)] (3.37)
pode ser escrita na forma

Serfld] = tr/d4a: In [G_l(as — )] +tr/d4xd4yd4z In[l—-G(x—2)H(z—y)] (3.38)

= So+ 59, (3.39)

3k pode ser escalar para campos escalares ou matricial para campos de calibre vetoriais e campos spinoriais.
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sendo o primeiro termo do lado direito da igualdade, Sy, correspondente a acao para os campos
de matéria livres, e o segundo termo?, S[¢], pode ser expandido por meio da expansao funcional

de Taylor do logaritmo da agao (3.38), definida em [25], resultando em

_ . T 4o dho 05 (¢(x1)) "
S[¢] = /d S(gb( ))¢(x):0-‘r-/d 1d 2—5¢(:E2) d)(m)_ogj)( 2)
+% d4x1d4$2d4x3% y ):0¢<$2)¢($3) =+ ... (340)

em que S(¢(z)) = In[l — G(x — 2)H(z — y)|. Para uma teoria de campos ¢ escalares, x pode
ser tratado como uma constante numérica e G(z— z) escrito no espa¢o de momentos e, portanto,

a agao (3.40) resulta em

Slg] = — / dizdy { / (21:34 {n Gk 6(x) + Z—j(ﬁ(m) G(k) Gk 6(y) + ]} C (341)

Podemos observar que a acao efetiva resultante da expansao funcional tem a forma
de um termo lagrangeano e pode contribuir com a teoria efetiva até determinada ordem da
expansao, em geral para baixas ordens nas derivadas. Esse caso serd desenvolvido para os
campos dos quarks, onde consideraremos a expansao em termos das flutuacoes. Entretanto,
o termo de interacao tem uma forma mais complicada que a aqui analisada, em virtude da
presenca das matrizes de Dirac e das matrizes no espaco de sabor. De posse destas ferramentas,
que serao de extrema importancia na derivacao da teoria efetiva, passaremos agora a derivacao

do modelo efetivo, partindo do funcional gerador da QCD definido em (2.41).

4Devemos lembrar da dependéncia em ¢(z) para H(z — y).



Capitulo 4

Desenvolvimento do Modelo

O funcional gerador da QCD definido em (2.41) pode ser reescrito como:

ZlJpnnx.x] =N / D[A;)Dq|Dlg| D[e]D[c]e’™ (4.1)
onde a acdo S; é definida tomando-se o termo lagrangeano dos campos fantasmas! dado pela

expressao (2.38), de modo que
Si = /d4:c [L fantasmas + XC + x€| = /d4x [(0“5“)(@0“) — (8“6“)(9]‘““/12)0“ + xc + Xé} (4.2)
A agao Sy, em termos dos campos dos glions e quarks, é definida como

1 1 . W
Sy = /d456 [—ZFZVFQ‘” - %(3,,,145(1?))2 + (" Dy —m)q + JEAG + g +ng| . (4.3)

em que sera util escrevermos o termo de interacao glion-quark, presente na derivada covariante,

em termos de uma corrente fermionica dada por
ji (@) = q(x)gy"Tq(x) - (4.4)

Portanto, (4.3) pode ser escrita na forma explicita

1
%

2
IO, AL — 0, AL AGAY — T p e AL AT ALAY — AT + (i) — m)q + TiAL + g + n@](4-5)

1 a a v v g aoc C v 12
Sy = / d*x [—Z(@AV — 9, A%)(0" Ay — 0" AL) (0,A")* + 2 oAb AC (O AL — 0" Al)

onde os cinco primeiros termos serao trabalhados a fim de integrarmos funcionalmente os

glions.

'Em virtude complicacoes técnicas, que sdo introduzidas por esess campos, eles serdo desconsiderados ao
longo deste trabalho.

38
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4.1 Integracao funcional dos glions

Nesta secao encontraremos um propagador para os glions considerando-se a presenca
dos termos de auto-interacao dos campos dos glions, em que serao feitas aproximacoes com o in-
tuito de realizarmos a integracao funcional destes campos eliminando sua dependéncia explicita
de nossa teoria efetiva. Como ¢é discutido em [17], essas aproximagoes nao devem modificar a
estrutura dos resultados, uma vez que a dependéncia nestas aproximagoes estard associada com
a constante de acoplamento do modelo para os termos de interacao de quatro férmions. Para
a integracao funcional, utilizaremos o método do campo auxiliar, que ja discutimos na Secao
3.2, a fim de trocarmos a interagao de ordem quatro no campo dos glions por interacoes de
segunda ordem que podem ser integradas funcionalmente.

4.1.1 O propagador dos gliions considerando termos de auto-interagao
com aproximacoes

Tomando-se (4.5) podemos escrever a parte da agao para os termos que dependem
apenas dos campos dos glions, expressa por

1
26
9 rade a a v g’ abe pade Ab Ac v
o 0 A5 — 0, AL AGAY — T e pote 4 ag A

1
S = [t [ 1(0.2 — 0,47 - L) — SO + Ly as(or AL - o)

(4.6)

que podemos escrever comao:

S[AZ] = /d4£L' [ﬁl -+ EQ -+ ﬁg] N (47)
em que
1 a a v v 1 2
£1= — (0,47 — 0, A3) (A — 0 A42) — 5o (0,A0)° (4.8)
9 abc c v v ade a a v

EQ = Z [f ’ AZAV(aMAa -0 Ag) + f ¢ (a,uAu - aVAu)AgAe] ) (49)

2
L3 = —gz fobe pete AD AS AL AL (4.10)
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Considerando-se tais termos, faremos a separacao do campo do gliion em componentes

longitudinal e transversal, de modo anédlogo ao que é feito em [2,42]. Assim, temos
Al(x) = A% (z) + AV (z) (4.11)
em que a parte longitudinal do campo é dada por
Al — aulaVAg (4.12)
O
e a transversal

1
AnT = (g,w - aﬁay) A (4.13)

A aplicagao de (4.11) ao termo lagrangeano (4.8) resulta, apds a integracao por partes

da respectiva acao, no seguinte termo lagrangeano:
1 a [ uv wAary sab Ab 1 a quAav sab Ab
£1:§ Au(g O —0"9") o AV—{—EAM@é?é Al (4.14)

que representam os termos cinéticos dos campos de calibre?. Para (4.9), que representa os
termos de auto-interagao de terceira ordem, a separagao em modos longitudinal e transversal
resulta apenas em termos que possuem acoplamentos derivativos. Estes podem ser considerados
como termos de ordem mais alta em energia para o propagador do glion e sua dinamica e, para
nosso modelo, iremos escolher desprezar a presenca de tais termos.

Para (4.10), a interacdo de quarta ordem possui extrema importancia, pois a partir
dela torna-se possivel o surgimento do condensado de glions. Assim, adotando-se procedimento
andlogo aquele desenvolvido em [41,42], em que consideramos as diferentes combinagoes para
os campos dos glions, temos que:

_ 92 abc pade be cde bd sce be ced b A Ad AV
Ly=—T1"f [46%¢6% 416515 + 46°5°7] A}, Al A7 Ay

2

— _gz [4(fabbfadd) + 16<fabc]cabc) =+ 4(fabCfacb)] AZAZLAgAZ

2 12
= 2T )AL AL AL = — g NUNE — )AL AL AL, (4.15)

2A partir deste ponto omitimos o indice para diferenciar os modos longitudinal e transversal, uma vez que
estamos interessados apenas nos modos transversais.
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e portanto:

Ly = —EAZAg‘AﬁAg - —E(AZAQ‘)Q (4.16)

onde fizemos o uso das propriedades da constante de estrutura definidas em (A.10). Na cons-
tante ¢ = 58579° Ne(NZ — 1), dividimos o coeficiente em (4.15) por (32)(34) a fim de norma-
lizamos as contragoes realizadas em (4.16) da mesma forma que nos trabalhos [41,42].

Apés essas consideragoes, a agao (4.7) pode ser reescrita aplicando-se (4.14) e (4.16),

tornando-se

1 4 a 1 a v Aa c a
S[A] = / d' {5 {AZ (90 — 049") A2 + L AZ0"D Ay] - Z(AHAZ)Q} L (a7

é‘ w

cujo funcional gerador

217%) = N / DIA] exp {@ [S[AZ] - / diz ngg} } (4.18)

contém agora o termo de interacao de quarta ordem que, conforme discutido na Secao 3.2, fara

necessaria a introducao de um campo escalar auxiliar, através da identidade

’ . C a 2
1=N /D[qb] exp {Z/d4x 1 [gb — AMAg} } , (4.19)
cuja aplicagao no funcional gerador (4.18), resulta em

2
SlAL9l = / d' {% {AZ (90— 040" AL + ALV A cqs(A;Ag)] - %

e } . (4.20)

Entretanto, ao tomarmos a acao apenas nos termos dependentes dos campos dos glions,
devemos considerar que o termo de segunda ordem (cgb(AZAfj)), devido a insercao do campo
auxiliar, deve conter apenas a contribuicao dos modos transversais, uma vez que a fixagao do
calibre de Landau e a presenga dos campos fantasmas, garantem a presenca apenas de modos

de contribuigao fisicos, isto é, dos glions transversais [4]. Deste modo, a agao efetiva para os

campos dos glions levando em conta a projegao (4.13) é dada por

1 1 1
S[A%] = / &'z {5 {A; (g"0) — "") AL + Z A" AL — chAL (g“” - a#EaV) Aﬁ] }(4.21)

é’ [
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que por sua vez, torna-se

i3] = 5 [ dtad'yAs o) D2 (o - )] ) (422

em que definimos

e — ) = [ (¢ - 0L ) O- o)+ poo | ez

cuja inversao resulta, apos as devidas manipulagoes mateméticas e troca de indices a fim de

convenc¢ao de notacgao, no propagador do glion

g —orLo” N 58“8"
O — co(x) 02

D a =)= | R (124)

ja contendo os termos de auto-interagao de mais baixas ordens.

A expressao (4.24) nos revela a presenga de um polo na fun¢ao de Green (0 = co(x))
que pode ser relacionada a um termo de massa. Portanto, a inclusao do termo de interacao
de quarta ordem (4.10) mostra uma massa gerada dinamicamente, desde de que haja um
condensado de glions no viacuo da QCD [42], conforme discutimos na Se¢ao 2.6. Essa massa
gerada dinamicamente deve desaparecer assintoticamente em regimes de altas energias [63].

Assim, podemos escrever o termo de massa para os glions
m2 = ch(z) (4.25)

com dependéncia no campo ¢(z) e, por conseguinte, do momento [42,63]. Além disso, preci-
samos contornar a presenga do polo em (4.24), que pode ser feita pela inser¢do de um termo

imagindrio infinitesimal ie. Assim, temos o propagador (4.24) dado por

_[g—org0” | oo
N 00— mg + ie (12 + je

Dl (z —y) 56z —y) . (4.26)

Uma vez que escrevemos a agao efetiva (4.22) para os campos dos glions, podemos

agora partir para a integracao funcional destes, que serd uma integracao gaussiana.
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4.1.2 Acao com propagador do glion modificado

Antes de realizarmos a integracao funcional dos glions, vamos definir o funcional ge-

rador para os glions livres

Z0[0] = N / DlA exp{ / Aty [;Ag<x)[po‘;;<x—y)]1Ag<y)” | (4.27)

que ¢ igual a unidade e cuja funcao de Green

Doty (z — y)] " = [g‘“’D — <1 — E) aﬂayl 6%t (z — y) (4.28)
corresponde a fungao (4.23) no limite em que ¢(x) = 0. Ao invertermos essa fungao, obtemos

o propagador dos glions livres

_ 5#%51/ OO
] +< 2

Dt -1 = [ 3510 (129

Portanto, vamos realizar a integracao funcional em

AUH NfD [Aslexp {i [ [d*zd*y5 A%(x)[Dhy (x — y)] P AL (y) — [dia ji(x)As(x)] }
Zol0] N'[D] AZ exp {zfd4:1:d4y [%Ag( )[Dolb,‘;(:v - )] LAY (y )]}

, (4.30)

que resulta em

N {det [D" (x —y)] " ex — 1 [drxdy jh(x)Dob (x — y) gy
e {t[a( y)]} p [~ [d'zd'y ji(x)D%(x — y)j (y)]j @)

{det (D (x =)}

em que a constante de normalizacio N foi incorporada a N. Por meio da defini¢ao (3.9),

N

podemos reescrever (4.31) de modo a obter
a 1 vy—1 c i . a -y
Z1) = N exp {—gTr In (D) (Dots)| - 5 / d'wd'y 34 () Dy (x = y)js (y)} , (4.32)
em que o termo entre chaves pode ser visto como uma acao efetiva dependente apenas do campo
¢(z) e das correntes de férmions.
Podemos reescrever a acao efetiva definida em (4.2), considerando-se a integragao dos
glions, tal que
_ 1 : a v
S[a,¢] = / d' {Qtr n [(D4)" (Dofy) | = 5 / d'y ji () Dy (x = y)di (y)

# [y St -+ [atyawlio - mate -l | @3



4.1.3 Condensado de glions 44

passa a depender explicitamente dos campos de matéria e do campo auxiliar®. Assim, elimina-
mos da ac@o original os glions, por meio da adi¢do de um campo escalar ¢(z) e, além disso, a
presenca do termo de corrente leva a interagoes de quarta ordem nos campos fermionicos.

O primeiro termo de (4.33) contém o produto dos operadores [D]~" DOZCV, que carrega
uma dependéncia no campo auxiliar. Assim, podemos tomar este produto explicitamente, de

modo a obter

(DI Dy = Kgg — a%a,) (D%‘M)} 5964 (z — y) (4.34)

e, portanto, o termo de interesse na acao
1 _ 1 =~ 0—
Strin [(D{;f) 1(9025)] = 5 (tr 5;;) (tr §) [m (%@)H 5z — )
3 00—
= SV -1) [m (%(“”))1 5z — y). (4.35)

Em (4.35) utilizamos as propriedade do trago sobre os indices de cor na representagao adjunta,

e sobre o operador 55 (tr 55,‘ = 3). A aplicagao de (4.35) em (4.33), resulta na agao efetiva

ool = [ate{ Sz -1 [ (S2ED) o+ [ty St
—% / d'y ji () Do (z — y)jy (y) + / d'y q(x)[(id — m)o* (x — y)]q(y)} (4.36)

em que explicitamos a dependéncia em termos dos campos ¢(z).
4.1.3 Condensado de glions

Com o intuito de analisar o efeito do campo auxiliar, e consequentemente da formacao
de condensados, podemos proceder de maneira analoga a Secao 3.3 onde tomamos o extremo

da acao efetiva

soloto) = [ate{ -0 o (=) s -n f@] )

em que consideramos o vacuo da teoria, isto é, na auséncia de campos de matéria. Assim,

podemos tomar o extremo da acao, tal que

050[¢(x)]
o¢(x)

3Estamos omitindo as fontes para os glions, J#, e para os quarks, 7, .

=0, (4.38)
#(z)=¢o
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em que ¢q corresponde ao campo de background classico. Em termos do potencial efetivo temos

31 U—c c
Vagston) = 52 = 1) i (F572) [ 80 - + Sk (430
cuja minimizacao, dada por
OVers(do) —0 (4.40)
Do do=(9)
resulta em
OVeys(¢o) [ 3o ( ¢ ) 4 ¢ }
—_— =|-——=(N=-1)({=—— )0 (x—y)+ = =0, 4.41
U P 2 Na=ea) 0+ g% do=(2) A

cuja solucao resulta em

1
D—m%}

() =302 - 1) (5 ) 0= 0 (1.42)

A aplicagao da representagao definida pela expressao (3.25) em (4.42), tomando-se o limite

local (x — y), nos da

() = 3i(N? — 1) / (;l:; ( T n}% " 2,6) (4.43)

que é conhecida como equacao do GAP para os glions, cuja solucao, mostrada em detalhes no

Apéndice C.1 é

6) = 1Nz - 1) [37 - (215 (1.42)

~ 1672 me;

em que A representa um cutoff na escala de energia do modelo introduzido com a finalidade
de regularizar as divergéncias ultravioleta. Portanto, podemos associar a presenca do campo
escalar auxiliar & geragao dinamica de massa para os glions, uma vez que mZ, = cdg, € que
conforme céalculos na rede pode ser estimada em torno de 600 MeV [42,63]. Além disso, o fato
de (¢) # 0 implica na ocupagao do estado de menor energia que, conforme discutido na Secao
2.6 esta associado & presenga de condensados (@) = ¢ = (A5 AL).

Cabe ressaltar que nesta subsecao nao levamos em conta a presenca dos campos de
matéria e sua interagao com os condensados de glions e, para isso, partiremos a integracao fun-
cional dos quarks, considerando a presenca dos termos de interacao de quarta ordem presentes

na agao efetiva (4.36).



4.2 Integracao funcional dos quarks que condensam 46

4.2 Integracao funcional dos quarks que condensam

Uma vez que integramos os campos dos glions voltaremos & agao definida em (4.36), em
que podemos observar a presenca de um termo de interacao quadri fermionico dada pelo produto
das correntes j*(z)jy(y). Inicialmente iremos utilizar as transformagoes de Fierz, discutidas
no Apéndice B, para obtermos um termo de interagao em que aplicaremos a técnica do campo
auxiliar de modo analogo ao que ja realizamos nas Secoes 3.2 e 4.1.1. Nosso objetivo é o de
trocar a interagao de quarta ordem nos campos dos férmions por interacoes de segunda ordem
que podem ser integradas via integracao gaussiana. Em seguida, realizaremos a separagao do
campo fermionico em duas partes: um campo de background, representando os campos que

condensam, os quais serao integrados; e a flutuacao quantica responsavel pelos campos fisicos.
4.2.1 Acao com termos de interacao quadri fermidnica

Uma vez que integramos os glions vamos proceder com a integragao funcional para os
quarks. A acao efetiva definida por (4.36) contém um termo de intera¢ao quadri fermionico que

pode ser representado explicitamente por

[t iwnie i = [dvawerr | (=) st - e
xq(y)97" T a(y),
(4.45)

em que consideramos o calibre de Landau (§ — 0). Para o termo entre parénteses vamos
desconsiderar o fator 8“%8” pois sao acoplamentos derivativos que, conforme ja comentado an-
teriormente, escolheremos nao considera-los para o modelo que buscamos obter. Explicitando-se
os indices de cor, sabor e Dirac, ja definidos na Secao 2.2, o termo de interagao de quarta ordem

se torna

/ d'y ji(@)Dpt(x — )it (y) = / dy (2l @) (")t (17) 0 4l ()] %

(5L ) o= x [#oewa @), d ] @
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em que 17/ e 199 representam os elementos da matriz identidade no espaco de sabor. Podemos

definir o operador

2

T g 4

que, aplicando-se a representacao (3.25), pode ser aproximado de uma fungdo no espago de

momentos [49,64] de modo que

wioto) = [ s () ™ A

que aplicada a (4.46) resulta em

[ it@pite - i) = [y Wio) x [@@rl = @) «

/
(7%

_ /’ / ldl
<|atore et v)], @)
em que definimos
/ CC/ 1 ’ “
]‘—‘i‘i” - é(vu)aa, ﬂ-ff (Aj>ccl ) (4'50)
’ ’ 1 ’
dd a
F‘Zgﬁ/ — 5(/yu)65,]]_99 <)\J)ddl 3 (451)

. . . : A¢ . :
nas quais consideramos o gerador do grupo de simetria, 77" = =5, em que A} sdo as matrizes de
/ /
Gell-Mann para o espaco de cor; ja 1// e 199 sdo as matrizes identidade no espaco de sabor,

para Ny = 3. Tomando-se o limite local obtemos

[awwis) - (22), (152)

em que j& consideramos o limite de interesse onde ¢(z) = ¢q e, portanto, (4.49) se torna

2
. o v g _fe /7CCI /cl _ d l7dd/ ld/

[ttt =it = - (L) [l o @] [ 6l @] s
Estamos interessados em escrever a interagao quadri fermionica como um termo do

tipo NJL fazendo uso das transformacoes de Fierz discutidas com mais detalhes no Apéndice

B. Assim, o termo

_fe /700/ /C/ _ d /7dd/ /d/
@ o gt @y ¢ d () (4.54)

(67
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precisa ser escrito a partir da aplicacao de um operador § que atua neste termo a fim de
realizarmos as transformagoes de Fierz.
A anélise da troca [V/ 199 44 _y ploed pal de o broduto de operadores mediante
aa BB af Ba
o uso das transformagoes de Fierz é mostrada com detalhes no Apéndice B, resultando, para
os termos de interesse, em
pfded pof'ac (L) (L) (16 iw) V) oo [Lag Lorg + (77) g (7)o 5] 10,05 (4.55)
of T —\2)\2)\ 9 £\ gg" Fap o’ T T )ag WV o/ ' | Ree Laa\ ™
§=0
em que consideramos apenas os termos escalares e pseudo-escalares, que conservam a simetria
quiral. Deste modo, podemos agora escrever o termo de interagao (4.53), considerando-se o

termo “transformado” pelas identidades de Fierz, tal que

% / dy je@) D@ = y)id ) =~ > | (@Va)" + (Vivsa)] (4.56)

-

j=0

em que g4 representa a constante de acoplamento para a interagao de ordem quatro, dada por:

COOOEE-E e

2

que possui dimensao de [massa]~*, conforme era de se esperar para um termo de acoplamento do
tipo NJL. Em (4.57) os coeficientes 1 vém do termo da acdo definida em (4.36) e da identidade
para o espago de sabor definida em (B.8); o coeficiente % vem da definicao do gerador do grupo
de simetria e 1796 da identidade de cor dada em (B.10). Portanto, o termo de interacao quadri
fermionico dado em termos das correntes j* resulta em um termo bilinear do tipo NJL com
constante de acoplamento g4 redefinida com relacao ao modelo NJL original.
A ac@o em termos apenas dos campos dos quarks pode ser escrita aplicando-se (4.56),
de modo que
8
Snld: q] = / d'x {q (id=m)a+ay [(aVa)" + (@Virsa)’] } (4.58)
§=0

resulta no funcional gerador

Zlnn) = / Dl DlgeiSr1a, (4.59)
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4.2.2 Propagador dos quarks considerando termos de quarta ordem

Conforme discutimos na Segao 3.3, podemos separar os campos ¢(z)q(x) em

q(z)q(x) — [q(x)q(x)], + q(z)q(x) , (4.60)

em que [g(z)g(x)], representa a parte do campo que ird condensar no estado fundamental* e gq
uma flutuagao quantica. Esta separacao é realizada para o campos dos glions em [41,42] onde o
campo de background é tomado no limite em que z = 0. Em (4.60), nosso campo de background
possui uma dependéncia nas coordenadas diferentemente dos trabalhos anteriormente citados.

Nosso objetivo é obter uma acao efetiva final em termos das flutuagoes onde os campos
que condensam sejam integrados e passemos a depender dos graus de liberdade do campo
auxiliar que utilizaremos para obter uma integracao gaussiana. Assim, a acao (4.58) passa a

ser descrita por

Sa.q] = Solde, 4] + S5 (4.61)
em que
Silga) = [ dta {qc@& —ma.+ 0y [(@Na) + (@Nis)] } (4.62)

Sy = /d% {cj(z{z? —m)q+ ga Z [(g)\jq)Q + ((j)\ji%q)ﬂ - T(x)} (4.63)

em que o termo

T(z) =g Y [(aN0)(@Nqe) + (@Ni750) (@ N iv560) + (2N q0) (GN )

=0
+(qNiv56.) (GNi759)] (4.64)

carrega a mistura dos dois campos. Inicialmente, estamos interessados em analisar o estado

fundamental e vamos proceder a integracao dos campos que condensam tomando o limite em

4Com o intuito de carregarmos a notacdo ao longo da integracao e expansio funcionais, a notacao utilizada
serd g.(x) e ¢g.(x). Cabe aqui enfatizar que a condensagao ocorre por meio dos pares de quarks representando
o estado coletivo associado ao condensado, portanto a notacao [g(x)q(x)], é a mais correta.
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que gq¢ — 0 e, portanto, (4.63) e (4.64) desaparecem neste limite. Na Segao 4.4 iremos considerar
dq # 0 e sua interagao com os campos que condensam, retomando assim tais termos.
Afim de integrarmos a ac¢ao (4.62) vamos introduzir um conjunto de campos auxiliares

escalares S;, através da identidade

1=N" / DIS;] exp {—z' / d*z 4—;4 (S + 294 (chjqc)]Z} : (4.65)

e de campos pseudo-escalares P;

" 1 :
1=N /D[Pj] exp {—i/d% 10 [P} + 294 (chﬂmg,qc)}Q} : (4.66)
4

em que a soma sobre os indices j estd implicita. Aplicando-se (4.65) e (4.66) no funcional

gerador

Zoli] = / Dla]Dlg.JeSl s (4.67)

obtemos a agao efetiva em termos dos campos auxiliares S; e P;
Sl a5y Pl = [ e [atya@F o -matn - o (1P} o)
sendo
FHz—y)=[id — (m+ SN + PNivs)] 6*(z —y), (4.69)

cuja inversao ira fornecer o propagador dos quarks g, e ¢.. Como se pode perceber, a introducao
dos campos auxiliares leva ao aparecimento de termos, que podem ser relacionados a massa
gerada dinamicamente e, analogamente ao caso dos glions, a presenca de condensados no estado

fundamental. Portanto, o termo de massa em (4.69) pode ser escrito como
M=m+ Sj/\j + Pj)\j’i’}/E) > (470)

que representa uma matriz diagonal dos termos de massa, que podemos associar a massa dos

quarks constituintes, conforme discutido na Secao 2.6 e cuja forma explicita

My + Sy 0 0 M, 0 O
M = 0 mgq + Sq 0 = 0 My; O (471)
0 0 mS + 85 O O MS
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é calculada no Apéndice C.2, onde levamos em conta que devido a exigéncias de simetria, apenas
os valores dos campos auxiliares que contribuem sao aqueles em que (sy) = sy e (ps) = 0
6,8, 18,23, 49]. E importante notar que passamos a descrever o campo auxiliar S;, em que j
¢ um indice das Matrizes de Gell-Mann, em termos dos indices de sabor dado pela expressao
(C.19).

A inversao de (4.69) resulta em

, } §(x —y), (4.72)

que é o propagador dos quarks modificado pelos termos de interacdo com os campos auxiliares®.
Assim, nossa proxima etapa serd a integracao funcional dos quarks que condensam tomando-se

o limite em que gg — 0.
4.2.3 Acao efetiva para os campos fermionicos

As identidades definidas em (4.65) e (4.66), quando aplicadas ao funcional gerador
definido em (4.67) resultam na acao (4.68), que leva em conta a presenga dos campos de quarks
que condensam e dos campos auxiliares, podendo ser integrada funcionalmente, para os campos
J. € ge. As constantes de normalizacio N' e N podem ser incorporadas & constante N do
funcional gerador total da teoria e a integragao funcional dos campos ¢. e q., no limite em que

dq — 0 resulta em

Zolnm) = det [F !z — /D exp{ /d4x — (52 + P2)} (4.73)

4g,

e, por meio de (3.9) pode ser reescrita como

Zoliin) = /D exp{ /d4 [—itrln(]—"_l(z—y))—%%(SJZJr]DjQ)]}’ (4.74)

cujo traco é tomado sobre os indices de cor, sabor e Dirac. Aqui, o termo entre colchetes pode

ser tomado como uma agao efetiva em termos dos campos auxiliares e dada por

SolS;, Pyl = /d4x {—2’ trin (F Nz —y)) — i (57 + PZ)} (4.75)

5Vale lembrar que, apesar de omitidas, este termo carrega dependéncias nos espacos de cor, sabor e Dirac.
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em que eliminamos a dependéncia explicita em termos dos campos fermionicos passando a
depender dos graus de liberdade dos campos auxiliares.

Em [8,49,64] procedimento andlogo é desenvolvido e podemos obter uma agao efetiva
dependente de campos coletivos que terao contribuigoes ao estado fundamental da teoria. Um
aspecto que cabe aqui ressaltar, diz respeito a constante de acoplamento obtida em nosso
modelo como fruto dos coeficientes das transformacoes de Fierz e dependente do condensado
de glions. Portanto, podemos agora tomar uma acao efetiva em termos apenas dos campos

auxiliares ¢ e S; e analisar a estrutura do vacuo da teoria efetiva.

4.3 As equacoes do GAP acopladas

Apoés a integracao funcional dos glions e dos quarks que condensam, podemos escrever
uma agao efetiva em termos dos campos auxiliares até aqui introduzidos. Deste modo, (4.36)

pode ser escrita como:

slo.5,71 = [ e {0 -1 [ (=) ot - + Soreo

. . 1
—itrin (i — M) 6*(z — y) — ™ (57 + PJQ)} (4.76)
que corresponde ao potencial efetivo
Verp(o,sf) = %(Nf —1) {ln (D—chﬁo))} 5z —y)—itrln (2(}5 — M) 5z —y)
c 9coy \ 1
+Z¢g - ( 15 > 5 (sh+s3+s2), (4.77)

em que explicitamos a constante g, com sua dependéncia em ¢g, de acordo com (4.57), e escre-
vemos o campo auxiliar S; em termos dos indices de sabor conforme a expressao (C.19), uma
vez que o observavel fisico esta relacionado ao sabor dos quarks em questao. Além disso, como
estamos interessados no estado fundamental a contribuicao dos campos P; nao é considerada
em (4.77).

A minimizagao do potencial com relacao a ¢

OVers(do,5y)

S =0, (4.78)
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resulta em

1

(0) =332 = 1) | = | e ) +

T2, so+ s34 s2) (4.79)

9
i |
que é a equacao do GAP para o condensado de glions, representada no espago de momentos

por

) =302 - 1) [ s () * o (2o ). (480)

k% —m2 + ie

cuja regularizacao por meio de um cutoff covariante resulta em

3 A? + m? 9
(0) = 35 (Ne— 1) [N’ - mgn (—m2 G)} + 4 (St sitsl). (4.81)
G

Esta expressao, quando comparada com (4.44), obtida na subsec@o 4.1.3 em que as interagoes
com os campos de matéria sao desconsideradas, revela que a interacao efetiva com os conden-
sados de quarks resulta em um termo adicional dependente destes e tornando o acoplamento
entre ambos explicito nesta equacao.

Ja a minimizacao do potencial efetivo com relagao a sy

OVers(do,sy)

5o =0, (4.82)

sp=(sys)

deve levar em conta a presenca do termo matricial de massa M presente no logaritmo do
potencial efetivo definido em (4.77), bem como do traco sobre os indices de cor, sabor e Dirac.

No Apeéndice C.2 desenvolvemos detalhadamente este calculo, que leva a

162N, [ dp M;
_ 4.83
(s1) 9egg 2m)* \ p? = M7} +ie |’ (4.83)

que representa as 3 equacoes do GAP para N; = 3, e o acoplamento com o condensado de
glions é garantido por meio da constante g;. Como podemos perceber, esta equacao contém
divergéncias que podem ser regularizadas por meio do cutoff covariante de modo que (4.83) se

torna

N.M A% + M?
(s;) = 947T—;f [A2 ~ M?In <T}f>] . (4.84)
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Da identidade matricial definida na expressao (4.71) podemos extrair a seguinte relacao:
My =mys + (s5) , (4.85)

que aplicando-se (4.84) resulta nas equagoes do GAP de massa para os quarks, definidas por:

N.M, A% 4 M?
M, = m, + g”‘T {M — MZ?In (%)] : (4.86)
N.M, A% 4 M2
My =mq+ % {M — M:1In (%ﬂ : (4.87)
d
N.M, A% 4 M?
My =m, + 947 {AZ — MZ?In <%>} : (4.88)

que fornecem a massa efetiva dos quarks em funcao das massas dos quarks livres a partir da
fixacao de um cutoff A.

No limite quiral, my = 0, a equagao (4.85) possui como uma de suas solucoes, a trivial,
em que (sf) =0, e portanto, My = 0, em que nao ¢ observada quebra de simetria quiral, tendo
os férmions massas nulas. Além da solugao trivial é esperado que haja uma em que (sy) # 0 e a
simetria quiral é espontaneamente quebrada com férmions de massas nao nulas [65]. A condicao
que define a ocorréncia ou nao da solugao nao trivial estd associada ao valor da constante de

acoplamento g4. Definindo-se um valor critico para esta constante®

Jirn. = 373 (4.89)

podemos obter, no modelo NJL, a solucao trivial quando g4 < ¢4, e para o segundo caso, temos

erit.
Ga > ga,,., , regime este em que os bdsons de Goldstone ndo possuem massa [65]. Entretanto,
nosso modelo considera my # 0, ocorrendo a quebra explicita da simetria quiral e, portanto,
com pseudo-boésons de Goldstone.

As solugoes numéricas para as equagoes definidas em (4.84) para os quarks, e que
também satisfacam as equagoes definidas em (4.81) para os glions, considerando um deter-

minado valor de cutoff, sao mostradas na Tabela 4.1 fixando-se m, = 3 MeV, my = 6 MeV,

ms = 91 MeV e N, = 3. Para a obtencao destes valores tomamos o mesmo cutoff, ou seja,

6Este valor ¢ definido em [65-67] e a andlise da transigao de fase entre os dois casos é analisada com mais
detalhes.
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aquele que soluciona ambas as equacoes, calculado a partir da variacao da massa dos glions, e
podemos observar que no intervalo A = 650 MeV a A = 760 MeV obtemos os melhores valores

de massa efetiva para os quarks’.

mg | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 650 | 700 | 800
A | 109 | 217 | 325 | 435 | 542 | 651 | 706 | 760 | 870
M, | 50 | 94 | 139 | 183 | 229 | 274 | 297 | 319 | 365
Sy | 47 | 91 | 136 | 180 | 226 | 271 | 294 | 316 | 362
Mg | 56 | 100 | 145 | 189 | 235 | 281 | 303 | 326 | 372
sq | 49 | 93 | 138 | 182 | 228 | 274 | 296 | 319 | 365
Mg | 137 | 192 | 245 | 295 | 345 | 395 | 419 | 443 | 492
ss | 46 | 101 | 154 | 204 | 254 | 304 | 328 | 352 | 401

Tabela 4.1: Valores numéricos para m, (MeV), A (MeV), M,,, My e M, (MeV) que solucionam
simultaneamente as equagoes (4.81) e (4.84) para m, = 3 MeV, myg =6 MeV, my; = 91 MeV e
N. = 3.

Assim, podemos considerar A = 706 MeV em que mg = 650 MeV resultando em boa
concordancia com [42], que seguindo procedimento anédlogo,calcula uma massa para os glions,
mqg = 614 MeV, gerada dinamicamente como efeito da condensacao (AZAQ‘}, que discutimos na
subsecao 4.1.3. Por conseguinte, para este cutoff, as massas efetivas para os quarks up, down e
strange, respectivamente, sao M, = 297 MeV, M,; = 303 MeV e M, = 419 MeV, revelando que
nosso modelo, no estado fundamental, obtém massas efetivas proximas aos valores de massas
constituintes onde M, = M, = 300 MeV e M, =~ 500 MeV [16,49,65-67]. Para a solucao das
equacgoes de GAP acopladas, fixamos como parametros as massas dos quarks livres, a partir
das relagoes (2.43) e (2.44), a fim de obtermos os valores ja determinados na Se¢ao 2.6 para as
massas dos pions e kdons, e para as constantes de decaimento de ambos.

O valor numérico da constante de acoplamento adimensional g, presente na lagrangeana
da QCD, e utilizado no célculo dos valores presentes na Tabela 4.1, é obtido em [10] a partir

de calculos na rede e dado por

47(8,92)
— | 27 4.90
g N, (4.90)

"Ainda existe a possibilidade de fixar cutoffs diferentes para os quarks e gltions, mas neste trabalho optamos
por tomar o mesmo valor para ambos.
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Nesse trabalho, uma revisao sobre os valores numéricos para a constante de acoplamento da
QCD no calibre de Landau considerando-se o regime do infravermelho é feito, e seus resultados
comparados a demais valores fenomenoldgicos ja presentes na literatura.

A relacgao entre a massa dinamica e a massa efetiva, para o cutoff ja discutido, é mos-
~ 338

trada na figura 4.1, onde podemos observar um valor limite para a massa efetiva (M,

Umaz

MeV, M,,... =~ 342 MeV e M,

Smazx

~ 426 MeV) com o aumento da massa gerada dinamicamente

pela quebra espontanea de simetria quiral.
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Figura 4.1: Massa efetiva em funcao da massa dinamica para A = 706 MeV.

A constante de acoplamento g4 para o termo de interacao de quarta ordem, definida em
(4.57), é um parametro dependente do condensado de glions ¢, e consequentemente da massa
dos mesmos. Na figura 4.2 foi plotada a variagao de g4 com relacao a massa dinamica dos gltions
de onde podemos extrair g, = 9,8 GeV 2 para m, = 650 MeV. Considerando-se A = 706 MeV o

valor critico da constante de acoplamento obtido é g, .. = 6,7 GeV~2 revelando que, de fato, a

crit.
simetria quiral é quebrada e os quarks possuem massa dinamica, além dos condensados de quark-

antiquark possuirem valores nao nulos. Em [8,66,68] os valores da constante de acoplamento

g4 sao obtidos entre 5 ¢ 7 GeV~2, porém considerando-se 130 MeV < m, < 160 MeV e um



4.4 Expansao funcional para interagoes efetivas para quarks a baixas energias 57

cutoff de A ~ 900 MeV, mas a lagrangeana efetiva destes trabalhos nao leva em conta o campo
dos glions, considerando o modelo NJL original com interacoes de sexta e oitava ordem nos
campos dos quarks. Nao obstante, é conveniente enfatizar que nossa constante de acoplamento
g4 nao é um parametro do modelo, mas foi obtida apds a integracao dos campos dos glions e
das transformagoes de Fierz sendo inversamente proporcional ao campo auxiliar ¢ introduzido

na integracao funcional dos glions.
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Figura 4.2: Constante de acoplamento g, em fungao da massa dinamica dos glions.

4.4 Expansao funcional para interacoes efetivas para quarks
a baixas energias

Na Segao 3.4, consideramos as interacoes devido as flutuagoes para o caso de um campo
escalar ¢. Agora, vamos aplicar este método de modo a analisarmos os efeitos na expansao
da ac@o efetiva (4.61) e, para tanto, vamos voltar nossa aten¢ao para o termo Y (z) definido

em (4.64). Como os quarks sdo varidveis de Grassmann, isto é, obedecem a relagdes de anti-
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comutagao [29,31], podemos reescrever (4.64) como

8

Y(z) = / d'y Ge(x) {294 > [V (@Nq) +iXys (qNinsq)] 6% (x — y)} a(y),  (4.91)

=0
e portanto, nosso andlogo a H(¢) da Segao 3.4 como

H(z—y) =20 Y [N (qNq) +iNs (qNivsq)] 6*(z — y). (4.92)

J=0

Este operador, permite-nos reescrever o funcional gerador

Zlga) = | DlaJlad exp{z' [ttty a @) [F e — )+ - ) qc<y>}, (4.93)

em que F!(z —y) é definido na subsegao 4.2.2 e nossa agao efetiva em termos dos campos que

condensam pode ser escrita por

Silgad = [ diod'y 4 o) [F e =) + He - )] alo) (4.94)
A integracao funcional dos campos ¢, g. resulta, por sua vez na acao efetiva
Serfld.q) = tr/d% In [F 'z —y)] + tr/d4xd4yd4z In[l —F(x—2)H(z —y)]
= So+5S[gq (4.95)
com F(x — y) definido por (4.72), em que empregamos o mesmo método ja mostrado na Secao
3.4. Portanto, nosso interesse é desenvolver a expansao funcional para a a¢do S|[g, g por meio da
expansao de Taylor, onde agora vamos levar em conta que a estrutura algébrica dependente das

matrizes M e 75 torna o desenvolvimento dependente das relacoes respeitadas para o produto

e o trago dessas matrizes. Deste modo, temos

S[@; Q] = tr/d4$1d4$2 S[Q(%):Q(%)]q(x):q(x):o

+ tr/d4x1d4x2d4x358(q?_1)’q(xQ)) q(z3)
Q($3) _ _
q(z) = q(z) =0
1 62S(q(x1), q(x2))
tr — | d*zid*xodtzsd? d
+ 1‘2' T14 T20 T3A T4 5@(1‘3)5(](1’4) ) (](l‘g)g(le)
(z) =q(z) =0
1 835(q(x1), q(x2))
tr — [ d*zid*zodzsdie,d? ’ q
+ 1n3! P12 T3 T x55(j(:€3)(5q 74)q(xs5) q():q(x)ZOQ(xg)Q(M)q(xS)—i_
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em que a condi¢ao ¢(z) = ¢(z) = 0 faz com que o primeiro termo e aqueles de ordem fmpar
nas derivadas se anulem, deixando-nos apenas os termos de ordem par nas derivadas.

O célculo para a segunda derivada resulta em:

= =29, [(Flz —y)N) (N) + (Flz — y)iNvs) (Nivs)] x

x84 (zy — 13)0% (19 — 24), (4.97)

e o termo que carrega a segunda derivada na expansao funcional em (4.96) se torna

1 o 435 25(q(x )q( 2))‘9[; N . d'p (p+M y
trgp | dadadesdei—mr s oy wlaed) t{ g4/d 1/(27r)4 (p2—M2)
x [N (q(z1)Nq(x1)) + (iN7s) (G(x1) NVivsq(a))] } -

(4.98)

Para o célculo do traco, podemos reescrever o termo escalar
8
N (q(z)Nq(x1)) = Z)\] ((z1) N q(z1))
§=0

= X (q(x)\ (1)) +Z)\9 G(z1)Ng(z1)) (4.99)

7=1

em que podemos observar que o produto g\’ ¢ resulta em um termo escalar de modo que o traco

de (4.99) no espaco de sabor e Dirac torna-se

[)\J( (1) M q(x ))] = tr [ ;11 (q‘(xl)\/g]l q(x1)>

- (%) [@(en)q(an)] tr (1] + [q() M g(21)] tr [V]

= 2q(x1)q(z1), (4.100)

+ tr

ZVQ(Il))\jCJ(%)]

j=1

onde utilizamos as propriedades sobre o trago das matrizes de Gell-Mann no espaco de sabor e
a definicao de \° = \/g 1. Para o termo pseudo-escalar podemos utilizar o mesmo raciocinio,
entretanto, a presenga de 75 no espago de Dirac ird anular este termo. Portanto, apés o calculo

do traco nos espagos de cor, sabor e Dirac, temos o termo de segunda ordem resultando em

tar (o) {~ @000 00 [ 22 (2 L (a.101)
(2m)* \p
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em que o fator (4) vem do trago sobre o espaco de Dirac e IV, sobre o espago de cor. Este termo

possui dimensao de massa e portanto podemos escrever

894N, 4 My
A =————|[d —_ 4.102

que pode ser resolvida por meio da regularizagao por cutoff de modo a obtermos:

94N My /A P
A = d — . 4.103

Podemos definir uma massa efetiva para a parte dos campos responsaveis pelas particulas fisicas

que interagem correspondendo a
mj} =my + Amf, (4104)

em que associamos (4.103) a um termo de corre¢ao da massa dos quarks livres devido a expansao
funcional da agao efetiva S[g,q]. Para o cutoff definido na Segao 4.3 plotamos (4.104) como

funcao da massa efetiva dos quarks que condensam na figura 4.3.

A =706 MeV
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Figura 4.3: Massa corrigida em fungao da massa efetiva dos quarks que condensam.

Percebe-se comportamento analogo ao da figura 4.1 uma vez que, um limite superior

(my =~ 171 MeV,m} ~174 MeV em} =~ 258 MeV) é observado para a massa corrigida
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conforme aumenta-se a massa efetiva dos quarks que condensam. Os valores de m; = 151 MeV,
my = 154 MeV e m} = 257 MeV, obtidos para A = 706 MeV, sao inferiores as massas dos quarks
constituintes. Em [69] uma massa constituinte Mg = 190 £40 MeV é obtida considerando-se o
Modelo Quiral de Quarks Constituintes para baixas energias a partir de valores fenomenolégicos.

Para a derivada de quarta ordem em (4.96), temos

0*S(q(x1), qlx2))
0q(3)0q(24)0q(5)0q(x6)

= —8¢3 [(f(x — z)/\k) ()\k) + (]:(x — z)i/\k%) ()\ki%)] X

() = q(z) =0

x [(Flz=y)N) (V) + (F(z — y)iXNys) (Miys)] x

x 64 (x) — 23)0*(wy — 14)6* (21 — 25)0* (20 — 26) (4.105)

e, portanto o termo de quarta ordem pode ser escrito como

tr o d4x1d4x2d4x3d4x4d4x5d4x6 53(z3) 551(;4) xi)é)q)@ﬁ)Q($3)Q($4)C](335)CI(3?6)
_ _%4 tr{/d4x1d4x2/ e ( p+M ) [N (q(z1)Nq(z2)) + (iM5) (q(z1) A Fivsq(z2))] %
X (p}j i_ %2) [N (q(z1)Ng(x2)) + (iN75) (q(z1)Nivsq l’g))}} (4.106)

O traco a ser calculado é o da expressao

(A (@(x) N q(2)) (W) (@(z1) N q(x2)) + (Nivs) (@(a) N irsq(22)) (Nivs) (@(a1) Nivsg(@s))
HN)(@(21)N q(22)) (Vi75) (@(200) N isg(w2)) + (Niys) (@) Nivsq(wa)) (V) (@(21) N g(22))

(4.107)

que pode ser realizado de modo andlogo ao caso do termo de segunda ordem. Para o primeiro

termo de (4.107), temos:

tr {0 [q(z1) N q(22)] N [q(z) N q(22))]} = [a(z1)Nq(x2)] [q(z1) N q(a2))] tr[X*N]
= 26" [q(z1) N q(x2)] [q(z1) N q(2))]

2

= 2 [q(x))Nq(x2)]™ (4.108)

O segundo termo resulta em

tr {Neins [qe1) A insq(w2)] Nivs [G(x1) N ivsq(@2)] } = 2 [d) M irsq(a)]®, (4.109)
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enquanto que os demais termos de (4.107) irdao desaparecer em virtude da matriz s que possui
trago nulo. Deste modo, podemos reescrever o termo de quarta ordem considerando-se os tragos

no espaco de cor, sabor e Dirac como

J { £ / e —J\;;)L(?f - M2>} {ae)Na@)]* + [ate)Vivsa@)] '}
(4.110)

Podemos observar que o termo entre colchetes possui dimensao de [massa]™2 conforme o termo

de acoplamento g, do modelo NJL e, portanto, podemos escrever o termo de corre¢ao

N PE PE+M2)
B (0% + M2)(p + M?)

(4.111)

para a constante de acoplamento do termo de interacao de ordem quatro. A tabela 4.2 mostra a
variacao da massa efetiva M e os valores da correcao Agy para tal variagao. Também calculamos

a correcao relativa a constante g, ja obtida na Segao 4.3.

M (MeV) [ Agy (GeV?) | 2
100 2,2 0,23
200 1,9 0,20
300 1,6 0,16
400 1,3 0,14
500 1,1 0,11
600 0,9 0,09
700 0,8 0,08
800 0,6 0,06

Tabela 4.2: Massa efetiva M (MeV), corregio Agy (GeV™?) e correcio relativa % para a
constante de acoplamento g, = 9,8 GeV~2 obtida na Secao 4.3.

Podemos agora escrever a lagrangeana para nosso modelo efetivo incorporando os

parametros e variaveis até aqui introduzidas, como

Lot = q(id—m*)q+g; [(quq)2 + (qui75q)2] + %(Nf —1) {111 (D Ecaﬁ)}

1 5 . . 1 (1, 2
+c¢” —itrin (id — M) ~ia <§sf+Pj) (4.112)
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onde m* ¢é definida em (4.104), M em (4.70) e

91 = g1 + Aga. (4.113)
4.4.1 Termo de sexta ordem

A expansao funcional definida por (4.96) pode ser realizada até a n-ésima ordem nas
derivadas funcionais. Como ja mencionado, para n ifmpar as derivadas se anulam restando
apenas os termos com derivadas de ordem n par. Na secao anterior calculamos as derivadas
paran = 2 e n = 4 que levam a termos de correcao de massa e da constante de acoplamento
gs, respectivamente. Um termo interessante a ser calculado é a derivada de sexta ordem, mas
antes de realizarmos este cdlculo vamos fazer uma breve digressao sobre o termo de interacao
de sexta ordem da lagrangeana do modelo NJL para N; = 3 definida na expressao (3.2).

Na Secao 2.4 ja mencionamos o fato de que a corrente axial nao é conservada a nivel
quantico (anomalia axial) e, portanto, a quebra explicita da simetria U4 (1) deve estar presente
em modelos que busquem descrever as interacoes fortes. Para o modelo NJL com Ny > 2
qualquer interacao quadri fermionica que preserve a simetria quiral também o faz para a axial e
a interagao mais simples que quebra esta simetria é dada pelo determinante de t” Hooft contendo
uma interacao de 2Ny férmions [70,71]. Assim, para o caso de interesse, isto é, SU(3), teremos

uma interacao de 6 férmions que corresponde ao termo lagrangeano

Lo = go {det [7 (1 —5) q] + det [7(1 — 75) ]}, (4.114)

em que o determinante é tomado sobre o espaco de sabor e gg representa a constante de
acoplamento da interagdo de dimensdo [massa) ™.

Uma revisdo mais detalhada sobre este termo é feita em [44,66,67,71] e, com base

nesses trabalhos, podemos reescrever o termo (4.114) como:

1, N
L= %Djkl < (@Vaq) (aX"q) (aNq) — (aVinsq) (@A "ivsq) (aX'a) (4.115)

em que Djj representam os coeficientes totalmente simétricos definidos no Apéndice A. E
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importante lembrar que estamos considerando apenas as partes escalar e pseudo-escalar em
(4.115).
Com base nessas consideracoes, podemos retomar a derivada de sexta ordem na ex-
pansao funcional dada por
"S(ala). a(w) ;
- = —96¢5 { F(x —w) x [A\H(N)+
SaesaaCesateo ottt | = 0 ()

(Mivs) (Nivs)] x Fw — 2) [(A)AF) + (W) (Wiys) ] x F(z —y)x

X [(M)YN) + (Niys) (NMivs)] } x 6% (21 — 23)0* (2 — 24)8* (21 — 35) X

x84 (zy — 16)0* (1 — 27)6* (21 — 25) (4.116)

que resulta no termo de sexta ordem

1 4, Ao gd A gd A4 0°S(q(x1), q(2))
G dx”x”x”x”x”x”xﬂx%amwau><awwaﬂmwan)x
< als)ale)a(es)alw)ategn)

1)q(z
B 96g4 N 4$ dp (p+M N\ [ p+M\ [ p+M
- t{ o [ o (i) () (7))~
x [(AI)W) + (Nins) (Mins) ] [(AMYOF) + (Wirs) (AFins) ] [((W)(V) + (Wins) (Vins)] x
X q(x1)q(w2)q(21)q(22)q(21)q(22) } - (4.117)

O calculo do trago deste termo deve levar em conta a presenca do produto de matrizes 75, que

em numero fmpar sera nulo. Assim, devemos calcular o trago do termo

(M) (%) (9) (a¥q) (a0°g) (V) + () (W) (Vi) (@) (2Ns0) (Vi)
+ (Nivs) (AY) (Vins) (aXi959) (9X"q) (aNinsq) + (Nins) (AMins) (V) x
x (g\ivsq) (N ivsq) (GNq) (4.118)
cujos termos considerados sao apenas aqueles que irao contribuir para tal, isto é, que possuem

o produto em ntimero par de matrizes 5 e omitimos as dependéncias nas coordenadas para

evitar sobrecarga de notac¢ao. Usando as propriedades definidas em (A.13) e (A.16), e apos
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algumas manipulagoes matematicas, temos que a expressao (4.117) se torna

. 9693 N.. d*p 3p*M + M3 1 1, i
/d . {_ 5 / (2m)? ((p2 — M?)(p? — M?)(p* — M2))1 {EDW {g (@)X a(e) >
x (q(z1)Neq(z1)) (q(z)Nq(z1)) — (qlz)Nivsq(z1)) (q(z) N ¥ivsq(zr)) (a(z1)Ng(21))] },

(4.119)

que representa um termo lagrangeano dado por (4.115) em que a expressao entre colchetes
possui dimensao da constante de acoplamento gg, que podemos representar como um termo de

correcao a tal constante dada por

Ay — V208N [ P (3pEM + M?)
T )y T M - M - M)

(4.120)

A tabela 4.3 contém a corregao Agg com relagao a variagao da massa efetiva M, bem como o

valor relativo %, em que tomamos o valor absoluto gg = 239,1 GeV~° obtido em [65]. Como

podemos observar, o efeito da correcao desta constante, comparado com o efeito da correcao

para g4 é bem mais acentuado e tende a se tornar cada vez menor a medida que a massa efetiva

aumenta.
M (MeV) | Agg (GeV™) %
100 273 1,14
200 288 1,21
300 246 1,03
400 194 0,81
500 147 0,61
600 110 0,46
700 82 0,34
800 47 0,26

Tabela 4.3: Massa efetiva M (MeV), correcio Ags (GeV ™) e correcao relativa % para a
constante de acoplamento gg = 239,1 GeV~° obtida por Vogl e Weise (1991).



Capitulo 5

Conclusoes

A partir do funcional gerador da QCD em (2.41), por meio de algumas aproximagoes,
obtivemos uma teoria efetiva onde os graus de liberdade estao associados a parte dos campos
fermionicos responsaveis pelas particulas fisicas g e ¢, aos condensados de glions de ordem dois,
(ALAL), e de quark-antiquark, (G.q.), na expressao (4.112). Diferentemente do que é comumente
encontrado na literatura relativa a este tema, realizamos a separagao dos campos dos quarks em
uma parte que condensa e em flutuagoes quanticas associadas aos campos fisicos interagentes
em torno do estado fundamental, obtendo-se assim uma teoria efetiva para quarks a baixas
energias na presenca dos condensados supracitados. Em geral, em trabalhos como [8, 16, 65]
esta separacao nao é feita e o campo fermionico é tratado da mesma forma seja para o estado
fundamental, seja para flutuagoes em torno deste estado.

Conforme ja discutimos, o tensor de forca da QCD contém termos que levam a uma
auto-interagao entre os glions e para realizarmos a integracao funcional dos mesmos introdu-
zimos, com algumas aproximagoes, o campo auxiliar ¢, que esta associado a condensacao dos
gliions e, consequentemente, a uma geragao de massa dinamica mg = 650 MeV obtida a partir
da solucao das equagoes de GAP acopladas para um valor de cutoff A = 706 MeV. Esses valores
possuem boa concordancia com aqueles ja obtidos na literatura em que a massa dos glions é
estimada entre 550 e 650 MeV.

Um ponto importante deste trabalho é a dependéncia da constante de acoplamento

g4 de maneira inversamente proporcional ao quadrado da massa dos glions revelando um aco-
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plamento entre esses e os campos fermionicos da teoria, uma vez que as equacoes de GAP
(4.84) guardam uma dependéncia entre essa constante e a massa efetiva dos quarks que con-
densam. Para a massa m¢ calculada numericamente obtivemos g, = 9,8 GeV~2 que representa
um valor suficiente para que haja quebra de simetria quiral e a presenca de condensados de
quark-antiquark. Para m, # mg # ms # 0, a quebra de simetria é explicita e a massa efetiva
dos quarks tem seu valor aumentado como efeito das interagoes com os condensados.

As solugoes das equagoes do GAP acopladas revelam um valor para a massa efetiva dos
quarks que condensam condizente com a massa dos quarks constituintes para um cutoff mais
baixo que o usual. Assim, o acoplamento entre os condensados de glions e quark-antiquark
revela que a maior parte da massa efetiva é gerada dinamicamente pela quebra espontanea da
simetria quiral, uma vez que sy > my, com bons valores para as aproximagoes consideradas ao
longo de nosso calculo. Em comparagao a outros trabalhos como [8,65,66,68] obtivemos valores
mais baixos para mg, mais proximos aqueles disponiveis em [34], e para o cutoff A. Portanto,
para o estado fundamental nosso modelo conduz a valores préximos aqueles ja discutidos na
literatura e a valores experimentais e de calculo na rede. Até esse ponto tomamos gg = 0 e vale
ressaltar que as equacoes de GAP obtidas neste modelo nao contém a dependéncia com relacao
ao termo de t” Hooft.

Ao considerarmos a parte do campo fermionico responsavel pelas interacoes, uma ex-
pansao funcional pode ser feita na acgao efetiva considerando a presenca de tais termos levando
a corregoes consideradas até a sexta ordem nas derivadas. Para o termo de segunda ordem na
expansao funcional, obtivemos um termo correcao de massa, AM para os campos de matéria
da teoria. Entretanto, a correcao nao resulta em uma massa efetiva da ordem da massa cons-
tituinte (para A = 706 MeV e mg = 650 MeV), mas que pode ser comparada ao valor obtido
por [69] a partir das regras de soma da QCD e de valores fenomenolégicos. Assim, a massa
efetiva obtida através da expressao (4.104) é cerca de 50% menor do que a massa estimada para
os quarks constituintes.

J& o termo de quarta ordem obtido na expansao representa uma pequena corre¢ao na
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constante de acoplamento do modelo NJL, que obtivemos a partir da integracao funcional dos
glions e das transformacoes de Fierz, calculada numericamente em torno de 15%. O aumento
na massa efetiva dos quarks conduz a um valor cada vez menor para essa corre¢cao no cutoff
considerado como solugao para as equagoes do GAP acopladas.

O termo de sexta ordem nas derivadas representa uma correcao a constante de interacao
para seis quarks introduzidas pelo termo que quebra explicitamente a simetria Us(1). Essa
correcao apresenta uma maior intensidade que aquela observada para o termo de quarta ordem,
ficando em torno de 80% para uma massa efetiva M = 400 MeV.

Esta expansao pode ser realizada até a n-ésima ordem e em etapas futuras deste tra-
balhos buscaremos obter o termo de interacao de oito quarks e a possivel correcao para as
constantes deste termo de interacao comparando-a com o que ja esta disponivel na literatura.
Além disso, outras consideragdes como a integracao dos campos fantasmas e dos acoplamentos

derivativos sao etapas futuras que poderao dar continuidade a este trabalho.



Apeéendice A
Algebra do grupo de Simetria SU(N)

Os grupos SU(2) e SU(3) sao grupos de simetria SU(N), em que os operadores
unitarios sao representados por matrizes unitarias U, de ordem N, com determinante igual
a unidade e que podem ser dadas através de geradores T, em que a = 1,2, ..., N> —1; e escritas

COImo:
(](/\17 Ag, ceey AN2—1) = eXp(iAaTa) (A].)

A fim de que a matriz seja unitéaria, os geradores devem ser Hermitianos e para que tenhamos

det U = +1 eles devem ter trago nulo [72]. Os geradores obedecem & dlgebra de Lie:
[T 1% = ifebere, (A.2)

onde £ sao as constantes de estrutura antissimétricas do grupo. Quando tais geradores co-
mutam, dizemos que eles correspondem a uma teoria abeliana em que f%°¢ = 0. Entretanto,
quando a relacao de comutacao nao é satisfeita, temos uma teoria nao-abeliana, que corres-
pondem aos grupos simetrias para sabor e cor no caso da QCD.

Para o grupo SU(2), temos N = 2, e os geradores que sao dados por:

a_ 0"
=7 (A.3)

onde ¢ (a = 1,2,3) s@o as 3 matrizes de Pauli, definidas por

S i BN A |
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que possuem traco nulo. A identidade é representada por

&:{é?} (A.5)

e as constantes de estruturas sao dadas pelo tensor antissimétrico de Levi-Civita, ¢ = —g%¢ =

1, onde a = 1,2,3 e portanto as relacoes de comutagao sao dadas por
[0%,0%] = 2ie*0". (A.6)

Para o grupo SU(3), temos N = 3, e, por sua vez, os geradores sdo:

)\CL
T = — A7
j (A7)
onde A* (a =1,2,...,8) sdo as 8 matrizes de Gell-Mann, definidas por
010 0 — 0 1 0 0 0 0 1]
M=l100|,X=|47 0 0, X=]0-10|,\=]00 0]/,
0 00 0 0 0 0 0 0 100
00 —i 000 00 0 L[ o 0]
N=]100 0 [ ,X=[001|,AN"=]00 —i|[,X=—]01 0 |, (A8
t 0 0 010 0 ¢« O V3 00 -2 ]
com traco nulo e cuja identidade, é definida por
1 00
2 2
A0 = 3 010]|= 31 (A.9)
0 01

Neste caso, as constantes de estrutura dadas pelo tensor antissimétrico f¢, que possui as

seguintes propriedades:
focd ghed — pgab o fabegabe _ N(N2 1) (A.10)
e com relagoes de comutagao
(A% N] = 23 foren, (A.11)

O trago do produto das matrizes de Gell-Mann, que sera de grande utilidade no calculo

da expansao funcional, é dado por [72]

tr [A*A°] = 26, (A.12)

tr [AAPA] = 2d*, (A.13)
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onde d®¢ sao os coeficientes simétricos que ocorrem nas relacoes de anti-comutacio destas

matrizes, definidas por

4
AN} = géabﬂ + 2d%e )\, (A.14)

d = d" = d°® etc. (A.15)

Serd conveniente estendermos estes coeficientes para o caso U(3), que incorpora a
matriz A\°, como podemos ver em [66,71], e definirmos

d®¢  paraa,b,c€{l,...,8}

Dabe — % paraa=0,b=c=1,...,8 (A.16)

% paraa=b=c=0



Apeéendice B

Transformacoes de Fierz

Na subsecao 4.2.1 partimos do termo de interacao quadrifermionico com o objetivo de
encontrar um termo bilinear que pudesse ser integrado via integrais de trajetéria. Portanto,

temos

RO =050 = (@800 (1), 0] (525 ) o)

< (@5 )t (T7) 0 @57 (BY)

onde explicitamos os indices de cor, sabor e Dirac, ja definidos na Secao 2.2. Entretanto, antes
de podermos encontrar nosso resultado final, precisamos lancar mao das chamadas 7Trans-
formacoes de Fierz.

As transformacoes de Fierz representam ferramentas matemaéticas utilizadas a fim de
examinarmos o efeito da troca entre os campos fermionicos presentes nos termos de interacao
quadrifermiénicos em um mesmo ponto do espago tempo [8,73,74]. A presenca do operador W
definido em (4.47) é contornada por meio de sua aproximagao por uma fungao com dependéncia
do campo auxiliar ¢y introduzido na integragao dos glions. Deste modo, a expressao

2

. a v g _fe /’cc’ /C/ » /7 / o
[t emibe - i) = - (£ [iort o @] [#or ¢ @] @2

carrega o produto dos operadores definidos em (4.50) e (4.51) onde o produto cruzado de

matrizes deve ser analisado em funcao da troca dos campos fermionicos por meio da aplicacao
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do operador § tal que
_fe ¢ fé s \=gd "dd 4'd _fe 'd o\ —gd ¢ " e g dd
3\l (w)Ffj; Q£ (2)a8" ()" 5" (2)| = @i (2)q” ()3} (x)q’,¢ (x)r!/, L
. _fc f/c/ _gd g/dl fgl7cd/ gf/7dcl
- qa( >qo/ (x)qﬁ ('r>q6’ (ZE)Faﬁ/ Fﬁa/ .
(B.3)

Deste modo, (B.2) se torna

2
] “ . g e /C/ B ’ /7C ’ /7 c/
[ttt - i = (L) ol @@ @i, s

e, portanto estamos interessados em analisar
/7 d/ /7d / 7 /
DI AT = () ()72 (02) o O09) ] (B.5)

onde utilizaremos as propriedades dos produtos entre matrizes definidas em [8,29, 33, 73].

Para o primeiro produto

1 . .
(Mg M)a's = 7 [Mag Loy — 200 as(Vu)ar g — 207" )as (i ¥5) o g + 4077 ) 0 (17°) o7 5]
A

(B.6)

onde os termos do lado direito representam, respectivamente, as partes escalar, vetorial, axial

e pseudo-escalar. Ja para o produto da identidades de sabor, partimos de

/\O)\O 1 1 )\0)\0
52, -1 410
fd'saf' 3 3 f1'i9d
vélida para SU(3), resultando em
1 1< .
()\0>fg/()\0)gf/ = g()\o)ff/<)\0)gg/ + § Z(Aj>ff/()\])gg/ (B8>
j=1
cuja definicao de \° = \/g]l nos fornece
S i i
179197 = 5(AO) o T 52 (M) (M), 52 (M) (X)), (B.9)
j=1 7=0

Por fim, para as matrizes de Gell-Mann no espaco de cor, temos

8
16 1
(/\a a Z el - ?ﬂ'zc/]l?ld/ - g Z(/\?)cc/(/\?)dd' (Bl())

J=1 J=1
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em que o ultimo termo do lado direito da igualdade representa os octetos de cor.

Portanto, a aplicac¢ao de (B.6), (B.9) e (B.10) em (B.5) fornece o produto

8
ro o 1 . . 1 1
,cd ,dc
Fi,g@/ F%{t' - [5 Z()\J)ff/()‘j)gg/ X {]laﬁl ]]‘o//a’l - 5(7“)015(7}1)0/,8' - 5(7“75)a5(7u75)a’5’
j=0
16 -
(7)o (7)ot 7] X lgﬂzﬂzw — 32 e (X | -
=1

(B.11)

Levando-se em conta que estamos interessados apenas nos termos que conservam a simetria
quiral, dados pelos termos escalar e pseudo escalar do produto cruzado das matrizes de Dirac;
e desprezando-se os octetos de cor, obtemos

8
’ ’ ’ ’ ]_ ]_6 . .
fg ,cd [ .de - 5 - 5 c c
oy Toa™ = (5) ( 9 ) > W) W)y [Lag Lty + (17)ag (7)o ] Lo Ly (BL12)

J=0



Apendice C

Solucao das equacoes do GAP

C.1 Equacao do GAP para os gluons

Com o intuito de buscarmos uma solu¢ao para a equagao (4.43) vamos remover o polo
da funcao de Green por meio de uma rotagao para o espaco Euclideano onde fazemos ky — ikog.

Assim, temos que (4.43) se torna:

o) =iz - [k () )

Conforme vemos em [29], a integral quadri-dimensional em (C.1) pode ser escrita como:

/ Ak = / dQ / K dkp = 27 / K dkp = n° / 22k | (C.2)
0 0 0

e portanto,

_ 3 2 > 2 k%

Fazendo-se uma troca de varidveis k% — w, (C.3) se torna

0) = 12 =) [T (1- M) (C.1)

1672 w + mg,

que, como se pode perceber apresenta divergéncias conhecidas como divergéncias ultravioletas
[29]. A fim de contorna-las podemos impor um cutoff covariante, dado por A, limitando a escala

de energia de nosso modelo [4,8,29]. Deste modo, (C.4) se torna:

Y T (e (©5)
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cuja solucao da integragao resulta em

(0) = 1o (2 - 1) 32— ()| (o)

C.2 Equacoes do GAP acopladas

A equacao do GAP para o condensado de quark-antiquark pode ser obtida a partir da
“extremizagao” da acao efetiva definida em (4.75) que, por questoes de simetria discutidas na

subsecao 4.2.2, pode ser escrita como:

SolS,] = / diz {—i trin (F\(z — y)) — — (s;)} | (.7)

494
Esta expressao acarreta duas dificuldades matematicas a fins de realizacao da minimizacao do
potencial efetivo. A primeira delas esta associada ao campo auxiliar escrito em termos dos
indices j do grupo de simetria, ao passo que necessitamos de obter sua relacao para os indices
de sabor para analisarmos as equacoes do GAP. A segunda das dificuldades diz respeito ao
primeiro termo desta agdo que podemos redefinir levando em conta as questoes de simetria

apontadas como
FHz—y)=[id— (m+ SN)]| 6"z —y), (C.8)

onde temos a presenca das matrizes de massa m e de Gell-Mann A no espaco de sabor, que
dificulta a derivacao de tal termo.

Comecaremos observando que o termo

8
SiN =Y "GN (C.9)
n=1

deve levar em conta as contribuicoes das matrizes A que apresentam apenas termos diagonais,
uma vez que estamos interessados em uma matriz de massa diagonal M. Assim, temos que

apenas oS termos

SiN = SoA? + S3A? 4 SgA® (C.10)
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serao considerados e, portanto podemos definir a identidade matricial
[m, 0 0 5 100 1 0 0 1 10 0
M={ 0 mgq O +\/;5001O+530—10+—58010
| 0 0 my 0 01 0 0 O V3 0 0 =2
M+ (/250 + S5 + L5 0 0
- 0 md+\/§50—83+%§38
0 0 ms + \/%SO - %Sg
[ My, + Sy 0 0
= 0 Mg + Sq 0 (Cll)
i 0 0 mg + S
de onde podemos extrair as relagoes
2
350 + S5 + (C.12)
2
\@ So= St 2 (C.13)
2
590 — (C.14)
3
Resolvendo-se as equagoes (C.12)—(C.14) para Sy, S3 e Sg, temos
6
So = % (Su + Sa+ Ss), (C.15)
1
=3 (Su — Sa), (C.16)
3
Sy = % (50 + 54 — 25) . (C.17)
(C.18)
Portanto, temos
1
) =55+ 55 +85 =5 (su+sa+s), (C.19)
que elimina a dependéncia de (C.7) em termos dos indices j.
A fim de contornar a segunda dificuldade podemos tomar
trin (F 'z —y)) =trin(id — M) §*(z — y)
dp

)
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que aplicada juntamente com (C.19) a ac¢ao (C.7) resulta no potencial efetivo

1 1
Veff Sf —43N, / trln p M) 4g4 (5) Sfc (0.21)

que podemos minimizar por meio de

OVers(sy)

= 22

sp=(ss)

4N/ (p M) ot
—4N/ (? MQ)—%%sf, (C.23)

onde nos valemos do fato de que o traco sobre a matriz v, ¢ nulo. Deste modo, temos

(s;) = 16igsN, / (%4 (pQ iﬂﬂf}) (C.24)

uma integral divergente em termos dos momentos mais elevados e que podemos regularizar

que resulta em

OVers(sy)
an

de modo andlogo ao ja desenvolvido no Apéndice C.1, resultando na equacao do GAP para o
condensado de quarks

N.M A% + M7
(s;) = Pt [A2 — M?In (T;f>] . (C.25)
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