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Resumo

Nessa dissertacao, inicialmente, apresentamos o Algoritmo do Ponto Proximal Clédssico para
resolver o problema de programagcao nao-linear e para obter zeros de operadores mondtonos
maximais. Em seguida, substituimos a norma Euclideana pela Distancia de Bregman e pela
p—divergéncia para apresentar o Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado. Finalmente, estu-
damos o Método de Minimizagao Proximal com Reescala para resolver o problema de otimizacao
com restricoes e o Método Proximal com Reescala para resolver o problema da Desigualdade
Variacional, proposto por Silva e Silva et al [21], onde permitimos diferentes comprimento do
passo, os quais sao atualizados em cada iteracao e considerando a curvatura da funcao distancia.
Além disso, apresentamos, também, o Método do Ponto Proximal Interior de Bregman para
resolver o problema da Desigualdade Variacional, e observamos que temos hipéteses menos re-

stritivas sobre o operador do que as hipdteses anteriormente utilizadas na literatura.



Abstrat

In this work, initially, we will present the Classic Proximal Point Method to solve the problem
of nonlinear programming and to find zeros of maximal monotone operators. Soon afterwards,
we replaces the Euclidean norm for the distance Bregman and for the p—divergent for to bring
the Generalized Proximal Point Method. Finally, we study the Proximal Minimization Methods
with Rescaling for to solve the optimization problem with stringent and the Proximal Methods
with Rescaling for to solve the Inequality Variational Problem, proposed for Silva e Silva et al
[21], wherein we afford different stepsizes, those are up-to-date in which iteration and considering
the curvature of function distance. Moreover, we will present, also, the Bregman Interior Point
Proximal Method for to solve the Inequality Variational Problem, and we observe that we have

less stringent assumption about the operator than assumption before utilized in the literature.



Introducao

Dada uma funcao f : R" — R convexa e limitada inferiormente, o problema de otimizagao

convexo irrestrito é definido como

min f(z). (1)

Agora, para um conjunto fechado e convexo D C R", o problema de otimizacao com restrigoes

¢é dado por

min f(z). (2)

zeD

Utilizando o subdiferencial da funcao f, podemos escrever os problemas (1) e (2), respecti-

vamente, da seguinte forma

Encontre z* € R", tal que 0 € 9f(z") (3)

Encontre z* € D, tal que existe um w € 9f(x*) que satisfaz (4)

(w,y —a*) >0, Yy e D.

Com estas consideragoes, obtemos extensoes naturais dos problemas acima substituindo o oper-
ador Jf por qualquer outro operador monétono maximal 7. Tem-se entao os seguintes problemas

Encontre z* € R” tal que

0 € T(z*) (5)



e Encontre x € D tal que existe um w € T'(z*) que satisfaz
<w,y—m*>20, \V/yED, (6)

onde T é um operador mondétono maximal e D é um subconjunto convexo, fechado e nao-vazio

do R™.

Desta forma, o problema (5) associado a um operador mondtono maximal T, é o problema
de encontrar zeros de 7. E o problema (6) é chamado problema de desigualdade variacional para

TeD.

Nessa dissertagao, inicialmente no capitulo 2, apresentaremos o Algoritmo Cléssico do Ponto
Proximal para resolver os problemas (1) e (5). Tal Algoritmo foi proposto, inicialmente, por
Martinet e desenvolvido por Rockafellar [27], o qual gera uma seqiiéncia de pontos {z*} da

seguinte maneira

= arg min {f(z) + Az — 2%} (7)
e
0 € T(z") + M\ (2F T — 2b), (8)

onde {\} é uma seqiiéncia de niimeros positivos.

Mostraremos que a seqiiéncia gerada por (7) e (8) converge a uma solugao dos problemas
(1) e (5), respectivamente, ou seja, a um zero de T, sempre que os problemas tiverem solugoes
e a seqiiéncia de parametros {A\;} for limitada superiormente. Vimos que para o problema
de otimizagao convexo irrestrito e para o problema de obter zeros de operadores mondtonos
maximais, o Algoritmo Classico do Ponto Proximal pode ser, respectivamente, visto como tomar
um zFt!1 € R™, tal que

0€ Vf(@") + MeVa(llz — 2*[?) ().

e obter zFt! € R™, tal que

0 € T(a™) + M Va(llz — 2*(*) ().

Portanto, consideramos, na segao 2.3, uma generalizacao do Algoritmo Classico do Ponto
Proximal onde a distancia Euclidiana é substituida por uma distancia mais geral, chamada

distancia de Bregman.



No capitulo 3 apresentaremos dois Métodos, o primeiro é o de Mimizacao Proximal para

Desigualdade Variacional-MPRDYV o qual se propoe a resolver o problema
0€T(x)+ Np(x) (9)

da desigualdade variacional, onde T é o operador monétono maximal, e Ng(z) denota o cone de
vetores normal a B em z; e o de Minimizagao Proximal com Reescala—-MMPR que é utilizado
para resolver o problema

5}22 f(z), (10)

onde B C R™ é uma caixa n-dimensional fechada ([a1,b;1] X ... X [an, by]) NR™ tal que —oo < a; <
b; < 400 para todo i = 1,2...,n, e f: R" — (—o00, +00] é uma fungao convexa prépria fechada.
Cada método utilizard uma funcao de regularizagao para obter um melhor comportamento dos
problemas (9) e (10) e um vetor a; € R’ , cujos elementos sao chamados de comprimento

do passo. Permitiremos diferentes comprimento do passo, os quais serao atualizados em cada
k

iteracao observando a curvatura da funcao d; em cada ponto z; corrente da iterada.

No capitulo 4, finalmente, apresentaremos o Método Ponto Interior de Bregman para De-

k serd tomado observando a curvatura da funcao h; da

sigualdade Variacional, onde o vetor «
funcao distancia de Bregman. E importante ressaltar que a andlise da convergéncia destes trés
altimos métodos se difere, dos estudos classicos, por nao ser necessario utilizar hipéteses adi-
cionais sobre T', como paramonotonicidade, pseudo-monotonicidade, semi-continiudade superior

e hemi-continuidade [29].



Capitulo 1

Prelimimares

Neste capitulo apresentaremos resultados e conceitos basicos que serao utilizados na dissertacao.

Definigao 1.1. Seja D C R™ um conjunto qualquer. Diremos que D € convexo se ay+(1—a)x €

D para todo x,y € D e a € [0,1].

Esta definicdo mostra que todo segmento de reta com ponto inicial z e ponto final y estd
contido em D. Um exemplo de conjunto convexo em R™ é por exemplo o ortante positivo, isto

6, D=R} ={reR" 2;,>0,i=1,...,n}.

Definicao 1.2. Seja D C R™ um conjunto convexro. Uma funcdo f: D — R € dita convezxa se,

flay+ (1 —a)z) < af(y) + (1 —a)f(z)

para todo x,y € D e a € [0,1]. Diremos que f € estritamente conveza se a desigualdade acima

for estrita para todos x #y € D e a € (0,1).

Teorema 1.3. Sejam D C R™ um conjunto convexo e aberto e f : D — R uma funcdo difer-
encidvel em D. Entao as sequintes propriedades sao equivalentes:
(a) A fungao f € convexa em D.

(b) Para todo x € D e todo y € D,

f(x) = f(y) +{(Vf(y),z —y).



(¢) Para todo x € D e todo y € D,

(Vf(x) = Vf(y),>—y) >0.

Quando f € duas vezes diferencidvel em D, as propriedades acima também sdo equivalentes
a

(d) A matriz Hessiana de f é semi—definida positiva em todo ponto de D :

(V2f(z)d,d) >0, VzeD,VdeR"

Demonstragao. Veja [1], Teorema 3.4.7. O

Definigao 1.4. Dizemos que a seqiiéncia {z*} C R™ ¢ critica em rela¢do ao conjunto D se

{2} € D elimg_o [|2¥| = 400 ou limy,_.o 2% = T onde T pertence a fronteira de D.

Definicao 1.5. Seja D C R™ e f: D — R uma fung¢do continua. Dizemos que f € coerciva se

toda seqiiéncia {x*} critica com relagdo a D tem—se que limy_,o sup f(z¥) = 4o00.
Definigcao 1.6. O conjuto C' C R™ € dito afim se

(1=XNz+XyeC, Va,yeCeXeR.

Obviamente, a interseccdo de uma colegao de conjuntos afins é ainda um conjunto afim.
Portanto, dado algum C C R"™ existe um tnico menor conjunto afim que contém C, o qual é
uma interseccao de uma colecao de conjuntos afins M tal que M D C'. Este conjunto é chamado
de envoltéria afim de C e sera denotado por af fC, e pode ser provado que af fC é formado por

todos os vetores da forma 01x1 + 0229 + ... + Oz, tais que z; € C, e Zle 0, = 1.
Definicao 1.7. Chamamos de interior relativo de C ao conjunto dado por

riC:={x € C:B(z,e)NaffC C C,para algum ¢ > 0}.

Um operador monétono maximal é uma generalizacdo de uma transformagao linear semi—
definida positiva para o caso nao-linear, o que inclui o gradiente de uma funcao convexa difer-
encidavel. Seja A € R™ ™, entdo A é semi-definida positiva se, e somente se, 0 < zT A.x =
(x, A.x) para todo = € R™. Seja agora T' : R™ — R”™ nao necessariamente linear. Como, nem
sempre ocorre que, 0 < (z,T(z)) , mas como 0 < (z,A.x) para todo x, se, e somente se,

0<{(x—y),Alz —y)) = ((x — y), Az — Ay) para todo z,y temos
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Definicao 1.8. T : R" — R" € mondtono se, e somente se,
0<{(x—y,T(x)—T(y)) para todo x,y € R".

Um exemplo de operador mondétono é quando tomamos T' = Vf com f convexa e difer-

encidvel, veja Teorema (1.3)(c).

Definicao 1.9. £ € um subgradiente de f em = se, e somente se,
€y —a) < fly) - f(z), Vy eR™
Desta maneira o subdiferencial de f em z serd o conjunto
Of (x) = {£ : £ é um subgradiente de f em x}.

Desta forma as seguintes propriedades sao vélidas:
1.Se f diferencidvel e convexa entao df(z) = {Vf(z)}.

2.Se f é convexa entdo df(x) # () para todo z no interior relativo do dominio efetivo de
f. Percebamos que Of associa para cada x ndo apenas um vetor, mas um subconjunto de
R"™, entao precisamos estender a nocao de operador monétono para operadores ponto—conjunto

T:R" — P(R").
Definicao 1.10. T' € mondtono se, e somente se, 0 < (x — y,u — v) para todos x,y € R", u €

T(z),v € T(y).

Por exemplo se T' = 0f com f convexa. Tome & € T(z), n € T(y). Pela defini¢ao (1.9)
(&y—x) < fly) — flz) e (—n,y — ) < f(z) — f(y), implicando 0 < (£ —n,z — y).

Definicao 1.11. T € mondtono mazximal se, e somente se,
(i) T é mondtono;
(i1) Para todo T" mondtono tal que T'(x) C T'(z) para todo x, seque que T =T".

Pode ser verificado que Of € mondtono maximal para f conveza.

Um vetor z* é dito normal a um conjunto convexo D C R™ num ponto a € D, se x* nao faz

um angulo agudo com qualquer segmento de reta em D com a como ponto extremo, isto €, se



11

(x—a,z*) < 0 paratodo z € D. Por exemplo se D é um semi-espago do tipo D = {z : (z,b) < 5}
e a satisfaz (a,b) = [, ent@o b é normal a D em a. Em geral o conjunto de todos os vetores z*

normais a D em a é chamado cone normal a D em a, ou seja,
Np(a) :={z" | (x —a,2™) <0, Vz € D}.

Definigao 1.12. Seja f: X — RU{+o0}, X um espago topoldgico. Dizemos que a funcio f é
semi—continua inferior em a € X se para cada X\ € R, A < f(a), existe uma vizinhan¢a U de a,

tal que f(U) > \. f € semi—continua inferior se ela o for em cada ponto de X.

Uma fungao convexa f é dita ser propria se
f(x) < 400, pelo menos para um z;
f(x) > —o0, para todoz.
Observemos que o problema (2) é equivalente ao problema
min{ f(r) + 6p(x)) (1.1)

onde D é um conjunto convexo e ép é a funcdo indicador de um conjunto convexo D, ou seja:

Sp(@) = 0, sex e’
D7 400, sex ¢ C.

Teorema 1.13. Sejam f1, ..., fm funcdes convexas proprias em R™, e seja f = f1 + ... + fm.
Entao

Of(x) D Ofi(x) + ... + Ofm(z), V.

Se os conjuntos convexos ri(dom f;),i = 1,...,m, possuem algum ponto em comum, entio vale
Of (x) = Ofi(@) + .+ Dfna), V.
Demonstragao. Ver 23], Teorema 23.8. O

Se ri(dom f)Nri(dom D) # 0, entao o problema (1.1) é equivalente ao problema de encontrar

um z tal que 0 € f(Z) + Np(Z) de acordo com o Teorema (1.13).
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Definigao 1.14. O conjunto de nivel da func¢ao f : D — R associado a ¢ € R, € o conjunto

dado por
Lin(e)={z e D: f(z) <}

Teorema 1.15. Seja f : D — R uma funcdo prépria e convexa. Se o conjunto de nivel
Lip(c)={x € D: f(x) <c} € ndo-vazio e limitado para algum c, entao o mesmo serd limitado

para todo t € R.

Demonstragao. Ver [23], Corolério 8.7.1. O

Definigao 1.16. Seja f : R" — R dizemos que [ € essencialmente suave em C = int (dom f)
se:

(a) C € nao vazio;

(b) f € diferencidvel em C;

(c)

lim |V f(x;)] = +o0

para toda seqiiéncia {x1,x2,..} convergindo a um T na fronteira de C.

Enunciaremos, agora, um Lema técnico, porém muito importante, que sera utilizado poste-

riormente nos nossos resultados.

Lema 1.17. Suponha que {ax}, {7} C R sejam seqiiéncias tais que {ap} € limitada inferi-
ormente, Y poq Yk existe e € finito e que ocorre art1 < ay + Yk, para todo k. Entao, {ay} é

convergente.

Demonstragao. Ver [22], segao 2.2 O



Capitulo 2

Método do Algoritmo do Ponto

Proximal

2.1 Algoritmo Classico do Ponto Proximal

Apresentaremos nesta secao o método do ponto proximal classico que foi proposto por Martinet
(1970) e desenvolvido por Rockafellar, para resolver o problema de otimizagao convexa em R"
como definido em (1) e para obter zeros de Operadores Monétonos Maximais num espago de

Hilbert.

Algoritmo Classico do Ponto Proximal-ACPP
Este algoritmo gera uma seqiiéncia {z¥} C R”, da seguinte forma:
l.Inicializagdo. Escolha um z° € R™ e \g € (0, \).
2.Iteragao. Para k=1,2,3, ...

(a) Escolha o parametro de regularizacio A, € (0, ), e encontre z**1 tal que
2" = arg nelliRn{f(x)—l—)\ka—a:k||2}. (2.1)
€T n

3.Faga k := k + 1 e volte para 1.

Observamos que a seqiiéncia {xk} gerada pelo algoritmo ACPP estd bem definida. Pois,

definindo fy(z) := f(x) + Axl|z — 2%||? temos que lim| | —oo fi(z) = 00, OU seja, fi é coerciva

13



14

(defini¢ao (1.5)), pois f é limitada inferiormente. Assim, a minimizacdo do problema (1) se

reduz a um conjunto compacto, e como fj é continua, pelo Teorema de Weirstrass [1], Teorema

1.2.1, ela atinge seu minimo. Temos também por hipétese que f é convexa e como A ||z — z¥||? é

estritamente convexa segue que fi é estritamente convexa, e assim possui um inico minimizador,

xk—i—l‘

2.1.1 Analise da Convergéncia

Agora mostraremos que a seqiiéncia obtida pelo algoritmo ACPP converge a uma solugao do

problema (1). Primeiramente, necessitaremos da seguinte definigao.

Definigao 2.1. Uma segiiéncia {y*} C R™ € dita Fejér convergente num conjunto U C R™, com

respeito a norma Fuclideana, se
™ =l < lly* ~ull, k>0, VueU.

Proposicao 2.2. Se {y*} € uma seqiiéncia Fejér convergente, entio {y*} ¢ limitada. Além

disso, se wm ponto de acumulagdo Yy de {yk} pertence a U, entdo limy_o y* = 7.

Demonstra¢do. Seja u € U, um ponto fixo. Como, por hipétese, a seqiiéncia {y*} é Fejér

convergente, temos que
™ =l < ly* —ull < .. < ly° = ull.

Portanto a seqiiéncia estd contida numa bola de centro u e raio ||y® — ul|, logo é limitada.

Resta provarmos a segunda parte. Consideremos uma subseqiiéncia {y*} de {¢*}, tal que
limg oo y’* = 7. Como § € U e {y*} é Fejér convergente temos pela definicio (2.1) que a
seqiiéncia {|ly* — 7|| } é ndo negativa e ndo-crescente, portanto convergente. Como a sub-
seqiiéncia {[|y?* — 7| } converge a zero, segue que {y*} também converge a zero, ou seja,

limg o0 Hy’“ — ]| =0, assim limg_, o yk =1q. 0

Lema 2.3. Suponhamos que f : R™ — R € uma funcdo convexra e continuamente diferencidvel e

o conjunto dos minimizadores de f, U C R"™, é ndo—vazio. Entdo a seqiiéncia {xk}, gerada por
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ACPP satisfaz a sequinte desigualdade:

2+ = 312 < fla* — 7] — 2+ — 2F)2, ¥ k2 0eVE € U

Demonstragao. Temos que
l2* — Z||2 = ||2% — P L 4 2k )2 = ek — 22 4 [laF - F||? 4 2>k — 2R b E),
Como z**+1 satisfaz (2.1), temos

0 = V() = V(@) + 20, (28 — 2b).

Assim,

onde a primeira desigualdade segue do fato de f ser convexa, Teorema (1.3)(b), e a segunda,

pelo fato de Z ser um minimizador do problema (1). O

Lema 2.4. Sejam f: R™ — R uma funcdo convexa e continuamente diferencidvel, o conjunto
dos minimizadores de f, U C R™, nao—vazio e a seqiiéncia {$k+1}, gerada por ACPP. Entdio a

k+1 _

seqiiéncia {x z*F} converge para zero.

Demonstragao. Pelo Lema (2.3), temos
0 < [|lz** —2¥|? < fla* — 2] — [l — 2|2

Como {||z**! — Z||} é ndo-crescente e ndo-negativa, entdo é convergente. Logo o lado direito

da desigualdade converge para zero, e segue o resultado. O

Lema 2.5. Sejam f : R"™ — R uma fungao convexa e continuamente diferencidvel e o conjunto
dos minimizadores de f, U C R", ndo-vazio. Entio a seqiiéncia {x**1}, gerada por ACPP,

possui pontos de acumulagdo e todos pertencem a U.
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Demonstragdo. Pelo Lema (2.3), temos que {a:k} é uma seqiiencia Fejér convergente em U, e

assim pela Proposicao (2.2), ela é limitada.

Seja # um ponto de acumulacio de {z*} e {27¥} uma subseqiiéncia de {z*}, tal que

lim (z/%) = Z.
k—o0

Por (2.1),temos que
0= Vfi(a") = V(") + 22 (@ = 2b),

assim

V() = 2, (a9F — xik+), (2.2)

Mas pelo Lema (2.4), segue que

lim (z/* 1) = lim (27%) = Z.
k—o0 k—o0

Usando que A\; < A, o fato de f ser continuamente diferencidvel e aplicando o limite em (2.2),

obtemos que V f(z) = 0. Portanto, pela convexidade de f, z € U. O

Observamos que o Lema (2.3) garante que a seqiiéncia {x*} gerada por ACPP ¢ Fejér
convergente e o Lema (2.4) que todos os seus pontos de acumulagao pertencem a U. Portanto,
pela Proposicdo (2.2), a seqiiéncia {z*} converge a z* € U. Com todas estas consideracoes

podemos exibir o Teorema da Convergéncia, onde sua demonstragao segue dos Lemas anteriores.

Teorema 2.6. Sejam f : R® — R uma funcdo convexa e continuamente diferencidvel e o
conjunto dos minimizadores de f, U C R"™, nao—vazio. FEntdao a seqiiéncia {xk}, gerada por

ACPP, converge para um ponto x* € U.

2.2 Algoritmo do Ponto Proximal para Operadores Mondétonos

Maximais-(APPOMM)

Notemos que o Algoritmo Cléssico do Ponto Proximal-ACPP gera para o problema (1) uma
seqiiéncia {z¥} C R", pela iteracio:

2 e R",
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k+1

P = arg min {f(x) + A" — 27},

onde A\ > 0.

Assim, considerando a funcao f convexa, temos que
0 € Of(x") + 204 (zF ! — 2F)

ou seja,
2)\k(xk - l,k:-i—l) e 6f($k+1)

assim,

o e (1 + 2ikaf> (25 11). (2.3)

Agora, motivados pela observagao (2.3) e lembrando que o subdiferencial de uma fungao con-
vexa, 0f, 6 um operador mondétono maximal, podemos estender o Algoritmo Clédssico do Ponto

Proximal para encontrar zeros de Operadores Monétonos Maximais 7' : R™ — P(R"™).
Algoritmo do Ponto Proximal para Operadores Monétonos Maximais-(APPOMM)

Este algoritmo gera uma seqiiéncia {:Ek } C R™, da seguinte forma:
1. Iniciagao: Escolha um vetor z° € R e \g € (0, \).

2. Tteragao: Para k =0,1,2,.... escolha o pardmetro Az € (0, ), e encontre zF1tal que

1 \!
e <I+ T) ().
Ak

3. Facak=k+1evolte al.
2.2.1 Analise da Convergéncia

Primeiramente, considerando 1" um operador ponto-conjunto, dizemos que 1" é sobrejetivo se,
para todo y € R", existe x € R", tal que y € T'(x). E o operador T serd injetivo se para x # y,
tivermos que T'(z) N T (y) = 0.

Teorema 2.7. (Teorema de Minty) Se T : R" — P(R"™) é mondtono mazximal e X > 0, entao

o operador I + XT' é injetor e sobrejetor.

Demonstragao. Ver [6]. O
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O teorema (2.7) garante que o algoritmo APPOMM esta bem definido, pois sabemos que
um operador ponto-conjunto 7' é sobrejetivo se existe x € R™, tal que y € T'(x), ¥V y € R™. Além

disso, o Algoritmo APPOMM gera uma seqiiéncia {z*} pela iteracio
1 -1
gt ¢ (I—i— T> ().
Ak

Finalmente, o Teorema (2.7) garante que I+ AT é sobrejetivo, garantindo a existéncia de {zF1}

tal que
1
z* e (I—i— T) (zM ).
Ak
Portanto,

-1
el e <I+ 1T) ().
Ak

e a injetividade de (I + iT) garante a unicidade de zFt1.

O teorema a seguir garante que os Operadores Monétonos Maximais sao fechados.

Lema 2.8. Se limy oo y* = ¢, limj_.o0 25 = Z, T € um operador mondtono mazimal e y* €
T(2%), entdo

geT(z).

Demonstragao. Defina

Entao, precisamos verificar que:
(y—y,2=2"Y>0,Vz 2, VyeT'(z), Vy € T'(¢). (2.5)

Pela defini¢cao de T" e como T é um operador monétono, basta verificarmos (2.5) para y' = 7,

2 = z. Por hipétese temos que, y* € T(z*), logo
(y—yF,z—2F) >0,V 2 VyeT(2). (2.6)
Tomando o limite com k — oo em (2.6), obtemos que

(y—9,2—2) >0,V z VyeT(z)
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Assim 7" é um operador monétono. Como, T'(z) C T'(x), para todo = € R™ e por hipétese, T' é

maximal, concluimos que 7' = T". Em particular, T'(z) = T'(z) = T'(2)U{y}, isto é, 5 € T(2). O

Apresentaremos, a seguir, o Teorema da Convergéncia do Algoritmo do Ponto Proximal para
Operadores Mondtonos Maximais. Observamos que de forma andloga ao Lema (2.3), apenas
substituindo na demonstragao o Teorema (1.3)(b) pela monotonicidade de T, segue que
Al-

2Pt — Z||2 < ||2® — Z||® — ||2*T! — 2|2, ¥V k > 0eV Z tal que 0 € T(%).

Portanto, de forma andloga ao Lema (2.4), temos que

k+1 _

A2-A seqiiéncia {z zF} converge para zero.

Agora, usaremos o Lema (2.8) para mostrar o andlogo ao Lema (2.5)

Lema 2.9. Sejam T : R™ — P(R™) mondtono mazimal e o conjunto U = {x € R"|0 € T(x)},
nao—vazio. Entao, a sequéncia {:vk}, gerada por APPOMM, tem pontos de acumulagdo e todos

pertencem a U.

Demonstra¢io. Temos, pelo item Al, que a seqiiéncia {[|z**!

— Z||} é mondtona, decrescente
e limitada inferiormente, entao é convergente. Sejam T um ponto de acumulacao da seqiiéncia

{2*} e {2} — Z. Por hipétese, temos que

-1
AR (I—i— 1T> ().
Ak

entao

)\kj (.I'kj o l'ijrl) c T(xkj+l).

Como \i; < A, ou seja, Ag; € limitado e {xFi — zFi+1} converge para zero, pelo item A2,
temos que

Ak (zhi — kit

também converge para zero. Assim podemos aplicar o Lema (2.8) e concluir que 0 € T'(z*).
Portanto, pelos itens Al e A2 observamos que a seqiiéncia, {:z:k} é Fejér convergente, entao, pela

Proposigao (2.2), esta converge para Z. O
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Teorema 2.10. Sejam T : R™ — P(R"™) mondtono mazimal e o conjunto U = {x € R"|0 €

T(x)}, ndo—vazio. Entdo, a seqiiéncia {x*}, gerada por APPOMM, converge a um elemento

de U.

Demonstra¢io. Por Al, segue que {z*} é Fejér convergente em U e, portanto, pelo Lema (2.9)

juntamente com a Proposigao (2.2), esta converge a um elemento de U. O

2.3 Algoritmo do Ponto Proximal com Distancias de Bregman-

(APPDB)

Nesta se¢ao, apresentaremos um Algoritmo do Ponto Proximal Generalizado, isto é, substituindo
a norma FEuclidiana pela distancia de Bregman, para resolver o problema de otimizagao convexo

irrestrito. Primeiramente apresentaremos a funcao e distancia de Bregman.

2.3.1 Funcgao e Distancia de Bregman

A nogao da funcao distancia de Bregman foi introduzida em [9] e tem sido estudada no contexto

do método proximal em trabalhos subseqiientes.

Definicao 2.11. Sdo dados S um subconjunto aberto e convexo em R™ e h : S — R, onde S
€ o fecho de S, uma fung¢do convexa e diferencidvel em S. Definimos a distancia de Bregman,

Dy : S xS — R, que é induzida por h, por

Dp(z,y) := h(z) — h(y) — (Vh(y), z — y). (2.7)

Definicao 2.12. Dado S um subconjunto aberto e convexo em R", dizemos que h : S — R é
uma funcdo de Bregman com zona S, se satisfaz as sequintes condicdes

(B1) h é estritamente conveza e continua em S;

(B2) h é continuamente diferencidvel em S

(B3) Para quaisquer t € S e § € R, o conjunto de nivel parcial a direita,

Pl(.%',(S) - {y €5 Dh(xvy) < 5}7
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€ limitado;

(B4) Se a seqiiéncia {y*} C S, converge para y*, entdo

Dy(y*,4*) converge para zero

(B5) Sejam as seqiiéncias {x*} e {y*}, contidas em S e S, respectivamente. Se {x*} ¢ limitada,

limg oo 4% = y* € limp_oo Dy (2, y¥) = 0, entdo limj_ z¥ = y*.

Esta ultima condicao é chamada consisténcia de convergéncia e pode ser provada usando as

condigoes anteriores.

Lema 2.13. (A Desigualdade Triangular Restrita) Seja h uma funcao que satisfaz as
condi¢ées (B1) e (B2) da Defini¢io (2.12). Sex € S,y € S e w é uma combinacio prépria
conveza de x ey, isto €,

w=(1—-a)z+ay (2.8)
com a € (0,1), entdo

Dh(l‘a w) + Dh(way) < Dh($7y)'

Demonstragdo. Como, por hipdtese, w = (1 — a)x + ay, com « € (0, 1), entdo w € S, pois S é

convexo. Sabemos que Vh é monétono, assim
(Vh(w),w —y) = (Vh(y),w —y). (2.9)
Substituindo, w —y = (1 — a)(z — y) na desigualdade (2.9), obtemos
(Vh(w), (1 —a)(z —y)) = (VAy), (1 — a)(@ —y)(Vi(w),z —y) = (h(y),x —y).  (2.10)
Portanto, de (2.8) e (2.10), segue

Dy(z,w) + Dp(w,y) = [h(x) — h(w) = (Vh(w),z — w)] + [h(w) — h(y) = (VA(y), w — y)]
= h(z) = h(y) — (Vh(w),z —y) — (1 — a){Vh(y), z — y)]
< h(z) = h(y) = (Vh(y),z — y) = Da(z,y).
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Lema 2.14. Seja h uma fungdo convera que satisfaz os itens (B1) e (B2) da Defini¢do (2.12).

Sejam {x*} e {y*} seqiiéncias em S, convergindo para T e ¥, respectivamente, e T # ¥, entdo
lim inf Dy (zF,4*) > 0.
k—o0
Demonstracao. Defina
1
2k = i(xk +b).

Claramente {z*} é uma seqiiéncia em S convergindo a z = (1/2)(Z + 9) € S. Pela convexidade

de h e pelo Teorema (1.3)(b), segue que para todo k

A(H) 2 hy") + (V). 2 = o) = by + 3 (TR(), 2 — o).

Portanto
h(z*) + h(y* h(z* + h(y* 1 Dy (xF, y*
MED M) by < MDDy~ Loy, ot — oy = 2TV o)
2 2 2 2
Fazendo k — oo, na desigualdade (2.11), segue
h(z) + h(y) T4y Lo ko k
— < — .
2 h| =) <5 lim inf Du(a",y%)
Utilizando a convexidade estrita de h e a hipdtese que T # ¥, segue o resultado desejado O

O teorema, a seguir, substitui a propriedade (B5) da definigao (2.12). Podemos observar,

entretanto, que a referida propriedade é uma conseqiiéncia imediata do Teorema (2.15)

Teorema 2.15. Seja h uma fun¢ao convexa que satisfaz os itens (B1) e (B2) da Defini¢ao
(2.12). Sejam {z*} e {y*} seqiiéncias em S e S, respectivamente, e limy_,, Dy (2, y*) = 0. Se

uma das seqiiéncias {a:k} ou {yk} convergir, a outra convergird, também, para o mesmo limite.

Demonstragcao. Suponhamos, para efeito de contradicao, que uma das seqiiéncias converge e que
a outra nao, ou nao converge para o mesmo limite. Entao existe algum € > 0 e uma subseqiiéncia
de indices {k;} que satisfaz

2% =y > e.
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Suponhamos, primeiramente, que limy_o, y* = 7. Defina

Y L W DR ¥
Tj=vy +||:Bkj—yij(x y"i).

Assim, 7; ¢ uma combinacao prépria convexa de x¥i e yki. Utilizando o Lema (2.13), concluimos

que
Dy (2,y") < Dp (2%, yM).
Entao
Him, Dy(%j,y") = 0.
Como ||Z; — y"|| = € e y*i converge, segue que {7/} ¢ limitada e existe uma subseqiiéncia {#7}

convergindo para Z. Portanto, temos as seguintes relagoes

lim Dy, (&, y%i) = 0

1—00

que estdo em contradicio com o Lema (2.14). Admitindo que a seqiiéncia {z*} converge, obte-

mos, analogamente, uma contradi¢cao ao Lema (2.14). O

Definigao 2.16. Seja h: S — R wma funcdo de Bregman.
(i) Dizemos que h € coerciva na fronteira se satisfaz a sequinte condi¢do

(B6) Se a seqiiéncia {y*} C S ¢é tal que

lim v* =y € 85,

k—o0
entao

lim (VA(y®),z —y*) = —oc0, Va € S.

k—oo

(ii) Dizemos que h € zona coerciva se satisfaz a sequinte condi¢do

(B7) Para todo y € R™ existe um x pertencente a S, tal que

Vh(z)=y.
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Apresentaremos agora dois Lemas tteis que serdo usados na demonstracao da convergéncia

do algoritmo APPDB a ser definido.

Lema 2.17. Seja h uma fungdo de Bregman. Se h satisfaz (B6), entdo D(Oh) = S.

Demonstragdo. Ver em [2]. O

Lema 2.18. (Lema dos Trés—Pontos) Seja f uma fungio de Bregman com zona S, que
satisfaz as condi¢oes (B1) e (B2) da definicdo (2.12). Para quaisquer x,z € S ey € S, garante—
se que

Dy(z,y) = Dy(z,2) + Dy(y, 2) + (Vf(z) = Vf(2),2 —y).
Demonstragao. Segue da defini¢ao de distancia de Bregman. O

Exibiremos, agora, alguns exemplos de func¢ées de Bregman.

Exemplo 2.19. Sejam S =R" e
1
h(%) = §<$,MZL'>,

onde M € R™ "™ ¢ simétrica e positiva definida. Neste caso,

1
Dy(w,y) = 5z =y, M@ = y)) = 5o = ylisa-

Exemplo 2.20. Sejam S =R} ={z €R":2; >0,Vi=1,..,n} e

h(z) = inlogaﬁi,
i=1

estendida com continuidade a OR'}, com a condigdo que 0log0 = 0. Neste caso,

n

T
Dp(z,y) = Z(%‘ZOQJ +yi — i)

i=1 ¢

Exemplo 2.21. Sejam S =R, e

coma>1, € (0,1). Para o caso particular, no qual « =1, B = 1/2, temos que

n

Dute) =57 i)
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2.4 Descricao do Método-APPDB

O algoritmo que apresentaremos agora destina-se a resolucao do problema de otimizagao convexo

restrito,

min f(o) (2.12)

onde S C R” é aberto e convexo e f é uma funcao convexa, limitada inferiormente e continua
em S.
1.Inicializagdo: Escolha zg € S e Ag € (0, \].
2. Iteragao: Para k = 1,2,3,..., escolha o parametro de regularizacao \p € (0,5\] e encontre
k1 tal que
M= arg melgl{f(x) + A\ Dp (2, 27)}, (2.13)
P

onde h é uma funcao de Bregman com zona S.

3.Faca k = k + 1 e volte para 1.

2.4.1 Analise da Convergéncia

A demonstracao da convergéncia serd feita através dos quatro Lemas que se seguirao.

Lema 2.22. A seqiiéncia {z*} gerada por APPDB, estd bem definida e contida em S.

Demonstragdo. Seja (3 o limite inferior para f em S e
fie(@) := f(z) + \eDp(, z5).

Assim

fi(@) > B+ oD (x, ).

e segue de (B3) que o conjunto de nivel é limitado, entdo a minimizagao em (2.13) se reduz a

um conjunto compacto e o minimo é atingido. Como f}, é estritamente convexa, entdo o minimo

k+1

é Unico e © é unicamente determinado.

k+1

Resta provarmos que zF! € S. De (2.13), observamos que z**1 é o tinico z € S, tal que

M VR(zF) € O(f 4+ Aph)(@FHh). (2.14)
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Observando que

" e D(Of) N D(Oh) = DOf)N S
e portanto, pelo Lema (2.17), e S, ]

Lema 2.23. Se & € uma solugao do problema (2.12), entao
Dh(a_c,a:kH) < Dy (z, 2*) — Dh(ka, xk), Y k.

Demonstragdo. Utilizando o Lema (2.18) com z = Z, y = 2¥ e z = 2**1, obtemos que

Dy(Z,2%) — Dy (&, 28 — Dy (a1 2%) = (Vh(2?) — Vh(2"T), 2T — 7). (2.15)
Por (2.13), temos que
0 € O(f + \eDp (-, ) (2* 1), (2.16)

Temos, também, por (2.16), que
Me(Vh(zF) — Vh(zF1)) € af (a*T). (2.17)

Tome y* = \p(Vh(z*) — Vh(z*F+1)). Pela definicio do subgradiente e por (2.15), temos que

I %

Dy(#, %) = Dy(@, aY) = Dy by = (b A -2y > (1) - @) (@218)
Ak

Y

Como f(Z) < f(z**1), segue a desigualdade desejada. O

Lema 2.24. Se a seqiiéncia {azk}, gerada por APPDB ¢ limitada e possui uma subseqiiéncia

{2%i} que converge para z, entdo {x*+1} também converge para .
Demonstra¢io. Como a seqiiéncia {Dy,(Z,x*)} é monétona e

Dy (z,2"tY) < Dy(7,2%) — Dy (211, 2%), ¥ &,

entao

lim Dy (2" 2%) = 0.

k—oo
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Como Dy (7, z") é ndo-crescente, temos que Dy (Z, 2%) < Dy, (7, 2°) e portanto, {x*} ¢ limitada,

por (B3). Logo, se limy_,, 7% = &, entdo

lim 2%t = 2.

k—oo

O

Lema 2.25. Todos os pontos de acumulacdo da segiiéncia {x*}, gerada por APPDB, sio

solugdes do problema (2.12).

Demonstragdo. Sejam Z uma solucdo do problema (2.12) e & um ponto de acumulacdo da

seqiiéncia {z*}, tal que

Por (2.18), temos que

1

< (1@ ™) = 1@) < - (7@ = £@)) < Daa, o)~ Dy(a,a571) = Daah ™1, h),

0<
A

Como a seqiiéncia Dy, (Z, 2¥) é convergente e por (B5), temos que a tltima desigualdade converge
para zero e, entdao f(2) = f(z). Como S é fechado e {z*} C S, temos que & € S, logo Z é solucdo

de (2.12). 0

Apresentaremos, a seguir, o teorema para a andlise da convergéncia do Algoritmo APPDB,

observando que sua demonstracao é obtida dos resultados dos quatro Lemas anteriores.

Teorema 2.26. Se o problema (2.12) tem solugdo e h € coerciva na fronteira, com respeito a
S, entdo a seqiiéncia {x*}, gerada por APPDB, converge para uma solu¢io x* do problema

(2.12).

Demonstra¢io. Como a seqiiéncia { Dy, (%, 2%)} converge para zero, entdo {Dy,(Z,2*)} também

k

converge para zero. Assim, pela condigao (B5), obtemos que x* converge para uma solugao, z*,

do problema (2.12). O
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2.5 Distancia p—divergente

Apresentaremos nesta segao outra classe importante de ”distancias”, a g—divergente a qual

representaremos por dy (-, -), definida no R, .

Definicao 2.27. Considere ¢ : Ryy — R, convexa e duas vezes continuamente diferencidvel

satisfazendo
p(1) = ¢'(1) =0, ¢"(1) >0, lim /() = —o0.

Entao a distancia p—divergente d, : Rt . X R}, — R induzida por ¢ € definida por
do(z,y) = Y vig <1> :
1 Yj
J
As propriedades que se seguem sao um resultado da Defini¢ao (2.27)

Proposicao 2.28. Seja d, como na defini¢do (2.27), entdo sdo vdlidas as propriedades:
(a)d,(x,y) > 0 para todo x,y € R, e dy(x,y) =0, se, e 56 se, x =y.

(b) Os conjuntos de niveis de d,(-,y) e dy(x,-) sdo limitados para todoy € R’ | e todo x € R},
respectivamente.

(c) dy(z,y) € convexa em x,y, e estritamente convera em .

(d) limy_o dy(7,y*) = 0, se limy_o y* = 7.
Seguem, agora, alguns exemplos de funcoes p—divergente.

Exemplo 2.29. ¢(t) =tlogt —t+ 1. Entao

n

)= 3 (w5109 415 -2, (219)
J

j=1
dy, € chamada de divergente de Kullback—Leiber. Note que podemos estendé-la para Ry x R”} .
Observando os termos lineares aditivos em h e as constantes multiplicativas em @, h, o par

(¢1,h1) com hy(z) =377 wjlogx; € o iinico par (p,h) tal que dy = Dp,.

Exemplo 2.30. a(t) =t —logt — 1. Entdo

d‘PQ(‘T?y) = d<,01 (y,x) (2'20)
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Exemplo 2.31. p3(t) = (vt — 1)2. Entdo

s (,y) Z —VU)? (2.21)

2.5.1 Método Ponto Proximal com p—divergente—(MPPD)

O problema, agora, de nosso interesse é

521%5% f(z) (2.22)

onde f:R™ — R é uma funcao convexa.

O método MPPD para resolver o problema (2.22) gera uma seqiiéncia {z¥} C R" do seguinte
modo:
1.Inicializacado: Escolha um vetor z° € R? , e um parametro de regularizacao 2> 0.

k+1

2.Iteragao: Encontre x de maneira que

= arg min {(x) + Apd (2, 2%)} (2.23)

onde X\ € (0, .

Das condigoes de otimalidade para (2.23) temos que uy € Jf (xkﬂ) com

k / x;ﬁl
J

k+1 _, Z onde Z é a solucdo do sistema

Se f é diferenciavel, entdao x

V(@);+ Ay’ (i) = 0. (2.24)

Note que (2.24) é nao-linear possuindo n equagoes e n incégnitas xi, ..., Tn.

Percebamos que quando o problema (2.22) possui solugao, a iteracao (2.23) reduz-se a um
subconjunto compacto, pela Definigao (2.27), garantindo a existéncia de zF*1 a unicidade de
2R 1 segue da convexidade de f e da Proposicao (2.28)(c). O problema é que a seqiiéncia {zFT1}
gerada por (2.23) nao é Fejér—convergente para o conjunto solucdo do problema (2.22) com
respeito a d,,, isto é, talvez tenhamos um Z que resolva (2.22) tal que dy (T, 2%) > d(z, 2.
Por este motivo, para a andlise da convergéncia do MPPD), necessitaremos, inicialmente, da

definigao



30

Definicao 2.32. Uma seqiiéncia {y*} C R™ ., € dita quasi—Fejér convergente ao conjunto U C
R™ , com respeito a distancia p—divergente d, se para cada u € U existe uma seqiiéncia {e}} C

R%, tal que

oo
E g < 00,
k=0

e para todo k > 0 temos, também, que
k+1 k
d(p(uvy ) de(uay )+€k

Lema 2.33. Se {y*} C R% | € quasi-Fejér convergente a U C Ry, com respeito a uma distancia

p—diergente d, entdo {y*} € limitada. Se wm ponto de acumulagio § de {y*} pertence a U entdo

lim y* = 7.

k—o0

Demonstragao. Ver em [15]. O

Voltemos nossa atengdo & seqiiéncia {z*} gerada por (2.23). Ela ndo é quasi-Fejér conver-
gente ao conjunto solu¢do do problema (2.22) com respeito a d, de fato, se uma solugao z de
(2.23) pertence a IR" entdo dy(Z, z*) nao estd bem definida. Portanto, sob algumas condigdes
em ¢, {F} é quasi-Fejér convergente ao conjunto solucio de (2.22) com respeito ao divergente
de Kullback-Leiber, isto é, com respeito a dy onde ¥(t) = ¢i1(t) = tlogt —t + 1, que admite
pontos em JR’} como um primeiro argumento e para o qual o Lema (2.33) estd assegurado com
U C R%, y € R}. Mais precisamente, considere a seqiiéncia {x*} gerada por (2.23) com algum

dy, seja U o conjunto solugdo do problema (2.22), tome Z € U e defina d;, como
O = dy(Z, 281y — d(z, 2F). (2.25)

Lema 2.34. (i)Se ¢/(t) < ¢"(1)logt e existe um A tal que 0 < X\ < A, para todo k entio

(0.9]
Z O < o0.
k=0

Assim {x*} € quasi-Fejér convergente em U.
(ii) Se
¢"(1)
t

< ¢'(t) < ¢"(1)logt

entdo 6, < 0. Assim {z*} é Fejér convergente em U.
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Demonstragao. Ver [3]. O

Observamos que ¢1, 2, p3 dos exemplos (2.29),(2.30) e (2.31) satisfazem as desigualdades
da hipé6tese do Lema (2.34). Em vista da primeira afirmacao do Lema (2.33) e do Lema (2.34),
a seqiiéncia {z*} como em (2.23) é limitada quando ¢/(t) < ¢”(1)logt e 0 < A < X\ ou

quando w < @'(t) < ¢"(1)logt e pelo Lema (2.33), é suficiente para provar que os pontos
de acumulacio da seqiiéncia {2*} pertencem a U para garantir a convergéncia de {z*} a uma
solucdo do problema (2.22). Vale mencionar, também, que se a seqiiéncia {xk} converge ao

ponto Z > 0 e f é diferencidvel entao é imediato ver que & resolve o problema (2.22), porque de

(2.24)
s
Vit = —W'< . )
x

J

e limg_, o Zh ! = limy_ oo 2% = Z; > 0 entao

j J
LR
lim <p’< Jk > =¢'(1)=0

k—o0 :
— 1‘]

e portanto Vf(z); = 0 usando A\ < A para todo j, isto é, £ é o minimizador irrestrito de f.
Em geral Z é apenas um ponto de acumulacao o qual pode ter algum componente zero e f nao

é diferenciavel.

Segue agora o principal Teorema da convergéncia do MPPD

Teorema 2.35. Se um dos dois casos
(i) ¢'(t) < @' (1) logt e A < Ny, para algum X > 0,
ou

(ii) ¢'(1) <¢'(t) < ¢"(1)logt,

ocorre, entdo a seqiiéncia {x*} gerada por (2.23) converge a uma solucdo do problema (2.22).

Demonstragao. Ver [15]. O



Capitulo 3

Método de Minimizacao Proximal

com Reescala-MMPR

3.1 Meétodo Proximal com Reescala para Desigualdade Variacional-

(MPRDYV)

Seja B C R™ uma caixa n-dimensional fechada ([a1,b1] X ... X [an, by]) NR™ onde —o0 < a; <
b; < +oo para todo i = 1,2...,n. Consideraremos dois problemas, primeiramente

ggg f(x), (3.1)

onde f: R" — (—o00,400] é uma fungao convexa prépria fechada, e a desigualdade variacional
0€T(x)+ Np(z) (3.2)

onde T é o operador monétono maximal, e Np(x) denota o cone de vetores normal a B em x. E
do nosso conhecimento que, segundo o Teorema (1.13), se ri(dom f)Nri(B) # 0, temos que (3.1)
é o caso especial de (3.2) para T' = Jf, uma vez que Np(z) = 9dp(z). Na literatura existem
vérios trabalhos sobre o método do ponto proximal baseado em distancias generalizadas, como
por exemplo em [11, 12, 14, 7, 16]. Cada método utiliza uma funcao de regularizacao para obter

um melhor comportamento dos problemas (3.1) e (3.2). Nesta dissertagao vamos considerar

32
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termos de regularizacao separaveis da seguinte forma
n
D(z,y) =Y di(xi, i)
i=1

onde dy,...,d, sao fungoes escalares satisfazendo certas condigoes. Também com as fungoes
di,i = 1,..n, teremos que para x € B préximo a sua fronteira, [|[V1D(z,y)|| — oo, onde V;
denota o gradiente com respeito ao primeiro vetor argumento, ou seja D(z,y) é coerciva na
fronteira, isto faz com que a regularizagao nao sé aja como um termo estabilizador proximal

mas também como um tipo de funcao barreira mantendo as iteracoes dentro de B.

Usando estes termos de regularizagdo, o método proximal para (3.1) possui a forma

r€ER™

“ 1
2** = arg min {f(x) + E akdi(azi,a:f)} , (3.3)
i=1 1

onde o é um vetor n—dimensional estritamente positivo, ou seja, pertencente ao R’ ., no qual
seus elementos sao chamados de comprimento do passo. Perceba que no capitulo 3 todos os
termos de regularizacao eram numeros reais pertencentes a um intervalo em R. No caso da

desigualdade variacional (3.2), (3.3) generaliza buscando 2%+ satisfazendo
0 € T(zF1) + diag(a®) 1V D(z* 1, 2F). (3.4)

3.2 Analise Fundamental

Esta secao elabora a andlise fundamental necessaria para nossos resultados. Concentraremos

nossa atencao no problema variacional (3.2). Para simplificar a notagao, denotaremos para cada

1=1,...,n:
d;
d;(xhyi) = gxi(fﬂz’,yz‘),
0%d;
d;,(iﬂi,yi) = 87%2(1‘1‘7%)-

Consideremos as seguintes hipéteses sobre as fungoes d; :

Hipétese 3.1. Para cada i =1,...,n, a funcao d; : R x (a;,b;) — (—00,00] possui as sequintes

propriedades:
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(a) Para todo y; € (ai,b;), di(-,y;) € fechado e estritamente convezra, com minimo ocorrendo
em y;. Além disto, int dom d;(-,y;) = (a;, b;).

(b) d; € continuamente diferencidvel sobre (a;,b;) x (a;,b;), e para todo y; € (ai, b;), d} (yi, i)
existe e € estritamente positivo.

(c) Para todo y; € (a;,b;), di(-,y;) € essencialmente suave.

(d) Existe p,e > 0 tal que se qualquer —oo < a; < y; < x; < a;j+e oub;—e < x; < y; < by < 400

entdo p|d(zi,yi)| < d(yi, vi)|zi — vil-

Exemplo 3.2. Seja B=R" ¢

.
di(i,yi) = yip (Z>
(i, yi) i

1

onde ¢ : R — (—o00,400], tal que (1) = ¢'(1) = 0. Onde podemos ter

o o(t)=—logt+t—1, coma; =0 eb; = +oo.
e o(t) =2(vt—1)2, coma; =0 e b; = +oc.

A hipétese de convexidade estrita de d; é padrao na generalizacdo do método proximal. A
hipétese de d; ser duas vezes diferenciavel é também bastante comum, no entanto muitos resulta-
dos exigem apenas que d; seja diferenciavel. A parte (c¢) da hip6tese (3.1) faz com que a distancia
D aja como uma fungao barreira, forcando as iteragoes definida por (3.4), e conseqiientemente a
versao (3.5) adiante, a permanecer no interior de B. Finalmente a quarta parte da hipdtese (3.1)
é nova para teoria do método proximal usando distancias generalizadas. Para apresentarmos o

método necessitaremos da

Hipétese 3.3. domT Nint B # .

Apresentaremos, agora, o algoritmo:
Método Proximal com Reescala para Desigualdade Variacional- (MPRDYV)
1.Inicializagao: Faca k = 0. Escolha um escalar ¢ > 0, e uma iteracdo inicial 2" € intB.

2.Iteracao:
(a) Escolha of € R, tal que of > cmaz{l,d!(z¥, z¥)} para todo i = 1,...,n.

(b) Encontre z**1 e e#*+1 tal que

M e T2 + diag(®) 71V D (ML 2F). (3.5)
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(c) Faga k =k + 1, e repita a iteragao.
A fim de obter a convergéncia do MPRDYV, precisamos da seguinte hipétese no comprimento
do passo {af} e na seqiiéncia erro {e*}; veja a hipStese (3.4) abaixo.
Definimos

AF =¥ — diag(af )TV D(2F, ) (3.6)
onde fica claro de (3.5) que v* € T(z*) para todo k > 1.
Hipétese 3.4. Considere { (i} uma seqiiéncia de nimeros reais convergindo a zero. A seqiiéncia

erro, {e*}, as funcées regularizacdo d, ...,dn, e o comprimento do passo {aF}, i =1,...,n, devem

ser escolhidos na ordem para garantir que:

(a) lef] < s ldi(al, 2] + B

7
(b) Se T é um ponto de acumulacio da seqiiéncia {x*}, isto é, existe um conjunto infinito
K C N tal que 2 —x Z, entdo para cada i = 1,...,n um dos dois casos ocorre 'yf —i 0, ou

existe um conjunto infinito K' C K tal que xffl —Kr Ty

3.2.1 Analise da Convergéncia

Assumiremos através desta segao que as Hipéteses (3.1) e (3.3) sejam vélidas, e que as seqiiéncias

{ag}, {z*}, e {e!} geradas pelo algoritmo MPRDYV e satisfazendo a Hipdtese (3.4) existem.

Lema 3.5. Seja & € R™ tal que T seja um ponto de acumulacdo da segqiiéncia {z*}, isto é
z* =i Z, onde K € algum subconjunto infinito dos naturais.
Entao parai=1,...,n,

lim "ylk =0, sex; € (ai,bi)

k— 00

lim inf~F >0, se Z; = a; (3.7)

k—jco0

lim sup <0, sex; =b;
k— 00

Demonstragao. Para cada i, consideremos os 3 possiveis casos: Primeiro, suponha que i é tal

que Z; € (a;,b;). Para efeito de contradicdo assuma que ’yf - 0, com k € K. Entdo usando a
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hipétese (3.4)(b), existe um conjunto infinito K’ C K e um ¢ > 0 tal que para todo k € K’,
|vE| > ¢ e 2F~! — 7. Portanto
k kL ok ket Lok k1 k
Vil = |ei — ——di(zi,x )| < F’di(xiwri )|+ le;
i

k—1"" % 7
@;

E pela hipétese (3.4)(a) podemos escrever esta tltima desigualdade do seguinte modo,

2 _
\vf\fé(lk_lh%(wf,xf Y|+ Br

%

Escolhendo af = ¢ e fazendo k —x 0o, teremos:
k 2 ! (=, =
< (2) i@zl +o.

Agora como o minimo de d;(-, ;) é Z;, entdo |y¥| = 0, o que contraria o fato de |y¥| > ¢.

No préximo caso considere T; = a;, e suponha que limy_.,  in f’y{C < 0. Entao usando a
hipétese (3.4)(b), existird ¢ > 0 e um conjunto infinito £’ C K tal que para todo k € K,

%k <—Ce $f71 — o Zj, entao

1 -
¢ <l = |eb = g difat.at ™
7

7

Com as mesmas suposicoes finais do primeiro caso, temos

2

e (21, 2FT)

2 _ -
¢ < = I 2y )+ i < i, )|+ B
i

Seja € como na hipétese (3.1)(d). Se existe um conjunto infinito K” C K’ tal que z¥ 71 < zF <

a; + € para todo k € K", podemos concluir dai que:
p P

2 ko k—1 2d] (wf i)
¢ < Cd/-/<$l-€_1 .%'k_l) |d;($l,1’z )| + ﬁk < ,OCCE”([L?]C_I J:k—l) |($z - T )| + ﬁk =
7 [ (g} 7 i s Ly

2k k—1
= —|(zf =27 )+ B — 0
pc
desde que mf_l —xr T;, € B, — 0; mas esta conclusao contradiz ¢ > 0. Portanto a:f < x,’f_l para

k € K’ suficientemente grande.
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Como d; (-, xf) atinge o minimo em :cf_l, tendo xf < xf‘l implica que d;(xf, xf) < 0. Deste
modo
1 1
k k 1k k=1 (ko k=1 k
Vi =€ — Tk_ldi(xi N 1 \d;i(z, 2 )| = lef| > =Bk > —¢

3 K3

para k € K’ suficientemente grande, o que é uma contradigio com o fato de v¥ < —¢ < 0,k € K.
Finalmente, o caso de ; = b; é analogo ao caso ; = a;. ]

k

Lema 3.6. Seja & um ponto de acumulacio da seqiiéncia {z*}, isto é ¥ — T para algum

conjunto infinito KK C N. Entdo, {v*}x € limitada.

Demonstragao. Pela hipétese (3.3), existe algum & € dom T Nint B. Seja ¥ € T(Z). A monoto-

cidade de T implica que, para todo k > 0,

0= (2" =395 =3) = 3 (@ - &) (% —7) (3.8)

Mostraremos que se fosse a seqiiéncia {y*}x ilimitada, entdo a desigualdade (3.8) ndo seria

verdadeira para um k suficientemente grande.

Se {y*}x ¢é ilimitada, entdo existird algum conjunto K’ C K tal que {7y¥}x sera divergente,
ou seja, pelo menos um {’yf b serd ilimitado .O Lema (3.5) implica que para cada coordenada

ilimitada ¢, um dos dois casos OCorrera:
k —
{’Vi} K TO0 € Ty = ay

ou

{7} = —c e T =b;
Portanto, para cada coordenada ilimitada de {%k }, temos:
(@f = &) (7 = 3i) = (a0 — i) (+00) = —o0

ou

(F — &) (VF — 3) =i (b — Fi)(—00) = —0
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Por outro lado, para coordenadas tal que {7}, é limitada, (2% —%;)(7¥—7;) é também limitada.
Desta forma, para k suficientemente grande k € K’ C K, (¥ — #,v¥ —7) deve ser negativo, o

que contraria (3.8). O

Apresentaremos, agora, o principal teorema da convergéncia do MPRDYV.

Teorema 3.7. Se {zF}, é uma seqiiéncia gerada pelo algoritmo MPRDYV com as hipdteses
(3.1), (3.3) e (3.4) wvdlidas, entdo todo ponto de acumulacio de {x*} é solucdo para o problema

(3.2).

Demonstra¢do. Seja & um ponto de acumulacdo da seqiiéncia {z*}, isto é z*

— T, para algum
conjunto infinito KL C N. Pelo Lema (3.6), sabemos que seqiiéncia correspondente {v*} € T'(z¥)
é limitada. Entdo devers existir algum conjunto K’ C K com % —xs 7 € R™. Pelo Lema (2.8),

segue-se que 4 € T'(z). Das conseqiiéncias do Lema (3.5) temos que
7 =0 se z; € (a;,b;),
v =0 se z; = a;,
v <0 se z; = b;,

e estas condigdes sao equivalentes a 0 € T'(z) + Np(Z). O

Vejamos, agora, que a condi¢ao de d;(-,y;), ser duas vezes diferencidvel, pode ser descon-
siderada pelo custo de uma complexidade adicional na descricao do método. Especificamente,
considere a substituicdo da hipdtese (3.1)(d) com a condicao de que existe §,e > 0 e funcoes
L; : (a;,b;)) — (0,+00) tal que, se um dos dois fatos ocorre —oo < a; < y; < x; < a; + € ou

by —e <z <y; < b <—+o00, entao
|di (i, yi)| < Liys)|xi — vl

Se o comprimento do passo é agora selecionado, entao para algum escalar ¢ > 0, temos para
todoi =1,..,n ek <0 que af > cL;(2F), entdo as conclusdes do Teorema (3.7) continuam
asseguradas. A presente aproximacao é equivalente a tomar L;(y;) = (1/p)d” (y;, yi), uma natural

escolha visto que d”(y;,y;) mede a taxa de mudanga de d'(-,y;) em torno de y;.
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3.3 Método de Minimizacao Proximal com Reescala-MMPR

Esta segao aplica a andlise do método MPRDYV para a minimizagao do problema (3.1). Deixare-
mos a hipétese (3.1) como uma hipdtese de apoio, faremos também a hipdtese de regularizagao
padrao, em vista das propriedades da fungao barreira D, que é requerido para alguma aplicagao

de (3.3).

Hipoétese 3.8. dom f Nint B # 0.

3.4 Descricao do Método-MMPR

1. Inicializagao: Escolha ¢ > 0 e o € [0,1]. Escolha seqiiéncias escalares nao negativas sj e zj
com X7 s, < ooe z — 0. Sejak=0e 20 € int B.

2. Iteracao:

(a) Escolha of € R, tal que of > cmax{l,d!(zF,2¥)} parai=1,2,...,n.

(b) Procure z*+1 eF+! € R™ tal que

M e af(zF ) + diag(a®) TV D (2Rt 2R (3.9)
k+1 o k+1 .k ; Sk+1 :
e ] < a*f‘d;(f’«"ﬁ ;7)) + min {Hx;m_mkuazkﬂ}, 1=1,2,..,n, (3.10)
Com a convencio de que min{sy1/||z*1 — 2¥||, zx11} é 241 sempre que zF+! = 2F,

(c) Seja k =k + 1, e repita a iteragao.
Note que, se uma das escolhas para s = 0, ou z; = 0 para todo k, entao (3.10) reduz-se ao

critério construtivo

o
] < Tldi(attat))

)

k+1

uma vez que min{spy1/||x* — 2|, zx41} = 0.

3.5 Analise da Convergéncia

Iniciaremos mostrando que a iteragao passo esta bem definida se f é limitada inferiormente em

B.
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Lema 3.9. Se f ¢ limitada inferiormente em B, entdo o algoritmo MMPR estd bem definido
com et = 0. Desta maneira, a solugio para (3.9) e (3.10) existe se f ¢ limitada inferiormente

em B.

Demonstracao. Considere [ o limite inferior de f em B. Dado { € R, considere o conjunto de

nivel

{xEB f(z Z (i, x <C} {a:eB Z (i, x <C—l}

Este tltimo conjunto é um conjunto de nivel de E?Zl(l/af)di(-,xk) em B, o qual serd limi-
tado, visto que pela hipétese (3.1)(a) esta funcdo atinge seu minimo no tnico ponto x*, logo
o primeiro conjunto de nivel serd limitado para todo ¢ € R, pelo Teorema (1.15). Portanto,
f()+ 32, (1/ak)d;(-, 2*) atinge um minimo em B. A unicidade do minimo segue da convexi-

dade estrita de D(-,z"). O

Para aplicar a andlise da convergéncia da seqiiéncia {xk} do MMPR, ¢ suficiente mostrar
que a hipdtese (3.4) estd assegurada, ou seja, que existe a seqiiéncia {x} e que a seqiiéncia erro

satisfaca (3.10), para isto faremos:

Lema 3.10. Definindo

Ok = min Sik, 2k
[lak — 2+
para todo k > 1, a hipdtese (3.4) (a) estd assequrada para o MMPR.

Demonstracao. Como s e 2 sao nao negativas segue-se que O é também nao negativa. Visto

que z; — 0, temos também que B — 0. Além disso,como o € [0, 1],

g —
ehl < —rldifat o) + B,

i

para todo k, entao a hipétese (3.4)(a) é valida. O

Como em (3.6), definimos para todo k >0ei=1,...,n,

k k k—1
Vi =6 T o d/( L; )7
@

e seja v¥ € R” um vetor com coordenadas ’yf.
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Lema 3.11. 7 € f(a*) e yF (251 — 2F) > —s;, para todo k>0 ei=1,..,n.

Demonstrag¢do. A afirmacio que v* € 9f (") segue da defini¢do de 4. Para a secunda afirmacao,

temos, usando a convexidade de d;(-, ZL‘fil),

1
k(. k— k k k k k—1 k
’Yi (.flfl 1 _,fL'Z) = (62- — ak—ld;($i’$i )> (:L"L —.fL',L)
7

Podemos escrever

1 1

k k K k-1 k k k—1y/ k—1 k k| k—1 k

<ei—ak_1d§(37iv%)> (x77 —ai) = — i, W™ —ag) = lefl|zi ™ —j
i

Como d}(z¥, z¥ 1) (x

oo

~1 —2%) <0, obtemos:

1

k( k— k k  k— k k—1 k

i (2 ! — ) = (ak—l‘d;<xiaxi 1)’ — le; ) |lzi ™ — 7.
i

Usando (3.10), segue-se entao que:

1—0 s
ko k-1 k E o k—1 - k k—1 k
vi(zy ™ =) > ( oF |d} (7, )\—mm{ka_xk_lu,zk}> lz;™ —

2

Desprezando a primeira parcela dentro do parénteses, temos:

kg, k—1 k . Sk k-1 k
Vi (ZEZ - $z) > —min k 11 ?k |ZEZ -
[ — 2k
Agora considerando a norma, obtemos, finalmente:

k(o k— k , Sk . k
i (2 P—af) > _mm{”xlc_ﬂl”7zk} |; b —zf|] = —sp

Agora é possivel determinar que a hipétese (3.4)(b) também é valida para o MMPR:
Lema 3.12. Se f ¢ limitada inferiormente em B, entio {f(z*)} € convergente e
|vE| \xf_l —zf =0, Vi=1,..,n.

Deste modo a hipdtese (3.4)(b) é vdlida para o MMPR.
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Demonstragdo. Usando o Lema (3.11),
F@) = f(@®) + (5, 2 = 2h) = f@®) - nsy.

Agora, lembrando que {s;} é somével, do Lema (1.17) temos que {f(z*)} é uma seqiiéncia

convergente. Para todo ¢ = 1, ..., n, temos também que
@) 2 F@) + (2 = 2R 3 @) - (0 - Dy EEE - ab).
E usando o Lema (3.11) novamente, segue-se que
F@h) = f@®) + (n = s 2 AF (@ —af) > st
Passando o limite com k — oo, concluimos que ¥ (xf_l —zF) — 0. O

Desta maneira, o teorema (3.7) implica na otimalidade de todos os pontos de acumulagao

da seqiiéncia {z*}. Reforcamos esta idéia no seguinte

Teorema 3.13. Suponha que as hipdteses (3.1) e (3.8) sejam wvdlidas e que f seja limitada
inferiormente em B. Se {x*} possui um ponto de acumulacdo, entdo {f(z*)} converge ao infimo
de f em B e todo ponto de acumulagdo de {xk} serd um minimo de f em B. Uma condi¢do que
garante a existéncia do ponto de acumulagdo de {x*} € o fato do conjunto solucio ser limitado,

ou qualquer outro conjunto de nivel de f.

Demonstragdo. Como acabamos de ver, Lema (3.12) implica que a hipdtese (3.4)(b) é vélida,
e entdao a hipdtese (3.4) também é vélida em sua totalidade. A condigao (3.1) assegurada
por hipétese, e, tomando T' = Jf, a hip6tese (3.8) implica a hipdtese (3.3). Desta forma, as
conclusées do Teorema (3.7) se aplicam. Seja Z um ponto de acumulacio da seqiiéncia {2}, isto
é, ¥ —x T, para algum conjunto infinito X C N. O Teorema (3.7) afirma que 0 € 9f(Z)+Np(Z);
pela hipé6tese (3.8), & é um minimizador de f em B. No entanto, visto que o Lema (3.6) estabelece

que {7*}x é limitada, e visto que {f(z*)} é convergente pelo Lema (3.12),

zeB k—o0

min f(z) = (%) > f(a") + Y A (@ —af) —x lim f(*) > f(2).
=1

Portanto, limy_.o, f(2F) = f(Z).
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Finalmente, do fato de qualquer conjunto de nivel de uma funcdo convexa fechada prépria
ser limitado implica na limitagdo de todos os conjuntos de niveis, Teorema (1.15) e o Lema
(3.12) estabelece que {f(z*)} é convergente, conseqiientemente limitada. Entao, {z*} é também

limitada e portanto possui ponto de acumulagao. O



Capitulo 4

Método Ponto Proximal Interior de
Bregman para Desigualdade

Variacional

Voltemos nossa atengao para a caixa do problema (3.2) da desigualdade variacional, onde T :
R™ = R™ é um operador monétono maximal. Neste capitulo usaremos a distancia de Bregman,

como definido em (2.11). Estenderemos a hipdtese (3.3) como segue

Hipétese 4.1. T' é mondtono mazimal, o conjunto solugao do problema (3.2) é ndo vazia, e

existe algum T € domT Nint B.

Nossa meta é mostrar a convergéncia de uma versao aproximada da iterada (3.4); sem

hipéteses adicionais sobre 7.

Hipétese 4.2. Para i = 1,2,3,...,n, as fungoes h; : R — (—o00, 00| possui as seguintes pro-
priedades:

(a) h; € fechada, intdomh = (a;,b;), e h; € duas vezes continuamente diferencidvel, com se-
gunda derivada estritamente positiva em (a;, b;).

(b) h; € essencialmente suave.

(¢) Eziste um p >0 e € > 0 tal que se ocorre —o0o < a; < y; < x; < a;+€ oub, —e < x; <y; <

44
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b; < 400, entdo p|hj(x;) — hi(yi)| < b (yi)|lxi — yi|. Além disso h; é continua em [a;, b)) NR. E
mais, definimos h(x) =Y " hi(z;) e Dyp(z,y) = > iy hi(@i) — hi(ys) + R (ya) (zi — yi) -

(d) Para todo x € B e a € R, o conjunto de nivel {y € int B | Dy(z,y) < a} € limitado.

(e) Se {x*} C B converge para x € R™, entdo limy_.o, Dp(z,2%) = 0.

(1) Im(i) = R.

Exemplo 4.3. Considere d;(x;,y;) = hi(x;) — hi(yi) — hi(yi)(x; — yi) onde h; pode ser:

o hi(x) = %x2, com a; = —00, e b; = 400;
o hi(x) =xlogx, com a; =0, e b; = +00;

o hi(z) =xlog(e® — 1), com a; =0, e b; = 400;

Note que para os a; s e b} s finitos, a correspondente h; é agora requerida a tomar um valor
finito. Podemos agora estabelecer o algoritmo:
Algoritmo Ponto Proximal Interior da Caixa— (APPIC)
1.Inicializagao: Seja k = 0, e fixe algum escalar ¢ > 0. Tome 2° € int B.
2.Iteragao: Escolha of > cmax{l, ] (z}),...,h!(z5)}. Encontre vetores ¥+, e+l € R™ tal
que
e Tkt + Ofkvlph(x’fﬂ, a®) = T(a*h) + O}k (Vh(xk“) — Vh(a:k)> (4.1)

3. Seja k =k + 1 e repita a iteracao.

4.1 Analise da Convergéncia

Primeiro citaremos um resultado mostrando que a iteragao do passo APPIC é bem definida:

Lema 4.4. Sob a hipdtese (4.2), hd um tinico ponto z*T1 que resolve a itera¢io passo (4.1) do

APPIC com e+l = 0.

Demonstragdao. Ver [12], Teorema 4(i). O



46

Para garantir a convergéncia do APPIC, assumiremos alguns comportamentos para {e*}.
Embora nao como um critério geral usado no MMPR, estas condigoes sao melhores situadas
para nossas analises, visto que elas permitirao usar propriedades associadas com monotonicidade

Fejér.
Hipétese 4.5. A seqiiéncia erro {e*} satisfaz as sequintes propriedades:

(o]
Z ||| < +oo;
k=0

oo
Z Oék<€k+1, wk-ﬁ-l)
k=0

existe e € finito.

Perceba que a Hipétese (4.5) implica que |e¥|| — 0, com k& — oo, e desta forma a hipdtese

(3.4)(a) estd assegurada, pois tomando B, = {||le!||, [l€?|l, |l€?]], -, [[€¥]], ...}, teremos que |e¥| <

1 /(o kL k—1 . . Lt s
T |di (x5, 27" ")| + Bk. Apresentaremos agora dois lemas necessarios:
K3

Lema 4.6. Seja z € (T + Ng)~1(0). Entdo, para todo k > 0,

Dp(z, 2" < Dy (2, 2%) — Dy (2, %) + ag(F L 2 — 2y, (4.2)

Demonstragao. Andlogo ao Lema (2.23). O

Lema 4.7. Se a hipdtese (4.5) estd assequrada, entio a seqiiéncia {x*} € limitada e Dy, ("1, %) —

0.

Demonstragio. Como > re o ag e | e S50, ar(eFtt 281y convergem, entdo (eF 1, 25 1) — 0

e ||eF*1| — 0, logo {2*} é limitada. Seja, agora, z € (T + Ng)~1(0), entdo

o0 [e.e]
E(z) = Zak<ek+1’xk+1 )= Z (ak<ek+17xk+1> _ ak<6k+172>>
k=0 k=0

existe e é finito. Mas,

o

o0
k k
Dol <Y a1zl

k=0 k=0
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e a hipétese (4.5) implicam que o lado direito desta inequagao é finito. Deste modo, > ;7 ap(eftl 2)
existe e é finito. Usando a hipdtese (4.5) mais uma vez, concluimos que E(z) existe e é

k+1

finito. Desta forma fazendo k — oo em (4.2), temos que, como ag(ef ™! 2+l — 2) — 0,

Dy (xF*1 2k) — 0. O

Teorema 4.8. Seja h; satisfazendo a hipdtese (4.2). Dada duas seqiiéncias {x*} C B e {y*} C
int B, se uma das seqiiéncias € convergente, com limy_, o Dy, (xk, y*) = 0, entdo a outra seqiiéncia

também converge ao mesmo limite.

Demonstragao. Veja o Teorema (2.15). O

Este teorema implica que h(z) = Y " | hi(x;) é uma fungéo de Bregman no sentido classico.

Usando o Teorema (4.8) e o Lema (4.7), obtemos:

Corolario 4.9. Sob as hipéteses (4.1), (4.2) e (4.5), a seqiiéncia {z*} possui pelo menos um

k

ponto de acumulagdo. No entanto, se para algum conjunto infinito I C N, tivermos x" — T,

entdo x*~1 — T. Portanto a hipdtese (3.4)(b) ¢ vdlida.

Antes de apresentar o principal teorema da convergéncia do APPIC, apresentaremos um

lema técnico final que nos ajudara a provar a unicidade do ponto de acumulacao de {z*}.

Lema 4.10. Sob a hipdtese (4.5), para todo z € (T + Ng)~1(0), Dy(z,2*) converge a um valor

em [0, 4+00) o qual denotaremos por d(z).

Demonstracdo. Considere algum z € (T'+ Np)~1(0). Entao o Lema (4.6) implica que a desigual-
dade (4.2) estd assegurada. Usando a hipétese (4.5) e Dy (z*+1,2%) > 0, para todo k, entdo as
hipéteses do Lema (1.17) sio satisfeitas com ay = Dp,(z, 2%) e v = ag (1, ¥+ —2). Portanto,

{Dy(z,2%)} converge, necessariamente a um valor ndo negativo. O

Teorema 4.11. Sob as hipdtese (4.1), (4.2) e (4.5), a seqiiéncia {x*} converge a uma solugdo

de 0 € T(x) + Np(x).

k

Demonstragao. Deixe T ser um ponto de acumulacao de {xk}, isto é, ¥ — T, para algum

conjunto infinito I C N. Tal ponto existe pelo Lema (4.7). Do Teorema (3.7), 0 € T'(z)+ Np(z).
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Provaremos agora a unicidade do ponto de acumulacao: da hipétese (4.2)(b), sabemos que
Dy (Z,2%) —x 0. Entdo, d(), como definido no Lema (4.10), é zero. Suponha que {z*} possui
outro ponto de acumulacio z’, ou seja, 2¥ —x &’ para algum conjunto infinito K’ C N. Temos

entdo que Dy, (T, 2%) —xs d(Z) = 0, e segue-se do Teorema (4.8) que 2’ = Z. O

4.2 Conclusao

Os métodos MPRDV, MMPR e APPIC utilizam um vetor af € R, onde cada coordenada
é atualizada em cada iteragao, observando a curvatura da fungao d; ou da funcao h;, (derivada
segunda). Deste modo, nas provas de convergéncia, temos menos hipéteses sobre o operador T,

como, por exemplo, Paramonotonicidade e Pseudo-monotnicidade [26].

Outra possivel aplicagdo de nossa analise fundamental é tentar generalizar a idéia de adi-
cionar a norma Fuclideana a uma distancia generalizada para obter monotonicidade Fejér para

solucionar o problema (3.2), como proposto em [4, 5] para um caso especial de p—divergente.



Referéncias Bibliograficas

1]

Izmailov, Alexey, Solodov, Mikhail, Otimizagao volume 1.Condigoes de Otimali-
dade,Elementos de Analise Convexa e de Dualidade, Instituto de Matematica Pura

e Aplicada, Rio de Janeiro (2005).

Tusem, Alfredo N. On some properties of generalized proximal point methods for
quadratic and linear programming. Journal of Optimization Theory and Applica-

tions 85, 593-612 (1995)

Tusem, Alfredo. Steepset descent methods with generalized distances for con-

strained optimization.

A. Auslender, M. Teboulle, and S. Ben-Tiba. Interior proximal and multiplier
methods based on second order homogeneous kernels. Mathematics of Operations

Research, 24:645-668, (1999).

A. Auslender, M. Teboulle, and S. Ben-Tiba. A logarithmic-quadratic proximal
method for variational inequalities. Computational Optimization and Applications

12:31-40, 1999.

Minty, B. Monotone nonlinear operators in Hilbert space. Duke Mathematical

Journal 29, 341-346 (1978).

A. Ben-Tal and M. Zibulevsky. Penalty/ barrier multiplier methods for convex
programming problems. SIAM Jornal of Optimization, 7:347-366, (1997).

D. Bertsekas. Constrained Optimization and Lagrange Multiplier Methods.
Athena Scientific, (1996).

49



50

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

L.M.Bregman. The relaxation method of finding the common point of convex sets
and its application to the solution of problems in convex programming. USSR

Computational Mathematics and Mathematical Physics, 7:200-217 (1967).

G.Chen and M.Tebboulle. A convergence analysis of proximal-like minimization
algorithms using Bregman functions.Mathematics of Operations Research,18:202—

226,(1993).

J.Eckstein, Approximate iterations in Bregman-functions-based proximal algo-

rithms,Mathematical Programming, 83:113-124, (1998).

J. Eckstein. Nonlinear proximal point algorithms using Bregman functions, with
aplications to convex programming. Mathematics of Operations Research, 18:202—

226, (1993).

J.B. Hiriart-Urruty and C. Lemaréchal, Convex analysis and minimization algo-

rithms I and II, Springer-Verlag (1993).

C. Humes e P.Silva. Strict convex regularizations, proximal point and augmented

Lagrangians. RAIRO Operations Research, 34:283-303, (2000).

A. N. Iusem, Proximal point methods in optimization, 20° Coléquio Brasileiro de

Matematica, IMPA, (1995).

A.N. TIusem, B.F. Svaiter and M. Teboulle. Entropy-like proximal methods in con-
vex progamming. Mathematics of Operations Research, 19:790-814, (1994).

E. L. Lima, Curso de analise, Volume 2, Instituto de Matemaética Pura e Aplicada,

Rio de Janeiro, 1981.

G. J. Minty, Monotone (nonlinear) operators in Hilbert space, Duke Math. J., 29
(1962), 341-346.

J. J. Moreau, Proximité et dualité dans un espace Hilbertien, Bull. Soc. Math.,

France, 93 (1965), 273-299.

J. M. Ortega, W.C. Rheinboldt. Iterative solution of nonlinear equations in several

variables, Academic Press, Inc, New York (1970).



51

[21]

José, Paulo da Silva e Silva, Eckstein, Jonathan, Humes, Carlos Jr, Rescaling and
Stepsize Selection in Proximal Methods using Separable Generalized Distances,

Rutcor Research Report (1999), 35-99.

B. Polyak. Introduction to Optimization. Optimization Software Inc., New York,

(1987).
R. T. Rockafellar, Convex analysis, Princeton University Press, Princeton, 1970.

R. T. Rockafellar. Monotone operators and the proximal point algoritm. SIAM J.
cont. optim. 14 (1976), 877-898.

R. T. Rockafellar. Extesion of Fenchel’s duality theorem for convex functions.

Duke Math. J., 33:81-89, (1996).

R. T. Rockafellar and R. J. B. Wets. Variational Analysis Springer-Verlag, Berlin,
(1998).

Rockafellar, R. Tyrrell. Monotone Operators and the Proximal Point Algorithm.
SIAM J. Control and Optimization 14, 877-898 (1976).

M. V. Solodv and B. F. Svaiter. An inexact hybrid generalized proximal point
algorithm and some new results on the theory of Bregman functions. Mathematics

of Operations Research, 25:214-230, (2000).

Fonseca, Wilton Rodrigues. Uma abordagem sobre o Algoritmo do Ponto Proxi-

mal. Dissertagao- Universidade Federal de Goias, IME-2003.



