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"Nao existem métodos faceis para resolver problemas dificeis."

René Descartes,



Resumo

Cunha, Lucas G. F.. Desigualdade de Diaz-Saa e aplicacoes . Goiania, 2017.
94p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-
dade Federal de Goiés.

Neste trabalho apresentaremos e demonstraremos a desigualdade de Diaz & Saa assim
como as ferramentas utilizadas em sua demonstragdo e aplicaremos os resultados obtidos
em problemas elipticos semilineares com dominios limitados e ndo limitados. Exibiremos
condig¢des necessdarias e suficientes para mostrarmos a existéncia e a unicidade de solugdo
para um problema do tipo —A,u = f(x,u) em um dominio limitado, obteremos também a
regularidade da solucdo para esse problema. Em seguida mostraremos resultados relativos

ao primeiro autovalor de um sistema do tipo (p,q) — Laplaciano em RY .

Palavras—chave

Autovalor, convexidade, minimizacao, regularidade.



Abstract

Cunha, Lucas G. F.. Diaz & Saa’s Inequality and applications. Goidnia, 2017.
94p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goids.

In this work we will present and demonstrate the Diaz & Sad’s Inequality thus like the
tools used in their demonstration and we will apply the results obtained in semilinear
elliptic problems with limited and not limited domains. We will present necessary and
sufficient conditions to show the existence and uniqueness of solution for the following
—Apu = f(x,u) problem type in a limited domain. Moreover, we will also obtain regula-
rity of solution to this problem. Next we will show results relative to the first eigenvalue

of a (p,q) — Laplacian system type in RV,

Keywords

Eigenvalue, convexity, minimization, regularity.
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CAPITULO 1

Introducao

Como motivagao para este trabalho, estudamos inicialmente o artigo de Brezis e
Oswald de 1986 no qual os autores apresentam resultados sobre a existéncia e unicidade
de solucdo para um problema com operador do tipo Laplaciano, sendo esse um caso
particular do que apresentaremos nesta dissertacdo. Posteriormente, estudamos o artigo
de Diaz-Saa de 1987, que € a principal referéncia desta dissertacdo, onde os autores
apresentaram a Desigualdade que deu nome a este trabalho. Por tltimo, vimos o trabalho
de Chaib de 2002, no qual o autor apresenta um tipode de Desigualdade de Diaz-Sad para
fungdes com dominio em todo RY.

Este trabalho tem como objetivo, demonstrar e aplicar a Desigualdade de Diaz-
Saa. Esse resultado serd apresentado em duas versdes: a primeira, em dominios limitados
de RV, que serd apresentada no Capitulo 2, a segunda, em todo RY, sera apresentada no
Capitulo 3.

No caso em que Q é um dominio limitado de R, tratado por Dfaz & Sad em [9],
a desigualdade supracitada € obtida devido a monotonicidade da derivada de Fréchet do

funcional convexo J, definido por,

1 '
—/\V(wtl’)\pdx,w e D,

+oo,w € LY(Q)/D,
onde,
D= {ueL'(Q)u>0,ur € WP(Q)}.

Nesse caso, usaremos o resultado para obtermos condi¢des necessdrias e suficientes para
a existéncia de solugdo para um problema envolvendo o operador p — Laplaciano. Ja
no caso em que Q = RV, a Desigualdade de Diaz-Sad é consequéncia da Identidade de
Picone e € obtida no trabalho de Chaib [8]. Nesse caso, aplicaremos a Desigualdade para
mostrarmos que o primeiro autovalor de um sistema do tipo (p, q) — Laplaciano é isolado,

simples e além disso é o tnico autovalor associado a um par de autofun¢des que ndo



mudam de sinal.

No Capitulo 2 demostraremos em detalhes a desigualdade de Diaz-Sad sobre um
dominio limitado de RY com bordo regular, no sentido em que satisfaz a condicio da
esfera interior definida em [11], e usaremos esse resultado para garantirmos, sob certas

condic¢des, a unicidade de solucdo para o seguinte problema,

u>0,u#Z 0OemQ, (1-1)
u = 0 sobre 0Q.

Mostraremos também, via minimizacdo do funcional energia associado ao problema
(1-1), a existéncia de solugdo, seguindo os mesmos passos que Hain Brezis e Luc Oswald
fizeram em [7], no caso em que p = 2. No entanto, para o caso em que p > 1 é qualquer,
como feito por Diaz e Sad em [9].

Uma versao particular da desigualdade de Diaz-Sad estd presente nas entrelinhas
da demostrac@o da unicidade de solucao para o problema andlogo ao anterior com p =2
feita em [7]. A demostracao da unicidade que encontra-se em [7] € andloga a que faremos
neste trabalho, no entanto, sem auxilio dos resultados atribuidos a Lieberman, que foram
publicados em seus trabalhos [13] e [12], nos anos de 1988 e 1991, respectivamente.

Pode-se notar que nos trabalhos anteriores ao [7] o esfor¢o realizado para
demonstrar a unicidade de solu¢do para o problema (1-1), com p = 2, era muito maior e
as demonstracdes eram baseadas no principio do maximo e no argumento de comparacao.
A simplicidade na prova apresentada por Brezis e Oswald é atribuida exatamente ao
fato de usarem uma versdo da desigualdade de Diaz-Sad para p = 2. Pode ser visto
também, que nesses trabalhos, a existéncia de solugdo era verificada por métodos de sub
e super-solugdo, nesta dissertagdo. Além disso, nos trabalhos anteriores a [7], ndo havia a
verificacdo de que as condi¢des dadas eram necessdrias e suficientes para a existéncia de
solucdo, neste trabalho o leitor poderd notar que fizemos tal verificagdo.

No Capitulo 3 apresentaremos uma versao da desigualdade de Diaz-Sad para
todo RY, com auxilio da desigualdade de Picone obteremos a demonstragiio para esse
Teorema e como aplicacdo desse resultado obteremos teoremas que nos dizem, sob
hipoteses adequadas, algumas propriedades acerca do autovalor principal associado ao

seguinte sistema de equagdes,

—Apu = Ab(x)|u|*v|Py x € RV,

—Agv = Ao (x)|u|*v[Pu x € RY, (1-2)
lim u(x)= lim v(x)=0,
|X|*>+°° |x|~>+oo

onde b satisfaz condi¢des adequadas que apresentaremos no Capitulo 3. Esse resultado
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foi apresentado por Karim Chaib em [8].



CAPITULO 2

Desigualdade de Diaz & Saa em dominios

limitados

Neste capitulo demonstraremos a desigualdade de Dias-Saa sobre um dominio
limitado e apresentaremos, como aplicacdo desse resultado, condi¢des necessdrias e
suficientes para a existéncia e unicidade de solu¢@o ndo negativa para a equagdo —A,u =
f(x,u). Os espagos que apresentaremos no decorrer de todo o trabalho estardo definidos

nos trés apéndices A, B e C.

2.1 Desigualdade de Diaz & Saa

O resultado que intitula essa secdo foi apresentado em [9] por Diaz e Saa, no
entanto ja havia sido utilizado em seu caso particular, para p = 2, por Brezis e Oswald
em [7]. Tendo em vista os resultados que serdo apresentados no decorrer dessa secao
construiremos o funcional J como segue abaixo.

Sejam Q@ C RY, um conjunto aberto e limitado, D = {u € L' (Q);u > O,M% €
W, 7(Q)} e J: L'(Q) — R o funcional definido por,

1 1
—/\V(w;’)\pdx,we D,
J(W) — pQ

+oo,w € LI(Q)/D.

2-1)

Definimos o funcional acima com o intuito de usd-lo na demonstracdo do

préoximo Teorema. Para essa finalidade devemos averiguar a convexidade de J.

Lema 2.1 O funcional J é convexo e J Z +oo.

Demonstragdo. Fixado xp elemento de Q, sejam & = d(x¢;0Q), r = =, B(xp,r) = {x €

N O

Q: |x —xo| < r}, onde d denota a fungio distincia d : RY x RN — [0, 00

~—
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Para i > 0 fixado, definamos,

(r—|x—xo|)h
M()C) _ - ) XGB(X(),I")7 (2_2)
O,X QB(X(),F)-

Primeiramente mostraremos que J # +oo. Para isso, verificaremos que u € 9. Notemos
que u € L' (Q), de fato,

r

/|u(x)|dx: / r=R=2oDk ) hBlor)| < oo
Q B

(x07r)

1 . 1 PR
Como /|u|dx = /|uﬂ |Pdx, concluimos que u? € LP, além disso,
Q Q

(r— |x—x0|)h] e (xo—x) h

r

1 1 1 [
1 —ur Vu = —
V(ur)=4 p p

0 ,x ¢& B(xo,r).

x—x0 7 X € B(xq,r),

Notando que o maior valor que a funcdo u assume € A, segue que,

1 1 W2r 1 W2r
/|V(uﬂ(x))]pdx§ / =~ B, )| < o,
prr prr
Q B(xq,r)
Portando,
1
ur € Wol’p(Q),u €D,
assim,
ueD,
além disso,
1 1 1 h*P
I = o [V Pdr < (B < e
Q

Para mostrarmos a convexidade de J, considere wi,w, em D, tais que,
1 1
wi Z0; zi=wir, i€ {1,2}, 3= (twi+ (1 —t)wp)r, t € (0,1). (2-3)

Em notacao de produto interno,

p—1

-1 _ p—l 1 1 _ _
(T2 0=07 LN, (7 |\Val,(1=0)7|Val)) = 0|V |+ (1 =)' |Vaa.
(2-4)
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Pela desigualdade de Holder para somas (cf. Proposi¢ao B.8)

1

(7 ™ (=0T . 0012 (- V) -
ST T+ (1=0T )T (00 1Val+ (1 =0 |Vaal))s
= (2 +(1-0B)F (Var P+ (1 -0V,

assim, por (2-4), e notando também que,
1
=+ (1-1)d)r, 1€(0,1),
temos,

p—1 1
2 Vo |+ (1=1)2 ' |Va| < (th+(1—t)Z§)p" (t|Vz1|P 4 (1 —1)|Vzo|P)»
_ 1
= ' (t|ValP + (1 -1)|Val?)?, (2-5)

com 1SS0,
Vzz = zé_p(tzl Va+(1—1)zy 'V2),
colocando Vzz em mdédulo e multiplicando por z’; _1, obtemos,
p—1 _q,.p—1 p—1
Vol =) Vo + (102 Voo | <t Vo |+ (1 -0 [Vz|. (2-6)

A parcela que aparece do lado direito da Desigualdade 2-6 € exatamente a que aparece do

lado esquerdo de (2-5), assim,
p—1 p—1 p P\»
3 |Vaa| <z3  (|Vall +(1—-1)|Vaal?)r,
ou seja,
1
V3| < (t[Vz|P + (1 =1)[Vzo|P) 7.
Ou, em outras palavras,
1 1
V(2] + (1 =1)2) 7| < (t[Va|P + (1 —1)[Vzo|") 7.

Elevando a p e integrando, obtemos,

1—1t 1
/|v 120+ (1—1)L)r|Pdx < - /|VZ||pdx LU= —/|V22|de
p p pg

Q
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Em outras palavras, pela definicdo dada em (2-3), concluimos que,
J(twi+ (1 —=t)wp) <tJ(wi)+ (1 —1)J(w2).

Pela Defini¢do 12 do Apéndice B , concluimos que de fato J é convexo. OJ

O préximo resultado que demonstraremos é um dos principais resultados apre-
sentados nesse trabalho. Existe uma generalizacio desse resultado onde Q é todo o RY,
mas por enquanto, nos contentaremos apenas com o caso em que £ € um dominio limitado
de RV. A extensdo serd apresentada no Capitulo 3. No Teorema 2.2 abaixo, o conjunto
D que € mencionado no enunciado € o mesmo da defini¢do do funcional J que precede o
Lema 2.1.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Diaz-Sad) Sejam w1, w; pertencentes a L (Q) N ‘D, além

. . .. Wi o0 ~
disso suponhamos que wi = wy sobre 0. Se, para i # j, tivermos — € L*(Q), entdo,
W
J

1-p 1—p

1 1 1 1
/ V) P2V (W )V (w7 (w1 — wa))dx— / VWD) P2V (WD )V (" (w1 —w2))dx > 0.
(2-7)

Demonstracdo. Note que, se u é uma funcdo que satisfaz as hipéteses deste Teorema,
podemos mostrar que u € W1?(Q). De fato, seja,

w=ur =wh =u € L°(Q) C LP(Q).
Como u € elemento de D,
Vu=vVWwP)=pw 'Vwe LP(Q),
em particular, Vu estd bem definida e pertence a L”(Q) que estd imerso em L!(Q), pois

|Q| < oo.
Sejam u,v € D e J : L'(Q) — R o funcional definido em (2-1), assim,

J'(u)v = lim Jutt) = lim

t—0 t t—0

1 1
V((u+tv)r)|P —|V(ur)|?
/| DRI

1 1 1p P
Seja g: (0,1) — R, definido por, g(t) = \V((u+tv)flv)\1’ = ‘p(u—ktv) 7 (Vu+1Vv)
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Note que,

1-p

" (1<u+:v)p(w+tvv))

1-p

git)y= p ’l(u—{—tv) P (Vu+1tVv)

p p
1 1— 1-2p 1 1-p
— ( p(u—Hv) va(Vu+th)+—(u+tv) Pva>.
p p p
Assim,
1 1o [P72/1 1o \1/1=p 12 1 1
g (0) :p’—u 7 Vu (—u Pqu> —( Py vwWut ~u Pva). (2-8)
p p p p p
Por outro lado,
1 1
t)—g(0 \Y% tv)r)|P — |V (ur)|P
£0) — 1 EO =8O _ V() = [V
t—0 t t—0 4

Pelo teorema do valor médio de Lagrange,

1 1
\Y ) e P — |V (ur)|P
d0eR, 0] <|f]; &) = V((u+ V)”)t’ |V (ur)| |

logo,

P2 1p
(;(u+9v) P (Vu+9Vv))
1-2,

1 /1-p 1-2p 1-p
o\ (u+6v) 7 v(Vu+0Vv)+ (u+6v) » Vv ). (2-9)

1-p

g®) = p '%(M—I—GV)P(VM—FGVV)

Com isso, colocando o lado direito da Igualdade 2-9 em mddulo obtemos a seguinte

desigualdade,
, 1 1 p-l
g0 < |=(u+6v) 7 (Vu+6Vv)
p
I-p 1-2p Lp
(w+6v) 7 v(Vu+0Vv)+ (u+6v)» Vv
p
Luvonp—L vurow|
= — P
-+ 00)F (V%)
I—p 1 1 1
(u+9v)l’—>2v(Vu—|—9Vv)+(u—|—9v)l’ V|,

p (u+06v (u—+6v)
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e, aplicando a desigualdade triangular, obtemos,

1 Lo Pl
‘e < (= Ov|r \% 1A%
¢©) < (Shuorlh Lo (val o) )

p—1 . 11
—_— O ——— \Y oV 0 V| |.
e (e = REA O RATR NPt iet)

Assim, lembrando que 6 € (0,1) e que u,v > 0, segue que,

o) < (1| oL (vul+ v |>)p_1
g < | =lu+v|r —(|Vu V
p |ul
p—1 1] 1]
P (sl (9l + 98]+ ol (94 9 )

de onde, aplicando a distributividade do produto, temos,

¢ < 2L (B D)ol (1) v+ 9,

pP \|ul |ul

Usando a hipétese de que “ € L”(Q), existe uma constante C que depende de u,v e de p,
v

tal que,

)4
¢/(8) < C(lul + b)) (ﬁ) Co(IVulP + V),

e, desse modo,
§/0) < C (1| %||) hul! [¥ul? +Ju =7 V)

Como, por hipétese, u € L=(Q),Vu e Vv pertencem a L”(Q), como foi mostrado no
comeco da demonstracdo. Concluimos que o lado direito da desigualdade acima € um
elemento de L' (Q). Tendo isso em mios e usando o teorema da convergéncia dominada,

temos,

Notando que,

1-p l—p L2 1-

Viurv)= uTvVu—i—uTPVv,
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por (2-8), obtemos,

J'(u)v:/g'(O)dx:/|V(ull’)|p_2Vull)V(u1va)dx.
Q Q

Mostramos no Lema 2.1 que J é convexo, portanto, pela reflexividade do espaco W7 (Q),

concluimos (2-7) através da Proposicao B.2. 0

Embora tenhamos feito a demonstracdo usando a convexidade do funcional J,
como em [9] por Diaz e Sad, poderiamos ter utilizado a identidade de Picone em dominios
limitados, semelhante ao que foi feito em [8] por Chaib. No préximo capitulo, usaremos
a identidade de Picone para demonstrar uma versio da Desigualdade de Diaz-Sad em RY.
Esta ferramenta foi utilizada por Karin Chaib em [8] e vem sendo muito utilizada até os

dias atuais.

2.2 Um problema do tipo p-Laplaciano

Em seguida, como aplicagcao dos resultados anteriores, mostraremos a unicidade
e daremos condicdes necessdrias e suficientes para a existéncia de solucio para o seguinte

problema,

—Apu = f(x,u) em Q,
u>0,u% OemQ, (2-10)
u = 0 sobre 0Q,

onde Q C R" é um dominio limitado de RY, com bordo dQ regular. O caso particular
desse problema, com o operador laplaciano (p = 2), foi estudado por Hain Brezis e Luc
Oswald em [7]. No caso geral, que acabamos de enunciar, usaremos a mesma estratégia
utilizada em [7] para minimizar o funcional energia associado ao Problema (2-10) e

sujeito as seguintes condigdes,

(i) t — f(x,r) écontinuaem [0,00). Alémdisso, Vr € [0,0), x — f(x,1) €
L*(Q), gt.px € Q;
fx1)

tp—1

(ii) A fungdo, t — ¢ decrescente em (0,0), g.t.p. x € Q;
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(i) 3C>0; f(x,t) <CtP~ 1), Vt €[0,), g.t.p. x € Q.

Uma solugdo para o problema (2-10) € uma fun¢do u € Wol’p (Q)NL>(Q) que satisfaz o

problema, ou seja, u > 0,u Z0 e

/]Vu|p_2Vqudx— /f(x, ujvdx=0,Vve w(l)’p(Q). (2-11)
Q Q

Desse modo, se u € solu¢do de (2-10), usando (i), (ii) e (iii), pode-se mostrar que
f(u(-)) € L*(Q). De fato,

foou) s lulle) o [FC llfleo)lleo

w7l T el

com 1SS0,
ub=1
-1
Jull&

Foxu) = =[£G [lulle)]]oo = =l C llulloe) - (2-12)

Por outro lado,
fleu) <Clur+1) <C(|ull2'+1), vxeQ.

Com isso em maos, concluimos que f(-,u(-)) € L*(Q). Sendo u solu¢do de
(2-10) concluimos também que Apu(-) € L”(€). Tal conclusdo é sutilmente importante
na demostracido do préximo teorema porque com ela em mente e notando que Q € um
domfnio limitado podemos concluir que Apu(-) € L*(Q) e essa é uma das hipéteses do
Teorema C.13 devido a Vazquez. Igualmente importante para a aplicacdo desse resultado

€ a propriedade u > 0 em € que toda solu¢do para o problema (2-10) satisfaz.
Teorema 2.3 O problema (2-10) possui no mdximo uma solugdo.

Demonstracdo. Sejam u,v solugdes de (2-10). Pelo Teorema C.14, devido a Lieberman,
temos que u,v € C%(Q). Note nesse ponto que para aplicarmos o Teorema C.14, é crucial
termos de antemdo que u,v € L*(Q), o que acontece pois sdo ambas solugdes de (2-10).
Por (2-12), temos,

flx,u) > M = —Apu> —M,uP~!

= L(u) = —Apu+Mu"~" >0, (2-13)

desse modo, L é um operador eliptico ndo negativo. Definindo B : R — R por B(s) =
M,sP~! temos que,
B(s)s = M,s”,
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com 1SS0,
1
/ (B(s)s) "7 ds = +oo. (2-14)
0

Assim, pelo Teorema C.13, devido a Vazques, concluimos que, para qualquer que seja xq

em dQ e M o normal exterior a Q em x,

ou v

u(x),v(x) >0 ¥xeQ e %(xo), %(xo) > 0. (2-15)

Em sequéncia, mostraremos que Z, v € L*(Q). De fato, seja d > 0, definamos o conjunto,
viu
Q5 ={x € Q;d(x,0Q) < 8}, onde d(x,0Q)=inf{|x —y[;y € 0Q}.
Note que, podemos escolher & de modo que,

.Q.\.Q.SZ {XEQ;X€Q5}7§@.

Com a regularidade garantida pelo Teorema C.14, podemos aplicar o Teorema de Weiers-

trass e obtermos a existéncia de x em Q \ Qg de modo que,
v(x) = vg :=min{v(x);x € Q\ Qs},

e, além disso, pelo Principio do Maximo (cf Teorema C.13) sabemos que vg € positivo.

Desse modo,

ot Nl
1% 12

com 1SS0,

u - ———

JEL (Q\ Qs). (2-16)
Analogamente, mostra-se que,

v oo

. € L7(Q\ Qs). (2-17)

Sejam r uma reta que possui o ponto xy com direcdon e x; € rMQg. Considere

a seguinte parametrizacdo: y(t) = xo +¢(x; — xp). Assim, usando a regra de L’Hospital
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juntamente com (2-15) obtemos,

du(y(1)) du(xo)
im lim - 9 i LOVEO) _on
x=xov(x) =0 v(y(t)) =0 dv(Y(t)) =0y ()Ve(y())  9Iv(xo)
ot om

Note que aplicar a regra de L’Hospital foi possivel pois tanto o numerador quanto o

denominador da fragdo tendem a zero quando ¢ tende a zero. Portando
I/t (e o] v [ee]
— € L”(Qg), analogamente — € L™(Qg),
v u

com isso, pelo que foi obtido em (2-16) e (2-17), obtemos,

uP — P

P
Note ainda que, ——— € W, ”(Q), pois u—v <K> e W, 7(R) jé que u,v €
u

WP (Q) e % € L*(Q), assim,

uP — P B uP — P uP — P
<—Apu,w>:/|vu|p 2wv( e )dx:/f(x,u)( e )dx. (2-18)
Q

Q

Analogamente,

ul —vP 5 ul —yP ul —vyP
<—ApV, W> = / |Vv]p \40Y% ( 1 > dx = /f(x, v) ( 1
Q Q

Com (2-18) e (2-19) em maos, definamos,

> dx. (2-19)

Q, ={xeQu(x)>vx)}, Q- ={xeQu(x)<vx)},

e observemos que,

/f(x,v) (uip—rp) dx = /f(x,v) (u’;p;rp) dx+/f(x,v) (ui’}p—rl’)dx (2-20)
Q Q Q_

/ Fx,u) (”pup;fp) dx = / Fx,u) (”Zp_fp)dm / Fx,u) (”Zp_fp)dx. (2-21)
Q-
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Note também que, por (ii),

/ (f(x, w [, V>) (W? —VP)dx < 0

upb~1 yp—1

Q4

/ (f(xa_bll) B f(xi‘;)) (uP —vP)dx < 0.
upb vP

Q_

Desse modo, subtraindo (2-19) de (2-18) e usando (2-20) e (2-21) concluimos que, se
u # v, entao,

P __ypP P __ypP
/|Vv|p_2VvV (”‘ — ) dx— / VulP2Vuv (%) dx < 0.
1% u
Q Q

Por outro lado, pelo Teorema 2.2, temos que,

P _ P P _ P
/|VV|P—2VVV (“ — >dx—/|Vu|p_2VuV <” — )deO.
1% u
Q

Q

O que é uma contradi¢do. Portanto u = v, em outras palavras, a solucdo de (2-10), quando
existe, € Unica.
O

O proximo resultado garante a existéncia de solugdo para o problema (2-10).
A demonstragdo da reciproca desse resultado, serd feita via minimiza¢do do funcional
energia associado ao problema (2-10). Mostraremos que esse funcional € coercivo,
fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente, com isso em maos, aplicaremos
a Proposi¢do B.7, como foi feito em [7] por Brezis e Oswald, para o caso em que p = 2.
Assim, garantiremos a existéncia de um ponto de minimo global u para o funcional
energia associado ao problema (2-10), que por sua vez € um ponto critico, portanto
candidato ser uma solug@o para o problema (2-10). Posteriormente, mostraremos que u
€ ndo negativo usando um resultado de [18] (Teorema C.13). Além disso truncaremos
a funcdo f e assim, garantiremos que a fungdo u pertence ao espago L=(). Quanto a
regularidade da solugdo, usaremos um resultado de [12] que pode ser visto no Apéndice
C (Teorema C.14).

Teorema 2.4 O problema (2-10) possui solucdo se, e somente se,

M (—Apy —agv|P2) <0 < M (—Apy — aw|v|P %) (2-22)
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onde,

M(=Apy—alv[P?v) = H ianl /|VVIpdx— / alv|Pdx;v € Wy P (Q)
vl p=
v#£0

Observacio 1 Existem casos em que M (—A,v —ap|v|P~2v) é identicamente —oo. Como
exemplo, basta considerarmos o caso em que,

f(x,t) =1t° onde 6 <p—1.

Nesse caso f satisfaz as condigoes (iv), (v) e (vi) que apresentaremos em um momento
oportuno no decorrer do texto e a condicdo (iii) com qual jd estamos familiarizados. Além

disso,

L ft)
ap(x) = hrtrl(l)nf pry

1

com isso, vemos que ay(x) = +eo para todo x em Q. Assim, pela definicdo de
M (—Apv —alv|P~2v) dada no enunciado do Teorema 2.4 é possivel notar que Ay (—A,v —

ap|v|P~2v) = —o.
Dividiremos a demonstracao do Teorema 2.4 em alguns lemas, como segue.

Lema 2.5 Se u é solugdo de (2-10), entdo,
M (—Apy —agv[P72v) <0 < A (—Apv — aw|v]P2v).

Demonstragcdo. Seja u solucao de (2-10). Pelo Principio do Maximo (cf. Teorema C.13)
concluimos na demonstragdo do Teorema 2.3 que, u > 0 em Q (4 = |u|) e, pela condi¢io
(i1), temos que,

_ _Apu o f(x7 I/t)
—Apu= f(x,u) = B ey

= —Ayuu < agu”

= /|Vu|pdx—ao/]u|pdx<0.
Q Q

< ap
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Assim, pela defini¢do de A,

<0. (2-23)

Afim de mostrarmos que Aj (—A,V — de|v|P2v) > 0, definamos

o) — sl 1)
(et 171"

e, i = A (—A,v—a|v[P~?v). Usando a teoria de minimizacio em esferas, pode-se mostrar

(ctf. Teorema C.12) que existe  tal que,

—Apy—ay? ! =pyPlem Q,
Y >0emQ, (2-24)
y = 0 sobre 0Q.

Dado k > 0 constante, por mera substituicdo € possivel ver que ky também € solucao de
(2-24), pois a constante se cancela. Seja Q = {x € Q;ky(x) > u(x)}, desse modo,

o< [ (Tt it ) o= [ (25 ot 110 ) 0 Gy,

a (ky)p~! % u!
ou seja,
0= [ (L85~ a4 ) (0~ (owy)a. @29
Q

A desigualdade acima é consequéncia do Teorema 2.2, por outro lado, note que para k
suficientemente grande u”(x) — (ky)”(x) < 0, g.t.p x € Q, pois u é limitada ja que é
solucdo para o problema (2-10), com isso, por (2-25),

SO Jlufleo+1)

Como |Jull > u(x) Vx € Q, acondigdo (ii) acarreta em,

f(x,u) f(x7HuH°°+1)
= (a0
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Desse modo,
M (—Apy — ao|v|P~2v) > u > 0. (2-26)
Portanto, concluimos de (2-23) e (2-26) que se u € solugdo de (2-10), entdo,
M(—Apy— ao]v]”_zv) <0< M(=Apyy— oo V[P~ 20).

O

Consideremos, agora, o funcional energia E : WO1 ?(Q) — R, associado ao pro-
blema (2-10), definido por,

1
=— Pdx — -
E(u) p/\Vu] dx Q/F(x,u)a’x, (2-27)

onde F : Q x R — R € a fun¢do potencial definida por,

t

F(x,t)z/f(x,s)ds, (2-28)

0

estenderemos f de forma natural como f(x,7) = f(x,0), para qualquer que sejat < 0.
Para mostrarmos a reciproca do Teorema 2.4 enfraqueceremos as condigdes (ii)

e (i), substituindo-as pelas trés condi¢des seguintes, e manteremos a condi¢do (iii).

(iv) A fungdor+— f(x,t) é continua em [0, 4o0), g.t.p. x € Q;
(v) Dado 8 >03Cs >0, tal que, f(x,¢) > —CstP~' ¥Vt €10,5], g.t.p. x €Q;

(vi) Para cadat > 0 a fungdo x — f(x,) pertence a L= (Q).

Além disso definamos,

fx1)

p—1

ao(x) = liminf L% 4 () = timsup (2-29)

t10 tp_l IT+°°
Lema 2.6 Existe C > 0 tal que ay > —C e a- < C.

Demonstragdo. Seja & > 0, por (v) existe Cs > 0 tal que, para r € [0, 9],

f(x7t) > _CStpila
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ou seja,
1 t
fxn —C5 = imint %7 > G,
=1 o 1P
por outro lado, por (iii) exite Cp > O tal que,
_ fx,1) 1
fl,) <Gt +1) = o <Cot oy
t 1
= limsup&:I) < limsup (CO + —1> =Cy.
oo 1P 100 1P

Tomando C = max{Cy,Cs}, assim, ap > —C, ae < C como queriamos demonstrar. [

Para concluirmos a demonstracdo do Teorema 2.4 mostraremos que o funcional
E possui minimo ndo nulo em Wo1 P(Q) através da Proposi¢io B.7, como haviamos
mencionado anteriormente. Consideraremos a notacao || - | para representar a norma usual
de WO1 ?(Q). Além disso, sem perda de generalidade, todas as constantes que aparecerem
nas demonstragdes, deste momento em diante, serdo representadas pelo simbolo C, apenas

por simplicidade.
Lema 2.7 E é coercivo.

Demonstragdo. Suponha por contradi¢do que exista uma sequéncia (u,) C WO1 7(Q) tal

que, ||uy|| — oo mas E(u,) <C paratodo n natural, onde C é um niimero real. Assim,

1
—/|Vun|pdx—/F(x,un)dx<C,
Pa Q

ou seja,

1
—/|Vun|de<C+/F(x,un)dx. (2-30)
pQ Q
Se uy,(x) > 0, entdo por (iii), temos,
Uy Uy » ug uﬁ
F(x,un):/f(x,l)dtg/C(l—I—tp Ydt =Clup+— ) <C| |uy| +—|.
p P
0 0

Se uy(x) < 0, entdo,

Up

F(x,uy) :f(X,O)/dt < £ (x,0)|up] SC(|un|+%>,
0
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Em todo caso, obtemos,

/F(x,un)dxgC/|un|dx+C/|un\pdx. (2-31)
Q Q Q

Sejam, Q4 = {x € Q;u,(x) > 1}, Q_ = {x € Qyuu(x) < 1}, assim, Q=
Q,UQ_ e 0=Q,;NQ_. Trabalhando na primeira integral a direita da desigualdade
em (2-31). Obtemos,

c/\unux:c / |u,,\dx:c/|un\dx+c/yun|dxgc/|unv’dx+c/1dx
Q Q. Uo o Qo Q. Q-

< c/ (\un]p+1)dx+C/ (\un]p+l)dx:C/(\un]p—Fl)dx.
o o Q

Desse modo,

C/|un|dx§C/(|un|p+l)dx. (2-32)
Q Q

Da segunda integral a direita da igualdade em (2-31) temos,

C/|un]pdx§C/(\un|p+l)dx. (2-33)
Q Q
Substituindo (2-32) e (2-33) em (2-31), obtemos,
F(x, ) gc/(yun|f’+1)dx.
Q

Adicionando essa informacao a (2-30),
1
—/]Vun]pdx§C+C/(\un]p+l)dx. (2-34)
P Q Q
Em outras palavras,
1 p
—[Jun]| < C+Cllunll; +C€.
p

Como ||uy|| — oo, da desigualdade anterior segue que,

[n ]|, — oo (2-35)
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Multiplicando (2-34) por ——, obtemos,

I n“

1 [ i |
— —/|Vu|pdx < Ct— C/(|un|p—|—1)dx ,
unllp \ P leallp Meeallp \ —J

ou seja,

1 Q
dx < ——C+C+C | |p. (2-36)
letn I 141

il
pQ H“nHP

De (2-35), podemos concluir que, o lado esquerdo da desigualdade em (2-36) € limitado.

Sejam, t, = |[un]| p, Vi = - Assim, pelo que fizemos acima, temos,
n

1
—/|an\pdx <C.
p

Em outras palavras, ||v,|| < C para alguma constante C, ou seja, a sequéncia (v,) €
limitada em WO1 ?(Q). Como WO1 ?(Q) é reflexivo, a menos de uma subsequéncia, v, — v
em WO1 7(Q) e por imersdes de Sobolev v, — vem L (Q). Além disso, ||v,||, = 1 qualquer
que seja n e isso garante que ||v||, = 1. Assim, v, = v em Wol’p(Q), vy, — v em LP(Q)

e |[vll, = 1. Sejam, v;\ = max{v,,0}, v, = min{v,,0},

/F(x,tnvn)dx = /F(Xalnv;f)dx-i-/F(xafn";)dx
Q

= /Fxtnv dx-l—/Fxtnv dx—l—/Fxtnv )dx.
[v>0] [v<0]
(2-37)

Da segunda integral em (2-37), lembrando que v (x) > 0 qualquer que seja x € Q e

usando o fato que v, — vem LP(Q), temos que,

/Fxtnv dx<C/ (P (v +1dx—>C/ ldx.

v<0] v<0] v<0]
Para n suficientemente grande,

F(x,tavy) taV,
/ < / 1dx = of (2-38)

[v<0] [v<0]
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Da terceira integral em (2-37) e usando a condicao (vi),

thvy, hv,

Flotvy) = | flxndt < f(x,0)dt
0/ 0/
< G 0) oot vy |

< 1f(x,0)[sotn| vl
Assim,

/F(x,tnv;)dx < ||f(x,0)|]°o/tn|vn|dx.
Q

Q

1
Multiplicando por wE

n

n

F(x, thvy, n
) < 0l [ 2= o), 239)
Q Q

Da primeira integral em (2-37), usando a regra de L’Hospital,
F(x,t,v)) - 1

F(x,t) 1 .
Iimsup ———= < —a.(x) g.t.p. = limsu < —do(X).
z%oop tP p () q.1.p n—>+<><>p (tnv,—f)p p (x)

Assim,

F(x,t,v,} 1
lim supM < —auP. (2-40)

n—s-+oo tnP p

Por outro lado, usando a condicao (iii),

F(x,t,v)) C (1 n
T = gl ]
1 lviF
= Cl|=(v)P+-L ]
p " P!
< |y V'T}
— v f—
R
- o
L tn

Como v, — v, em LP(Q), por imersdes de Sobolev (Teorema C.2). Podemos tomar uma

F(x,tqv;f
fun¢do h em LP(Q), tal que a menos de subsequéncia % < h(x) g.t.p. Assim,
n
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por (2-40) e aplicando o Lema de Fatou, obtemos,

F(x,t,v,’
lim sup —( ’ pn n) 5

n—r+oo In n—r—+oo In P
[v>0] [v>0] [v>0]

Combinando (2-38), (2-39) e (2-41), obtemos,

F 1
limsup de < — / aoVPdx.
n——+oo In p

Q v>0]

1
Multiplicando (2-30) por wE

chegamos na seguinte expressao,

1 C [F

! / VvalPdx < = + / betn) g
P th th

Q Q

Passando ao limsup,

1 1
—/|Vv|pdx§limsup—/|an|pdx§1imsup
p p

Q

F(x,u,)dx

———d
n—y4-o0 n—r+-o0 In

Q Q

X.

Juntando isso com o que foi obtido em (2-42),

/|Vv|pdx§ /aoovpdx.
Q

[v>0]

Definamos,
a=inf & [Volar— [ acordx o], =1
P
) | 2 070)
Note que,

0= [1vvPdx— [ awrdxzal —alvt
Q [v£0]

F(x,t,v;" 1
dx < limsupdeg— / awvldx.

(2-41)

(2-42)

(2-43)

(2-44)

De (2-43) e (2-44), concluimos que v = 0. Substituindo essa informagio em (2-43)

concluimos que,

1
—/\Vv]”dxg0:>/]Vv\pdx:0:>v:0.
p

Q
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O que ¢ uma contradigdo, pois concluimos anteriormente que ||v|[, = 1. A contradigdo
surgiu em supormos que J ndo é coercivo, portanto concluimos que J ¢é de fato coercivo.
O

A demonstracdo que demos para o Lema 2.7 foi feita de modo andloga para o

casoem que p =2 em [7].

Observacio 2 E importante ressaltar que pela condi¢do de crescimento de f dada em

(iii) temos também uma condi¢do de crescimento sobre a fungdo potencial dada por,
F(x,t) <C(tP +1)Vt e R,

onde C >0 é a mesma constante dada na condicdo de crescimento de f.

Lema 2.8 E ¢ fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente.

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia em WO1 P(Q) tal que u, — u. Pela Observagio
2 F(x,uy) < C(up” +uy,). Assim, pelas imersdes de Sobolev e por WOl P(Q) ser um
espaco reflexivo, a menos de uma subsequéncia, u, — u em L”(Q). Portanto existe
uma funcdo integravel & tal que C(u,”(x)+ u,(x)) < h(x) g.t.p. x € Q. Desse modo, o
funcional E ¢ dominado por uma fungio integrdvel e sendo assim, vale o Lema de Fatou

para o limsup, ou seja,

limsup [ F(x,u,)dx < /F(x,u)dx. (2-45)
n—r+oo
Q

Além disso,

n—r—+-oo n——+-oo

1
liminfE(u,) — liminf | / Vit |Pdx — / F(x, up)dx
p
Q Q

v

1
liminf—/\Vun\pdx+liminf —/F(x,un)dx
n—+eo p n—r+e0
Q

Q
1
= liminf—/|Vun|pdx—limsup F (x,up)dx.
Q

n—+e p n—s-o0

Usando a semicontinuidade inferior da norma, e aplicando (2-45), obtemos,

1
liminfE (u,) > —/\Vu|pdx—/F(x,u)dx:E(u),
p
Q Q

n—r+-oo
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isto é, o funcional E ¢€ sequencialmente semicontinuo inferiormente com respeito a
. 1
topologia fraca de W, (Q). O

Pelo Teorema B.7, os dois lemas anteriores juntos garantem a existéncia de um
ponto u de minimo global para E, que é¢ também um ponto critico de E. O proximo Lema
vai garantir que esse ponto critico se realiza em um nivel de energia ndo nulo e isto nos
diz que u # 0, ja que, E(0) = 0.

Lema 2.9 Existe ¢ em WO1 P(Q) tal que E(9) < 0.

Demonstracdo. Fixemos ¢ € WOl 7 (Q) tal que,

/|V(p|pdx— / ao|e|’dx < 0. (2-46)
2 [670]

Podemos tomar @ satisfazendo (2-46), pois por hipétese, i (—A,v —ag|v[P~2v) < 0.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que @ > 0 e que ¢ € L*(Q). De fato,

podemos supor que ¢ é ndo negativa pois,
[ Violras— [ alioll’ds= [ Volds— [ aloldx<o.
Q [¢£0] Q [9£0]

Assim, podemos tomar |@| no lugar de @ e a Desigualdade (2-46) permanece valida. Além
disso, se @ ndo pertence ao espago L=(Q) e ja supondo que ¢ é ndo negativa, definamos a

seguinte sequéncia,

Pn(x) = min{Q(x),n}.

Note que,
Vo(x) se n> @ox
Vou() = O " (247)
0 se n<ox)
Assim, g.t.p. x em £ vale,
VneN, |Vo,(x)|P < |Vo(x)]P € L'(Q).
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
3 p — p -
ngrfw/ V@, |Pdx = / |Vo|Pdx. (2-48)
Q Q
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Por outro lado, Wol’p(Q) = LP(Q)el|lf(-,1)]|w < ag,comisso, || (-, 1)]|e|®n|? < ao|@n|?-

Pelo Lema de Fatou,

/ a0/g|Pdx < liminf / ao|Qn|Pdx, (2-49)
070 970
logo,
limsup /|V(p,,|”dx— /a0|(pn|pdx = lim /|V(pn|pdx—hm1nf/a0|(pn|pdx
n—r+oo n—r+oo
Q 9#0 970
= /|V(p|pdx— / apl@|Pdx <0 por (2-49).
Q ©£0
(2-50)

Agora, aplicando o Teorema B.1 juntamente com (2-50) concluimos que existe nx tal que

/\V(pn*|pdx— /ao\(pn*]”dx < Timsup /|V<pn|de—/ao|<pndex te

n—+oo
970 070

/!W\”dx— /ao\(p\”dx+8<0
970

IN

Logo, ¢, pertence ao espago L () ﬂWO1 P(Q), é ndo negativa e satisfaz (2-46), assim,
podemos tomar @, ao invés de @ em (2-46). Por esse argumento, no restante da

demonstracdo, assumiremos, sem perda de generalidade, que ¢ € ndo negativa e pertence

ao espaco L7 (Q).
Pela regra de L’Hospital,
F(x,t 1
fimin -5 > ~ao,
110 P p
assim,
€ €
liminfM > a = liminf ———= Fx.e9) > - Oq)P
el0  EPQP p el0 er

pela condicao (v), existe C > 0 tal que,

F(x,eQ) > —Cel@?,
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desse modo,

F(x,e0)
ep

> —C|@l|-e" = =C > —eo,

com isso, o lado esquerdo da desigualdade acima € limitado inferiormente. Aplicando o

lema de Fatou em conjunto com a Regra de L’Hospital,

F F 1
liminf (5:20) 1y > / fiminf - E9) 5 1 / a0l dx. 2-51)
€l0 ep €l0 er p

[070] (0] (0]

Tomando € arbitrariamente pequeno, concluimos por (2-51) que,

1 1
[Fiequx= - [ aerorax> - [|veglrax
p p
Q [070] @

ou seja,

1
—/|V£(p|pdx—/F(x,£(p)dx<O.
P4 Q

Em outras palavras, €p é um elemento de WO1 P(Q) e E(ep) < 0, como querfamos.
Portanto o valor minimo assumido pelo funcional energia associado ao problema (2-10)

¢ nao nulo. O

Observacao 3 A condicdo (v) garante uma condicdo de decrescimento para a funcdo F,

a verificacdo desse fato é feita como segue,

t

t
F(x,t):/f(x,s)dsz/—Csplds:—Ctp.
0

0

Com os Lemas 2.7, 2.8 e 2.9, concluimos que existe u # 0 em WOLP(Q) tal que
E(u) = inf{E(v);v € W, ?(Q)}.
Note que, por (v) obtemos que f(x,0) > 0. Assim, estendendo f para valores

negativos da seguinte forma f(x,7) = f(x,0), se # < 0 concluimos que,

t

Flx,1) = / F(x,5)ds = £(x,0) / ds = f(x,0) <0,
0

0
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assim,
F(x,u) < F(x,u™),
juntando isso ao fato de que,
Vi (x)] < [Vu(x)],
concluimos pela defini¢do do funcional energia E dada em (2-27) que,

E(u") < E(u),

onde u' estd definida no apéndice sobre teoria da medida (Apéndice A). Ou seja,
E(u") =inf{E(v);v € Wol (Q)}. Portando podemos supor que, u > 0.

Concluimos do Lema 2.7, juntamente com o Lema 2.8, que u € ponto critico de
E (cf.Proposi¢do B.7) em outras palavras, a igualdade (2-11) € satisfeita, além disso, pelo
Lema 2.9 e pelo argumento feito logo acima, u % 0.

Para concluirmos que u € de fato solugdo fraca para (2-10) resta mostrarmos que
u € L*(Q), com essa finalidade truncaremos a fungdo f para obtermos uma condigdo de
crescimento sobre | f(x, )| e com isso poderemos usar um caso particular (cf. Teorema 3.1
em [18]) de um resultado de [18] que serd tratado no Lema 2.10 e com ele concluiremos
que u pertence ao espago L7(Q). A conclusdo de que u pertence a L*(Q) é crucial para
garantirmos que u € de fato solu¢do do nosso problema, pois até o presente momento
sabemos apenas que u pertence a WO1 ?(Q), que u é uma fungdo ndo negativa, ndo
nula e que minimiza o funcional energia relacionado ao problema (2-10), além disso,
se u € L”(Q) podemos aplicar um resultado de [12] (cf. Teorema C.14 do Apéndice
C) e garantirmos uma regularidade C''%(Q) para u e isso garante que podemos aplicar
o principio do médximo de [20], desse modo teremos uma solucdo que assume apenas
valores nao negativos como desejado.

Para k inteiro positivo definamos,

Y

fk(x t): max{f(xat)7_ktp_l}7set20
’ f(x,0),set <0

k
k Rt f (xat) k 1
dap(x) = llrtri(l)nf T e (x) = hrg iup

Fr)

tp—1
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Observaciio 4 Note que, da maneira que definimos f* temos de imediato que,

—ktp_l
—1 — kP!

> —C(1+1P71).

F(xt)

v

v

Observacao 5 A funcdo fk definida acima satisfaz as condigées, (iii), (iv), (v) e (vi)
De fato,

se f(nt) = —ki’7!entio, —[f(.0)]le < flx,u) < —ktP7H <O |0,
se f(xt) = flor) entdo, —[If(0)]lee < fx,) < F(0)]|e

portando fk satisfaz (vi).

Se fk(xvf) — —kt?1 <0 entdo, fk(x,;) §C(tp71+l), V>0,
se fk(x,t) = f(x,t) entdo, E|C>O;f(x,;)gc(tp71+1)’

portanto fk satisfaz (iii).
Por definigdo, f*(x,-) : [0, +o0) — R, é definida como sendo o maximo entre

duas fungdes continuas, portanto € continua, e assim, vale (iv).

Seja & > 0, existe uma constante Cs > 0 tal que f(x,7) > —CstP~!, vt € [0,3)].
Seja C5 = max{Cs,k}, assim, f*(x,t) > —CstP~!, qualquer que seja ¢ € [0,8]. Portanto,
vale (v).

Das Observacoes 4 e 5, concluimos a seguinte condicdo de crescimento sobre

7Gx )l

el <. (2-52)
Observagdo 6 A;(—A,v—af|v|P~2v) < 0.
De fato,

T B B C) B ()

72 S ¥ o Pl o Pl

pela definicdo de A dada no teorema (2.4),

aé(x) > ap(x) = kl(—Apv—al(‘)]v]p_zv) < kl(—Apv—ao]v]p_zv)) <0.
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Observacgdo 7 Para k suficientemente grande Li(—A,v —dk,|[v|P=2v) > 0.

De fato, fixado t > 0, —kt é tanto menor quanto maior for k, com isso, se k for grande

F¥(x,t) coincide com f(x,?), ou seja, aX (x) coincide com a..(x). Portanto,
A (—Apy —db |[v|P720) = M (—Apy — ac|v]P %) > 0.
Seja,

I
Ex(w) = E/|vw|f’dx—/Fk(x,w)dx, wew (@),
Q

onde,

t

Fk(x,t):/fk(x,s)ds.

0

Pelas observacodes feitas acima, seguindo os mesmos passos das demonstragdes dos
Lemas 2.7, 2.8 e 2.9 para o funcional Ej}, concluimos que existe um ponto critico
up € Wol’p(Q) de Ej tal que, Ey(uy) = inf{Er(v);v € WOLP(Q)}. Além disso, pelo Lema
2.10 a seguir, concluiremos que uy € solucao do problema,

—Apv = ff(x,v) em Q,
v>0,v#0,em Q, (2-53)
v =0, sobre Q.

Observacao 8 Sejam p < g < p*, por (2-52) temos que,

17l < [ e+ lup—ax
Q Q

De fato, sejam Q_ = {x € Q;|ux(x)| < 1} e Q1 = {x € Q;|ux(x)| > 1}, assim,

/2C|uk|”_1dx < /2C(1+|uk|q_1)dx+/2Cdx
Q Q. Q.
< /2C(1+\uk\q—1)dx+/2c<1+yukyq—1)dx
Q, Q.

_ /20(1 g9Vl
Q
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Ou seja,
/yfk(x,uk>ydxg /2C(1+|uk|q_1)dx.
Q Q

O préximo Lema € uma particularizacdo do Teorema 3.1 em [18].
Lema 2.10 A funcdo uy pertence ao espaco L*(Q).

Demonstracdo. Inicialmente mostraremos que uy pertence ao espaco L7° (). Seja xg €

), mostraremos que u; € limitada em uma bola de centro em xy. Seja Ry positivo, de
modo que, Bg,(xp) C Q, para bolas arbitrarias B,(x") C Bs(x') C Bg,(x0), com s —7 < 1,
seja ¥ € C(Q) uma funcdo, tal que,

2
0 <y <1, supp(y) C By, W(x) = 1Vx€ By, [Vy| < —,

e dado 1 < r < p*, onde p* é o expoente critico de Sobolev, definamos ¢(x) =

y? max{uy(x) —r,0}, note que ¢ € Wo1 P (Q). Como uy, é ponto critico de Ey, temos,

(Ex(uk),0) =0,

em outras palavras,

[ 1Vl 2VuVods = [ G.)odx,
Q Q

definamos A, = {x € By(xo); ux(x) > r}, assim, pela definicdo de ¢ aplicando a regra da
derivacao do produto, podemos escrever a igualdade acima como,

p / (V| P2V Vyy? = (g — r)dx + / |V |PyPdx = /fk(x, up )W (uy — r)dx,
A ns A s A ns
ou seja
/ |V |PyPdx = / e w )P (g — r)dx — p / (Vi |P 2V VP~ (g — r)dx,
An.&’ Ar‘s Ar,s
colocando em mdédulo e usando a desigualdade triangular,
[ Vs < [ 1 o) = e+ p [ Vil 9w -
Ars :

Ar,s r,s Am
(2-54)
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Para simplificar a notagao, definamos,

*

P
0= / L dx.
s—t
Ar,s
N
P
Seja g1 = L , onde p’ é o conjugado de p, assim, aplicando a desigualdade de

4p
Young (Proposi¢do B.9) na segunda integral ao lado direito da desigualdade (2-54),

obtemos,

_ _ 1 o 1
p/’VukV) Vyly? ! (e —r)dx = I’/(Sl\VukV’ yr ) (aWW!(uk—r))dX,
Ar,s Ar,s

1 / 1 1
< vy [l Vv [ Ivul - rivdx]
P pPJ g
rs Ars
(2-55)
analisando a segunda integral em (2-55), pela definicao de ,
1 1 1 1 2r
—/—p|w\vuuk—rypdx < —/—p—|uk—rypdx. (2-56)
pJ & rJ & |s—t|P
Sejam A = {x €A % > 1} eA, = {x €A % < l} , com isso,
ol _ P o) _ P ol _ P
— “ rdx:—p t rdx—i——p/uk rdx
pelA s—t pey J | s—t peyJ | s—t
o' - o’
< — T dx—i——p/dx,
s Ar,s
assim,
o _ P " _ P o _ P
iy dxg—p/‘u" ! +1dx+—p/ BT 4 rd
pi—:]A s—t j2 a s—t P& s—1
ou seja,
2P —r|?
o EE ax<co+ A, (2-57)
DE| s—t ’
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onde C > 0 € uma constante real. Pela definicdo de €; obtemos da desigualdade (2-55),

juntamente com (2-57), a seguinte desigualdade,
1
p / Vg [Vl (g — ) < / Vu|PyPdx+CO+ClA|.  (2-58)
Ans Ar,s

Além disso, aplicando a desigualdade de Young e a Observacdo 8 a primeira integral do

lado direito da desigualdade (2-54), lembrando que 0 < y < 1, obtemos,

[\ =rdx < [ Gl 10w = )
Aps

Ars

1 1
o [ e+ (5“) [l rlta, 259
Ars A

s

IN

somando e subtraindo r e aplicando a desigualdade triangular,

1 1 1 1
—,/|uk|‘1dx+ (——i—l) /]uk—r|qu = —//|uk—r+r\‘1dx—|— (——l—l) /|uk—r|qu
7 7 A 7 7 A

s s

1 1
?/(\uk—ﬂ—{—]r\)qu—l— (5—1—1) /\uk—r\qu
Aps Ar,s

C 1
—,/|uk—r|q+|r|qu+ (—+1) /|uk—r|qu,
q q

A Ars

7,s 7S

IN

IN

obtendo,

1 1 C

—,/|uk|qu+ (—-i-l) /|uk—r|qu§—,/

q q q
Ars Ars A

Fs

q

Uy —r
dx.

‘ 1
- |rfdx+ (—+ 1) /
A

s s

Uup—r

s—1
(2-60)

De (2-59) e (2-60),

Uy —r

C a 1
k Py — <_/ q 1 /
/'f (o) W (e = r)x < 25 [ 1=+ [rffdxt (q+1>
Ars A

7,s s s

Uy —r

q
dx.(2-61)
s—t

Repetindo 0 mesmo argumento feito anteriormente no qual escrevemos A, =

A UA, e dividimos em duas integrais. Para a desigualdade acima, obtemos,

/ (g™ + VWP (g — r)dx < CO+C(r + 1)|Ary|. (2-62)
Aps
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Note que, por (2-54) e (2-59), temos,

/]Vuk|p\|!pdx§p/]Vuk|p_1|V\|I]l|Ip_1(uk—r)dx+/(|uk|q_1+l)l|l"(uk—r)dx,
Ars Ars Ars

usando (2-58) e (2-62) em (2-54) concluimos que,

1
/ Vuyrdy < / Vi PWPdx + CO + ClAy| +CO + C(r4 + 1)|Ar|
Am Aps

o
Z/]Vuk\pwpdx+CQ+C(rq+1)\Ar7s|,
Aps

IN

ou seja,

/ Vi |Pyrpdx < CO+C(r +1)|Ary),
Arg

além disso, da defini¢do da funcdo y temos,

[ Vulrypdx = [ 1Vulypdx
AV‘S AFJ

A vista disso, concluimos que,

/ Vu|Pdx < CO+C(r1+1)|A ],
Ar,s

e assim podemos aplicar o Lema C.11 na bola de centro xq e raio Ry, nesse caso observe
que as constantes no enunciado deste Lema, satisfazem as seguintes igualdades, cp =s—¢
ep=s.

Portanto, aplicando Lema C.11 concluimos que u; € localmente limitada em
Bg,(x0). Como xo € Q ¢é arbitrario, uy € L}, ().

Agora, resta concluirmos que u; pertence de fato a L*(Q), para tanto, basta
aplicarmos o que foi feito em [12] e [13] para regularidade de u; sobre o bordo de Q e
assim concluimos o resultado.

OJ

Lema 2.11 A funcdo u, que minimiza o funcional E, pertence ao espago L™ (Q).
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Demonstragado.
Definamos v(x) := min{u(x), u;(x)}. Demonstraremos que E(v) < E(u) e com
isso concluiremos que u € L*(Q).

Como uy € solucdo do problema (2-53) temos que,
Ex(w) < En(9), ¥ 0 € Wy (Q),

em outras palavras,
/\Vukv’dx /F x,u)dx < — /yv¢|1’dx /Fk %, 0)d
P
Q Q

Seja ¢ = max{u,uy }, assim, particionando Q em trés conjuntos convenientes,

1
— / |V |Pdx — / F¥(x, uk)dx+— / \Vuy|Pdx — / F*(x,uy)dx

uk<u <] Pty liug=u]
+ /|Vuk|pdx— / F*(x, u)dx
uk>u (>
g; / IVo|Pdx— / Fk(x,(b)dx—i—; / Vo|Pdx— / F(x,0)dx
[ug<u [ug<u] [up=u] [up=u]
+119 / IVo|Pdx— / F(x,0)dx
[ug>u] [ug>u]

substituindo a defini¢do de ¢ na desigualdade acima, obtemos,

/{I%]Vuk\p—ll)wu\p}dxg / {Fk(x,uk)—Fk(x,u)}dx. (2-63)

[ <u] [ <u]

Observe que,

E(v)—E(u) = /|Vv|pdx /F X,V dx——/|Vu|pdx+/F x,u)dx
p P

Q
/ |Vv|Pdx — / F(x, v)dx+ — / |Vv|Pdx — / F(x, v)dx—|— — / |Vv|Pdx
[uk<u] [uk<u] [uk ul uk>u
- / (x,v)dx — — / |Vu|Pdx + / (x,u) dx—— / |VulPdx + / (x,u)d
uk>u uk<u] [ug<u] [uk ul (up=u]

—— / |Vu|Pdx + / F(x,u)d

[uk>u] [ug>u]
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usando a defini¢ao de v obtemos,

E6)-Ew= [ {})Wuk]p—I%|Vu\p—F(x,uk)—i—F(x,u)}dx. (2-64)

[ug<u

De (2-63) e (2-64) temos que,

E(v)—E(u) < / {Fk(x,uk)—Fk(x,u)—F(x,uk)+F(x,u)}dx.

[ur<u]

Note que,

Fk(xa Ltk) _Fk(xa u) —F(X,l/lk) +F(x7 Lt)

u Ug u Ug
=\ - /fk(x,t)dt+/fk(x,t)dt + /f(x,t)dt - /f(x,t)dt
0 0 0 0
_ /{f(x,t) —fk(x,t)}dt <0= E(v) < E(u).
uj,

Portanto concluimos E(v) = inf {E(¢)} desse modo, se u ¢ L*(Q) podemos esco-

oW, 7 (€)
lher a solug@o v. Assim podemos sempre supor que a solugdo u € L*(Q). 0



CAPITULO 3

Desigualdade de Diaz & Saia em R”Y

Neste capitulo veremos uma extensio da Desigualdade de Diaz-Sad. A demons-
tracdo serd baseada na identidade de Picone que é uma técnica muito utilizada em proble-
mas envolvendo o operador p-Laplaciano. Posteriormente, como aplicacao do resultado
obtido, apresentaremos algumas propriedades do primeiro autovalor associado a um sis-

tema do tipo (p,q)-Laplaciano.

3.1 Desigualdade de Diaz & Saa

Proposicao 3.1 (Identidade de Picone) Sejam u,v diferencidveis, p > 1 e v > 0 em
Q C RN. Entéo, L(u,v) = R(u,v) > 0, onde

|ul? ulP—> =
L(u,v) = |Vull+(p —1)—|Vv|p—p o VuVy|Vy|P=%,
%

R(u,v) = |Vulf — V(|| )\Vv|p V.

Além disso, L(u,v) =0=V (%) =0gq.t.p.

Demonstragdo. Inicialmente mostraremos que L(u,v) = R(u,v). Com essa finalidade,

note que,
v WP\ plulP2uVuP=t (p— 1)V v|ulP
pp—1 o VZ(P_l) vz(P_l)
o fup? jul”
= P uVu— (p— l)v—va.
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Com 1isso,
R(u,v) = |Vu|P—V(‘ ul? )|V P=2Vy
Jul?2 |M| 2
= |Vulf — p?uVu—(p 1) V| |[Vy|P~=Vy
P p—2
= ]Vu|p+(p—l)%wv\p— juf” ——uVuVv|Vy|P~ 2
v

= L(u,v).

Mostraremos em seguida que L(u,v) > 0, note que,

julP~? 2 julP~2 2
- ——uVuVy|Vy[P72 < 1uVqu|Vv]p’
%
p—1
\u] = | VuV|[Vy|P™ 2
p—1
'”' V9,

onde a ultima desigualdade acima é consequéncia da Desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Assim, multiplicando por p obtemos,

JulP~?

p Zp uVuVv|Vy|P~ 2<p’ ulP” |VuHVv|p L (3-1)

Por outro lado, agrupando de forma conveniente e aplicando a desigualdade de Young

com as poténcias p, p’ temos,

Julp~! 1 |ulP
PVl [V < (p = D[V |V (3-2)

Multiplicando (3-1) por (—1) e somando com (3-2) concluimos que,
L(u,v) > 0.

Suponhamos que L(u,v) = 0,

JuP~? 2
—uVuVy|Vy[P7=,

uf?
0. < [Vul? + (p— 1) v
A%

Assim, por (3-1),

II’1

p
|VulP + (p— 1)|z—1|)|Vv|p— \Vv|p 1|Vu| <0. (3-3)
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Seja,

N = {xEQ;|—u|\Vv| :0}.
%

u
|Vulp <0=|Vu|=0=-Vv=Vu=0.
%

Se x € N, entdo, por (3-3),

Desse modo,

V<E>ZM:0,

Se x € N, entdo, definamos,

e a seguinte funcao real,

f@&)y=t' —pt+p—1.

Por (3-3),

Vil + (p— 1) g — 4 g1y
[Vul? +(p )V_P| vl ?| V[PVl

Vv |”

Portanto f(Q) = 0 pois f(r) > 0 V ¢ > 0. Além disso, a desigualdade acima nos diz
também que Q # 0 jd que f(0) = p— 1 > 0. Note que, f'(t) = pt’~! — p e desse modo,
flt)<0se0<t<lef'(t)>0ser>1ecomo f(1) =0, concluimos que Q = 1,

acarretando que,
|Vu| = |VV|% > 0. (3-4)

Estamos supondo que L(u,v) = 0, assim,

ulP~

1
\Vul? 4 (p— )’ ul? Vv \p—p| S uVuVy|Vv[P~' = =0. (3-5)
v
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Substituindo (3-4) na igualdade (3-5) acima obtemos,
p|VulP — p|Vu|p_2ZVuVV =0,
v
em outras palavras,
p|VulP2 (|Vu|2 - ﬁwvy) ~0.
v
Como |Vu| > 0, temos,
2 u
|\Vu|* — =VuVv =0, (3-6)
v

usando (3-4) com (3-6), obtemos,

Juf?

P —Zvuve—o. (3-7)
V 1%

Podemos escrever a igualdade (3-7) em notagdo de produto interno, como segue,
<3vv, Uy - Vu> —0.
v

~ u . . .
No entanto, Vv ndo pode ser ortogonal a —Vv — Vu, pois nesse caso |Vu| é a hipotenusa
%

on . . . u u . - .
do triangulo retangulo cujos catetos sdo, —Vv e —Vv — Vu, o que é uma contradi¢ao, pois
% v
(3-6) nos diz que,

<Vu, Vi— EVv> —0,
\%

portanto,
u 1 u
Vu-SVr=0 = —(Vu—2vv) =0
v v v
= V (E> =0
v
Como queriamos. 0

Poderiamos enunciar o resultado que segue (Teorema 3.2) como um Lema pela
forma com que € usado na demonstragdao da Desigualdade de Diaz & Sad (Teorema 3.3).
No entanto, devido a sua importancia na se¢ao de aplicagdes que veremos em breve (Sec¢do

3.2) o enunciaremos como Teorema.

Teorema 3.2 Dado 1 < p < N. Sejam @ pertencente ao conjunto D'"P(RN) e z > 0 ndo
Apz
P!

identicamente nulo, pertencente a DVP(RN), ambos diferencidveis. Se pertence a
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Ly RMYN Ly (RN), entdo,

loc
p 14
[|V(p| de/(Zp_l
R:

RN

) o|Pdx. (3-8)

Além disso, no caso da igualdade, exite ¢ € R tal que 7 = c@ em RV,
Para p > N. Sejam @ pertencente ao conjunto wlrp (RN ) e 7 > 0 ndo identicamente nulo,
pertencente a WHP(RN), ambos diferencidveis. Entdo vale (3-8) se, para p = N, existe
algum s > 1 tal que,

Apz

F € LS(RN) mL‘l):)c(RN%

ou para p > N,

Ayz -
zl’%l c L'RM)nL; (RY).

Além disso, se vale a igualdade em (3-8), entdo existe ¢ > 0 tal que 7 = cQ em RN,

Demonstracdo. Primeiramente observemos que z € uma solug@o nio trivial para o se-

guinte problema,

—A

0) —Apv:( pplz)vp_l em RV,
Z

v>0 em RV,

De fato, uma solugdo v para o problema acima no sentido fraco satisfaz,

p—2 P2 v 1,p (N
/ Vy|P 2V Vdx — / Vel Ve ldx, W g e DV (RY).
RN RN

Tomando v = z do lado esquerdo da igualdade acima e depois do lado direito, verifica-se

que a igualdade acima é de fato satisfeita por z.

o)

o C(RN ) portanto para cada bola centrada na origem de RV

. ApZ
Por hipétese —— € L
P~
podemos aplicar o Teorema C.13, e com isso concluimos que z > 0 em RY. Nesse caso,

Apz

[ S pfl =
B(t>_zp_1t ,f—()
Pelo Teorema C.14, dado r > 0 existe o(r) > 0 tal que z € C1*(B,). Em particular, se
Qo é um dominio limitado de R", existe 0y > 0 tal que z € C1%(Qy). Argumentando

por densidade, podemos tomar uma sequéncia de fungdes (@,),eny em Cg(RY) tal que
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(@,)nen converge para @ em D7 (RN). Para cada n fixado, podemos aplicar a identidade

de Picone (Proposi¢do 3.1) para as funcdes @, e z, obtendo,

p
0= /L(%,Z)dx: /R(<Pn,Z)dx:/|V<Pn|pdx_/v(|(in_|1 ) Vz[P"*Vzdx. (3-9)
RN RN RN ¢

RN

|<p If’

Como ¢, € C3, z € D!"?(RV)ez > 0, a fungdo T pertence a D'"P(RN), ou seja, é uma

funcao teste. Integrando a desigualdade (3-9) por partes,

o< [Wourax— [v (94 ) 1var 2vias— [ v, pars / 2 loulP.
P

RV R¥ R¥
(3-10)

Como ¢, converge forte para ¢ em D'? (RN ) temos que, @, — ¢ em L” (RV) pelo
Teorema C.4 e com isso, |@,|” — |@|” em L7 (RM). Desse modo, pela desigualdade de

Holder temos,

Apz Z
5 ([@nl” —[@I7)dx p 7 (lonl” —[olP)|dx < |||<Pn|”—|<P|”||ﬁ7
zP
N RN r
fazendo n — oo, segue que,
Az
| S5’ ~lol")dx 0.
RN
De (3-10) temos,
Apz Apz Apz
—/Z,)—_1|(P|pdx < /|V(Pn|pdx+/Zp—_l\(Pn|pdx—/#,—_1|(P|pdx
RN RN

= / Voul7dx+ / 251917~ ol7)dx
RN

Passando a desigualdade anterior ao limite, verificamos a veracidade de (3-8).
Consideremos agora o caso em que vale a igualdade em (3-8). Seja ¢ um dominio
arbitrario em RY. Lembremos que a Identidade de Picone (Proposicio 3.1) nos diz que

L(@n,z) > 0, assim,

0< [Lonadr< [ Ligua)dr= [ |Vo.rdx+ / £l0n/ .

Q RN RN
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O lado direito da expressdo acima tende a zero quando n tende ao infinito, ja que z €
solugio de (Q). Por outro lado, Qg ¢ limitado, z € C1%(Qy) e além disso, |V, |, ¢, per-
tencem a Cjj’ (o) e convergem quase todo ponto para as fungdes |V@|, @ respectivamente,

pelo Teorema A.5, temos,

Jdim [ Lo 2)dx= [ Lig.2)dx.

Q Qo

Desse modo L(¢,z) = 0 em Qy. Como Qg ¢é arbitrdrio, concluimos que L(@,z) =
0 g.t.p.x € RV E pela Proposi¢io 3.1 temos,

V(9>_o _9_.
Ve Z

Portanto ¢ = ¢z, onde ¢ é uma constante real, concluindo assim a demostracdo do
resultado para o caso em que 1 < p < N. Para os demais casos o inicio da demostracdo é
analogo, apenas substituindo o espaco D'?(RY) por WP (RV).

No caso p = N, como @, converge forte para @ em W!»(RV) temos que, ¢, — ¢
em LI(RN) V g € [p,+o0) pelo Teorema C.5 e com isso, |@,|” — |¢|” em Ly (RM). Desse

modo, pela desigualdade de Holder temos,

Apz
[ S5 ol ol < [ 2

N RN

2 (I9al” ~ |91”) —lol”llg-

dx<H

No caso p > N, como @, converge forte para ¢ em W!”(RV) temos que, ¢, — ¢ em
L>(RM) pelo Teorema C.2 e com isso, |@,|” — |@|? em L=(R"). Desse modo, pela

desigualdade de Holder temos,

Apz
[ S5 o~ loir)ax| < [ 1575
N RN

E com isso podemos concluir o resultado para os demais casos de maneira andloga ao

dx <

|7 = [@[”[]<-

7 (19a” = lol")

que fizemos. 0

O Teorema 3.3 € o resultado principal dessa secdo, foi apresentado inicialmente em

[8].

Teorema 3.3 (Desigualdade de Diaz-Sad) Se, 1 < p < N. Sejam z; € D"P(RN) diferen-

ciaveis, tais que z; sdo ambos ndo negativos e ndo identicamente nulos, parai =1,2. E,
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A ,
se além disso, —L fll estd definido e satisfaz,
Zi
Apzi N
5 e L (RY) L (RY),
zi?
entdo,
A,z A,z
/ (— P+ ”21) (217 — 22" )dx > 0. (3-11)
. 1P 22P
R

Se p > N. Sejam z; € WP (RN) diferencidveis, tais que z; sdo ambos ndo negativos e ndo

identicamente nulos, para i = 1,2. E, se além disso,p = N e existir algum s > 1 tal que,

A,z -
Z';_ll € LS(RN) ﬁLloc(IRN)7
i

ou,p>Ne

Apzi -
# € Ll (RN) le()c(RN)7
i

entdo, vale a Desigualdade (3-11).

Demonstracdo. Pelo resultado demonstrado anteriormente (Teorema 3.2), para o par

(z1,22) teremos a seguinte desigualdade,

A

— [ |Va|Pdx < P22 ) o Pdx (3-12)
P!

RN RN

usando o Teorema 3.2 para o par (z1,z;) temos C = 1 e a seguinte igualdade,

A
/\Vzl|pdx:/<— ‘Ifl])zlf’dx. (3-13)
N 2
R

RN

Somando (3-12) com (3-13) obtemos,

A A
/ (_ PZI] + pZZ] > 71Pdx >0 (3-14)
P nf”

RN

invertendo z; com zp em (3-12) e em (3-13), obtemos,

Az A
/ (— Ly pZz)(—ZZP)deO, (3-15)

1P~ P!
RN



3.2 Um sistema do tipo (p,q)-Laplaciano 51

somando (3-14) com (3-15) obtemos o resultado desejado. Ou seja,

Apz1 | Ap2a P_.p
/<_Z1P_1 +Z2P_1>(Zl ~ 2 )dx20

RN

3.2 Um sistema do tipo (p,q)-Laplaciano

Nessa secdo aplicaremos os resultados obtidos na secao anterior para demostrar

alguns resultados a respeito do primeiro autovalor do seguinte sistema de equagdes,

—Apu = Ab(x)|u|*v[Py x € RN,
(S3.) —Agv = Ab(x)|u|*v[Pu x € RV,
lim u(x)= lim v(x)=0.
x| =0 |x|—4-o0

Consideremos as seguintes hipéteses,

a+l B+1

() N>p>1,N>g>1,04>0,p>0, —+——=1ea+B+2<N;
p

(95) be COYRY) comye (0,1),eb e LW(RN)ﬂLw(RN) eb>0(£0).

loc

O decaimento a zero no infinito do par de autofun¢des associado ao sistema (S )
¢ consequéncia do Teorema C.9. A existéncia do primeiro autovalor para o sistema (S ) é

garantida pelo seguinte resultado,

Teorema 3.4 Suponha que as hipoteses (Hy), (#5) sejam satisfeitas. Entdo,

(i) O sistema Sy, admite o primeiro autovalor, que é positivo e definido por,
o+1 1
M = inf i /yvuv’d +B+ /|V 9dx b (3-16)

onde,

I'={ (u,v) € D'"?(RY) x D(RN); /b(x)|u\°‘]v]ﬁuvdx:1 ;
RN

(i) Se (u,v) € D'P(RN) x DY4(RN) é um par de autofungées solugdes de (S),),
entdo para todo r >0, u € C'?(B,) eve C"¥(B,), onde p = p(r) >0, y=v(r) >0e B,
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é a bola de centro na origem e raio r contida em RN

(iii) Existe um par de autofungées de (Sy,) que sdo positivas em RN,

Item (i):
Demonstracdo.Sejam A4 e B como em (C-2) e (C-3), respectivamente. Primeiramente

. . N
mostraremos que existe (7,7) em D'P(RY) 5 D14(RN) tal que,
A(u,v) =M.
Seja (up,v,) uma sequéncia minimizante. Por defini¢do,

B, vp) =1, VneN (3-17)

A, vn) — A1 (3-18)

De (3-18) temos de imediato que (uy,v,) é limitada em D' (RY) x D14(RV) que por sua
vez é um espaco reflexivo, portanto, a menos de uma subsequéncia (uy,, v,) converge fraco
em D''7(RN) x D4(RN), ou seja,

(ttn,vy) — (u,v) em Dl’P(RN) X Dl’q(RN),
por (3-17) e pelo Teorema C.8, temos que,
B(u, v) = 1. (3-19)
Pela semicontinuidade inferior da norma,
A(u,v) < liminf 4(up,vy) = Ay (3-20)
n—+oo
De (3-19) e (3-20) concluimos que,

ﬂ(ﬁ,?) =M\

Para mostrarmos que A; € de fato autovalor vamos aplicar o Teorema C.6 para as seguintes

funcoes,

F(u,v) = A(u,v) Gu,v)=B(u,v)—1. (3-21)
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As derivadas de Fréchet de F e G em (u,Vv) sdo dadas por,

F(@,9)(0,9) = (@+1) / Vil 2ViVodx+ (B+1) / V9|72 VVydx
RN RN

G'@7)(0.w) = (a+1) [ [al*Paydx+ (B+1) [ [aPovdx,

RN RN

qualquer que seja (¢,y) em D'P(RVN) x D4(RN). Como (&,7) pertence a I', pelo
Teorema C.8, G'(u,V) # 0. Pelo Teorema C.6 existe A tal que,

TI(E,V)(Q),W) = }bg/(ﬁ,V)((D,W).

Fazendo y = 0 temos que,

f/(ﬁ,V) (¢,O) = kg/(ﬁ,V) (¢7O)’
disso temos,

/ Vil 2ViiVodx — A / a|%vPovdx, Vo € D' (RY). (3-22)
RN RN

Analogamente, fazendo ¢ = 0 temos,

/ VD)7 2ViVydx = A / (%7 [Paydx, Yy € DH(RY). (3-23)
RN RN

Fazendo (,y) = (#,v) de (3-22) e (3-23) temos que,

_ (a+1) —_— B+1) S
M= /|v P+ /|V 9d

= A —(OH—I)/\ﬁ\“]v|ﬁﬁvdx+—(l3+l)/\ﬁ|“|v\ﬁﬁ\7dx ,
roJ 7

oa+1

como ¢ conjugado de e (u,v) pertence a I" concluimos que,

A=A (3-24)

Por (3-16) e (3-24) concluimos que A; é o primeiro autovalor e é positivo. ]
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Item (ii):
Demonstragdo.Seja (u,v) pertencente a D'P(RY) x D14(RY) uma solugio para o sistema
(Sy,), entdo,
—Apud = Mib(x)|u|*v|Pov (3-25)
— Ay = Ayb(x) |u*|v|Puy. (3-26)

As equacdes (3-25) e (3-26) s@o do tipo abrangido no Teorema C.14. Mostramos no
Teorema C.9 que dado R positivo as fungdes u e v pertence ao espaco L (Bg) portanto
pelo Teorema C.14 concluimos que existem 7y;,7¥, no intervalo (0, 1) tais que u pertence

ao espago C''V1(Bg) e v pertence ao espaco C'72(Bg). O

Item (iii):
Demonstragdo.O Item (i) demonstrado acima garante a existéncia de (u;,v;) pertencente
ao espago D''"P(RV) x D14(RN) tal que,

{ —Apur (x) = b (x) |y (x) |[v1 (x)[Pvi (x) em RY (3-27)

— A1 (x) = Mb()uy (0) v ()P () em RV

Assim, dado Q aberto de R" com fronteira suave, multiplicando a primeira igualdade de

(3-27) por u; e integrando sobre  obtemos,

0< / Vi |Pdx = / B() | [* v [Puyvi dx, (3-28)
Q Q

por outro lado, sabemos que,
b(x)|uy (x)|*vi(x)|P >0, paratodo xem RV, (3-29)
Como Q ¢ arbitrario, de (3-28) e (3-29) obtemos,
i (x)vi(x) >0 q.t.p. xem R, (3-30)

com isso, B(ur,vi) = B(|lui|,|v1|]) além disso, temos também que A(uj,vi) =
A(|uy|, |v1]) assim, podemos supor que u; > 0e vy > 0em Q.

Pelo Item (ii) temos que, existem p,yem (0, 1) tais que,

up € CHP(Q) C L°(Q)
vi € CY(Q) C L7(Q),
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disso podemos concluir por (3-27) que,

Apuy €L7(Q) C L2 .(Q) e Ayvy € L°(Q) C L7, .(Q).

loc loc

Note que, para qualquer que seja s real,

1 -1
—Apur = =Bl | [va |2 |5l

= —M|s|P!
definamos, Y : [0, 4<0) — R por,
Y(s) = MsP~ 1,

assim,

1
/ (Y(s)s) "7 ds = +oo.
0

Pelo Teorema C.13 concluimos que u;(x) > 0, para todo x em Q. Analogamente, conclui-
se que vi > 0 em Q. Como Q ¢ arbitrdrio, concluimos que u; e vy sdo estritamente

positivas em RV, O

Teorema 3.5 No conjunto das fungoes continuas a dimensdo do auto-espago associado

ao primeiro autovalor Ay € 1.

Demonstragdo. Sejam (u,v) € D'P(RV) x D'4(R") uma solugdo positiva para (S, ) cuja
existéncia é garantida pelos itens (i) e (iii) do Teorema 3.4 e (¢, y) € D'»(RV) x D14(RN)
solugdo de (Sy, ), ou seja, (¢, ) € solucdo associada ao primeiro autovalor A;.

Aplicando o Teorema 3.2 nos pares (0,u) e (\y,v) temos, respectivamente,

/|V¢|de2/<—j)p_u]>\¢|pdx (3-31)

RN RN

/ Vy|9dx > / (—VAC]L_VI) y|7dx. (3-32)
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Por outro lado, usando que o par (¢, ) é solugdo para o sistema (S, ), temos que,

J o= a+l/|V¢|"d + _q'—l/|V\|I|qu (3-33)
N
A (X+1 o B B+1 o B
= 0 [b@lo o2 [ )0l v oy
N ]RN

= h [ bElel v o,

com isso, multiplicando e dividindo por u®*'vB+1 obtemos,

J

IN

M / bl v ovidx

1
— 0\ /b "NOL+ ’W’ﬁ+ O WP okt Bt g

o+l VB+1

. . . A - P q
Apl do ad ldade de Y« P B.9), t — e ——
plicando a desigualdade de Young (Proposigao ), com as poténcias . e Bl
obtemos,
Q1 WP ot 1]01” B+ 1y
pot1yp+l = p uP qg v ’
assim,

p q
J < 7»1/b()€)ua+lvﬁ+l <0(‘+1|¢| +B+1|W| )dx

p uP q W

uo 1B

lw|%dx, (3-34)

va— 1

1 p+1 1
S W /b(x)”"1 |<1>|f"dx+xlﬁ+ /b
p )4
RN

além isso, supomos inicialmente que (u,v) € D'?(RN) x D'4(RV) é uma solugio positiva

para (), ), juntando isso com o que obtivemos em (3-34) podemos concluir que,

y< 2! (—A )|¢|Pd +B;1/< AV )|\|I|qu (3-35)
RN

p up—1 va—1
RN
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relacionando (3-33), (3-35) e a Desigualdade (3-31), concluimos que,

o+ 1 +1
/ Volrax+ P / Vit
1 A, 1 A
S& (- bﬁ)wpd B0 (=58 ) wieas
P ub q v
RN RN

1 Agv
ha / vorax 1L [ 2% ) itan
q vi©
RN

obtendo assim a desigualdade no sentido oposto a que foi dada em (3-32), portanto vale a

A v
/ Vy|ddx = / (—vqil) y[9dlx.

Analogamente, pela defini¢do de J e pela desigualdade (3-32) obtemos a desigualdade no

igualdade,

sentido oposto a que foi dada por (3-31), portanto vale a igualdade,

A
[ 1volras= [ (224 Yiorax.

Desse modo, pelo Teorema 3.2 exitem constantes reais c¢,C tais que, u = c¢ e v = CV.

Concluimos entio que toda solucdo (¢, ) de (Sj,) é miltiplo de (u,v) ou seja, a dimen-

sdo do auto-espaco associado a A é 1. O

Teorema 3.6 A ¢ o iinico autovalor de (S),) que corresponde a um par de autofungées

que ndo mudam de sinal.

Demonstracdo. Sejam, . > A1, (0,y) uma solugdo para (Sy,) e suponha que existe uma
solu¢do que ndo muda de sinal (u,v) para o sistema (S;), em particular suponha que
as funcdes u,v sejam ndo negativas. Analogamente ao que fizemos na demonstra¢do do
Teorema 3.5 podemos mostrar que exitem c, € tais que u = c¢@,v = ¢y. Suponha que ¢ > 0,
nesse caso, Y > 0 em RY, pois por hipétese, v > 0 em RY. Além disso, como o par (¢, )
é solugdo de (Sy, ), qualquer que seja o aberto Q C RY tomando ¢ como funcao teste em

(Sy,), temos,

0< [ IVolrax=ni [ b(lovPyods,
Q Q
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com isso, ¢ > 0 em RNec> 0, pois u = c¢ e por hipétese u > 0 em RY . Note também

que tomando v = ¢y como fungdo teste em (.5 ) temos,

o [1vytiax = A [ b(w)lcollovlPeycods
RN RN

= o [volrax,

RN

pois (u,v) é solugdo de (5. E além disso, tomando y como func@o teste em (Sy, ), temos,
[1vuttas = a1 [ bloviPyods
RN

]RN
_ / Vo|Pdx.
]RN

Desse modo ¢” = ¢4. Portando ¢ e y tem o mesmo sinal.
Suponha que ¢ > 0 e y > 0. Sejam (u,v) solucdo de (S)) e c¢,C tais que,

u = cd,v = cy, podemos escrever,

oc;l /’Vc¢|1’dx+ B;rl /!VE‘I’VIdx:X/b(X)c““EBHI(])lo‘Wde. (3-36)
RN

RN RN
Note que,
== ()T = (@)
c,
A e O
assim,

Ol = (cp)o%l(cp)%1 =cl =7

Desse modo, cancelando c¢” e ¢?dos dois lados da Igualdade (3-36), obtemos a seguinte

expressao,

1 1
OEL [ opar+ P21 [1vyprac=1 [ bojolyiPax
P RN 7 RN RN
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Além disso, como (0, ) é um autovetor associado ao autovalor A;, concluimos que,

M [ b0 wlPdx =2 [ b(x) ol P
RN RN

E assim obtemos que A = Ay, pois ¢ >0, y > 0e b #0. O

Observacdo 9 Sejam A um autovalor qualquer, (u,v) uma solu¢do ndo trivial para o

sistema (S;) e

c= [ b(x)|u|*v|Puvdx.

RN

Definamos,

N

Il
2\~| <
2\~| <

Observe que (u,v) também é solucdo para o sistema (S,)). De fato,

_ 1
—Apit = p—1 (_Apu)

p

= S (Wb lu*vPy)

9
—

o
—_

= +g+ (xb(X)|u|0L|V|BV)’ por (g_[])

o
SIR
Y.

organizando de forma conveniente obtemos que,
— A, = Mb(x)[a|*[7]Pv.
Analogamente, mostra-se que,
— A, = Mb(x)[a|*[7|Pa.
Portanto, temos que (1, V) € de fato solugcdo de (S,). Além disso, note que,

/ b(x)[u|*|v|P vdx = 1. (3-37)
RN

Portanto, sempre que for conveniente, podemos supor sem perda de generalidade que

vale (3-37) para uma solugdo (u,v) de (S,) qualquer que seja o autovalor .
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Lema 3.7 Se Ay ¢ um autovalor maior que A, entdo existe uma constante C > 0

independente de || vy || prawn) € de |[ug || prrmvy tal que

C
[

. 3-38
LB (rvy) Ao -39

onde,
Uy ={xeR; ug(x) <0}, Vy ={xeR"; v(x) <0}.

Demonstragdo. Sejam Ay > A um autovalor e (1o, vp) uma solugio para o sistema (S, ),
observe que a nomenclatura Ay é um abuso de notagdo no sentido em que estamos usando
o indice 0 para denotar um autovalor maior A, ou seja, é outro termo da sequéncia de
autovalores diferente de A; e ndo o termo O da sequéncia. Sem perda de generalidade,

pela Observagao 9 podemos supor que
/b(x)|uo|“|vo|5uovodx =1.
RN

Como A # A, pelo Teorema 3.6 temos que ao menos uma das fungdes ug, vo muda de

sinal. Enfatizando que o sistema (S, ) é dado por,

_Apl/to = M)(x)|u0‘oc|v0’[3v() xE RN,
(S,) 4 —Aqvo = Mb(x)|uo|*[vo|Puo x € RY,

lim up(x) = lim vo(x) =0,
|x|—+-o0 x| oo

multiplicando a primeira igualdade em (S,,) por u, e a segunda por v, obtemos,

—Apuouy = Aob(x)|uo|*vo|Pug vo x € RY,

—Agvovy = hob(x)|uo|*|vo[Pugvy x € RY,

onde, uy (x) =max{—uo(x),0}, uy (x) = max{uo(x),0}, vy (x) =max{—vy(x),0}, v{ (x) =
max{vo(x),0} e note que uy = uj —uy € vy = vy — v, . Integrando a primeira igualdade

obtida acima e escrevendo ug € vo em outros termos,

/]V(u(“;—uo)|p_2V(u§—u0)Vu0dx= ko/b(x)|ug—u0]a|v3—v0|ﬁuo(v5r — v, )dx,
RN RN
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observe que ua' > 0 implica u, = 0. Desse modo,
/|Vua|p_2V(—u6)Vuadx: ko/b(x)|ua|°°|vg —\/(;|Bua(var — v, )dx,
RN RN

multiplicando os dois lados da igualdade por (—1),
[ 19ug 17 = 2o [ bl g vy Pug (v = v
RN RN

= ko/b(x)|u6]°‘\v(’;—v5|Buavadx—7»0/b(x)|u6[°‘\var—va\ﬁuavardx
RN RN

= ko/b(x)]uala\vg\ﬁuavadx—M/b(x)\ug\“]v;ﬂﬁugv(‘;dx. (3-39)
RN RN

Analogamente, multiplicando a segunda igualdade de (S,,) por v, e repetindo os mesmos

argumentos feitos acima,obtemos,
/ Vg [9dx = Ag / b(x) |ty |%viy [Pueg v dx — o / b ()| | v Pug v dx. (3-40)
RN RN RN

As duas integrais a direita da igualdade (3-39) s@o ndo negativas, assim como as duas a

direita de (3-40), com isso,

i ey = | 1Vt P <20 [ b0y 115 Pty vy e < o [ bl 1l P+ i,
RN RN RN
(3-41)

€

190 sy = [ 1975 195 <%0 [ b0l 90 Py vy < o [ B0l [ v P .
RV RV RV
(3-42)
N /
Note que, por (#4),b € L*B2(RN) e pelo Teorema C.5, (uy)*"! € LocpTl(RN), e
(vg )P+ € L#(RN). Além disso, por (#]) temos que,

o+pB+2 o+1 +1
b2, P =1,
N 14 q

com isso, notando que a integral acima, a direita das desigualdades (3-41) e (3-42), é nula,

quando restrita ao conjunto RY / (U, NV, ) e usando as imersoes dadas no Teorema C.4
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e a desigualdade de Holder, obtemos,

—|P < —jo+1 — 13—‘-1
Ly A L SN [ i
= }\OCHbH 0C+B+2( ; ﬂ ” O “Dlp RN || 0 ||D1q RN)
(3-43)
1
agora, elevando os dois lados da desigualdade a —, obtemos,
P
| 1 okl B+1
g | pro vy < (AoC)7|[B]]” g 11 oy V0 | ey
0 (RY) L“+Ig+2(U(;mVO*) 0 lpte@yy 1Yo lipra(ry)
multiplicando por e ,
HuO ”qu/’(RN)
Bt 1 1 B+l
uy ||, 3 < (AC)7||bl|” vo |l 4 ,
H 0 HDl,p(]RN) _< 0 ) H HL°‘+1E+2(U0_0VO_)” 0 HDl,q(RN)
. 1 .
elevando a desigualdade a concluimos que,
B+1
1 1 (Bl+1) 1
u, || < (AgC)PBH1||b]|” vy |7 , 3-44
|| 0 ||Dl,p(RN) _( 0 ) H ||L“+1§+2(UOHVO)” 0 ||Dln,q(RN) ( )
de modo analogo,
1 1
vo [l 5, < (hoC)r@ lug 11 , (3-45)
| 0 ‘Dl'q(RN) La+f>+2 Uy NVy) ’ ’Dlyq(RN)
onde C ¢ a constante de imersdo em cada caso. De (3-44) e (3-45) temos,
1 | 1 1
ug || < (MC) 7T ||b)| Y AoC)TET ]| 7557 ug || ,
Iy ey < GO  QaCT T 6 e
o 1 1
multiplicando por i . — ¢ elevando a — — obte-
HL{SHEL‘I(RN) (7\«OC) I’(B+l)+q(0!+l) p(B+1) + q((l+1)
mos,
1
o < lel . (3-46)
oC L‘”B” (Uy V)

Em outras palavras, existe uma constante C > 0, que € o inverso multiplicativo da cons-

tante C encontrada em (3-46), independente de [|vy || 1@y € de [lug [[prr(wy), tal que,
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vale a Desigualdade (3-38) como queriamos. 0

Observacao 10 Os mesmos argumentos que fizemos na demonstracdo do Lema 3.7 para

obter (3-38) podem ser adaptados de forma que obtenhamos a seguinte desigualdade,

C
1] > =
LB W)~ Ao’

onde,
+ _ mN - + _ mN -
U =R"-U, e Vy=R" -V, .

De fato, basta multiplicarmos a primeira igualdade de (S;,) por u(‘{ , ao invés de ug , a

segunda por vg , ao invés de v, , seguindo as mesmas passagens chegaremos em,

1
14§ 15150y < o [ B g 4 P i

RN

1 1% <k0/b( Yug 1= ot P

o resto segue de forma andloga, apenas substituindo u, por uar ev, por var .

Teorema 3.8 A, ¢ isolado, isto é, existe € > 0 tal que para todo A € (A1, | + €| 0 sistema

(Sy.) ndo possui solugdo.

Demonstracdo. Suponha por contradi¢do que A ndo seja isolado, desse modo, existe uma
sequéncia (Ay, n,va)neny C R x DVP(RN) x DL4(RN) onde (up,vn) € solugdo de (Sp,)

para todo n € N e (A,) converge para A;. Suponha que para todo n

/b(x)|un|“]vn]l3unvndx =1,

note que com isso, a sequéncia (u,,v,) é limitada em D'?(RV) x DL4(RV), pois a

sequéncia (A,) é convergente. Para qualquer que seja n natural,

/|Vun\pdx=kn/b(x)]un|°‘|vn|ﬁunvndx:7&,,
RN RN

/ Vval9dx = A / b () |t * v Pt v = Ao,

RN RN
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com isso, suponhamos que (u,,v,) converge fracamente para (ii,7) em D!'"?(RV) x
D'4(RM) e suponhamos também que 2A; > A,, > A, para todo n € N. Defina,

Ul ={xeRY; u,(x) >0}, U, ={xeR"; u,(x) <0}
VEi={xeR"; v,(x) >0}, V. = {xeR"; v,(x) < 0}.

Por (3-38) existe C > 0 independente de n tal que,

C C
b > —>—>0. 3-47
” |’L°‘+1E3/+2(UJHV[) - }\'n - 2%1 ( )
N
Como b € L*572 (RV), podemos tomar R > 0 tal que
C
16l < 4
LOTBZ (RN /By) 4N
desse modo, pelo que obtivemos em (3-47),
C
[z e >
LoB2 (Brru; vy ) 4N
Por outro lado, note que, por (#5),
_ L oAp2
1Bl <l [ BROU, OV, T[TV

LOtB+2 (BrNU, NV;;)

Portanto, existe uma constante C independente de n e positiva tal que,

c e 2
BrNU, NV, |> | - ~cC. (3-48)
to AN [|B]] 1wy

De modo andlogo podemos mostrar que exite uma constante C > 0 que independe de n

tal que,
|BRNU, NV, >C. (3-49)

Desse ponto em diante, sempre que aparecer o simbolo R, estaremos assumindo que ele
satisfaz (3-48).
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Note que,

/ (IVitn| P2Vt — Vit ?~2Vtt) (Vi — Vit )dlx
RN

= /b(x)(xn’”n‘alvn‘ﬁvn_xm|”m‘a"’myﬁvm)(un_”m)dx
— /b(x)(xn|un|“\vn|ﬁvn—xm\um|“|vm\ﬁvm)(un—um)dx

+ / b(x>()“n|un|a|vn|ﬁvn_}hm|um|a|vm|BVm)(un_”m)dxa (3-50)
(Bk)

onde RN\ Bg = B%. Usando que b pertence ao espaco L>(RY), separando os termos A,
dos A, na dltima integral e depois aplicando a Desigualdade de Holder juntamente com a

Triangular, obtemos,

Hb\|m/(7»n|un\a|vn\ﬁvn — Mot | | Vi P (1t — 14 ) dx

Bg

+ xn/b(x)(|un|°°|vn|ﬁv,,)<un—um)dx+xm/b(x)<|um|“|vm|ﬁvm)(um—un)dx

%) (5%)
< HbHoonn‘unW‘Vnmvn_xm‘um|“‘vm‘ﬁvm”lﬁ/(3mHum—unHLI,(BR)
B+1
+ Mol _x ) a1Vl (HunHU*(B%)JFHumum(%o
! 72 (B;;)HM’"H“’*(B%)”V"’”LPWB;;) (10l gy + Nt o )

usando que a sequéncia (u,,v, ) é uma sequéncia limitada em D7 (RV) x DV4(RY), existe

uma constante positiva C tal que,

||b||°°||7‘n|”n|alvn|ﬁvn _km|“m|a|vmlﬁvm”m’(3,¢)||”m - ”nHLP(BR)

B+1
b e gy I gy (i + )
+ Mlbl gl ||B“ o (a1 gy + il )
+l3+2( Ly (BR) "ILY (Bg) ML (Bg)
< [ foo| A |1n]* |Vn|BVn_7” |t |* ’Vm| VrnHLp’(BR)”“m_”nHLP(BR) (3-51)
+ N C.
P12 (Bg) 2 (BR)

Quanto maior for R menores sdo as duas ultimas parcelas de (3-51), além disso por
imersdes a primeira parcela tende a zero quando n,m tendem ao infinito.

Prosseguindo com a demonstragdo, para qualquer que seja € > 0 podemos tomar
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R de forma que vale (3-48) e além disso as duas ultimas parcelas em (3-51) sejam menores
que €, ji que u, e v, pertencem a LP(RY) e L4(R"), respectivamente. Pela imersio
compacta de W!”(Bg) em LP(Bg) (Teorema C.3), concluimos que D'-?(Bg) estd imerso
compactamente em L”(Bg) e com isso a sequéncia (u,) converge forte em L”(Bg) a
menos de uma subsequéncia. Desse modo, tomando uma subsequéncia, se necessario,

|t — i || L (Br) 20, m > n. E note também que (|u|*|v,|Pv,) € limitada em L” (Bg)

pois,
1
v 4
/ / ,
il Pl = [ WPl | = |l ) P07
R R
o B+l
P
< /|un|pdx /|Vn|qu
R R

Portanto, juntando as desigualdades (3-50) e (3-51), com o argumento do pardgrafo acima,

temos que,

lim [ (| Via|P "2V, — |Vit|P > Vi, Vity — Vit dx = 0. (3-52)
m,n——+oo
RN

Se p > 2, usando a desigualdade de Simon (Lema C.10) temos,

/ (Vitn? 2V ity — [Vit|P >Vt Vit — Vity)dx > C, / Vity — Vup|Pdx  (3-53)
RN RN

Se p < 2 elevando a Desigualdade de Simon a g temos,
(IVitn] + [Vitm]) 2P (| Vitn| P2Vt — Vit |P~ 2Vt Vit — Vit E > Cp| Vit — Vit [P,
(3-54)

com 1SS0,

Cp/|Vun—Vum|pdx
RN

< / (1Vitn] + Vit |) TP (| Vit P2 Vit — Vit P2V, Vit — Vit) 2,
RN
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2
notando que g + Tp = 1, pela desigualdade de Holder,

C /\Vun Vu,,|Pdx

/ IVitn| -+ Vit )Pdx / (Vit]P 2Vt — |Vt P2V ity, Vit — Vit dx
N
2
elevando a —, temos,
2
) P
Ccy /|Vun—Vum|pdx
2-p
P
< / (IVun| + [Vup|)Pdx / (IVitn|P~2Vty — Vit |P ">V, Vit — Vit )dx
RN
2-p
D
< (R/ |Vun|pdx+/]Vum|pdx /<|Vun|p_2Vun— |Vum|p_2Vum,Vun—Vum>dx

RN
= 7\. + }h / <|Vun|p_zvun - ’Vum‘p_zvurm Vu, — Vum>dx’
RN

como (A,) € uma sequéncia convergente e portanto limitada, existe ua constante positiva

C tal que,

P
/ (Vitn| P2Vt — Vit |P~2Vit, Vit — Vit )dx > C / Vit — Vip|Pdx | . (3-55)

RN

Portanto as desigualdades (3-52), (3-53) e (3-55) nos dizem que (Vu,) é uma
sequéncia de Cauchy em (L?(RV))V.

O argumento acima pode ser reproduzido para a sequéncia (Vv,) C (L4(RV))¥
de igual forma, podemos concluir que essa sequéncia também € uma sequéncia de Cauchy.
A vista disso, a sequéncia (Vu,, Vv,) converge forte em (L”(R))N x (L4(RV))N. Jun-
tando isso ao fato de que (Vu,, Vv,,) — (Vit, Vi) em (LP (RV))N x (L4(RY))N concluimos
pela unicidade do limite fraco que (Vu,, Vv,) — (Vii, Vi) em (LP(RV))N x (L4(RV))V.
Em outras palavras, (u,,v,) — (&,7) em D'P(RN) x D14(RN).
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Note que,
/yvu,,ypdx&/\vmpdx, /ywn|qui>/|vv|4dx,
RN RN RN RN
e, pelo Teorema C.8,

M / B () 12| v Pmttndc 25 Ay / b(x) || 7{P piad.x

RN RN
kn/b(x)|un|°‘|vn|ﬁunvndx£>7u1/b(x)|ﬁ|°°|\7|Bﬂ\7dx,
RN RN

assim, (i, 7) ¢ solugdo para o sistema Sy, . B como D'"P(RN) x DV4(RN) — L7 (RN) x
L7 (RN) continuamente, temos que (i, v,) — (i@, 7) em L (RY) x LY (RV). Isso acarreta
que, ou (i, v) = (u1,vy) ou (&,v) = (—uj,—v;), onde, fazendo um abuso de notagdo
(u1,v1) representa uma solugdo de Sy, e ndo o primeiro elemento da sequéncia (u,,v,).
Suponha, por exemplo, que (i, 7) = (u,V)

Tendo em mios a convergéncia (u,,v,) — (u1,v1) em DVP(RN) x DL(RN),
a menos de uma subsequéncia a convergéncia vale também em L”(Bg) x L(Bg), desse
modo (uy,vy) atp, (u1,v1) em Bg. Logo, pelo Teorema de Egoroff (Teorema A.6),
(4n,vn) converge uniformemente para (u1,v;) em Bg, a menos de um subconjunto de
medida arbitrariamente pequena. Isso significa que para n suficientemente grande u,
e v, sdo ambos positivos em Bg, exceto em um conjunto de medida arbitrariamente
pequena, isso € uma contradi¢do com (3-48), analogamente, 0 mesmo argumento vale se
tivéssemos considerado o caso em que (i,v) = (uy,vi) e U,S, V. ao invés de U, ,V,,
respectivamente, nesse caso a contradicao seria em (3-49). A contradi¢io surgiu em supor

que A; ndo € isolado, portanto, concluimos o resultado. 0



APENDICE A

Teoria da medida

Nesse apéndice apresentaremos as principais defini¢des e resultados da teoria de

Medida e Integracdo que foram usados durante o todo trabalho.

Definicoes
No decorrer dessa secao X € um conjunto qualquer.

Definicao 1 Uma familia X de subconjuntos de um conjunto X é denominada uma G-
dlgebra se,

(i) 0 € X;

() VAe X = A€ X,

(i) {An}nen C X = U Ay € X.

n=1
Além disso, se A € X dizemos que A é mensurdvel ou X-mensurdvel

Definicao 2 Uma funcdo f : X — R é denominada mensurdvel se, para todo niimero real

o o conjunto {x € X; f(x) > o} é mensurdvel.
Defini¢do 3 Uma medida é uma fungdo u: X — [0, 40| tal que,

(i) u(0) = 0;
(ii) Se {A,}nen € uma sequéncia de conjuntos dois a dois disjuntos, entdo,

ul UAn | =) uAn).
n=1 n=1
A func@o caracteristica de um subconjunto arbitrario A C X € definida como

XA X =R xalx) =1, Vx € A, xa(x) =0, Vx € X/A.
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Definicao 4 Uma funcdo real f : X — R é denominada simples se sua imagem é um

conjunto finito. Nesse caso,
f = ZaiXAfa
i=1

onde 3(f) =A{ai,....,an} e x(A;) é a funcdo caracteristica do conjunto A;.

Observacao 11 Note que hd uma diferenga sutil entre funcdo simples e fungdo escada

pois fungdo escada pode assumir um niimero infinito de valores.

Definicao S Se f: X — R é uma fungcdo X-mensurdvel, simples e ndo negativa, definimos

a integral de f como,
[ F@dutx) = Y. a4
e i=1

Se f: X — R é uma fun¢cdo X-mensurdvel e ndo negativa, definimos a integral de f como,

[ F@dutx) = sup [ gx)dut)

onde g é uma funcdo simples ndo negativa tal que g(x) < f(x), Vx € X.

Seja f: X — R uma funcdo, definimos a parte positiva e a parte negativa de
f como sendo respectivamente, T (x) = max{f(x),0} e f~(x) = max{—f(x),0}. Note
que, nesse caso, f(x) = f7(x) = f7(x) e |f(x)[ = f T (x) + f (x).

Defini¢do 6 A colecido L = L(X,X,u) é a colegcdo das fungdes reais X-mensurdvelis,
integradveis definidas em X é o conjunto de todas as funcoes tais que, ambas as partes
positiva e negativa f+ e f~ possuem integrais finitas. Nesse caso, a integral de f com

respeito a u é obtida por,

/f )dlu(x /f+ )elu(x /f *)du(x

A terna (X, X,u) é denominada espago de medida.

Defini¢do 7 Dizemos que uma sequéncia de funcoes em L(X,X,u) converge para outra
fungdo quase todo ponto, e escrevemos f, KLREN f, se existe M € X tal que u(M) =0 e

dado € > 0 e x € X /M existe um niimero natural i dependendo de x e de € tal que,

n>n=|fu(x)—f(x)| <e.
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Os espacos de Lebesgue L?

Definicdo 8 Seja V um espaco vetorial sob o corpo dos reais, entdo uma fungio N :V —
R é denominada uma norma 'V se,

(N (v) >0, VveV;

(N (v)=0<v=0;

()N (aw) = || N (v), Vo € R;

() (u+v) < N (1) + ().

Se retirarmos a condicdo (ii) dizemos que N é uma pseudo-norma. A condigéo (iv) é

denominada desigualdade triangular.

Definicdo 9 Seja (X, X,u) um espaco de medida, duas funcoes em L(X,X,u) sdo ditas
u-equivalentes se sdo iguais q.t.p. ou seja, se o conjunto onde elas sdo distintas tem
medida nula. A u-equivaléncia define uma relacdo de equivaléncia em L(X,X,u), onde
a classe de equivaléncia de uma fungdo f € L(X,X,u) é denotada por [f] e consiste de

todas as fungoes que sdo u-equivalentes a fungdo f

Definicao 10 Se 1 < p < oo, definimos o espago LP = LP (X, X, u) como o espago de todas
as classes de p-equivaléncia em L(X,X,u) tais que, a integral de |f|P com respeito a u
é finita, observe que nesse caso estamos usando a fungdo f como o representante de sua

classe [f]. Além disso, definimos a seguinte norma em LP

1

P

171, = { [ 1)1 dut)

Definicdo 11 O espaco L™ = L*(X,X,u) é o espaco de todas as classes de u-

equivaléncia em L(X,X,u) tais que |f| é limitada q.t.p Além disso, se f pertence ao

espaco L e N € X, com medida nula, u(N) = 0 seja,

S(N) = sup{[f(x);x € N}

assim, definimos a seguinte norma em L™,

| fllee = Inf{S(N);N € X, u(N) = 0}

1 1
Teorema A.1 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP g € L1,1 < p < ootal que —+ — =
P 4

1. Entdo fg € L' e || fglli < | fllpllgllq-

Demonstracao: cf.[4].
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O caso em que p = 1 ou g = o é 0 mais simples, de fato,

17l = [ 1fgldu < lglle [ 1f1du= lgliallf 1.
Proposicdo A.2 (Extensdo da desigualdade de Holder) Sejam p,...,py € (1,4o0) tais
que, fi e LPV ..., fr e LPk e

1 1 1
—=— 4.+ —<1,
2 Pk

S Sillp < Ay o I il e

entdo, fi-...- fr € LP e além disso,

Em particular, se f € LPNL90onde 1 < p < g <+, entdo f € L, Vr € [p,q| e se verifica

a desigualdade de interpolacdo,

A < IAIp NG~

1 _ o, l-«a
onde;—F—l—T, OS(XSI

Proposicoes

Muitos resultados de grande importincia apresentados em um curso de teoria
da medida ndo serdo apresentados aqui pois ndo cabem no escopo desse trabalho,
como por exemplo, o teorema da convergéncia mondtona, desigualdade de Minkovsky,

representacio de Riesz, entre outros.

Lema A.3 (Lema de Fatou) Seja f, : X — R uma sequéncia de funcoes X-mensurdveis

ndo negativas. Entdo,
/ liminf £, (x)du(x) < liminf / Fol¥)du(x).
n—oo n—soo
X X

Demonstracdo: cf.[4] lema 4.8.

Observacao 12 Nos casos em que a sequéncia (f,,) do resultado acima é limitada superi-
ormente por uma fun¢do integrdvel temos um resultado andlogo ao anterior substituindo

o liminf pelo limsup, que garante que,

limsup f,,(x)du(x) > limsup [ f,(x)du(x),

n—eo n—oo

a proposito, a demostracdo desse resultado pode ser obtida seguindo os passos da

demostracdo do teorema da convergéncia dominada dada em [4].
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Sl

Teorema A.4 Uma funcdo f pertence ao espaco L definido em (6) se, e somente se,

pertence a L, e nesse caso,

[ r@duto| < [ 1r@auto).

X X

Demonstracao: cf.[4] teorema 5.3

Teorema A.5 (Convergéncia dominada de Lebesgue)Seja (f,) uma sequéncia de fun-
¢oes integrdveis que converge quase todo ponto para para uma fun¢do mensurdvel f.

Se existe uma fungdo integrdvel g tal que |f,(x)| < g(x) g.t.p. para todo n, entdo f é

/ fdu=lim / fod.

integrdvel e,

Demonstracdo: cf.[4].

Teorema A.6 (Teorema de Egoroff) Sejam Q um conjunto mensurdvel de medida finita,
fn: Q— R uma sequéncia de funcoes mensurdveis tal que f,(x) REEEN f(x) em Q. Entdo,
dado € > 0 existe Q¢ C Q mensurdvel tal que a medida de Q/Q¢ é menor que € e (f,)

converge uniformemente para f em Q.

Demonstracao:cf.[4] (Teorema 7.12).
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Analise

Teorema B.1 Sejam a = liminfx, e b = limsupx,, onde (x,) é uma sequéncia limitada.

Dado qualquer € positivo, existe ng natural de tal forma que se n é maior que ng, entdo
a—€e<x,<b+e.
Demonstracao cf.[14].

Definicdo 12 Seja E um espago vetorial sobre o corpo dos reais, e ¢ : E — (—oo, 4-o0]

dizemos que ¢ é convexa se,

O(tx+ (1 —1)y) <td(x)+ (1 —1)d(y), Vx,y € E,t € (0,1).

Definicao 13 Seja E um espaco vetorial normado, dizemos que E é um espaco de Banach

se toda sequéncia de Cauchy converge em E.

Observacao 13 Com as normas definidas em (10) e (11), é possivel mostrar que os
espacos LP e L sdo espacos de Banach, essas demostragoes sdo feitas em [6] teorema

4.8 conhecido como Teorema de Fischer-Riesz

Topologia fraca: Definicao e propriedades

Definicao 14 Seja E um espaco vetorial sobre o corpo R denotamos por E* e denomi-
namos de espaco dual de E ao espago de todas os funcionais lineares continuos em E. A

norma dual é definida como,

1fllz- = sup {|f(x)]:x € E}

¥l <1

Definicao 15 Seja E um espaco de Banach e E* seu dual, a topologia fraca denotada
por 6(E,E*) é a menor topologia, no sentido em que possui menos abertos, tal que todo

elemento de E* é continuo.
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Proposicao B.2 Sejam X um espaco de Banach reflexivo, M um subconjunto fechado e
convexo de X e I : M — R um funcional Gateaux diferencidvel, onde R = [—oo, +o0].
Denotando por DI a derivada de Gateaux de I entdo as seguintes condicoes sdo equiva-

lentes:

(a) I é convexo sobre M
(b) I(u)—1(v) > (DI(v),u—v)x+xx, Yu,v € M.

(c) A primeira derivada de Gdateaux é monotdnica, isto é,

(DI(u) —DI(v),u —v)x+xx > 0, Yu,v € M.

(d) A segunda derivada de Gatedux exite e é ndo negativa, ou seja,

(D (1) ov,V)xixx >0, Vv EM.

Demonstracao cf.[2]

Definicdo 16 Dizemos que uma sequéncia (x,) converge fraco, em relagcdo a topologia

fraca de E, para x em E e denotamos por,
Xp — X
se f(xp) = f(x) ou|f(xn) — f(x)| = 0, para todo f € E*.

Analogamente a0 modo como definimos a topologia fraca de £ podemos definir
a topologia fraca de E*, denominada topologia fraca®, como é feito em [6]. Essa defini-
¢do abre caminhos para proposicoes interessantes sobre espacos de Banach reflexivos que

ndo enunciaremos aqui.

Proposicdo B.3 Seja (x,,) uma sequéncia em E. Entdo,

(i) X, = x < f(x,) = f(x);

(i) X, — X = x5, — X;

(iii) Se x, — x entdo, (||x,||) é limitada e ||x|| < hrfgio{}f”an;

(iv) Se x, — x em 6(E ,E*) e se f, — f em E*, entdo, f,(x,) — f(x).

Demonstracao:cf.[6](proposicao 3.5)
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Definicao 17 Seja X um espaco vetorial normado, e J : X — R um funcional. Dizemos
que J é fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente (f.s.s.c.i.) se para toda
sequéncia (uy) contida em X tal que u, — u, tivermos que, J(u) < ﬁ,{gi{}ff ().
Analogamente, dizemos que J é sequencialmente semicontinuo inferiormente
(s.s.c.i.) se, para toda sequéncia (u,) contida em X tal que u, — u, tivermos que,
J(u) < liminfJ (uy,).
n—soo

Note que, pela definicdo acima e o item (iv) da proposicao anterior temos que a

norma € sempre f.s.s.c.i.
Proposicio B.4 Se ¢ : E — (—oo,+o0| é convexo e (s.s.c.i.). Entdo, @ € (f.s.s.c.i.).
Demonstracao:ct.[6](Corolério 3.9)

Definicao 18 Seja X um espaco vetorial normado, e J : X — R um funcional, dizemos

que J é coercivo se, 1lim J(u) = +oo.
[Ju]| =40

Lema B.5 Seja X wum espago de Banach com respeito a norma || || : X — [0, 4e0) se
I

r € um niimero real positivo, entdo ||-||" é f.s.s.c.i.

Teorema B.6 Seja I: X — R um funcional continuo e convexo em um espaco de Banach
X.Entdo I é f.s.s.c.i.

O resultado enunciado a seguir, ¢ uma espécie de teorema de Weierstrass,

Proposicao B.7 Seja X um espaco de Banach e J : X — R um funcional coercivo e
fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente (f.s.s.c.i.), entdo J possui ponto

critico.

Proposiciao B.8 (Desigualdade de Holder para somas) Sejam u = (xi,...,X%,),v =

(Y1,-..,yn) elementos de R", entdo,

Y vl < Y il Y il

1
onde, q é o conjugado de p, ou seja, —+ — =1
p

Proposicio B.9 (Desigualdade de Young) Sejam, p,p’ pertencentes a R tais que p > 1
e—+—- = 1, entdo
p

1 1
ab < —a’+—b",Va,b>0
p p



APENDICE C

Equacoes elipticas

Espacos de Sobolev

Definicdo 19 Dizemos que um vetor o, € (Z.. )N é um multi-indice e usamos a seguinte
N

notagdo ol = Y, oy
i=1

cf. [10]

1

1o (), e o um multi-indice. Dizemos que v é a derivada

Definicao 20 Sejam, u,v € L

parcial fraca de ordem Q. de u e escrevemos,
D%u =,
se

/ (D @)dx = (—1) / vpdx, Yo e C2(Q).
Q Q

cf. [10].

Definicao 21 Seja m um inteiro positivo e 1 < p < +oo definamos,

=

HuHm,p=< ) HD“uHﬁ) 1< p<doo

o<o<m

[t|co,p = Jhax D% co.

cf. [1].
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Definiciio 22 O espaco de Sobolev WP (Q) é o conjunto de todas as funcoes u: Q — R

tal que para todo multi-indice o satisfazendo |0 < k, a derivada D%u existe e pertence a
LP(Q).

Observacao 14 Quando p = 2 temos um caso especial onde o espaco de Sobolev é um
espago de Hilbert e nesse caso denotamos H*(Q) = Wk?(Q).

Observacao 15 Denotamos por W(f P (Q) ao conjunto de todas as fun¢ées que pertencem
a WkP(Q) e satisfazem D%u = 0 sobre 0Q V|a| < k.

Proposicio C.1 (Diferenciacio de um produto) Sejam u,v € W'"P(Q)NL*(Q) com
1 < p < oo. Entdo uv € WP (Q)NL7(Q) e

2 5 2
a—xi(w) =35ty i= 1,2,...,N.

Demonstracao: cf.[6]

Imersoes de Sobolev

Definicao 23 O niimero

r denotado por p* é denominado expoente critico de
—Kp

Sobolev para as imersoes de W(;< P(Q) em LI(Q).

Teorema C.2 Seja Q C RN aberto, limitado e com bordo suave. Seja p > 1.

Se p <N, entdo Wol’p(Q) — L9(Q) paratodo q € [1,p*|; aimersdo é compacta para
todo g € [1,p*).

Se p=N, entdo WO1 P(Q) — L4(Q) paratodo q € [1,+); e aimersio é compacta.
Se p> N, entdo WO1 P(Q) < L*(Q); a imersdo é compacta.

Teorema C.3 Seja Q C RN um dominio limitado de classe C'**.

(i) Se kp > N, entdo W*P(Q) — LP (Q) continuamente, e a imersdo é compacta
em L1(Q) para todo q € [1,p*);

(ii) Se 0 < m < k— %] <m+1, o espago W-P(Q) — C™%(Q) continuamente, onde
o=k— %/ —m, e a imersdo é compacta em C*B(Q), se B < a.

cf. [11]

Definicao 24 Dado 1 < p < 4o

DLP(RN) = {u c LP*(RN);aa—” cLP(RV), Vi=1, N}

Xi
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cf. [3]
Teorema C.4 Seja N > 3. Entdo,

H'(RN) — LI(RN), Vg € [2,2%];
D'"P(RN) — L (RV).

As imersdes acima ndo sdo compactas.

cf. [3]
A seguinte proposi¢do € a jun¢do dos corolérios 1X.10, IX.11 e IX.12 de [5].

Proposicao C.5 Se 1 < p <N, entdo,
WHP(RY) — LI(RY), ¥ g € [p, p].
Se p = N, entdo,
WHP(RY) < LYRY), ¥ ¢ € [p, o).
Se p > N, entdo,
whP(RN) — L°(RM).
Onde p* é o expoente critico de Sobolev.

Demonstracao: cf.[5].

Resultados utilizados

Teorema C.6 Seja X um espago de Banach, ¥ : X — R, G = (Gy,...,Gy) : X — R.

Suponha que F assume mdximo ou minimo local sobre o conjunto,
M={xeX;G(x)=0} em acM.

Se a é ponto regular de G e além disso, existe uma vizinhanga U de a em X tal que F e

G pertencem ao conjunto C'(U), entdo existem niimeros reais \i,..., Ay tais que,

N
(:r — Zx,—c,-) =0.
i=1

Demonstracao:[15](Teorema 7.8.2)
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Defini¢ao 25 (Fungdo Carathéodory) Considere os inteiros j,my,...,mj, dizemos que a
aplicagdo a: Q xR™ x ... x R™i é Carathéodory se a(-,ry, ...,r;) : Q& — R™ é mensurdvel
para todo (ry,...,r;) em R™ x ... xR™ e a(x,-) : R™ x ... x R™ — R™ ¢ continua

qg.t.p. x emQ.
cf.[17]

Definicao 26 (Operador de Nemytskii) Com as notacoes estabelecidas pela definicdo
anterior denominamos de Operador de Nemytskii uma aplicacdo que associa as fungoes
up: Q=R i=1,..,jafuncdo Ny(ui,...,u;) : Q — R™ definido por,

[AG(ut,....uj)](x) = a(x,ur(x),...,uj(x)).
cf.[17]

Teorema C.7 (Operador de Nemytskii em Espacos de Lebesgue) Se a: QQ x R™ x --- X
R™i — R™0 ¢ uma aplicacdo Carathéodory e as funcoes u; : Q — R™ i=1,...,j sdo
mensurdveis, entdo Ny(u1,...,u;) é mensurdvel. Além disso, se a satisfaz a condigdo de

crescimento,

.
la(x,ri,....rj)| <¥(x)+CY |ri|™ para algum ye LP(Q). (C-1)
i=1
com, 1 < p; < 4oo, 1 < pg < +oo, entdo N, é uma aplicagdo limitada e continua de
LPHQ;R™) x - x LPi(Q;R™) em LPO(Q;R™). Se para algum i tivermos p; = 4o 0
p

Pi
mesmo vale se substituirmos o termo | - |P0 por uma fungdo continua.

Demonstracao:cf.[17](Teorema 1.27)

Para podermos demonstrar o Teorema 3.4 definamos os operadores A4 e ‘B como

segue,
1 1
Auy) = - / Vulrax+ P / V| ddx (C-2)
p RN q RN
B(u,v) = /b(x)|u|°°\v\ﬁuvdx. (C-3)
RN

Assumiremos sem demonstracao que os funcionais definidos acima sao de classe

C' e demonstraremos o seguinte Lema sobre a semicontinuidade fraca do funcional B.

Teorema C.8 Sejam (u,,v,) C D'P(RN) x DY4(RN) tal que (uy,v,) converge fraca-
mente para (u,v) em D"P(RN) x DY4(RN). A menos de uma subsequéncia B(uy,v,)

converge forte para B(u,v). Além disso, se B (u,v) = 0 entdo B(u,v) = 0.
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Demonstracdo. Seja R um ndmero remal positivo, podemos escrever B da seguinte

maneira,

|B(utn, vn) — B(u,v)| = /b(X)(|Mn!°°|vn|ﬁunvn—|u|°°\V\B'fW)d?C
Br

+ / b(x)(|un|°‘|vn|ﬁunvn—|u|°‘|v|Buv)dx . (C-4)
RN /B

Trabalhando com a segunda parcela da igualdade acima,

/!b(X)\(Hun!“\vn!BunvnHHu!“IV|BWDdx

]RN/BR
< [ @l s [ ol P
]RN/BR RN/BR

Por hipétese temos que u,, converge fraco para u em D'*(RV) e com isso (u,) é limitada
em DLP(RV), além disso D7 (RV) estd imerso em L (RY) continuamente acarretando
que (u,) é limitada em L?" (RY). Com um argumento andlogo podemos concluir que (v,,)

é limitada em L9 (R"). Com isso em mios e usando a desigualdade de Hélder obtemos,

[ @l P [ @l P
RN /By RN /By
100, s e 15 1
atl p+1
I, s e 5t IV 2y

N
Além disso dado € positivo. Do fato de b pertencer ao espago L#+5+2 (RY) ¢ possivel tomar

R de modo que,
at1 B+1
100, s e e 5t 7
o1 p+1 €
+||b||L0€+B+2 RN/ || ||Lp RN/BR ||V||Lq RN/BR) < 2

(C-5)

Trabalharemos agora com a primeira parcela da igualdade (C-4). O operador restri¢do de
D'P(RN) para D" (Bg) é continuo e a imersio de D''?(Bg) em L (Bg) é compacta, com
isso, a menos de uma subsequéncia (u,) converge forte para u em L”(Bg) e analogamente

(vn) converge forte para v em LY (Bg), assim u em L*"! (Bg) e analogamente (v,) converge
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forte para v em LB+1 (Bg) pois o.+ 1 é menor que p e B+ 1 é menor que ¢ ja que,

a+1 1
p q
Seja h: Bg X R2 — R definido por,
h(x,s,t) = b(x)|s|“" [t PH1. (C-6)

h(x,-,-) é continua g.t.p. x € Bg e h(-,s,t) é mensuravel para todo (s,) € R?. Pelo (C.7)
o operador de Nemytskii Aj, : L%"! (Bg) x LB+!(Bg) — L' (Bg) esta definido e é continuo,

com iSSo,

JR L e e T R R E PR AT

< H%(“navrz) - %(M,V)HLI(BR) — 0.

Portanto com um argumento andlogo ao que fizemos para a primeira parcela da igualdade
(C-4) e para o R fixado anteriormente, existe nq natural tal que para todo n maior que n

temos que,

/b(x)(yun\ayvn|ﬁunvn—|uy°°\v\ﬁuv>dx <t (C-7)
R
Juntando as desigualdades (C-5) e (C-7) concluimos que,
| B(un,vn) — B(u,v)| — 0 se n— +oo.
Suponha que para (u,v) tenhamos B'(u,v) = 0, assim,
(1) [ [aePayds+ B+ 1) [ Povdx =0, V(o.v)
RN RV
tomando (¢, y) = (@, V) temos que,
(ou+B+2)B(u,v) =0.
OJ

Nesse ponto note as aplicagdes definidas em (C-2) e (C-3) satisfazem as con-

di¢des do Teorema C.6 juntando isso ao resultado provado anteriormente, Teorema C.8,
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concluimos o item (i) do Teorema 3.4.

Teorema C.9 Suponha (H,) e (#5). Seja (u,v) uma solugdo para (Sy,). Entdo, para todo
x em RN e R real positivo, existe uma constante K dependendo de p,q,N,\ e ||b||« tal

que,
sy Y _Ng

]| = (Bg) < K(1+RP™7)pa maX{R [l 2o+ (Bog) R 7 HVHL‘I*(BzR)}
“1y - -N

V)= < KU+ R max {R™7 [l e (5,00 RV IV ) |

Demonstragdo. Sejam x € RY, R > 0. Para y € Byg(x), qualquer que seja a fungio
h: Bar(x) — R definamos,

I*(t) = h(x), onde, t = y%.

Seja (u,v) uma solucdo para () ), assim

—Apu = Ab(x)|u|*v]Pv em RY
—Agv = Ab(x)]u|*|v|Pu em RY.

Note que,

u(x) = u* (y;x) ev(x) =" (y;x) :

substituindo isso nas igualdades anteriores obtemos,
—Apu* = ARPTLD* () u* | *|v* Py (C-8)

—Apu* = ARP™LD* () [u* | *|v* Py, (C-9)

Sem perda de generalidade, podemos supor que p > ¢, por (H;), N > p > g > 1. Para

qualquer que seja a bola B contida em B,(0), tomando ¢ = 1%1 > 1, note que,

N <
N—g N-p

N—g>N—-p= = pc < p* = L7 (B) < LP*(B) continuamente,

portanto, exite uma constante K > 0 tal que, para todo w € LY (B) vale a desigualdade

Wl zer 8y < K|[wl| +(8) com isso, por imersdes de Sobolev,

w € Wy (B) = |wller(s) < KIIVWl1r(s)- (C-10)
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Além disso,

L
w € Wy (B) = |Wleagsy = [IWll e < KIIVWllram)-

Definamos as seguintes sequéncias,

n

pn=pc" e qu=qc"
m,=p("—1) e t,=q(c"—1)

e a sequéncia recursiva,
1 l_l _L
pPo =2, Pn :2——Zc " para todon > 1.
(oF
i=0

2 i
onde, c = Z c
i=0

lembremos que,

pN  , p

== P ="
N-—p p—1

*

p

(C-11)

Note que, como foi definido acima, lim p, = 1, além disso, p,+1 < Pn, Vr > 1 com isso,
n—oo

Bp, ., (0) C By, (0). Usaremos a seguinte notagdo By, = By, (0). Fixado n, sejan € Cg (RY)

satisfazendo,
0<n<l,m=lemB,,  esupp(n) C Bp,.
Além disso, suponha também que,

Vn(x)] < Kc¥ Wx € By,.

(C-12)

Multiplicando (C-8) pela funcdo teste |u*|™"u*n”| e integrando sobre By, , obte-

mos,

(1—|—mn)/np|u*|m"|Vu*|pdx—|—p/T]p_IVn-Vu*|u*|m”u*|Vu*|p_2dx

BP BPn

n

= ARP~! /b*(x)|u*|°‘+m”|v*|Bu*v*T]pdx

B Pn

(C-13)
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Sejam,

L = (1+mn)/np\u*|m”|Vu*|pdx

BPn
L = p/np_IVn-Vu*\u*]m”u*]Vu*]p_zdx
BPn
o= R [ @l [ P,
BPn

Definamos,

n N
E, = maX{”M( |’€(Bpn)7 ||vc ”zq(Bpn)}'

Afirmamos que existe uma constante K positiva de tal forma que, |I3| < RP~'KE}. De

fato, observe inicialmente que, por (4, ),

0c+1+mn+[3+1 B Oc—|—1+p(c”+1)+[3+l
Pn qn pct qch
1 joo+1 1
—- L+C”_1_|_Bi :17
"l p q
ou seja,
Pn_ o 9" 36 conjugados. (C-14)
ot+1+m, PB+1
Como por hipétese 0 <m < 1 temos,
| SKR”Hb*HOQ/|u*|°°+m”+1|v*|ﬁ+]dx (C-15)

BPn

Usando (C-14) e aplicando a desigualdade de Holder,

o+ 14+my B+1
Pn qn

/ | B gy < / u*|Prddx / V| dx

BPn BPn

OH-I +mp

11 o, 1V HLqu
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multiplicando e dividindo os expoentes por p e g respectivamente ganhamos,

o1 + nip p+1

||u*||Lp || *IILZ"BP = (Iwllzoz, ) 7 (V1o )

o+ 1-+mp B+1

< (En) o (Ep) 0 =Ep.
Portanto,
3| < KRP7'E,, onde K = A||b*]|. (C-16)
Mostraremos em seguida que existe uma constante positiva K tal que,
bl < 51|+ KE,, (C-17)
Note que, p > 1 e ¢ > 1. Assim,
I<(p—D("-1)+"=p("-1)+1=m,+1, (C-18)
observe também que,

Bl < p [ Vn)va e
BPn

= p [ v D) (), por (C-18).
Bpn

Seja s > 0, tal que 2psp/ < p'. Utilizando a desigualdade de Young,

p [ se (vt DD l,(|u [ 1Vnl)dx

scP
BPn

SC
pp [ i e+ / (VPP d.

spc” P
Bpn

Vimos em (C-18) que ¢”" < 1+ my,,, juntando isso a desigualdade (C-12) obtemos,

b < = |11|+—/|u*|Pc dx < |11|+KE

Bpn
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Agora note que por (C-10),

I o,y <RIV

= K/|Vnu*cn+ncnu*cn_1Vu*|pdx
Bpn

IN

K| [y aseer [l 0w ax |

BPn Bpn

trabalharemos as duas integrais do paréntese anterior separadamente. Da primeira integral
temos,

n np n
u x < cr u x por (C-
P lu*|P¢ d KPc/V *|P¢ dx por (C-12)
Bpn BPn

< KM"P-VE,. (C-19)

Para a segunda integral, vejamos inicialmente que,

c"P c"P "

— < - = n(p—1)
my+1  (p—1)(c"—=1)+c* — " ¢ ’
a vista disso,
n P
e [P PO P = St = 0 (C-20)
m, +1

Bp,
Por (C-13), (C-16), (C-17), (C-19) e (C-20) obtemos,
I N ep 5, § < (1+RPKSPVE,, (C-21)
pois,
e %|11| —KE, < |Ii| — || < |B| <2RP~KE,.

Analogamente, multiplicando (C-9) por [v*|"v*n? e integrando em By, obtemos,

I g, ) < (1 +RPHKPVE, (C-22)
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1
Considere a sequéncia ®, = E;" . Observe que, para qualquer n natural,

» n+1 "
o = max{1 15, I )
n pirl +1
= max {15, I 1, ) )
n, L oL .
= maX{Hnuc Hi;l’C(B Hn < HLqL( n+1)}7 pOlS n =1 em Bpn—H
< mox {1 g o 10 i
< {(1+RP’I)K}P70L;; ®,, por (C-21) e (C-22). (C-23)
Além disso,
Ln
I oy = 167 Ing = (10 12, ) < O (C-24)

Por outro lado, aplicando recursivamente (C-23) em (C-24) obtemos,

nfl s n—1 i(p—1)

L %
HM*HL[’(BP,') §®n S {(I‘I‘Rp 1 K}l OpL ci=0 P @0

n—1 n—1 .
b1y ;
— {(1—|—R )K}l:O ci=0 max HMHL”(Bz)’”VHL‘/(Bz) .

Note que, pela expressdo para soma da PG infinita,

1 =1 1 ¢ N
S pi S pd pe—1 pq

Como p, — 1 e p, = +o0 quando n — oo concluimos que,

[ | =g,y < limsup [[u*||zon(s,,)

n—so0
aX{””HU’ (B2)> HVHL‘J (B2) }

N
K(1+RP)p aX{HuHLP (B2)’ “V“Lq )}'

IA
'B‘Z

K(1+RP1)p

IN

1
Analogamente, definindo ¥,, = E,/" , por (C-21) e (C-22) e usando que p > ¢, temos,

1 n(p-1)
W, < {(1+RHKYic o W,
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o=

P
Iv*l=sy) < K (1R max{nuuzﬁ(&),Hvumz)}-

Considere a seguinte mudanga de varidveis & : Bg — B definida por,

Aplicando o teorema da mudanca de varidveis, pelo que fizemos anteriormente temos que,

N _ _Ng
oa]| 1= () < K(1+RP~")ra maX{R Nl e By R 7 HVHL‘J*(BQR)}

N _Np _
V)= < KU+ R max {R™7 [l e (5,00 RV IV ) | -

OJ
Lema C.10 Seja p > 1. Existe uma constante C,, > 0 tal que, para todo x,y em RV,
Cp|x_y’pa se p Z 2
(P2 = [y 2y —y) > x—yP? (C-25)

A se p<2
P(Ix[+y)2-r

Demonstracao: cf.[16]

Lema C.11 Seja u € WO1 P(Q), onde Q C RN ¢é aberto e limitado. Se, para qualquer
Bp(xp) CCQcomp <Rypece(0,1), k>ky>0,

/ |VulPdx < C /

Akp—op kp

u—

k|”
dx+ (K" +1)|Agpl| - (C-26)

Onde, 0 < r < p* e Ay p = {x € By(xo);u(x) > k}. Entdo u é localmente limitada em Q.
cf. [18] (Lema 3.1)

Lema C.12 Considere =\ (—A,v —al|v|P~2v). Existe uma solugdo y € Wol’p(Q) para

o seguinte problema,

—Apy — ay?~! = uyPl em Q
Yy >0emQ (C-27)
v = 0 sobre 02
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Demonstragdo. Sejam ¥ = {v € WOLP(Q); v =1}, eJ: Wol’p(Q) — R o funcional
definido por,

1
J(v) = —|v||F — gHqu, onde|| - ||denota a norma usual deWOl’p(Q).
p p

Observe que, se u satisfaz o problema (C-27), pela definicdo de u, concluimos que

J(u) = inzf J(v). Observe também que restrito a £; o funcional J pode ser escrito como,
Vel

J0) = Sl —2 = -2 (C-28)
p p p
por isso o vienzfl J(v) estd definido.
Pela caracterizagdo dada em (C-28) vemos que minimizar J restrito ao conjunto
¥; é o mesmo que encontrar um elemento de X; que realize o m; = vienzf] Iv]|”. Mos-
traremos que o nivel m1 € atingindo por uma funcdo nio negativa u € ¥; e com isso

concluiremos o resultado.

Seja (ux) uma sequéncia minimizante para o nivel mj, ou seja, |[ux||? — my,
podemos supor que uy(x) > 0 para todo k € N e todo x € Q pois (|ug|) também € uma
sequéncia minimizante. Como ||ux||” converge, a sequéncia (u;) é limitada em Wol"’7 (Q)
que por sua vez é um espago reflexivo e portanto, a menos de uma subsequéncia u; — u
em WO1 ?(Q), e por imersdes de Sobolev u; — u em LI(Q), qualquer que seja 1 < g < p*,
em particular em LP(Q), com isso |jux||h — [|u||; e isso nos diz que ||u||’, = 1. Portanto
u € ¥y acarretando que ||u||” > m; e pela semicontinuidade inferior da norma temos a
desigualdade no sentido contrario, portanto ||u||? = m; assim, u(x) > 0g.t.p em Q. Além
disso, também pela convergéncia forte em L”(Q) concluimos que uy(x) — u(x)q.t.p. em

Q e comisso u(x) > 0,g.t.p. em Q. O]

Teorema C.13 (Principio do mdximo forte) Sejam Q um subconjunto de RN limitado
com bordo 0Q, u € C1(Q) tal que Apu € L7 (Q), u(x) >0 g.t.px € Q, Apu(x) <
B(u(x)) g.t.p.x € Q, onde a fungdo B satisfaz, B0, +eo) — R € continua e ndo decrescente

com B(0) =0 e B(s) > 0 qualquer que seja s > 0, além disso,

1
[ Bls)s) s =+
0
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Se u# 0 em Q, entdo u(x) > 0 qualquer que seja x € Q. Além disso, se u € C'(QU {xo})

para xq ponto de 0Q) que satisfaz a condig¢do da esfera interior e u(xg) = 0, entdo,

onde M é o normal interior a 9 em xy.

Demonstracao: cf.[20] (Teorema 5).

Regularizacao de solucoes

Nesta secdo de regularizacdo vamos enunciar o resultado como feito em [12] e
[13], para os espacos de Orlicz-Sobolev (veja [1]), no entanto, vamos aplicar os resultados
em operadores sobre os espacos de Sobolev.

Considere a seguinte equacao,
divA(x,u,Vu) + B(x,u,Vu) =0, (C-29)

onde Q é um dominio regular, A : Q x R x RN - R¥ e B: Q x R x RN — R sio tais que,
AcClQx (R")NCYQ xR xRY) e B é Carathéodory.

Definicdo 27 Uma solugdo no sentido fraco para a equagdo (C-29) é uma fungdo
u € Wh®(Q) tal que,

/A(x,u,Vu)V(])dx-l—/B(x,u,Vu)q)dx: 0

qualquer que seja ¢ elemento de Wol’q) (Q).

Suponha que P seja duas vezes diferencidvel e que existam 9, go > 0 tais que,

<go, t> 0, (C-30)

onde, g(t) := ®/(¢),t € RN. Além disso, suponha que para todos x,y € Q,r,s € R e
w € RY /0 sejam veridicos os seguintes itens,

M

i,j=1 [w]

(ii) Z a

i,j=1
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(i) A (x, ,w) — Ay, s,w)| < A (T4 g(Iwh)[lx = y|*+ [r—s|°];

(iv) [B(x,r,w)| < Ay (1 -i—M) ,
onde, A,A; > 0.

Teorema C.14 Suponha que as condicdes acima sejam vdlidas para constantes positivas
o < 1,A, Ay sempre que x,y € Q.r,s € [—-M,M], para alguma constante positiva M, e
w € RN /0. Entao, qualquer que seja a solu¢do u € W'®(Q) de

divA(x,u(x), Vu(x)) + B(x,u(x),Vu(x)) =0, Q,

com |u| <M em Q, existe B dependendo de o, A, 8,9 e N tal que u € C'P(Q) e além
disso, para qualquer que seja Q' CC Q, existe C(a,A,d,80,N,g(1),d(Q',0Q),M) que
satisfaz,

Juli4p0r < C.

Demonstracao: cf.[12] (Teorema 1.7). Veja também [13]
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