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Resumo

Barboza, Marcelo Bezerra. Fluidos Perfeitos Estaticos com Simetrias.
Goiania, 2019. 71p. Tese de Doutorado. Insituto de Matemaética e Estatis-
tica, Universidade Federal de Goias.

Este trabalho apresenta um procedimento em duas etapas com o qual é virtualmente
possivel que se produzam a uma infinidade de solugoes exatas para a equacao de
Einstein de um fluido perfeito em uma variedade estatica. Essas etapas poderiam,
a grosso modo, ser descritas como: 1) a classificacdo das simetrias da referida
equacao que a convertem em uma equagao diferencial ordinaria nao linear de segunda
ordem de natureza muito especifica — cujas solugoes sao muito mais faceis de serem
encontradas do que as do problema original, e 2) a resolugao desta equagdo ordinaria
— o que explica a necessidade pela palavra ‘virtualmente’ acima, ja que nem todas
as solucoes desta equacgao ordindria sao conhecidas em forma exata. Finalmente,
no ultimo capitulo, utilizamos um Teorema devido a Liouville para determinar
os movimentos rigidos de métricas Riemannianas no espaco euclidiano as quais
admitem simetrias em um grupo de translagoes e que, também, pertencem a classe

de equivaléncia conforme da métrica plana.

Palavras—chave

Equacao de Einstein, Fluido Perfeito, Variedade Estatica, Simetria



Abstract

Barboza, Marcelo Bezerra. Static Perfect Fluids with Symmetries.
Goiania, 2019. 71p. PhD. Thesis. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

This work presents a two step procedure that is virtually capable of producing an
infinite number of exact solutions to Einstein’s equation of a perfect fluid on a static
manifold. These steps could roughly be described as: 1) classifying the symmetries
of the referred equation that convert it into a second order non linear ordinary
differential equation of very specific nature — whose solutions are a whole lot easier
to come up with than those of the original problem, and 2) solving this ordinary
equation — which quite explains the need for the word ‘virtually’ above, since not
all solutions of the ordinary equation are known to its exact form. Finally, in the
last chapter, we utilize a Theorem due to Liouville to determine the rigid motions of
Riemannian metrics on euclidean space that do admit symmetries in a translational

group and also belong to the conformal class of the flat metric.

Keywords
Einstein Equation, Perfect Fluid, Static Manifold, Symmetry
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Capitulo 1

Introducao

Entre 1887 e 1905 foram feitas vérias tentativas, com importantes contribui-
¢oes do fisico holandés Hendrik Lorentz, de se explicar o resultado do experimento
de Michelson-Morley! em que objetos se contraiam e relégios desaceleravam quando
movidos através do éter?. Contudo, num famoso artigo de 1905, um até entao des-
conhecido funciondrio do escritério suigco de patentes, Albert Einstein, afirmou nao
ser necessaria qualquer mencao ao éter, desde que se esteja disposto a abrir mao da
ideia de um tempo absoluto. Algo semelhante foi dito pelo matematico francés Henri
Poincaré apenas algumas semanas mais tarde. O argumento de Einstein era, no en-
tanto, mais proximo da Fisica do que aquele utilizado por Poincaré, o qual encarava
este como um problema puramente matematico. A Einstein é geralmente atribuido o
crédito pela nova teoria, mas Poincaré tem seu nome vinculado a importantes partes
desta.

O postulado fundamental da Teoria da Relatividade Geral, como é conhe-
cida, é o de que todos os sistemas de coordenadas sao em principio equivalentes para
a formulacao das leis gerais da natureza. O raciocinio com o qual se obtém, sob a
influéncia de tal sorte de ideias, a equacao que serd objeto de nossa atengao ao longo
dos proximos capitulos é melhor explicado nas palavras do préprio Einstein, como

assim o fez em uma de suas palestras em Princeton, no ano de 1921:

If there is an analougue of Poisson’s equation in the general theory of
relativity, then this equation must be a tensor equation for the tensor g,
of the gravitational potential; the energy tensor of matter must appear
on the right-hand side of this equation. On the left-hand side of the
equation there must be a differential tensor in the g,,. We have to find
this differential tensor. It is completely determined by the following three

conditions:

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Michelson—Morley_experiment
https://en.wikipedia.org/wiki/Aether_theories



1. It may contain no differential coefficients of the g, higher than the
second.
2. It must be linear in these second differential coefficients.

3. Its divergence must vanish identically.

O tensor de Einstein,

scal,
2

G =ricy — g, (1-1)
de uma variedade semi-Riemanniana (M, g) satisfaz a todas as trés condi¢oes acima
e fica, em certo sentido, por elas determinado. A equacao de Einstein é, entao, a
seguinte equacao:

{
ric, — SC; Y9 =T, (1-2)

em que o lado direito é ocupado pelo tensor de energia da matéria, o qual deve
ter, por razoes comuns a Fisica, nula a sua divergéncia. Segundo a teoria da
relatividade geral, as propriedades geométricas do espago nao sao independentes, mas
sim determinadas pela matéria. Por isso, s6 se pode concluir algo sobre a estrutura
geométrica do universo quando se pressupoe o estado da matéria conhecido. No

vacuo, por exemplo, nao ha matéria, significando que 7' = 0 e, assim, obtém-se:

scalg

2

ricy — g=0, (1-3)
com a consequéncia de que o universo seja, neste caso, Ricci flat: 7ic, = 0. Neste
trabalho estuda-se a equacao de Einstein de um fluido perfeito sobre uma variedade
Lorentziana (M, §), ou seja,

5 = (ut 1)l X) @ (- X) + v, (1-4)

TiCg —

em que funcoes j, v € ®(M) medem cada uma a um certo aspecto do fluido, como
densidade de energia no caso de p e pressao no de v, enquanto X € X(M) é um

campo vetorial cujo fluxo representa a dinamica do fluido e que deve cumprir
g(‘X? X) = _]-7

ao longo do toda M. A definicio de um fluido perfeito ndo ensina a construir o
modelo de um, razao por que se houve de ficar com as ditas variedades estaticas
para a obtencao de exemplos (j4 que, por serem estéticas, elas sdo também mais
simples de se manipular). Diz-se que (M, §) seja estitica se existirem uma variedade

Riemanniana (M, g) e uma fungao diferencidvel f : M — (0, 00) com que se possa



escrever B
M =M xR,
(1-5)
g=a'g— f(x)%dt?,
onde _
T M — M e t M — R,
(x,t) — =z (x,t) —> t,
sao as projecoes naturais. Escreve-se, neste caso,
(Mvg) = (Mv g) Xf (R7 _dtz)a (1_6)

para indicar os ingredientes, a saber, (M,g) e f : M — (0,00), que compdem

(M, g). Sabe-se que (1-4) seja, sob (1-6), equivalente a (veja [10])

l A
rie, - 0ty — = (v - L), (17

em (M, g), com relagoes

scal, n—1Af n-—2
= e v= — = .
n=— i 7

n n

Em [1] considerou-se a equacdo de Einstein de fluidos perfeitos em variedades
estdticas no caso em que (M,g) nao apenas pertenca a classe de equivaléncia
conforme do espago Euclidiano, mas também goze de invariancia por algumas
das translagoes de R". Especificamente, para cada o = (aq,...,a,) € R*\ {0}

arbitrariamente fixado, define-se
n
ER" — R, (z1,...,2,) — (z,a) = ZO@%,
i=1

e, entao, admite-se a existéncia de fungoes ¢, f : (a,b) C R — (0,00) de classe
C* com as quais se definem novas fungoes (mas mantendo-se a notacao atual,
com a finalidade de simplificar aos véarios célculos que se terd de fazer!), a saber,

o, f: & Ya,b) C R — (0, 00), pela exigéncia de que os diagramas

¢ a,b) & Ya,b)
ﬁi Xzfog 5% ﬁog
(ajb) --=5 =% (0,00) (ajb) ey (0, 00)

sejam ambos comutativos. Pode-se, assim, observar que f é uma solugao de (1-7)



em (M, g) = (£ (a,b),p"%(, )), onde (, ) denota a métrica Euclidiana usual de R",

se, e somente se, ocorre

EPNCANIPY A S i
(=27 20 %~ =0 (1-8)

ao longo de (a,b) C R. Densidade de energia e pressao sdo, aqui, dadas por

-1 2 2 " 7\ 2
= (n = DlefPe 2£—n(£>
2 ® ®

_ (n=DllafP¢ {f_”_ ﬂg’} n—=2
n f [y n

respectivamente. Apds alguma experimentacao percebeu-se aquela que é a esséncia

(n—2)

H,

mesma da situagao acima. Tem-se a conformidade local entre a geometria de
(M, g) e aquela de um espago de curvatura seccional constante, ao passo que tanto
(M, g) quanto ¢, f possuem simetrias que se harmonizam com a equagao (1-7). A
seguinte construcao foi, entdo, natural. Seja (M}, g,) uma variedade Riemanniana
simplesmente conexa e geodesicamente completa, de curvatura seccional constante

k€ {—1,0,1}. Admita a existéncia de fungoes de classe C*
M — (a,b) CR e o,7:(a,b) CR— (0,00),

com as quais se definem novas fungoes o, 7 : M — (0,00) ao se exigir que

M7 My
¢ \f ¢ \f
(a,b) -----» (0,00) (a,b) -----» (0,00)

sejam diagramas comutativos. Pode-se, enfim, enunciar aquele que é o resultado

principal deste trabalho.

Teorema 1.1 Com as consideracoes acima vé-se que, se, em cada ponto do dominio

de uma parametrizacio x : U C R" — M™(k) com a qual se tenha verificado que

g 0 _
(G 7) =P 700,
8:61- 8:6]-
para todos i,j € {1,...,n} e alguma fungao p > 0, ndao for apenas verdade que

Ag

P | P 2 Vp
Y LAY R Ly =56 =0,
Sig = -0 + &, ) pf,g ~(V¢ p) j



§ 17

para todos 1,5 € {1,...,n}, mas também que
VE|)?
ExSi — u% # 0,
n
para certos k,l € {1,...,n}, entao 7(§) € uma solugdo de (3-10) em

(M, g) = (M"(x),0€ (. ),

se, € apenas se, 0COTTe que

(n—2)“

ao longo de £(x(U)) = {&(p) : p€ x(U)} C (a,b). Densidade de energia e pressao

do fluido perfeito sao, neste caso, respectivamente dadas por

n—1

&) = —5= [ ()’ +20()(Ac(€)) () = nl (Vo)) I7]
e
n—10(£)? n—2
€)= =T [AT(©)) — (= 2(TTO) . (Vloga©))] = (o)
Se a expressao local de uma fungao & : M" (k) — R satisfaz
A ; i 2 \Y
§ij — —55@ +&20 4 Pl - Z(we ~Lyg, =,
n p P n p
para todos 7,5 € {1,...,n} em cada um dos pontos do dominio de uma parametri-
zagdo x : U C R — M" (k) tal que
g 0.,
<8_$i’ a—%> = p~"0ij,

para todos 7,7 € {1,...,n}, onde

1 em U=R" se k=0,
plxy,...;x,) =% 2, em U=H" se k=—1,

L em U=R" se k=1,



em que r ¢ uma abreviacao® para
r:R" — [0,00), (x1,...,2,)— E x?

entao, deve-se, necessariamente, ter:

1. k=0: .
a
E:R" — R, (11, wa) > D (5aF + b+ ¢),
i=1
onde a,by,...,b,,c1,...,c, € R sao constantes;
2. k=—-1:
1 < a
E:H'— R, (21,...,3,) — x—Z(§x§ + b + ¢,
=1
onde a,by,...,b,,c1,...,c, € R sao constantes;
3. k=1:
ngn _>Ra (w1a~~-7Inaxn+1) > Tn+1,

se se admite a existéncia de certos
a<0 e &:(a,00) CR— (0,00),

tais que

E(xy, .. xy) =E(r(Ty, ..., 20)),
em U = R".

Uma vez em posse das ferramentas adequadas a tarefa, da-se exemplos em quanti-
dade considerada suficiente de solugoes da equacao de Einstein de fluidos perfeitos
sobre variedades estaticas.

Finalmente, considera-se, no ultimo capitulo, o problema de se calcular ao
grupo das isometrias de algumas das variedades (M, g) utilizadas na construgao
de fluidos perfeitos estaticos, como sao chamadas as solucoes que se obteve para a
equagao de Einstein. As variedades de que aqui se fala pertencem a classe conforme
de subvariedades abertas de R™ dotadas da métrica euclidiana usual sendo, todas
elas, invariantes pela acao de um grupo de translacoes em R™. Observamos que tais
variedades apareceram em trabalhos como, por exemplo, [1]. O grupo de isometrias

encontrado injeta-se no grupo de isometrias da variedade maior (estatica).

3pode o leitor, no Capitulo 4, encontrar significado para a notacio aqui utilizada



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo se abordam alguns dos topicos essenciais a compreensao
de todo o texto, como: métricas semi-Riemannianas, métricas produto torcido,
equivaléncia conforme entre métricas e isometrias. Tal abordagem, todavia, nao se
encerra em si, isto é, nao suprime a necessidade de consulta a bons livros ou artigos
em Geometria Riemanniana, principalmente no que toca a certas demonstracoes

daqui omitidas por falta de ocasiao e/ou espaco.

2.1 Meétricas semi-Riemannianas

Definicao 2.1 Uma métrica em uma variedade diferencidvel M é um (0, 2)-tensor

simétrico e nao-degenerado g, de indice constante.

Tem-se, assim, uma familia
g=Ag9y : T,M xT,M — R :pe M},

de aplicacoes com indices em M e que se caracterizam por suas propriedades de:

1. bilinearidade:

gz + az,y) = gp(x,y) + agp(2,y), gp(x,y+ az) = gy(z,y) + agy(z, 2),

sempre que o € Re x,y,z € T,M;

2. simetria:

9(7,y) = gp(y, v),

sempre que x,y € 1,M;

3. nao degeneresceéncia: dentre todos os x € T,M, apenas para x = 0 se tem

{9p(z,y) vy € T,M} = {0};
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4. equidade de indices: o indice de g,, o qual se define como sendo o ntimero
vy, =max{dimW : W < T,M, z € W\ {0} = g¢,(z,z) <0},

tem, a despeito de p € M, sempre o mesmo valor. Por esta razao, a constante
v(M,g) =v, € {0,1,...,dim M} se dd o nome de indice de (M, g).
5. diferenciabilidade em p (no sentido de que): se X,Y € X(M), entao

X-Y:M—R, p—g,(X,Y,),

p)~p
¢ uma funcao diferenciavel.

Definigao 2.2 Uma variedade semi-Riemanniana é um par ordenado (M,g), em

que M é uma variedade diferencidvel e g é uma métrica sobre M.

Destacam-se os casos:

1. Riemanniano, em que v(M,g) =0, e

2. Lorentziano, para o qual se deve ter dim M > 2 e v(M,g) = 1.

Se (M, g) é uma variedade semi-Riemanniana arbitraria, entdo sua métrica
converte a cada um dos espacos tangentes a M em espago pseudo-euclidiano de

mesmas dimensao e indice que a prépria (M, g).

Exemplo 2.1 A esfera euclidiana n-dimensional € a variedade

n+1
o {p = (Prs- - PusPart) ERM DY “pP = 1} :
i=1

com a métrica que a mesma herda de R"", isto ¢,

n+1

gp(U,U) = Zuivi = <U,U>,
i=1
para todos p € S™ e u = (U1, ..., Up, Unt1), V= (V1,...,Vp,Upy1) € T,S", onde
T,8" = {w e R"™" : (w,p) =0}.

Definigao 2.3 Uma isometria entre variedades semi-Riemannianas (M, gy) e

(N, gn) € um difeomorfismo ¢ : M — N para o qual se tenha:

VeeMVuveT,M: (gn)s@(dosu, doyv) = (gar)e(u,v).



§2.2 Métricas Produto Torcido 21

Diz-se que variedades (M, gn) e (IV,gn) sejam isométricas uma a outra
caso exista uma isometria ¢ : M — N. Do ponto de vista da Geometria semi-
Riemanniana, tais objetos sao indiscerniveis.

Um objeto preservado, através de pullbacks por exemplo, por todas as
isometrias de uma variedade semi-Riemanniana é dito um invariante geométrico.
A Geometria semi-Riemanniana é tradicionalmente descrita como o estudo de tais
invariantes.

A situagdo é analoga a da Geometria Riemanniana: se definem conexdes
afim e de Levi-Civita, transporte paralelo, simbolos de Christoffel, geodésicas, tensor
curvatura (de Riemann), curvatura seccional, tensor de Ricci, curvatura escalar,

enfim, exatamente como se faz em Geometria Riemanniana.

2.2 Meétricas Produto Torcido

Definigao 2.4 O produto torcido de wvariedades semi-Riemannianas (B,gp) e
(F,gr) seqgundo uma funcao diferencidvel f > 0 sobre B, o qual se denota por

(M, g) = (B,gp) x5 (F,gr), € o espago produto B x F munido da métrica
9=1a"gp + f(2)*y*gr,
emquex: M — B ey: M — F sao as projecoes naturais.

Os objetos B, F' e f se dizem base, fibra e torcao de

(Mag) = (BagB) Xf (FagF)a

nesta ordem. Naturalmente, o produto torcido é um reflexo das variedades (B, gg) e
(F, gr) sob alguma influéncia de f > 0. Casos triviais de produtos torcidos incluem

os ja conhecidos produtos semi-Riemannianos (usuais), para os quais se tem f = 1.

Exemplo 2.2 Seja S™ a esfera euclidiana n-dimensional como no exemplo (2.1).
Faca
R" = {p: (plv"'apnapn-i-l) eRn+1 * Pn+1 :O},

e, também,
St =8S"NR".
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Observe que as aplicagoes

;

X (0, 7T) xSt — §» \ {_€n+17 €n+1}
(0,v) —— sin(f)v + cos(f)en1,

Yy . §° \ {—en+1, €n+]_} — (0, 7T) X Sn_l

p —> <arccos((p7en+1>)’w>’
17<p76n+1>2

\

sao mutuamente inversas uma a outra. Como ambas sao diferencidveis, elas sdo
ainda difeomorfismos e, assim, as variedades S™\ {—e,i1,€ns1} € (0,7) x S"7! sdo

difeomorfas entre si. Finalmente, pelo uso das coordenadas

2 n 1—7r
= Tr+e €n,
1+7r 1+7r

viRY S\ {—ce,}, xr—v=u0.(1)

de S™ !, em que

e=41, RV = {:L‘ = (21,..., T, Tpp) ER™ 21 =0em, = 6},
n—1

r:R —[0,00), x=(11,...,7, 1,5,0) — 1 =1(x) = fo,
i=1

se conseque mostrar que o pullback da métrica de S através de X assume, nas

coordenadas (0,xy,...,7,_1) de (0,7) x S"~! acima descritas, a sequinte expressdao:
n—1 —2
1
d6” + sin(6)* > ( gr) 0ij | d; ® du;.
ij=1

Consequentemente,
X(0,v-(x1,...,x5-1)) = sin(@)ve(z1,...,Tp_1) + cos(0)eni1,

fornece uma parametrizacao de S™ em que sua métrica se decompoe num produto

torcido, o qual € aqui esquematicamente representado por:
g™ = db? + sin(0)2g" Y,
onde ¢%) aqui denota a métrica da esfera euclidiana k-dimensional.

O calculo diferencial em B x F' relaciona-se com aquele de seus fatores, B

e I, da mesma forma que o de R? = R x R relaciona-se com o de R. Pelo uso de
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coordenadas do tipo (produto)

rxy : UxVCBxF — z(U)x

(p,q) = {

y(V) C R™ x R”
(z x y)(p, CI)
(z1(p), -, 2m(D), ¥1(0), - - - Un(q)),

em que

{:c UCB—z(U)CR™, pr——z(p)=(21(p),...,zm(p)),
y:VCF —yV)CR", qr—ylq) = (q), -, un(2)),

sao coordenadas sobre as variedade B e F', nesta ordem, pode-se provar que:

1. as projecoes
{x:BXF—>B, (p,q) — p,

y:BxF—F, (p,q)—q,

sao aplicagoes diferenciaveis — de fato, submersoes;

2. Uma funcao ¢ : P — B X F, em que P seja uma variedade diferenciavel, é
uma fungao diferenciavel se, mas apenas se, as aplicagoes o ¢ : P — B e
yo¢: P— F sao ambas diferenciaveis;

3. Os conjuntos
Bxq={(r,q) : r€ B},
px F={(p,r):rekF},

sao, para cada (p,q) € B x F, subvariedades de B x F’;

4. Sao difeomorfismos, as fungoes

{x\BXq:qu—>B, (ryq) — 7
y‘pXF:pXF—)F7 (p,?")—>7°,

assim definidas para arbitrarios p € Be g € F.

Conclui-se, assim, que ambos
TpoB =Tpo(Bxq) e Tpol =Tuglpx F),

sao, para cada (p,q) € B x F, subespagos vetoriais de T{, 4 (B x ).

Lema 2.5 T, (B x F') € a soma direta de seus subespacos T(p B e Tip o F, ou

seja, cada elemento de Ty, (B X F) pode ser escrito na forma de wma soma

u+v, uc T(pg)B, Ve T(p7q)F,



§2.2 Métricas Produto Torcido 24

de uma unica maneira.

Levantamentos de funcoes, vetores tangentes e campos vetoriais sao artifi-
cios matematicos a propiciarem o estudo do céalculo diferencial em B x F' por meio

de conhecimento previamente adquirido acerca dos fatores B e F'.

Definicao 2.6 Define-se o levantamento:

1. de f €D(B) a B x F pela regra f = fox € D(B x F);

2. dex € T,B a Ty B ao se exigir que T € Ty B e dug, o) (T) = x, quaisquer
que sejam os elementos p € B e q € F;

3. de X € X(B) a B X F ao se exigir que X(pq) € TpB € drpg(Xpg) = Xp,
para todo (p,q) € B x F.

Coordenadas produto podem ser utilizadas também para demonstrar que

X ¢é diferenciavel. Denota-se por
L£(B)={Xe€eX(BxF) :dx(X)eX(B), dy(X) =0},

a totalidade dos levantamentos a B x F' de campos vetoriais sobre B. Perceba que
tudo quanto acima se definiu utilizando-se de B aplica-se também a F.
Muito embora £(B) e £(F') sejam subespagos vetoriais de X(B x F') com a,

propriedade de que
L£(B) N L(F) = {0},

sao se pode com eles gerar a X(B x F') utilizando-se apenas de ‘escalares reais’.
9 ) = : :
Basta ver que o campo (z+y)5; + (z —y) g, € X(R X R) nao se escreve jamais como
combinagao linear (real) de levantamentos de campos em R.
No estabelecimento dos fatos acima se utilizou de notagao elaborada porém
necessaria a correta compreensao dos fatos narrados. Na pratica, o Lema (2.5) é

utilizado ao se escrever
T(pyq)(B x F)=1T,B & T,F.

Omite-se, quase sempre, a barra (7) por que se denotam os levantamentos.

As Proposigoes 2.7 e 2.8 abaixo, cujas demonstragoes se pode encontrar em
[13], apresentam carater duplamente interessante: se por um lado dao a conhecer aos
objetos ‘conexao de Levi-Civita’ e ‘tensor de Ricci’, respectivamente, de produtos
torcidos (M, g) = (B, gp) X7 (F,gr), por outro explicitam as relagoes entre estes e
aqueles de mesmo nome sobre os fatores, tanto B quanto F', sempre em funcgao de

algumas das derivadas de f.

Proposicao 2.7 Em (M, g) = (B, gg) X (F,gr), se X,Y € £(B) e VW € £(F),

tem-se que:
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1. (VxY), € o levantamento a M de (VxY)
2. (VxV)g = (Vv X)g = (Xlog /)V;

3. nor (VyW), = —g(V,W)(Vlog f)gs;

4. tan (Vy W), € o levantamento a M de (VyW),,.

9B’

Proposicao 2.8 Em (M, g) = (B, gg) X (F,gr), se X,Y € £(B) e VW € £(F),

tem-se que:

1. Ticg(Xv Y) = Tich <X7 Y) - (d/f)(vzf)gB (X7 Y);
2. ricg(X, V) =0;
3. ricg(V,W) = ricg, (V,W) — gr(V, W) f#,

onde d = dim F' e f# f? = f(Af)g, + (d = DIV f)g, >

2.3 Meétricas Conformemente Equivalentes

Definigao 2.9 Diz-se que variedades semi-Riemannianas (M, g) e (N, h) pertencam

a mesma classe de equivaléncia conforme, caso se tenha
frh= ey,
para certos difeomorfismo f: M — N e fungio ¢ € D(M).

Como se sabe, esta é uma relacao de equivaléncia na categoria de todas as
variedades semi-Riemannianas. Neste sentido, a proxima defini¢ao configura conceito

menos restritivo.

Definigao 2.10 Sejam (M, g), (N,h) duas variedades semi-Riemannianas. Diz-se
que a geometria de (M, g) estd em conformidade local aquela de (N, h) caso ezista
uma familia

S: {(Ua‘/af>¢)p S M}7
de quddruplas ordenadas com indices em M e das quais se exige que:
I.peUCM eV CN sejam conjuntos abertos;
2. .U —V seja um difeomorfismo;
3. ¢peDWU);
4. f*hly = e*gly,

a fim de que se tenha (U, V, f,¢), € §.
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Exemplo 2.3 Seja S™ a esfera euclidiana n-dimensional como no exemplo (2.1).

Em coordenadas

2 1—r
ze : R — S"\ {—cep1}, = (21,...,24,6) — T+e ~en+l,

onde
e==41 e r:R' —[0,00), x|—>r:r(x)zzx2
i=1

se encontra o sequinte:

o o 0 147\ 2
\V/Z,]E{l,...,n}l <8_x’8x>:( B > 52']‘,
( J

para todo x € R = R". Obtém-se, assim, a familia

5= o (R) R s dog (1)), (R, R o (5 )
a cumprir o que se pede em (2.10), de sorte que se observa a conformidade local

entre a geometria de S™ e aquela de R".

I = ¢? & prépria ¢ nas definicoes (2.9) ou (2.10)

Prefere-se, quase sempre, ¢~
acima, pelo efeito que tal mudanca de varidaveis causa nas equagoes diferenciais

estudadas.

Proposicao 2.11 Sejam (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e ¢ € D (M)

uma fungao positiva. Com respeito a métrica § = o~ 2g, pode-se dizer que:

L (VxY)g = (VxY)y — ¢ [X(9)Y +Y(0)X = g(X,Y) (V)] ;

2. ricg = ricg — ¢~ {(n = 2)p(V?0)g + [e(Ap)g — (n = D[[(Ve)ylI’] 9} ;

3. scaly = p*scaly + (n — 1) [20(Ap)g — nll(Vep)g %]

1. ricy — (scaly/n)g = [ric, — (scaly/n)g] — (n — 2 {(V%0), - [(Ag)y/nlg}.
Prova. Encontra-se em [2] uma boa demonstracao deste fato. O

Proposicao 2.12 Sejam (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e ¢ € D(M)

uma funcgdo positiva. Com respeito & métrica § = ¢ 2g, pode-se dizer que as
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derivadas de funcgoes escalares f € D(M) tém o sequinte conportamento:

(Vg =¢* (Vg
(V2f)g = (V*f)g +df @ dlogp + dlog o ® df — g((V f)g, (Vlogp),)g;
(Af)g = [(Af)g — (n = 2)9((V f)g. (Vg p)y)];
(V2f)g — ((Af) /n)g = (V2f)g = [(Af)g/n]g
+df ® dlog ¢ + dlog p & df — %g(Vf,Vlogcp)g

Ll

Prova. Demonstrar-se-ao aos dois primeiros itens, deixando-se os demais a cargo do

leitor. Observe que

VXeX(M): g(X,(Vf)g—¢*(Vf)y)
= X(f)—9(X,(Vf)y)

= X(f)—X(f)
= 0,

9(X, (Vf)g) = £*3(X, (Vf),)
(
- X

e, desta forma, que se tem
(Vg = ¢*(V1)g,

o que prova a 1. No que se segue, tome a X,Y por dois arbitrarios campos

diferencigveis de vetores tangentes a M. Note que
(Vx(VHaa = (Tx (V1))
= XV, + TV,
— 20XV, + (V71
o XTI, + (V)X = g(X (TN ),

de onde segue que

(V2)s(X,Y) = g((Vx(Vf)g)gY)

— 2X@y () 4 (V2f),(X,Y) - X2y ()
—g((V g (V) )g(X,Y) + X (f) XL

= (V) (X.Y) + X(f)=2

_ ((v2f)g +df ® dlog ¢ + dlog ¢ ® df
~9((V 1)y (V10g £))g) (X, Y),
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0 que termina por demonstrar o item 2. ]

2.4 Acoes de Grupos

Definicao 2.13 Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Uma

acao de G a esquerda de M é uma aplicacao diferencidvel
GxM-—M, (g9,x)— gz,

tal que

1. 1¢-x = x para todo x € M.
2. g-hx = gh-x para todos g,h € G ex € M;

Distinguem-se, para cada x € M, a érbita de x através de G ou G-Orbita

de z,
G-z={gx: ge G} C M,

e, também, o estabilizador de x em G ou G-estabilizador de z,
G.={9€G: gr=u2} CQG.
Orbita e estabilizador se relacionam pelo fato de que
G/G, — G-z, ¢G,— gz,

é uma bijecao, independentemente de x € M. O kernel da agao é o subgrupo (normal)
de G
N = ﬂ Go={9€eG:2eM = gr=uxa}.

zeM
A acao se diz efetiva caso se tenha N = {15}. Observe que
G/N x M — M, (gN,x)+— gz,
é uma agao do grupo quociente G/N sobre M, pois

gN=hN <= h''gN=N = h'lg-z =2 <= gr = hx,

quaisquer que sejam os elementos g,h € G e v € M, sendo esta uma agao efetiva,
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ja que

VxeM: gt=x) < g€ me:N < gN = N(=1g/n).

rxeM
Como
G/N-z = {(gN)x : g€ G}
= {gz : g€ G}
= G-,

nao se altera, ao se passar de G a G/N, a érbita de um ponto x € M. Quanto a

estabilizadores, muito embora

(G/N), = {gN e€G/N : gNz ==z}
= {yN :geG.}
= G,/N, NcCG,,

o indice de (G/N), = G,/N em G/N é, ainda, igual aquele de G, em G, visto que
(GIN)/(GafN) —> (GN) - =G -2, gN(Go/N) — (gN)x = g,

é, também aqui, uma bijecao. Nao se perde muito, portanto, em se supor que uma
acao seja efetiva pois, caso contrario, pode-se sempre passar a uma que o seja e com
propriedades bem préximas a da primeira.

No que se segue, seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana. Dadas
fungodes diferencidveis £ : M — R e ¢ : (a,b) C R — (0, 00) sujeitas a condigao
de que

Imé={{x) : v € M} C (a,b),

pode-se formar a composta
¢po&: M —(0,00), x+— p({(x)),
e com esta, a métrica
VeeMVYuveT,M: g.(u,v)=0Ex)) g.(u,v),

a qual pertence a classe conforme de g. Denotando-se por Iso(M,g) ao grupo de
todas as isometrias de (M, g) segundo a operacao de composigao de fungoes, pode-se

definir de forma sucinta a

G={f€lso(M,g) : (o f=¢},
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um dos subgrupos de Iso(M, g). Afirma-se que G age de forma isométrica sobre M,

agao esta induzida por aquela de Iso(M, g). Com efeito, tem-se

VeeMVuveT,M: gpaldfzu,dfzv) = o(&(f
(

exatamente como se afirmou. Como exemplo cita-se aqui apenas o caso em que

(M, g) é a esfera euclidiana n-dimensional S” e também, em que

5 S — R, b= (p1, cee apmpn-H) — <p7 6n-&-1> = DPn+1-

Tem-se que
Iso(S") = O(n,R) ={B € GL(n,R) : B'BB=1},

onde [ é a matriz identidade de ordem n. Calculos simples mostram que
G = {BeOnR):{oB=¢}

{B € O(TL,R) tpe S" = <Bpa 67’L+1> = <p7 6n+1>}
= {Be€On,R: Be,i1 =¢€pi1}.

Abaixo se tem uma figura da situacao:

G/K~

Kt = G = K~ sao os estabilizadores dos pontos e,,1 € —e,41, respectivamente.
Ja o subgrupo H de G representa, de modo genérico, ao estabilizador de qualquer
ponto em uma érbita nao unitaria da acao de GG sobre S™. Percebe-se claramente a

partir da firgura que se tem

S"/G = {G-z:zeS")
= [-1,1].
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Foi esta a figura que nos motivou a elaborar o Teorema (3.1) em continuacao a [1].

Neste sentido, [6] se verifica em valiosa referéncia.



Capitulo 3

Fluidos Perfeitos Estaticos com Simetrias

Neste capitulo se definem variedades estaticas e fluidos perfeitos. De modo
bastante intuitivo se atribui o nome de ‘fluido perfeito estatico’ a uma determinada
combinagao destes conceitos. Propriedades e alternativas (formas equivalentes)
comuns a tais objetos sao discutidas antes de efetivamente abordé-los, ja na tltima
secao, com ferramentas adequadas a minuciosa tarefa de explicitd-los: simetrias. O
Teorema 3.1 encerra o capitulo com uma classificacao das fungoes que se pode utilizar
a fim de que se tenha em certa equagao diferencial ordindria (veja [1]) o crivo pelo

qual obter-se-ao novos fluidos perfeitos estéticos.

3.1 Variedades Estaticas

Diz-se estdtica (cf. [4], [10]) de toda variedade Lorentziana (M, g) que se

possa decompor como um produto torcido do tipo
(Mag) = (Mag) i (R7 _dtQ)v (3_1)

em que (M, g) é uma variedade Riemanniana e f : M — (0,00) é uma fungao

diferenciavel. Tem-se que

M =M xR,
(3-2)
g =1 — f(x)dt?
onde -
x: M— M, (z,t)— =z,
_ (3-3)
t: M— R, (z,t)—t,

denotam as projecdes naturais de M sobre seus fatores, M e R.

Note que o tensor de Ricci da variedade que se desenha em (3-1) é, pela
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Proposicao 2.8, dado por

MC@(Xv Y)= ricg(X’ Y) - f_l(v2f)g(X7 Y),
ricg(X, 0,) = 0, (3-4)
ricg(0r, 0p) = —f(Af)g,

para todo par de campos X,Y € £(M) e, consequentemente, que
scaly = scal, — 2f 1 (Af),, (3-5)

como se comprova em qualquer sistema de coordenas locais de M = M xR. Observe-

se pela completa auséncia de ¢ nas equagoes que compoem tanto a (3-4) quanto (3-5).

3.2 Fluidos Perfeitos

Define-se fluido perfeito (cf. [4], [10], [13]) ao longo de uma variedade
Lorentziana arbitrdria, a qual se haverd aqui de grafar como (M"*!,g), como um

(0, 2)-tensor simétrico de tipo seguinte:

T'=(p+v)g(, X)@g(-X) +vg, (3-6)

em que fungoes p, v € D (M) descrevem duas das caracteristicas de um fluido, energia
e pressao, com energia a cargo de u e pressao as custas de v, enquanto X € X(M)

se trata de campo vetorial com o qual se verifica que
g<X7 X) = _17

e cujo papel é o de indicar, através do fluxo a ele associado, o modo de escoar do
préprio fluido em si.

Com o intuito de manter-se a presente exposicao tao simples quanto possivel
lhe seja, considerar-se-ao tao somente aqueles fluidos perfeitos para os quais se tenha
X = f(x)7'0, e, assim, dado que agora vigora a relagao g(-, X) = —f(x)dt, (3-6)
reescreve-se a forma de

T =vr*g+ pf(z)dt?, (3-7)

em que f e x,t sao como em (3-1) e (3-3), respectivamente.
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3.3 Fluidos Perfeitos Estaticos

Chamam-se fluidos perfeitos estaticos as solucoes da Fquagao de Campos de

Einstein, a saber,

scalg
T

2 g )

(3-8)

ricg —

em que
(MnJrl’g) = (Mn7g) Xf (Ra _dtQ)a

¢ uma variedade estatica e, além disso,
T =va*g + puf(z)dt?,

é um fluido perfeito sobre (M, g). Tradicionalmente, esta equacdo é apresentada
com uma constante, cuja magnitude nao nos é agora de interesse, a multiplicar 7.
Deve-se observar que o tensor a esquerda em (3-8) tem, como alids o tem o tensor
de Einstein de uma variedade semi-Riemanniana qualquer, nula a sua divergéncia
e, desta forma, que divg(7') = 0 se verifica dentre aquelas que sao as condicoes
necessarias a existéncia de solucoes da referida equagao.

Ao tensor de Ricci de um fluido perfeito estatico cabe cumprir, como deriva
de (3-1), (3-7) e (3-8), a identidade

scalg scalg

ricg = (v +

de onde se aventa a existéncia de nao mais que dois distintos autovalores de ricg,
com multiplicidades n e 1, para cada ponto de M. Outra interessante caracteristica
dos fluidos perfeitos estéticos é a de que (3-8) se traduz (cf. [10]), face a (3-4), (3-5)
e (3-7), em

scaly — 2f 1 (Af),
2

ricy — [T (V2 )y — g9 =g, o)
scal, — 2f YA i
fag), =2 B e gy pe
0 que se molda em
ricy — %g = % ((VQf)g - %g) )
_ scaly n—=1/((Af), n—2 l (3-10)
=" V=7 ( 7 _2(n—1)sca9)’

mediante apropriada manipulacao algébrica das partes que o compoem, sendo o

ultimo preferivel a seu anterior por ser este de mais facil memorizacao.
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3.4 Fluidos Perfeitos Estaticos com Simetrias

Formas espaciais sdo (cf. [3]) variedades Riemannianas geodesicamente

completas, de curvatura seccional constante. Toma-se

(M" (%), (), (3-11)

por arbitraria forma espacial de dimensao n > 3 e curvatura seccional k € {—1,0, 1}.

Neste contexto funcoes diferenciaveis
E:M"(k) — R e o,7:(a,b) CR— (0,00), (3-12)
sujeitas a condicao de que
Im¢ = {£(x) - x € M"(r)} C (a,b), (3-13)

se unem para que venha a luz certa variedade estatica, a saber,

¥

em que x : M — M™(k) et : M — R desempenham aqui o mesmo papel que

=
I

M" (k) x R,

3-14
(€(2))%a"(, ) — 7(&(@))*dt?, .

Il
Q

seus andlogos em (3-3). A guisa de economia faz-se

(M, g) = (M"(k),0(€)(, ).

para que, entdo, (3-14) se escreva como

(Mag) = <M7 g) Xr(€) (Rv _dt2)' (3'15)

Perceba que
G ={q € Iso(M"(r),(,)) : {oq=¢&},

é um grupo com respeito a operacao de composicao de funcoes. Dado um ¢ € G
qualquer, faga
g: M — M, (z,t)— (qz,1),

para que ao se tomarem elementos
(z,t) €M e v=v+v,w=w +wy € TuyM=T,M"(r) ®R,

arbitrarios em seus respectivos dominios, se verifiquem com estes as seguintes
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identidades:

Gatz.) Ay v, d@y0) = Gigup) (dgev1 + v2, dguwy + w2)
= 0(&(gr))*(dgzv1, dgywi)ge — 7(§(q7))*v2w2
= o(&(x))H(v1, wa)e — T(§(x)) vows
= Glen(v,0),

de onde se segue que g € Iso(M,g). E possivel mostrar que
G — Iso(M,g), q+—— @, (3-16)

¢ um homomorfismo injetor de G em Iso(M,g). O grupo das isometrias de (3-15)
é, portanto, no minimo tao grande quanto o préprio GG, motivo por que se houve de
acrescentar ‘simetrias’ ao titulo desta secao.

Diz-se fluido perfeito estdtico com simetrias de qualquer das solugoes de
(3-10) de tipo (3-14).

Deve-se, quando em busca de fluidos perfeitos estaticos com simetrias,

observar pela validade das seguintes relagoes:

. scaly, n—2¢_, (Aa(€)),
TCq — - 0_(5) ((v 0(5))(») - TH<7 >>7 (3_17)
(e, - By (g2rey , - BT
+dr(§) ® dlogo(§) 4+ dlogo(§) @ dr(§) (3-18)
= 2T (Voo () ) ).

as quais se devem, respectivamente, as Proposi¢oes (2.11) e (2.12). Produzem-se,
portanto, em decorréncia de (3-10) e pela adogao de coordenadas x = (z1,...,x,)

de M"(k) com as quais se verifique que

. g 0 3
v 1,) € {17 s 7”} : <ax7 8.Z'> = ,O(ZU) 257;]', (3—19)
i J
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para alguma funcao p = p(x) > 0, as seguintes equagoes diferenciais parciais:

( 7:;(_5)2 (0(5),z‘j - A((;(g))‘sij +0() 2+ Pioe) ;- - (V(U(O) ' %) &j)
(T(f)@‘j CA(T()

_ )PPy 2 (oren . Y2 5
-5 8y +7(€):5 4 2r(), - 2 (Vir(e - 22 ) o,

| TS T

com assegurada validade para todos os indices ¢, € {1,...,n}. Salienta-se o carater
euclidiano das varias operacoes envolvidas no sistema acima, tanto de derivacao

quanto de produto interno (o ponto ‘-’). Através das relagoes

0 _do 0§ . ‘
(€)= 5 (010) = 5 = 510
32 o (3'20)
7€) = g (716) = (€8 = HEEEs + 56
em que se emprega a notacao
d d?
66 = F© 5O = ZO
o e (3-21)
g’i - 8;1:1-’ gij - al’iax]” Y

se chega, por aplicacdo do agora ja mencionado resultado (2.12), as identidades:

(Vo(€))(,) = p*6VE,

2 6 a — . . 5 .. 3 . .

(V 0(&))(&(0_%’ a_%) = 0(£)§,Z§j + 0(&)54] + U(f)g,zpﬂ (3_22)
+6pil; — (&) (VE- V)i,
| (A (&))(,) = GOIIVEI* + a()AE — (n —2)5(§)VE - Vp,
€Im que se escrevem
[ Ve = Sad. Y = Yl
k=1 k=1
IVE? = kZ_Iléi, VE-Vp = k; &by (3-23)
AL = i & kk
\ k=1
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A equacao

o IVERS VT 88 Le(OFO)  F(E)
[% " 5”} {( 250 2@ rE  ©

:_{(n_z)%—%} {g,ij Agézﬁfi L 6]——( §- —) i |

figura-se, desta forma, em direta consequéncia de (3-10) conforme se conclui pelos
itens (3-17) a (3-23).

Teorema 3.1 Com as consideracoes acima vé-se que, se, em cada ponto do dominio

de uma parametrizacio x : U C R" — M™(k) com a qual se tenha verificado que

o 0

<8_x2-’ (9_95]> = p %0,
para todos i,j € {1,...,n} e alguma fungdo p > 0, ndo for apenas verdade que
f,ij_§5m +fi P -+ fg—g( V¢ - —) =0,
para todos 1,5 € {1,...,n}, mas também que
Er€i — |N£H25kl # 0,
para certos k,l € {1,...,n}, entao 7(§) € uma solugao de (3-10) em

(M, g) = (M"(x),0(£)*(, ),

Se, € apenas Se, 0COTTe qUE

(n—2)“

ao longo de £(x(U)) = {&(p) : p€ x(U)} C (a,b). Densidade de energia e pressao

do fluido perfeito sdao, neste caso, respectivamente dadas por

p(€) = " [ €2 + 20(€)(Aa(©),) — (Vo () 7],
e ="~ 0;((% [(AT(©)) — (= (T, (VIoga(€) )] — "2 (e,



Capitulo 4

Exemplos de Fluidos Perfeitos Estaticos

O presente capitulo se encontra divido em duas partes. Na primeira, com
o nome de ‘simetrias compativeis’, se busca por solucoes de determinada equacao
diferencial parcial, a qual é parte integrante do Teorema 3.1 e que se modifica
de acordo com o valor da curvatura seccional da forma espacial 14 utilizada.
Estas solugoes determinam, em cada caso, quais simetrias se deve utilizar (e,
consequentemente, quais nao). Na segunda parte, entitulada ‘fun¢oes admissiveis’,
se busca por fluidos perfeitos estaticos com as simetrias agora ja especificadas. E

nesta parte que se pode devidamente apreciar as qualidades da estratégia adotada.

4.1 Simetrias Compativeis

Os fluidos perfeitos estaticos com simetrias impostas por meio de fungao

£ : M"(k) — R com que se verifiquem as equagoes:

A¢

. 9 v
Vi je{l,... n}: g,ij—75ij+5,ip—;+%g,j—ﬁ(vg- p

—)d;; = 0, 4-1
p )i (4-1)
em coordenadas

z:UCM" (k) —z(U) CR", p+——z(p)=(x1(p),...,xa(p)),

de M"(k) com as quais se escreva

. o 0 _
A 1,71 c {1, .. ,n} : <%,%> = p(iL’) 2(51‘3‘7
? J

para alguma funcao p = p(x) > 0, caracterizam-se (confira (3.4)) como solugoes da

seguinte equacao diferencial ordinaria:

0H 7O _, "

(n—2)“

em que £ € {(U) ={&(z) : x € U} C (a,b).
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A seguir se determinam solugoes de (4-1) conforme se tenha, nesta ordem,
k = —1,0,1, para enfim combind-las a certas solucoes de (4-2). Feito isto, se tera

resolvido ao Problema (3-10) ou como que lhe é equivalente, ao Problema (3-8).

4.1.1 O Caso Hiperbdlico

Seja M"™(—1) o espago hiperbdlico, o qual se tem aqui representado pelo
conjunto
H" = {(x1,...,2,) € R" : z,, > 0},

aberto em R” e dotado da métrica Riemanniana
Vi, jed{l,...,n}:

assim expressa nas coordenadas
z:H'"CR" —H", (p1,...,00) — (D1,---,Pn),

de H". Reescreve-se, portanto, (4-1) da maneira seguinte:

o % 6jn 5m 2 g,n

Vi g€l ont e iy = 20y & — 4 8 — =m0y = 0. (4-3)

Restringindo-se os indices 7,7 ao caso em que 1 < i< n —1 e j = n, obtém-se

g,in + % =0 < (g,z : In),n = 07

n

de onde se conclui que

F;
6,1' )
Ty
para alguma funcao F; = Fy(xy,...,2,-1),i=1,...,n — 1. Como se tem
F
g,ij =0 < Y :O,
Ip
sempre que 1 < i # j < n — 1, ocorre ainda que F; = Fj(x;) também para
1=1,...,n—1. Se agora se faz 1 <i =7 <n— 1, obtém-se
A 26, A 26,
5,1:1‘——5——54:0 — §,n‘=—§+—€;,
n n Ty, n nTy,
e, assim, que
F AE 26, F
__g,zz__ _;_5,33_47
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para todos i,j € {1,...,n — 1}, i # j. Deve, deste modo, existir a € R com o qual
se verifique que

Fl=a <= Fyx;)=ax;+Db,

(2

qualquer que sejai =1,...,n — 1, de onde segue que
1 <= /a
2
= > (Sat b+ o) + Glaa).
£ mn;<2$’+ ;i + ¢ )+ G(xy,)

Finalmente, quando i = j = n, tem-se

S,nn—ﬁﬂLMﬁ:O — g,nn+2£7—n:%+%€i(:§,ii:£)a

n n T, Tn n n Ty

e, portanto, que

1 a
(f,n ) xi),n_g - — (g,n ) xn)ﬂl = Q.

Tn Ty

Chega-se, desta forma, a conclusao de que

n—1
[G’ . xi] = [<_:z;i2 Z (gxf + bz + C,’) + G’) . xi] = az,,

i=1

)

de modo que
a Cn
G=—-x,+— +0b,.
2 Ty

Tem-se, em resumo, a fungao

n

1
gzx—nz<g:c?+bixi+ci>.

=1

4.1.2 O Caso Euclidiano

Os célculos sao sensivelmente mais simples no caso presente, a saber, em

que k = 0. Toma-se M"(0) pelo ja tao familiar espago
R" = {(x1,...,2,) : x1,...,2, € R},

de todas as n-uplas ordenadas de numeros reais, aqui acompanhado da métrica

euclidiana tradicional

. 0 0
VZ,je{l,...,n}l <a—x,a7>:5
z J

IR
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comum ao estudo da Geometria Analitica. Deste modo, (4-1) molda-se & maneira

de: A
‘v’i,je{l,...,n}: 5,2]—7552]20

Tem-se, para 1 < i # j < n, que

pelo que se aventa ser
n
E=Y Fix).
i=1

Ao se tomar 1 < ¢ = j < n descobre-se que

1
1" " " %

J#i
e dai, que
F!" =a; ¢ uma constante,
a qual, em principio, depende de i € {1,...,n} porém, como
( n
(n—1)a; = Zak = —q +Zak,
ki k=1
n
(n—1)a; = Zak = —a; +Zak,
\ ki#j k=1

implica em se ter
(n—1)(a; —aj) =aj—a; <= n(a;—a;)=0,

enxerga-se que tal dependéncia é apenas aparente. Se a € R denota o valor comum,

isto é, se

entao
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4.1.3 O Caso Esférico

Seja M™(1) a esfera euclidiana n-dimensional, isto é,

n+1
i=1

vista enquanto subvariedade Riemanniana de R"*!. Em coordenadas

2 1—7r
xr+eE

xE:R?HSn\{_56n+1}7 x'—>1+7” 1+r

6n+1,
dadas pelo inverso da projecao estereografica de S” em relacao a ee, 11 € S”, onde

€1,...,en, Enp1  S30 0 vetores candnicos de R"™, ¢ =41,

R? = {(Ih‘ . ’xnaxn—&-l) S RTH_I . J}n+1 = g}
= spaniey, ..., e,} C R"™

e
r: R — [0, 00), x:(331,...,35”,5)!—)7“(95):230?,
i=1
obtém-se )
o 0 IL+7\
e llen)s (gmam) = (55) 6,

para todo x € R = R", quer seja ¢ = 1 ou —1. Desta feita, (4-1) reestrutura-se do

modo seguinte:

2z
1+r

A¢

o 21 2x;
VZ,]E{].,...,TZ}: é,ij_Wéij—'_gﬂ' J

1+T+1+T

£~ VE ), =0

Como esta é uma equacao dificil de se resolver em toda a sua generalidade, supoe-se

tacitamente que

E(z) =&(r(z)), VzeR™

Vigoram, portanto, as identidades
Vi g e {1, R ,TL} : fﬂ' = 5,25171 e g,ij = 5//45Eil'j + 5,251']',
no que toca as derivadas parciais de primeira e segunda ordens de &, das quais

VéE=202 e AE=E"4r + E2n,
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sao, entao, um corolario. Tem-se, enfim, que

g + €26, — w(s Le jxf; Lo ?f; - %gl”‘_ﬂ% _0
— 4 <§" + %{') (xixj — %dij) = 0.
Observe que a funcao
§:S" —R, p=(p1,- - PnsPns+1) — (Ps €nt1) = Pas1,
possui a seguinte expressao em coordenadas
e : R — S"\ {—cept1}, 2+ z(x) = 2 T+ 51 — Tenﬂ,
1+7r 1+7r

de S™:
1—r 2 —(1+7)]

61—1—7"_8 1+7r

§(2) = §oue(r) = (z(2), enta) =

2e
= — 67
I+r
com que se verificam
. 2e o & 4e
(1+47)? (L+7)%
e, portanto, que
2
1 !
Sy
& 1+ 7"5 ’

em todo o R", ou melhor, para todo r € {r(z) : € R"} = [0, c0).

4.2 Funcoes Admissiveis

4.2.1 O Caso Hiperbélico - Continuagao

Sabe-se que £ : H* — R é de natureza tal que

n

Vo (xy,...,x,) € H": 5(3317...,:%):iz<gx2+bixi+ci>,

x 2"
"oi=1
em que a, by, by, ..., b,_1,b, ¢ € R sdo constantes (de integracao). O conjunto imagem
de uma funcao como esta é, exceto pelas fungoes constantes, sempre um intervalo

ilimitado de ndmeros reais. E sabido que o intervalo (a,b), o mesmo em que se

definem as fungoes o,7 : (a,b) C R — (0,00) com que se pretende resolver a
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(4-2), deve conter a todo o conjunto imagem Im¢ = E(H"), de sorte que deve
ser ele proprio um intervalo ilimitado de nimeros reais. Devidamente motivados,
escolhemos o(§) = e esperancosos de que as solucdes por vir estejam definidas
em toda a reta real e que, desta forma, se abarque com um sé exemplo a todas as
possiveis configuragoes de {(H™) a depender dos vérios parametros a, by, bo, . ..

Decorre de (4-2), agora que se supoe que
0 :R— (0,00), & e,

onde A € R é uma constante, que
AZeré et (€ 3
e R GRELC
= (n—=2)N7(£) —227(&) — 7€) = 0.

Como esta é uma equacao diferencial ordindria linear de segunda ordem com

coeficientes constantes, deve-se buscar resolvé-la na forma de
7:R — (0,00), & €™,

0 que, na pratica, equivale a se determinar aos possiveis valores de r € R. Ora,

tem-se que
(n—2)A%" —2are™ — 12 =0 =  (n—2)A* =2\ — 12 =0,

de forma que se chega em r = —\ + |A\|v/n — 1. Em resumo, a variedade H"™ munida

da métrica .
gij = (acne’\ﬁ)f2 0ij, &= xi Z (gxf +bx; + ci) ,
=1
assim expressa em coordenadas
z:H'"CR" —R", (p1,...,00) — (P1,--,Pn)s
de H" resolve, acompanhada de

r=e% r=-A+|\NVn-1,

ao Problema (3-10), para toda escolha dos parametros a, by, bs, ..., b,_1,b,¢c, A € R.



84.2 Fungoes Admissiveis 46

4.2.2 0O Caso Euclidiano - Continuacgao

O trabalho que ora tens em mao se inicia com o término mesmo de [1],
com o intuito de extender os resultados 14 contidos. Em [1], como também aqui, se
propoe o estudo de fluidos perfeitos estaticos com simetrias. La, porém, se parte de

M™(0) = R™ com uma métrica conformemente plana de tipo

9ij = (€)%,

onde
n
. n — —
ER" — R, z=(x1,...,2,) —> &(x) = E T,
i=1
em que aq,...,qa, € R sao constantes nao simultaneamente nulas. Descobriu-se,

assim, que os objetos procurados deveriam, para surpresa dos envolvidos, obedecer

a seguinte equagao diferencial ordinaria:

26 L2 f() _f(©) _ 0.

p(&) (@) (&) f(E)

(n—2)

aqui conhecida na forma de (4-2). Buscou-se, basicamente, por respostas a 3
fundamentais questoes, nao necessariamente disjuntas, a nos guiarem ao longo destas

notas. Sao elas:

1. Até onde se pode seguir resolvendo a Equacao de Einstein na pessoa de, por
assim dizer, tao singela equacao diferencial ordinéria?

2. Ja que a Equacao de Einstein nada diz acerca da topologia da variedade sub-
jacente a métrica, serd que esta mesma equacao diferencial ordinaria poderia
fornecer um crivo a existéncia de fluidos perfeitos estaticos em topologias dis-
tintas da euclidiana como, por exemplo, espacos compactos?

3. Mostrou-se que uma & linear do tipo acima pode ser utilizada na construcao
de solugoes do referido problema mas como é o conjunto das funcoes £ com

que se chegaria, findo o processo, a ja referida equagao?

Com um pouco de abstracao e alguma experimentacgao captou-se aquilo que
é a esséncia de [1]. O restante sao adaptagdes necessérias a classificacao das fungoes

¢ que conduzem a (4-2). Pois bem, sabe-se que para M"(0) = R™ deve-se ter

£ R*" —R, x:(xl,...,xn)Hﬁ(x)zi(%x?—l—bixi—i-ci),
i=1
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onde a,by, by, ... by, c1,09,...,¢, € R sdo constantes (de integragao). Escolha, por

exemplo,a =2,b; =---=b,=0ec; =--- =¢, =1/n, para que se chegue em
V(xy,...,2,) € R" 1 &(21,...,2,) :1—|—Zm?=1—|—7“, T‘:ZI?,
i=1 i=1

e, neste caso, ja que Im& = [1,00), faga

O’:(%,OO)CR—)(0,00), E— &

Tem-se, assim, que (4-2) se reduz a

_270) _HE) _ £(6) - 24(6) =
om0 T TOrEE=0
de onde se vé que
T:(%,OO)CR—>(O,OO), E—rb—g

para certas constantes a, b € R préprias para que b§ > a, sempre que £ > 1/2. Tome

a =1, b= 2. Veja que a variedade R” munida da métrica
Vijed{l,...,n}: gy= (1+T)_2(5ij,
assim expressa nas coordenadas
xR — R (21,...,2,) — (21,...,2y),

de R™, onde
V(21,...,2,) R r= 4,

resolve, quando acompanhada de

1

v .o, x,) ER™: =2— ,
(x:l? 7.’17)6 T ].+7ﬁ

ao Problema (3-10). Perceba a simetria das fungées acima com respeito a agao de
O(n,R) em R"™. Note que todos os 5 exemplos em [1] se aplicam também aqui sem

a necessidade de quaisquer adaptacoes.
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4.2.3 0O Caso Esférico - Continuacao

A este ponto ja sabe o leitor que, caso se tenha M™(1) = §", a funcao
£:8" — R, p= (P PnsPat1) = (Ps€nt1) = Pata,
conduz a simples porém elegante solugao de (4-1). Tome
o:R— (0,00), &+ cosh(§),
para ver que

(n —2)

56 o©7E)  #e)
2 © "

o(§) o)) 7()
> 7(£) + 2tanh(£)7(E) — (n — 2)7() = O,

de onde se tem que

eVn—1&sech(€)
vn—-1 "~

para quaisquer constantes a,b € R tais que 7(£) > 0, para todo £ € R. Consegue-se,

7€) R — (0,00), &+ ae V" ¥sech(€)+b

assim, uma solugao de (3-10) em que M™(1) = S" estd equipada com a métrica
Riemanniana

g = cosh(§)7*(, ),
em que (, ) ¢ a métrica usual da esfera e
£:SH—>R7 p= (plv"'vp’rupn-‘rl) — <p76n+1> = DPn+1,

e, também, acompanhada da funcao

eVl sech(€)
vn—1 "~

para a qual a,b € R sao constantes, por exemplo, positivas.

7(€) = ae V" ¥ sech(€) + b

Para um novo exemplo poderia-se, a exemplo do que foi feito acima, escolher
33
o (_575) CRH(anO)u gf—>COS(§),

ja que
SZSRHRa p:(pla'uapnupn—i-l)'—)<p7€n+1>7
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e, como tal, que
33

relembrando que
fe (-2,
272

Deste modo, obtém-se a equivaléncia entre (4-2) e a equagao

) = cos(&) >0.

—7(&) + 2tan(§)7(§) — (n —2)7(§) =0,

de que

eV 1€ sec(€)
vn—1

também aqui para constantes a,b € R préprias para que 7(£) > 0 sempre que

33 1
T (—57 5) CR— (0,00), &r—ae V" ¥sec()+b

e (—%, %), sao as unicas solugoes viaveis ao problema. Obtém-se, finalmente, uma

solugao de (3-10) em que M"(1) = S" se encontra munida da métrica

g =cos(§)*(, ),

onde (, ) é a métrica usual da esfera, e

ngnHRa p:<p17---;pn7pn+1)'—><p7€n+1>7

e, claro, amparada pela funcao

eV € sec(€)
vn—1 "~

para a qual a,b € R sao constantes, por exemplo, positivas. O fluido perfeito estatico

7(€) = ae V" ¥ sec(€) + b

encontrado é, entao, dado pelo tensor métrico
2
g= secQ(f(x)) [x*gl _ (e—ﬁ(r)\/n—1> dt2:| 7
sobre a variedade diferenciavel

M=8"xR,
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ao lado de

— sec?(£(x) [“<s<x>>x*<, )+ p(g(@)) () "‘1>2‘“z} |

em que

=
—~
)
N~—
I
—
3
@)
o
wn
o
—~
7}
S~—
+
[\
(@)
@]
0]
—~
)
S~—
|
—~
—_
|
7an
[\
S~—
(@)
@]
)]
—~
72}
N—
+
3
7%
)]
Z.
=
Yo
)
P

e = OO {1 ) (tan() — V= DR + sec(e)
- +

— né(tan(€) — V= 1) + (n — 2)(1 - €) tan(¢) (tan(€) — Vi — 1) |
n—2
- (&),

sao, respectivamente, densidade de energia e pressao do fluido, sendo que o campo X
foi tomado por X = 7(x)7'9, onde, como de costume, z : M — S" et : M — R
denotam as projecoes naturais. A seguir plotamos, nas dimensées n = 2,3,4,5 e 6,

os graficos de ambas y e v enquanto fungoes, que sao, da variavel &.

20 T T T T T T T 2
—9 —2
3 1 — HE
151 4] Vv ~ 4
2 5 5
—6 0t —6 [
(&) 10T 1 v -1} |
,2 - ;|
5 - -]
,3 |
-15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5

3 ¢



Capitulo 5
Isometrias de Métricas Conformemente

Planas no Espaco Euclidiano

Ter de se resolver a um sistema de equacoes diferenciais parciais elipticas
e nao-lineares é a moeda de troca, por assim dizer, na obtencao de novos exemplos
em Geometria Diferencial, pelo menos no que concerne a problemas de curvatura
prescrita. Neste sentido, simetrias constituem um poderoso recurso a mao dos
pesquisadores. Como os objetos encontrados por este caminho possuem simetrias a
priori, se fazem pertinentes as seguintes perguntas: “o objeto obtido possui simetrias
outras que nao aquelas de que se utilizou para encontra-lo? Qual a estrutura do
grupo de suas isometrias?” Responder a tais perguntas é justamente o propdsito
deste capitulo. Bem, ao menos no caso de variedades Riemannianas pertencentes a
classe de equivaléncia conforme do espaco euclidiano, com simetrias em um grupo

de translagoes.

5.1 O Teorema de Liouville

Lema 5.1 Se uma transformacao linear B € GL(n,R) € tal que
VuveR": (uv)=0 = (Bu,Bv) =0,

entao, deve-se ter

B =0,

para certos f € R e O € O(n,R).

Prova. Sejam
ViE{l,...,n}Z ei:(éli,égi,...,ém),
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os vetores canonicos de R™, com os quais entao se escreve

Biy Bia -+ By
B— ?21 B‘22 ' BQn ’
Bnl Bn2 Tt Bnn

no sentido de que

Vje{l,...,n}: Bej:ZBijei'
=1

Observe que B'B é uma matriz simétrica (B indica a matriz transposta de B).

Desta forma, tem-se que:

Vije{l,...,n}: (Be;,Be;j) = (> . Brex, > Bijer)
= D11 BriBuj(ew, e)
- Zk,l Bkaljékl
= Zk Bfk:Bkj
(B'B)i
= (B'B)ji
- Zk B§kBki
= Zk,l Blthki(Slj
= 21 BiBriler, €5)
= (2% BiBri)er, €5)
= (B'Be;,e;).

Sabe-se, por hipdtese, que
VuveR": (uv)=0 = (B'Bu,v) = (Bu,Bv)=0.

Fixando-se u € R\ {0} e fazendo-se variar v € [u]" = {w e R" : (w,u) = 0},
chega-se & conclusdao de que existe um certo A(u) € R para o qual B'Bu = A(u)u.

Afirma-se que a funcao

Au), tal que B*Bu = A(u)u, se u # 0,

AR — R v +—
0, seu=20

¢ uma funcao constante. Com efeito, dados o € R e u,v € R™ quaisquer, tem-se que:

1.
{Oz)\(u)u = aB'Bu = B'B(au) = Mau)au = a(au)u

=  aMu) = Aau)]u=0,
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de onde se vé que \ é constante em cada direcao de R™;

{)\(u +v)(u+v) = B'B(u+v) = B'Bu+ B'Bv = A\u)u + A(v)v
= [AMu+v) = ANu)]u=[ANv) = ANu+v)]v,

ao que se conclui que A(u) = A(u+ v) = A(v) no caso de os vetores u,v € R"
serem linearmente independentes (o caso linearmente dependente foi abordado

no item 1 acima).

Estabelece-se, assim, a constancia de A : R — R em todo o R". Por
recordar-se uma vez mais de como A foi primeiramente concebida, enxerga-se a

validade da equagao

B'B =\,

em que I = (0;;) é a matriz identidade e A é, como agora se sabe, uma constante.

Deste modo, tem-se que

det(B)* = \",
e, portanto, que
A = det(B)x.
Logo,
BB _ BB _M_
VAVA VAVA A
a que entao se segue
B = 0,
comﬁ:\/XeOzieO(n,R). O
VA
Dadas uma dire¢ao a = (g, ..., ) € R™\ {0} e uma fungao diferencidvel

¢:(a,b) CR — (0,00), define-se
ER*" —R, xz=(x1,...,2,) — (z,a) = iaixi,
i=1
para que, entao, se forme a variedade
M= {zx cR" : (x,a) € (a,b)} = £ (a,b),
em que havera de se considerar a métrica Riemanniana

gﬂc(ua U) = 90(5(1‘))_2 <uv U)?
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assim definida para todos * € M e u,v € T,M = R". Um difeomorfismo

f: M — M é uma isometria de (M, g) se, e somente se,
VeeMVuveR": gr(dfsu,dfzv) = go(u,v).

Observe que

(dfe u, df, v)

= Sp(<f(x)> O‘>)29f(z)(dfx u, dfx U)

- @(<f(x)7 a>)29z(uv U)

Vee M,VuveR": (dfyu,df,v) = 90(<§—>)

e, portanto, que
Vee M,VuveR": (uv)=0 = (dfyu,df,v)=0.
Segue do Lema 5.1 que
VaeM: (df,)df, =det(df,)nI, (5-1)

onde I = (0;;) é a matriz identidade de ordem n. A equacao (5-1) é conhecida
pelo nome de Fquagdo de Cauchy-Riemann na literatura que trata sobre o assunto,
claramente em alusao ao caso n = 2 quando a referida equagao se escreve exatamente
como as equagoes de mesmo nome na Teoria das Fungoes de Uma Varidvel Complexa.

O préximo Teorema, devido ao matemético Liouville, qualifica as solugoes de (5-1).

Teorema 5.2 Toda solucao f : Q@ C R* — R", de classe C", da Equagao de

Cauchy-Riemann, a saber,
VaeQ: (df,)'df, = det(df,) 1,

em que Q € um dominio em R", n > 3, r > 3 e det(df,) nao muda de sinal em €,
¢ da forma
r—a
VeeQ: f(@)=b+ —r,
|z — all
para certas constantes € € {0,2}, A€ R, a,b € R" e A € O(n,R).

Prova. A prova aqui apresentada pode também ser encontrada em [9]. Considere

S

G(x) = (df,)'df, = det(df,) "I = J(z, f)=I, VaxeQ, (5-2)
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onde I denota a matriz identidade de ordem n e J(z, f) = det(df,), para todo
x € . Observe que GG é uma fungao duas vezes continuamente diferenciavel, de
2 no espago das matrizes n X n reais simétricas e positivas definidas (porqué, ja
que det(df,) ndo muda de sinal em €2, podemos supor, sem perca de generalidade,
que J(x, f) = det(df,) > 0 em Q). Ao enxergarmos em 2 C R™ uma variedade
diferencidvel e em f :  — R™ uma de suas cartas locais (em verdade, neste
caso, tal carta se encontra globalmente definida), somos capazes de reconhecer em

G(z) = [gi;(z)] ao pullback da métrica Euclidiana de R". Com efeito,

gis(x) = J(x, [)*/"d;
(J(x, [)*" e, e;)

= ((df2)"dfzei, €;)
<dfx€i, dfxej>>

para todos x € Q e i,j € {1,...,n}. Como
dfsG () (dfe)" = dfe(J (@, )2 D(dfe) =1, Yz eQ, (5-3)

onde G7'(x) = [¢¥(z)] é a matriz inversa de G(z), tem-se, pelas equagoes (5-2) e
(5-3), que

gy =Y _ITE e Sy = g"fifl,
k k,l

respectivamente, onde

of 0*f &f
i=a Ji=a A Jik= a3 A etc,
f ze fj (%1896] f]k 89028%8% e
fi—a_fi N i or etc
I QxR Oxy0xy,” M Qw0102 K
sempre que i, j,k,l € {1,...,n}. Em particular, conclui-se que
( Ogjk
agli
oe = Zilfufi+ Ai5)
9gij
| _6_1;2 = > Zkf;+fl£: ilj>7

de onde segue que

8x,; (91:j ka ’

Ogi  Ogu gy
22 z’ljfllc: g]k+ ki 9Fij
l
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e, dai, que

Zkrfjfk’ = Zk k(Z fllcek:)

ST A (T (S g Doy i,
>0k %(Z 22, f;;) ) fo)er

> (2, T3 (Zk,mgm'“f%f;i))ez

>, fij(snl)el

l
Zl mel
= fl]a

com a consequeéncia de que

fijk = > <8ack + walk)
! axf +35, 502, Fm m)
= Zm e fm + Z (Zl Flk)fm

S T

Uma vez que f € C3(Q,R"), permutagoes dos indices i, j, k nao alteram o valor de
fijk (Teorema de Schwarz) e, entdo, obtém-se a identidade
0 = fz‘jk: - fikj
oy r; m
= Yom (830;: . T >o(T Lk — kFZj))fm
= Z Rzk]fm7

em que

o 9\ o 0
i (3%" 3%‘) dxy Z:Rijk(?_ml’

sao as componentes do Tensor Curvatura (de Riemann) de (€2, G). Logo,

zk]_o

quaisquer que sejam ¢, j, k,m € {1,...,n}, ja que

{fi(:wzgi :dfzei} ,

=1

é uma base (ortogonal) de R", para todo z € €. Deste modo, vé-se que sao

igualmente nulas as quantidades

Z Rzkj (Tensor de Ricci) e R= Z g”R;; (Curvatura Escalar).
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A métrica G = G(x) pertence a classe de equivaléncia conforme da métrica
Euclidiana se existe uma fungao escalar A = A(z) tal que g;;(x) = e*(x)d;; para

todos 7,7 € {1,...,n}. Neste caso, tem-se que

/

2)\ik6jl — 2/\i15jk + 2/\jl5ik — 2)\jk6il+
ARl = 4 +XA0in — Xidedi + XAk — A Aidin+
+HVAP(0irdj1 — 6udji),

4e?

( n—1

R = 4AX+ (n—2)|VA2

Suponha que J(x, f) > 0 para todo x € Q e tome Q" como uma das componentes
conexas do conjunto {z € Q : J(z,f) > 0}. Queremos mostrar que J(z, f) =
r?"|z — a|72 em Q7 de onde seguiria entao que QT é tanto aberto quanto fechado

em (Q e, assim, que 2 = Q7 por questao de conexidade. Seja
2 +
)\(az)zﬁlogJ(x,f) (xeQm).

Perceba que
Glz) = (dfo)'dfo = T (x, /)" ] = O (2 € QF),

e, portanto, que
R=0 = 4AXN = (2—n)|V)\?

de onde segue que

4Nk = 20\ — 0| VAP,

para todos i,k € {1,...,n}. Seja
P(z) = J(x, f)~/" = e 2@ (1 e Q).
Derive P e use as relagoes ja encontradas sobre as derivadas de A para concluir que
2PP,; = 6|V P,

e, desta forma, que P € C3(Q"). Derive esta tltima equagao com respeito a z para
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descobrir que

P?Py, =0,
para todos 4,7,k € {1,...,n}, de onde se conclui que
9’P o
O0z;0x; =cij =clyj, L3=12...,m,

onde ¢ > 0 é uma constante. Distingue-se, aqui, entre dois casos:
1. ¢c=0:
VP> = |VP|*); = 2PP; = 2Pcs;; =0 = P = cte

2. ¢ > 0: escreva ¢ = 2r—2. Deste modo, tem-se que

or
8951- N

2r %z, —a;) <= VP=22z—-a) (ze€Qh),
onde a € R™ é uma constante (de integracao). Mas, entdo,
P(x) =72z —al* (x€Q"),

e, como P(z) > 0 em QF, vé-se que a € R™\ QF. Finalmente, pode-se dizer

que

7,2n

J(x,f)=Plx)™" = (x € Q).

’l’ _ a’2n
Obsevacoes finais:

(a) J(z,f) = 0 = f = cte;

(b) J(z,f) = Jop >0 (constante) =  f(z)=0b+ aA(z);
(c) Escreva f = F o g, onde

a+ T“i(fa_'%) se =€ R"\{a},

g:R"U{o0} —R"U{x}, z+—< oo se r=a,

a se x = 00,

é a inversao de R™ com repeito a esfera S"~!(a,r). Nao é dificil ver que F
satisfaz a equagao de Cauchy-Riemann com Jacobiano constante em (2,

de forma que F(z) = b+ aA(x) pelo caso anterior.
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Suponha, agora, que ¢’ # 0 em todo o intervalo (a, b) e, também, que s # ¢

implique em se ter ¢'(s) # ¢'(t).

5.2.1 O Casoe=0

Tem-se que

VeeM: f(x) = b+ A(x—a)
= (b—MAa) + MAx
= b+ Mz, b=0b— \a,

de modo que se supoe, sem perca de generalidade, que a = 0.
Segue de
Vee M,VueR": df,u= \Au,

que
VoeeMVuveR: M{u,v) = (Mu, \Av)
= (dfsu,dfzv)
_ e((f(x),a))?
= el(wayy
e dai, que

VeeMVuveR: (No((z,a)®—o((f(z),a)?) (u,v) = 0.

Logo, se conclui que

VeeM: o(f(x),a)=Me({z,a)).

Obtém-se, por derivacao da expressao acima, que

Vee M,VueR": ¢({(f(x),a))(ANMu,a) = |\ ((z,a))(u,a),

e, assim, que

VeeM,VueR": (u ({f(x),a))Aa — |\ ((z,a))a) = 0.



§5.2 Isometrias 60

Deste modo se conclui que
)\ /
VreM: Ata:’—JMa

e, ainda, que

P
e N (TR A

pois os autovalores de uma matriz ortogonal sao todos iguais a 1 ou —1. Como por

hipétese ¢’ nao troca de sinal, chega-se a conclusao de que

Ry ¢ ((f(z),a))

para todo x € M. E de hipdtese que ¢’ seja injetiva, a que entao se deve a conclusao
de que
VeeM: (f(x),a)= (z,a).

Derivando uma vez mais obtém-se

VeeM,ueR": (u,a) = (dfru,q)
(MNu, )
Mu, Ata)
Mu, Tar)
= A7{u,a),

de forma que
VueR": (u,(1-A)a)=0) <= (1-Aa=0 <<= =1
Como |A] = A7 =1, tem-se A = 7 = £1 com a interpretagao de que
VeeM: f(x)=0b+rT1Az,
onde 7 = +1, « € R"\ {0} e Ao = 7. Finalmente, veja que

VeeM: (r,a) =
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implica que (b, @) = 0. Em resumo, conclui-se que
Iso(M,g) ={f(x)=b+7Ax : beR" e (b,a) =0, 7==%1, A€ O(n,R) e Ao = Ta},
nos casos em que ¢ = 0 no Teorema 5.2 como ocorre se, por exemplo, se tem

(a,b) = Rem ¢ : (a,b) C R — (0,00), desde que se atenda as hipoteses de que
¢ # 0 em (a,b) e, também, de que s # ¢t implique em ¢'(s) # ¢'(t).

5.2.2 0O Casoe=2

Tem-se que
VeeM: flz)=b+ A—"
|z —all
e, como tal, que
Vee M,VueR": dfju = ﬁ(”m—aH%—Q(u,x—a}(m—a})

AA r—a T—a
= 2w — 2(u, 24 24
||a:—au2( { ’||x—a||>||x—au)

Note que
Vee M VuveR: 2olue) = 2o ((u,v> — 4{u, 2= (v, 220
—a Tr—a r—a 2
+4(u, =) v, =) el

r—a r—a

= (map (¥ = 20 o=ap) To=ar

AA r—a T—a
> Toal? (” - 2(v, uzfan>nwfa||>>

e, portanto, que
VoeMVYuveR": (NMo((r,a)® — [z —al*o((f(2),a))?) (u,v) =0,
de onde se conclui que

VeeM: |z—all'e({f(2),a)) = [Ae(z,a)).
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Derivando-se a expressao acima se chega em

A (. 0)) (wa) = 2(u,z— a)o((f(2),a))
Iz = all?e! ((F (), @) {df w,0)
= 2wz — a)p({f(z), a))
o = all2e ({f (), ) (245 (u = 2w, 222222 ) ),

e, entao, apos algumas manipulagoes algébricas, em

0 = (u2(p({f(@),0) — (@), a) (@) — b0} )z — a)
(@), ) Ale = P/ ({2, ) ),

para todos x € M e u € R". Sendo assim, ocorre que

0= 2(30(<f($), a))—¢' ((f(z), ) (f (x) -0, a>> (z=a) A ({f(2), ) A'a—|A|¢' ({2, @))ar,

ou ainda que

2(3@(0‘(%‘),a))—w’((f(fr)w)(f(x)—b, Oé>>(x—a) = =M ({f(2), o)) A'a+ A ((z, a))a,

para todo x € M. Observe que, em se variando o ponto x € M, se altera a direcao
do vetor a esquerda na identidade acima, diferentemente do que acontece com o lado
direito, em que a diregdo permanece inalterada (o médulo, sim, varia com x, mas

nao a diregao). Como M = £7(a,b) é aberto em R", isto nos diz que
{ =A@ ((f(2), a))A'a + [A|¢'({z, @) )a = 0,
p((f(@), ) = &' ((f(2), @) ({f(2),a) = (b)) =0,
para todo x € M. Da primeira equacao se deduz que

o A el
A= N o (@ a)

da segunda, que
o(t) — ()t —k) =0,

onde t = (f(z),a) e c = (b, a), de onde segue, entao, que

para alguma constante positiva e todo t € {(f(z),®) : © € M} que, no caso de ¢

acima, s6 pode ser t € (k,00) out € (—o0, k).
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Tome, por exemplo, o caso de
p:(k,o0) CR— (0,00), t+—— C(t—k),
em que C,k € Re C > 0. Tem-se que
M =& Yk,00) = {z €R" : (x,a) = &(z) > Kk},
e, também, que

pol: M CR" — (0,00), x+— p(&(x))=C{z,a)—k).

Em coordenadas = = (x1, ..., z,) segundo uma base ortonormal
Q@
€1y 3€n-1,6n = 777
[Jexl]

de R™ se nota que
pof(r) = C(z,a)—k)
= C(llal{z,en) — k)
= C(lafjz, = k),

para todo x = (z1,...,x,) € M. Considere
H" ={z = (21,...,2,) € R" : 7, >0},

munido de sua métrica usual

o 0 1

<8_$i’ 8_%> - $_% 175

Vo= (z1,...,20,) e H", Vi,j€{1,...,n}:

assim expressa nas coordenadas de que acima se falou. Veja que

x+k
Cllall o’

o H"— M, =z
¢ diferenciavel, de fato, um difeomorfismo cujo inverso é
v:M—H", z+— C(|a||z—Fk),

com o qual se verifica que

€;

VeeH", Vie{l,....n}: dp,e;=—,
Clle
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e, portanto, que

Ve e ", Vije{l,....n}: (0"9)lomar) = Gow(ddseidde))
_ 1 < e; ej >R"
{c[lall( g+t )—#]} Cllall” Cllel

Tllall t Tal
A1 by
z2 C2||of?

_ dij < o] o) >H"

C?lla||2 N\ Oy ? O/ °

Conclui-se, desta forma, a respeito de

1 n
Mag = 571 aabv— ) ® )
( )((><p(§)2<>)
em que (a,b) C R é o dominio de ¢ : (a,b) C R — (0, 00), que s6 podem existir
isometrias de (M, g) do tipo

rT—a
[ — alf*”

VeeM: f(x)=b+MAA

onde A € R, a,b € R" e A € O(n,R), caso (M, g) seja uma variedade Riemanniana
homotética ao espago hiperbdlico n-dimensional. Basta uma (unica) dessas isome-
trias para que se conclua por uma homotetia entre estes espagos. Sao, desta forma,

identicos os seus grupos de isometrias.



Consideracoes Finais

Neste trabalho estudou-se a equacao de Einstein de fluidos perfeitos so-
bre variedades estdticas (equagao (3-8) ou de forma equivalente, equagao (3-10)),
especificamente no caso em que a base da variedade estatica pertenca a classe de
equivaléncia conforme de um espaco de curvatura seccional constante e, além disso,
possua simetrias com que se simplifiquem a tal equagao. As simetrias de que se fala
foram classificadas em sua totalidade nos casos hiperbdlico e euclidiano, enquanto
que no caso esférico apenas uma classe de simetrias foi aqui apresentada. A equacao
diferencial ordinédria a que entao se chega por este processo (equacao (4-2)), por
se tratar de uma (dnica) equacdo contendo a duas fungoes incégnita, pode enfim
ser resolvida, para cada exemplo de fluido perfeito estatico encontrado, mediante
cuidadosa escolha de uma destas funcoes e correspondente determinacao da rema-
nescente (através da prépria equagao). Finalmente, no Capitulo 5, considerou-se o
problema de determinar a todas as isometrias de métricas Riemannianas que por-
ventura pertencam a classe de equivaléncia conforme da métrica euclidiana usual,
em subvariedades abertas de R™. Novamente aqui se utilizou de simetrias: somente
métricas invariantes pela acao de um grupo de translagoes em R™ foram conside-
radas (muito embora seja, talvez, possivel de se aplicar a mesma técnica a outras
agoes como, por exemplo, a do grupo ortogonal). O Teorema de Liouville (o Teorema
(5.2)) é a égide, por assim dizer, sob a qual se apoia todo este capitulo. Conclui-se,
aqui, algo muito interessante: é suficiente que uma das variedades de tipo especi-
ficado admita uma isometria (basta uma) de certo tipo, a saber, do tipo que se
encontra em (5.2.2), para que se conclua por uma homotetia entre a mesma e o
espaco hiperbdlico (suas geometrias sdo, portanto e para todos os efeitos, a mesma
geometria). Gostariamos de acrescentar, a este ponto, que nossa discussao acerca de
isometrias se encontra com aquela em torno de fluidos perfeitos estaticos tao logo
se constate que as variedades estaticas em consideracao tenham sua base na lista
das variedades que tiveram suas isometrias calculadas aqui (o que, de fato, se faz
em, por exemplo, [1]), j& que deste modo se conhece a uma porc¢ao do grupo das

isometrias da variedade maior (estética).



Ainda ha, no entanto, muito a se fazer. As geometrias associadas as métricas
que encontramos sempre possuem, além de sua conformidade local a geometria
euclidiana tradicional de R", alguma sorte de simetria. Como todas as solugoes do
problema em questao nos sao de grande interesse, gostariamos de conhecer respostas

para algumas, senao todas, das perguntas seguintes:

1. Devido as nao lineares da equagao, simetrias se tornam ferramentas realmente
lteis a obtencao de explicitas solucoes. Como, no entanto, abordar ao problema
sem utilizar de simetrias? Lembramos aqui que solugoes para a equacao
de Einstein sao tao melhores quanto mais verossimeis elas forem. Tome
como exemplo a solucao de Schwarzchild que, devido a sua importancia,
continua sendo estudada por pesquisadores ainda nos dias autais (mesmo sendo
conhecida desde meados de 1916). Muito embora tal solugdo apresente um
modelo de universo nas imediacoes de um buraco negro, nao ¢ consenso de
todos que ela modele ao universo como um todo (ja que o universo pode nao
ser, em toda a sua vastidao, rotacionalmente simétrico).

2. A escolha de métricas cuja geometria esteja em conformidade local aquela de
R™ (com a métrica euclidiana usual) foi outra constante em nossas considera-
¢oes. O que acontence se, em vez disso, nés escolhermos variedades estaticas
cuja base nao seja (localmente) conformemente plana?

3. Possiveis continuagoes podem ter inicio com a escolha de outros tensores que
nao o fluido perfeito como, por exemplo, o campo eletromagnético. Seguindo-
se esta mesma linha de raciocinio, seria valido considerar variedades que nao
sejam estaticas. Existem muitas ideias possiveis e todas se mostram muito
interessantes. Citamos o trabalho [7] em que o autor busca por fluidos perfeitos
na classe de equivaléncia conforme da parte exterior da solugao de Schwarzchild
(pode-se pensar num mecanismo que converta entre os distintos tipos de
solugao da equagdo).

4. Uma vez encontradas, quais sao as peculiaridades de tais geometrias? Como
sao sua geodésicas, suas isometrias? Pode-se, rapidamente, tornar esta em uma

lista bastante extensa.

Tem-se, como se vé, muito a se fazer.



Bibliografia

[1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

BArRBOzA, M.; LEANDRO, B.; PINA, R. Invariant solutions for the Einstein
field equation. Journal of Mathematical Physics, 59(6):062501, June 2018.

BEsse, A. L. Einstein Manifolds: reprint of the 1987 edition, with 22
figures. Classics in mathematics. Springer, Berlin ; New York, "reprint of the 1987
edition.-- t.p edition, 2008. OCLC: ocn183259557.

CArRMO, M. P. D. Riemannian geometry. Mathematics. Theory & applications.
Birkhauser, Boston, 1992.

CHOQUET-BRUHAT, Y. General relativity and the Einstein equations. Oxford
mathematical monographs. Oxford University Press, Oxford ; New York, 2009.
OCLC: 0cn209815586.

EINSTEIN, A. The meaning of relativity. Ndmero 1921 em The Stafford Little
lectures. Princeton University Press, Princeton, expanded princeton science library
ed. with a new introduction by brian greene, 2005 edition, 2005.

GALAZ-GARciA, F.; ZAREI, M. Cohomogeneity one topological manifolds
revisited. Mathematische Zeitschrift, 288(3-4):829-853, Apr. 2018.

HaNsrAJ, S. Perfect fluid metrics conformal to the schwarzschild exterior
spacetime. General Relativity and Gravitation, 44(1):125-138, 2012.

Hawking, S. W.; ELLis, G. F. R. The large scale structure of space-

time. Cambridge monographs on mathematical physics. Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 21. printing edition, 2008. OCLC: 552219048.

IwaNiEC, T.; MARTIN, G. Geometric Function Theory and Nonlinear

Analysis. Oxford mathematical monographs. Oxford University Press, Oxford ;
New York, 2001.

KoBavasHi, O.; OBATA, M. Conformally-Flatness and Static Space-Time.
In: Hano, J.-i.; Morimoto, A.; Murakami, S.; Okamoto, K.; Ozeki, H., editors,
Manifolds and Lie Groups, p. 197-206. Birkhduser Boston, Boston, MA, 1981.



§BIBLIOGRAFIA 68

[11] KUuNEL, W.; HUuNT, B. Differential geometry: curves, surfaces, manifolds.
Ndmero volume 77 em Student mathematical library. American Mathematical
Society, Providence, Rhode Island, third edition edition, 2015.

[12] LEE, J. M. Introduction to Smooth Manifolds, volume 218 de Graduate
Texts in Mathematics. Springer New York, New York, NY, 2012.

[13] O’NEILL, B. Semi-Riemannian geometry: with applications to relativity.
Numero 103 em Pure and applied mathematics. Academic Press, New York, 1983.

[14] TokuRrA, W.; ADRIANO, L.; PINA, R.; BARBOZA, M. On warped product
gradient Yamabe solitons. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
473(1):201-214, May 2019.



Rotinas em Python Para o Calculo

da Curvatura

#!/usr/bin/env python3
import sympy

x_0
x_1

sympy.Symbol('x_0")

sympy.Symbol(’'x_1")

X = (x_0, x_1)

def r(x_0, x_1):
return x_0 *xx 2 + x_1 *x 2

def xi(x_0, x_1):
return -1 + 2 / (1 + r(x_0, x_1))

def sigma(x_0, x_1):
return sympy.cos(xi(x_0, x_1))

def delta(i, j):
if i in range(2) and j in range(2):
if 1 == j:
return 1
else:
return 0

def G(x_0, x_1, i, j):
return (1 + r(x_0, x_1) * sigma(x_0, x_1) / 2) *xx 2 x delta(i, j)



Apéndice A

def g(x_0, x_1):
return sympy.Matrix(

[

G(x_0, x_1, i, j) for j in range(2)
] for i in range(2)

def h(x_0, x_1):
return g(x_0, x_1) *x -1

# Christoffel
def Gamma(x_0, x_1, i, j, Kk):
gamma = 0
for 1 in range(2):
gamma += 1/2 * (
+ sympy.diff(g(x_0, x_1)[j, 11, x[i])
+ sympy.diff(g(x_0, x_1)[l, il, xI[j])
- sympy.diff(g(x_0, x_1)[i, j1, x[1l])
) *x h(x_0, x_1)[1, k]
return sympy.simplify(gamma)

# Rm_{1i, j, k}™l
def Rml(x_0, x_1, i, j, k, 1):
rml = (
+ sympy.diff(Gamma(x_0, x_1, i, k, 1), x[j])
- sympy.diff(Gamma(x_0, x_1, j, k, 1), x[i])
)
for m in range(2):
rml += (
+ Gamma(x_0, x_1, i, k, m) *x Gamma(x_0, x_1, m, j, 1)
- Gamma(x_0, x_1, j, k, m) * Gamma(x_0, x_1, m, i, 1)
)
return sympy.simplify(rml)

# Rm_{1, j, k, 1}
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def Rm2(x_0, x_1, i, j, k, 1):
rm2 = 0
for m in range(2):
rm2 += Rml(x_0, x_1, i, j, k, 1) *x g(x_0, x_1)[m, 1]
return sympy.simplify(rm2)

# Sectional
def K(x_0, x_1, i, j):
if 1 1= j:
k = Rm2(x_0, x_1, i, j, i, j) * (
g(x_0, x_1)[i, i] * g(x_.0, x_1)[j, j] - o(x_0, x_1)[i, j] **x 2
) xx -1
return sympy.simplify (k)

# Ricci
def Rc(x_0, x_1, i, j):
rc =0
for k in range(2):
rc += Rml(x_0, x_1, i, k, j, k)
return sympy.simplify(rc)

# Scalar
def scal(x_0, x_1):
scal = 0
for 1 in range(2):
for j in range(2):
scal += h(x_0, x_1)[i, j] * Rc(x_0, x_1, i, j)
return sympy.simplify(scal)
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