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Resumo

Poveda.J. Um Estudo dos Ciclos Limites de Campos Suaves por Partes no
Plano. Goiania, 2018. 68p. Dissertagdao de Mestrado. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

O objetivo deste trabalho € estudar ciclos limite de campos de vetores suaves por parte.
Os principais artigos estudados foram [6], [3] e [13]. Primeiro apresentaremos a teoria
basica, passando pelas areas de andlise, teoria qualitativa das equagdes diferenciais e
algebra. Apresentamos também conceitos basicos de campos de Filippov, os quais sdao
imprescindiveis para o estudo dos campos suaves por partes. No capitulo dois, o qual
estd baseado em [6] como topico principal, serd descrito um método geral para encontrar
ciclos limite; em [3] sdo encontrados ciclos limites em um campo de vetores suave por
partes com um centro ndo degenerado sendo perturbado por um polindmio. No quarto

capitulo estudaremos os ciclos limites de campos de vetores Hamiltonianos por parte.

Palavras—chave
Campos suaves por partes, ciclos limite, campos de Filippov, funcdo de Melni-

kov, método do Averaging, campos de vetores Hamiltonianos



Abstract

Poveda.J. A Study of the Limit Cycles of Piecewise Vector Fields in the Plane
. Goiania, 2018. 68p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

The goal of this work is study limit cycles of piecewise smooth vector fields. The
main articles studied were [6], [3] and [13]. First, we present the basic theory, passing
through the areas of analysis, qualitative theory of differential equations and algebra.
We also present basic concepts of Filippov fields, which are indispensable for the study
of piecewise smooth fields. In chapter two, which is based on [6] as the main topic, a
general method for finding limit cycles will be described; in [3] limit cycles are found in a
piecewise smooth vector field with non-degenerate center being perturbed by a piecewise
polynomial vector field. In the fourth chapter, we study limit cycles in piecewise smooth

Hamiltonian fields.

Keywords
Piecewise smooth vector field, limit cycles, Filippov vector fields, Melnikov

function, Averaging method, Hamiltonian vector fields



Sumario

5

Teoria basica

1.1 Conceitos preliminares de andlise

1.2 Conceitos preliminares da teoria qualitativa das equagdes diferenciais ordinarias
1.3  Conceitos preliminares de algebra e algebra linear

1.4  Conceitos preliminares sobre campos de Filippov

Analise de ciclos limite de campos lineares por partes no plano
2.1 Forma canénica de Liénard

2.2 Aplicacédo de Poincaré para campo de vetores lineares por partes
2.3 Provado Teorema 2.8

Ciclos limites de campos polinomiais por parte

3.1 Introducédo

3.2 Ciclos limite de campo de vetores polinomiais por partes bifurcando de um centro
descontinuo

3.3 Teoria do Averaging em coordenadas polares

3.4 Prova do Teorema 3.1

3.5 Exemplos

Campos de vetores Hamiltonianos por partes
4.1 Expresséo geral da funcao de Melnikov

4.2 Expressao pontual da funcdo de Melnikov
4.3 Exemplos

Conclusodes

Referéncias Bibliograficas

12
12
13
14
15

19
19
24
35

43
43

44
45
47
50

52
54
58
61

64

67



Introducao

Nesta dissertacdo apresentaremos alguns conceitos da teoria qualitativa de sistemas
dinamicos, os quais sdo uma recompilacdo de alguns métodos que recentemente foram

aplicados para encontrar ciclos limite.

Desde o comego da teoria de sistemas dindmicos com as primeiras defini¢des de
Poincaré, passando pelos estudos de Liapunov e Birkhoff e até os dias de hoje, o estudo
de ciclos limite é um foco principal em pesquisas ndo somente na matematica, chegando
em muitos lugares e diversas dreas da ciéncia. A importincia dos ciclos limite e sua
complexidade fazem que este seja ainda um dos tépicos mais importantes, atualmente,

estando presente em problemas muito complexos, como o 16° problema de Hilbert.

Historicamente a quantidade de trabalhos sobre ciclos limites € muito grande, mas
no contexto de ciclos limite em campos suaves por partes ainda esta, como toda a teo-
ria, no inicio. Os estudos comecarem com a defini¢do de Orbita periddica por parte de
Poincaré em [18]. No comec¢o do século XX os trabalhos de Liénard [11] e Andronov
[1] introduziram conceitos fundamentais como o da estabilidade estrutural, e a partir dai
trabalhos como os de Peixoto [16], Smale [19], Grobman [7] e Hartman [9] impulsiona-
rem o estudo até a atualidade. Hoje o estudo é muito amplo e importante, tendo diversas

pesquisas interessantes, das quais escolhemos algumas para apresentar neste trabalho.

O objetivo deste trabalho € fazer um estudo detalhado da obtencdo de ciclos limite
em campos suaves por partes no plano. Pretende-se otimizar a informacao classificando
alguns métodos de obtencdo de ciclos limite que possam servir na generalizacdo dos

resultados obtidos na area.

No primeiro capitulo apresentaremos a teoria matemadtica preliminar, para que o lei-
tor interessado possa entender ou referenciar este trabalho. Apresentaremos alguns
aspectos da teoria basica de Andlise, teoria basica de dlgebra e dlgebra linear, teoria

qualitativa das equacdes diferenciais ordindrias e teoria basica de campos de Fillipov.



11

No segundo capitulo estudaremos o artigo de Emilio Freire, Enrique Ponce e Francisco
Torres [6] onde vamos entender os conceitos basicos dos campos suave por partes.Basado
neste trabalho desenvolveremos um mecanismo geral para obter 3 ciclos limites. Para
encontrar os trés ciclos limite dividiremos o estudo em trés partes. Primeiro, estudaremos
a forma canodnica de Liénard, uma forma que faz nosso sistema mais simples, sem perder
nenhuma propriedade no caso onde as trajetorias cruzam a regido de descontinuidade,
em particular as Orbitas periddicas. Segundo, estudaremos a aplicacdo de Poincaré, fer-
ramenta que € de fundamental importancia na obtengdo de ciclos limite. Nesta secao
estudaremos de maneira independente do tempo, sendo umas das caracterizacdes mais
interessantes deste trabalho. Ja na terceira e ultima parte, através dos resultados previa-

mente obtidos, encontremos os trés ciclos limite.

O terceiro capitulo € dedicado ao estudo do artigo [3] de Tiago de Carvalho, Jaume
libre e Durval José Tonon. Neste capitulo, além de estudar os resultados anteriores,
obtidos por [6], para o contexto de campos suaves por partes, fazemos uma colegdo de
tépicos com o objetivos de entender o comportamento dos ciclos limites nos campos
suaves por partes. Para o desenvolvimento deste capitulo apresentaremos inicialmente a
caracterizacdo do campo suave por partes e do tipo de perturbagdes que vao atuar nele.
Depois, utilizaremos uma das ferramentas mais interessantes: a teoria de Averaging. En-
contraremos uma fun¢do que, juntamente com resultados cldssicos fornecem o resultado

principal: uma cota para o ndmero de ciclos limites em campos polinomiais por partes.

O quarto capitulo é baseado no trabalho de Xia Liu e Maoan Han [13]. Nosso foco
serd em campos Hamiltonianos suaves por partes. A estratégia no capitulo serd, primeiro,
fazer uma pequena e geral descricdo dos campos Hamiltonianos suaves por partes,
apresentar algumas propriedades e resultados. Depois, na segunda parte apresentaremos
o método de Melnikov de maneira geral. Na terceira parte desenvolveremos a fungdo
de Melnikov de maneira pontual (na vizinhanga da origem). Na udltima parte, baseados
nos resultados obtidos daremos uma cota para o nimero de ciclos limite de campos

Hamiltonianos suaves por partes.

Finalmente, no dltimo capitulo apresentaremos a conclusdo do trabalho, a qual junta
as consequéncias de cada capitulo, compilando alguns resultados sobre ciclos limite de

campos suaves por partes.



CAPITULO 1

Teoria basica

Este capitulo serd dedicado a alguns aspectos da teoria matemadtica bdsica, que vai
ser uma introducdo para os capitulos posteriores deste trabalho. Daremos ferramentas
necessdrias que junto com alguns conceitos basicos dardo ao trabalho uma maior e melhor
compreensao, estando dessa forma acessivel a um publico maior.

Todas as referéncias da teoria basica podem ser encontradas nas referéncias bibliograficas,

para o leitor interessado que queira se aprofundar no tema.

1.1 Conceitos preliminares de analise

Este trabalho, como muitos outros na area de sistemas dindmicos, tem como base teore-
mas e conceitos de andlise. Apresentaremos aqui alguns que serdo uteis no desenvolvi-

mento do trabalho. As referéncias principais para este item sdo os livros [12] e [15].

Definicao 1.1 Dados dois conjuntos U,V C R", um homeomorfismo entre U e V é uma

bijecdo continua f: U — V, cuja inversa f~' : V — U também é continua.

Definicao 1.2 Sejam U,V C R subconjuntos abertos. Uma fun¢do diferencidvel f:U —

V com inversa diferencidvel f~' : V — U é chamada difeomorfismo.

Teorema 1.3 (Teorema da fungdo inversa): Seja f : U C R™ — R™ de classe C", r > 1.
Se df(p) : R™ — R™ ¢ um isomorfismo, entdo f é um difeomorfismo local de classe C”
em p € U. Em outras palavras, existem vizinhangcas V. .C U de p, W C R™ de f(p) e uma
aplicac@o C" g : W — V tal que go f =1y e fog = ly, onde Iy denota a identidade em
V e ly a identidade em W.

Teorema 1.4 (Teorema da fungao implicita): Sejam U C R™ x R" uma fungdo de classe
C',r>1, z0 = (x0,y0) €U e c = f(20). Suponha que a derivada parcial, em relagcdo a
segunda varidvel 0, f (z9) : R" — R", seja um isomorfismo. Entdo existem abertos V C R"
contendo zo, tais que, para cada x € V, existe um tinico §(x) € R", com (x,&(x)) € W e
f(x,&(x)) = c. A aplicagdo & : V — R", assim definida, é de classe C" e sua respectiva
derivada é dada por d&(x) = —[02f (x,E(x))] ! 091 f(x, E(x)).
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1.2 Conceitos preliminares da teoria qualitativa das

equacoes diferenciais ordinarias

Apresentaremos aqui todos os conceitos de sistemas dindmicos que sejam importantes

para o desenvolvimento do trabalho.

As referéncias bibliogrificas onde o leitor pode encontrar os resultados aqui enunci-
ados, sao [15], [17] e [20]

Definicdo 1.5 Seja M™ C R* uma variedade diferencidvel. Um campo de vetores de
classe C" em M é uma aplicacdo de classe C" X : M™ — R¥ que, a cada ponto p € M™,

associa um vetor X (p) € T,M.
Ao conjunto de todos os campos de vetores de classe C" em M denotamos por X" (M).

Definicdo 1.6 Uma curva integral de X € X" (M) passando por um ponto p € M é uma
aplicacdo de classe "', : I — M onde I é um intervalo contendo 0, tal que 0,(0) = p
e o (1) = X(a(t)), para todo t € I. A imagem da curva integral é a trajetéria passando

pelo ponto p € M.

Teorema 1.7 (Teorema de existéncia e unicidade): Seja X um campo de classe C",r > 1,
em um um aberto U C R™ e p € U. Existe uma curva integral de X,o. : I — U, com
o(0) = p. Se B:J — U é outra curva integral de X com B(0) = p, entdo ot) = B(t) para
todot € INJ.

Definiciio 1.8 Um fluxo local de X em p € U é uma aplicagdo @ : (—€,€) xV, = U, V,
uma vizinhanga de p em U, tal que , para cada q € V), a aplicagdo ¢ : (—€,€) — U,
definida por ©4(t) = @(t,q), é uma curva integral passando por q; isto é, §(0,q) = q e
(0/00)9(t,p) = X (0(t, ).

Definicao 1.9 Sejam X € X" (M) e Xit € R, o fluxo de X. A orbita de X por p € M é o
conjunto o(p) = {X;(p);t € R}. Se o(p) ndo é biunivoca entdo dizemos que a drbita é
fechada.

Definicao 1.10 O w-limite de um ponto p € M, ®(p), é o conjunto dos pontos q € M tais
que exite uma sequéncia {t,} — oo tal que lim,_,o t, = +oo satisfazendo lim,_,.. X; (p) =

g. Analogamente, definimos o o-limite de p, o(p) = {q € M; existe t, — —oo com X; —

q}-

Definicao 1.11 Dizemos que ¥ C M é um ciclo limite se é uma orbita periddica isolada.
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1.3 Conceitos preliminares de algebra e algebra linear

Vamos apresentar alguns resultados bdsicos de dlgebra e dlgebra linear, encontrados em
[17] e [3].
Denotamos por £(RR") o espago vetorial das aplicagdes lineares de R” em R”.

Teorema 1.12 (Forma candnica de Jordan): Se L € L(R), existe uma base de R" na

qual a matriz de L tem a forma

Ay
O
A,
B ’
O
B;
onde
A O O
I A
A O
Ai: 1 }\'i izl?“'ar kiER,
A O
O
|
j O
I C;
B] - . / 9
O I ¢
o B 1 0
Cj: / BJ e 1= OCj,BjE]R.
B/ o 01
As submatrizes Ay, ...,A, e By,...,Bg sdo univocamente determinadas a menos da ordem.

Teorema 1.13 (Teorema de Descartes): Consideremos o polindmio real p(x) =
a,-lxi1 —|—ai2xi2 + .- —l—a,-rxif com 0 < i) <ip <--- <l ea; = 0 reais constantes para
j€{0,1,2,--- r}. Quando ajjaij+1 < 0 dizemos que a;j e a;j1 tem uma variagdo de si-
nal. Se o niimero de variagédes de sinal é m, entdo p(x) tem ao mdximo m raizes positivas.

Além disso, é possivel escolher os coeficientes de p(x) tal que p(x) tenha exatamente r
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raizes reais.

Podemos encontrar uma demonstracao do teorema no livro [21].

1.4 Conceitos preliminares sobre campos de Filippov

Muitos dos conceitos na dindmica geral dos sistemas de equacdes diferencias nao po-
dem ser aplicados em sistemas suaves por partes,no entanto, trabalhos como o de A.
F. Filippov fornecem uma conveng¢do, com a qual podemos trabalhar de forma analoga
aos campos de vetores suaves . Estes conceitos preliminares foram nos apresentados no

trabalho [8] e sdo introdutdrios, mas os conceitos especificos podem se encontrar no livro

[4].

Vamos primeiro assumir que a regido descontinuidade seja uma sub-variedade a qual
denotamos por X, que pode ser escrita como £ = f~1(0)NU onde f: R? — R é uma
funcdo de classe C" com r > 1 a qual tem O como valor regular e U é um conjunto aberto.

Assim entdo a curva X divide o conjunto aberto U em dois conjuntos abertos:

Tr={(xy) €U flx,y) 20} e I ={(x,y)€U: fx,y) <0}.

Definiciio 1.14 Um campo de vetores suave por partes é um campo Z : U — R? tal que

+ +
Z(x’y):{ Xt (xy), se (xy)eXt, (1-1)

X_(X,y), se <x7y>62_7

onde Xt eX™ € X"(U).

Definiciio 1.15 A derivada de Lie de f em relacdo ao campo vetorial X* é dada por
X*f(p) = (XT(p),Vf(p)) e XF)'f(p) = (X*(p),V(X*)" f(p)) para i > 2 inteiro.

Defini¢do 1.16 Considerando o campo (1-1)e assumindo que V f(p) € LT, definimos as

seguintes regioes em X.:

1. Regido de costura: X° = {p € Z|(X T f(p)) (X~ f(p)) > 0}. Veja Figura 1.1.
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2. Regid@odedeslize: Y = {pcX|(XTf(p)) <0 e (X f(p))>0}. VejaFigural.3.

3. Regido de escape: ¥ = {p € £|(XTf(p)) >0 e (X f(p)) <O0}. Veja Figura
1.2.

Também as trés regioes acima sdo abertas em X

I\

Figura 1.1: Regido de costura.

EECRRN
L

Figura 1.3: Regido de deslize.

Figura 1.2: Regido de escape.
Defini¢iio 1.17 Um ponto p € ¥ é ponto de tangéncia se X f(p) =0 ou X~ f(p) =
Dizemos que p € L é ponto de dobra de X se X* f(p) =0 e (X1)2f(p) # 0. Dizemos

que X tem tangéncia ctibica com ¥ no ponto p se (XT)f(p) =0, (X1)2f(p) =0e
(XT3 f(p) #0. Veja figuras 1.4 e 1.5.

gt A A

Figura 1.4: Tangéncia quadrdtica.

R

Figura 1.5: Tangéncia ciibica.

Definicao 1.18 Seja p € X ponto de tangéncia. Se existe uma drbita Y do campo X

(respectivamente X~ ) que passa por p apds um tempo finito to de tal forma que Y
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permanece em LT (respectivamente em X~ ) para t € (ty — €,to + €), esta tangéncia é
chamada tangéncia visivel de X (respectivamente de X~ ). Analogamente, se Yy C X~
(respectivamente Y € ¥) para t € (tg — €19 + €), dizemos que p é tangéncia invisivel

de X (respectivamente de X —).

Ao longo da regido de deslize podemos definir um campo de vetores, que serd chamado
campo deslizante ou campo de Filippov. Este campo é dado por Z*(p) = g — p, onde ¢ é
um ponto que pertence ao segmento que contém os pontos p+X " (p) e p+ X (p), de

tal forma que o segmento que contem p e g seja tangente a regido de deslize X° no ponto p.

Como o vetor Vf € ortogonal a curva de nivel da fungdo f, entdo o campo Z* € or-
togonal a Vf em p. Logo, (Z*(p),Vf(p)) =0.

A equagdo vetorial da reta que passa pelos pontos p+ X (p) e p+ X~ (p) é dada
por rA) = (p+ X" (p) + MXt(p) =X (p)) 0 <A > 1. Assim, como g € r €
(g—p,Vf(p)) =0, entdo temos

(p+X"(p) +MXT(p) =X (p))—p.Vf(p)) =0
(X*T(p),Vf(p)+M(XT(p),VI(p)—AX (p),Vf(p) =0
Xf(p)+MX*f(p)—X" f(p)) =0.

De onde obtemos N
N X*f(p)

X flp)-XTf(p)

Como Z*(p) = g — p obtemos a expressdo do campo deslizante:

Definicao 1.19 O campo Z° : ¥° — ¥* é dado por

1
T X f(p) X

Z*(p) o) (X" f(p)X (p)—X"f(p)X (p))

e é chamado de campo deslizante. Se p € X° entdo p € X* para o campo (—Z). Dessa
forma definimos campo de escape Z¢ : ¢ — ¥° por Z¢(p) = —(—Z)*(p).

Para campos suaves por partes temos a seguinte defini¢ao de trajetéria local:

Definicio 1.20 A trajetoria local ©z(t,p) de (1-1) é obtida pela concatenagdo dos fluxos
dos campos X, X~ e Z°.

Definicdo 1.21 A drbita local de um ponto p € U é o conjunto y(p) = {@z(t,p)|t € I'}.
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O foco deste trabalho € estudar os ciclos limite, que sdo Orbitas periddicas isoladas. A
seguir apresentaremos alguns conceitos sobre campos suaves por partes que serdo uteis

no desenvolvimento do trabalho.

Definicio 1.22 A separatriz instdvel de p é a variedade instdvel invariante W"(p) dada

por
W(p) = {q € Ul9z(1,p) ¢ bem definido em 1 € (~==,0) ¢ lim ¢(t,q) = p}.
Analogamente, pode se definir a separatriz estavel.

Definicdo 1.23 Uma drbita periédica regular é uma orbita Y= {@z(t,p)|t € R} que
pertence a LT UL~ UXC tal que ©z(t +T,p) = ©z(t,p), para algum T > 0.

Definicao 1.24 Um ciclo periddico deslizante é o fecho de um conjunto finito e ordenado
de orbitas Vi,...,Yn tal que Yy é um pedaco de uma orbita deslizante, Y41 € uma
orbita regular e os pontos de partida e chegada de "Y1 pertencem a Yo € Yor+1

respectivamente. Veja Figura 1.6.

Definicao 1.25 O periodo de um ciclo é a soma dos tempos que sdo gastos para percorrer

cada uma das orbitas y;, comi=1,...,n.

Figura 1.6: exemplo de ciclo periédico suave por partes

Definicdo 1.26 Sejam Z : U — R? ¢ Z : U — R? campos suaves por partes, onde U,U
sdo abertos e ¥. C U e ¥ C U sdo as curvas de descontinuidade. Dizemos que Z e 7
sdo topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo h: U — U que preserva

orientagdo, leva orbitas de Z em orbitas de Z e h(X) = £.



CAPITULO 2

Analise de ciclos limite de campos lineares por

partes no plano

Neste capitulo vamos fazer um estudo baseado nos artigos [5] e [6]. Nosso objetivo
serd exibir os métodos que foram usados nos artigos base para encontrar ciclos limites.
Apresentaremos para campos lineares por partes no plano o teorema e sua demonstra¢ao

que determina os 3 ciclos limites.

Para comecar, vamos assumir, que ¥ é uma reta, isto € uma variedade de dimensdo
1 que define duas regides no plano, geu s@o os semi-planos esquerdo e direito, respecti-

vamente:

2= {(xy):x <0} EF={(x)):x>0},

com x = 0 como a linha de separacdo, i.é, o sistema de estudo sera :

X (p) sepeX”

2-1
X"(p) sepeX’, &b

pZZ(p)Z{

onde X*(p) =ATp+btep=(x,y)l cR> A~ = (a;;)s At = (a;;) sdo matrizes 2 X 2
com, b~ = (b, ,b; )T, b™ = (b ,b])T vetores constantes.

2.1 Forma canonica de Liénard

O mecanismo geral tem como primeiro objetivo desenvolver um método que permita o
estudo do campo Z(p) de maneira facil e 6tima. O primeiro passo é explicitar a forma

candnica de Liénard, que € uma forma mais simples de representar o campo, preservando
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a maioria da suas propriedades topoldgicas.

Antes de continuar, vamos apresentar um resultado que fornece um campo suave por

partes topologicamente equivalente ao campo original apresentando menos parametros.

Proposicao 2.1 Assumimos que afzafz > 0 no sistema (2-1). Entdo o homeomorfismo

por partes p = h(p) dado como:

1 0 0
dyy —app b

- a- 0 0
p a% i 12+ . |p={ _ | sepeX”
12\ Aplyy —appay) b

transforma o sistema (2-1) na forma candnica

. T- —1 1\ _ 0 .
= — se

p D~ 0 p a p

. T+ —1 —b

p = p— sepeXt,

S (55 0 — abe —a—b= T R R T e N
onde p = (X,¥), a~ = aj,b;, —ayb; eb—ﬁbl —by, a —%(dlzbz —azzbl).eos

(2-2)

termos T* e D sdo respectivamente o traco e o determinante das matrizes dos campos

acima.

Prova. Segue da aplicacao da forma candnica de Jordan no Teorema 1.12 e aplicando o

homeomorfismo A(p) ao sistema (2-1).
Vamos demostrar para a zona esquerda, o processo para a zona direita € andlogo.

De fato, seja 0 homeomorfismo

pP=h(p)=Rp+c, VpeX, (2-3)

R= _ _ , c=— _ .
dyy —Aapp b,

com
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Seja também o campo X ~(p) = A" p+b~ para p € £~ de 2-1, com

A_:<an a?z) b_:<br>
dy; dapy by

podemos ter de (2-3) que
p=R"'(p—0), (2-4)

p=Rp, (2-5)

a partir de (2-5) junto com o campo X~ (p) = p de (2-1) temos
pP=RA p+b7),

€ com isso
p=RA p+Rb,

substituindo (2-4) temos
P=RA(R'(p—c))+Rb,

assim
P=RA R 'p—RAR '¢+Rb, (2-6)

obtemos que

RA—R—1:< 1 0 )(“1_1 “fz)
Ay, —a Ay Ay

—
=

N}
NS
>

_ ap +ay —1
1 - - [ )
. appay —apay; 0

I:

N
—_
S
S
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em (2-6) temos entao

[3:< an +a; -1 >ﬁ_< an +ay; -1 ) ( 0 )
appdy —aypa; 0 appdy —aypa; 0 —by
< | 0 ) ( . )
+ _ _ _
dyy —ayp b,
a;; +a, —1 b, b,
appay —apay; 0 0 byay —apb,
_< ay +ay, —1 > < ( 0 )
= _ o P— o _
appdy —apay; 0 apb, —byay,

()

onde a” = ay,b;, —a,,b; e ostermos T~ e D™ sdo respectivamente o trago e o determi-

e isso €

nante da matriz A~

A demonstra¢do para os p € Xt € como comentamos no comeco, analoga. Assim

temos demonstrado o resultado. ]

Nosso objetivo a seguir é apresentar uma forma mais regular de apresentar o campo

suave por partes.

Considerando os sinais dos discriminantes A = (Tjt)2 —4D* das respectivas matrizes
caracteristicas em (2-2), podemos agora introduzir os parametros modais mg 1} € {i,0,1}
definido para as zonas R e L denominadas, direita e esquerda, respectivamente.
Temos que:
i, seT?—4D <0,
mpgry =19 0, seT?—4D =0,
1, seT?>—4D > 0.

Proposicao 2.2 A forma canodnica (2-2) pode-se escrever como:

= " T ) (Y )sepes 2-7)
pP= ’Y%—m% O p ar p
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(2w - b
P= y,ze—mlzg 0 b ar
+

a
OfR.L)

_D*

sepe St

onde os novos termos constantes sao:ag ) = s Y(RL) = %}i}, sendo O 1) =1

(1%)?

se mg 1y # 0.

paramgg 1y =0, enquanto O(g 1} = )

Prova. Vamos considerar somente a zona a esquerda pois o processo € andlogo para a

zona a direita.

Tomando em (2-2) a seguinte mudanca de varidveis

() (3 f

x — —
?y7 (DL 7y7 mL )

cujos diferenciais sdo dados por

dx  di 1 dy dy
dt dtoy dt dt o,

substituindo no sistema (2-2) temos que

diferenciando com relag¢do ao tempo 7, temos

dfo, _op—( X\ _ ¢
df op =T ((DL) Y

di _ (%) ¢
ﬁ - T (wL) y?
e
dy (%) _ -
EO)L =D ((.OL> a
ay —_p-(£)_a
df =D <(n%> oL’
obtemos
r— _
x=| & ! X — 0
2 9 a”
W? oL
T L
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Agora tendo em conta as constantes do sistema (2-2) e a relagio 4m7w? = (T~)> —4D~,

obtemos s
T- D~
of it = =2
3 73
substituindo no sistema (2-2) obtemos o resultado. ]

Na Figura 2.1 apresentamos o exemplo para campo onde 'y, >0em =i

<

Figura 2.1: Na esquerda temos a configuracdo para ap = 0 e na
direita temos para aj, < 0.

Resumidamente temos as seguintes dindmicas:
Para m = i temos um foco; para m = 0 temos um nd impréprio; quando m = 1 te-

mos um nd se |®| > 1 e uma sela se |®| < 1. Note que a condigio &> —m? < 0 é para o

caso sela.

2.2 Aplicacao de Poincaré para campo de vetores linea-

res por partes

Nosso objetivo nesta se¢ao € explicitar a aplicacdo de primeiro retorno para o campo Z.

Comegamos esta secio com a expressio da matriz exponencial ¢4 onde:

B 2y —1
A‘(%—w o)’

e definimos as seguintes funcdes:
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inh(mt
smmm) sem#0,

t sem=0.

Cin(t) = cosh(mt), Sy (t) = {

Note que Cy = 1 e para m = i temos:

Ci(t) = cosh(it) = cos(t),  Si(t) = = sen(t)
satisfazendo a identidade trigonométrica hiperbdlica
Cor (1) —m*Sp(t) = 1 (2-8)
derivando temos
2C,,Clim = m3285,,S,,

dai temos que
/

Co(1) =m*Sy(t) e S, (1)=Cult). (2-9)

Assim diagonalizando A e deixando as fun¢des exponenciais en termos de cosh(m) e

senh(m) temos que:

e,A:ew< Cnt) +¥Sm(t)  —=Su(?) ) 210

(YZ _m2) Sm(t) Cm<t) +YSm(t>

Consideramos o sistema:

. 2y -1\ (0 )
p—(yz_mz 0 )p a<1>, (2-11)

A seguir apresentaremos a expressao paramétrica da aplicagdo de Poincaré a esquerda Pp
como y; = Pr(y) com P (0) =§onde PL: I CEX—Xey— Pr(y) =yi.
Denotamos e; = (1,0)” e e; = (0,1)7

Parametrizando a fun¢do Py, em termos do tempo de retorno temos:

t
yiey = e <ye2 — a/ eAsezds>
0 (2-12)

yi€x = ye’Aez — aV(t)ez.

onde a matriz fungdo V (¢) é a matriz primitiva exponencial para r = 0, definida como
Al s ! A
V(t)=¢é / e ds = / =94 g
0 0

t
= / A du.
0

(2-13)
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Lema 2.3 A matriz fungdo V (t) satisfaz V(—t) = —e "AV (t) e suas k primeiras derivadas
sio V(1)) = A para k> 1.

Prova. De (2-13) temos que

—t t
V(=t) = /O ¢ du = — / ey — —e MV (1),

0

também, derivando (2-13) e pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que
Vi) =e,
derivando dai temos

VO (1) = &A1 particularmente  V*)(0) = A1

No que foi feito acima podemos definir a funcdo escalar,
f() =ed"V(Dez, (2-14)
a qual satisfaz f(0) = 0 e suas primeiras derivadas séo
) = e TeAF e, para k> 1.
Entdo para t = 0 obtemos:
£(0)=0, £ (0)=—1, fO =eTa ey, k>3.
Para minimizar os calculos apresentaremos uma funcao auxiliar;

lPY,m(t) =1-¢" [Cin(t) —YSm(1)]

e com a identidade geométrica das funcdes hiperbdlicas (2-8) e as derivadas das fungdes

Cy e Sy, em (2-9) temos

Wy (1) = —€"YCon(1) = Y8 ()] = €7 [Cop (1) =¥y (1)]
= —MY(Con(1) = Y8 ()] — " [ S (1) —1C (1))
:M‘i‘ eWYZSm(I) - ermZSm(t) +yelE5(7)

Assim derivada € dada por:

/

P, (1) = (¥ —m?) S(t)e". (2-15)
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A fungdo Wy, se reduz a:

1 —e"(cos(t) —ysen(t)), sem=i
Wym(t) =4 1—€"(1—y), sem=0
1 —e"(cosh(t) —ysenh(t)), sem=1.

Podemos notar que a fun¢ao tem a seguintes propriedades de simetria:

/

Wy (—1) =¥y (1), € Wy, (—1) =¥, (1)

Proposicao 2.4 Consideremos a restricdo do sistema (2-11) a regido x < 0. As seguintes

afirmagodes sdo verdadeiras:

1. Se a=0a aplicagcdo de Poincaré so existe quando a dindmica do sistema é de tipo

foco e temos que P.(y) = —e™y para toda y > 0.

2. Assuma que a # 0 e ¥ —m? # 0. Se adicionalmente assumimos que a > 0 para o
caso que ndo é foco (m # i) entdo a aplicacdo a esquerda de Poincaré é dada nesse

dominio por:

o Fanlt) _ 1= [Cf1) = 15(0)
F(t) T E S

() 1= PG () + Y80 (1)

e W, (—0) (P —m)Su()e

3. Se |yl =m=1ea> 0 entdo a aplicacdo a esquerda de Poincaré é dada por:

eV — 1 -2yt

e 142y
= qQ——— _—_—
2y(er —1)’

PL(y) =a 2,Y<€2w _ 1)

y

4. Se v= 0 e adicionalmente assumimos que a > 0 para os casos que ndo sdo foco
(m # i), entdo temos que P, = —y no seu dominio.
5. A primeira derivada da fungdo de Poincaré é dada por

P(y) = —2 &M <, (2-16)

PL(y)

e quando ay # 0 a segunda derivada satisfaz

P, (y) < 0.
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Prova. Tomando a equagdo (2-12) e multiplicando ela por ef e ey, respectivamente,

obtemos
0=yiefe; = ye] ey —ael V(1)e, (2-17)
e
yiefe ey = yel e eltey —aefe AV (t)ey,
yiele ey = yele; —aele "V (1)e,

e com o fato de efez =0, temos

T —tA

yiefe ey = —aefe "V (1)e,. (2-18)

Podemos ver que quando a = 0 a aplicag@o de Poincaré s6 existe se p € ponto de equili-
brio de tipo foco, pois se for uma sela ou um né a variedade invariante associada a origem

impede a existéncia da aplicacdo de retorno.

Tomando m = i e das equagdes (2-10) e (2-17) temos que

T A, _ o [ GO =S8ilr) (0
ejee; =(1,0) Y’( (P 1)) Cle)+18:(0) ) < ! >7

efedey = —€"S;(1) = —eVsen(r) =0,
assim como " # 0 entdo temos que ¢ = 7. Entdo de (2-12) temos

AT
yi€2 =ye "€,

yiey = ye'™ Ci(m) +vSi(7) —5i(m) Y
12 P+1)sm Gm+wsm ) 1)

B —S;(m)
yier =ye” ( Ci(m) +Si(x) ) ’
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assim entdo multiplicando por e;” temos

y1 = ye'™ (Ci(m) +¥Si(m)) ,
= ye™ (cos(m) + ysen(m)),

=P(y) = —ye™™
e com isto demostramos o item 1.
Quando a # 0 a origem é um ponto de tangéncia invisivel para a < 0. Como ex-

pressamos anteriormente, necessitamos a > 0 para que no caso nd possamos garantir a

existéncia da aplicagdo de primeiro retorno.

Calculando independentemente do tempo, podemos deixar sé y da equagdo (2-17)

_elV(r)e

T
e, eley

da mesma maneira podemos de (2-18) deixar s6 Pr(y)

ely(—
R = —aSh )

e;e ey

isto sempre que ef e"ey # 0.

Considerando o Lema 2.3 e utilizando a fun¢do f na equacdo (2-14), podemos rees-

crever as expressées anteriores como

_ @) _
—af,—(t), Pr(y) = —a

assim das equacgdes (2-13) e (2-15) temos que

(2-19)

f(t)= er(t)ez

t
= / el e"teydu
0

— /ot —Sm(u)du = —/Ot Sm(u)du.
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Assim, pelos distintos valores de m, obtemos:

( ¥
_721;’”127 s€ ’Y27£m2
2wy
fO)=9 -2 e jyl=m=1
12
\ -7, se Y=m=0

e f (1) = el ey = —€¥S,(1).

Temos entdo que para o Item 2 da Proposicio 2.4, ¥ — m? # 0 que junto com a descri¢do

da funcdo f nos d4 a demonstracdo do Item 2

S Fanl) 1= Gy(0) 5, ()
W0 P —md)Sa(ter

Pym(=1) 1=V [Cu(t) 7S (1)].

BO) = ey ) T S

Da mesma maneira agora no Item 3, temos |y| = m = 1 e de novo junto como e expressio

acima
e —1 -2yt e 142y

~ oy 1y 2y — 1)

Agora quando Y= 0 e m # 0 temos que se a = 0 pelo Item 1:

y e PL(y)=a

PL(y) ==

da mesma forma fazendo o célculo no Item 2, quando a > 0 temos o mesmo resultado,

provamos assim o Item 4.

Para mostrar o Item 5, quando a # 0 e ¥> — m? # 0 fazendo o cilculo direto do Item 2,

temos
dy _ 1=eCal)+m] _ ¥ -y
o (P-mA)SL)  Sau)

e
@ — _al _eW[Cm(I) _ySm(t>] — Leyt
dt Y —m2)S2 (1) Sm

e substituindo nas equacdes obtemos o resultado.

Analogamente, podemos fazer com o casso a > 0 e > —m? = 0 que resulta dos Itens 1 e 4.
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Assim entdo a segunda derivada sera

2 senh(yt) —YSm(t) 3yt 2

) W Ry € e T Am
Pr(y) = (2-20)
2. tcosh(t)—semh(r)

3’Yt prm— prm—
T eV se |y=m=1

e vemos que para todos os casos com ay # 0 entao Pz (y) < 0 e a prova estd completa. [J

Definindo particularmente para m = i a fungdo @y como @y(t) = Wy;(t) = 1 —e"(cos(t) —

Ysen(t)) temos a seguinte proposi¢ao

Proposicao 2.5 (A Aplicacdo de Poincaré no caso foco instavél) Considerando (2-7) as

seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:
1. Quando a;, =0 a aplicagdo de Poincaré é definida para'y > 0 como

P = —eMTy,

2. Assumindo que aj, < 0 e yp > 0, a aplicacdo esquerda de Poincaré Py, estd bem

definida para 'y > 0 e é dada pela expressdo:

v—ay (p/L(t) _ al — e (cos(t) —yrsen(t)) St

@p(1) (¥7 + 1)sen(z) ’
o) 1= (cos(0) +yusen(t)
L) Yo, () L (P + 1)sen(r) ’

onde n <t <fsendot o iinico valor em (,2m) tal que @y, (f) = 0.

Em particular, temos que Pr(0) = ap0g onde:

o — cos(f) +ysen(f) — eVt
T (Pt Dsen(d)

= —e"sen(?) > 0. (2-21)

Além disso, as primeiras duas derivadas da aplicacdo a esquerda de Poincaré Py satisfaz:

€2YLf . / P
,€ llmPL(y>:_eYL ’

PL0)=0. P0)=5"re lim

Prova. Os Itens 1 e 2 foram, demonstrados na Proposi¢do 2.4. Para mostrar a que P, (0) =

ar 0y s6 falta multiplicar os dois termos da fragéo (2-21) por cos(t) —ysen(t) = e~ .
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Agora de (2-16) obtemos que PL(O) = 0. Rescrevendo (2-16) temos PL(y)PL(y) = yel,

Assim

/ / 11 dt
PLOIPLO) +PLOIPLOY) = €M+ 2ye™
e tomando y = 0 assim alcangamos a expressdo desejada.
Por udltimo de (2-16) temos
/ t

tim (PL(y)) = lim Oue)

y—roo t—ro0 (p'Y,L(_t)
Assim a Proposicao estd demostrada. OJ

A respeito do fluxo na zona a direita para ag < 0 percorrendo o sistema X na zona S
partindo do ponto (0,z) com z < b, chegando em um ponto (0,z;) depois de um tempo
t com z; > b. Podemos definir assim a aplicacdo de Poincaré na direita como z; = Pr(z)
com Pg(b) = b. Como ag < 0, o ponto (0,b) é uma tangéncia invisivel e assim nio
teremos ponto de equilibrio no bordo. Para o sistema a direita podemos repetir passo a
passo o desenvolvimento da aplicacdo de Poincaré na zona a esquerda. Assim entdo com

os mesmos cdlculos e a mesma representacdo paramétrica de (2-19), podemos escrever

ag ! YRt
Z_b: m 0 Sm7R(M)e du,
m’

(2-22)

ar i u
PR(Z) —b= W/(; Sm7R(M)€'YR du.

Com esta representagdo podemos obter as mesmas propriedades da aplicagdo de Poincaré
a esquerda. Lembramos que nos casos (m # i) a variedade invariante intersecta o eixo y
nos pontos (0,z_) e (z4,0), onde:

- =b+ K 2y =b+ R

YR+MR’ YR—mMR"

Proposicao 2.6 (Propriedades globais para a funcdo direita de retorno) Assumimos

ar < 0 ey <0 no sistema (2-7) A aplica¢do Pg satisfaz as seguintes afirmagoes:
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1. Se é o caso foco (m = i) entdo a aplicacdo Pg definida em z < b com Pr > b é:

1 — e (cos(t) — yrsen(t)) oVR!

(YIZe + 1)sen(t) ’

z=b+agr

1 — e Y’ (cos(t) 4 ygsen(t)) —

Prle) = b= a0 e

I

onde t € (0,7) e sua primeira derivada satisfaz lim,_, o Py(z) = €187,

2. Sempg € {0,1} e ys—m% # 0 entdo a apliagdo Pg é definida para todo z > b no caso

noé (Ygr < —mg), e somente para z— < z < b. No caso sela (mg =1, —1 < g <0),

a aplicagdo sempre é limitada. Mais precisamente b < Pg(z) < z4 e sua expressdo

paramétrica é:

¢ Y — Coug (1) — YSmg (1)

R C- =Sy

e — Cong () + ¥Sme 1)
(Ve — M) Sme(1)

PR (Z) =pbH— agr
onde a primeira derivada o satisfaz

lim P,; (z) =0, enocassosela lim P,; (z)=0.
27— Z—r00

3. Se mgp = —Yy=1, entdo a aplicacdo Pg é definida para toda z < b e limitada, a saber

b < Pg(z) < z+ e sua expressdo paramétrica é

e —1+2 e —1—2¢

—b—ape— " PN =b—ap————
2=bargreay P =bmargray

onde a primeira derivada da aplicacdo é lim,_, o, PI;(O) =0.

Em todos os casos a segunda derivada da aplicacdo de retorno é definida como

PR(0) < 0.

Prova. Tendo em mente a consideracdo feita anteriormente e a equacao (2-22) temos que

os Itens 1, 2, 3 se deduzem da Proposicdo 2.4. Assim nos resta mostrar as afirmacgdes

referentes a segunda derivada. Logo por (2-20), temos

P”( )= 2age™ _ sinh(Yrt) — YrSm,r(t)
REO™ @b}~ p-mj

<0,
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isto por que com as condi¢des do Item 5, o numerador da fracdo € sempre negativo.  [J

Proposicao 2.7 (Propriedades locais da aplicagdo direita de Poincaré) Assumindo que
ar < 0 e Yr < 0 no sistema (2-7) existe um € > 0 tal que Pr estd bem definida para
z € (b—¢€,b]. Em particular temos que Pg(b) = b, assim as primeiras quatro derivadas

da aplicagcdo no ponto 'y = b sdo

S'YR " 327123

1V)
Pr (D) =
3aR R( ) 3a 2 ’

79Y% + 9m>
P} (b):—327RM,

Py(b) = —1, Po(b
%(b) r(D) = 45a,3e

Prova. Para minimizar a notacdo vamos introduzir varidveis auxiliais u =z—b e v =

Pg(z) —b. De (2.3) e das equagdes paramétricas de Pg, temos que

u YR Y —m R.3 Yr(Tmg —3Yk) 4
— = t o 2-23
n 2+ 6 T ; 360 +0() (2-23)
e ks W(h -3
v ! YRo Yr—Mg.3 YR(ITmg—3Yg) 4 5
— =4 S r°— 40Ot 2-24
aR 2+ 6 24 360 + ( )7 ( )

organizando a serie em (2-23)

t 2 3 5 4yg(27 17
_:1+ YR e my+5Yg | 4YR(2Tmp + Y?eu Lo,
2 3a% 9a3 135a%
substituindo em (2-24) temos
4 16 4yr(2Tm% + 17
vy R 2 Yize = Y& ( mR_; Yz)u4+o(u5).
3ag 9aR 135ap
Substituindo em Pg(z) obtemos o resultado. O

A seguir apresentaremos o teorema principal deste capitulo, onde apresenta-se trés ciclos

limites para campos suaves por partes no plano.

Teorema 2.8 Assuma que ag < 0, Yyg < 0 e mg € {i,0,1} no sistema (2-7). Entdo
existe Y > 0, & > 0 e duas fungdes continuas M1, Mo, satisfazendo N1(0) =12(0) =0,
Ni(e) <Ma(e) < 0 para —& < € <0, tal que para —& < ap <0emni(ar) <b <ma(ar) o

sistema (2-7) tem ao menos trés orbitas periodicas.



2.3 Prova do Teorema 2.8 35

2.3 Prova do Teorema 2.8

":\ \\

Figura 2.2: As trés configuragdes da zona direita na demonstra¢do
da Proposigdo 2.9

Proposicao 2.9 Assuma que ap = 0 (um foco na origem), b =0, ap <0, Yr < 0 no
sistema (2-7). Tome mg € {i,0,1}. Entdo existe i, > 0 tal que no sistema (2-7) tem uma

orbita periodica hiperbolica em torno da origem.

Prova. Para provar a Proposicao 2.9 vamos considerar a aplicacdo de Poincaré P = Pgro Py,
e estudar seus pontos fixos. Pela Proposi¢ao 2.5 sabemos que a aplica¢do de Poincaré a
esquerda é Py (y) = —e¥™y, a qual é uma fungdo linear e assim PZ (y) =0 para todo y e
como vimos no ultimo item da Proposicao 2.6 em todos os casos a derivada da fun¢do de

Poincaré pela direita € negativa Pg < 0, assim

P'(y) = Po(PL(y))P(y),

P'(y) = Po(PL(y))(PL(y))> + Pr(PL()) P,

dai temos que
/!

P'(y) = Po(PL(y)) (P, () < 0.

Lembrando que P(0) = 0, vamos mostrar a seguir que a aplicacdo de Poincaré tem ao
menos um ponto fixo ndo trivial, o qual serd um ciclo limite.

Podemos ver também que
P (0) = Pg(PL(0))P(0) = Px(0)(—e"™).
Pelo primeiro item da Proposi¢do 2.7 temos que

P(0)=(—1)(—e™™) =" > 1.
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Agora vamos estudar os diferentes casos nas duas zonas, para encontrar os ciclos limites.

Se a dindmica na zona direita é um foco estavel, isto € mg =i com Yg < 0, a apli-

cagdo de Poincaré estd definida para y € (0,0) e pelas Proposi¢des 2.6 e 2.5, temos

lim P (y) = e W™
y—roo

Tomando vy, > 0 de tal maneira que Y, +Yg < O entdo existe um valor y; > 0 tal que o
grafico de P(y) satis faz que P (y) < 1 para todo y > yy. Assim o gréfico vai intersectar
a diagonal. Em outras palavras, existe algum yo € (yr,0) onde P (yo) = 1. Por tanto a

aplicagc@o tem um ponto fixo e o sistema tem um ciclo limite.

Se a dinamica na zona a direita € um no estavel, vamos ter mg = 1 em Yz < —1, ou
mpg = (0. Agora utilizando os ultimos dois itens da Proposi¢do 2.6, a aplica¢ao de Poincaré

fica e limitada e definida em (0, 0) como

P (y) = Pr(—=e™™)PL(y),
e pelos dltimos itens da Proposi¢do 2.6 (limz_>_o<,P1/e =0), temos que

lim P (y) = 0.

Yoo

Assim, da mesma maneira que na dindmica anterior temos que existe yp € (yr,0) onde

4 (yo) = 1. Entdo a aplicagdo tem um ponto fixo e o sistema tem um ciclo limite.

Se a dinamica na zona a direta € do tipo sela, isto € mg = 1 em —1 < Yg < 0, podemos a
partir do sistema (2-7) encontrar a aplicacao de retorno.

Primeiro encontraremos os pontos de sela

.Xe o aR 1
Ve ’YIZQ — 1\ 2w

Os vetores proprios do sistema (2-7) sao dados como

1
YR Fm

Vi =

A existéncia da aplicacdo de retorno € determinada pela intersecdo com o eixo-y das

linhas que conformam a variedade invariante da sela. Sendo denotadas como z, vao ser
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calculadas resolvendo u na seguinte equacao

ar 1 1 0
5 +u = .
Yr—1\ 2v& YRF Y+

assim temos que a variedade invariante da sela é dada por

7y = 2aRyR _aR(’Yqul) — ag ’Y:I:l _ ar
v —1 ve—1 a—1 YFI1

separadamente temos

ar
I+ = >0 e - = <0.

Yr—1 Yr+1

Portanto a aplicag@o de retorno a direita pode ser definida como a inversa da funcio pela

esquerda e fica definida pelas variedade instavel da sela

ar
Yr+1

0<y<Pl(z.)=—e M7 ,
do mesmo modo podemos ver que o grafico esta limitado, onde, tem seu ponto final em
(Pr(z—,z4)), assim, como P (0) > 1 quando vz > 0, temos um ponto fixo, € com isso um

ciclo limite. Isto sempre que o ponto final este embaixo da diagonal o que é

IR _ o _un_9R
Yr—1 Yr+1

Ja que ditos pontos fixos satisfazem que P(y) = P.(Pr(y)) = y ou equivalente
Pr(y) =P, 1(y), encontramos entdo em todos os casos um conjunto de values Yy, onde
temos uma orbita periédica. Com todo isso em todas as dindmicas (Veja Figura 2.2 )
encontramos um ciclo limite e assim temos a demonstra¢do do teorema, veja figura 2.3,

os casos quando intersectam a diagonal. U
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Pr(y) A

 a, — — — —_—— — —_ — =

Figura 2.3: Grafico da aplicac¢do de Poincaré Pg(y) quando b =0
e Yg < 0 para o tipo né (azul), o tipo sela (vermelho) e
tipo foco (marrom).

Proposicao 2.10 Assumindo que Yy, > 0, ag < 0, Yg < 0 e tomando mg € {i,0,1} no
sistema (2-7), entdo existe § > 0 e duas fungdes continuas My, Ny satisfazendo M (0) =
M2(0) =0 e Mi(€) < Ma(e) < 0 para —& < € < 0 tal que para o pardmetro do setor
definido por —§ < ap < 0 e ni(ar) < b < Malar) o sistema (2-7) tem ao menos duas

orbitas periodicas de costura para todas as possiveis dinamicas da zona a direita.

Prova. Suponha que y > 0, a; < 0 e b < 0. Definimos a fun¢ao

0(y) =PL(y) —Pg'(y),

onde os zeros desta funcdo correspondem as Orbitas periddicas. Assim, estudaremos a
funcao
O(y;ar,b) = Pr(y:ar) — Py (v;b) =0 (2-25)

comy > 0.

Da Proposicdo 2.7, as derivadas da fungdo a direita de Poincaré Pgr(y) satisfazem as

seguintes relagdes
Pr(b) =b, Pg(b)=—1, Pg(b)= 3, = 2B

onde assumimos que a constante 3, > 0 e utilizando o fato involutivo da aplica¢do de
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Poincaré Pr desenvolvida em [8] e fazendo uma expansao de Taylor temos
P (y:b) =b—(y=b) = Ba(y —b)* + O(y—b)*.

Para estudar as solugdes em (2-25) vamos fazer o “blow-up”

ap=—¢, y=¢€Y, b=¢B.
Aplicando estes parametros na aplicacdo Pr da Proposi¢@o 2.5 no Item 2, temos que

Pr(eY;—e) =¢ePr(Y;—1),

assim a equagdo (2-25) depois do “blow-up” toma-se

e[F(Y;B)+¢G(Y,&;B)| =0, (2-26)

onde
F(Y;B)=P(Y;—1)+Y —2B

recolhe todos os termos de primeira ordem de € de (2-26), e a fungdo analitica G(Y,€;B)

coleta as func¢des de ordem superior de € de P!, com
G(Y,0;B) = B2(Y —B)>.
Vemos que da equagdo (2-26) para € # 0 temos
F(Y;B)+¢eG(Y,&;B) =0 (2-27)

assim, se conhecemos os zeros da F' também poderemos conhecer os zeros da fun¢do

(2-26) da seguinte maneira: seja a equacao

F(Y;B) = —eG(Y,¢&;B).
Aplicando o Teorema da Func¢ao Implicita em Y e € poderemos encontrar uma familia de
solugdes Y (€; B) de (2-27) onde particularmente Y (0,B) = Y;, sendo ¥; i = 1,2 os zeros
da funcdo F. Para determinar os zeros de F' definimos a funcdo

H(Y) =P (Y;—1)+Y.

Podemos, da Proposi¢do 2.4 no Item 5, saber que H"(O) < 0 em todo o dominio, e pela
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Proposi¢do 2.5 sabemos que

HO0)=—0<0, H(0) =1,

lim H (Y) = 1 — "™ < 0.

Y —oo
Por tanto, a func@o H € uma funcdo de valor real que comeca com valores negativos, logo
incrementa até um méaximo e decresce até —oo quando Y — oco. De fato podemos calcular
o valor maximo. Vemos que o tnico valor que H (Y) =0¢é P, (Y;—1) = —1. De (2-16)
podemos obter
P (Y;—1) = —Ye*M!,

assim quando ¢ representa o tempo de retorno, do item 2 da Proposicdo 2.5 temos que
Oy, (1) = @y (—1).
Desta maneira temos que
1 — e (cos(t) —yrsen(t)) =1—e Y (cos(—t) —yrsen(—t))
1 — e (cos(t) —yrsen(t)) =1—e " (cos(t)+yrsen(t))
cos(t) (et —e M) =rysen(t)(eM + e V)

Al —e Lt sen(t)
L 4o VLt _YLcos(t)

tanh(yrt) =7yrtan(t)

a equagdo acima s6 tem solugio em (7,27) e é ty < 3m/2. Substituindo este tempo na
equacao paramétrica de P na Proposicao 2.5 temos
2y,

() =7

senh(Yrtu) 1) <0
Yrsen(ty) '

Jaque F(Y;B) =H(Y)—2B, e com 0 como acima, definimos

(0.4)) YL (senh(’thM) B 1)

Bo=——, By=
0 2 M y%—i—l Yrsen(ty)

Assim podemos assegurar que para B = (Bg,By) a fungdo tem exatamente dois zeros
0<Y| <Y, com
0<H () <1
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1— e < H (¥;) <0.

Além disso,
O ViB)—H (V) £0. i—1.2
oy " ’ T
entdo escolhendo B € (By,By), podemos aplicar o Teorema da Fungdo Implicita a
equagdo (2-27), e assim concluir a existéncia de duas funcgdes Y;(€;B) com Y;(0;B) =Y,

i = 1,2 as quais definem a familia de solucdes propostas em (2-26) e (2-27).

Desfazendo o “blow up” concluirmos que equagdo (2-25) tem duas solucdes de b é
dizer b =m;(ar), i = 1,2 onde

Mi(ar) = —Boar +0(a}),
N2(ar) = —Byap + O(a?).
Assim, consequentemente, temos que a aplicacdo de Poincaré tem dois pontos fixos que

sdo y; = arY) e y» = arY,. Veja a Figura 2.4.

Por tltimo concluimos que a estabilidade das orbitas periddicas depende de H 1),
i =1,2, pois Q' (y) > 0 (Q'(y) < 0) em alguma solugdo de (2-25) teremos que P (y) < 1
(P'(y) < 1) em alguma solugdo de (2-25) e estas dependem de H .

Com isto concluimos a demostragcdo da Proposigao. U

Prova.[Teorema2.8]
Da Proposi¢ado 2.9, para a;, = b = 0 existe y;, > 0 tal que o sistema (2-7) tenha uma orbita

periddica.

Agora uma vez selecionado o valor de y, > 0 e de acordo com a Proposi¢do 2.10
perturbando o valor a;, sobas condi¢des —& < ar, < 0 e mj(ar) < b <mnz(ar) o sistema
(2-7) tem agora mais duas orbitas periddicas. Logo, o sistema perturbado tem ao minimo
trés ciclos limite. O
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Figura 2.4: Os dois pontos fixos da fun¢do P(y) depois da pertur-
bagdo que ddo os dois ciclos limite.

E importante saber que os trés ciclos limites encontrados aqui ndo sdo uma cota superior
para a quantidade de ciclos limites que podem se encontrar em um campo definido desta
maneira. Encontrar uma quantidade maior ou provar que esta cota ¢ maxima, é ainda
um dos grandes problemas atualmente e, € de suma importancia encontrar caminhos para
resolvé-los. Nos seguintes capitulos vamos expor alguns caminhos que possam no futuro

ser base para a resolu¢do deste problema.



CAPITULO 3

Ciclos limites de campos polinomiais por parte

Nesse capitulo tralhamos em campos polinomiais por partes, definidos em muitas zonas.
Os campos polinomiais sdo perturbacdes de um centro linear. Os resultados aqui expostos
forem baseados no artigos [3], [10] e [2].

3.1 Introducao

E um fato ja conhecido a importincia de encontrar ciclos limite de um campo de vetores,
muitas técnicas sdo utilizadas nesse intuito, uma das estratégias mais comuns nesse
sentido € de perturbar um centro e estimar quantos ciclos limite podem surgir dessas

perturbacdes.

Considere o campo polinomial

x(x,y) = (—y+€P(x,y,€),x+€Q(x,,€)),

onde P e Q sdo polindmios e € é suficientemente pequeno.

Buicd, Giné e Libre em [2] estudarem o mesmo problema que Ilev em [10] para campos
de vetores polinomiais, s6 que de esta vez os ciclos limites bifurcam-se de um centro ndao

linear.
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3.2 Ciclos limite de campo de vetores polinomiais por

partes bifurcando de um centro descontinuo

O objetivo principal desta se¢cdo € estudar a quantidade de ciclos limite que podem se

. x2+y2 m ‘ x2+y2 m
X==y ) y Y=X ) )

o qual é perturbado dentro da classe de campos de vetores polinomiais por partes de grau

bifurcar do centro

n em k partes sendo m o grau do centro

Mais precisamente vamos considerar o campo de vetores linear polinomial.

X =X(xy) = (‘y (xz;yz)m’x (xzﬂ;yz)m)

Se m = 0 temos um centro linear. Se m # 0 (m positivo centro ndo linear), temos um

centro degenerado. Consideramos o campo suave por partes

k
XE = Xﬁ(x7y) = X(X,y) +82x5i(x,y)(P,~(x,y),Qi(x,y)), (3'1)
i=1

onde P;, Q; sdo polindmios de grau no maximo n, Xk a fungdo caracteristica do conjunto
K C R? definida como:

1 se(x,y)ekK

N P

k

e os conjuntos Sy,...,S; satisfazem UE —R%e SN S; =0 para i # j. Os conjuntos S;
i=1

satisfazem: para um ndmero positivo k consideramos k angulos 0 < 0; < ... < 0, < 2m.

O conjunto de descontinuidade ¥ para o campo de vetores polinomiais por partes Xg €
k

¥ = | JLi onde L; ¢ 0 raio comegando da origem e passando pelo ponto (cos(6;),sen(6;))
i=1

parai=1,--- k. Vejana Figura 3.1.
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Figura 3.1: S; sdo respectivamente os interiores dos setores com
fronteira nos raios L1 e L; que vdo de L;_| até L; no
sentido anti-hordrio. Figura tomada de [3]

A seguir apresentamos o principal resultado desse capitulo, que fornece uma cota inferior
para o numero maximo de ciclos limite para o campo suave por partes (3-1). Para
demonstrar este resultado vamos precisar da teoria do Averaging que apresentaremos

posteriormente ao Teorema.

Teorema 3.1 : Assuma que a fungcdo de Averaging (3-2) (que se definird posteriormente)
de primeira ordem associada ao campo de vetores de polinomios descontinuo Ye é ndo
nula. Entdo para € > 0 suficientemente pequeno o mdximo niimero de ciclos limite é n.

Além disso esse limite é atingido.

3.3 Teoria do Averaging em coordenadas polares

Vamos ver aqui a aplicacdo da teoria do Averaging para campos suaves por partes escrito
em coordenadas polares. No mesmo contexto aplicaremos para (3-1). No entanto tais
resultados sio vélidos para qualquer campo em R?.
Consideremos o seguinte campo suave por partes:

dp

16 = 1(6,p) =€F(8,p) +£°R(6,p ),
ondepeR,0€R/(2nZ) e

F(e’ p) = Z{'(:OXS,‘(G)E(G, p)’ R(ea p,g) = Z?:l X,’(G)R,’(@,C,S),

comF;:S'xD—R2R;:S' xDx (—¢€0,€0) — R2 parai=1,...,k sdo funcdes continuas,
de periodo 27 na varidvel 6, onde D € um intervalo aberto de R.

Neste caso temos que S; sdo os conjuntos abertos sobre os intervalos (0;,0;;1) para
i=1,...,ke0<6; <... <0 <21 < 01 = 01 + 271 assim definimos;
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k
DoF(0,p) =Y %s;(8,p)DpFi(6,p).
i=1

Entio a fungio de Averaging f : D — R? é definida por:
T
1p)= [ Fo.p)ae. (3-2)
Recordemos que se p(0,po) € a solugdo do campo de vetores (0, p) tal que p(0,po) = po

entdo temos que

p(21,po) —po = € = f(p) + O(?).

O Teorema 3.2 a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [14], nos diz que
considerando € > 0, suficientemente pequeno, os zeros simples da fungdo Averaging f(p)

fornece ciclos limites do campo de vetores x(6,p).

Teorema 3.2 Assuma as seguintes hipdteses sobre o campo suave por partes %,(0,p) :

1. parai=1,...,k as funcoes F;(0,p) e R;(0,p) sdo localmente Lipschitzianas com

respeito a p, e além disso sdo 2n—periodicas com respeito a ©.

2. Seja p € D um equilibrio simples da fungdo Averaging f(p).

Entdo para € > 0 suficientemente pequeno, existe uma solu¢do 2n—periddica p(0,€) do

campo de vetores ,(0,p) tal que p(0,€) — p quando € — 0.

A seguir apresentaremos um exemplo da aplicagcdo do Teorema 3.2.

Exemplo 3.3 Consideremos a equagdo diferencial de Van der Pol

x4x=g(1—x%)x,

a qual podemos escrever como um campo de vetores suave

X=y
y=—x+¢e(l—x%)y.

Da mesma maneira podemos escrever o sistema em coordenadas polares (p,0):

p = ep(1 — p>cos’(0))sen’(0)
6= —1+€0(1—p*cos®(8))sen().
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Agora escrevendo de novo a equacdo diferencial em termos da varidvel independente 0

e com a expansdo de Taylor, temos:

dp
do

Vemos que a formula acima estd na forma padrdo e podemos utilizar o Teorema 3.2.

= —ep(1 — p>cos (9))sen2(6) + 0(82)

Tomandox =r,t =0, T =2n e F(p,0) = —p(1 — p’cos*(0))sen’(8), temos que:

1

2n 1
1iP) = =57 | (1= peos*())sen(0)d0 = £p(p? —4).

Vemos que a unica raiz positiva de fi(p) é p = 2, assim pela afirmacdo do teorema se
segue que o campo tem, para |€| # 0 suficientemente pequeno, um ciclo limite bifurcando

da orbita periddica de raio 2 do sistema ndo perturbado com € = 0.

3.4 Provado Teorema 3.1

Os polindmios P; e Q; que aparecem na definicdo do campo de vetores Xe sdo dados por

Pi<x7y):ZZ Qg j— sxsyjs ZZbS}S

s=0 j=s s=0 j=s

para i = 1,... k. Fazendo a mudanca de varidveis (x,y) — (0,p), onde (0,p) sdo as
coordenadas polares x = pcos(0) e y = psen(0) com p > 0. Assim a equag@o diferencial

associada ao sistema ¢ pode ser escrita como:
k
p==¢ | (cos(8)(xs.Fi) (pcos(B), psen()) + sen(8) (x5, Qi) (pcos(8), psen(®)))
i=1
. pZm € k
O="2wt5 ) (cos(8)(xs,Qi) (pcos(8), psen(8)) — sen(8) (xs,P;) (pcos(8), psen(8))).
i=1
Tomando 6 como uma varidvel independente, a equacao acima, se escreve como:

b — er(0,p) + O(e2),

onde F(0,p) é dado por:

F(8,p) = 5 X1 (cos(8) (xs,P1) (peos(8), psen(8)) + sen(8) (15,0:) (Pcos(8), psen(®))).

Utilizando teoria da fun¢do Averaging temos a equagdo diferencial na forma requerida, e

assim também temos que a fun¢do Averaging. E dada por:
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2mk

= o2 Z/:M(COS(G)Pi(PCOS(e),psen(e)) + sen(0)Q;(pcos(0), psen(0)))dd
i=17Yi

om k-6 . . .
== 2/ +1(cos(e) Z Z ay j_sp’cos’(0)sen’ ()
i=179i

s=0 j=s
+ sen(0 ZZb 5. j— P’ cos®(8)sen’5(8))d.
s=0 j=s

No seguinte lema provamos que a fung¢do de Averaging f,(p) € em geral uma combinagio

de fun¢des linearmente independentes.

Lema 34 : A funcdo f,(p) é uma combinacdo linearmente independente de fun-
¢bes do conjunto F = {p~¥" p~ 2+l ... 72 Muais precisamente, f,(p) =
Yo 2"Ap 2T onde

A=Y lfe’“ t_o(dl,_scos*t(B)sen" ¥ (8) 4 by r—scos* (B)sen”175(6))db,

parar=0,1,....,n

Prova. Note que 3, é um conjunto de funcdes linearmente independente. Vamos provar
por indug@o sobre 1, que a fungio f,,(p) € uma combinagéo linearmente independente de

funcdes do conjunto F,.

De fato se n = 1 temos que:
fi(p) =2"p"[Ao+pAil,

ko 61 .
Ao= Y [ dhgcos(0)+ bh gsen(8)ao,
i=070i

A= X;’)/ " (cos(e)(af)’lsen(e) +a671c0s(9)) + sen(0) (b671sen(9) +b671c0s(9)))d9.
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Pela hipétese de indugdo temos que a fungdo f,,—1(p) é uma combinagio linear de fungo€s

em F,_;. E dizer:

n—1

fn—] (p> — Z 2mArp—2m-i-r7

r=0

onde

,—Z lfe’“ " ola ér,scoss“(e)sen’_s(e)+bm,scoss(e)sen”]_5(6))d9,

parar=0,1,...,n. Agora para n, temos a funcéo f,(p) desta maneira:
om kB . ‘ ‘
falp) = p2m Z/e (cos(0)Es=0Lj=sa; j_sp’cos’(0)sen’*(0)
=179

+ sen(0 ZZb 5, j— p/cos*(0)sen’*(0))d0
s=0 j=s

2m k 041 n— 1n— ]
2m / Z dy i p/cos1(8)sen’5(0)
p s=0 j=s

n—1

+ Sn P cos”l(e)sennf‘v(e)
s=0
n—1ln—1 )

+Y Zb 5, i p’cos®(0)sen’ ()
s=0 j=s

-I-stn :p"cos® (8)sen 1 75(0))dO

2" - Ol § i s+1 n—s
= fu—1(p) + o2 Z(/ (Z dy ,_scos* (8)sen" ()
i=1 i s=0

+ Z bs L .cos*(8)sen"175(0))d0)

:fn—l(p)+2mp_2m+nAn-
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Aplicando a hipétese de indug@o o Lema 3.4 fica demonstrado. 0J

Utilizando o Teorema de Descartes (Teorema 1.13), mostrado na teoria bdsica, temos que
fa(p) pode ter ao maximo n zeros simples, e assim para € > 0 suficientemente pequeno
Xe pode ter ao maximo n ciclos limites utilizando a teoria do Averaging. Além disso,
novamente pelo Teorema de Descartes (Teorema 1.13) temos que existe uma escolha de
coeficientes de maneira que f,(p) tenha exatamente n zeros simples, concluindo assim a

prova do teorema.

3.5 Exemplos

Exemplo 3.5 Consideramos inicialmente m = 1 e n = 2 no campo de vetores de polino-

mios por partes Y (x,y) definido como:

(e(1 —x? —xy+y2), —€y2) se (x,y) €81
(x2 +y2)> + (3—3)
(—2ey,—ey (22 + %)) se (x,y) €Sa.

X
, =

(-362 473

2

Entdo a funcdo de Averaging é f>(p) = (2p*> — 10p + 12)/(3p?), que tem dois zeros
simples e positivos, 2 e 3. Assim temos que para € > 0 suficientemente pequeno o campo
de vetores descontinuo X tem dois ciclos limites (x;(t,€),y;(t,€)) parai= 1,2 tal que eles
tendem aos circulos de raio 2 e 3 quando € — 0.

Podemos ver o grdfico da funcdo de Averaging f> na Figura 3.2.

Figura 3.2: Podemos ver que p =2 e p = 3 sdo raizes simples de
f(p) = 2p* — 10p + 12, os quais apresentam ciclos
limite do campo (3-3)
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Exemplo 3.6 Para n =3 e m = 1 vamos considerar o campo de vetores de polinomios

descontinuo X¢(x,y) definido como:

(e(2+4xy +y*), —dex) se (x,y) € S
x
(-262 430,540 + 2 (3-4)
(68))’8(_%_%_%_;)) se (x,y) € Sy.

Entdo a fungdo de Averaging é f3(p) = (—p> +9p? —26p +24) /(3p?), que tem trés zeros
simples e positivos, 2, 3 e 4. Assim temos que para € > 0 suficientemente pequeno o campo
de vetores descontinuo (g tem trés ciclos limites (x;(t,€),yi(t,€)) para i = 1,2,3 tal que
eles tendem aos circulos de raio 2, 3 e 4 quando € — O.

Podemos ver fungdo de Averaging f3 na Figura 3.3.

\

Figura 3.3: Podemos ver que p = 2,3,4 sdo raizes simples de
f3(p) = —p? + p? —26p +24, os quais apresentam
ciclos limite do campo (3-4).

No capitulo seguinte trataremos de estudar ciclos limite para campos suaves por parte
em um certo sentido mais geral. Assumimos que o campo é Hamiltoniano por partes e

buscamos os ciclos limite. A principal técnica nesse casso sao as fungdes de Melnikov.



CAPiTULO 4

Campos de vetores Hamiltonianos por partes

Neste capitulo vamos estudar a teoria da bifurcacdo para campos Hamiltonianos, mais

precisamente vamos definir os campos Hamiltonianos por partes e o sistema perturbado.

Consideramos o seguinte campo Hamiltoniano por partes:

x>0

{XZHJ(W)
y: —H;(X,y)
4-1)

x<0

{x = H; (x,y)

)}: _H;(x7y>

onde H* € C*. Chamamos (4-1) de campos de vetores Hamiltoniano por partes (CHP)

com a fun¢do Hamiltoniana:

H*(x,y), x>0
H (x,y) x<0

H(x,y) = {

Consideramos o campo de vetores Hamiltoniano por partes (4-2) perturbado, definido

como.:

{x = H (x,y) +&f" (x,y)
y=—H{(x,y)+eg"(x,y)
(4-2)

x<0

{fc = Hy (x,y)+&f " (x,y)
y=—H_ (x,y)+eg" (x,y)

onde as fungdes f,gT € C* e sio definidas da seguinte forma:
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f(xy) :{ frxy), %20

[ (xy) x<0,
) g xy), x>0
g(xay)_{ g_(x’y) XSO

Para poder fazer o estudo dos ciclos limite no campo de vetores Hamiltoniano por partes
perturbado (4-2) é importante supor que o sistema (4-1) tem uma familia de orbitas

periédicas em uma vizinhanga da origem. Dessa forma, assumimos que

1. Existe um intervalo J e dois pontos A(n) = (0,a(n)) e Aj(h) = (0,a;(h)) de tal

forma que:

onde a(h) # ay(h).

2. O Sistema (4-1) para x > 0 tem um arco orbital L,” comegando em A(h) e termi-
nando em Aj(h). Este arco orbital estd definido pelo nivel de energia da fungdo
Hamiltoniana H +(x7y) = h na regido x > 0. Também para x < 0 o sistema (4-1)
tem um arco orbital L,” comegando em A (/) e terminando em A(h) definido por
H™ (x,y) =H ™ (A;(h)), isto, na regido x < 0.

Com as consideracdes acima sabemos que o sistema (4-1) tem uma familia de Orbi-
tas periddicas L, = LZ UL, para h € J. Cada uma das orbitas fechadas L, € suave por

partes. Podemos dizer sem perda de generalidade que L, estd orientada no sentido hordrio.

Definimos agora a fungdo bifurcacdo F(h,€) associada ao sistema (4-2) da seguinte
forma: considerando as 6rbitas do sistema comecando em A(h) e terminando em Ag
a qual denota a primeira interse¢do da curva no eixo y-negativo. Seja também Bg
a primeira interse¢cdo da curva comecando em Ag e terminando no eixo y-positivo,
Ae = (0,a¢(h))eBe = (0,be(h)). Veja Figura 4.1

Através dos niveis de energia da fungéio hamiltoniana e pela defini¢éio das funcdes f*, g™+

e os pontos Ag € Be, definimos a fun¢do de Poincaré dependendo dos niveis de energia:

H"(Bg) —H'(A) =¢F (h,e), (4-3)
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onde a funcgdo F(h,€) é também suave. Além disso, temos que o sistema (4-2) tem uma
6rbita periddica perto de L,, para hg € J se e somente se Bg = A para (h,€) perto de

(ho,0). Temos entdo que esta 6rbita isolada é entdo um ciclo limite no sistema.

b

b Be(h) =(0,b: ()
A(h) =(0,a(h))

A (h)=(0,a,(h)
A (h) = (0,a.(h))

Figura 4.1: Descricdo do sistema de orbitas periddicas para o
campo Hamiltoniano perturbado

Podemos assumir isso no seguinte resultado:

Lema 4.1 Para |€| pequeno e h € J,F € C*, o sistema (4-2) tem uma solucdo periédica

perto de Ly, para hy € J se e somente se F tem um zero em h perto de hy.

4.1 Expressao geral da funcao de Melnikov

Depois da caracterizagdo do campo de vetores hamiltonianos suaves por partes e da
descri¢do de como encontrar ciclos limites, encontramos como ferramenta principal a

funcdo de Melnikov. Agora, nesta secao mostramos a expressdo geral para esta fung¢do

Teorema 4.2 Assumimos que o sistema (4-2) satisfaca as condicoes 1. e 2. Assim entdo

a funcdo de Melnikov associada é

H; (Ay)
J tdx—fd +/ “dx—fdy|,
H;(A1>/;A7g Pyt f8 do b

onde M : J — J. Além disso, se M(ho) =0 e M (hy) # 0 para algum hy € J, entdo para

€| pequeno o sistema (4-2) tem um tinico ciclo limite perto de Ly,. Se hy é um zero de
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M(h) tendo uma multiplicidade impar, entdo para |€| pequeno o sistema (4-2) tem ao

menos um ciclo limite perto de Ly,.

Prova. Considere (4-3). Podemos sem perder generalidade reescrever a funcdo em quatro

partes da seguinte maneira:

H"(Be) —H " (A) =[H" (Be) —H (Be)| + [H ™ (Be) —H " ()]
+[H ™ (Ae) —H' (Ae)] + [H (Ae) —H ™ (A)]
=h+h+L+1.

Pelo Teorema fundamental do Calculo temos que

— /\dH+
Ade
= | _Hldx+H/dy

Do sistema (4-2) onde (x = %) ey= % podemos trocar dx e dy na equagdo acima, e

assim obtemos:

Iy :/ﬂ[Hj(Her +efh) +H;(—H; +eg™)]dt

= [_elmlrt g ar
AAg

Do sistema (4-2) podemos também resolver H,' € H;r
dy dx
lh=[ _ef|legt —— — —fT)|at
=)+ (@)

=€ {/A/A\ g+dx—f+dy] .

€

Dividindo as integrais podemos fazer

li—¢ /A gt dx— frdy+ O(e)] .
|/ AAg
Logo, temos que,

? — /A gtdx— ftdy. (4-4)
€ le—0 AAg
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Por outro lado temos que H'(Ag) — H"(A) € Ae = (0,a¢(h)) = (0,a; + O(g)). Assim

obtemos,

=0 Y e =0 '
Entdo pela equagdo (4-4) temos que,
aag
o€

Da mesma forma que para /4 fazemos para /5,

Sz gtdx—fTdy
e=0 H;—(Al)

(4-5)

b= [H_ (Bs) —H" (Ae)]

_ /A dH~
AoBe

= /A H_ dx+ Hy dy
AeBe

—¢ VA g dv— fdy+ 0(8)} .

AlA
Logo,

ol

o€
Igualmente tendo H™ (Bg) — H™ (Ag), com Ag = (0,a¢) = (0,a1 + O(€)) e B¢ = (0,b¢) =
(0,a+ O(g)) temos

— /A g dx— f~dy. (4-6)

e=0 AlA

ol
o€
Das equacdes (4-5) e (4-6) temos

e=0 d

obe
oe

S “dx— - Hy (A1) o
e—o_H‘(A)/A?xg R d”Hy‘(A)HJ(A])/mg de—frdy. (47
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Também por I3 = H' (Ag) — H" (B ), € como Ag = (0,ag) por (4-5),

dl3 rp— dae
S| =l @) Ay G|
(4-8)
H, (Ay)
== -1 Tdx— fTdy.
(0 )/mg e
Agora entdo, por [y = H'(Bg) — H™ (Bg) temos
al] o + _ abg
o [H, (A)—H, (A)]g Y
Pela equacio (4-7) temos,
ol H;_ /
— =1—=—-1 ~d d
% ., (Hy_ Frti fdy
(4-9)

Assim pela equagio (4-3) temos que:
H™ (Be) —H"(A) = (M(h) + O(g)),

isto também pelo fato de que M(h) = F(h,0). Derivando temos que
0
o€
Assim substituindo (4-4), (4-6), (4-8) e (4-9) temos

(H*(Be) —H"(A))|,_, =M(h).

d J
;a_

e=0

o oL\|  H N
(55l e

como
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dly dlp
(a_€+a_8) e=0

de onde concluimos que

491, Hf(A) H," (A)H, (A1)
M) = Y 50 = o o gy At [ gt fay
j;l de  Hy (A) Hy (A)Hy (Ay) Jaa,
H (A) | Hy (Ay) /
y y + +
= — gdxfdy—i—/gdxfdy
Hy (A) | Hy (A1)
(4-10)
que € a expressao da fun¢do de Melnikov nesse casso. 0

Agora se aplicamos a férmula de Green temos:

[ gtaxpray= [[ (5 vyt [ Oy =m0 ).

int( AA1UA1A

/ g fay= ff gty [0y =mo ()
AlA int AlAUAAl)

Dai, temos que a equacdo (4-10) pode ser escrita como:

M(h) = Z+ [Z{Mﬂh) +M~ (h)] : 4-11)

No Teorema 4.2 podemos ver de forma geral o desenvolvimento da fungio M(h). A seguir
apresentaremos a expansdo de M (k) em série de potencias em uma vizinhanga da origem.
Fazemos isso com o intuito de estudar os zeros da funcdo. Para isto vamos considerar que

o sistema (4-1) que tem um centro elementar na origem, i.e, suponhamos que:

H{(0,0) = H; =0,
o(H;, —Hi) (4-12)

detW(O ,0) > 0.

4.2 Expressao pontual da funcao de Melnikov

Ja tendo a expressdo geral da funcdo de Melnikov e com a inten¢do de encontrar

ciclos limites a partir da perturbacao de campos Hamiltonianos, se faz indispensdvel o
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desenvolvimento da fungdo M (k) no ponto & = 0. Assim entdo temos:

Teorema 4.3 Assumimos que f*(0,0) = g* = 0,em (4-2) e as hipéteses dadas em (4-12),
as consideragaes (1), (2) feitas acima, e com equagdo (4-12) com J = (0,B), p > 0. Entdo
existe uma C* fung¢do N(r) = rO(r) para 0 < r < 1 tal que M(h) = N(v/h). formalmente
M(h) =\hY, i<l bih?, onde os b; sdo coeficientes independentes de h.

Prova.
Seja A(h) = (0,a(h)) = (0,y9) como nas defini¢des anteriores, e com yy > 0, com
J = (0,B) e com a condigio (4-12) temos que as funcdes HT sio positivas perto da

origem. Entdo tendo H (A(h)) = h temos pela expansdo de Taylor que

yyy
21 0 31 0t

HA(0,0) . HZ(0,0)
H™(0,y0) = H, (0,0)y0 + —2 23§ ;

Fazendo 2(? 0 _ =b,ecomo HT(0,0)=0¢ Hy’L (0,0) = 0 podemos rescrever a fungio

como

HT(0,y0) =byg+ Y iy yo—h b > 0.
j>3

1
2
h
12 =/
J3

Desta forma podemos rescrever a fungao

Fatorando temos

F(Vh,yo) = <1+ Y hgvh ) — %:o.

]>3

Pelo Teorema da Func¢do Implicita e com dd% f(v/h,yo). Podemos obter uma funcio
(1)0(\/5) tal que f(h, ¢0(\/ﬁ) = 0. Utilizando a expansao de Taylor podemos escrever esta

funcdo como

Yo=0o(Vh T4y ekt (4-13)

i>2

onde os coeficientes e¢; dependem somente de harj eb.

Fazendo o mesmo processo com os pontos Ag (/) e Be podemos obter respectivamente as
fungdes O(yo,€) e W(yo,€) e assim entdo ag(h) = ¢(yo,€) e be(h) = Y(yo,€). Dai, temos
que ¢(y0,0) = yo pois ag(h)|e=o = a(h). Assim podemos introduzir a seguinte fungio de

distancia:

d(y()?g) = W(y()ae) —Yo= Sd_(y(bs)a
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onde d é C* em (yo,€) para ||+ |yo| pequeno. Assim, seja

H+(07W(y0)78) _H+(an0)~

Pelo Teorema do Valor Médio

1 —_ -
H"(0,(y0),&) —H"(0,y0) = /0 H,7(0,y0+ sed(yo,€))dsed (yo,€)

Assim pelas equacdes (4-3) e (4-13) temos que

| _ _
eF (h,e) = e/ H7(0,y0+ sed(yo,€))dsd(yo,€)
0

1 -_— -
Fihe) = [y (0,50 +sed(0.€))dsd(vo.e)

Eﬁ(yo,e).

obtemos da equacdo anterior e de (4-3) que

M(h) = F(h,0) = F (,0)

= H,7(0,y0)d(y0,0) = (yo).

Substituindo (4-13) na equagdo anterior temos que

M(h) = (do(V'h),

de onde consideramos que M () é uma expangao de Taylor da forma (4-13), na ordem de
h,

onde N é C*~. O
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4.3 Exemplos

Exemplo 4.4 Considere o seguinte campo polinomial por partes

4

i=bTy+e Z aljxy ,

i+j=0
x>0.
y= —b+x~|—82b+x’y .
\ i+J
( n
x=b"y+e Z a;x'y’,
i+)j=0
x<0

n
y=—-b x+E¢€ Z b;jx’yj
i+j

\

onde b* >. Entdo a maior quantidade de zeros da fun¢do de Melnikov M(h) é n para

n # 0.

b(X+y) b(+y)

De fato, temos H™ (x,y) =
Pela hipdtese 2 do inicio, temos que, A(h) = (0, / b—+) eA; = (0,— i—+

segue se do Teorema 4.2 que

para x >0 e H (x,y) = para x < 0.

=

) assim entdo

n n
/ btxlyfdx Z aljxyjdy+—/ Z b;x'y!dx — Z a;x'y'dy.
1z+] 0 i+j=0 A4 i+j=0 i+j=0

Sendo x = \/Z—fﬁcos(e), y= \/g—fﬁsen(e), temos
n 2h H’j;*l
o= ¥ ()

i+j=0

bt - .
- (“;; + (‘Dlﬂﬂb—a;) ﬁ ’ cos’“(e)senf(e)dﬂ] )
2

i

ot = .
[(_b$+(_l)l+]b_bi_j>[z 2cos’(e)senﬁ“l(e)de
3

Desta forma, fazendo os cdlculos obtemos
M(h) = Vh(Ao + AiVh+ Ay (VR + ...+ A,(VR)"),

onde A; depende dos coeficientes do sistema acima. Vemos entdo que com o Teorema de
Descartes podemos, escolhendo adequadamente os coeficientes ter ao mdximo n ciclos

limite.

Exemplo 4.5 Considere um sistema suave por partes com uma perturbacdo linear por
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partes da seguinte forma

x=y+eP(x),

x>0,
y=—x,
x=y+eP(x),

x <0,
y=—x,

onde

Entdo o sistema admite trés ciclos limite para € > 0

De fato, quando € = 0, a funcdo Hamiltoniana do sistema é
X% +y* =2h.
Seja A = (0,v/2h) e Ay = (0,—2+/2h) para v/2h < 1, usando

x=V2hcos(0), y=+/2hsen(8),

obtemos
M) =~ | pi(dy= [ pawidy.
: AA
—V2h V2h
—_ 5d—/ 2 x)d
Lﬂ xdy _ﬁﬁ x)dy
V2h V2h
:/) Swy%jﬂ—/ (2+/2h—y?)
—\/2h —\/2h
Portanto,

(4-14)
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Para \/2h > 1, seja 81 = (0,7/2) com cos(01) = 1/v/2h. Temos

M) == [ pi(dy = [ pal)ay

ALA

= ﬁg \/glcos(ﬁ)m(\/ﬁlcos(e))dﬁ — % \/ﬁcos(ﬂ)pz(\/ﬂcos(e))de

n _n
2 2

= 2/012t V2hcos(8) p1 (V2hcos(0))d0 — th — 4/ 2h

=2 [/091 V2hcos(0)(5v2hcos(0) — 4)d0 + 5 gthosz(G)de}

0

2 0
) {5 / > Yhcos?(0)d0 — 4 / | \/ﬂcos(e)de] —th—4V2h
0 0

M(h) = 4(mth—2v2h—1—/2h). (4-15)
De (4-14) e (4-15), temos
4(mh—+/2h), 0<h<i,

M(h) =
4(mh—2y2h—1—+/2h), h>1,

Com ajuda do software Maple, encontramos que a fungcdo M(h) tem trés zeros positivos
hi € (0,3) e ho.h3 € (3,-+) com

1
hy = = ~ 0.2026423672, hy =0.5623206104, h3 = 1.359655126.

Dessa forma temos também trés os ciclos limites.



CAPITULO 5

Conclusoes

Esta dissertacdo foi motivada pela investigacdo atual em sistemas dindmicos do 16°
Problema de Hilbert. Este problema que foi proposto em 1900 e que questiona sobre
a quantidade médxima de ciclos limites em sistemas diferenciais polinomiais no plano,
motiva pesquisas na identificacdo e caracterizacdo de ciclos limites agora, em campos
suaves por partes. Atualmente as pesquisas estao se particularizando a diferentes sistemas
suaves por partes e gerando multiplos resultados. E como objetivo geral deste trabalho de
dissertacdo o estudo da obtencdo de ciclos limites em campos suaves por partes, particu-
larmente em trés trabalhos [6], [3] e [13], e tem como objetivos especificos descrever e
especificar cada método, provendo assim informacdo util no estudo das cotas dos ciclos

limites em campos suaves por partes.

Para cumprir o objetivo desta dissertacdao estudamos diferentes artigos, livros e pu-
blicagdes que conforme ao desenvolvimento do trabalho forem citados e que sdo um
contexto geral do tema encontrada na bibliografia do trabalho. Além disso, a partir deste
trabalho participamos na IX Oficina de Sistemas Dinamicos (UFABC, Sdo Bernardo
do Campo) e forem apresentados alguns resultados também no grupo de pesquisa de

sistemas dindmicos na UFG.

No Capitulo 2 foi desenvolvido um mecanismo geral para encontrar ciclos limites
em campos suaves por partes. Ai, o primeiro enfoque foi a caracterizacio das duas zonas
no plano através da forma candnica de Liénard e da forma candnica normalizada. A
forma candnica de Liénard fornece um homeomorfismo muito interessante entre o sis-
tema original (2-1) e um sistema com menos paradmetros (2-2), o que €, para fins praticos,
uma excelente ferramenta. Além disso, este sistema € uma equivaléncia topoldgica para
todos os pontos dos campos suaves, menos, nos pontos de deslize entre os pontos (0, b)
e (0,0), sendo um problema ao querer utilizar este homeomorfismo neste conjunto. A
forma candnica normalizada é, por outro lado uma continua¢do do sistema anterior no
qual se preservam as propriedades anteriormente mencionadas, tendo como objetivo

principal a caracterizagdo das zonas com cinco varidveis principais: m, agy € Yrr, as
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quais descrevem perfeitamente o tipo de zona desejada, fazendo deste, um resultado
importante para os objetivos de nosso trabalho. No segundo enfoque deste capitulo o
objeto de estudo foi a aplicacdo de Poincaré. Neste casso, a partir dos resultados prévios
se descreveu a aplicacdo de primeiro retorno de todas as configuracdes nas duas zonas
suaves. Uma das grandes vantagens desta descri¢do foi a caracterizacdo independente
do tempo. Muitos resultados das Proposi¢des 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 forem encontrados sem
precisar do célculo do tempo, isto é uma descri¢do que para pesquisas nesse tema pode
ser uma fermenta importante. E preciso ressaltar também a quantidade de propriedades
descritivas obtidas da fun¢do de Poincaré com suas derivadas, isto para fins praticoss
pode ser também de grande importancia. No dltimo tépico se juntarem todos os resulta-
dos principais para encontrar na Proposi¢do 2.9 e na Proposicdo 2.10 um e dois ciclos
limite respectivamente, que no teorema principal obtemos 3 ciclos limite. Cabe ressaltar

que estes 3 ciclos limite ndo sdo uma cota maxima para este tipo de campo suave por parte.

O terceiro capitulo se estuda partindo de um contexto histérico muito importante:
encontrar ciclos limites em campos suaves perturbando um centro por polindmios. Co-
meca em 1999 com [10], onde um centro linear é perturbado, e continua com o estudo
de [2] em 2010 que perturba um centro nio linear também com polinémios. E até o
desenvolvimento da teoria dos campos suaves por partes no trabalho [3] onde se estuda
os ciclos limite em campos suaves por partes de um centro ndo linear sendo perturbado

por polindmios.

Na primeira parte do capitulo fazemos uma descricio do campo definindo as k- par-
tes suaves que vao ser perturbadas e como os resultados vao se manter, para a descri¢ao
utilizamos as coordenadas polares. Na segunda parte do capitulo descrevemos o sistema
de forma que podamos utilizar a teoria de Averaging ou promédio para assim encontrar 0os
ciclos limite. Para este fim utilizamos um dos resultados mais interessantes do capitulo,
o Lema 3.4, af reescreveremos a funcio do promédio descrita em termos de coordenadas
polares como uma fung¢do de n partes onde n € o grau maior dos polindmios de perturba-
¢do0. Assim podemos encontrar 7 ciclos limite, fazendo uso da teoria do Averaging. Cabe
ressaltar que o resultado mais surpreendente deste capitulo é conhecer que a quantidade
de ciclos limites que se bifurcam da perturba¢do de um centro ndo linear ndo depende
da quantidade de regides escolhidas, sendo depende do maior grau do polindmio de

perturbacao, isto com fins investigativos € muito importante em nosso trabalho.

No quarto capitulo estudamos no trabalho [13] os campos Hamiltonianios suaves
por partes e a bifurcacdo de ciclos limite. Na primeira parte do capitulo descrevemos

os campos Hamiltonianos em campos suaves por partes € a perturbacdo por quaisquer
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funcdo C",r > 1. Esta definicdo generaliza um pouco os campos suaves por parte sendo
de muita importancia ao nosso objetivo. Na segunda parte do capitulo descrevemos
a funcdo de Melnikov do sistema Hamiltoniano suave por partes e introduzimos uma
caracterizacdo geral da funcdo de Melnikov. Na dltima parte mostramos uma descri¢ao
pontual da funcdo de Melnikov para 4 = 0 onde mostramos o desenvolvimento da fun¢do
em termos de funcdes linearmente independentes que junto com o Teorema de Descartes
proposto na teoria basica nos fornece ciclos limite. Ressaltamos deste capitulo o fato de
que podemos tirar muitas generalizac¢des, as quais sdo de fundamental importancia nas
motivacdes do trabalho, também como nos capitulos anteriores, este método nao fornece
cotas superiores, mas introduze generalizacdes de campos que podem ser um ponto de

partida para o estudo.
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