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Resumo

Moreno, Steffanio. Existência e Regularidade de Soluções Positivas de Siste-
mas de Equações Diferenciais Parciais Elípticas. Goiânia, 2017. 116p. Disser-
tação de Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal
de Goiás.

Neste trabalho estudaremos existência e regularidade de soluções positivas de sistemas
elípticos do tipo 

−∆pu = f (x,u,v), −∆qv = g(x,u,v) in Ω

u,v > 0 in Ω,

onde 1 < p,q < N, Ω ⊂ IRN é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, e f , g são
do tipo convexo-singular ou Ω = IRN e f , g são do tipo côncavo-convexo. No caso Ω

limitado encontraremos soluções que se anulam em ∂Ω, enquanto que, no caso Ω = IRN

as soluções em C1(IRN)∩ L∞(IRN). No caso f , g singulares utilizaremos o método de
Galerkin e princípio de comparação. No caso Ω = IRN utilizaremos o método de sub e
super-soluções, métodos variacionais e princípios de máximo.

Palavras–chave

Sistemas Elípticos Não-Lineares,Método de Galerkin, Sub e Super-Soluções,
Minimização, Princípios de Máximo.



Abstract

Moreno, Steffanio. Existence and Regularity of Positive Solution of Systems
of Elliptic Partial Differential Equations. Goiânia, 2017. 116p. MSc. Disser-
tation. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we study existence and regularity of non-negative solution of elliptical
systems of the type 

−∆pu = f (x,u,v), −∆qv = g(x,u,v) in Ω,

u,v > 0 in Ω,

where 1 < p,q < N, Ω⊂ IRN is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω, and f ,g are
of the type singular-convex or Ω= IRN and f ,g are concave-convex. In case Ω we will find
solutions that cancel out ∂Ω while in the case Ω = IRN solutions in C1(IRN)∩L∞(IRN).We
will use the Galerkin method and the comparison principle. In case Ω = IRN we will use
the method of sub and super solutions, variational methods and principles of maximum.

Keywords

Nonlinear Eliptics Systems, Sub and Super Solutions, Galerkin Method, Mini-
mization, Maximum Principles.
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Lista de Símbolos e Notações

Notações Gerais

Ω⊂ RN Conjunto aberto, conexo e limitado de RN

(Domínio limitado)
∂Ω Fronteira de Ω

|Ω| Medida do conjunto Ω

∇u =
(

∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, · · · , ∂u
∂xN

)
Gradiente da função u : Ω→ R

∆pu = div(| ∇u |p−2 ∇u) p-Laplaciano de u

⇀ Convergência fraca
cont
↪→ Imersão contínua
cpt
↪→ Imersão compacta
u+ max{u,0}
u− max{−u,0}
q.t.p. quase todo ponto

Espaços de Funções

Lp(Ω) {u : Ω→ R : u é mensurável e
∫

Ω
|u|p <

∞, 1≤ p < ∞}
Lp := Lp(IRN) {u : IRN → R : u é mensurável e

∫
|u|p <

∞, 1≤ p < ∞}
L∞(Ω) {u : Ω → R : u é mensurável e |u(x)| ≤

C q.t.p. em Ω, C > 0 constante}
L∞ := L∞(IRN) {u : IRN → R : u é mensurável e |u(x)| ≤

C q.t.p. em IRN , C > 0 constante}
W 1,p(Ω)

{
u : Ω→ R : u ∈ Lp(Ω) e ∂u

∂xi
∈ Lp(Ω), ∀i

}
W 1,p

0 (Ω) C∞
0 (Ω)

‖·‖1,p

‖ · ‖p Norma no espaço Lp(Ω)

‖ · ‖∞ Norma no espaço L∞(Ω)

‖ · ‖ Norma no espaço W 1,p
0 (Ω)

‖ · ‖1,p Norma no espaço W 1,p(Ω)



CAPÍTULO 1
Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar existência e regularidade de soluções positi-
vas de sistemas do tipo

(S)

{
−∆pu = f (x,u,v), −∆qv = g(x,u,v) em Ω

u,v > 0 em Ω,

onde Ω⊂ IRN é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular ou Ω = IRN , 1 < p,q < N

e f ,g : Ω× (0,∞)× (0,∞)−→ IR são funções dadas e

∆pu = div(|∇u|p−2
∇u).

Nos capítulos 2, 3 e 4 estudamos sistemas singulares em domínio limitado,
motivados pelos trabalhos [2] e [24], onde o primeiro destes utiliza o método de Galerkin
para o operador Laplaciano e o outro usa o método de Galerkin generalizado para o Φ-
Laplaciano. No Capítulo 2 dizemos que o sistema é cooperativo, isto é

∂ f
∂v

(x,u,v)> 0 e
∂g
∂u

(x,u,v)> 0 em Ω× IR∗+× IR∗+.

No entanto, o sistema que consideramos no Capítulo 3 dizemos que é não-cooperativo,
isto é

∂ f
∂v

(x,u,v)< 0 e
∂g
∂u

(x,u,v)< 0 em Ω× IR∗+× IR∗+.

O capítulo 5 foi motivado pelo trabalho [11] onde utilizamos o método de sub e super-
soluções combinado com métodos variacionais para Ω = IRN .

No Capítulo 2, tomamos Ω⊂ IRN domínio limitado com fronteira ∂Ω regular e

f (x,u,v) =
a1(x)

uα1vβγ1
+uβ1, g(x,u,v) =

a2(x)
uα2vγ2

+uβ2 u,v > 0
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onde a1 e a2 são funções dadas. Neste caso o sistema (S) se reescreve na seguinte forma
−∆pu = a1(x)

uα1vγ1 +uβ1, −∆qv = a2(x)
uα2vγ2 + vβ2 em Ω

u,v > 0 em Ω, u = v = 0 em ∂Ω.

(1-1)

Para enunciar o Teorema principal do Capítulo 2 consideramos as seguintes
hipóteses:

(H0) ai : Ω−→ (0,+∞) e ai ∈ L∞(Ω);
(H1) 0 < β1 < p−1 e 0 < β2 < q−1;
(H2) 0 < αi,γi < 1;
(H3) 0 < αi + γi < 1;
(H4)

a1
dα1+γ1 ∈ Lp′(Ω) , a2

dα2+γ2 ∈ Lq′(Ω);

para i = 1,2.

Teorema 1.1 Suponha (H0),(H1),(H3) e (H4). Então existem u∈W 1,p
0 (Ω), v∈W 1,q

0 (Ω),

satisfazendo o problema (1-1) no sentido fraco. Além disso, se existir C > 0 tal que

(I) ai(x)≤Cd(x), x ∈Ω

então, u ∈C1,α(Ω) e v ∈C1,β(Ω).

A demonstração do Teorema 1.1 utiliza método de Galerkin, princípio de Máximo e
Comparação.

No Capítulo 3, fazendo

f (x,u,v) =
1

uα1
+ vβ1, g(x,u,v) =

1
vα2

+uβ2, u,v > 0

onde o sistema (S) se reescreve na seguinte forma
−∆pu = 1

uα1 + vβ1 , −∆qv = 1
vα2 +uβ2 em Ω

u,v > 0 em Ω, u = v = 0 sobre ∂Ω.

(1-2)

Acrescentando ao conjunto de hipóteses o

(H5) 0 < βi +1 < min{p,q}.

O principal resultado do Capítulo 3 é

Teorema 1.2 Suponha (H2),(H5). Então o problema (1-2) tem uma solução fraca posi-

tiva (u,v).
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A demonstração do Teorema 1.2 utiliza método de Galerkin, princípio de Máximo e
Comparação.

No capítulo 4 faremos

f (x,u,v)=
a1(x)
uα1vγ1

+h1(x,u,v)+ f1(x), g(x,u,v)=
a2(x)
uα2vγ2

+h2(x,u,v)+ f2(x), u,v> 0

onde a1,a2,h1,h2, f1, f2 são funções dadas. Neste caso o sistema (S) se reescreve como
−∆pu = a1(x)

uα1 vγ1 +h1(x,u,v)+ f1(x), em Ω

−∆qv = a2(x)
uα2 vγ2 +h2(x,u,v)+ f2(x) em Ω

u,v > 0 em Ω, u = v = 0 em ∂Ω,

(1-3)

onde,

f1 ∈W 1,p′(Ω)∩L∞(Ω),

f2 ∈W 1,q′(Ω)∩L∞(Ω), (1-4)

f1, f2 são não-negativas e f 6≡ 0. Suporemos também hi são Caracthéodory e tem a
seguinte condição de crescimento

0≤ h1(x,u,v)≤ b11(x)|u|σ1 +b12(x)|v|σ2

0≤ h2(x,u,v)≤ b21(x)|u|β1 +b22(x)|v|β2 (1-5)

onde bi j ∈ L∞(Ω) , bi j > 0.

(H6) 0 < βi +1 < min{p,q} e 0 < σi +1 < min{p,q}.

O principal resultado do Capítulo 4 é o seguinte

Teorema 1.3 Suponha (H0),(H2),(H3), (H4) e (H6). Então o problema (1-3) tem uma

solução fraca positiva (u,v).

A demonstração do Teorema 1.3 utiliza método de Galerkin, princípio de Máximo e
Comparação.

No Capítulo 5 fazemos Ω = IRN e consideramos o seguinte sistema

(∗)λ


−∆pu+V (x)up−1 = λuα1 + vβ1 em IRN

−∆qv+V (x)vq−1 = λvα2 +uβ2 em IRN

u,v > 0 em IRN ,

onde 0 < αi < βi < ∞ para i = 1,2 e V : IRN → IR satisfaz
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(V0) V (x)≥ δ0, quando |x| ≥ R0, para algum δ0,R0 > 0;
(V1) V (x)≥ 0, x ∈ IRN .

O principal resultado do Capítulo 5 é

Teorema 1.4 Suponha que 0 < α1 < p− 1 < β1 e 0 < α2 < q− 1 < β2. Se além

disso V ∈ L∞(IRN) e V satisfaz (V0),(V1), então existe Λ > 0 tal que para cada

λ ∈ (0,Λ) o problema (∗)λ admite uma solução u ≡ uλ ∈ C1(IRN) ∩ L∞(IRN), e

v≡ vλ ∈C1(IRN)∩L∞(IRN), satisfazendo

0 < u≤ λ
1

β1−α1

(
(p−1)−α1

β1− (p−1)

) 1
β1−α1 ≡M1

λ

0 < v≤ λ
1

β2−α2

(
(q−1)−α2

β2− (q−1)

) 1
β2−α2 ≡M2

λ
.

A demonstração do Teorema 1.4 usa o método de sub e super-soluções combinado com
método variacionais e resultados de regularidade.

Nos apêndices A,B,C,D e E relembramos as definições e propriedades dos
Espaços de Sobolev, resultados de regularidade para equações quase-lineares, princípios
de comparação e de máximo, minimização de funcionais energia e resultados básicos de
Análise Funcional.



CAPÍTULO 2
Sistemas Não-Cooperativos
Domínio Limitado

Temos na literatura o estudo do seguinte problema{
−∆pu = uα1vβ1 , −∆qv = uα2vβ2 em Ω,

u,v > 0 em Ω, u = v = 0em ∂Ω.
(2-1)

Ω ⊂ IRN é um domínio limitado com fronteira regular, 1 < p,q < ∞, αi + βi < 0.
Giacomoni, Schindler e Takác, e Moussaoui (cf. [22]) usaram métodos monótonos para
mostrar a existência de uma única solução (positiva) do problema (2-1). de regularidade
para soluções do problemas acima. Onde a solução do sistema 2-1 é C0,α(Ω), para algum
α ∈ (0,1). Referimos o leitor à [2, 3, 11, 20, 21, 24, 28] para resultados relacionados.

Para estudar (1-1), investigaremos a existência de solução da seguinte família de
sistemas 

−∆pu = a1(x)
uα1vγ1+ε

+uβ1, −∆qv = a2(x)
uα2vγ2+ε

+ vβ2 em Ω

u,v > 0 em Ω, u = v = 0 em ∂Ω,

(2-2)

onde ε > 0. Para iniciarmos, estabeleceremos o seguinte conjunto de notações e definição
de solução fraca para o problema (1-1) e de base de Schauder.

Considere o espaço vetorial E =W 1,p
0 (Ω)×W 1,q

0 (Ω) com a norma

‖z‖= ‖u‖1,p +‖v‖1,q,

onde z = (u,v) e ‖..‖1,p é a norma usual de W 1,p
0 (Ω). E é um espaço de Banach.

Denotaremos por ‖.‖p a norma usual em Lp(Ω) for p > 1 e u+ = max{u,0}.

Pelo artigo de Hamid Bellout [7] temos garantida a existência de uma Base de
Schauder para W 1,p

0 (Ω). O que nos permite dar a seguinte definição
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Definição 2.1 Uma sequência (en)n≥1 é dito uma base de Schauder para W 1,t
0 (Ω), se

para todo u ∈W 1,p
0 (Ω) existe uma única sequência de (αn)n≥1 ∈ IR tal que u =

∞

∑
k=1

αkek.

Observe que a definção (2.1) é equivalente à

u = lim
n→∞

n

∑
k=1

αkek

onde está convergência é dada na norma do espaço W 1,p
0 (Ω).

Definição 2.2 Uma solução fraca de (1-1) é um par de funções (u,v) ∈ W 1,p
0 (Ω)×

W 1,q
0 (Ω) positivas e satisfaz

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx =

∫
Ω

a1(x)
|u|α1 |v|γ1

φdx+
∫

Ω

uβ1φdx, ∀φ ∈W 1,p
0 (Ω),∫

Ω

|∇v|q−2
∇v∇ψdx =

∫
Ω

a2(x)
|u|α2|v|γ2

ψdx+
∫

Ω

vβ2ψdx, ∀ψ ∈W 1,q
0 (Ω).

O resultado a seguir trata-se da existência de solução de (2-2).

Lema 2.3 Suponha (H0),(H1),(H2) e ε > 0. Então para cada ε > 0, o problema (2-2)

possui uma solução positiva (uε,vε) ∈ E ∩C1,α(Ω)×C1,β(Ω), onde α,β ∈ (0,1).

Demonstração: Afim de aplicar o Lema fundamental (ver Teorema C.10) fixemos duas
bases de Schauder Σ = {w1,w2, ....} e Σ = {w1,w2, ....}, respectivamente, bases de
W 1,p

o (Ω), W 1,q
0 (Ω). Logo (u,v) ∈ E temos,

u =
∞

∑
i=1

ξiwi = lim
m→∞

m

∑
i=1

ξiwi e v =
∞

∑
j=1

η jφ j = lim
m→∞

k

∑
i=1

η jw j, ξi,η j ∈ IR.

Ou equivalentemente,

‖u−
m

∑
i=1

ξiwi‖1,p −→ 0 em W 1,p
0 (Ω) e ‖v−

k

∑
i=1

ηiwi‖1,q −→ 0 em W 1,q
0 (Ω)

sejam
F =

{
W |W é um subespaço de W 1,p

0 (Ω) e 0 < dimW < ∞

}

F =
{

W |W é um subespaço de W 1,q
0 (Ω) e 0 < dimW < ∞

}
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denotemos por Wm = [w1, ...,wm] e Wk = [w1, ...,wk], onde se (u,v) ∈ Em,K =Wm×Wk

u =
m

∑
i=1

ξiwi e v =
k

∑
j=1

η jw j, ξi,η j ∈ IR.

Defina em Em,k a seguinte norma

‖z‖m,k =
m

∑
i=1
|ξi|+

k

∑
j=1
|ηi|= ‖u‖m +‖v‖k = |ξ|+ |η|

onde |.| é a norma da soma em IRm; observe que para cada s ∈ IN, temos que (Ws,‖.‖s) é
isomorfo e isométrico a (IRs, |.|), através da aplicação natural

T : Ws→ IRs

dada por,

u =
s

∑
i=1

ξiwi 7→ T (u) = (ξ1, ...,ξs) = ξ

assim, conseguimos obter que (Em×Ek,‖.‖m,k) é isomorfo e isométrico a (IRm× IRk).
Queremos mostrar que para cada m,k ∈ IN existe (um,vk) ∈ Em,k e ε > 0 fixado, verifi-
cando a seguinte igualdade


∫

Ω

|∇um|p−2
∇um∇widx =

∫
Ω

a1(x)wi

|um|α1|vm|γ1 + ε
dx+

∫
Ω

(u+m)
β1widx,∫

Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇w jdx =

∫
Ω

a2(x)w j

|um|α2 |vm|γ2 + ε
dx+

∫
Ω

(v+m)
β2w jdx

(2-3)

para cada i = 1, ...,m. Defina F : IRm× IRk→ IRm× IRk dada por

F(ξ,η) = (F1(ξ,η), ...,Fm(ξ,η),G1(ξ,η), ...,Gk(ξ,η))

onde
Fi(ξ,η) =

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇wi−

∫
Ω

a1(x)wi

|u|α1|v|γ1 + ε
−

∫
Ω

(u+)β1wi

e
G j(ξ,η) =

∫
Ω

|∇v|q−2
∇v∇w j−

∫
Ω

a2(x)w j

|u|α2|v|γ2 + ε
−

∫
Ω

(v+)β2w j,

para cada i=1,...,m e j=1,...,k. Relembremos que podemos usar a identificação
(u,v)↔ (ξ,η). Queremos mostrar

i) Existe r > 0 tal que 〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ 0 para todo (ξ,η) satisfazendo |(ξ,η)|= r;
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ii) F : IRm× IRk→ IRm× IRk é contínua.

Observe o seguinte

〈Fi(ξ,η),ξi〉=
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇(ξiwi)dx−

∫
Ω

a1(x)(ξiwi)

|u|α1 |v|γ1 + ε
dx−

∫
Ω

(u+)β1(ξiwi)dx

e

〈Gi(ξ,η),η j〉=
∫

Ω

|∇v|q−2
∇v∇(ηiw j)dx−

∫
Ω

a2(x)(ηiw j)

|u|α2|v|γ2 + ε
dx−

∫
Ω

(v+)β2(ηiw j)dx

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 =
m

∑
i=1
〈Fi(ξ,η),ξi〉+

m

∑
i=1
〈G j(ξ,η),η j〉= ‖u‖p

1,p +‖v‖
q
1,q−

∫
Ω

a1(x)u
|u|α1|v|γ1 + ε

−
∫

Ω

a2(x)v
|u|α2|v|γ2 + ε

dx−
∫

Ω

(u+)β1udx−
∫

Ω

(v+)β2vdx.

Pela desigualdade de Hölder (cf. Teorema A.4) e imersão contínua de Sobolev (cf.
Teorema A.13), Segue que

∫
Ω

a1(x)u
|u|α1 |v|γ1 + ε

dx≤ 1
ε
‖a1‖∞‖u‖p ≤

C1

ε
‖h1‖∞‖u‖1,p,

∫
Ω

(u+)β1udx≤ ‖u‖β1+1
β1+1 ≤C1‖u‖β1+1 ≤C2‖u‖β1+1

1,p∫
Ω

a2(x)v
|u|α2|v|γ2 + ε

dx≤ 1
ε
‖a2‖∞‖v‖p ≤

C3

ε
‖h2‖∞‖v‖1,q,∫

Ω

(v+)β2vdx≤ ‖v‖β2+1
β2+1 ≤C4‖v‖β2+1 ≤C4‖v‖β2+1

1,q

Donde,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ ‖u‖p
1,p +‖v‖

q
1,q−C1‖u‖1,p−C2‖u‖β1+1

1,p −C3‖v‖1,q−C4‖v‖β2+1
1,q

Devemos nos atentar que as constantes, acima, Ci dependem de ε. Assim, pela equivalên-
cia de normas ‖.‖1,p,‖.‖m e ‖.‖1,q,‖.‖k, respectivamente,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥C5‖u‖p
m +C6‖v‖q

k−C1‖u‖m−C2‖u‖β1+1
m −C3‖v‖k−C4‖v‖β2+1

k

fazendo ‖(u,v)‖m,k = r = ‖u‖m +‖v‖k, onde ‖u‖m = r1, ‖v‖k = r2.
Considere,

gε
1(r1) =C5rp

1 −C1r1−C2rβ1+1
1
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e
gε

2(r2) =C6rq
2−C3r2−C4rβ2+1

2

Segue que

lim
r→∞

gε
i (ri) = +∞ (2-4)

pois, por hipótese β1 +1 < p, β2 +1 < q e

gε
1(r1) = rp

1

(
C5−C1r1−p

1 −C2rβ1+1−p
1

)
e

gε
2(r2) = rq

2

(
C6−C3r1−q

2 −C4rβ2+1−q
2

)
.

Implicando (2-4). Logo, existem αi > 0 e ri > 0 tal que gi(ri)≥ α. Portanto,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ 0 se ‖(u,v)‖m,k = r0 = r1 + r2

Devido a isometria entre Em,k e IRm× IRk, isto implica que

‖(u,v)‖m,k = |(ξ,η)|= r0.

Mostraremos que F é contínua. Considere

un =
m

∑
i=1

ξ
n
i wi e u =

m

∑
i=1

ξiwi

vn =
k

∑
j=1

η
n
jw j e v =

k

∑
j=1

η jw j

onde, tendo em mente a isometria já supracitada;

ξn = (ξn
1, ...,ξ

n
m)−→ ξ = (ξ1, ...,ξm)

ηn = (ηn
1, ...,η

n
k)−→ ξ = (η1, ...,ηk)

Logo,
un −→ u

vn −→ v

isto é,
(un,vn)−→ (u,v) em Em,k. (2-5)
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Como Em,k tem dimensão finita, as normas ‖.‖ e ‖.‖m são equivalentes em Em,k.
Donde;

‖(un,vn)− (u,v)‖ −→ 0 em E.

Observe que para mostrar que F é contínua, basta mostrar que as Fi e G j são
contínuas.

Assim, utilizando a convergência acima e pelo teorema (A.3) temos que, a menos
de uma subsequência, 

‖∇un−∇u‖p −→ 0 em Lp(Ω)

∇unk(x)−→ ∇u(x) q.t.p em Ω

|∇unk | ≤ g onde g ∈ Lp(Ω)

(2-6)

e da desigualdade de Poincaré ( cf. Teorema A.8) e pelo teorema (A.3)

‖un−u‖p −→ 0 em Lp(Ω)

‖vn− v‖q −→ 0 em Lq(Ω)

unk(x)−→ u(x) q.t.p em Ω

vnk(x)−→ v(x) q.t.p em Ω

|unk | ≤ ḡ onde ḡ ∈ Lp(Ω)

(2-7)

Segue que
|∇un|p−2

∇un∇wi −→ |∇u|p−2
∇u∇wi q.t.p em Ω.

||∇un|p−2
∇un∇wi| ≤ gp−1|∇wi|

Como
g ∈ Lp(Ω)⇒ |g|p−1 ∈ L

p
p−1

∇wi ∈ Lp(Ω) e
1
p
+

p−1
p

= 1

Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4), obtemos que |g|p−1|wi| ∈ L1(Ω). Por-
tanto, utilizando o Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), tem-se∫

Ω

|∇un|p−2
∇un∇widx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇widx (2-8)

De (3-6) temos

a1(x)wi

|un|α1|vn|γ1 + ε
−→ a1(x)wi

|u|α1|v|γ1 + ε
q.t.p Ω,

| a1(x)wi

|un|α1 |vn|γ1 + ε
| ≤ a1(x)wi

ε
∈ Lp(Ω)
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e
un(x)+wi −→ u+(x)wi q.t.p em Ω.

Por hipótese 1 < p−β1, isto implica que

N− p < N(p−β1) =⇒
p

p−β1
<

N p
N− p

e pelas Imersões compactas (cf. Teorema A.14) temos que

wi ∈ Lq(Ω), 1≤ q <
N p

N− p
.

Logo,
wi ∈ L

p
p−β1 (Ω)

Como,

ḡβ1 ∈ L
p

β1 (Ω) e
β1

p
+

p−β1

p
= 1. (2-9)

Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4),

|(u+n )βwi| ≤ |ḡβ||wi| ∈ L1(Ω).

Donde, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2)

∫
Ω

a1(x)(wi)

|un|α1|vn|γ1 + ε
dx−→

∫
Ω

a1(x)(wi)

|u|α1|v|γ1 + ε
dx (2-10)

e ∫
Ω

(u+n )
β1widx−→

∫
Ω

(u+)β1widx (2-11)

De (2-8),(2-10) e (2-11); obtemos

Fi(ξnk ,ηnk)−→ Fi(ξ,η) quando (ξn,ηn)−→ (ξ,η).

Agora, suponhamos que não tenhamos

Fi(ξn,ηn)−→ Fi(ξ,η)

então existe ε0 > 0 e Fi(ξn j ,ηn j) onde

|Fi(ξn j ,ηn j)−Fi(ξ,η)| ≥ ε0, ∀ j ∈ IN. (2-12)

Utilizando os mesmos argumentos feitos anteriormente, conseguimos mostrar que existe
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uma subsequência {Fi(ξn jk
,ηn jk

)} ⊆ {Fi(ξn j ,ηn j)} tal que

Fi(ξn jk
,ηn jk

)−→ Fi(ξ,η) em IRm.

Logo, existe n j0 ∈ IN tal que

|Fi(ξn jk
,ηn jk

)−Fi(ξ,η)| ≤
ε0

2
, ∀n jk ≥ n j0.

Contrariando (2-12). Portando, segue que Fi são contínuas.
De forma totalmente análoga, podemos obter que

Gi(ξn,ηn)−→ Gi(ξn,ηn) quando (ξn,ηn)−→ (ξ,η).

Portanto pela Lema fundamental (cf. Teorema C.10) , existe (ξm,ηk) ∈ IRm× IRk com
|(ξm,ηk)| ≤ r0 tal que F(ξm,ηk) = 0. Pela identificação isométrica, Em×Ek entre IRm×
IRk, temos que existe (um,vk) ∈ Em×Ek tal que

‖(um,vk)‖m,k ≤ r0,∀m,k ∈ IN e Fi(ξm,ηk) = Gi(ξm,ηk) = 0

implicando que, ∀ i = 1, ...,m e j = 1, ...,k,

∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇widx =

∫
Ω

a1(x)wi

|um|α1 |vk|γ1 + ε
dx+

∫
Ω

(u+m)
β1widx (2-13)

∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇w jdx =

∫
Ω

a2(x)w j

|um|α2|vk|γ2 + ε
dx+

∫
Ω

(v+k )
β2w jdx (2-14)

Multiplicando cada Fi e Gi por escalares αi e γi, respectivamente, e somando-as,
obtemos:

∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx =

∫
Ω

a1(x)φ
|um|α1|vk|γ1 + ε

dx+
∫

Ω

(u+m)
β1φdx, para todo φ ∈Wm.

(2-15)

∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇ψdx =

∫
Ω

a2(x)ψ
|um|α2|vk|γ2 + ε

dx+
∫

Ω

(v+k )
β2ψdx, para todo ψ ∈Wk.

(2-16)
Como Em,k ⊆ E logo existe C > 0, que depende da dimensão de Em,k, tal que

‖(um,vk)‖ ≤C‖(um,vk)‖m,k ≤ r. Observe que desta desigualdade não podemos concluir
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que um,vk são limitadas em W 1,p
0 (Ω) e W 1,q

0 (Ω), respectivamente.
Mas, fazendo φ = um em (2-15), combinando as desigualdades de Hölder e de

Poincaré (cf. Teoremas A.4 e A.8) temos que,

‖um‖p =
∫

Ω

|∇um|pdx =
∫

Ω

a1(x)um

|um|α1|vk|γ1 + ε
dx+

∫
Ω

(u+m)
β1+1dx

≤ 1
ε

∫
Ω

a1umdx+
∫

Ω

uβ1+1
m dx ≤ 1

ε
‖a1‖∞‖um‖p +C1‖um‖β1+1

β1+1

≤ C2‖um‖+C3‖um‖β1+1

então,
‖um‖p ≤C2‖um‖+C3‖um‖β1+1.

De forma análoga,
‖vk‖q ≤C4‖vk‖+C5‖vk‖β1+1

Por (H1), temos então que (um) e (vk) são limitadas, respectivamente, em
W 1,p

0 (Ω), W 1,q
0 (Ω). Sendo (W 1,p

0 (Ω)×W 1,q
0 (Ω)) reflexivo, a menos de uma subsequência,

temos que
um ⇀ uε em W 1,p

0 (Ω)

vk ⇀ vε em W 1,q
0 (Ω)

Pelas imersões compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema A.3 obtemos,

um→ uε e vk→ vε em Lp(Ω),Lq(Ω)

um(x)−→ uε(x) q.t.p em Ω

vk(x)−→ vε(x) q.t.p em Ω.

|um| ≤ g1, onde g1 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < N p
N−p

|vk| ≤ g2, onde g2 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < Nq
N−q

(2-17)

Observemos que, pelas convergências acimas

a1(x)φ
|um|α1 |vk|γ1+ε

−→ a1(x)φ
|uε|α1 |vε|γ1+ε

q.t.p Ω,

(um)
+

φ−→ (uε)
+

φ q.t.p Ω,∣∣∣ a1(x)φ
|um|α1|vk|γ1 + ε

∣∣∣≤ 1
ε
|a1(x)φ| ∈ L1(Ω).

De (2-9) e (2-17) segue,
|(u+m)β1φ| ≤ gβ1φ ∈ L1(Ω).
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Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

∫
Ω

a1(x)φ
|um|α1|vk|γ1 + ε

dx+
∫

Ω

(u+m)
β1φdx−→

∫
Ω

a1(x)φ
|uε|α1|vε|γ1 + ε

dx+
∫

Ω

(u+ε )
β1φdx. (2-18)

Utilizando as convergências obtidas em (2-17), e argumentando de forma análoga, ao que
foi feito acima, obtemos que

∫
Ω

a2(x)ψ
|um|α2|vk|γ2 + ε

dx+
∫

Ω

(v+m)
β2ψdx−→

∫
Ω

a2(x)ψ
|uε|α2|vε|γ2 + ε

dx+
∫

Ω

(v+ε )
β2ψdx. (2-19)

Para concluirmos que (uε,vε) é solução fraca de 2-2, falta mostrar∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx−→

∫
Ω

|∇uε|p−2
∇uε∇φdx

e ∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇ψdx−→

∫
Ω

|∇vε|q−2
∇vε∇ψdx.

Antes de iniciarmos, devo alerta que os argumentos feitos a seguir podem ser feito,
também, para a sequência (vk). Onde bastará trocar p,m, respectivamente, por q e k.

Para tal, definamos o seguinte funcional; −∆pum : W 1,p
0 (Ω)−→ IR , dada por

〈−∆pum,φ〉=
∫

Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx

temos que ∆pum ⊂ (W 1,p
0 (Ω))′. Pois, de fato;

|〈−∆pum,φ〉|= |
∫

Ω

|∇um|p−2
∇um∇φ|dx≤

∫
Ω

|∇um|p−1|∇φ|dx≤ ‖∇um‖p−1
p

p−1
‖∇φ‖p

a última desigualdade foi obtida pela Desigualdade de Hölder (cf. Teorema A.4), tendo
em vista que

|∇um| ∈ Lp(Ω)⇒ |um|p−1 ∈ L
p

p−1 (Ω),

φ ∈ Lp(Ω) e
1
p
+

p−1
p

= 1.

Como um é limitado em W 1,p
0 (Ω),

|〈−∆pum,φ〉| ≤C‖φ‖p.

Donde;

‖−∆pum‖= sup
φ ∈ W 1,p

0 (Ω)

〈−∆pum,φ〉| ≤C, para ‖φ‖ ≤ 1.
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Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki ( cf. Teorema E.5), se −∆pum é limitado, a
menos de uma subsequência, logo

−∆pum
∗
⇀ χ em (W 1,p

0 (Ω))∗

equivalentemente,
〈−∆pum,ψ〉 −→ 〈χ,ψ〉 ,ψ ∈W 1,p

0 (Ω) (2-20)

da desigualdade de Simmons (cf. Teorema A.15). Segue que∫
Ω

(|∇up−2
m |um−|∇ψ|p−2

ψ)(∇um−∇ψ])dx≥ 0, ψ ∈W 1,p
0 (Ω). (2-21)

Por simplicidade, definamos como sendo

f1(x,um,vk) :=
a1(x)

|u|αi
m |vk|γi + ε

+(u+)β1, para i = 1,2.

Como, ∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx =

∫
Ω

f1(x,um,vk)φdx, para todo φ ∈Wm, (2-22)

fazendo φ = um, de (2-22) obtemos,∫
Ω

|∇um|pdx =
∫

Ω

f1(x,um,vk)umdx. (2-23)

De (2-21) segue que,

∫
Ω

|∇um|pdx−〈−∆pum,ψ〉−〈−∆pψ,um〉+ 〈−∆pψ,ψ〉 ≥ 0

implicando de (2-22),∫
Ω

f1(x,um,vm)umdx−〈−∆pum,ψ〉−〈−∆pψ,um〉+ 〈−∆pψ,ψ〉 ≥ 0.

Consequentemente, quando m,k→ ∞ e de (2-18) e (2-20)∫
Ω

f1(x,uε,vε)uεdx−〈χ,ψ〉−〈−∆pψ,uε〉+ 〈−∆pψ,ψ〉 ≥ 0, ψ ∈W 1,p
0 (Ω). (2-24)

De (2-22), quando m,k→ ∞, temos

〈χ,φ〉=
∫

Ω

f1(x,uε,vε)φdx, φ ∈Wm. (2-25)
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Em particular,
〈χ,um〉=

∫
Ω

f1(x,uε,vε)umdx

Como um ⇀ uε em W 1,p
0 (Ω), que implica

〈χ,um〉 −→ 〈χ,uε〉

portanto,
〈χ,uε〉=

∫
Ω

f1(x,uε,vε)uεdx.

Substituindo a igualdade obtida em (2-24)

〈χ,uε〉−〈χ,ψ〉−〈−∆pψ,uε〉+ 〈−∆pψ,ψ〉 ≥ 0, ψ ∈W 1,p
0 (Ω).

Segue que,
〈χ− (−∆pψ),uε−ψ〉 ≥ 0, ψ ∈W 1,p

0 (Ω).

Tomando ψ = uε−λw, λ≥ 0 e w ∈W 1,p
0 (Ω).

Donde,
〈χ− (−∆p(uε−λw)),λw〉 ≥ 0, λ≥ 0 e w ∈W 1,p

0 (Ω)

ou seja,
〈χ− (−∆p(uε−λw)),w〉 ≥ 0

Como −∆p é um operador contínuo, fazendo λ→ 0 temos

〈χ− (−∆p(uε),w〉 ≥ 0, w ∈W 1,p
0 (Ω).

〈χ− (−∆p(uε),−w〉=−〈χ− (−∆p(uε),w〉 ≤ 0

Portanto,
〈χ− (−∆p(uε),w〉= 0, w ∈W 1,p

0 (Ω).

Segue que,
χ =−∆puε.

E obtemos o que queríamos∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx−→

∫
Ω

|∇uε|p−2
∇uε∇φdx.

Donde, utilizando os mesmos argumentos conseguimos mostrar que∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇φdx−→

∫
Ω

|∇vε|q−2
∇vε∇φdx.
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Observação 2.4 Observe que cada φ ∈ Em, pode ser escrito como

φ =
m

∑
i=0

ξiwi

Donde,

lim
m→∞

φ = lim
m

∑
i=0

ξiwi = w, para algum w ∈W 1,p
0 (Ω).

Assim, com a convergência forte,acima, em W 1,p
0 (Ω) podemos proceder de forma análoga

ao que foi feito para mostrar que F era contínua, e obter as funções teste em W 1,p
0 (Ω).

Ou seja (uε,vε) é solução fraca de
−∆puε =

a1(x)
|uε|α1 |vε|γ1+ε

+(u+ε )
β1, −∆qvε =

a2(x)
|uε|α2 |vγ2

ε +ε
+(v+ε )

β2 in Ω

u = v = 0 em ∂Ω.

(2-26)

Sendo
f1(x,uε,vε) =

a1(x)
|u|α1

ε |v|
γ1
ε + ε

+(u+ε )
β1

donde, como ε está fixado

| f1(x,uε,vε)| ≤
1
ε
|a1|+ |uε|β1 ≤C(1+ |uε|β1)

como por hipótese (H1) pelo Teorema C.11, segue que u ∈ L∞(Ω). Donde, utilizando o
Teorema de regularidade do Lieberman (cf. Teorema B.1 temos uε ∈C1,α(Ω).

A positividade segue pelo Teorema C.5, pois a solução trivial não satisfaz a
igualdade dada em (2-26). Assim pelo Teorema C.5, uε > 0. De forma análoga, segue
que vε ∈C1,β(Ω) positiva.

Portanto, (uε,vε)∈ E∩C1,α(Ω)×C1,β(Ω) positiva para cada ε > 0. �

Observação 2.5 Queremos agora fazer ε −→ 0 para obter a solução de (1-1). Por

questão de comodidade denotaremos, εn =
1
n , para cada n ∈ IN, logo (uεn,vεn) = (un,vn),

então temos das solução obtidas do Teorema 2.3 que
−∆pun =

a1(x)
u

α1
n v

γ1
n + 1

n
+(un)

β1, −∆qvn =
a2(x)

u
α2
n v

γ2
n + 1

n
+(vn)

β2 in Ω

un,vn > 0, em Ω e un = vn = 0 sobre ∂Ω,

(2-27)
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consideremos w,z ∈W 1,p
0 (Ω)∩C1,α(Ω) soluções positivas dos seguintes problemas (cf.

Lema D.3).

−∆pw = wβ1 em Ω, w = 0 sobre ∂Ω

e

−∆qz = zβ2 em Ω, z = 0 sobre ∂Ω.

Como,

−∆pun ≥ uβ1
n e −∆qvn ≥ vβ1

n .

Assim, pelo Teorema da Comparação (cf. Teorema C.9)

un(x)≥ w(x) e vn(x)≥ z(x) q.t.p em Ω (2-28)

pelo Lema B.3 existem constantes C,K > 0 tais que

Cd(x)≤ w(x) e Kd(x)≤ z(x) em Ω. (2-29)

De (2-28), (2-29) e (H4),

a1

uα1
n vγ1

n
≤ h1

wα1zγ1
≤ a1

d(x)α1+γ1
∈ Lp′(Ω),

a2

uα2
n vγ2

n
≤ a2

wα2zγ2
≤ a2

d(x)α2+γ2
∈ Lq′(Ω). (2-30)

Demonstração do Teorema 1.1: Seja (un,vn) a sequência de soluções fracas, definidas
anteriormente, do problema (2-2). Então, fazendo φ = un, combinando as desigualdades
de Hölder e de Poincaré (cf. Teoremas A.4 e A.8) com (2-30) temos que,

‖un‖p =
∫

Ω

|∇un|pdx =
∫

Ω

a1(x)un

uα1
n vγ1

n + 1
n

dx+
∫

Ω

uβ1+1
n dx

≤
∫

Ω

a1

uα1
n vγ1

n
undx+

∫
Ω

uβ1+1
n dx

≤
∫

Ω

a1

d(x)α1+γ1
undx+

∫
Ω

uβ1+1
n dx

≤
∥∥∥∥ a1

d(x)α1+γ1

∥∥∥∥
p′
‖un‖p +C1‖un‖β1+1

β1+1

≤ C2‖un‖+C3‖un‖β1+1

então,
‖un‖p ≤C2‖un‖+C3‖un‖β1+1.
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De forma análoga,
‖vn‖p ≤C4‖vn‖+C5‖vn‖β2+1.

Utilizando a hipótese (H1), tem-se então que (un,vn) é limitada em E. Sendo E reflexivo,
a menos de uma subsequência, temos que

um ⇀ u em W 1,p
0 (Ω),

vm ⇀ v in W 1,q
0 (Ω).

Pelas imersões compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos,

un→ u e vn→ v em Lp(Ω)

un(x)−→ u(x) q.t.p em Ω.

vn(x)−→ v(x) q.t.p em Ω.

|un| ≤ g1, onde g1 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < N p
N−p

|vn| ≤ g2, onde g2 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < Nq
N−q

Observemos que, pelas convergências acimas

a1(x)φ
uα1

n vγ1
n + ε

−→ a1(x)φ
uα1vγ1 + ε

q.t.p Ω

(un)φ−→ (u)φ q.t.p Ω∣∣∣∣∣ a1

uα1
n vγ1

n + 1
n

φ

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣ a1

d(x)α1+γ1

∣∣∣∣ |φ| ∈ L1(Ω)

De (2-9) segue,
|(um)

β1φ| ≤ gβ1φ ∈ L1(Ω).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), segue que∫
Ω

a1φ

uα1
n vγ1

n + 1
n

dx+
∫

Ω

(un)
β
φdx−→

∫
Ω

a1φ

uα1vγ1 + 1
n

dx+
∫

Ω

(u)β
φdx. (2-31)

Utilizando as convergências obtidas em (2-31), e argumentando de forma análoga, ao que
foi feito acima, obtemos que∫

Ω

a2ψ

uα2
n vγ2

n + 1
n

dx+
∫

Ω

(vn)
β
ψdx−→

∫
Ω

a2ψ

uα2vγ2
ε dx+ 1

n

+
∫

Ω

(v)β
ψdx. (2-32)
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E fazendo os mesmos argumentos feitos no Lema 2.3 conseguimos mostrar que,
∫

Ω

|∇un|p−2
∇un∇φdx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx∫

Ω

|∇vn|q−2
∇vn∇ψdx−→

∫
Ω

|∇v|p−2
∇v∇ψdx.

(2-33)

Como, 
∫

Ω

|∇un|p−2
∇un∇φdx =

∫
Ω

a1(x)φ
uα1

n vγ1
n + 1

n

dx+
∫

Ω

(un)
β1φdx∫

Ω

|∇vn|q−2
∇vn∇ψdx =

∫
Ω

a2(x)ψ
uα2

n vγ1
n + 1

n

dx+
∫

Ω

(vn)
β2φdx

(2-34)

para toda φ,ψ ∈W 1,p
0 (Ω), donde quando n→ ∞, por (2-31), (2-32) e (2-33);
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx =

∫
Ω

a1(x)φ
uα1vγ1

dx+
∫

Ω

(u)β1φdx∫
Ω

|∇v|p−2
∇v∇ψdx =

∫
Ω

a2(x)ψ
uα2vγ1

dx+
∫

Ω

(v)β2φdx.
(2-35)

De (2-35) obtemos que o par (u,v) solução fracas positivas de (1-1) . �

Observação 2.6 E supondo que exista C > 0 tal que

ai(x)≤Cd(x),

então,
ai(x)
uαivγi

≤C
d(x)

d(x)αi+γi
=Cd(x)1−(αi+γi) = K

donde, pelo Teorema C.11 u,v ∈ L∞(Ω). Assim, utilizando o Teorema de regularidade do

Hai (cf. Teorema B.2) temos u ∈C1,α(Ω) e v ∈C1,β(Ω).Pois,

| fi(x,u,v)|=
∣∣∣ ai

uαivγi
+uβi

∣∣∣≤ K.

Portanto (u,v) ∈ E ∩C1,α(Ω)×C1,β(Ω) é solução positiva de (1-1), onde α,β ∈
(0,1). �

finalizamos aqui o Capítulo 2.



CAPÍTULO 3
Sistemas Cooperativos
Domínio Limitado

Um Problema bem semelhante à (1-2) foi estudado por Kodja e Moussaoui (cf.
[28]) onde eles consideraram o problema

−∆pu = λuα1 + vβ1 em Ω

−∆qv = uα2 +λvβ2 em Ω

u,v > em Ω, u,v = 0 em ∂Ω.

(3-1)

Onde Ω⊂ IRN é um domínio limitado com fronteira C1,α(Ω), para α∈ (0,1), 1< p,q≤N.
E, ainda, λ > 0, −1 < α1,β2 < 0, α2 > q−1 e β1 > p−1.

Eles utilizaram o método de sub e super-solução para mostrar que (3-1) tem uma
solução positiva (u,v) ∈C1,γ

0 ×C1,γ
0 , para algum γ ∈ (0,1).

Assim, utilizando as mesmas notações do capítulo anterior, estudaremos o sis-
tema perturbado de (1-2), isto é;{

−∆pu = 1
uα1+ε

+ vβ1, −∆qv = 1
vα2+ε

+uβ2 em Ω

u,v > 0 em Ω, u = v = 0 em ∂Ω.
(3-2)

Definição 3.1 Uma solução fraca de (1-2) é um par de funções(u,v) ∈ W 1,p
0 (Ω)×

W 1,q
0 (Ω) positivas e satisfaz

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx =

∫
Ω

1
uα1

+φdx+
∫

Ω

vβ1φdx, φ ∈W 1,p
0 (Ω),∫

Ω

|∇v|q−2
∇v∇ψdx =

∫
Ω

1
vα2

+ψdx+
∫

Ω

uβ2ψdx, ψ ∈W 1,q
0 (Ω).

Lema 3.2 Suponha (H2)e(H5). Então para cada ε> 0 fixado, problema (3-2) possui uma

solução fraca positiva (uε,vε).

Demonstração: Com o mesmo propósito que nos fez utilizar o Lema Fundamental (cf.
Teorema C.10) fixemos duas bases de Schauder Σ = {w1,w2, ....} e Σ = {w1,w2, ....},
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respectivamente, de W 1,p
o (Ω) e W0. Logo (u,v) ∈ E temos,

u =
∞

∑
i=1

ξiwi = lim
m→∞

m

∑
i=1

ξiwi e v =
∞

∑
j=1

η jφ j = lim
m→∞

k

∑
i=1

η jw j, ξi,η j ∈ IR.

Defina em Em,k a seguinte norma

‖z‖m,k =
m

∑
i=1
|ξi|+

k

∑
j=1
|ηi|= ‖u‖m +‖v‖k = |ξ|+ |η|

onde |.| é a norma da soma em IRm; observe que para cada s ∈ IN, temos que (Ws,‖.‖s)

é isomorfo e isométrico a (IRs, |.|), (Como já foi feito no Capítulo 2). Onde conseguimos
obter que (Em×Ek,‖.‖m,k) é isomorfo e isométrico a (IRm× IRk).

Queremos mostrar que para cada m,k ∈ IN existe (um,vk) ∈ Em,k e ε > 0 fixado,
verificando a seguinte igualdade


∫

Ω

|∇um|p−2
∇um∇widx =

∫
Ω

wi

|um|α1 + ε
dx+

∫
Ω

(v+k )
β1widx,∫

Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇w jdx =

∫
Ω

w j

|vk|α2 + ε
dx+

∫
Ω

(u+m)
β2w jdx

(3-3)

para cada i = 1, ...,m.
Defina F : IRm× IRk→ IRm× IRk dada por

F(ξ,η) = (F1(ξ,η), ...,Fm(ξ,η),G1(ξ,η), ...,Gk(ξ,η))

onde
Fi(ξ,η) =

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇widx−

∫
Ω

wi

|u|α1 + ε
dx−

∫
Ω

(v+)β1widx

e
G j(ξ,η) =

∫
Ω

|∇v|q−2
∇v∇w jdx−

∫
Ω

w j

|v|α2 + ε
dx−

∫
Ω

(u+)β2w jdx

para cada i=1,...,m e j=1,...,k. Relembremos que podemos usar a identificação
(u,v)↔ (ξ,η). Queremos mostrar

i) Existe r > 0 tal que 〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ 0 para todo (ξ,η) satisfazendo |(ξ,η)|= r,

ii) F : IRm× IRk→ IRm× IRk é contínua.
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Observe o seguinte Observe o seguinte

〈Fi(ξ,η),ξi〉=
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇(ξiwi)dx−

∫
Ω

(ξiwi)

|u|α1 + ε
dx−

∫
Ω

(v+)β1(ξiwi)dx

e

〈Gi(ξ,η),η j〉=
∫

Ω

|∇v|q−2
∇v∇(ηiw j)dx−

∫
Ω

(ηiw j)

|v|α2 + ε
dx−

∫
Ω

(u+)β2(ηiw j)dx

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 =
m

∑
i=1
〈Fi(ξ,η),ξi〉+

m

∑
i=1
〈Gi(ξ,η),ηi〉= ‖u‖p

1,p +‖v‖
p
1,q−

∫
Ω

u
|u|α1 + ε

dx

−
∫

Ω

v
|v|α2 + ε

dx−
∫

Ω

(v+)β1udx−
∫

Ω

(u+)β2vdx.

Pela imersão contínua de Sobolev (cf. Teorema A.13) e pela Desigualdade de
Hölder (c.f Teorema A.4), segue que∫

Ω

u
|u|α1 + ε

dx≤ 1
ε

C1‖u‖p ≤
1
ε

C1‖u‖1,p,

∫
Ω

v
|v|α2 + ε

dx≤ 1
ε

C2‖v‖p ≤
1
ε

C2‖v‖1,q.

Como,
(v+)β1u≤ |v|β1|u| ≤ (|v|+ |u|)β1+1 ≤ 2β1+1(|v|β+1 + |u|β+1),

donde, a majoração feita acima servirá para majorar as desigualdades abaixo,∫
Ω

(v+)β1udx≤C3(‖u‖β1+1
β1+1 +‖v‖

β1+1
β1+1)≤C3(‖u‖β1+1

1,p +‖v‖β1+1
1,q )

∫
Ω

(u+)β2vdx≤C4(‖u‖β1+1
β1+1 +‖v‖

β1+1
β1+1 ≤C4(‖u‖β1+1

1,p +‖v‖β1+1
1,q ).

Assim,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ ‖u‖p
1,p +‖v‖

q
1,q−C1‖u‖1,p−C5‖u‖β1+1

1,p −C2‖v‖1,q−C6‖v‖β2+1
1,q

pela equivalência de normas ‖.‖1,p,‖.‖m e ‖.‖1,q,‖.‖k, respectivamente;

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉≥C‖u‖p
m+C‖v‖q

k−C‖u‖m−C‖u‖β1+1
m −C‖u‖β2+1

m −C‖v‖k−C‖u‖β1+1
m −C‖v‖β2+1

k

fazendo ‖(u,v)‖m,k = r = ‖u‖m +‖v‖k, onde ‖u‖m = r1, ‖v‖k = r2. Considere,

gε
1(r1) =Crp

1 −Cr1−Crβ1+1
1 −Crβ2+1

1
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e
gε

2(r2) =Crq
2−Cr2−Crβ1+1

2 −Crβ2+1
2 .

Segue que

lim
r→∞

gε
i (ri) = +∞

pois, por hipótese βi +1≤ p e

gε
1(r1) = rp

1

(
C5−C3r1−p

1 −C1rβ1+1−p
1 −C2rβ2+1−p

1

)
e

g2(r2) = rp
2

(
C5−C3r1−p

2 −C1rβ1+1−p
2 −C2rβ2+1−p

2

)
.

Logo, existem αi > 0 e ri > 0 tal que gi(ri)≥ α. Portanto,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ 0 se ‖(u,v)‖m,k = r0 = r1 + r2.

Devido a isometria entre Em,k e IRm× IRk, isto implica que

‖(u,v)‖m,k = |(ξ,η)|= r0.

Mostraremos que F é contínua. Considere

un =
m

∑
i=1

ξniwi e u =
m

∑
i=1

ξiwi

vn =
k

∑
j=1

ηn jw j e v =
k

∑
j=1

η jw j

onde, tendo em mente a isometria já supracitada;

ξn = (ξ1n, ...,ξmn)−→ ξ = (ξ1, ...,ξm)

ηn = (η1n, ...,ηkn)−→ ξ = (η1, ...,ηk)

logo,
un −→ u

vn −→ v

isto é,
(un,vn)−→ (u,v) em Em,k (3-4)
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Como Em,k tem dimensão finita, as normas ‖.‖ e ‖.‖m são equivalentes em Em,k.
Donde;

‖(un,vn)− (u,v)‖ −→ 0 em E.

Observe que para mostrar que F é contínua, basta mostrar que as Fi e G j são
contínuas; isto é

Da convergência acima e pelo teorema (A.3) temos que, a menos de uma
subsequência, 

‖∇un−∇u‖p −→ 0 em Lp(Ω),

∇unk(x)−→ ∇u(x) q.t.p em Ω,

|∇unk | ≤ g onde g ∈ Lp(Ω),

(3-5)

e da desigualdade de Poincaré ( cf. Teorema A.8) e pelo teorema A.3

‖un−u‖p −→ 0 em Lp(Ω),

‖vn− v‖q −→ 0 em Lp(Ω),

unk(x)−→ u(x) q.t.p em Ω,

vnk(x)−→ v(x) q.t.p em Ω,

|unk | ≤ ḡ onde ḡ ∈ Lp(Ω).

(3-6)

Segue que
|∇un|p−2

∇un∇wi −→ |∇u|p−2
∇u∇wi q.t.p em Ω.

||∇un|p−2
∇un∇wi| ≤ gp−1|∇wi|

Como
g ∈ Lp(Ω)⇒ |g|p−1 ∈ L

p
p−1

e
∇wi ∈ Lp(Ω) e

1
p
+

p−1
p

= 1,

pela desigualdade de Hölder (cf. Teorema A.4), obtemos que |g|p−1|wi| ∈ L1(Ω). Portanto
utilizando o Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), tem-se∫

Ω

|∇un|p−2
∇un∇widx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇widx. (3-7)

De (3-6) temos

wi

|un|α1 + ε
−→ wi

|u|α1 + ε
q.t.p Ω,∣∣∣∣ wi

|un|α1 + ε

∣∣∣∣≤ wi

ε
∈ Lp(Ω)
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e
vn(x)+wi −→ v+(x)wi q.t.p em Ω.

Temos,

(v+n )
β1wi ≤ |vn|β1|wi| ≤ (|vn|+ |wi|)β1+1 ≤ 2β1+1(|vn|β+1 + |wi|β+1)

donde,

|(v+n )βwi| ≤ 2β1+1(|vn|β+1 + |wi|β+1)≤ 2β1+1(h
β+1

+ |wi|β+1) ∈ L1(Ω),

pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2)∫
Ω

wi

|un|α1 + ε
dx−→

∫
Ω

wi

|u|α1 + ε
dx, (3-8)

∫
Ω

(v+n )
β1widx−→

∫
Ω

(v+)β1widx. (3-9)

De (3-7), (3-8) e (3-9); obtemos

Fi(ξnk ,ηnk)−→ Fi(ξ,η) quando (ξn,ηn)−→ (ξ,η).

Assim, como foi feito no Capítulo 2, mostramos que Fi são contínuas. De forma análoga,
podemos obter que as Gi são contínuas. Implicando que F é contínua. Portanto pela Lema
fundamental (cf. Teorema C.10) , existe (ξm,ηk) ∈ IRm× IRk com |(ξm,ηk)| ≤ r0 tal que
F(ξm,ηk) = 0. Pela identificação isométrica, Em×Ek entre IRm× IRk, temos que existe
(um,vk) ∈ Em×Ek tal que

‖(um,vk)‖m,k ≤ r0,∀m,k ∈ IN e Fi(ξm,ηk) = Gi(ξm,ηk) = 0

implicando que, ∀ i = 1, ...,m e j = 1, ...,k,

∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇widx =

∫
Ω

wi

|um|α1 + ε
dx+

∫
Ω

(v+k )
β1widx, (3-10)

∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇w jdx =

∫
Ω

w j
|vk|α2 + ε

dx+
∫

Ω

(u+m)
β2w jdx, (3-11)

multiplicando cada Fi e Gi por escalares αi e γi, respectivamente, e somando-as, obtemos:

∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx =

∫
Ω

φ

|um|α1 + ε
dx+

∫
Ω

(v+k )
β1φdx, para todo φ ∈Wm. (3-12)
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∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇ψdx =

∫
Ω

ψ

|vk|α2 + ε
dx+

∫
Ω

(u+m)
β2ψdx, para todo ψ ∈Wk. (3-13)

Afirmamos que um,vk são limitadas em W 1,p
0 (Ω) e W 1,q

0 (Ω), respectivamente.
Pois, fazendo φ = um em (3-12), combinando as desigualdades de Holder e de Poincaré
(cf. Teoremas A.4 e A.8) temos que,

‖um‖p
1,p =

∫
Ω

|∇um|pdx =
∫

Ω

um

|um|α1 + ε
dx+

∫
Ω

(v+k )
β1umdx

≤ 1
ε

∫
Ω

umdx+
∫

Ω

|vk|β1 |um|dx ≤ C1

(
‖um‖1,p +‖um‖β1+1

1,p +‖vk‖
β+1
1,q

)
então,

‖um‖p
1,p ≤C1

(
‖um‖1,p +‖um‖β1+1

1,p +‖vk‖
β1+1
1,q

)
de forma análoga, obtemos

‖vk‖q
1,q ≤C1

(
‖vk‖1,q +‖vk‖

β2+1
1,q +‖um‖β2+1

1,p

)
.

Um fato interessante deste problema, é o "entrelaçamento"de informação, um deles é que
(um) é limitada em W 1,p

0 (Ω) se, e somente se, (vk) é limitada em W 1,q
0 (Ω). Assim, se

supormos que (um) é ilimitada em W 1,p
0 (Ω) teremos que (vk) será ilimitada em W 1,q

0 (Ω).
Então podemos supor sem perda de generalidade que ‖um‖1,q,‖vk‖1,q > 1

‖um‖p
1,p+‖vk‖q

1,q≤C
(
‖um‖1,p +‖um‖β1+1

1,p +‖vk‖
β1+1
1,q +‖vk‖1,q +‖vk‖

β2+1
1,q +‖um‖β2+1

1,p

)
.

(3-14)
Como 1 < βi +1 < p,q, temos que

‖um‖1,p

‖um‖p
1,p
−→ 0

‖um‖βi+1
1,p

‖um‖p
1,p
−→ 0, quando ‖um‖1,p −→ ∞ (3-15)

de forma análoga,

‖vk‖1,q

‖uk‖q
1,k
−→ 0

‖vk‖
βi+1
1,q

‖vk‖q
1,q
−→ 0, quando ‖vk‖1,q −→ ∞ (3-16)

e
‖um‖p

1,p < ‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q =⇒
1

‖um‖1,p
>

1
‖um‖p

1,p +‖vk‖q
1,q
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assim,
‖um‖βi+1

1,p

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
<
‖um‖βi+1

1,p

‖um‖1,p
.

De (3-15) tem-se,

‖um‖βi+1
1,p

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
−→ 0, quando ‖um‖1,p −→ ∞ (3-17)

e também,
‖vk‖

βi+1
1,q

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
<
‖vk‖

βi+1
1,q

‖vk‖q
1,q

.

De (3-16) obtemos

‖vk‖
βi+1
1,q

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
−→ 0, quando ‖vk‖1,q −→ ∞ (3-18)

portanto,

1 <C

(
‖um‖1,p +‖um‖β1+1

1,p +‖vk‖
β1+1
1,q +‖vk‖1,q +‖vk‖

β2+1
1,q +‖um‖β2+1

1,p

)
‖um‖p

1,p +‖vk‖q
1,q

(3-19)

Logo, utilizando o que obtemos em (3-17),(3-18) e fazendo ‖um‖1,p,‖vk‖1,q −→∞ em (3-
19), chegamos a uma contradição. Portanto, (um) e (vk) são limitadas, respectivamente,
em W 1,p

0 (Ω),W 1,q
0 (Ω). Sendo estes espaços reflexivos, a menos de uma subsequência,

temos que
um ⇀ uε em W 1,p

0 (Ω),

vk ⇀ vε em W 1,q
0 (Ω).

Pelas imersões compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos,

um→ uε em Lp(Ω),

vk→ vε em Lq(Ω),

um(x)−→ uε(x) q.t.p em Ω,

vk(x)−→ vε(x) q.t.p em Ω,

|um| ≤ g1, onde g1 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < N p
N−p ,

|vk| ≤ g2, onde g2 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < Nq
N−q .

(3-20)

Observemos que, pelas convergências acimas

φ

|um|α1 + ε
−→ φ

|uε|α1 + ε
q.t.p Ω,
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(vk)
+

φ−→ (vε)
+

φ q.t.p Ω

e ∣∣∣ φ

|um|α1 + ε

∣∣∣≤ 1
ε
|φ| ∈ L1(Ω).

De (3-20) segue,

|(v+k )
β1φ|2β1+1(|vn|β+1 + |wi|β+1)≤ 2β1+1(gβ+1 + |wi|β+1) ∈ L1(Ω).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), segue que∫
Ω

φ

|um|α1 + ε
dx+

∫
Ω

(v+k )
β1φdx−→

∫
Ω

φ

|uε|α1 + ε
dx+

∫
Ω

(v+ε )
β1φdx (3-21)

Utilizando as convergências obtidas em (3-20), e argumentando de forma análoga, ao que
foi feito acima, obtemos que∫

Ω

ψ

|vk|α1 + ε
dx+

∫
Ω

(u+m)
β2ψdx−→

∫
Ω

ψ

|vε|α2 + ε
dx+

∫
Ω

(v+ε )
β2ψdx (3-22)

Como já foi feito no capítulo 2, segue a seguinte convergência∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx−→

∫
Ω

|∇uε|p−2
∇uε∇φdx,

∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇ψdx−→

∫
Ω

|∇vε|q−2
∇vε∇ψdx.

Ou seja (uε,vε) é solução fraca de
−∆puε =

1
|uε|α1+ε

+(v+ε )
β1, −∆qvε =

1
|vε|α2+ε

+(u+ε )
β2 in Ω

uε = vε = 0 em ∂Ω.

(3-23)

Afirmamos que uε, vε ≥ 0 e uε, vε 6≡ 0. De fato, observe que a solução nula não satisfaz
o sistema (3-23) e na formulação fraca do problema perturbado utilizando a função
φ =−u−ε ,

‖−uε‖p =
∫

Ω

|∇uε|p−2
∇uε∇(−u−ε )dx =−

∫
Ω

u−ε
|uε|α1 + ε

+ v+ε u−ε dx≤ 0

ou seja, como
‖u−ε ‖= ‖−u−ε ‖= 0.

Segue que uε ≥ 0 em Ω. De forma análoga, tomando ψ =−v−ε , obtemos que vε ≥ 0.
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A positividade de (uε,vε) segue do fato

−∆puε ≥
1

(uε +1)α1
em Ω.

Considerando que w é solução fraca, dada pelo Lema D.5, do
−∆pw = 1

(w+1)α1 em Ω,

w > 0 em Ω,

w = 0 em ∂Ω

(3-24)

como,
0≤ w

uε + ε
≤ 1

ε
w ∈ L∞(Ω)

temos que w e uε são respectivamente satisfazem as hipóteses do Teorema C.12 para cada
ε > 0 fixado. Logo pelo Teorema C.12 segue que

uε ≥ w > 0, q.t.p em Ω. (3-25)

E de forma análoga, considerando
−∆qz = 1

(z+1)β1
em Ω,

z > 0 em Ω,

z = 0 em ∂Ω,

(3-26)

temos,

vε ≥ w > 0 q.t.p em Ω. (3-27)

�

Observação 3.3 Agora vamos fazer ε −→ 0 para obter a solução de (1-2). Usando a

mesma notação feito no Capítulo 2, εn =
1
n , para cada n ∈ IN, logo (uεn,vεn) = (un,vn),

então temos das solução obtidas do Teorema 3.2 que
−∆pun =

1
u

α1
n + 1

n
+(vn)

β1 , −∆qvn =
1

v
α2
n + 1

n
+(un)

β2 em Ω

un,vn > 0, em Ω e un = vn = 0 sobre ∂Ω,

(3-28)

De (3-25) e (3-27)) segue que

un(x)+
1
n
≥ w(x) e vn(x)+

1
n
≥ z(x) q.t.p em Ω (3-29)
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Pelo observação D.6 segue que w, z ∈ C1(Ω), do Lema C.6 tem-se ∂un
∂η

, ∂vn
∂η

< 0, então

pelo Lema B.3 existem constantes C,K > 0 tais que

Cd(x)≤ w(x) e Kd(x)≤ z(x) em Ω (3-30)

De (3-29), (3-30)

1
(un +

1
n)

α1
≤ 1

wα1
≤ 1

d(x)α1
,

1
(vn +

1
n)

α2
≤ 1

zα2
≤ 1

d(x)α2
. (3-31)

Demonstração do Teorema 1.2: Seja (un,vn) a sequência de soluções fracas, definidas
anteriormente, do problema (2-2). Então, fazendo φ = un, utilizando as desigualdades de
Hölder, Hardy e de Poincaré (cf. Teoremas (A.4),(A.8) e (A.9)) com (3-31) temos que,

‖un‖p
1,p =

∫
Ω

|∇un|pdx =
∫

Ω

1
(un +

1
n)

α1
undx+

∫
Ω

vβ1
n undx

≤
∫

Ω

1
d(x)α1

undx+
∫

Ω

vβ1
n undx

=
∫

Ω

un

d(x)
1

d(x)α1−1 dx+
∫

Ω

vβ1
n undx

=
∫

Ω

un

d(x)
d(x)1−α1dx+

∫
Ω

vβ1
n undx

≤ ‖d(x)‖1−α
∞

∥∥∥∥ un

d(x)

∥∥∥∥
p
+C

(
‖vn‖β1+1

1,q +‖un‖β1+1
1,p

)
≤ C

(
‖un‖p +‖vn‖β1+1

1,q +‖un‖β1+1
1,p

)
então,

‖um‖p
1,p ≤C

(
‖un‖p +‖vn‖β1+1

1,q +‖un‖β1+1
1,p

)
e da mesma forma,

‖vk‖q
1,q ≤C

(
‖un‖p +‖vn‖β1+1

1,q +‖un‖β1+1
1,p

)
.

Utilizando os mesmo argumentos feitos, anteriormente em (3-14), temos então que
(um) e (vk) são limitadas, respectivamente, em W 1,p

0 (Ω), W 1,q
0 (Ω). Sendo estes espaços

reflexivos, a menos de uma subsequência, temos que

un ⇀ u em W 1,p
0 (Ω),

vn ⇀ v em W 1,q
0 (Ω).
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Pelas imersões compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema A.3 obtemos,

un→ u e vn→ v em Lp(Ω),Lq(Ω),

un(x)−→ u(x) q.t.p em Ω,

vn(x)−→ v(x) q.t.p em Ω,

|un| ≤ g1, onde g1 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < N p
N−p ,

|vn| ≤ g2, onde g2 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < Nq
N−q .

(3-32)

Observemos que, pelas convergências acimas

φ

|un|α1 + 1
n

−→ φ

|u|α1
q.t.p Ω,

(vn)
+

φ−→ (v)+φ q.t.p Ω

e ∣∣∣∣∣ φ

|un|α1 + 1
n

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣ φ

d(x)α1

∣∣∣∣ ∈ L1(Ω)

De (3-32) segue,

|(v+n )β1φ| ≤ 2β1+1(|vn|β+1 + |φ|β+1)≤ 2β1+1(gβ+1 + |φ|β+1) ∈ L1(Ω).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), segue que∫
Ω

φ

|un|α1 + 1
n

dx+
∫

Ω

(v+n )
β1φdx−→

∫
Ω

φ

|u|α1
dx+

∫
Ω

(v+)β1φdx. (3-33)

Utilizando as convergências obtidas em (3-32), e argumentando de forma análoga, ao que
foi feito acima, obtemos que∫

Ω

ψ

|vn|α2 + 1
n

dx+
∫

Ω

(u+n )
β2ψdx−→

∫
Ω

ψ

|v|α2
dx+

∫
Ω

(u+)β2ψdx. (3-34)

Como já foi feito no capítulo 2, segue a seguinte convergência∫
Ω

|∇un|p−2
∇un∇φdx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx,

∫
Ω

|∇vn|q−2
∇vk∇ψdx−→

∫
Ω

|∇v|q−2
∇v∇ψdx.
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Ou seja (u,v) é solução fraca de
−∆pu = 1

|u|α1 +(v+)β1 , −∆qv = 1
|v|α2 +(u+)β2 in Ω

u = v = 0 em ∂Ω,

(3-35)

A positividade segue de (3-29) e (3-32), u, v > 0. Portanto (u,v)é solução fraca de (1-2).
�

E finalizamos aqui o Capítulo 3.



CAPÍTULO 4
Sistemas com Termo Não-Homogêneo
Domínio Limitado

Agora iremos considerar a seguinte família de problemas
−∆pu = a1(x)

uα1vγ1+ε
+h1(x,u,v)+ f1(x), em Ω

−∆qv = a2(x)
uα2vγ2+ε

+h2(x,u,v)+ f2(x) em Ω

u,v > 0 em Ω, u = v = 0 em ∂Ω.

(4-1)

Definição 4.1 Uma solução fraca de (1-2) é um par de funções (u,v) ∈ W 1,p
0 (Ω)×

W 1,q
0 (Ω) positivas e satisfaz

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx =

∫
Ω

a1(x)
uα1vγ1

φdx+
∫

Ω

h1(x,u,v)φdx+
∫

Ω

f1(x)φdx, φ ∈W 1,p
0 (Ω),∫

Ω

|∇v|q−2
∇v∇ψdx =

∫
Ω

a2(x)
uα2vγ2

ψdx+
∫

Ω

h2(x,u,v)ψdx+
∫

Ω

f2(x)ψdx, ψ ∈W 1,q
0 (Ω).

Lema 4.2 Suponha (H0), (H2), (H6) e (1-4), (1-5). Então o problema (4-1) tem solução

fraca positiva para cada ε > 0.

Demonstração: Fixemos duas bases de Schauder Σ = {w1,w2, ....} e Σ = {w1,w2, ....},
respectivamente, de W 1,p

0 (Ω) e W 1,q
0 (Ω). Logo (u,v) ∈ E temos,

u =
∞

∑
i=1

ξiwi = lim
m→∞

m

∑
i=1

ξiwi e v =
∞

∑
j=1

η jφ j = lim
m→∞

k

∑
i=1

η jw j, ξi,η j ∈ IR.

Defina em Em,k a seguinte norma

‖z‖m,k =
m

∑
i=1
|ξi|+

k

∑
j=1
|ηi|= ‖u‖m +‖v‖k = |ξ|+ |η|

onde |.| é a norma da soma em IRm; onde s ∈ IN, temos que (Ws,‖.‖s) é isomorfo e
isométrico a (IRs, |.|). Assim, queremos obter para cada m,k ∈ IN existe (um,vk) ∈ Em,k
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e ε > 0 fixado, verificando a seguinte igualdade
∫

Ω

|∇um|p−2
∇um∇widx =

∫
Ω

a1(x)wi

|um|α1|vm|γ1 + ε
dx+

∫
Ω

h1(x,u,v)wi +
∫

Ω

f1(x)widx,∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇w jdx =

∫
Ω

a2(x)w j

|um|α2|vm|γ2 + ε
dx++

∫
Ω

h2(x,u,v)w j +
∫

Ω

f2(x)w jdx

(4-2)
para cada i = 1, ...,m e j = 1, ...,k. Defina F : IRm× IRk→ IRm× IRk dada por

F(ξ,η) = (F1(ξ,η), ...,Fm(ξ,η),G1(ξ,η), ...,Gk(ξ,η))

onde

Fi(ξ,η) =
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇widx−

∫
Ω

a1(x)wi

|u|α1|v|γ1 + ε
dx−

∫
Ω

h1(x,u,v)widx−
∫

Ω

f1(x)widx

e

G j(ξ,η)=
∫

Ω

|∇v|q−2
∇v∇w jdx−

∫
Ω

a2(x)w j

|u|α2|v|γ2 + ε
dx−

∫
Ω

h2(x,u,v)w jdx−
∫

Ω

f2(x)w jdx

para cada i=1,...,m e j=1,...,k. E temos identificação (u,v)↔ (ξ,η). Queremos mostrar

i) Existe r > 0 tal que 〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ 0 para todo (ξ,η) satisfazendo |(ξ,η)|= r,

ii) F : IRm× IRk→ IRm× IRk é contínua.

Daí,

〈Fi(ξ,η),ξi〉 =
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇(ξiwi)dx−

∫
Ω

a1(x)(ξiwi)

|u|α1 |v|γ1 + ε
dx−

∫
Ω

h1(x,u,v)(ξiwi)dx

−
∫

Ω

f1(x)(ξiwi)dx

e

〈Gi(ξ,η),η j〉 =
∫

Ω

|∇v|q−2
∇v∇(ηiw j)dx−

∫
Ω

a2(x)(ηiw j)

|u|α2|v|γ2 + ε
dx−

∫
Ω

h2(x,u,v)(η jw j)dx

−
∫

Ω

f2(x)(η jw j)dx,

logo,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 =
m

∑
i=1
〈Fi(ξ,η),ξi〉+

m

∑
i=1
〈Gi(ξ,η),ηi〉= ‖u‖p

1,p +‖v‖
p
1,q−

∫
Ω

a1(x)u
|u|α1|v|γ1 + ε

dx
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−
∫

Ω

a2(x)v
|u|α2|v|γ2 + ε

dx−
∫

Ω

h1(x,u,v)udx−
∫

Ω

f1(x)udx

−
∫

Ω

h2(x,u,v)vdx−
∫

Ω

f2(x)vdx.

Pela imersão de contínua de Sobolev (cf. Teorema A.13) e pela Desigualdade de Hölder
(cf A.4), segue que

∫
Ω

a1(x)u
|u|α1 |v|γ1 + ε

dx≤ 1
ε
‖a1‖∞‖u‖p ≤C1‖u‖1,p,

∫
Ω

a2(x)v
|u|α2|v|γ2 + ε

dx≤ 1
ε
‖a2‖∞‖v‖p ≤C2‖v‖1,q,∫

Ω

f1(x)udx≤ ‖ f1‖∞‖u‖p ≤C3‖u‖1,p

e ∫
Ω

f2(x)vdx≤ ‖ f2‖∞‖v‖q ≤C4‖v‖1,q

como,
|v||u|β1 ≤ (|v|+ |u|)β1+1 ≤ 2β1+1

(
|v|β1+1 + |u|β1+1

)
,

|u||v|σ2 ≤ (|v|+ |u|)σ1+1 ≤ 2σ2+1 (|v|σ2+1 + |u|σ2+1) .
Logo,∫

Ω

|v||u|β1dx≤
∫

Ω

(|v|+|u|)β1+1≤ 2β1+1
∫

Ω

(
|v|β1+1 + |u|β1+1

)
dx≤C5

(
‖u‖β1+1

1,p +‖v‖β1+1
1,q

)
,

∫
Ω

|u||v|σ2dx≤
∫

Ω

(|v|+|u|)σ1+1dx≤ 2σ2+1
∫

Ω

(
|v|σ2+1 + |u|σ2+1)≤C6

(
‖u‖σ2+1

1,p +‖v‖σ2+1
1,q

)
.

Donde, ∫
Ω

h1(x,u,v)udx ≤
∫

Ω

b11(x)|u|σ1+1dx+
∫

Ω

b12(x)|u||v|σ2dx

≤ C7‖u‖σ1+1
1,p +C6

(
‖u‖σ2+1

1,p +‖v‖σ2+1
1,q

)
,

∫
Ω

h2(x,u,v)vdx ≤
∫

Ω

b21(x)|v||u|β1dx+
∫

Ω

b22(x)|v|β2+1dx

≤ C5

(
‖u‖β1+1

1,p +‖v‖β1+1
1,q

)
+C8‖v‖β2+1

1,q .

Portanto,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ ‖u‖p
1,p +‖v‖

p
1,q−C1‖u‖1,p−C2‖v‖1,q−C5

(
‖u‖β1+1

1,p +‖v‖β1+1
1,q

)
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− C6

(
‖u‖σ2+1

1,p +‖v‖σ2+1
1,q

)
−C7‖u‖σ1+1

1,p −C8‖v‖β2+1
1,q .

Pela equivalência de normas ‖.‖1,p,‖.‖m e ‖.‖1,q,‖.‖k, respectivamente,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ C9‖u‖p
m +C10‖v‖q

k−C3‖u‖m−C4‖v‖k−C5

(
‖u‖β1+1

m +‖v‖β1+1
k

)
− C6

(
‖u‖σ2+1

m +‖v‖σ2+1
k

)
−C7‖u‖σ1+1

m −C8‖v‖β2+1
k

fazendo ‖(u,v)‖m,k = r = ‖u‖m +‖v‖k, onde ‖u‖m = r1, ‖v‖k = r2.
Considere,

gε
1(r1) =C5rp

1 −C3r1−C1rβ1+1
1 −C2rσ1+1

1 −Crσ2+1
1

e
gε

2(r2) =C6rq
2−C3r2−C1rβ1+1

2 −C2rβ2+1
2 −Crσ2+1

2 .

Por hipótese, de (H6), tem-se

lim
r→∞

gε
i (ri) = +∞.

Logo, existem αi > 0 e ri > 0 tal que gi(ri)≥ α. Portanto,

〈F(ξ,η),(ξ,η)〉 ≥ 0 se ‖(u,v)‖m,k = r0 = r1 + r2.

Devido a isometria entre Em,k e IRm× IRk, isto implica que

‖(u,v)‖m,k = |(ξ,η)|= r0.

Mostraremos que F é contínua. Considere

un =
m

∑
i=1

ξniwi e u =
m

∑
i=1

ξiwi

vn =
k

∑
j=1

ηn jw j e v =
k

∑
j=1

η jw j

onde,
ξn = (ξ1n, ...,ξmn)−→ ξ = (ξ1, ...,ξm)

ηn = (η1n, ...,ηkn)−→ ξ = (η1, ...,ηk)

logo,
(un,vn)−→ (u,v) em Em,k. (4-3)
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Como Em,k tem dimensão finita, as normas ‖.‖ e ‖.‖m são equivalentes em Em,k.
Donde;

‖(un,vn)− (u,v)‖ −→ 0 em E.

Da convergência acima e pelo teorema (A.3) temos que, a menos de uma
subsequência, 

‖∇un−∇u‖p −→ 0 em Lp(Ω),

∇unk(x)−→ ∇u(x) q.t.p em Ω,

|∇unk | ≤ g onde g ∈ Lp(Ω),

(4-4)

e da desigualdade de Poincaré ( cf. Teorema A.8) e pelo teorema (A.3)

‖un−u‖p −→ 0 em Lp(Ω),

‖vn− v‖q −→ 0 em Lp(Ω),

unk(x)−→ u(x) q.t.p em Ω,

vnk(x)−→ v(x) q.t.p em Ω,

|unk | ≤ ḡ onde ḡ ∈ Lp(Ω).

(4-5)

Segue que
|∇un|p−2

∇un∇wi −→ |∇u|p−2
∇u∇wi q.t.p em Ω,

||∇un|p−2
∇un∇wi| ≤ gp−1|∇wi|,

como
g ∈ Lp(Ω)⇒ |g|p−1 ∈ L

p
p−1

e
∇wi ∈ Lp(Ω) e

1
p
+

p−1
p

= 1.

Pela desigualdade de Hölder (cf. Teorema A.4), obtemos que |g|p−1|wi| ∈ L1(Ω). Portanto
utilizando o Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), tem-se∫

Ω

|∇un|p−2
∇un∇widx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇widx. (4-6)

De (4-5) temos
a1(x)wi

|un|α1|vn|γ1 + ε
−→ a1(x)wi

|u|α1|v|γ1 + ε
q.t.p Ω,∣∣∣∣ a1(x)wi

|un|α1|vn|γ1 + ε

∣∣∣∣≤ a1(x)wi

ε
∈ Lp(Ω),

h1 sendo Caracthéodory, temos

h1(x,un,vn)wi −→ h1(x,u,v)wi q.t.p em Ω.
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Por hipótese 1 < p−σi, isto implica que

N− p < N(p−σi) =⇒
p

p−σi
<

N p
N− p

e pelas Imersões compactas (cf. Teorema A.14) temos que

wi ∈ Ls(Ω), 1≤ s <
N p

N− p

logo,
wi ∈ L

p
p−σi (Ω)

como,

ḡβ1 ∈ L
p

β1 (Ω) e
β1

p
+

p−β1

p
= 1. (4-7)

Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4),

|un|σ1wi| ≤ |ḡβ

1||wi| ∈ L1(Ω),

|vn|σ2wi| ≤ |ḡβ

2||wi| ∈ L1(Ω),

pela condição de crescimento da h1 e das desigualdades acima,

|h1(x,un,vn)wi| ≤ b11(x)|ḡβ

1||wi|+b12(x)|ḡβ

2||wi| ∈ L1(Ω).

Donde, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2)

∫
Ω

a1(x)(ξiwi)

|un|α1|vn|γ1 + ε
dx−→

∫
Ω

a1(x)(ξiwi)

|u|α1|v|γ1 + ε
dx (4-8)

e ∫
Ω

h1(x,un,vn)widx−→
∫

Ω

h1(x,u,v)widx. (4-9)

De (4-6), (4-8) e (4-9), obtemos

Fi(ξnk ,ηnk)−→ Fi(ξ,η) quando (ξn,ηn)−→ (ξ,η).

Assim as Fi são contínuas. De forma análoga, podemos obter que as Gi são contínuas.
Implicando que F é contínua.

Portanto pela Lema fundamental (cf. Teorema C.10) , existe (ξm,ηk) ∈ IRm× IRk

com |(ξm,ηk)| ≤ r0 tal que F(ξm,ηk) = 0. Pela identificação isométrica, Em×Ek entre
IRm× IRk, temos que existe (um,vk) ∈ Em×Ek tal que

‖(um,vk)‖m,k ≤ r0,∀m,k ∈ IN e Fi(ξm,ηk) = Gi(ξm,ηk) = 0
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implicando que, ∀ i = 1, ...,m e j = 1, ...,k,

∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇widx =

∫
Ω

a1(x)wi

|um|α1|vk|γ1 + ε
dx+

∫
Ω

h1(x,um,vk)widx+
∫

Ω

f1(x)widx,

∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇w jdx =

∫
Ω

a2(x)w j
|um|α2|vk|γ2 + ε

dx+
∫

Ω

h2(x,um,vk)w jdx+
∫

Ω

f2(x)w jdx.

Multiplicando cada Fi e Gi por escalares αi e γi, respectivamente, e somando-as, obtemos:

∫
Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx=

∫
Ω

a1(x)φ
|um|α1|vk|γ1 + ε

dx+
∫

Ω

h1(x,um,vk)φdx+
∫

Ω

f1(x)φdx, φ∈Wm.

(4-10)
e∫

Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇ψdx=

∫
Ω

a2(x)ψ
|um|α2|vk|γ2 + ε

dx+
∫

Ω

h2(x,um,vk)ψdx+
∫

Ω

f2(x)ψdx, ψ∈Wk.

(4-11)
fazendo φ = um em (4-10), combinando as desigualdades de Hölder, de Poincaré (cf.
Teoremas A.4 e A.8) e a condição de crescimento (H4) temos que,

‖um‖p =
∫

Ω

|∇um|pdx =
∫

Ω

a1(x)um

|um|α1 |vk|γ1 + ε
dx+

∫
Ω

h1(x,um,vk)um +
∫

Ω

f1(x)um

≤ 1
ε

∫
Ω

a1(x)umdx+
∫

Ω

b11(x)|um|σ1+1dx+
∫

Ω

b12(x)|um||vk|σ2dx+
∫

Ω

f1(x)um

≤ 1
ε
‖a1‖∞‖um‖p +C1‖b11‖∞‖um‖σ1+1

σ1+1 +C2‖b12‖∞

(
‖um‖σ2+1

p +‖vm‖σ2+1
q

)
+‖ f1‖∞‖um‖p

≤ C2‖um‖1,p +C1‖um‖σ1+1
1,p +C3‖um‖σ2+1

1,p +C4‖vm‖σ2+1
1,q

então,
‖um‖p

1,p ≤C2‖um‖1,p +C1‖um‖σ1+1
1,p +C3‖um‖σ2+1

1,p +C4‖vm‖σ2+1
1,q .

De forma análoga,

‖vk‖q
1,q ≤C5‖vk‖1,q +C6‖vk‖

β1+1
1,q +C7‖vk‖

β2+1
1,q +C8‖um‖β2+1

1,p .

(um) é limitada em W 1,p
0 (Ω) se, e somente se, (vk) é limitada em W 1,q

0 (Ω).
Assim, se supormos que (um) é ilimitada em W 1,p

0 (Ω) teremos que (vk) será ilimitada
em W 1,q

0 (Ω). Então podemos supor sem perda de generalidade que ‖um‖1,q,‖vk‖1,q > 1

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q ≤ C
(
‖um‖1,p +‖um‖σ1+1

1,p +‖um‖σ2+1
1,p +‖um‖β2+1

1,p

)
+ C

(
‖vk‖1,q +‖vk‖

β1+1
1,q +‖vk‖

β2+1
1,q +‖vm‖σ2+1

1,q

)
, (4-12)
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como 1 < σi +1 < p,q e 1 < βi +1 < p,q temos que

‖um‖1,p

‖um‖p
1,p
−→ 0

‖um‖σi+1
1,p

‖um‖p
1,p
−→ 0

‖um‖βi+1
1,p

‖um‖p
1,p
−→ 0, desde ‖um‖1,p −→ ∞ (4-13)

de forma análoga,

‖vk‖1,q

‖uk‖q
1,k
−→ 0

‖vk‖σi+1
1,q

‖vk‖q
1,q
−→ 0

‖vk‖
βi+1
1,q

‖vk‖q
1,q
−→ 0, desde ‖vk‖1,q −→ ∞ (4-14)

e
‖um‖p

1,p < ‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q =⇒
1

‖um‖1,p
>

1
‖um‖p

1,p +‖vk‖q
1,q

.

Assim,
‖um‖σi+1

1,p

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
<
‖um‖σi+1

1,p

‖um‖1,p

‖um‖βi+1
1,p

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
<
‖um‖βi+1

1,p

‖um‖1,p
.

De (4-13) tem-se,

‖um‖βi+1
1,p

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
−→ 0, quando ‖um‖1,p −→ ∞ (4-15)

e
‖um‖σi+1

1,p

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
−→ 0, quando ‖um‖1,p −→ ∞ (4-16)

analogamente,
‖vk‖σi+1

1,q

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
<
‖vk‖σi+1

1,q

‖vk‖q
1,q

e
‖vk‖

βi+1
1,q

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
<
‖vk‖

βi+1
1,q

‖vk‖q
1,q

De (4-14) obtemos

‖vk‖
βi+1
1,q

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
−→ 0, quando ‖vk‖1,q −→ ∞ (4-17)

‖vk‖σi+1
1,q

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
−→ 0, quando ‖vk‖1,q −→ ∞ (4-18)
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portanto,

1 < C

(
‖um‖1,p +‖um‖σ1+1

1,p +‖um‖σ2+1
1,p +‖um‖β2+1

1,p

)
‖um‖p

1,p +‖vk‖q
1,q

+
‖vk‖1,q +‖vk‖

β1+1
1,q +‖vk‖

β2+1
1,q +‖vm‖σ2+1

1,q

‖um‖p
1,p +‖vk‖q

1,q
. (4-19)

Logo, utilizando o que obtemos em (4-15), (4-16), (4-17), (4-18) e fazendo
‖um‖1,p,‖vk‖1,q −→ ∞ em (4-19), chegamos a uma contradição.

Portanto, (um) e (vk) são limitadas, respectivamente, em W 1,p
0 (Ω), W 1,q

0 (Ω).
Sendo estes espaços reflexivos, a menos de uma subsequência, temos que

um ⇀ uε em W 1,p
0 (Ω),

vk ⇀ vε em W 1,q
0 (Ω).

Pelas imersões compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos,

um→ uε e vk→ vε em Lp(Ω), Lq(Ω),

um(x)−→ uε(x) q.t.p em Ω,

vk(x)−→ vε(x) q.t.p em Ω,

|um| ≤ g1, onde g1 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < N p
N−p ,

|vk| ≤ g2, onde g2 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < Nq
N−q .

(4-20)

Observemos que, pelas convergências acimas

a1(x)φ
|um|α1|vk|γ1 + ε

−→ a1(x)φ
|uε|α1|vε|γ1 + ε

q.t.p Ω,

f (x,um,vk)φ−→ f (x,uε,vε)φ q.t.p Ω

e ∣∣∣ a1(x)φ
|um|α1|vk|γ1 + ε

∣∣∣≤ 1
ε
|a1(x)φ| ∈ L1(Ω)

como,
φ ∈ L

p
p−σi (Ω)

e
ḡσ1 ∈ L

p
σ1 (Ω) e

σ1

p
+

p−σ1

p
= 1. (4-21)

Pela desigualdade de Hölder (cf. Teorema A.4),

|um|σ1φ| ≤ |ḡσ1
1 ||φ| ∈ L1(Ω),
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|vn|σ2φ| ≤ |ḡβ

2||φ| ∈ L1(Ω).

De (4-20) e (1-5) segue,

|h1(x,um,vk)φ| ≤ b11(x)|ḡβ

1||φ|+b12(x)|ḡβ

2||φ| ∈ L1(Ω)

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

∫
Ω

(
a1(x)

|um|α1|vk|γ1 + ε
+h1(x,um,vk)+ f1(x)

)
φ−→

∫
Ω

(
a1

|uε|α1|vε|γ1 + ε
+h1(x,uε,vε)+ f1(x)

)
φ

(4-22)
Utilizando as convergências obtidas em (4-20), e argumentando de forma análoga, ao que
foi feito acima, obtemos que

∫
Ω

(
a2(x)

|um|α2|vk|γ2 + ε
+h2(x,um,vk)+ f2(x)

)
ψ−→

∫
Ω

(
a2(x)

|uε|α2|vε|γ2 + ε
+h2(x,uε,vε)+ f2(x)

)
ψ

(4-23)
Como já estamos ambientados, do capítulo 2, com a seguinte convergência∫

Ω

|∇um|p−2
∇um∇φdx−→

∫
Ω

|∇uε|p−2
∇uε∇φdx

∫
Ω

|∇vk|q−2
∇vk∇ψdx−→

∫
Ω

|∇vε|q−2
∇vε∇dx

temos que (uε,vε) é solução fraca de
−∆puε =

a1(x)
|uε|α1 |vε|γ1+ε

+h1(x,uε,vε)+ f1(x) em Ω

−∆qvε =
a2(x)

|uε|α2 |vε|γ2+ε
+h2(x,uε,vε)+ f2(x) em Ω

uε = vε = 0 em ∂Ω.

(4-24)

Considerando w ∈W 1,p
0 (Ω)∩C1,α(Ω) e z ∈W 1,q

0 (Ω)∩C1,α(Ω) soluções únicas positivas
dos seguintes problemas (cf. Teorema B.6 e a observação B.7 apêndice).

−∆pw = f1 em Ω, w = 0 sobre ∂Ω

e
−∆qz = f2 em Ω, z = 0 sobre ∂Ω.

Como,
−∆puε ≥ f1 e −∆qvε ≥ f2

Assim, pelo Teorema da Comparação Fraca (cf. Teorema C.7)

un(x)≥ w(x)> 0 e vn(x)≥ z(x)> 0 q.t.p em Ω (4-25)
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portanto uε,vε > 0. E (u,v) é solução fraca de (4-1). �

Observação 4.3 Agora faremos ε−→ 0 para obter a solução de (1-3). Da mesma forma

que já fizemos anteriormente denotaremos, εn = 1
n , para cada n ∈ IN, logo (uεn,vεn) =

(un,vn), então temos das solução obtidas do Lema 4.2 que
−∆pun =

a1(x)
u

α1
n v

γ1
n + 1

n
+h1(x,un,vn)+ f1(x) em Ω

−∆qvn =
a2(x)

u
α2
n v

γ2
n + 1

n
+h2(x,un,vn)+ f2(x) em Ω

un,vn > 0, em Ω e un = vn = 0 sobre ∂Ω,

(4-26)

pelo Lema B.3 existem constantes C,K > 0 tais que

Cd(x)≤ w(x) e Kd(x)≤ z(x) em Ω. (4-27)

De (4-25), (4-27) e (H4),

a1

uα1
n vγ1

n
≤ a1

wα1zγ1
≤ a1

d(x)α1+γ1
∈ Lp′(Ω),

a2

uα2
n vγ2

n
≤ a2

wα2zγ2
≤ a2

d(x)α2+γ2
∈ Lq′(Ω). (4-28)

Demonstração do Teorema 1.3: φ = un, combinando as desigualdades de Hölder e de
Poincaré (cf. Teoremas A.4 e A.8) com (4-28) temos que,

∫
Ω

|∇un|pdx =
∫

Ω

a1(x)un

uα1
n vγ1

n + 1
n

dx+
∫

Ω

h1(x,un,vn)undx+
∫

Ω

f1(x)undx

≤
∫

Ω

a1

uα1
n vγ1

n
undx+

∫
Ω

h1(x,un,vn)un +
∫

Ω

f1(x)undx

≤
∫

Ω

a1

d(x)α1+γ1
undx+

∫
Ω

b11(x)|un|σ1+1dx

+
∫

Ω

b12(x)|un||vn|σ2dx+
∫

Ω

f1(x)undx

≤
∥∥∥∥ a1

d(x)α1+γ1

∥∥∥∥
p′
‖un‖p +C1‖b11‖∞‖un‖σ1+1

σ1+1

+ C2‖b12‖∞

(
‖un‖σ2+1

p +‖vn‖σ2+1
q

)
+‖ f1‖∞‖un‖p

≤ C3‖un‖1,p +C4‖un‖σ1+1
1,p +C5‖un‖σ2+1

1,p +C6‖vn‖σ2+1
1,q

então,
‖un‖p ≤C3‖un‖1,p +C4‖un‖σ1+1

1,p +C5‖un‖σ2+1
1,p +C6‖vn‖σ2+1

1,q
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De forma análoga,

‖vn‖q
1,q ≤C5‖vn‖1,q +C6‖vn‖β1+1

1,q +C7‖vn‖β2+1
1,q +C8‖un‖β2+1

1,p

Assim, (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω) se, e somente se, (vn) é limitada em W 1,q

0 (Ω).
Assim, se supormos que (un) é ilimitada em W 1,p

0 (Ω) teremos que (vn) será ilimitada em
W 1,q

0 (Ω). Então podemos supor sem perda de generalidade que ‖un‖1,q,‖vn‖1,q > 1

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q ≤ C
(
‖un‖1,p +‖un‖σ1+1

1,p +‖un‖σ2+1
1,p +‖un‖β2+1

1,p

)
+ C

(
‖vn‖1,q +‖vn‖β1+1

1,q +‖vn‖β2+1
1,q +‖vn‖σ2+1

1,q

)
(4-29)

Como de (H6) ,temos que

‖un‖1,p

‖un‖p
1,p
−→ 0

‖un‖σi+1
1,p

‖un‖p
1,p
−→ 0

‖un‖βi+1
1,p

‖un‖p
1,p
−→ 0, desde ‖un‖1,p −→ ∞ (4-30)

de forma análoga;

‖vn‖1,q

‖vn‖q
1,q
−→ 0

‖vn‖σi+1
1,q

‖vn‖q
1,q
−→ 0

‖vn‖βi+1
1,q

‖vn‖q
1,q
−→ 0, desde ‖vn‖1,q −→ ∞ (4-31)

e;
‖un‖p

1,p < ‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q =⇒
1

‖un‖1,p
>

1
‖un‖p

1,p +‖vn‖q
1,q

.

Assim,
‖un‖σi+1

1,p

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
<
‖un‖σi+1

1,p

‖un‖1,p

e
‖un‖βi+1

1,p

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
<
‖un‖βi+1

1,p

‖un‖1,p
.

De (4-30) tem-se,

‖un‖βi+1
1,p

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
−→ 0, quando ‖un‖1,p −→ ∞ (4-32)

‖un‖σi+1
1,p

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
−→ 0, quando ‖un‖1,p −→ ∞ (4-33)

analogamente,
‖vn‖σi+1

1,q

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
<
‖vn‖σi+1

1,q

‖vn‖q
1,q
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‖vn‖βi+1
1,q

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
<
‖vn‖βi+1

1,q

‖vn‖q
1,q

.

De (4-31) obtemos

‖vn‖βi+1
1,q

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
−→ 0, quando ‖vn‖1,q −→ ∞ (4-34)

‖vn‖σi+1
1,q

‖un‖p
1,p +‖vn‖q

1,q
−→ 0, quando ‖vn‖1,q −→ ∞ (4-35)

logo, utilizando o que obtemos em (4-32),(4-33),(4-34), (4-35) e fazendo
‖un‖1,p,‖vn‖1,q −→ ∞ em (4-19),chegamos a uma contradição.

Portanto, (un) e (vn) são limitadas, respectivamente, em W 1,p
0 (Ω), W 1,q

0 (Ω).
Sendo estes espaços reflexivos, a menos de uma subsequência, temos que

un ⇀ u em W 1,p
0 (Ω),

vn ⇀ v em W 1,q
0 (Ω).

Pelas imersões compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos,

un→ u e vn→ v em Lp(Ω),Lq(Ω),

un(x)−→ u(x) q.t.p em Ω,

vn(x)−→ v(x) q.t.p em Ω,

|un| ≤ g1, onde g1 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < N p
N−p ,

|vn| ≤ g2, onde g2 ∈ Ls(Ω) 1≤ s < Nq
N−q .

(4-36)

Observemos que, pelas convergências acimas

h1(x)φ
uα1

n vγ1
n + 1

n

−→ h1(x)φ
uα1vγ1 + 1

n

q.t.p Ω,

f (x,un,vn)φ−→ f (x,u,v)φ q.t.p Ω

e ∣∣∣ h1φ

uα1
n vγ1

n + 1
n

∣∣∣≤ 1
ε
|h1φ| ∈ L1(Ω).

Como,
φ ∈ L

p
p−σi (Ω)

e
ḡβ1 ∈ L

p
β1 (Ω) e

σ1

p
+

p−σ1

p
= 1. (4-37)
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Pela desigualdade de Hölder (cf. Teorema A.4),

|un|σ1φ| ≤ |ḡβ

1||φ| ∈ L1(Ω),

|vn|σ2φ| ≤ |ḡβ

2||φ| ∈ L1(Ω).

De (4-20) segue,

| f (x,un,vn)φ| ≤ a11(x)|ḡβ

1||φ|+a12(x)|ḡβ

2||φ| ∈ L1(Ω).

Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada (cf. Teorema A.2), segue que∫
Ω

h1φ

uα1
n vγ1

n + ε
+

∫
Ω

f (x,un,vn)φ+
∫

Ω

f1(x)φ−→
∫

Ω

h1φ

uα1vγ1
+

∫
Ω

f (x,u,v)φ+
∫

Ω

f1(x)φ

(4-38)
Utilizando as convergências obtidas em (4-36), e argumentando de forma análoga, ao que
foi feito acima, obtemos que∫

Ω

h2ψ

uα2
n vγ2

n + 1
n

+
∫

Ω

g(x,un,vn)ψ+
∫

Ω

f2(x)ψ−→
∫

Ω

h2ψ

uα2vγ2
+

∫
Ω

g(x,u,v)ψ+
∫

Ω

f2(x)ψ

(4-39)
Do que já foi feito no Capítulo 2 temos∫

Ω

|∇un|p−2
∇un∇φdx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx,

∫
Ω

|∇vn|q−2
∇vn∇ψdx,−→

∫
Ω

|∇v|q−2
∇v∇ψdx.

Temos que (u,v) é solução fraca de (1-3).
A positividade de (u,v) segue de (4-25), (4-36). E Portanto (u,v) é solução do

problema (1-3). �

Finalizamos aqui o Capítulo 4.



CAPÍTULO 5
Sistemas com Termo Côncavo-Convexo
Domínio Não Limitado

Nos artigos [11, 12] os autores estudaram o problema (∗)λ para uma equação
e utilizaram os mesmos métodos que iremos apresentar a seguir. Antes de demonstrar
o Teorema principal do Capítulo vamos enunciar e demonstrar resultados que iram nos
auxiliar na demonstração do Teorema 1.4.

Definição 5.1 Uma solução fraca de (∗)λ é um par de funções (u,v) ∈ W 1,p
0 (Ω)×

W 1,q
0 (Ω) positivas que satisfaz∫

IRN
|∇u|p−2

∇u∇φ+V (x)up−1
φdx =

∫
IRN

λuα1φ+ vβ1φdx φ ∈C∞
0 (IR

N),∫
IRN
|∇v|q−2

∇v∇ψ+V (x)vq−1
ψdx =

∫
IRN

λvα2ψ+uβ2ψdx ψ ∈C∞
0 (IR

N).

Lema 5.2 Seja Ω ⊂ IRN domínio limitado. Se V : Ω → IR e u1,u2 ∈ W 1,p
0 (Ω) não-

negativas tal que∫
Ω

|∇u1|p−2
∇u1∇φ+V (x)up−1

1 φdx≤
∫

Ω

|∇u2|p−2
∇u2∇φ+V (x)up−1

2 φdx

Então, u1 ≤ u2 em Ω.

Demonstração: Seja φ = (u1−u2)
+

Por hipótese teremos,∫
Ω

(|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2)∇(u1−u2)
++V (x)(up−1

1 −up−1
2 )(u1−u2)

+dx≤ 0

Segue que,∫
u1>u2

(|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2)∇(u1−u2)+V (x)(up−1
1 −up−1

2 )(u1−u2)dx≤ 0
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Daí, pela desigualdade acima e pelo teorema (A.15)

0 ≤
∫

u1>u2

(|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2)∇(u1−u2)dx

≤
∫

u1>u2

(|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2)∇(u1−u2)+V (x)(up−1
1 −up−1

2 )(u1−u2)dx≤ 0

ou seja, ∫
u1>u2

(|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2)∇(u1−u2)dx = 0. (5-1)

Definamos, Ω0 = {x ∈ Ω /u1(x)> u2(x)}, assim como já definimos o operador
−∆pu, pelo Teorema B.4 este é estritamente monótono e de (5-1) tem-se

〈−∆pu1− (−∆pu2),u1−u2〉= 0, em Ω0

Assim, temos que em Ω0 é tal que ∇u1 = ∇u2.
Afirmamos que Ω0 = /0, pois se supormos ao contrário, temos que

∇(u1−u2)
+ = 0, em Ω, (5-2)

pois,

∇(u1−u2)
+ = 0, em Ω

c
0, (5-3)

logo, como Ω é um domínio limitado

(u1−u2)
+ = c, em Ω (5-4)

onde c um constante. Como (u1−u2)
+ ∈W 1,p

0 (Ω), segue que c = 0, contrariando o fato
de Ω0 ser não-vazio. Portanto, u1 ≤ u2, em Ω. �

Referimos o leitor à [19] para resultados relacionados de Princípio de Máximo e
Comparação.

Consideremos o seguinte sistema
−∆pu+V (x)up−1 = f (x,u,v) em Ω,

−∆qv+V (x)vq−1 = g(x,u,v) em Ω,

u,v≥ 0 em Ω u,v = 0 em ∂.Ω

(5-5)

Onde ,

(F0) f (x, ·,v), f (x,u, ·), g(x, ·,v), g(x,u, ·) são não-decrescentes,
(F1) f ,g são Caracthéodory,
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(F2) f (.,u(.),v(.)),g(.,u(.),v(.)) ∈ L∞(Ω), quando u,v ∈ L∞(Ω),

Definiremos a seguir o que entendemos por sub e super-solução do problema
(5-5).

Definição 5.3 Um par (u,v),(u,v) ∈W 1,p
0 (Ω)∩C(Ω) de funções não-negativas diz-se

que é uma sub e super-solução de (5-5), se satisfaz respectivamente
−∆pu+V (x)up−1 ≥ f (x,u,v), v ∈ [v,v],

−∆qv+V (x)vq−1 ≥ g(x,u,v), u ∈ [u,u],

−∆pu+V (x)up−1 ≤ f (x,u,v), v ∈ [v,v],

−∆qv+V (x)vq−1 ≤ g(x,u,v), u ∈ [u,u].

Teorema 5.4 Seja Ω ⊂ IRN domínio limitado. Suponhamos (F0), (F1), (F2), (V0), (V1)

e que existam (u,v), (u,v) sub e supersolução de (5-5), respectivamente, onde u ≤ u e

v≤ v. Então (5-5) tem uma solução fraca (u,v) tal que

u≤ u≤ u v≤ v≤ v.

Demonstração: Defina,
u0 = u e v0 = v,

como, u0,v0 ∈C(Ω), tem-se que f (x,u0,v0),g(x,u0,v0) ∈ L∞(Ω).

Considere o seguinte problema

(1)u

{
−∆pu+V (x)up−1 = f (x,u0,v0) em Ω

u≥ 0 em Ω, u = 0 em ∂Ω.

Pelo Lema D.4 (1)u tem uma única solução fraca u1 ∈W 1,p
0 (Ω). Daí, pelo Princípio da

Comparação fraco (cf. lema 5.2), (F0) e usando a definição de sub e super-solução fraca

−∆pu1 +V (x)up−1
1 = f (x,u0,v0) = f (x,u,v)≥−∆pu+V (x)up−1.

Então,
u≤ u1 em Ω

por outro lado,

−∆pu1 +V (x)up−1
1 = f (x,u0,v0)≤ f (x,u,v0)≤−∆pu+V (x)up−1,

portanto,
u≤ u1 ≤ u em Ω.
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Como u ∈ L∞(Ω), então u1 ∈ L∞(Ω). Seja, f (x,u0,v0) = f (x,u0,v0)−V (x)up−1
1 , sendo

f ∈ L∞(Ω), pelo Teorema de regularidade devido à Lieberman (cf. Teorema B.1), u1 ∈
C1(Ω).

De forma análoga, considerando o problema

(1)v

{
−∆qv+V (x)vq−1 = g(x,u0,v0) em Ω

v≥ 0 em Ω, v = 0 em ∂Ω

Pelo Lema D.4 (1)v tem uma única solução fraca v1 ∈W 1,q
0 (Ω). Daí, pelo Princípio da

Comparação fraco (c.f lema 5.2), (F0) e usando a definição de sub e supersolução fraca

−∆qv1 +V (x)vq−1
1 = g(x,u0,v0) = g(x,u,v)≥−∆qv+V (x)vq−1

então,
v≤ v1 em Ω.

Por outro lado,

−∆qv1 +V (x)vq−1
1 = g(x,u0,v0)≤ g(x,u,v0)≤−∆qv+V (x)vq−1

portanto,
v≤ v1 ≤ v em Ω.

Como v ∈ L∞(Ω), então v1 ∈ L∞(Ω). Seja, g(x,u0,v0) = g(x,u0,v0)−V (x)vp−1
1 , sendo

g ∈ L∞(Ω), pelo Teorema de regularidade devido a Lieberman (cf. Teorema B.1), v1 ∈
C1(Ω).

Agora, considere o problema

(2)u

{
−∆pu+V (x)up−1 = f (x,u1,v1) em Ω

u≥ 0 em Ω, u = 0 em ∂Ω

(2)u tem uma única solução fraca u2 ∈W 1,p
0 (Ω). Daí, pelo Princípio da Comparação fraco

(c.f lema 5.2), (F0) e usando a definição de sub e supersolução fraca

−∆pu2 +V (x)up−1
2 = f (x,u1,v1)≥ f (x,u0,v1)≥ f (x,u0,v0)≥−∆pu1 +V (x)up−1

1

então,
u1 ≤ u2 em Ω.

Por outro lado,

−∆pu2 +V (x)up−1
2 = f (x,u1,v1)≤ f (x,u,v1)≤−∆pu+V (x)up−1
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portanto,
u≤ u1 ≤ u2 ≤ u em Ω.

Argumentando da mesma forma, já feito, temos que u2 ∈C1(Ω).
De forma análoga,

(2)v

{
−∆qv+V (x)vq−1 = g(x,u1,v1) em Ω

v≥ 0 em Ω, v = 0 em ∂Ω

(2)v tem uma única solução fraca v2 ∈W 1,q
0 (Ω). Daí, pelo Princípio da Comparação fraco

(c.f lema 5.2), (F0) e usando a definição de sub e supersolução fraca

−∆qv2 +V (x)vq−1
2 = g(x,u1,v1)≥ g(x,u0,v1)≥ g(x,u0,v0)≥−∆qv1 +V (x)vq−1

1

então,
v1 ≤ v2 em Ω.

Por outro lado,

−∆qv2 +V (x)vq−1
2 = g(x,u1,v1)≤ g(x,u,v1)≤−∆qv+V (x)vp−1

segue,
v≤ v1 ≤ v2 ≤ v em Ω

portanto, v2 ∈C1(Ω).

Assim,

(n)u

{
−∆pun +V (x)up−1

n = f (x,un−1,vn−1) em Ω

un ≥ 0 em Ω, un = 0 em ∂Ω

(n)v

{
−∆qvn +V (x)vq−1

n = g(x,un−1,vn−1) em Ω

vn ≥ 0 em Ω, vn = 0 em ∂Ω

procedendo da mesma forma anterior, obtemos uma sequência de soluções fraca dos
problemas (n)u,(n)v

u≤ u1 ≤ u2 ≤ . . .≤ un ≤ . . .u.

v≤ v1 ≤ v2 ≤ . . .≤ vn ≤ . . .v.
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Como toda sequência limitada e monótona é convergente. Podemos, então, definir

u : Ω −→ IR

x 7−→ u(x) = lim
n→∞

un(x)

v : Ω −→ IR

x 7−→ v(x) = lim
n→∞

vn(x).

Como un é solução fraca de (n)u, temos∫
Ω

|∇un|p−2
∇un∇φ+V (x)|un|p−1

φdx =
∫

Ω

f (x,un−1,vn−1)φdx, φ ∈W 1,p
0 (Ω)

fazendo, φ = un, como V ≥ 0

‖un‖p
W 1,p

0 (Ω)
=

∫
Ω

|un|pdx≤
∫

Ω

|un|p +V (x)|un|pdx≤C1‖ f‖∞‖un‖W 1,p
0 (Ω)

.

Portanto, un é limitada em W 1,p
0 (Ω). De forma, totalmente, análoga tem-se que vn é

limitada em W 1,q
0 (Ω).

Como W 1,p
0 (Ω),W 1,q

0 (Ω)são espaços de Banach reflexivos, temos

un ⇀ u0 em W 1,p
0 (Ω)

vn ⇀ v0 em W 1,q
0 (Ω).

Das imersões de Sobolev (c.f Teorema A.13) e pelo Teorema A.3
un −→ u0 em Lp(Ω)

un(x)−→ u0(x) q.t.p em Ω

|un(x)| ≤ h1 ∈ Lp(Ω)

(5-6)

e 
vn −→ v0 em Lq(Ω)

vn(x)−→ v0(x) q.t.p em Ω

|vn(x)| ≤ h2 ∈ Lq(Ω)

(5-7)

Pela convergência q.t.p, acima, e pela unicidade do limite, concluímos que u= u0 e v= v0.
Como f é Caracthéodory,∫

Ω

f (x,un−1,vn−1)dx−→
∫

Ω

f (x,u,v)dx
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Pelo que já fizemos no capítulo 1,∫
Ω

|∇un|p−2
∇un∇φdx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx.

De (5-6) e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (c.f Teorema A.2)∫
Ω

V (x)up−1
n φdx−→

∫
Ω

V (x)up−1
φdx.

Portanto, ∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φ+V (x)up−1

φdx =
∫

Ω

f (x,u,v)φdx.

Analogamente, ∫
Ω

|∇v|q−2
∇v∇ψ+V (x)vq−1

ψdx =
∫

Ω

g(x,u,v)ψdx.

Ou seja, (u,v) é solução fraca (5-5) tal que

u≤ u≤ u v≤ v≤ v.

Assim, u.v∈ L∞(Ω) implicando que f ,g∈ L∞(Ω). Utilizando o Teorema da Regularidade
de Lieberman (c.f Teorema B.1) tem-se u,v ∈C1(Ω). �

Abaixo, temos dois lemas técnicos que são usados para a existência de super-
solução do problema (∗)λ.

Lema 5.5 (Existência de uma família de subsoluções) Seja V ∈ L∞(IRN) e satisfaça

(V0) e (V1). Então para cada n≥ 1 e cada λ ∈ (0,Λ) existem un,vn ∈C1(Bn) tais que
−∆pun +V (x)up−1

n ≤ λuα1
n + vβ1

n , vn ∈ [vn,vn]

−∆qvn +V (x)vq−1
n ≤ λvα2

n +uβ2
n , un ∈ [un,un]

un = vn = 0 em ∂Bn un,vn > 0 em Bn

(5-8)

E além disso, sendo u,v super-solução em IRN do problema(∗)λ, e fazendo un = vn = 0
em Bc

n, temos que ; un e vn são crescente, isto é,

0≤ u1 ≤ u2 ≤ . . .≤ un ≤ . . .≤ u em IRN

0≤ v1 ≤ v2 ≤ . . .≤ vn ≤ . . .≤ v em IRN .

Demonstração: Consideremos a seguinte família de problemas
−∆pu+V (x)up−1 = λuα1 em Bn

u = 0 em ∂Bn

u > 0 em Bn

(5-9)
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e 
−∆qv+V (x)vq−1 = λvα2 em Bn

v = 0 em ∂Bn

v > 0 em Bn.

(5-10)

Observe que, sendo un,vn soluções fracas de (5-9) e (5-10) em cada Bn. Onde as quais são
únicas. Então, certamente, teremos{

−∆pun +V (x)up−1 ≤ λuα1
n + vβ1

n , em Bn

un = 0 em ∂Bn e un > 0 em Bn
(5-11)

onde vn é solução do problema (5-10). E de forma análoga,{
−∆qvn +V (x)vq−1 ≤ λvα2

n +uβ2
n , em Bn

vn = 0 em ∂Bn e vn > 0 em Bn
(5-12)

onde un é solução do problema (5-9). Então, basta mostrar que (5-9) e (5-10) possuem
soluções fracas únicas e que estas são crescentes.

Iremos mostrar,apenas, que (5-9) tem solução, pois com argumento análogo
conseguiremos mostrar que (5-10) possui solução.

Considere, então o funcional energia associado ao problema (5-9)

J(u) =
1
p

(∫
Bn

|∇u|p +V (x)|u|pdx
)
− λ

α1 +1

∫
Bn

(u+)α1+1dx, u ∈W 1,p
0 (Bn).

Afirmamos, que J é coercivo, pois

J(u) ≥ 1
p
‖u‖p− λ

α1 +1
‖u‖α1+1

p ≥ 1
p
‖u‖p−C1

λ

α1 +1
‖u‖α1+1

=
1
p
‖u‖p

(
1−C1

λ

α1 +1
‖u‖α1+1−p

)
como por hipótese α1 +1 < p, logo, J(u)→ ∞, quando ‖u‖→ ∞. Donde, ∃ c > 0, onde

J(u)≥−c, ∀ u ∈W 1,p
0 (Bn).

Seja,
I = inf

u ∈ W 1,p
0 (Bn)

J(u)

tomando (uk)⊆W 1,p
0 (Bn) tal que,

J(uk)−→ I.
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Podemos supor, sem perde de generalidade, que uk ≥ 0, uma vez que, |uk| minimiza o
funcional energia. De fato,

|uk|= u+k +u−k ≥ u+k

logo,
−|uk| ≤ −u+k

implicando,
J(|uk|)≤ J(uk)

assim,
J(|uk|)−→ I.

Então,

J(uk)≤C1 +1 =⇒ 1
p

∫
Bn

|∇uk|p +V (x)up
k dx− λ

α1 +1

∫
Bn

(uk)
α1+1dx≤C1 +1

=⇒ 1
p
‖uk‖p ≤C1 +1+

λ

α1 +1

∫
Bn

(uk)
α1+1dx−

∫
Bn

V (x)up
k dx

=⇒ ‖uk‖p ≤C3 +C4‖uk‖α1+1

como, α1 +1 < p, segue que (uk) é limitada em W 1,p
0 (Bn). Como W 1,p

0 (Bn) é reflexivo

uk ⇀ u, em W 1,p
0 (Bn)

logo, por imersão compacta (ver o teorema A.13)

uk −→ u em Lp(Bn)

Daí, pelo Teorema A.3 {
uk −→ u q.t.p em Bn

|uk| ≤ h ∈ Lp(Bn)
(5-13)

Como uk ≥ 0, teremos que u≥ 0. Pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue
(c.f Teorema A.2), ∫

Bn

V (x)up
k dx−→

∫
Bn

V (x)updx

λ

α1 +1

∫
Bn

uα1+1
k dx−→ λ

α1 +1

∫
Bn

uα1+1
k dx.

Pelo item (iii) do Teorema E.3,

‖ u ‖p≤ liminf ‖ uk ‖p
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assim,

J(u) =
1
p
‖u‖p +

∫
Bn

V (x)updx− λ

α1 +1

∫
Bn

uα1+1dx

≤ 1
p

(
liminf

k→∞
‖uk‖p + lim

k→∞

∫
Bn

V (x)up
k dx
)
− lim

k→∞

λ

α1 +1

∫
Bn

uα1+1
k dx

= liminf
k→∞

[1
p

(
‖uk‖p +

∫
Ω

V (x)up
k dx
)
− lim

k→∞

λ

α1 +1

∫
Bn

uα1+1
k dx

]
= liminf

k→∞
J(uk)

= lim
k→∞

J(uk) = I

portanto,
J(u) = I

isto é, o ínfimo do funcional é atingido por algum u ∈W 1,p
0 (Bn). Como,

J′(u)v= lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)
t

=
∫

Bn

|∇u|p−2
∇u∇+V (x)up−1vdx−λ

∫
Bn

uα1
k vdx, v∈W 1,p

0 (Bn).

Sendo u ∈W 1,p
0 (Bn) tal que

I = min
u∈W 1,p

0 (Bn)

J(u) =⇒ J(u)≤ J(u+ tv), t ∈ IR.

Daí,

lim
t→0+

J(u+ tv)− J(u)
t

≥ 0 (5-14)

e
lim

t→0−

J(u+ tv)− J(u)
t

≤ 0 (5-15)

De (5-14) e (5-15), concluímos que

J′(u)v = 0, v ∈W 1,p
0 (Bn)

em particular,

J′(u)φ = 0, φ ∈C∞
0 (Bn).

Assim, ∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φ+V (x)up−1

φdx = λ

∫
Bn

uα1
k φdx

portanto u ∈W 1,p
0 (Bn) é solução fraca de (5-9). Afirmamos que u 6≡ 0.
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De fato, seja u0 ∈W 1,p
0 (Bn), u0 > 0 em Bn, então

J(tu0) =
t
p

(∫
Bn

|∇u0|p +V (x)up
0dx
)
− λtα1+1

α1 +1

∫
Bn

uα1
0 dx < 0

para t > 0 suficientemente pequeno.
Logo,

J(u)≤ J(u0)< 0

Implicando que u 6≡ 0, pois se u≡ 0, teríamos que J(u) = 0.
Agora definiremos

g(x,u) = λuα1−V (x)up−1

logo,
|g(x,u)| ≤ λ|u|α1 +‖V‖∞|u|p−1 ≤C1|u+1|α1 +C1|u+1|p−1

como, α1 ≤ p−1, temos

|g(x,u)| ≤ λ|u|α1 +‖V‖∞|u|p−1 ≤C1|u+1|p−1 +C1|u+1|p−1 ≤C2
(
|u|p−1 +1

)
Donde, utilizando o Teorema C.11, o qual, implica que u ∈ L∞(Bn).

E utilizando o Teorema de regularidade de Lieberman (c.f Teorema B.1), temos
que u ∈ C1(Bn). Daí, pelo Teorema de Vázquez (c.f Teorema C.3) temos que u > 0 em
Bn. De fato, pois

−∆pu+V (x)up−1 = λuα1 ≥ 0

então

−∆pu≥−V (x)up−1

segue que

∆pu≤V (x)up−1 ≤ ‖V‖∞up−1.

Definindo,
β(u) = ‖V‖∞up−1

daí, ∫ 1

0

1

(β(s)s)
1
p

ds =
1
‖V‖∞

∫ 1

0

1

(sp)
1
p

ds =
1
‖V‖∞

∫ 1

0

1
s

ds = ∞.

Portanto, pelo Teorema C.3 u > 0 em Bn. Então, temos que u ∈ C1(Bn)∩W 1,p
0 (Bn) é

solução fraca do Problema (5-9).
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A unicidade de solução do problema (5-9), segue do artigo de Diaz-Saa (cf. [15])
e pelo Teorema C.12. Ou seja, para cada Bn obtemos uma única solução de 5-9. Agora,
façamos un = u. E observemos que se γ ∈ (0,1) e φ ∈C∞

0 (Bn), φ≥ 0, então∫
Bn

|∇(γun)|p−2
∇(γun)∇φ+V (x)(γun)

p−1
φdx−λ

∫
Bn

(γu)α1φdx≤

γ
p−1
(∫

Bn

|∇un|p−2
∇(un)∇φ+V (x)up−1

n φdx−λ

∫
Bn

uα1
n φdx

)
= 0

ou seja, γun é uma sub-solução de (5-9), como u é uma super-solução de (5-9). E
escolhendo γ ∈ (0,1) tal que γun ≤ u. Pelo teorema 5.4 existe un solução do problema
(5-9) tal que

γun ≤ un ≤ u.

Mas, pela unicidade de solução de (5-9), concluímos que un = un.
Considere, un+1 ∈W 1,p

0 (Bn)∩L∞(Bn) satisfazendo

−∆pun+1 +V (x)up−1
n+1 = λuα1

n+1 em Bn

de modo que, un+1 é uma super-solução de (5-9), tomando γ = γn ∈ (0,1) tal que
γun ≤ un+1. Novamente, pelo Teorema 5.4 existe un ∈W 1,p

0 (Bn)∩L∞(Bn) tal que

γun ≤ un ≤ un+1 em Bn.

Mas, como (5-9) tem uma única solução em Bn

un = un ≤ un+1 em Bn.

Então fazendo un = 0 em Bc
n, temos a sequência un = un,λ ∈C1(Bn) tal que

0≤ u1 ≤ u2 ≤ . . .≤ un ≤ . . .≤ u em IRN .

De forma análoga, consiguimos obter

0≤ v1 ≤ v2 ≤ . . .≤ vn ≤ . . .≤ v em IRN .

�

Com intuito de construir uma super-solução (∗)λ estudaremos a existência e o
comportamento no infinito da solução do problema abaixo. Seja; ρ1 : IRN −→ IR, considere
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o problema {
−∆pw+V (x)wp−1 = ρ1(x), em IRN ,

w > 0 em IRN .
(5-16)

Lema 5.6 Seja V ∈ L∞(IRN) e satisfaça (V0) e (V1). Se ρ1 ∈ L1∩C(IRN), ρ1 > 0 e

ρ1(x)−→ 0, quando |x| −→ ∞.

Então existe uma solução w ∈W 1,p(IRN)∩C1(IRN) tal que

w(x)−→ 0, quando |x| −→ ∞.

Demonstração: Apresentamos aqui o espaço

E =

{
w ∈ D1,p/

∫
IRN

V (x)|u|p−1 < ∞

}
onde D1,p = D1,p(IRN) é o fecho de C∞

0 com respeito a norma do gradiente.
O espaço E é munido com a norma dada por

‖w‖p =
∫

IRN
|∇w|p +V (x)|w|pdx.

Com esta norma, E torna-se um espaço de Banach reflexivo, e segue de (V0) que temos a
imersão contínua de E ↪→W 1,p. E além disso, um elemento de w ∈ D1,p está

w ∈ E⇐⇒
∫

IRN
V (x)|w|pdx < ∞.

A existência de solução do problema (5-16), será dado por método de minimização do
funcional energia associado ao problema

J(w) =
1
p

∫
IRN
|∇w|p +V (x)|w|pdx−

∫
IRN

ρ1wdx, w ∈ E

utilizando os mesmos argumentos feitos no lema 5.5 conseguimos mostrar que J é
coercivo. Donde, ∃ c > 0, onde

J(w)≥−c, ∀ w ∈ E.

Seja,
I = inf

w ∈ D1,p
J(w)
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tomando (wk)⊆ E tal que,
J(wk)−→ I.

Então,

J(wk)≤C1 +1 =⇒ 1
p

∫
IRN
|∇wk|p +V (x)|wk|pdx−

∫
IRN

ρ1wkdx≤C1 +1

=⇒ ‖wk‖p ≤C1 +1+
∫

IRN
ρ1wkdx

como,
ρ1(x)−→ 0, quando|x| −→+∞

Então, dado ε > 0 existe M > 0 tal que

|x|> M =⇒ |ρ1(x)|< ε.

Por hipótese ρ1 ∈C1(IRN), implicando que ρ1 ∈ L∞(IRN), para |x| ≤M. Donde,∫
IRN

ρ1wkdx =
∫
|x|>M

ρ1wkdx+
∫
|x|≤M

ρ1wkdx≤C1‖ρ1‖∞‖w‖ ≤C2‖u‖

portanto,

‖wk‖p ≤C3 +C2‖wk‖

sendo 1 < p, segue que (uk) é limitada em E. Como E é reflexivo

wk ⇀ w em E.

Logo, por imersão de Sobolev (ver o teorema A.13)

wk −→ w em Lp(IRN)

daí, pelo Teorema A.3 {
wk −→ w q.t.p em IRN

|wk| ≤ h ∈ Lp(IRN)
(5-17)

pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (c.f Teorema A.2),∫
IRN

ρ1wkdx−→
∫

IRN
ρ1wkdx,

pelo item (iii) do Teorema E.3,

‖ w ‖p≤ liminf ‖ wk ‖p
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assim,

J(w) =
1
p
‖w‖p +

∫
IRN

ρ1wdx≤ 1
p

liminf
k→∞

‖wk‖p− lim
k→∞

∫
IRN

ρ1wkdx

= liminf
k→∞

[
1
p
‖wk‖p−

∫
IRN

ρ1wkdx
]
= liminf

k→∞
J(wk)

= lim
k→∞

J(wk) = I

portanto,
J(w) = I.

Isto é, o ínfimo do funcional é atingido por algum w ∈ E. Da mesma forma que foi feito
no Lema 5.5 tem-se que

J′(w)φ = 0, φ ∈C∞
0 (IR

N).

Assim, ∫
IRN
|∇w|p−2

∇w∇φ+V (x)wp−1
φdx =

∫
IRN

ρ1wφdx.

Portanto w ∈ E é solução fraca de (5-16). E usando os mesmos argumentos no Lema 5.5,
conseguimos mostrar que

w≥ 0 e w 6≡ 0.

Sendo w solução de (5-16), considere

−∆pw = ρ1−V (x)wp−1 ≡ g(x,w) em IRN .

E denotaremos, |.|s,r a norma de Ls(Br), para algum 1 < s < ∞ e r > 0. Pelo Teorema B.9

sup
y∈Br

|w(y)| ≤Cr−
N
p

(
|w|p,2r + kr

N
p

)

onde C ≡C(N, p,r)> 0 e k ≡
(

r|g| N
p−1 ,2r

) 1
p−1 ,

isto é,

sup
y∈Br

|w(y)| ≤C1

(
|w|p,2r + |g|

1
p−1
N

p−1 ,2r

)
onde C1 ≡C1(N, p,r)> 0. Por outro lado,

∫
B2r

|g|
N

p−1 dx≤C2

(
|ρ1|

1
p−1
N

p−1 ,2r
+ |w|p∗,2r

)
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onde C2 ≡C(N, p, |V |∞,r)> 0 e então usando as imersões de Sobolev

Lp∗(B2r) ↪→ Lp(B2r)

donde,

sup
y∈Br

|w(y)| ≤ k
(
|ρ1|

1
p−1
N

p−1 ,2r
+ |w|p∗,2r

)
onde k ≡ k(N, p,r, |V |∞). Agora, para ε > 0 tome R = Rε tal que

|ρ1|
1

p−1
N

p−1 ,B
c
2r
, |w|p∗,Bc

2r
<

ε

2K

onde k≡ k(N, p, |V |∞). Se x ∈ Bc
R+2 e aplicando o Pelo Teorema B.9, devido a Serrin, em

B2(x), então

sup
y∈B1(x)

|w(y)| ≤C
(
|ρ1|

1
p−1
N

p−1 ,2
+ |w|p∗,2

)
< ε.

Pois, B2(x)⊂ Bc
R. Mostrando que

|w(y)| ≤ ε, quando|y| ≥ R+1.

E consequentemente,
w(y)−→ 0, quando|y| −→+∞

Por outro lado, Teorema B.9 para R1 > R temos

sup
y∈BR1

|w(y)| ≤C
(
|ρ1|

1
p−1
N

p−1 ,2R1
+ |w|p∗,2R1

)
≤ K1 < ∞.

Portanto, w ∈ L∞(BR1) e então w ∈ L∞(IRN). E utilizando o Teorema de regularidade de
Lieberman (c.f o Teorema B.1). E usando os mesmos argumentos, já feitos, do Lema 5.5
e utilizando o Princípio da Comparação de Vazquez, temos que w > 0 em IRN . �

Lema 5.7 Sejam a,b > 0 e 0 < α < p− 1 < β < ∞. Então exite Λ > 0 (Λ depende de

a,b,p,α, β) e para cada λ ∈ (0,Λ), existe Mλ > 0 tal que Mλ −→ 0, quando λ−→ 0 e

at p−1 ≥ λbαtα +bβtβ, onde t = tλ = Mλ.
1
b
.

Demonstração: É suficiente mostrar que

a≥ λbαtα−(p−1)+bβtβ−(p−1), para algum t > 0.
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Defina,
f (t) = λbαtα−(p−1)+bβtβ−(p−1), t > 0.

Assim, f é contínua não-negativa e

f −→+∞,quando t −→ 0 ou t −→+∞.

Logo, existe um ponto de mínimo, seja este tλ > 0.
Calculando a 1a derivada para encontrar tλ

f ′(t) = (α− (p−1))λbαtα−p +(β− (p−1))bβtβ−p

Como f ′(tλ) = 0, segue

(α− (p−1))λbαtα−p =−(β− (p−1))bβtβ−p

daí,

λ
[α− (p−1)]bα

[β− (p−1)]bβ
= tβ−p(α−p)

λ
= tβ−α

λ

então,

tλ =

[
λ

1
β−α

(
(p−1)−α

β− (p−1)

) 1
β−α

]
1
b
≡ Mλ

b
.

Assim, Mλ > 0 tal que Mλ −→ 0, quando λ−→ 0. E além disso

f (tλ)= λbα

[
λ

1
β−α

(
(p−1)−α

β− (p−1)

) 1
β−α 1

b

]α

+bβ

[
λ

1
β−α

(
(p−1)−α

β− (p−1)

) 1
β−α 1

b

]β

= λ
β−(p−1)

β−α .Cb,p,α,β

ou seja,

f (tλ) = λ
β−(p−1)

β−α .Cb,p,α,β

para algum Cb,p,α,β > 0.
Consequentemente, existe Λ≡ Λa,b,α,β > 0 tal que

f (tλ)≤ a, 0 < λ < Λ.

�

Lema 5.8 (Existência de uma super-solução) Seja V ∈ L∞ e satisfaça (V0) e (V1).

Então existe Λ> 0 tal que para cada λ∈ (0,Λ) existem M1
λ
> 0, M2

λ
> 0, u≡ uλ ∈C1(IRN)
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e v≡ vλ ∈C1(IRN) tal que
∫

IRN
|∇u|p−2

∇u∇φ+V (x)up−1
φdx≥ λ

∫
IRN

(uα1 + vβ1)φdx, v ∈ [v,v]∫
IRN
|∇v|p−2

∇v∇φ+V (x)vp−1
φdx≥ λ

∫
IRN

(vα2 +uβ2)φdx, u ∈ [u,u]

u, v em IRN ,

para φ, ψ ∈C∞(IRN), onde φ, ψ≥ 0.

Demonstração: Sejam

u = M1(w+η1)

v = M2(z+η2)

Onde w é solução fraca da pela Lema 5.6 e z é solução fraca de{
−∆pz+V (x)zp−1 = ρ2 em IRN

z > 0 em IRN ,

e M, ηi serão encontrado logo a frente no texto.Tome

η2 > sup
x∈IRN
|w(x)− z(x)|

segue
w(x)< z(x)+η2

existe η1 > 0 tal que

w+η1 < z+η2. (5-18)

Já temos que u,v ∈C1∩L∞. E afirmamos que u,v é super-solução (∗)λ.
De fato, seja φ ∈C∞

0 , φ≥ 0, temos

E1 =
∫

IRN
|∇u|p−2

∇u∇φ+V (x)up−1
φdx

=
∫

IRN
Mp−1

1
(
|∇w|p−2

∇w∇φ+V (x)wp−1
φ
)

dx+
∫

IRN
Mp−1

1 V (x)
(
(w+η1)

p−1−wp−1
)

φdx

=
∫

IRN
Mp−1

1 ρ1φdx+
∫

IRN
Mp−1

1 V (x)
(
(w+η1)

p−1−wp−1
)

φdx.

Seja Iw,η1,p ≡
(
(w+η1)

p−1−wp−1
)

, temos Iw,η1,p > 0. Como

∫
Bc

R0

Mp−1
1 ρ1φdx = 0 (5-19)
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e sendo V ≥ 0 ∫
BR0

Mp−1
1 V (x)Iw,η1,pφdx≥ 0 (5-20)

então

E1≥
∫

Bc
R0

Mp−1
1 ρ1φdx+

∫
BR0

Mp−1
1 ρ1φdx+

∫
Bc

R0

Mp−1
1 V (x)Iw,η1,pφdx+

∫
BR0

Mp−1
1 V (x)Iw,η1,pφdx

daí, de (5-19), (5-20) e m0 = min
x∈BR0

ρ1

E1 ≥
∫

BR0

Mp−1
1 m0φdx+

∫
Bc

R0

Mp−1
1 V (x)Iw,η1,pφdx. (5-21)

Utilizando a Desigualdade de Simmons (c.f Teorema A.15), existe uma constante cp > 0
tal que

〈| ε |p−2
ε− | ζ |p−2

ζ,ε−ζ〉 ≥

 cp | ε−ζ |p, se p≥ 2,

cp
| ε−ζ |2

(| ε |+ | ζ |)2−p , se 1 < p < 2.
(5-22)

para todo ε,ζ ∈ IRs, para s≥ 1.
Agora, fazendo Iw,η1,p = |w+η1|p−2 (w+η1)−|w|p−2w, e aplicando 5-22, com

ε = w+η1, ζ = η1. Então

Iw,η1,p ≥ Γp(η1), (5-23)

onde,

Γp(η1)≡

 cpη1 se p≥ 2,

cp
η1

(w0 +η1)2−p , se 1 < p < 2.
(5-24)

onde w0 > 0, dado por w0 ≡ sup
x∈IRN

w(x).

Segue;

E1 ≥
∫

BR0

Mp−1
1 m0φdx+

∫
Bc

R0

Mp−1
1 V (x)Γp(η1)φdx =

∫
IRN

Mp−1
1 (ρ1 +δ0Γp(η1))φdx

Seja m1 = min(m0,δ0Γp(η1)). Portanto,

E1 ≥
∫

IRN
Mp−1

1 m1φdx
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E fazendo,
E2 =

∫
IRN
|∇v|p−2

∇v∇ψ+V (x)vp−1
ψdx

utilizando argumentos análogas que já foram feitas anteriormente,

E2 ≥
∫

IRN
Mq−1

2 m2ψdx

Onde, m2 = min(m0,δ0Γq(η2)), sendo m0 = min
x∈BR1

ρ2.

Sendo
m = min(m1,m2)

obteremos
E1 ≥

∫
IRN

Mp−1
1 mφdx

E2 ≥
∫

IRN
Mp−1

2 mψdx.

Para a = m e fixado p,α1,β1. E fazendo,

Mλ = min(M1
λ
,M2

λ
)

onde,

M1
λ
= λ

1
β1−α1

(
(p−1)−α1

β1− (p−1)

) 1
β1−α1

,

M2
λ
= λ

1
β2−α2

(
(q−1)−α2

β1− (q−1)

) 1
β2−α2

E

b =
M1

λ

Mλ

|z+η2|∞

utilizando o Lema 5.7, existe M1 > 0 tal que

M1 = M1
λ
.
1
b
= Mλ.

1
|z+η2|∞

tal que

Mp−1
1 m≥ λMα1

1

(
M1

λ

Mλ

|z+η2|∞

)α1

+Mβ1
1

(
M1

λ

Mλ

|z+η2|∞

)β1
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como

M1
λ
≥Mλ

temos,

M1
λ

Mλ

.|z+η2|∞ ≥ |z+η2|∞.

Portanto,

Mp−1
1 m≥ λMα1

1 |z+η2|α1
∞ +Mβ1

1 |z+η2|β1
∞

Mp−1
1 m≥ λMα2

1 |w+η1|α2
∞ +Mβ2

1 |z+η2|β2
∞ . (5-25)

Analogamente, Utilizando o Lema 5.7, para q,α2,β2,e

a = m, b =
M2

λ

Mλ

|z+η2|∞

tomando existe M2 > 0 tal que

M2 = M2
λ
.
1
b
= Mλ.

1
|z+η2|∞

,

observe que
M1 = M2

tal que

Mq−1
2 m≥ λMα1

2

(
M2

λ

Mλ

|z+η2|∞

)α2

+M
β/2
2

(
M2

λ

Mλ

|z+η2|∞

)β2

,

como

M2
λ
≥Mλ

temos,

M2
λ

Mλ

.|z+η2|∞ ≥ |z+η2|∞.
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Portanto,

Mq−1
2 m≥ λMα2

2 |z+η2|α2
∞ +Mβ2

2 |z+η2|β2
∞

de (5-18)

Mq−1
2 m≥ λMα2

2 |z+η2|α2
∞ +Mβ2

2 |w+η1|β2
∞ (5-26)

Então de (5-25) e (5-26) e definindo M = M1 = M2
∫

IRN
Mp−1mφ≥

∫
IRN

λMα1|w+η1|α1
∞ φ+Mβ1|z+η2|β1

∞ φ≥
∫

IRN
λuα1φ+ vβ1φ∫

IRN
Mq−1mψ≥

∫
IRN

λMα2|z+η2|α2
∞ ψ+Mβ2|w+η1|β2

∞ ψ≥
∫

IRN
λvα2ψ+uβ2ψ.

(5-27)

Portanto,
u = M(w+η1), v = M(z+η2)

são super-solução de (∗)λ. �

Demonstração do Teorema 1.4: Seja Λ dado pelo Lema 5.7 e tome λ∈ (0,Λ). Sejam u,v

dadas pelo Lema 5.8, fazendo un+1,vn+1 as restrições de u,v em Bn+1. Assim un+1,vn+1

é uma super-solução do problema (∗)λ restrito a Bn+1. Já que, pelo Lema 5.5 o problema
(∗)λ tem uma sub-solução un+1,vn+1 com

un+1 ≤ un+1, vn+1 ≤ vn+1 em Bn+1 (5-28)

E existe, pelo Teorema 5.4, un+1 ∈W 1,p
0 (Bn+1), vn+1 ∈W 1,q

0 (Bn+1), solução do problema
(∗)λ restrita a Bn+1 tal que

un+1 ≤ un+1 ≤ un+1, vn+1 ≤ vn+1 ≤ vn+1 em Bn+1,

usaremos os mesmo argumento já feito no lema 5.8, que é (un+1,vn+1) solução do
problema

−∆pun+1 +V (x)up−1
n+1 = λuα1

n+1 + vβ1
n+1, em Bn, (5-29)

−∆qvn+1 +V (x)vq−1
n+1 = λvα2

n+1 +uβ2
n+1, em Bn.

Logo (un+1,vn+1) é super-solução (λ∗) em Bn, como pelo lema 5.5 existe (un,vn) sub-
solução de (λ∗). Pelo teorema 5.4 existe uma (un,vn) solução fraca 5-29 tal que

un ≤ un ≤ un+1 vn ≤ vn ≤ vn+1 em Bn (5-30)
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e 
∫

Bn

|∇un|p−2
∇un∇φdx =

∫
Bn

(
λuα1

n + vβ1
n −V (x)up−1

n

)
φdx, φ ∈W 1,p

0 (Bn)∫
Bn

|∇vn|q−2
∇vn∇ψdx =

∫
Bn

(
λvα2

n +uβ2
n −V (x)vq−1

n

)
ψdx, ψ ∈W 1,q

0 (Bn)
(5-31)

fazendo, un = vn = 0 em Bc
n. Sejam

λuα1
n + vβ1

n −V (x)up−1
n = g1

n(x), em IRN (5-32)

λvα2
n +uβ2

n −V (x)vq−1
n = g2

n(x), em IRN . (5-33)

Observe que;

g1
n(x)≤ Λuα1 + vβ1 + |V |∞up−1 = g1(x), em IRN (5-34)

onde, g1 ∈ L∞.

g2
n(x)≤ Λvα2 +uβ2 + |V |∞vq−1 = g2(x), em IRN (5-35)

onde, g2 ∈ L∞.Portanto, g1
n,g

2
n ∈ L∞.

Afirmamos que un é limitada em W 1,p
loc e vn é limitada em W 1,q

loc . De fato, fixemos
Ω ∈ IRN um domínio limitado suave, de modo que Ω ∈ Bn para um n suficientemente
grande, então de (5-31), fazendo φ = un, restrito à Ω,∫

Ω

|∇un|p∇un∇φdx =
∫

Ω

(
λuα1

n + vβ1
n −V (x)up−1

n

)
undx =

∫
Ω

g1
nundx≤CΩ (5-36)

Daí, de (5-28) e (5-36)

‖un‖W 1,p(Ω) = ‖∇un‖Lp(Ω)+‖un‖Lp(Ω) ≤CΩ +C1.

Provando que un é limitada em W 1,p
loc . De forma análoga, prova-se que vn é limitada em

W 1,q
loc . Assim,

un ⇀ u, em W 1,p
loc (5-37)

vn ⇀ v, em W 1,q
loc (5-38)
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Donde, dos Teoremas A.14, A.3
un −→ u, em Lp(Ω)

un(x)−→ u(x), q.t.p em Ω

|un(x)| ≤ h1, q.t.p. emΩ.

(5-39)


vn −→ u, em Lq(Ω)

vn(x)−→ u(x), q.t.p em Ω

|vn(x)| ≤ h2, q.t.p. emΩ

(5-40)

Observemos que
Ωn = Ω = {x ∈ IRN |dist(x,∂Ω)< n}

e definamos para cada par m,n ∈ IN

umn := um|Ωn solução do problema em Ωn,

De (5-39) obtemos uma matriz de subsequência convergente, isto é

u21, u31, u41, · · · −→ u1, q.t.p em Ω1

u32, u42, u52, · · · −→ u2, q.t.p em Ω2

u43, u53, u63, · · · −→ u3, q.t.p em Ω3

...
...

... . . . ...

Pelas convergências (5-39)
un
|Ωn−1

= un−1

Sendo,
u(x) := un(x), x ∈Ωn

e

IRN =
∞⋃

n=1

Ωn,

Então a sequência diagonal (u2nn) satisfaz

u2nn(x)−→ u(x), q.t.p em IRN .

de forma análoga temos que

v2nn(x)−→ v(x), q.t.p em IRN .
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Pelo que já foi feito no Capítulo 2
∫

Ω

|∇un|p−2
∇un∇φdx−→

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx∫

Ω

|∇vn|q−2
∇vn∇ψdx−→

∫
Ω

|∇v|q−2
∇v∇ψdx

(5-41)

Donde, fazendo φ = ∇un−∇u∫
Ω

〈|∇un|p−2
∇un−|∇u|p−2

∇u,∇(un−u)〉dx−→ 0. (5-42)

Do Corolário A.16, segue que∫
Ω

|∇un−∇u|pdx−→ 0 (5-43)

ou seja,

∇un −→ ∇u, em Lp(Ω). (5-44)

Daí, pelo Teorema A.3

∇un(x)−→ ∇u(x), q.t.p em Ω. (5-45)

Usando o mesmo argumento da sequência diagonal temos que, a menos de uma sub-
sequência

∇un(x)−→ ∇u(x), q.t.p em IRN ,

∇vn(x)−→ ∇v(x), q.t.p em IRN .

De (5-45),

|∇un(x)|p−2
∇un(x)−→ |∇u(x)|p−2

∇u(x), q.t.p em Ω (5-46)

e |∇un(x)|p−2∇un(x) é limitado em L
p

p−1 (Ω), pois∫
Ω

∣∣|∇un|p−2
∇un

∣∣ p
p−1 dx ≤

∫
Ω

(
|∇un|p−1) p

p−1 dx (5-47)

=
∫

Ω

|∇un|pdx =
∫

Ω

g1
ndx≤CΩ. (5-48)

Segue do Lema A.5 que

|∇un|p−2
∇un ⇀ |∇u|p−2

∇u, em L
p

p−1 (Ω) (5-49)
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de (5-49) e do Teorema A.6

lim
n→∞

∫
Ω

|∇un|p−2
∇un∇φdx =

∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φdx, φ ∈C∞

0 (Ω). (5-50)

Utilizando (5-39), (5-40) e Teorema da Convergência Dominada segue que
∫

Ω

V (x)up−1
n φdx−→

∫
Ω

V (x)up−1
φdx, φ ∈C∞

0 (Ω)∫
Ω

(
λuα1

n + vβ1
n

)
φdx−→

∫
Ω

(
λuα1 + vβ1

)
φdx, φ ∈C∞

0 (Ω)
(5-51)

portanto,∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇φ+V (x)up−1

n φdx =
∫

Ω

(
λuα1 + vβ1

)
φdx, φ ∈C∞

0 (Ω) (5-52)

Seja φ ∈C∞
0 (IR

N) e A = supp φ⊂Ωk, para algum k ∈ IN. Como,∫
IRN
||∇u|p−2

∇u∇φ|dx≤
∫

A
||∇u|p−1

∇φ|dx≤C‖u‖p−1
W 1,p(A) < ∞ (5-53)

pelo Teorema A.7∫
Ωn

|∇u|p−2
∇u∇φdx−→

∫
IRN
|∇u|p−2

∇u∇φdx, φ ∈C∞
0 (IR

N) (5-54)

usando o mesmo argumento utilizado em 5-53 e aplicando o Teorema A.7∫
Ωn

V (x)up−1
φdx−→

∫
IRN

V (x)up−1
φdx, φ ∈C∞

0 (IR
N) (5-55)∫

Ωn

(
λûα1 + v̂β1

)
φdx−→

∫
IRN

(
λûα1 + v̂β1

)
φdx, φ ∈C∞

0 (IR
N) (5-56)

Portanto,∫
IRN
|∇û|p−2

∇û∇φ+V (x)ûp−1
φdx =

∫
IRN

(
λûα1 + v̂β1

)
φdx, φ ∈C∞

0 (IR
N) (5-57)

analogamente,∫
IRN
|∇v̂|q−2

∇v̂∇φ+V (x)v̂q−1
ψdx =

∫
IRN

(
λv̂α2 + ûβ2

)
ψdx, φ ∈C∞

0 (IR
N) (5-58)

ou seja, (u,v) é solução fraca de (∗)λ. E por construção temos que g1 ∈ LIRN
(IRN), então

pelo Teorema B.8 u ∈C1(IRN). De forma análoga v ∈C1(IRN).
A positividade de u,v segue pelo fato de termos fixado Ω ⊂ Bk, para k > n ∈ IN
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e relembrando que uk > 0 em Bk. Logo infuk ≡ mk > 0. Por outro lado

un ≥ uk

segue que,
u(x) = lim

n→∞
un(x)≥ mk > 0.

Consequentemente u > 0 em IRN , de forma análoga temos que v > 0 em IRN . �



APÊNDICE A
Espaços de Lebesgue e de Sobolev

Neste apêndice vamos apresentar alguns resultados importantes sobre Espaços
de Lebesgue e Espaços de Sobolev que foram utilizados com frequência neste trabalho.

Lema A.1 (Fatou) Seja ( fn) uma sequência de funções em L1(Ω), tais que, fn ≥ 0 q.t.p.

em Ω, para todo n ∈ IN e sup
n

∫
Ω

fn < ∞. Se, para todo x ∈Ω, f (x) = liminf
n−→∞

fn(x)≤+∞,

então f ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

f dx≤
∫

Ω

(liminf
n−→∞

fn)dx.

Demonstração: (cf. Brézis [8, p. 90] ).

Teorema A.2 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja ( fn) uma

sequência de funções integráveis satisfazendo:

(i) fn(x)−→ f (x), q.t.p. em Ω;

(ii) Existe uma função g ∈ L1(Ω), tal que, para todo n, | fn(x) |≤ g(x), q.t.p. em Ω.

Então, f ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

f (x)dx = lim
∫

Ω

fn(x)dx.

Demonstração: (cf. Brézis [8, p. 90]).

Teorema A.3 Sejam ( fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que, ‖ fn− f ‖p−→
0. Então, existe uma subsequência ( fnk)⊆ ( fn) e uma função h ∈ Lp(Ω), tais que,

(i) fnk(x)−→ f (x), q.t.p. em Ω;

(ii) | fnk(x) |≤ h(x), ∀k, q.t.p. em Ω.

Demonstração: (cf. Brézis [8, p. 94]).

Teorema A.4 (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞.

Então, f g ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

| f g | dx≤
(∫

Ω

| f |p dx
) 1

p
(∫

Ω

| g |q dx
) 1

q
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onde 1
p +

1
q = 1.

Demonstração: (cf. Brézis [8, p.92]).
Consideremos W 1,p(Ω), com 1 < p < ∞, o espaço usual de Sobolev equipado

com a norma
‖ u ‖1,p= (‖ u ‖p

p + ‖ ∇u ‖p
p)

1
p

e seja W 1,p
0 (Ω) o subespaço fechado e convexo de W 1,p(Ω) dado por

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈W 1,p(Ω);u |∂Ω= 0},

onde u|∂Ω = 0 é a restrição do traço a fronteira de Ω

Lema A.5 Seja Ω⊂ IRN aberto e ( fn)⊂ Ls(Ω), para s > 1, uma sequência limitada. Se

fn(x)−→ f (x) q.t.p em Ω. Então f ∈ Ls(Ω) e fn ⇀ f em Ls(Ω).

Demonstração:(cf. [9]).

Teorema A.6 Seja E um conjunto mensurável, 1 < p < ∞, e 1
p + 1

q = 1. Então se

fn ⇀ f em Lp(E) se, e só se

lim
n→∞

∫
E

g fndx =
∫

E
g f dx, g ∈ Lq(E).

Demonstração: (cf. [34, p.163]).

Teorema A.7 (Continuação da Integração) Se f é integrável sobre IRN e Ωn é uma

sequência crescente, onde ∪∞
n=1Ωn = IRN . Então

lim
n→∞

∫
Ωn

f dx−→
∫

IRN
f dx.

Demonstração: (cf. Royden [34, p. 375]).

Teorema A.8 (Desigualdade de Poincaré-Sobolev) Seja Ω⊂ IRN um domínio limitado.

Então existe uma constante c = c(p), tal que, para todo u ∈W 1,p
0 (Ω), tem-se∫

Ω

| u |p dx≤ c
∫

Ω

| ∇u |p dx.

Demonstração: (cf. Adams [1, p. 184]).

Teorema A.9 (Desigualdade de Hardy) Seja Ω ⊂ IRn aberto limitado de classe C1 e

1 < p < ∞. Considere d(x) = dist(x,Γ). Existe uma constante C tal que;∥∥∥u
d

∥∥∥
p
≤C‖∇u‖p, ∀u ∈W 1,p

0 (Ω)



Apêndice A 87

Demonstração: (cf. Brézis [8, p.313]).

Lema A.10 Seja u ∈W 1,p(Ω) com 1 ≤ p < ∞ e assuma que supp(u) é um subconjunto

compacto de Ω. Então, u ∈W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: (cf. Brézis [8, p.288]).

Definição A.11 Dizemos que um dominio Ω satisfaz a propriedade do cone se para

qualquer x∈Ω, existe um cone limitado Cx, com vértice em x, tal que, Cx está inteiramente

contido em Ω.

Definição A.12 Dizemos que um domínio Ω satisfaz a propriedade de lipschitz local se

existe uma cobertura localmente finita O por abertos U, tais que, O∩U são gráficos de

funções uniformemente lipschitzianas.

Teorema A.13 (Imersões Contínuas de Sobolev) Sejam Ω ⊆ Rn um domínio satisfa-

zendo a propriedade do cone, m ≥ 0 inteiro e 1 ≤ p < ∞. Então, para qualquer j ≥ 0
as imersões abaixo são contínuas:

(i) Se m <
n
p

, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde p≤ q≤ np
n−mp

;

(ii) Se m =
n
p

, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde p≤ q≤ ∞;

(iii) Se
n
p
< m, W j+m,p(Ω) ↪→C j

B(Ω), onde C j
B(Ω) = {u ∈C j(Ω);Dαu ∈ L∞(Ω), | α |≤

j};
(iv) Se m−1 <

n
p
< m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,p(Ω) ↪→C j+λ(Ω), onde 0 < λ≤ m− n
p
.

Demonstração: (cf. Figueiredo [17], Adams [1]).

Teorema A.14 (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω⊆Rn um domínio satisfazendo a propri-

edade do cone, m≥ 1 inteiro e 1≤ p < ∞. Então, para qualquer j≥ 0 as imersões abaixo

são compactas:

(i) Se m <
n
p

, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde 1≤ q≤ np
n−mp

;

(ii) Se m =
n
p

, W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde 1≤ q≤ ∞;

(iii) Se
n
p
< m, W j+m,p(Ω) ↪→C j

B(Ω), onde e W j+m,p(Ω) ↪→W j,q(Ω), onde 1≤ q≤ ∞;

(iv) Se
n
p
< m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,p(Ω) ↪→C j(Ω).
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(v) Se m−1 <
n
p
< m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,p(Ω) ↪→C j+λ(Ω), onde 0 < λ≤ m− n
p
.

Em particular, se n = (m−1)p, então, W j+m,p(Ω) ↪→C j+λ(Ω), para 0 < λ < 1.

Demonstração: (cf. Figueiredo [17], Adams [1]).

Teorema A.15 (Desigualdade de Simmons) Sejam x,y ∈ IRN e 〈·, ·〉 o produto escalar

natural em IRN . Então,

〈| x |p−2 x− | y |p−2 y,x− y〉 ≥

 cp | x− y |p, se p≥ 2,

cp
| x− y |2

(| x |+ | y |)2−p , se 1 < p < 2.
(A-1)

Demonstração: (cf. Peral [33, p. 80]).

Corolário A.16 Seja u1,u2 ∈W 1,p
0 (Ω) então

∫
Ω

〈|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2,∇(u1−u2)〉 ≥



cp

∫
Ω

| ∇(u1−u2) |p, p≥ 2,

cp

(∫
Ω

| ∇u1−∇u2 |p
) 2

p

(∫
Ω

(| ∇u1 |+ | ∇u2 |)p
) 2−p

p

, 1 < p < 2

Demonstração: Para p≥ 2 é uma aplicação imediata do teorema A.15. Agora, suponha-
mos que 1 < p < 2, e utilizando a desigualdade de Hölder

∫
Ω

| ∇(u1−u2) |p dx =
∫

Ω

| ∇(u1−u2) |p .
(| ∇u1 |+ | ∇u2 |)

p(p−2)
2

(| ∇u1 |+ | ∇u2 |)
p(p−2)

2

dx

≤

∫
Ω

(
| ∇(u1−u2) |

| ∇u1 |+ | ∇u2 |
p(p−2)

2

) 2
p

dx


p
2 (∫

Ω

(
(| ∇u1 |+ | ∇u2 |)

p(p−2)
2

) 2
p(p−2)

dx

) 2−p
2

=

(∫
Ω

| ∇(u1−u2) |2

(| ∇u1 |+ | ∇u2 |)2−p dx
) p

2
(∫

Ω

(|∇u1|+ |∇u2|)pdx
) 2−p

2
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Então usando o Teorema A.15(∫
Ω

|∇(u1−u2)|pdx
) 2

p

(∫
Ω

|∇u1 + |∇u2)|pdx
) 2−p

p

≤
∫

Ω

|∇(u1−u2)|2

(|∇u1|+ |∇u2|)2−p dx

≤
∫

Ω

〈|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2,∇(u1−u2)〉dx

�

Observação A.17 O corolário acima pode ser escrito em termos da norma de W 1,p
0 (Ω),

∫
Ω

〈|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2,∇(u1−u2)〉dx≥

{
cp‖(u1−u2)‖p, p≥ 2,

cp
‖u1−u2‖2

(‖u1‖+‖u2‖)2−p , 1 < p < 2
(A-2)

Demonstração: De fato, como

(∫
Ω

(|∇u1|+ |∇u2|)pdx
) 1

p

= ‖|∇u1|+ |∇u2|‖Lp(Ω)

≤ ‖∇u1‖Lp(Ω +‖∇u2‖Lp(Ω

o que implica,

1(∫
Ω

(|∇u1|+ |∇u2|)dxp
) 1

p
≥ 1
‖∇u1‖Lp(Ω +‖∇u2‖Lp(Ω

Logo,

(∫
Ω

|∇(u1−u2)|pdx
) 2

p

(
‖∇u1‖Lp(Ω +‖∇u2‖Lp(Ω

)2−p ≤

(∫
Ω

|∇(u1−u2)|pdx
) 2

p

(∫
Ω

|∇(u1−u2)|pdx
) 2−p

p

≤
∫

Ω

〈|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2,∇(u1−u2)〉dx

Assim,

∫
Ω

〈|∇u1|p−2
∇u1−|∇u2|p−2

∇u2,∇(u1−u2)〉dx≥

{
cp‖(u1−u2)‖p, p≥ 2,

cp/
‖u1−u2‖2

(‖u1‖+‖u2‖)2−p , 1 < p < 2

�



APÊNDICE B
Resultados de Regularidade

Considere o problema de contorno{
divA(x,u,∇u)+B(x,u,∇) = 0 em Ω,

u = 0, sobre ∂Ω.
(B-1)

Inicialmente vamos impor as seguintes condições sobre BcalA e B:

(F1)
N

∑
i,k=1

∂Ak

∂ηi
(x,µ,η)ξ jξk ≥ λ(k+ |η|)m|ξ|2;

(F2)
N

∑
i,k=1
|∂Ak

∂ηi
(x,µ,η)| ≤ Λ(k+ |η|)m;

(F3) |A(x,µ,η)−A(y,υ,η)| ≤ λ(1+ |η|)m+1[|x− y|α + |µ−υ|α]
(F4) |B(x,µ,η)| ≤ λ(1+η)m+2

para todo (x,µ,η) ∈ ∂Ω× [−M0,M0]× IRN ,
para todo y,υ ∈Ω× [−M0,M0] e para todo ε ∈ IRN , onde 0 < α,λ,Λ,M0 ∈ IR com α≤ 1,
λ≤ Λ e o 0≤ k ∈ IR.

Teorema B.1 (Lieberman) Seja Ω ∈ IRN um domínio limitado com fronteira C1,α(Ω).

Suponha que AeB satisfazem (F1)− (F4). Se u é uma solução fraca limitada de B-1 com

‖u‖∞ ≤M0 em Ω, então existe uma constante positiva β dependendo de α,Λ\λ,m,N tal

que u ∈C1,β(Ω) e além disso

‖u‖C1,β(Ω) ≤C

onde C depende de α,Λ\λ,m,M0,N,Ω.

Demonstração: (cf. Lieberman [29])
Afirmação O operador p-Laplaciano satisfaz (F1)− (F3).
De fato, seja

A(x,z,η) = |η|p−2
η = (A1, ...,AN) = (|η|p−2

η1, ..., |η|p−2
ηN)

e
∂Ak

∂ηi
(x,z,η) = (p−2)|η|p−4

ηiηk + |η|p−2
δi,k,
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onde

δi,k =

{
1 se i = k,

0 se i 6= k.
(B-2)

Verificaremos (F1) e (F2), pois (F3) é imediata. (1) Verificação de (F1)

N

∑
i,k=1

∂Ak

∂ηi
(x,z,η)ξiξk = (p−2)|η|p−4

N

∑
i,k=1

ηiηkξiξk + |η|p−2|ξ|2

= (p−2)|η|p−4 (〈η,ξ〉)2 + |η|p−2|ξ|2

≥

{
(p−2)|η|p−2|η|2 + |η|p−2|ξ|2 se p≤ 2
|η|p−2|ξ|2 se p > 2

≥ min{1, p−1}|η|p−2|ξ|2.

(2) Verificação de (F2)∣∣∣∣∣ N

∑
i,k

∂Ak

∂ηi
(x,z,η)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣(p−2)|η|p−4

N

∑
i,k=1

ηiηk + |η|p−2
N

∑
i,k=1

δi,k

∣∣∣∣∣
=

∣∣(p−2)|η|p−2 + |η|p−2∣∣
= (p−1)|η|p−2

≤ max{1, p−1}|η|p−2.

�

O próximo resultado estudamos a regularidade para o seguinte problema{
−∆pu = g em Ω

u = 0 sobre ∂Ω
(B-3)

Teorema B.2 Seja g ∈ L∞
loc(Ω) e suponha que existem constantes γ ∈ (0,1) e c > 0 tais

que

|g(x)| ≤ c
d(x)γ

q.t.p em Ω.

Se u ∈W 1,p
0 (Ω) é solução de B-3 então existem α ∈ (0,1) e M > 0, dependendo de c, γ, e

Ω; tais que u ∈C1,α(Ω) e

‖u‖u∈C1,α(Ω) < M.

Demonstração: (cf. Haí [26]).
Aqui d(x) := d(x,∂Ω).
Primeiro note que d ∈ Lip(Ω)∩C2(V∂Ω), onde V∂Ω é uma vizinhança tubular de

∂Ω,
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De fato, tome x,y ∈ IRN e escolha z ∈ ∂Ω tal que

d(y) = |y− z|.

Logo
d(x)≤ |x− z|= |x− y+ y− z| ≤ |x− y|+d(y),

ou seja,
d(x)−d(y)≤ |x− y|.

Trocando x por y na expressão acima temos

d(y)−d(x)≤ |x− y|.

Portanto
|d(x)−d(y)| ≤ |x− y|, para x,y ∈Ω

Como na fronteira ∂Ω é C2, d é uma função C2 numa vizinhança de ∂Ω. Mais precisa-
mente, por Gilbarg e Trundinger (cf. [23] , Lema 14.16, pg 355) temos que d ∈C2(Γµ),
para algum µ > 0, onde

Γµ := {x ∈Ω : d(x)< µ}.

Lema B.3 Seja u∈C1(Ω) positiva e ∂u
∂η

< 0 em Ω. Então existem C1,C2, com 0<C1 <C2

tal que

C1d(x)≤ u(x)≤C2d(x) ∀x ∈Ω

Demonstração: Primeiro vamos mostrar a desigualdade para x próximo da fronteira.
Tome δ suficientemente pequeno e considere Ωδ, cuja definição é

Ωδ = {x ∈Ω|d(x)≤ 0}

Como u ∈C1(Ω) e ∂u(x)
∂η

< 0 em ∂Ω, existe c > 0 tal que para todo x ∈Ωδ, temos

∂u
∂η

(x)≤−c.

Sendo d ∈C1(Ω), daí existe m > 0 tal que

−m≤ d(x)≤ m e −m≤ ∂d
∂η
≤ m em Ω
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Daí, tomando 0 < l ≤ c
m , temos que

l
∂d
∂η

(x)≥−lm≥−c≥ ∂u
∂η

(x)

logo,

∂u
∂η

(x)− l
∂d
∂η

(x)≤ 0 ∀x ∈Ωδ (B-4)

Tome x0 ∈ ∂Ω e x∈Ω próximo de X0 tal que x−x0 está na direção de η. Faça γ(t)= x+tη,
com t ∈ [0, |x− x0|], então x0 = x+ |x− x0|η = γ(|x− x0|) e γ(0) = x. Note

∂u
∂t

(γ(t)) =
∂u
∂t

(x+ tη) =
N

∑
i=1

∂u
∂xi

γi =
∂u
∂η

(γ(t))

e
∂d
∂t

(γ(t)) =
∂d
∂t

(x+ tη) =
N

∑
i=1

∂d
∂xi

γi =
∂d
∂η

(γ(t))

Então como ∫
γ

∂u
∂η

ds =
∫ |x−x0|

0

∂u
∂η

(γ(t))‖γ′(t)‖dt =
∫ |x−x0|

0

∂u(x)
∂t

(γ(t))dt,

∫
γ

∂d
∂η

ds =
∫ |x−x0|

0

∂d
∂η

(γ(t))‖γ′(t)‖dt =
∫ |x−x0|

0

∂d(x)
∂t

(γ(t))dt,

usando B-4, segue que

∫ |x−x0|

0

∂u
∂t

(γ(t))dt ≤ l
∫ |x−x0|

0

∂d
∂t

(γ(t))dt

ou seja,
u(γ(t))||x−x0|

0 ≤ lu(γ(t))||x−x0
0

Como u(x0) = 0 = d(x0), então

ld(x)≤ u(x), para algum l > 0.

A outra desigualdade é análoga basta tomar L > c
m daí

− ∂u
∂η

(x)+L
∂u
∂η

(x)≥ 0 para todo x ∈Ωδ (B-5)
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pois L ∂d
∂η
(x)− ∂u

∂η
(x)≥−Lm+ c. Repetindo os argumento feitos acima, obtemos

u(x)≤ Ld(x).

Se x não estiver próximo da fronteira, isto é x ∈ Ω \Ωδ, como u,d > 0 em Ω

temos
− m

u(x)
≤ d(x)

u(x)
≤ m

u(x)
e

−
inf

x∈Ω \Ωδ

u(x)

d(x)
≤ u(x)

d(x)
≤

sup
x∈Ω \Ωδ

u(x)

d(x)

Portanto existem constantes l̃, L̃ > 0 com L̃ < l̃ tais que,

l̃d(x)≤ u(x)≤ L̃d(x), x ∈Ω \Ωδ

Tomando C1 = min l, l̃ e C2 = max{L, L̃}, que obtemos o que queríamos. �

Teorema B.4 Seja Ω⊂ IRN um domínio limitado.

(i) −∆p : W 1,p
0 (Ω)−→W 1,p′(Ω) é um operador limitado.

(ii) −∆p : W 1,p
0 (Ω)−→W 1,p′(Ω) é coercivo.

(iii) −∆p : W 1,p
0 (Ω)−→W 1,p′(Ω) é um operador estritamente monótono, ou seja,

〈−∆pu− (−∆pv),u− v〉> 0, para todo u,v ∈W 1,p
0 (Ω), u 6= v.

(iv) −∆p : W 1,p
0 (Ω)−→W 1,p′(Ω) é um homeomorfismo.

Demonstração: Temos que operador −∆p : W 1,p
0 (Ω)−→W 1,p′(Ω) é dado por,

−∆p u: W 1,p
0 (Ω) −→ W 1,p′(Ω)

u 7−→ −∆pu : W 1,p
0 (Ω)−→W 1,p′ (Ω)

v 7−→ 〈−∆pu,v〉=
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇vdx

Afirmamos que o operador −∆p está bem definido. De fato, pois

〈−∆pu,v〉 =
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇vdx

≤
∣∣∣∣∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇vdx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

||∇u|p−2
∇u∇v|dx

=
∫

Ω

|∇u|p−1|∇v|dx

≤
(∫

Ω

(|∇u|p−1)qdx
) 1

q

.

(∫
Ω

(|∇v|p)dx
) 1

p
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= ‖∇u‖p−1
p ‖∇v‖p

como |∇u|, |∇v| ∈ Lp(Ω) podemos concluir que |〈−∆pu,v〉|<+∞.
Ou seja −∆p está bem definido.
(i) Seja u∈W 1,p

0 (Ω) e 1
p +

1
q = 1, utilizando o que já foi feito acima para mostrar

que −∆pu está bem definido

‖−∆pu‖W 1,p′(Ω) = sup
φ ∈ W 1,p

0 (Ω)

‖∇u‖p−1
(p−1)q.‖∇φ‖p

‖φ‖=1

≤ ‖u‖p−1

Portanto −∆p é limitado.
(ii) Seja u ∈W 1,p

0 (Ω). Então

〈−∆pu,u〉 =
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇udx

=
∫

Ω

|∇u|pdx

= ‖u‖p

Logo,

lim
‖u‖→∞

〈−∆pu,u〉
‖u‖

= lim
‖u‖→∞

‖u‖p

‖u‖
=+∞

Ou seja, −∆p é coercivo.
(iii) A monotonicidade do operador segue da desigualdade de Simmons (cf.

Teorema A.15)
(iv) (cf. Peral [33, p. 81]). �

Teorema B.5 (Browder-Minty) Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável e

seja T : X −→ X ′ um operador limitado, contínuo, coercivo e monótono. Então para

cada g ∈ X ′ existe uma solução da equação

Tu = g

Ou seja T (X) = X ′.

Demonstração: (cf. Brézis [8, p. 145])
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Teorema B.6 Considere o seguinte problema{
−∆pu = f (x), em Ω

u = 0, em ∂Ω,
(B-6)

onde f ∈W 1,p(Ω)∩L∞(Ω), Ω⊂ IRN é um domínio limitado com fronteira suave, p > 1.

Então (B-6) admite uma única solução fraca u ∈W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Sendo W 1,p
0 (Ω) um espaço de Banach reflexivo e separável e −∆p :

W 1,p
0 (Ω)−→W 1,p′(Ω) um operador limitado, contínuo, coercivo e monótono (cf Teorema

B.4). Logo pelo Teorema B.5 existe u ∈W 1,p
0 (Ω) do problema (B-6).

A unicidade vem da injetividade do operador −∆p dado pelo item (iv) do
Teorema B.4. �

Observação B.7 Como f ∈ L∞(Ω) segue do Teorema C.11 que u ∈ L∞(Ω). Do Teorema

de regularidade do Lieberman (cf. Teorema B.1), temos que u ∈ C1,α(Ω). Se supormos

que f ≥ 0 e f 6≡ 0, E utilizando como função teste φ =−u−∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇(−u−)dx =−

∫
Ω

f (x)u−dx≤ 0

Portanto,

‖u−‖= 0

Então u≥ 0, então pelo Princípio da Comparação Forte (cf Teorema C.5) temos que

u≡ 0 em Ω ou u > 0 em Ω

se u≡ 0 implicando que f ≡ 0 em Ω, contrariando o fato que f 6≡ 0 em Ω.

Portanto, u > 0 em Ω. Além disso, utilizando o Lema de Hopf (cf. C.6) temos que
∂u
∂η
(x0)< 0. �

Teorema B.8 Seja u ∈W 1,p
loc (Ω) uma solução fraca de

−div(|∇u|p−2
∇u) = φ, p >1, φ ∈ Lq

loc(Ω)

q > p′N. Então u ∈C1+α

loc (Ω).

Demonstração: (cf. Dibenedetto [16]).
Considere o problema,{

−∆pu = −div(|∇u|p−2∇u) = g(x,u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(B-7)
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onde g tem a seguinte condição de crescimento,

|g(x,u)| ≤ c1 + c2|u|p−1. (B-8)

Teorema B.9 Seja u solução fraca da equação (B-7) sobre uma bola B2R ⊂Ω. Suponha

que p < N e satisfaça (B-8). Então,

‖u‖∞,R ≤CR−
N
p

(
‖u‖p,2R + kR

N
p

)
e

‖|∇u|‖p,R ≤CR−1
(
‖u‖p,2R + kR

N
p

)
,

onde C ≡C(N, p,c2,r)> 0 e k ≡
(

r|g| N
p−1 ,2r

) 1
p−1

.

Demonstração: (cf. Serrin [39]).



APÊNDICE C
Princípio de Comparação e de Máximo

Neste apêndice apresentamos alguns resultados sobre EDP e Equações Lineares
e Quasilineares que utilizamos frequêntemente durante a elaboração deste trabalho.

Teorema C.1 (do Divergente) Sejam ϕ1, . . . ,ϕn n funções C1, definidas em uma vizi-

nhança aberta O de Ω tomando valores em C; seja ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . ,ϕn(x)). Temos∫
Ω

divϕdx =
∫

∂Ω

ϕ ·νdσ.

Demonstração: (cf. Treves [41, p. 78]).

Teorema C.2 (Idêntidades de Green) Sejam Ω⊂ IRN um domínio onde vale o Teorema

do Divergente e u,v ∈C2(Ω). Então, valem as seguintes idêntidades

∫
Ω

u∆vdx =−
∫

Ω

∇u∇vdx+
∫

∂Ω

u
∂v
∂ν

dσ

e ∫
Ω

(u∆v− v∆u)dx =
∫

∂Ω

(
u

∂v
∂ν
− v

∂u
∂ν

)
dσ.

Demonstração: (cf. Folland [18, p. 69]).

Teorema C.3 (Vázquez) Seja u ∈ C1(Ω), tal que, ∆pu ∈ L2
loc(Ω), u ≥ 0 q.t.p. em Ω,

∆pu ≤ g(u) q.t.p. em Ω com g : [0,∞) −→ IR contínua, não-decrescente, g(0) = 0 e

g(s) = 0 para algum s > 0 ou g(s) > 0, para todo s > 0. Então, u não é idênticamente

nula em Ω e u > 0 em todo Ω.

Além disso, se u ∈C1(Ω∪{x0}) para x0 ∈ ∂Ω, Ω satisfaz a condição da esfera interior e

u(x0) = 0, então
∂u
∂ν

(x0)> 0.

Demonstração: (cf. Vázquez [42, p. 200]).
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Lema C.4 (Desigualdade do tipo Harnack) Suponha que u ∈W 1,p
0 (Ω)∩C0(Ω) tal que{

−∆pu ≥ 0 em Ω

u ≥ 0 sobre Ω.
(C-1)

Seja x0 ∈Ω, δ > 0 satisfazendo

B(x0,5δ)⊆Ω

e s > 0 onde s < N(p−1)
N−p , se p ≤ N e s ≤ ∞ se p ≥ N. Então existe uma constante C > 0

que depende de N,s,p e δ com a seguinte propriedade

‖u‖Ls(B(x0,2δ)) ≤Cδ
N
s inf

B(x0,δ)
u

Demonstração:(ver Damascelli, L. [13]).

Teorema C.5 (Princípio da Comparação Forte) Suponha que Ω sejam um domínio co-

nexo em IRN e que u ∈W 1,p
0 (Ω)∩C0(Ω) seja tal que{

−∆pu ≥ 0 em Ω

u ≥ 0 sobre Ω.
(C-2)

Podemos concluir que ocorre apenas uma das duas alternativas

u≡ 0 em Ω ou u > 0 em Ω

Demonstração: Suponha a existência de x0 ∈Ω tal que u(x0 = 0), defina

F = {x ∈Ω / u(x) = 0}

Como F 6= 0 e u é contínua segue que F é fechado em Ω. Sendo Ω existe δ > 0 tal que
B(x0,5δ) ⊂ Ω. Pela Desigualdade do tipo Harnarck (ver Teorema C.4). Existem C > 0 e
s > 0 tais que

‖u‖LsB(x0,2δ) ≤Cδ
N
s inf

B(x0,δ)
u

Como u≥ 0 em Ω e u(x0) = 0. Segue que o inf
B(x0,δ)

u = 0, daí

∫
B(x0,2δ)

|u|sdx = 0

Sendo u ≥ 0 e contínua segue que u ≡ 0. Portanto, F é aberto em Ω. Sendo Ω conexo
devemos ter que ω = F . Portanto u≡ 0 ou u > 0 em Ω.
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Lema C.6 (Hopf) Seja Ω ⊂ IRN um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave. Seja

u ∈C1(Ω) satisfazendo
−div(| ∇u |p−2 ∇u) ≥ 0 em Ω (Sentido Fraco),

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

(C-3)

Então,
∂u
∂ν

(x0)< 0 para x0 ∈ ∂Ω, onde ν denota o vetor normal unitário exterior à ∂Ω.

Demonstração: (cf. Sakaguchi [36, p. 417]).

Teorema C.7 (Princípio da Comparação Fraca) Seja Ω ∈ IRN , um domínio limitado e

com fronteira suave. Sejam u1,u2 ∈W 1,p
0 satisfazendo{

−∆pu1 ≤ −∆pu1 em Ω

u1 ≤ u2 em ∂Ω,
(C-4)

No sentido fraco, isto é,∫
Ω

|∇u1|p−2
∇u1∇φdx≤

∫
Ω

|∇u2|p−2
∇u2∇φdx

para toda φ ∈W 1,p
0 (Ω). Então u1 ≤ u2 em Ω.

Demonstração: (cf. Peral [33, p. 83]).

Teorema C.8 Seja 1 < p e Ω ⊆ IRN domínio limitado e ∂Ω ∈ C2. Se f ,g ∈ L∞(Ω) e

u,v ∈C1(Ω) e

−∆pu = f e −∆pv = g em Ω.

Se f ≥ g≥ 0 q.t.p em Ω e C = {x ∈Ω/ f (x) = g(x)} tem interior vazio, então

u(x)> v(x)≥ 0, ∀ x ∈Ω

∂u(x)
∂η

<
∂v(x)

∂η
∀ x ∈ ∂Ω

Demonstração: (cf. Guedda e Verón [25, p. 888]).
As condições abaixo serão hipóteses importante para o próximo Teorema da

Comparação. Seja Ω ⊆ IRN . Considere a seguinte função mensurável não-linear Ψi :
Ω× (0,∞)−→ [0,∞) satisfaça

(PC1) Para cada x ∈Ω a função t 7−→Ψi(x, t)t1−p é decrescente em (0,∞).
(PC2) Ψ1(x,z)≤Ψ2(x,z) para todo (x,z) ∈Ω× (0,∞).
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Teorema C.9 (Princípio da Comparação) Suponha que Ψ1,Ψ2 satisfação (PC1) e que

Ψ1 ou Ψ2 satisfaça (PC2). Se u,v ∈W 1,p
0 (Ω), com u ∈ L∞(Ω), u > 0, v > 0 em Ω tal que

−∆pu≤Ψ1(x,u) e −∆pv≥Ψ2(x,v) em Ω.

Se u≤ v em ∂Ω e Ψ1(x,u) ou Ψ2(x,u) ∈ L1(Ω), então u≤ v em Ω.

Demonstração:[cf. Mohammed [32, p. 243]]

Teorema C.10 (Lema fundamental) Suponha que F : IRm −→ IRm uma função contínua

tal que 〈F(ξ),ξ〉 ≥ 0, em |ξ| = r, onde 〈., .〉 é o produto interno usual de IRm e |.| é sua

norma relacionada. Então, existe z0 ∈ Br(0) tal que F(z0) = 0.

Demonstração: (cf. Lions [30]).

Teorema C.11 Seja Ω ⊂ IRN um domínio limitado suave, 1 < p < N e u ∈ W 1,p
0 (Ω)

solução fraca de (B-7). Se g tem a seguinte condição de crescimento,

|g(x,u)| ≤C(1+ |u|r), com r+1≤ p∗ =
N p

N− p
(C-5)

Então u ∈ L∞(Ω).

Demonstração: (cf. Peral [33, p. 97]).

Teorema C.12 Suponha que f : Ω× (0,∞)−→ IR é uma função Carathéodory tal que

t −→ f (x, t)
t p−1 , é uma função descrente q.t.p x ∈Ω.

Se u1,u2 ∈W 1,p
0 (Ω) são respectivamente sub e super-soluções de (B-7) tal que u1

u2
∈L∞(Ω)

e u1 ≤ u2 em ∂Ω então u1 ≤ u2 q.t.p em Ω.

Demonstração: Seja J : L1(Ω)−→ (−∞,+∞] dado por

J(u) =


∫

Ω

|∇u
1
p |dx , u≥ 0, u

1
p ∈W 1,p

0 (Ω)

∞ ,caso contrário
. (C-6)

Definamos,
D(J) := {u ∈ L1(Ω) | u≥ 0, u

1
p ∈W 1,p

0 (Ω)}

Assim pelo, seguinte, lema devido a Díaz e Saá, é convexo, semi-contínuo inferiormente
e J 6≡ ∞.

Lema C.13 Seja J : L1(Ω) −→ (−∞,+∞], definido em (C-6). Então J é convexo, semi-

contínuo inferiormente e J 6≡+∞.
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Demonstração do Lema: (cf. Díaz e Saá [15] ).
E note que

〈J′(u),φ〉=
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇

(
φ

u
p−1

p

)
dx, u ∈ D(J), φ ∈W 1,p

0 (Ω).

Seja
Ω0 := {x ∈Ω | u1(x)> u2(x)}

Afirmamos que | Ω0 |= 0. De fato, suponha que | Ω0 |6= 0. E seja φi =
up

1−up
2

up
i −1 , i = 1,2.

Segue que φ1,φ2 ∈W 1,p
0 (Ω0), pois

φ1 = φ2 = 0, em ∂Ω0,
u1

u2
,

u2

u1
∈ L∞(Ω0),

e

φ1 =

[
u1−

(
u1

u2

) 1
p

u2

]
, φ2 =

[(
u2

u1

) 1
p

u1−u2

]
Pela convexidade de J e o fato que u1,u2 ∈ D(J) e u1

u2
, u2

u1
∈ L∞(Ω0), obtemos

0 ≤ 〈J′(up
1)− J′(up

2),u
p
1 −up

2〉

=
∫

Ω

|∇u1|p−2
∇u1∇

(
up

1 −up
2

up−1
1

)
−|∇u2|p−2

∇u2∇

(
up

1 −up
2

up−1
2

)
dx (C-7)

Segue de (C-7) e o fato que t 7−→ f (x,t)
t p−1 é decrescente que

0 ≤
∫

Ω0

|∇u1|p−2
∇u1∇

(
up

1 −up
2

up−1
1

)
−|∇u2|p−2

∇u2∇

(
up

1 −up
2

up−1
2

)
dx

≤
∫

Ω0

(
f (x,u1)

up−1
1

− f (x,u2)

up−1
2

)
(up

1 −up
2)dx < 0 (C-8)

ou seja, temos que u1 = u2 q.t.p em Ω0, contrariando a definição de Ω0. Portanto |Ω0 |= 0
e u1 ≤ u2. �



APÊNDICE D
Minimização de Funcionais Energia

Neste apêndice estudaremos a regularidade dos funcionais energia que aparecem
neste trabalho. Consideramos dois casos:

Lema D.1 Seja Ω ∈ IRN , N ≥ 3, um conjunto aberto. Para p ∈ (1,∞), definamos o

funcional J : W 1,p
0 (Ω)−→ IR por

J(u) =
∫

Ω

|∇u|pdx.

Então J é diferenciável em W 1,p
0 (Ω) e

J′(u)v = p
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇vdx.

Demonstração: (cf. Badiale [6, p. 88]).

Lema D.2 Seja Ω ∈ IRN , N ≥ 3, um conjunto aberto. Para p ∈ (1,∞), e β + 1 < p.

Definamos o funcional J : W 1,p
0 (Ω)−→ IR por

J(u) =
1

β+1

∫
Ω

(u+)β+1vdx.

Então J é diferenciável em W 1,p
0 (Ω) e

J′(u)v =
∫

Ω

(u+)β+1vdx.

Demonstração: Como,

u+ =
1
2
(|u|+u)

e utilizando os mesmos argumentos feito em [6, p. 88], temos o desejado.
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Lema D.3 Seja 0 < β < p−1. Então o problema
−∆pu = uβ em Ω

u > 0, em Ω

u = 0 sobre ∂Ω

(D-1)

tem solução fraca u ∈W 1,p
0 (Ω)∩C1,α(Ω) positiva.

Demonstração: Seja J : W 1,p
0 −→ IR dado por

J(u) :=
1
p

∫
Ω

|∇u|p− 1
β+1

∫
Ω

(u+)β+1

o funcional energia associado ao problema é coercivo, pois

|J(u)| ≥ 1
p
‖u‖p− 1

β+1
‖u‖β+1

= ‖u‖p
(1

p
− 1

β+1
‖u‖β+1−p

)
Como por hipótese 0 < β < p−1, logo, |J(u)| → ∞, quando ‖u‖→ ∞.
Donde, ∃ C > 0, onde

J(u)≥−c, ∀ u ∈W 1,p
0

Seja,
I = inf

u ∈ W 1,p
0

J(u)

Tomando (un)⊆W 1,p
0 tal que,

J(un)−→ I

Então,

J(un)≤C1 +1 =⇒ 1
p

∫
Ω

|∇un|p−
1

β+1

∫
Ω

(u+n )
β+1 ≤C1 +1 =⇒

=⇒ 1
p
‖un‖p ≤C1 +1+

1
β+1

∫
Ω

(u+n )
β+1 =⇒

=⇒ ‖un‖p ≤C3 +C4‖un‖β+1

Como, 0 < β < p−1, segue que (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω). Como W 1,p

0 (Ω) é reflexivo

un ⇀ u, em W 1,p
0 (Ω)
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Logo, por imersão compacta (ver o teorema A.13)

un −→ u em Lp(Ω)

Daí, pelo A.3 {
un −→ u q.t.p em Ω

|un| ≤ h ∈ Lp(Ω)
(D-2)

Donde, (veja teorema E.3)
‖u‖p ≤ liminf

n→∞
‖un‖p

De D-2 temos {
u+n −→ u+ q.t.p em Ω

|u+n | ≤ h ∈ Lp(Ω)
(D-3)

Pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
n→∞

∫
Ω

(u+n )
β+1dx =

∫
Ω

(u+)β+1dx

Assim,

J(u) =
1
p
‖u‖p− 1

β+1

∫
Ω

(u+)β+1dx≤ 1
p

liminf
n→∞

‖un‖p− 1
β+1

lim
n→∞

∫
Ω

(u+n )
β+1dx

= liminf
n→∞

(1
p
‖un‖p− 1

β+1

∫
Ω

(u+n )
β+1dx

)
= liminf

n→∞
J(un) = lim

n→∞
J(un) = I =⇒

J(u) = I

Isto é, o ínfimo do funcional é atingido por algum u ∈W 1,p
0 (Ω). Pelos lemas D.1 e D.2

obtemos,

J′(u)v = lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)
t

=
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇vdx−

∫
Ω

(u+)βvdx

Sendo u ∈W 1,p
0 (Ω) tal que

I = min
u∈W 1,p

0 (Ω)

J(u) =⇒ J(u)≤ J(u+ tv), t ∈ IR =⇒

lim
t→0+

J(u+ tv)− J(u)
t

≥ 0 (D-4)

e
lim

t→0−

J(u+ tv)− J(u)
t

≤ 0 (D-5)
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De D-4 e D-5, concluímos que

J′(u)v = 0 =
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇vdx−

∫
Ω

(u+)βvdx =⇒

=⇒
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇vdx =

∫
Ω

(u+)βvdx

Portanto u ∈W 1,p
0 é solução fraca de D-1. Facilmente, conseguimos ver que u satisfaz a

hipótese do Teorema C.11,o qual, implica que u ∈ L∞(Ω). Donde utilizando o Teorema
de Regularidade devido à Lieberman B.1, então u ∈ C1,α(Ω). No entanto, u 6≡ 0 quase
sempre em Ω, pois seja ε > 0 e φ ∈W 1,p

0 (Ω), onde φ > 0, logo

J(εφ) =
εp

p
‖φ‖p− εβ+1

β+1

∫
Ω

φ
β+1dx < 0 = J(0)

para ε suficientemente pequeno. Ou seja u 6≡ 0.
Tome v = 0, como u,v ∈W 1,p

0 (Ω) e

0 ≤
∫

Ω

(u+)β+1dx em, Ω

u = 0 sobre ∂Ω.

pelo Princípio da Comparação fraca (ver o Teorema C.7), segue que u≥ 0.
Considere,

C = {x ∈Ω / u(x) = 0}

Se int(C) = /0, pelo teorema C.8 u(x)> 0, ∀x ∈Ω.
Mas se int(C) 6= /0, então existe x ∈C e δ > 0 tal que Bδ(x)⊂C, onde

u(Bδ(x)) = 0 (D-6)

fazendo,

B : [0,∞) −→ IR

t 7−→ tβ

onde 0 < β < p−1. B é contínua e não-decrescente e B(0) = 0. Como temos D-6 e

−∆pu = B(u) q.t.p em Ω

Pelo Teorema de Vázquez (ver Teorema C.3) u é identicamente nula ou u > 0 em Ω q.t.p.
Mas mostramos que u 6≡ 0 quase sempre em Ω. Segue que u > 0 em Ω. �
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Seja, {
−∆pu+V (x)up−1 = f (x) em Ω

u = 0 em ∂Ω e u≥ 0 em Ω
(D-7)

Lema D.4 Seja 1 < p < ∞ e Ω∈ IRN . Suponhamos que V : Ω−→ IR seja V ∈ L∞ e V ≥ 0.

Então o problema (D-7) tem uma única solução u ∈W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Considere o seguinte funcional energia associada ao problema,
J : W 1,p

0 (Ω)−→ IR, dado por

J(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|p +V (x)|u|pdx−
∫

Ω

f (x)udx

o funcional energia associado ao problema é coercivo, pois

|J(u)| ≥ 1
p
(‖u‖p +‖V‖∞‖u‖p)−‖ f‖q‖u‖p ≥

1
p
‖u‖p−C1‖ f‖q‖u‖

= ‖u‖p
(

1
p
−C1‖ f‖q‖u‖1−p

)
Como por hipótese 1 < p, logo, |J(u)| → ∞, quando ‖u‖→ ∞.
Donde, ∃ c > 0, onde

J(u)≥−c, ∀ u ∈W 1,p
0 (Ω)

Seja,
I = inf

u ∈ W 1,p
0

J(u)

Tomando (un)⊆W 1,p
0 (Ω) tal que,

J(un)−→ I

Podemos supor, sem perde de generalidade, que un ≥ 0, uma vez que, |un| minimiza o
funcional energia. De fato,

|un|= u+n +u−n ≥ u+n

Logo,
−|un| ≤ −u+n

Implicando,
J(|un|)≤ J(un)
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Assim,
J(|un|)−→ I

Então,

J(un)≤C1 +1 =⇒ 1
p

∫
Ω

|∇un|p +V (x)up
ndx−

∫
Ω

f (x)undx≤C1 +1

=⇒ 1
p
‖un‖p ≤C1 +1+

∫
Ω

f (x)udx−
∫

Ω

V (x)up
ndx

=⇒ ‖un‖p ≤C3 +C4‖ f‖q‖un‖

Como, 1 < p, segue que (un) é limitada em W 1,p
0 (Ω). Como W 1,p

0 (Ω) é reflexivo

un ⇀ u, em W 1,p
0 (Ω)

Logo, por imersão compacta (ver o teorema A.13)

un −→ u em Lp(Ω)

Daí, pelo Teorema A.3 {
un −→ u q.t.p em Ω

|un| ≤ h ∈ Lp(Ω)
(D-8)

Como un ≥ 0, teremos que u≥ 0.
Pelo teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (c.f Teorema A.2),∫

Ω

V (x)up
ndx−→

∫
Ω

V (x)updx

∫
Ω

f (x)undx−→
∫

Ω

f (x)udx

Pelo item (iii) do Teorema E.3,

‖ u ‖p≤ liminf ‖ un ‖p

Assim,

J(u) =
1
p
‖u‖p +

∫
Ω

V (x)updx−
∫

Ω

f (x)udx

≤ 1
p

(
liminf

n→∞
‖un‖p + lim

n→∞

∫
Ω

V (x)up
ndx
)
− lim

n→∞

∫
Ω

f (x)undx

= liminf
n→∞

[1
p

(
‖un‖p +

∫
Ω

V (x)up
ndx
)
−

∫
Ω

f (x)undx
]
= liminf

n→∞
J(un)

= lim
n→∞

J(un) = I
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Portanto,
J(u) = I

Isto é, o ínfimo do funcional é atingido por algum u ∈W 1,p
0 (Ω). Como,

J′(u)v = lim
t→0

J(u+ tv)− J(u)
t

=
∫

Ω

|∇u|p−2
∇u∇+V (x)up−1vvdx−

∫
Ω

f (x)vdx

Sendo u ∈W 1,p
0 (Ω) tal que

I = min
u∈W 1,p

0 (Ω)

J(u) =⇒ J(u)≤ J(u+ tv), t ∈ IR

Daí,

lim
t→0+

J(u+ tv)− J(u)
t

≥ 0 (D-9)

e
lim

t→0−

J(u+ tv)− J(u)
t

≤ 0 (D-10)

De D-9 e D-10, concluímos que

J′(u)v = 0

Assim, ∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇v+V (x)up−1vdx−

∫
Ω

f (x)vdx = 0∫
Ω

|∇u|p−2
∇u∇v+V (x)up−1vdx =

∫
Ω

f (x)vdx

Portanto u ∈W 1,p
0 é solução fraca de (D-7). Suponhamos que (D-7) tenha duas soluções

u1,u2 ∈W 1,p
0 (Ω). Logo,∫

Ω

|∇u1|p−2
∇u1∇φ+V (x)up−1

1 φdx =
∫

Ω

f (x)φdx (D-11)

∫
Ω

|∇u2|p−2
∇u2∇φ+V (x)up−1

2 φdx =
∫

Ω

f (x)φdx (D-12)

para φ ∈W 1,p
0 (Ω). Subtraindo (D-11) de (D-12)∫

Ω

(
|∇u1|p−2

∇u1−|∇u2|p−2
∇u2∇

)
φ+V (x)

(
up−1

1 −up−1
2

)
φdx = 0 (D-13)
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Fazendo φ = (u1−u2)
+, assim como no Lema 5.2 obteremos

(u1−u2)
+ = 0 q.t.p em Ω

Se subtrairmos (D-12) de (D-11) e fazendo φ = (u1 − u2)
−. E seguindo argumentos

análogos feito no Lema 5.2, teremos

(u1−u2)
− = 0 q.t.p em Ω

Ou seja,
u1−u2 = 0 q.t.p em Ω

Então
u1 = u2 q.t.p em Ω

�

Lema D.5 Sejam α ∈ (0,1) e m > 0. Então o problema
−∆pu = 1

uα em Ω

u > 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω

(D-14)

tem uma única solução fraca u ∈W 1,p
0 (Ω) satisfazendo u ≥ εφ1 em Ω, onde ε é uma

constante positiva e φ1 1a auto-função do operador p-Laplaciano.

Demonstração:(cf. Giacomoni [21], p. 124).

Observação D.6 Pelo Lema B.3 existe C > 0 tal que

Cd(x)≤ φ1

Assim,
1

uα
≤ εα

φ1
≤ K

dα

Daí, pelo Teorema B.2 segue que u ∈C1(Ω).



APÊNDICE E
Resultados de Análise Funcional

Definição E.1 (Convergência Fraca) Seja X um espaço vetorial normado e (xn) ⊆ X

uma sequência. Dizemos que (xn) converge fraco em X se existe x ∈ X, tal que,

〈 f ,xn〉 −→ 〈 f ,x〉, ∀ f ∈ X∗.

Assim, x é o limite fraco de (xn) e denotamos esta convergência por xn ⇀ x.

Teorema E.2 Seja X um espaço de Banach reflexivo e (xn) uma sequência limitada em

X. Então, existe uma subsequência (xn j)⊆ (xn) e x ∈ X, tal que,

xn j ⇀ x. em X .

Demonstração: (cf. Brézis [8], p. 69).

Teorema E.3 Seja E um espaço de Banach e (xn) uma sequência em E. Então,

(i) xn ⇀ x em σ(E,E∗) se, e somente se, 〈 f ,xn〉 −→ 〈 f ,x〉, ∀ f ∈ E∗.

(ii) Se xn −→ x, então xn ⇀ x em σ(E,E∗).

(iii) Se xn ⇀ x em σ(E,E∗), então (‖ xn ‖) é limitada e ‖ x ‖≤ liminf ‖ xn ‖.
(iv) Se xn ⇀ x em σ(E,E∗) e fn −→ f em E∗ (isto é, ‖ fn− f ‖E∗−→ 0), então

〈 fn,xn〉 −→ 〈 f ,x〉.

Demonstração: (cf. Brézis [8, p.58]).

Teorema E.4 Seja E um espaço de Banach e ( fn) uma sequência em E∗. Então,

(i) fn ⇀ f em σ(E∗,E) se, e somente se, 〈 fn,x〉 −→ 〈 f ,x〉, ∀x ∈ E.

(ii) Se fn −→ f , então fn ⇀ f em σ(E∗,E).

(iii) Se fn
∗
⇀ f em σ(E∗,E), então (‖ fn ‖) é limitada e ‖ f ‖≤ liminf ‖ fn ‖.

(iv) Se fn
∗
⇀ f em σ(E∗,E) e xn −→ x em E, então 〈 fn,xn〉 −→ 〈 f ,x〉.
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Demonstração: (cf. Brézis [8, p.63]).

Teorema E.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitária

BE∗ = { f ∈ E∗;‖ f‖ ≤ 1}

é compacta na topologia f raca∗ σ(E∗,E).

Demonstração: (cf. Brézis [8, pg. 56])
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