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Resumo

Moreno, Steffanio. Existéncia e Regularidade de Solucoes Positivas de Siste-
mas de Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas. Goiania, 2017. 116p. Disser-
tacdo de Mestrado. Instituto de Matemdtica e Estatistica, Universidade Federal
de Goias.

Neste trabalho estudaremos existéncia e regularidade de solugdes positivas de sistemas

elipticos do tipo

—Apu = f(x,u,v), —Ayv = g(x,u,v) in Q

u,v>01in Q,

onde I < p,qg <N, Q C RN é um dominio limitado com fronteira 0Q regular, e f, g sido
do tipo convexo-singular ou Q = RN e f, g sdo do tipo cdncavo-convexo. No caso
limitado encontraremos solucdes que se anulam em dQ, enquanto que, no caso Q = RV
as solucdes em C!'(RN) NL*(RN). No caso f, g singulares utilizaremos o método de
Galerkin e principio de comparagio. No caso Q = R utilizaremos o método de sub e

super-solucdes, métodos variacionais e principios de maximo.

Palavras—chave
Sistemas Elipticos Nao-Lineares,Método de Galerkin, Sub e Super-Solucdes,

Minimizacao, Principios de Maximo.



Abstract

Moreno, Steffanio. Existence and Regularity of Positive Solution of Systems
of Elliptic Partial Differential Equations. Goiania, 2017. 116p. MSc. Disser-
tation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work we study existence and regularity of non-negative solution of elliptical

systems of the type

—Apu = f(x,u,v), —Ayv = g(x,u,v) in Q,

u,v>01in Q,

where 1 < p,g <N, Q C R" is a bounded domain with smooth boundary 9Q, and f, g are
of the type singular-convex or Q@ = R" and f, g are concave-convex. In case Q we will find
solutions that cancel out dQ while in the case Q = R" solutions in C' (RV)NL>(RRY).We
will use the Galerkin method and the comparison principle. In case Q = RY we will use

the method of sub and super solutions, variational methods and principles of maximum.

Keywords
Nonlinear Eliptics Systems, Sub and Super Solutions, Galerkin Method, Mini-

mization, Maximum Principles.
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Lista de Simbolos e Notacoes

Notacoes Gerais

QCRN

a0
€|

_(Qu 9 d
vu= (3.8 3%)
Apu = div(| Vu |P~2 Vu)

q.t.p.

Espacos de Funcoes
LP(Q)

L? :=LP(RN)

L= (Q)
L*:=L"(R")

WP (Q)
Wy ?(Q)
11

I e
I

I-

Lp

Conjunto aberto, conexo e limitado de RN
(Dominio limitado)

Fronteira de Q

Medida do conjunto Q

Gradiente da funcdou: Q — R

p-Laplaciano de u

Convergéncia fraca
Imersdo continua

Imersdo compacta
max{u,0}
max{—u,0}

quase todo ponto

{u:Q — R:uémensurdvel e [, |ul? <
00,1 < p <eo}

{u:RN — R :uémensurdvel e [ |ul? <
o0, 1 < p < oo}

{u: Q — R : uémensurdvel e |u(x)| <
Cqtp.emQ, C >0 constante}

{u: RN — R : uémensurdvel e [u(x)| <
Cq.tp.emRY, C >0 constante}
{u:Q%R:uGLP(Q)eg—; e LP(Q), Vi}
WH'HW

Norma no espago L?(Q)

Norma no espago L (Q)

Norma no espago WO1 P(Q)

(
Norma no espaco W17 (Q)



CAPITULO 1

Introducao

O objetivo deste trabalho € estudar existéncia e regularidade de solucdes positi-

vas de sistemas do tipo

(S) { —Apu = f(x,u,v), —Amv=g(x,u,v) em Q

u,v>0em Q,

onde Q C RN é um dominio limitado com fronteira 0Q regular ou Q = RY, 1 < p,g <N
e f,g:Qx(0,00) % (0,00) — IR sdo func¢des dadas e

Apu = div(|VulP72Vu).

Nos capitulos 2, 3 e 4 estudamos sistemas singulares em dominio limitado,
motivados pelos trabalhos [2] e [24], onde o primeiro destes utiliza o método de Galerkin
para o operador Laplaciano e o outro usa o método de Galerkin generalizado para o ®-

Laplaciano. No Capitulo 2 dizemos que o sistema é cooperativo, isto é

of dg
E(x,u,v) >0 e E(x,u,v) >0 em QxR XR}.
No entanto, o sistema que consideramos no Capitulo 3 dizemos que € nao-cooperativo,
isto é

of

d
g(x,u,v)<0 e %(x,u,v)<0 em QX R, XR}.

O capitulo 5 foi motivado pelo trabalho [11] onde utilizamos o método de sub e super-
solugdes combinado com métodos variacionais para Q = RV,

No Capitulo 2, tomamos Q C R" dominio limitado com fronteira 0Q regular e

ap (x) !

u VBYI

f('x7u7v) =
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onde a; e a> sdo funcdes dadas. Neste caso o sistema (S) se reescreve na seguinte forma

—Apu = %—kuﬁl, —Ayv = %—H}BZ em

(1-1)
u,v>0em Q, u=v=0em JIQ.

Para enunciar o Teorema principal do Capitulo 2 consideramos as seguintes

hipoteses:

a;: Q— (0,40) e q; € L7(Q);
O<Bi<p—led<Pa<qg—1;
0<OC,','Y,'< 1;

O<oi+v<l1;

S €LP(Q) 2y € L1(Q);

SS5SS

~— — N N

parai=1,2.
Teorema 1.1 Suponha (H),(H), (H3) e (Hy). Entdo existem u € Wy'" (Q), v € W, 4(Q),
satisfazendo o problema (1-1) no sentido fraco. Além disso, se existir C > 0 tal que

(1) ai(x) <Cd(x), xe€Q

entdo, u € C1*(Q) eve C'H(Q).

A demonstracdo do Teorema 1.1 utiliza método de Galerkin, principio de Maximo e
Comparagao.
No Capitulo 3, fazendo

1 1
flxu,v) = W—i—vﬁ‘, g(x,u,v) = sz+uB2’ u,v>0

onde o sistema (S) se reescreve na seguinte forma
—Apu = m%l +Br, —Ayy = w%z—kuﬁz em Q
(1-2)
u,v>0em Q, u=v =0 sobre 0Q.
Acrescentando ao conjunto de hipoteses o
(Hs) 0<Pi+1<min{p,q}.
O principal resultado do Capitulo 3 é

Teorema 1.2 Suponha (H,),(Hs). Entdo o problema (1-2) tem uma solugdo fraca posi-

tiva (u,v).
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A demonstracdo do Teorema 1.2 utiliza método de Galerkin, principio de Maximo e
Comparacio.

No capitulo 4 faremos

fleyu,v)= @)

o u%1ypn

+h (x,u,v)+ fi(x), glx,u,v)= a(x)

=t +ho(x,u,v)+ fo(x), u,v>0

onde ay,ay,hy,hy, f1, f> sdo fungdes dadas. Neste caso o sistema (S) se reescreve como

—Apu = %4—}11()@%\/) + f1(x), em Q
—Agv= ;32(;% +hy(x,u,v) + fo(x) em Q (1-3)
u,v>0em Q, u=v=0em 0Q,

onde,

fi e WP (Q)NL=(Q),
HeW (Q)NL*(Q), (1-4)

f1, /> s@o ndo-negativas e f #Z 0. Suporemos também h; sdo Caracthéodory e tem a

seguinte condi¢cdo de crescimento

0 < hy(x,u,v) < by (x)|ul® + bia(x)|v|®
0 < hy(x,u,v) < byy (x)|ulPt + by (x) [v|P2 (1-5)

onde bij S LW(Q) , b,‘j > 0.
(Hg) 0<Bi+1<min{p,q}e0<oc;+1<min{p,q}.
O principal resultado do Capitulo 4 é o seguinte

Teorema 1.3 Suponha (Hy),(Hz),(H3), (Hs) e (Hg). Entdo o problema (1-3) tem uma

solugdo fraca positiva (u,v).

A demonstracdo do Teorema 1.3 utiliza método de Galerkin, principio de Méaximo e
Comparagao.

No Capitulo 5 fazemos Q = R" e consideramos o seguinte sistema

—Apu+V(x)uP~t = 4B em RV
(*)a —AY VI =02 pubr em RV
u,y>0 em RV,

onde 0<o;<P;<ocoparai=1,2eV:RY — R satisfaz
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(Vo) V(x) > &9, quando |x| > Ry, para algum &y, Ry > 0;
(V1) V(x)>0,xc RN,

O principal resultado do Capitulo 5 é

Teorema 1.4 Suponha que 0 < a; < p—1 <P e 0 <oy <qg—1< Py Se além
disso V. € L*(R") e V satisfaz (Vo),(V1), entdo existe A > 0 tal que para cada
A € (0,A) o problema (%)) admite uma solucdo u = uy € C'(RV)NL>(RN), e
v=vy € CL(RN)NL>(R"), satisfazendo

1
O<u< Wia] (M) Pr=et = Mm!
- Bi—(p—1) A

1
D<yv< }\,[5210‘2 <m> P2-n = M2_
- Br—(g—1) A

A demonstracdo do Teorema 1.4 usa o método de sub e super-solu¢cdes combinado com
método variacionais e resultados de regularidade.

Nos apéndices A,B,C,.D e E relembramos as definicdes e propriedades dos
Espacos de Sobolev, resultados de regularidade para equagdes quase-lineares, principios
de comparacdo e de maximo, minimizacao de funcionais energia e resultados basicos de

Analise Funcional.



CAPITULO 2

Sistemas Nao-Cooperativos

Dominio Limitado

Temos na literatura o estudo do seguinte problema

2-1)

—Apu = uyPr —Agv= 2B em Q,
u,v>0 em Q, u=v=~0em Q.

Q Cc RY é um dominio limitado com fronteira regular, 1 < p,q < oo, o; + B; < 0.
Giacomoni, Schindler e Takac, e Moussaoui (cf. [22]) usaram métodos mon6tonos para
mostrar a existéncia de uma tunica solugdo (positiva) do problema (2-1). de regularidade
para solugdes do problemas acima. Onde a solucio do sistema 2-1 é C¥%(Q), para algum
o € (0,1). Referimos o leitor a [2, 3, 11, 20, 21, 24, 28] para resultados relacionados.
Para estudar (1-1), investigaremos a existéncia de soluc@o da seguinte familia de

sistemas

__a | _ @ )
—Apu = irrs Pt —Agy = gty 9P em Q

(2-2)
u,v>0em Q, u=v=0em0Q,

onde € > 0. Para iniciarmos, estabeleceremos o seguinte conjunto de notagdes e defini¢do

de solugdo fraca para o problema (1-1) e de base de Schauder.

Considere o espago vetorial E = WO1 P(Q) x WO1 /() com a norma

Izl = fluellr,p +[IvI]1.4,

onde z = (u,v) e ||..||1,, € a norma usual de Wol’p(Q). E ¢ um espaco de Banach.

Denotaremos por ||.||, a norma usual em L?(Q) for p > 1 e u™ = max{u,0}.

Pelo artigo de Hamid Bellout [7] temos garantida a existéncia de uma Base de

Schauder para WO1 ?(Q). O que nos permite dar a seguinte defini¢io
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Definicio 2.1 Uma sequéncia (e,)n>1 € dito uma base de Schauder para WO1 (Q), se

para todo u € Wol’p (Q) existe uma tnica sequéncia de (0,,),>1 € R tal que u = Z Ol €
k=1

Observe que a defincdo (2.1) € equivalente a

n
u= lim Z (0035%
n—veo =

. N 1
onde esta convergéncia € dada na norma do espago W, 7(Q).

Defini¢do 2.2 Uma solugdo fraca de (1-1) é um par de funcoes (u,v) € WOLP(Q) X
WO1 “4(Q) positivas e satisfaz

N ai(x) 1,
/Q’Vu|p ZVqu)dx:/QWq’der/guﬁl‘dev Vo € W, P(Q),

~ as(x) 7
/Q|Vv|q ZVVVde:/QWWa’x+/QvB2\pdx, V\UEWOI‘](,Q).

O resultado a seguir trata-se da existéncia de solucdo de (2-2).

Lema 2.3 Suponha (Hy),(H}),(H,) e € > 0. Entdo para cada € > 0, o problema (2-2)
possui uma solucdo positiva (ug,ve) € ENCH(Q) x CHB(Q), onde o, B € (0,1).

Demonstracdo: Afim de aplicar o Lema fundamental (ver Teorema C.10) fixemos duas
bases de Schauder X = {wi,wa,....} e £ = {Wj,wy,....}, respectivamente, bases de

Wo ' (€0), Wol’q(Q). Logo (u,v) € E temos,

[ee] m oo k
u= Z&iwi = lim Z&iwi ev= ZT]J'(I)]' = lim ZT]]'WJ‘, &i,ﬂj € R.
i=1 me i j=1 me i
Ou equivalentemente,
L 1 k 1
lu—=Y &will1p — 0 em Wy P (Q) e [lv—Y niwill14 — 0 em Wy!(Q)

i=1 =1

sejam

F {W | W € um subespaco de Wol’p(Q) e 0 <dimW < 00}

F

{W | W é um subespago de W, ?(Q) e 0 < dimW < oo}
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denotemos por Wy, = [w1,...,wp] € Wi = [W,..., W], onde se (u,v) € E, g = Wy X Wi
m k
u= Z&iwi e vVv= ZT’[/’WJ', E_,,',T]j cR.
i=1 j=1
Defina em E,, ; a seguinte norma

m

k
lellme = X &l + Y il = llaellm+ [Vl = [&]+ ]

i=1 j=1

onde |.| € a norma da soma em IR™; observe que para cada s € IV, temos que (W, ||.||s) é

isomorfo e isométrico a (

,|.]), através da aplica¢do natural

T:W,— R

dada por,

u=Y B> T(0) = (E1,n) = &
i=1

assim, conseguimos obter que (Ey X Ey, ||.|lmx) € isomorfo e isométrico a (R™ x IR¥).
Queremos mostrar que para cada m,k € IN existe (up,vr) € E, x € € > 0 fixado, verifi-

cando a seguinte igualdade

.x wi
p— — ! 51
/ |Vum| VUmVWldX / ’um’al ’vm”yl —|—8d +/ Wzdx

512
Vol 2Vy dex—/ x+/ l32w dx
/Q| k| k J Q|Mm|a2|vm|72 +e

(2-3)

paracadai=1,...,m. Defina F : R" x R¥ — R™ x R* dada por

F(&ﬁ]) = (Fl (&Jl)a7Fm(§7n)7G1(&7n)>7Gk(§an))

onde

Vul|P~2VuVw; — /— / )P,
R = [ IVl Vavwi— [ gt

— _ ax(x)wj .
Gj(&,n):/ngw 2VoVip — QL—/Q(W)B%,

ul2 v +e
para cada i=l,...m e j=1,....k. Relembremos que podemos usar a identificacdo

(u,v) <+ (§,Mm). Queremos mostrar

i) Existe r > 0 tal que (F(&,m),(&,m)) > 0 para todo (&,m) satisfazendo |(&,m)| =r;
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i) F : R™ x IR — IR™ x IR¥ é continua.
Observe o seguinte

(FE).&) = [ Va2V G — | a1 (x) (&wi)

o Julh +-e

dv— [ ()P Ewi)dx

az (x)(iw;)

. N = V42V (i dx — | =AU
<G1(Fo7n)7nj> /Q| V‘ v (nle)dx Q|u|°°2|v|“/2+8

de— [ ()P, dx

ay(x)u

¢ Jofu[*|v[n +e

(FEM).( i &)+ YAGHE ) =l + IV

i=1

_ +)B _ +)B
/ \u|0‘2|v|Y2+8 /Q(u )P ludx /Q(v )P2vdx.

Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4) e imersdo continua de Sobolev (cf.

Teorema A.13), Segue que

1 C
g < glarlelily < G bl

1 1
[P < 2] < €l < ol

a(x)v

1 C3
P E—— < — I < —=\|h o
1) \u!o‘Zlv]VZ—l—e = 8”“2” HVHP =g ” 2|| ||V

1,95

Lot < 2 < ol <

Donde,
+1 +1
(FEM), EN) = [lullf,+ V11, — Cillullp — Callull? = Callvll1 g — Callv [T,

Devemos nos atentar que as constantes, acima, C; dependem de €. Assim, pela equivalén-

cia de normas ||.[[1,, [|-|lm € ||-|[1,4 ||-]|x> respectivamente,
+1
(FEM), €M) > Csllullf, +ColIvII{ — Cilullm — Callull " = Cs[vllx — Calv]|§*

fazendo ||(u,v)|[mx = r = [[ullm + [[v][x, onde [|u[[m = r1, |[v]lx = ra.
Considere,
€ _ D Br+1
gi(r1) =Csry —Ciry — Cory
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g%(l”z) = C(,I’g — C3r2 — C4I’2BZ+1
Segue que
Tim g; (ri) = +eo

pois, por hipétese B +1 < p,Po+1<ge

gi(rn)=r] (Cs —Clr%_p—Cgr?lJrl*p)

g5(rn) = rg <C6 — Cgr;_q —C4r§2+17q) .

Implicando (2-4). Logo, existem o; > 0 e 7; > 0 tal que g;(7;) > a. Portanto,

(FEM),(EM) =0 se [[(u,v)]lmr=ro=T1+T2

Devido a isometria entre E,, x € R" x R¥, isto implica que

I, v)]

mk = (&) = ro.

Mostraremos que F' € continua. Considere

m m
U, = Z&?wi eu= Zﬁiwi
i=1 i=1

k k
i=1 =1

J

J

onde, tendo em mente a isometria ja supracitada;

Gn = (&15-&m) — &= (G1,-,5m)

M= M1, mg) — &= M1,..., M)

Logo,
U, — U

Vy —>V

isto €,

(Un,vn) — (u,v) em Ep.

(2-4)

(2-5)
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Como E,, x tem dimensdo finita, as normas ||.|| e ||.||,» s3o equivalentes em E,, .
Donde;
|(tn,vi) — (u,v)|| — 0 em E.

Observe que para mostrar que F € continua, basta mostrar que as F; e G; sdo
continuas.
Assim, utilizando a convergéncia acima e pelo teorema (A.3) temos que, a menos

de uma subsequéncia,

|\Vu, —Vul|, — 0 em LP(Q)
Vi, (x) — Vu(x) q.t.p em Q (2-6)
|Vup, | < g onde g e LP(Q)

e da desigualdade de Poincaré ( cf. Teorema A.8) e pelo teorema (A.3)

([ |tn —ul, — 0 em LP(Q)
|lvi —v|lg — 0 em LI(Q)
Up,(x) — u(x) qtpem & (2-7)
Vn, (x) — v(x) q.tpem Q

[ |un,| < § onde g€ LP(Q)

Segue que
|Vun|p_2Vuanl~ — |Vu|p_2Vqu,- g.tpem Q.

HVun|p’2Vuan,~| < g’”i1 |Vw;|
Como
gELP(Q) = [g|r~! e LT

1 —1
Vw eLP(Q) e —+ 2= =1
p p
Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4), obtemos que |g|[P~!|w;| € L'(Q). Por-

tanto, utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), tem-se
/ Vit |P~2Vu, Vwidx — / \VulP~2VuVw,dx (2-8)
Q Q

De (3-6) temos

ay (x)w; ay (x)w; o O
A v e Juleryr e 3PS
| ap (x)w; < ap (x)w; c17(Q)

|t | %1 |V |1 + € €
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un(X)Twi — ut (x)w; qtpem Q.

Por hipédtese 1 < p — By, isto implica que

N
N—p<N(p—p)— L <L

p—P1 N-—p

e pelas Imersdes compactas (cf. Teorema A.14) temos que

Np
€L1(Q), 1<g< ——.
Wi ( )7 ~q N—_p
Logo,
_r_
w; € LB (Q)
Como,
P —
gﬁl eLPi(Q) e &-I-p P =1. (2-9)
4 p

Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4),
|G Powi| < 1gP[Iwil € L'(Q).

Donde, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2)

a (x)(wi) ai (x)(wi)
i e o T e @10
€
/ (u; ) Prwidx — / (ut)Prwdx (2-11)
Q Q

De (2-8),(2-10) e (2-11); obtemos

F}(gnmnnk) — E(é?ﬂ) quando (&nann) — (&7“)

Agora, suponhamos que ndo tenhamos

Fi(Gu,Mn) — Fi(&M)

entdo existe g9 >0 e Fi(&n,ﬂ]n,) onde
|Fi(&n;sMn;) — Fi(E,M)| > €0, VjEN. (2-12)

Utilizando os mesmos argumentos feitos anteriormente, conseguimos mostrar que existe
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uma subsequéncia {F;(&; ,Mn;, )} € {Fi(&n;,Mn;) } tal que
Fi&y May) — FEM) em B,
Logo, existe nj, € IN tal que
iy My,) = FAEM)| < 5, W, > .

Contrariando (2-12). Portando, segue que F; sdo continuas.

De forma totalmente andloga, podemos obter que

Gi(&nMn) — Gi(Ga,Ma) quando (&, Ma) — (§;M).-

Portanto pela Lema fundamental (cf. Teorema C.10) , existe (£,,,1¢) € R™ x R* com
|(EmsMi)| < ro tal que F(&,,Mk) = 0. Pela identificagdo isométrica, E,, x E; entre IR™ X
R¥, temos que existe (uy,vx) € Ep x Ey tal que

||(umuvk)||m,k < ro,‘v’m,k €N e Fl(gmank) = Gi(&»m?nk) =0

implicando que,V i=1,...me j=1,...,k,

Vit |P 2V, Vwid / d / By 2-13

/| U | U Vwidx = |um|0‘1|vk|71+8 X+ Q(um) widx (2-13)
, . az(x)w; .

Vv |92V, Vi a’x:/ J dx+/ v B2 idx 2-14

Multiplicando cada F; e G; por escalares a; e ;, respectivamente, e somando-as,

obtemos:

P2 _ ai(x)9 / By
/Q|Vum| Vuquxlx_/g|um|al|Vk|Yl+8dx+ [ ()P g, paratodo ¢ € W
(2-15)

q—2 _ aZ(X)W =+ Bz
/g (Vv Vv Vydx = /Q PRI +£dx+ Q(Vk )P2ydx, para todo y € W.
(2-16)

Como E, x C E logo existe C > 0, que depende da dimensdo de E,, , tal que

| (s vi) || < C||(ttm, vie) || m ke < r. Observe que desta desigualdade ndo podemos concluir
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que Uy, v sdo limitadas em WO1 P(Q)e WO] 4(Q), respectivamente.
Mas, fazendo ¢ = u,, em (2-15), combinando as desigualdades de Holder e de

Poincaré (cf. Teoremas A.4 e A.8) temos que,

a
) Z— p BH—]
I|2tsm || /Q|Vum| dx = /Q|um|°‘1|vk|71—l—8 +/ dx

1
— Bi+1 - Pi+1
< o [ aumdss [ dax < alelanl,+Cillunlf)

< Collum| + C3lum P!

entao,
[t |7 < Calttm ]| +C] || P

De forma anéloga,
Vil < Callvell + Cs v P!

Por (H)), temos entdo que (u,) e (vi) sdo limitadas, respectivamente, em
W, ?(Q), W, 4(Q). Sendo (W, ¥ (Q) x W, (Q)) reflexivo, a menos de uma subsequéncia,
temos que
Uy — U €m Wol’p(Q)

Vk — Ve em WOI’q(Q)

Pelas imersdes compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema A.3 obtemos,

Uy — Ug € Vi — ve em LP(Q), L1(Q)

Um(x) — ug(x) g.t.p em Q

Ve(x) — ve(x) g.t.p em Q. (2-17)
lum| < g, onde g, € L°(Q) 1 <s< A],VT[;

vl <8, onde g, € LF(Q) 1 <5 < e

Observemos que, pelas convergéncias acimas

ar(x)¢ . aj (X)\$1 - qtp Q.

[t | *1 [V [T +e |ue|*1 [ve

(um)+¢—>(us)+¢ qtp Q,

|t yznlyik),qv)lﬂ \m( )0l € L'(Q).

De (2-9) e (2-17) segue,
[(u)Pro] <zPo e L'(Q).
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Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

a (x 4B _ae +\Bi ]
/ ¢dx—>/ PR -l-/Q(ug) odx. (2-18)

rumwlmrvl+e *r e

Utilizando as convergéncias obtidas em (2-17), e argumentando de forma andloga, ao que

foi feito acima, obtemos que

aj [32 d / )\‘ll / +\B2 d 2-19
/Q|Um|0°2|Vk|yz+8 +/ Vax— |u8|0€2|v8|72_|_g dx+ Q(Vﬁ) ydx. ( )

Para concluirmos que (ug,Vve) € solucdo fraca de 2-2, falta mostrar

/ Vit |72Vt Vol —s / Vite|P2Vite Vorx
Q Q

/|Vvk|q2Vka\|!dx—>/ Ve |92V Vida.
Q Q

Antes de iniciarmos, devo alerta que os argumentos feitos a seguir podem ser feito,
também, para a sequéncia (vx). Onde bastard trocar p,m, respectivamente, por g e k.
Para tal, definamos o seguinte funcional; —A,uy, : WO1 P (Q) — R, dada por

(=gt 8) = [ [Vt 7>Vt Vo
temos que Ay, C (Wol’p(Q))’. Pois, de fato;
Bt )| = [ [Vitn?2Vun Vol < [ [Vitn|? ! [Volax < [Vunl [0,

a ultima desigualdade foi obtida pela Desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4), tendo

em vista que
P
—1

\Vity| € LP(Q) = |u,|P~ ' € LI 1(Q),
p—1
del’(Q)e —+—=1
p
Como u,, é limitado em Wol’p (Q),
[(—Apttm, 0)| < C[[9]] -
Donde;
| =Apum| = sup  (=Apum,0)| <C, para [|p] <1.

0 € WP (Q)
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Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki ( cf. Teorema E.5), se —A,u,, € limitado, a

menos de uma subsequéncia, logo
~Apty =y em (W (Q))°

equivalentemente,

<_Apum,\|f> — <X7W> W € W()1p<'Q‘)

da desigualdade de Simmons (cf. Teorema A.15). Segue que
[0t 2 = (V917 29) (Vi = V) = 0,y W ().
Por simplicidade, definamos como sendo

fl (x7 l/tm,Vk) = al (X) + (u+)B]7 para i= 172

 Juln el e

Como,
/ |Vum|P_2VumV(|)dx = / S1(x, th, vi)0dx, paratodo ¢ € W,
Q Q
fazendo ¢ = u,,, de (2-22) obtemos,

/Q|Vum|de:/Qfl(x,um,vk)umdx.

De (2-21) segue que,

[ IVttt (=Bt ) = (=8 Wt0) + (B 9) = 0

implicando de (2-22),

[t i = (=Bt ) = (Bt} (=B, 9,9) 2 0,

Consequentemente, quando m,k — o e de (2-18) e (2-20)

/Q i (%, e, veuedx — (0, W) — (=AW ue) + (=AW, ) >0, yeW,”(Q).

De (2-22), quando m,k — oo, temos

(,0) = /Q Fi(x e, ve)odx, O € Wi,

(2-20)

(2-21)

(2-22)

(2-23)

(2-24)

(2-25)
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Em particular,

<X7”m> :Af] (x,ug,Vg)Mde

Como uy, — ug em WO1 P(Q), que implica

(X tm) — (X, te)

portanto,
(X, ue) = /Qfl (x, ug, Ve ) ugdx.
Substituindo a igualdade obtida em (2-24)

(o tte) — (W) — (—ApWue) + (—Apy,y) >0,y e Wy P (Q).
Segue que,
(= (—ApW),ue— ) >0, yeWyP(Q).

Tomando Y =ug —Aw,A>0ew€ Wohp(Q)_
Donde,
X — (—Ap(ue —Aw)),Aw) >0, A>0e we Wol’p(Q)

ou seja,
(= (=8 (e =Aw)),w) > 0

Como —A,, € um operador continuo, fazendo A — 0 temos
(= (—Ap(ue),w) >0, weWy”(Q).

(X = (=Ap(ue), —w) = = (X = (=Ap(ue),w) <O

Portanto,
(X — (=Ap(ug),w) =0, we W()LP(Q)-

Segue que,
X - _Apug.

E obtemos o que queriamos
/ |Vum\p*2VumV¢dx — / \Vug|p72Vu£V(|)dx.
Q Q
Donde, utilizando os mesmos argumentos conseguimos mostrar que

/|Vvk|q2Vka¢dx—>/ |Vve |92V Vodx.
Q Q
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Observacao 2.4 Observe que cada ¢ € E,,, pode ser escrito como

0= Ewi
i=0

Donde,
L 1
lim ¢ = limz Ewi=w, para algum w € W,"(Q).
m-—yoo i—0
Assim, com a convergéncia forte,acima, em WO1 P (Q) podemos proceder de forma andloga

ao que foi feito para mostrar que F era continua, e obter as funcoes teste em WO1 P(Q).

Ou seja (ug, ve) € solucdo fraca de

. aj(x) + _ ax(x) + ;
—Aptte = fityire + ()P —Agve = e 4+ ()P in O

(2-26)
u=v=0 em 9Q.

Sendo
aj(x) 4 (u+)l31

X, Ug,Vg) = —— it
Flterte) = fgppe T

donde, como € est4 fixado
1 B1 Bi
[f1 (0 ute,ve)| < Clan]+ Juel™ < C(1+ Jue[™)

como por hipétese (H;) pelo Teorema C.11, segue que u € L*(Q). Donde, utilizando o
Teorema de regularidade do Lieberman (cf. Teorema B.1 temos ue € C1%(Q).

A positividade segue pelo Teorema C.5, pois a solucdo trivial ndo satisfaz a
igualdade dada em (2-26). Assim pelo Teorema C.5, ug > 0. De forma andloga, segue
que ve € CB(Q) positiva.

Portanto, (ug,ve) € ENCYQ) x C1B(Q) positiva para cada € > 0. [J

Observacao 2.5 Queremos agora fazer € — 0 para obter a solucdo de (1-1). Por
questdo de comodidade denotaremos, €, = %, para cadan € IN, logo (ug,,ve,) = (tn,Vn),
entdo temos das solucdo obtidas do Teorema 2.3 que

—Apuy = Dt ()P, —Agvn = u,‘f;liéﬂl + (va)P2 in Q

n— o ¥ 1
MnVnJr; n

(2-27)

Uy, vy >0, em Q e u, = v, =0 sobre 0Q,
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consideremos w,z € WO] P(Q)NCYY(Q) solugdes positivas dos seguintes problemas (cf.

Lema D.3).
—Apw = whi em Q, w=0 sobre 0Q)
e
—Agz= o em Q, z=0 sobre 0Q).
Como,

—Apuy > u,%' e —Ayvy > VE‘.

Assim, pelo Teorema da Comparagdo (cf. Teorema C.9)
up(x) > w(x) e va(x) > z(x) q.t.p em Q
pelo Lema B.3 existem constantes C,K > 0 tais que
Cd(x) <w(x) e  Kd(x)<z(x) em Q.

De (2-28), (2-29) e (Hy),

a hl al /
< < P
ugl Y — woiZ¥r d(x)al+Yl €L <Q)’
< 2 @ el

< <
M%z Y2 — WOCZZ'YZ - d(x)(XZ""YZ

(2-28)

(2-29)

(2-30)

Demonstracdo do Teorema 1.1: Seja (u,,v,) a sequéncia de solugdes fracas, definidas

anteriormente, do problema (2-2). Entdo, fazendo ¢ = u,, combinando as desigualdades

de Holder e de Poincaré (cf. Teoremas A.4 e A.8) com (2-30) temos que,

u
[un||” = /IVMHIde /Q#d +/ P11y

Un vn—l-n

ai
Bi+1
< o fyhas

4 +1
/Wundx—i—/gugl dx

+1
Ml +C g

<
- 0t1 d(x)u+1

< Czllunll+C3||unHB‘+1

entao,
eta | < Callutn] + C3]Jaea | P



29

De forma andloga,
1vall?” < Callvall + Cs]lva]| P>+,

Utilizando a hipétese (H|), tem-se entdo que (u,,v,) é limitada em E. Sendo E reflexivo

a menos de uma subsequéncia, temos que
tn — u em WyP(Q),
Vi — Vv in Wol’q(Q).

Pelas imersoes compactas de Sobolev (ct. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos

up, > uev, —vemlLl(Q)
up(x) — u(x) g.t.p em Q.
Vp(x) — v(x) g.t.p em Q.

lun| <3, onde g, € L*(Q) 1 <s ]évap
val <85, onde 3, € L(Q) 1 <5< 3L

Observemos que, pelas convergéncias acimas

a(x)o . a(x)0 atp O

uy'vil e utvn e

(Un) — (u)0 q.tp Q

aj aj
< EL
g | < e e @

De (2-9) segue,
[(um)Pro] <3P0 € L'(Q).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

8 )P
/Q - yl a’x+/ ) ¢dx—>/ualvyl+_dx+/ odx.

Uy'vy +

(2-31)

Utilizando as convergéncias obtidas em (2-31), e argumentando de forma andloga, ao que

foi feito acima, obtemos que

@y B /—W / 8 ]
/Q”ngZer dx+/ )P ydx — s oy + Q(v) ydx. (2-32)
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E fazendo os mesmos argumentos feitos no Lema 2.3 conseguimos mostrar que,

/ Vit P2V, Vodx —s / VulP~2VuVodx
(Vv |972Vv, Vydx — | [Vv[P2VyVda.
Q Q

Como,

/Q VP2V 4, Vol — /Q R (Yl Cdxt / B odx

up'vy +

/Q|an|q_2anV\|Idx /Q 066122(\(1 dx+/ ) P2 0dx

Up“vp +

para toda ¢,y € Wol’p(Q), donde quando n — oo, por (2-31), (2-32) e (2-33);

/Q VulP~2VuVodx = / ae, [ / )P odlx

u%ipn
V[P 2ViVydx = | 22 QY / (v)P2¢dx.
Q o) uOCZv’Y]

De (2-35) obtemos que o par (u,v) solugdo fracas positivas de (1-1) .

Observacao 2.6 E supondo que exista C > 0 tal que
ai(x) < Cd(x),

entdo,

= E‘d(x)l_((xi+7i) - K

donde, pelo Teorema C.11 u,v € L*(Q).
Hai (cf. Teorema B.2) temos u € CH*(Q) e v € C'P(Q). Pois,

~

+uPl| <K

[flxar)| = |

uiyYi

(2-33)

(2-34)

(2-35)

Assim, utilizando o Teorema de regularidade do

Portanto (u,v) € ENCY*(Q) x C'"B(Q) ¢ solucao positiva de (1-1), onde ., B €

0,1).

finalizamos aqui o Capitulo 2.

O



CAPITULO 3

Sistemas Cooperativos

Dominio Limitado

Um Problema bem semelhante a (1-2) foi estudado por Kodja e Moussaoui (cf.

[28]) onde eles consideraram o problema

—Apu = Au™ +vP1 em Q
—Apy=u2+0P em Q (3-1)

u,v> em Q, u,v=0 em 0Q.

Onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira C'**(Q), paraa € (0,1), 1 < p,g <N.
E,ainda, A >0, -1 < a,P2<0,00>g—1efB; >p—1.

Eles utilizaram o método de sub e super-solucao para mostrar que (3-1) tem uma
solug@o positiva (u,v) € Cé’y X Cé’Y, para algum y € (0, 1).

Assim, utilizando as mesmas notacdes do capitulo anterior, estudaremos o sis-

tema perturbado de (1-2), isto é;

1 1
{ —Apl/t = m—i-vﬁl, —AqV: m+u32 em Q (3_2)

u,vy>0em Q, u=v=0em Q.

Defini¢do 3.1 Uma solucdo fraca de (1-2) é um par de funcoes(u,v) € Wol’p(Q) X
Wol’q(Q) positivas e satisfaz

1
/’Vu|P2VuV¢dx:/ ——Fq)dX—l-/VBl(bdx, (DEWOI’p(.Q),
Q Q u™ Q
1
/’VV‘q_zvvv\ldeZ/ VTZ+de+/”B2de7 \peWOI’q(Q),

Lema 3.2 Suponha (H>)e(Hs). Entdo para cada € > 0 fixado, problema (3-2) possui uma

solugdo fraca positiva (ug, v ).

Demonstraciao: Com o mesmo propdsito que nos fez utilizar o Lema Fundamental (cf.

Teorema C.10) fixemos duas bases de Schauder X = {wy,w»,....} e £ = {w|,wp,....},
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respectivamente, de W, *” () e W,,. Logo (u,v) € E temos,
[eS) m oo k
u= Zéiwi = lim Z&»iwi ev= ZT]j(I)j = lim ZT’[/’WJ', (t,,'ﬂ]j cR.
i=1 i j=1 M=t

Defina em E,, ; a seguinte norma

m

k
lellme = X &l + Y il = llaellm+ [Vl = [&]+ ]

i=1 j=1

onde |.| € a norma da soma em RR™; observe que para cada s € IN, temos que (W, ||.||5)
¢ isomorfo e isométrico a (RR’,|.|), (Como ja foi feito no Capitulo 2). Onde conseguimos
obter que (E,, X Ey, ||.|lmx) € isomorfo e isométrico a (R™ x R).

Queremos mostrar que para cada m,k € IN existe (u,,vk) € Ep x € € > 0 fixado,

verificando a seguinte igualdade

/|Vum|p_2Vumeidx AM—I% x+/ vk Blw,dx

Wi
/|Vvk|q VVkVWJdX—/QW—2+E x+/ Bzw idx

paracadai=1,....m
Defina F : R™ x R — R™ x IR* dada por

(3-3)

F(&?ﬂ) = (Fl (é?ﬂ)ﬂ"'7Fm(§7n>7Gl(§7n)a"'7Gk(§an))

onde

E’(@ﬂ)i/g!VuV’zVquidx—/ Wi dx_/g(v+)ﬁlwidx

Qlul*+e

_ _ W B
Gy&m) = [ IVl 2Veimde— | b [Py

para cada i=Il,..m e j=1,....k. Relembremos que podemos usar a identificacdo

(u,v) + (§,Mm). Queremos mostrar
i) Existe r > 0 tal que (F(&,m),(§,Mn)) > 0 para todo (§,m) satisfazendo |(§,m)| =

ii) F : R™ x R¥ — R™ x R¥ é continua.
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Observe o seguinte Observe o seguinte

iWi
(F;(& /\Vujl’ 2Vuv (Ew;)dx — / |u|§°‘1—|—8 —/Q(VJr)Bl(giwi)dx
(S
- _ niw; —
Gy = [ 19 2ommax— [ S0 g [P mmax
S - p p u
FEMLEM) = LG8+ L GE M) =l 1, [

_ +3B _ +B2
/‘V|0€2+g X /Q(v VPludx /Q(u )F2vdx.

Pela imersdo continua de Sobolev (cf. Teorema A.13) e pela Desigualdade de

Holder (c.f Teorema A.4), segue que

u 1 1
dx < -C < -C
Joar e = g€l < il

v 1 1
dx < -C <-C .
J s < gCalblly < GCallvlg

Como,
)P < [P fu] < (o] 4 Ju] )Pt < 2Pt (Pt P,

donde, a majoragdo feita acima servird para majorar as desigualdades abaixo,

1 1 1
/Q (v Prudx < Ca(|full § 1)+ IVIE D) < Cs(flull

¢ )

1 1 1 1
[P < cullulf + IR < ol + vIBy ).

Assim,

+1 +1
(FEM), &) > [ullf,+ V11, — Cullullp — Csllull? = Callvll g — Collv]I T2

pela equivaléncia de normas ||.

1ps |- lm € [|-]1,45 |||l respectivamente;
+1
(F(&,M), (&) > Clull+ClI[E = Cllullm —Cllael B+ = Cllae] B vl — Cllue| B v 22

fazendo ||(u,v)||\mx = = ||u||m + ||v||x, onde ||u||,, = r1, ||v||x = r2. Considere,

gi(rn)=Crl —Cr —Cr?1+1 —Cr?zJrl
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g5 () = Z’rg —Cry — CrglJrl — Crgﬁl.

Segue que
Tim g; (ri) = +eo
pois, por hipétese B; +1<pe

giln) =n (CS —Gry P —Czr?ﬁlip)

g2(r2) =12 (CS ~Gyry P —Ci —Czrgﬁlip) :

Logo, existem o; > 0 e 7; > 0 tal que g;(7;) > o. Portanto,

(F(&m),(&n)) = 0 se [|(w,)[lmi = ro=T1+T2.

Devido a isometria entre E,, x € R" x R, isto implica que

I, v)]

mk = (&) = ro.

Mostraremos que F' € continua. Considere

m m
un =Y Eniwi e u=Y Ew
i=1 i=1

k k
vy = ZT]anj ev= anWj
J=1 J=1

onde, tendo em mente a isometria ja supracitada;

én = (élna 7&”"1) — & = (éla"w&\m)

Me = Mins s Mkn) — &= M1,....Mk)

logo,
U, — u

Vy —>V

isto €,

(unavn) — (”7") cm Em,k (3-4)
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Como E,, x tem dimensdo finita, as normas ||.|| e ||.||,» s3o equivalentes em E,, .
Donde;
|(tn,vi) — (u,v)|| — 0 em E.

Observe que para mostrar que F € continua, basta mostrar que as F; e G; sdo
continuas; isto é
Da convergéncia acima e pelo teorema (A.3) temos que, a menos de uma
subsequéncia,
|\Vu, —Vu||, — 0 em LP(Q),
Vup, (x) — Vu(x) q.t.p em Q, (3-5)
|Vup,| < g onde g € LP(Q),

e da desigualdade de Poincaré ( cf. Teorema A.8) e pelo teorema A.3

(Nt —ull, — 0 em LP(<),
[ —vlly — 0 em LP(),
Up, (X) — u(x) q.tpem Q, (3-6)
Vi (x) — v(x) q.tpem Q,

[ |un,| <& onde g€ LP(Q).

Segue que
\Vitn|P2Vu, Vwi — |VulP~2VuVw; q.tpem Q.

|]Vun|”_2Vuan,-| < g" 1V

Como
gel’(Q) =gl e LT

) 1 1

Vw; e LP(Q) e Y 1,

p p

pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4), obtemos que |g|?~!|w;| € L' (). Portanto

utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), tem-se
/ Vit P2Vt Vowidx — / VulP 2V uVwdx. (3-7)
Q Q

De (3-6) temos

wi i
a1 +€ Jul™ +e

q.tp Q,

Wi

w; p

€
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e
va(X)Twi — v (x)w; qtpem Q.
Temos,
(v Prwi < (vl P wil < ([l 4 il )PET < 2Pt (o |PH P
donde,

)P < 2P ([ P4 i PH1) < 2B ) € £ (@),

pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2)
wi w;
—dx — / ——dx, 3-8
/Q’Mn|a1+8 Q [u|® +¢ >-%)

/( )Blw,dx—>/ FYPryidax. (3-9)
Q
De (3-7), (3-8) e (3-9); obtemos

F}(gnmnnk) — E(é?ﬂ) quando (‘tanann) — (&7“)

Assim, como foi feito no Capitulo 2, mostramos que F; sdo continuas. De forma anédloga,
podemos obter que as G; sdo continuas. Implicando que F € continua. Portanto pela Lema
fundamental (cf. Teorema C.10) , existe (&, M%) € R™ x R* com |(&,, k)| < 7o tal que
F(E,,,m¢) = 0. Pela identificacio isométrica, E,, x E; entre R™ x R¥, temos que existe

(tm,vi) € Ep X Ey tal que

”(”muvk)”m,k S r()’vm7k 6 W € Fvl(&ﬂhﬂk) = Gi(E.ﬂ’I’an) =

implicando que,V i=1,...me j=1,...,k,

_ Wi
/Q’Vl/lm|p ZVumeidx /Q|um|0°—1+gdx+/ Vk Blw,dx (3-10)
V|92V Ve dx—/ L +/ l32w dx, 3-11
[ w2 [ G j G-11)

multiplicando cada F; e G; por escalares o; € ;, respectivamente, € somando-as, obtemos:

/Q|Vum|”_2Vu,,,Vq)a’x:/Q|Mm|(;Ll+8dx—|—/Q(v,j)ﬁlq)dx7 paratodo ¢ € W,. (3-12)
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/|Vvk]q Vka\udx—/ WLZ#LS +/ Bz\pdx paratodoy € W;.  (3-13)
Q |Vk

Afirmamos que u,,v; sdo limitadas em WO] P(Q) e WO1 9(Q), respectivamente.
Pois, fazendo ¢ = u,, em (3-12), combinando as desigualdades de Holder e de Poincaré

(cf. Teoremas A.4 e A.8) temos que,

U
HumHIIJ,p = /|Vum|pdx:/W—l_’_edx-i-/(vlj)ﬁlumdx

1
< /umdx+/ |vk|Bl|u ldx < C <|
€JO

o el )

entao,
+1 +1
lumlf < €1 (1tm 1+ N1+ Il 2,7

de forma andloga, obtemos

+1 +1
el < €1 (el g+ ety + a2

Um fato interessante deste problema, € o "entrelacamento"de informacdo, um deles é que
() € limitada em Wol’p (Q) se, e somente se, (v) é limitada em Wo1 4(Q). Assim, se
supormos que (u,) é ilimitada em Wol’p (Q) teremos que (vy) serd ilimitada em WO1 Q).

Entdo podemos supor sem perda de generalidade que |[u||1.4, ||v|[1,4 > 1

+1 +1 +1
laemlf Vil <€ (Jhtmll el g+ I+ a2
(3-14)
Como 1 < B;+1 < p,q, temos que
il o Nl
[ ”P7 [ ng — 0, quando |lup1,p — o (3-15)
Umll1,p Umll1,p
de forma andloga,
Ivelliq vl
7 —0 —2——0, quando ||v|l14—> o (3-16)
[l lvell{

U 1
lwmll1p = AemlT, + [VellT

lmlIF < Nemll  + il g =
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assim,
(e [
||”m||1.,p+”"k||?,q [otm]l1p
De (3-15) tem-se,
i+1
(178 Lhs
Tl o, O vando lamlp = = G-
miil,p | 7]
e também,
el 3! Ivel 37!
e}, + il T, el
De (3-16) obtemos
Ivel§7F!
P ” TR — 0, quando ||ka17q—>oo (3-18)
m
P
portanto,
1 1 1
1 c(||um||1p+||um||ﬁl+ vl + I 7q+||vk||ﬁz+ + 271 (3-19)
< -
||um||1,p

Logo, utilizando o que obtemos em (3-17),(3-18) e fazendo ||u,,

LpslVellng — oo em (3-
19), chegamos a uma contradi¢do. Portanto, (u,,) e (v) sdo limitadas, respectivamente,
em WO1 P (Q),Wol (). Sendo estes espagos reflexivos, a menos de uma subsequéncia,
temos que

Up — Ug €m Wol’p(Q),

v = ve em W, 4(Q).
Pelas imersdes compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos,

(U — ug em LP(Q),

vk = ve em L1(Q),
um(x) — ug(x) g.t.p em Q,

ve(x) — ve(x) q.t.p em Q, (3-20)

’”m’ < gla onde gl S LT(Q) 1<s< NTppv
| v <&, onde 5 eELlf(Q)1<5< Nqu.
Observemos que, pelas convergéncias acimas
¢ 0 qtp Q,

—
|t |* + € |ug|® +¢€
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vi)Fo — (ve) 0 qtp Q
1

]WLH\ < loleL'(@).

De (3-20) segue,

|PI2P ! (v [P 4 [y P < 2P P P € LY (@),

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

L + Bl q) + Bl B
Jo et 00 Pady— [ ogant [ 00P e G20

Utilizando as convergéncias obtidas em (3-20), e argumentando de forma andloga, ao que

foi feito acima, obtemos que

R AR T e A
—d 2wd —d d 3-22
/Q|Vk|°‘1+8 X Q(um) vax— Q |vel®2 +¢ X Q(va) vax (3-22)

Como ja foi feito no capitulo 2, segue a seguinte convergéncia

/|Vum\p2VumV¢dxH/ |Vite|P>Vue Vodx,
Q Q

/ Vv |92V Vydx — / Vv |92V Vda.
Q Q

Ou seja (ug, ve) € solugdo fraca de

—Apug = m + (P, —Agve = |v£|a++£ + (u B2 in Q

(3-23)

u£:V£:O €m aQ.

Afirmamos que ug, ve > 0 e ug, ve # 0. De fato, observe que a solugdo nula ndo satisfaz

o sistema (3-23) e na formulacdo fraca do problema perturbado utilizando a funcdo
0= —u,

Ug

+ —
PRTETRATEE

||—u£||P:/ Vite|P2VieV (—ug )l — —/
Q Q

ou seja, como

lug || = || —ug || = 0.

Segue que ue > 0 em Q. De forma anédloga, tomando y = —v; , obtemos que ve > 0.
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A positividade de (ug,ve) segue do fato

1
_Apl/le > W em Q.

Considerando que w € solugdo fraca, dada pelo Lema D.5, do

1

_APW = W cm Q,

w>0 em Q, (3-24)

w=0 em 0Q

como,
1 o
0< <-w €L®(Q)
Us + € €

temos que w e ug sao respectivamente satisfazem as hipéteses do Teorema C.12 para cada

€ > 0 fixado. Logo pelo Teorema C.12 segue que

ug>w>0, q.t.pem Q. (3-25)

E de forma andloga, considerando

_ 1
—Ayz= L em Q,
z>0 em Q, (3-26)
z=0 em 0Q,
temos,
ve >w>0 q.t.pem Q. (3-27)

Observacao 3.3 Agora vamos fazer € — 0 para obter a solugcdo de (1-2). Usando a
mesma notagdo feito no Capitulo 2, €, = % para cada n € IN, logo (ug,,ve,) = (Un,vn),

entdo temos das solugdo obtidas do Teorema 3.2 que

—Apuy = ujflﬁ + (Vn)B], —Agvy = v};‘%ﬁ + (un)Bz em Q)
(3-28)
Uy, vy >0, em Q e u, = v, =0 sobre 0Q,
De (3-25) e (3-27)) segue que
1 1
up(x) +—=>wix) e va(x) + = > z(x) q.t.p em Q (3-29)
n n
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Pelo observagdo D.6 segue que w, z € C'(Q), do Lema C.6 tem-se %’:1", aavﬁf < 0, entdo
pelo Lema B.3 existem constantes C,K > 0 tais que
Cd(x) < w(x) e  Kd(x)<z(x) em Q (3-30)

De (3-29), (3-30)

1 1 1
(-t D)o~ w1 = G
1 1 1

(3-31)

Demonstracio do Teorema 1.2: Seja (u,,v,) a sequéncia de solugdes fracas, definidas
anteriormente, do problema (2-2). Entado, fazendo ¢ = u,, utilizando as desigualdades de
Holder, Hardy e de Poincaré (cf. Teoremas (A.4),(A.8) e (A.9)) com (3-31) temos que,

1
p _ p _ B
= [1vmPax= [ o tdes [

1

/Qd() dx+/ Blundx
u 1

— B By d
Joatyameiet fy s

— Un l-a / B1
= d Id ad.
/Q a0 (x) x+ Qvn u,dx

_ Un 1 1
la@lL |||+ (Imlfy + ;)
p

+1 +1
< C(Ilallp + vl + lall)

IN

entao,

+1 +1
Do <€ (lallp + Dol + flaa 1)

e da mesma forma,
+1 +1
Ivellf < € (el + Iall ™ + a7

Utilizando os mesmo argumentos feitos, anteriormente em (3-14), temos entdo que
() € (vi) s@o limitadas, respectivamente, em Wol’p (Q), WO1 (Q). Sendo estes espacos

reflexivos, a menos de uma subsequéncia, temos que
1
up — u em Wy (Q),

vy — Vv em Wol’q(Q).
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Pelas imersdes compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema A.3 obtemos,

((uy, —uev,—vem LP(Q),L1(Q),

up(x) — u(x) g.t.p em Q,

Vp(x) — v(x) g.t.p em Q,

lun| <3Gy, onde g, € L°(Q) 1 <s< I\JJVT’;,

| [va]| <8y, onde 3, € LF(Q)1 <5< NN—_qq.

(3-32)

Observemos que, pelas convergéncias acimas

¢ ¢

tp Q,
‘”"’(xl+,lz | q.tp

(va) "0 — (v)"0 qtp Q

¢
d(x)™

¢

cLl(Q
|| + 1 ()

S ‘

De (3-32) segue,
[ )Pro] < 2Pt ([P 4 [oPHT) < 2Pt @B 4 o) e L (Q).

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

L +\B1 q) 1B )
/Q|un|“1—|—%dx+/g(v") (I)dx—)/glu|aldx+/g(v )P1odx. (3-33)

Utilizando as convergéncias obtidas em (3-32), e argumentando de forma andloga, ao que

foi feito acima, obtemos que

/de—i—/(u,f)ﬁzwdxH/ hd dx+/(u+)'32\udx. (3-34)
Q Q Q |[v|® Q

|Vn’a2+%

Como ja foi feito no capitulo 2, segue a seguinte convergéncia

/ Vit P2V, Vodx —s / VulP~2VuVods,
Q Q

/ Vvul? 2V Vgdx —s / VV|7 2V Wy,
Q Q
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Ou seja (u,v) é solug@o fraca de

—Aput = g + ()P —Agy = i+ ()P in Q

(3-35)
u=v=0 em 0Q,

A positividade segue de (3-29) e (3-32), u, v > 0. Portanto (u,v)é solucao fraca de (1-2).
]

E finalizamos aqui o Capitulo 3.



CAPiTULO 4

Sistemas com Termo Nao-Homogéneo

Dominio Limitado

Agora iremos considerar a seguinte familia de problemas

—Apu = a1(x) +hy (x,u,v) + f1(x), em Q

u%ly'l +e

—Agv = a2(1) + hy(x,u,v) + fo(x) em Q 4-1)

u®2v2+¢
u,v>0em Q, u=v=0em Q.

Defini¢do 4.1 Uma solugdo fraca de (1-2) é um par de funcoes (u,v) € WO1 P(Q) x
WO1 “(Q) positivas e satisfaz

/Q IVulP2VuVodx = /Q LCI /Q iy (x, 4, v)0dx + /Q AG)0dx, 6 €W (Q),

u%1yM

/|Vv|q_2VvV\|fdx:/ ai(x) l|!dx—|—/ hz(x,u,v)qldx-l—/fz(x)wdx, WEW()I’Q(Q).
Q Q u%2vn2 Q Q

Lema 4.2 Suponha (Hy), (H»), (Hg) e (1-4), (1-5). Entdo o problema (4-1) tem solugdo

fraca positiva para cada € > 0.

Demonstracao: Fixemos duas bases de Schauder X = {w,wy,....} e £ = {w;,wp,....},
respectivamente, de Wol’p(Q) e Wol’q(Q). Logo (u,v) € E temos,

e m oo k
u= Zglwl:%g}oza’wl cv= anq)/:,,l,lgloznfwf’ gi,T]jER.
i=1 i=1 j=1 i=1

Defina em E,, ; a seguinte norma

m

k
I2llme = Y &1+ Y il = llullm+ VIl = €]+ M|
j=1

i=1

onde |.| € a norma da soma em R"; onde s € IN, temos que (W, ||.||s) é isomorfo e

isométrico a (RR®,|.|). Assim, queremos obter para cada m,k € IN existe (uy,,vk) € Epnk
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e € > 0 fixado, verificando a seguinte igualdade

/|Vum’P2Vumeidx: ar (xX)w; dx—i—/hl(x,u,v)wi—l—/fl(x)w,-dx,
Q Q Q

Q || [y [N + €
az(x)Wj

Q [t |%2 v |2 + €

/Q|Vvk|q_2VkaWjdx: dx++/Qh2(x,u,v)wj+/ﬂf2(x)wjdx

(4-2)
paracadai=1,...me j=1,...,k. Defina F : R" x R¥ — R™ x R* dada por
F@,T'l) = (Fl (Z:nn)a"'7Fm(§7n)7G1(E.nn)a"'7Gk(§an))

onde

Fi(§,m) /\Vu|p 2V uVw;dx — /Wd —/h1 X, u,v)widx — /f1 Ywidx

ax (X)W,

) _ q—2 vl _ e\
G](an)_/Q]VW VyVwdx— \u|°‘2|v|72—|—8

dx— /hz X, U, V)Widx— /fz X)W jdx
para cada i=1,...,m e j=1,....k. E temos identificacdo (u,v) <> (&,1). Queremos mostrar

i) Existe r > 0 tal que (F(&,m),(&,m)) > 0 para todo (&,1) satisfazendo |(§,m)| =r,

ii) F : R™ x IRk — IR™ x IR¥ é continua.

Dai,

(FEN&) = [ Vup Vi @ - [ a)&mi) 4 [ ) s

o Ju o +€°

= [ Al Ew)dx
Q
Gy = [ e2vviman- [ BEOE d [ i) nmas
- /Q S2(x)(;w;)dx
logo,
2 » o ay (x)u

Ms

(FEM),(Em) = Y (FEM).E)+ Y (GiEmn)m)=llullf ,+ VI,

= Q |ul*|v[M +&

Il
—

i
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|u|°‘2|v|Y2+£ /h1 X, u,v)udx — /f1 Yudx

/h2 X, U,V vdx—/ fa(x)vdx.
Q Q

Pela imersao de continua de Sobolev (cf. Teorema A.13) e pela Desigualdade de Holder

(cf A.4), segue que

aj (x)u 1
/ T e S gllatllellull, < Cullull,p,

Q |u|* v +¢e

a(x)v

o Jufav]t e

1
< ~Jazllalvllp < Callvlna,

[ 1 < 1Ayl < Collul

e
[ faev <l < Calbl
como,
l[ulPr < (|v] + |u))PrFT < 2P+ <|v|l31+1 n |u|Bl+1>’
1| |v]%2 < (|v] + |u])S1F! < 202+ (|v|cz+1 I ‘u|62+1).
Logo,

/]vHu|Bldx§/(|v]+|u‘)31+1§251+1/ <IV\B‘+1+!u\B‘+1>dx<C5 (HMHBH-I_'_“ HBH—I>’
Q Q

[ ulvTar < [ (ol =27 [ (e et < c (Il 5 ).
Q Q Q

Donde,

/hl(x,u,v)udx < /bn(x)|u\61+1dx+/blz(x)\qu]Gde
Q

< Crllulf G (3 + I3

/ ha(x,u,v)vdx - < / b (x) v uefPrdx + / b (x)|v[P ax
Q

1 1 1
Cs (1t + )+ calvl P

N

Portanto,

(FEM).Em) = lullf ,+IvIT, -

+1 +1
p=Callvlhg—=Cs (" + vl
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1 1 1 +1
— o (a5 + w155 ) = Gl — sl

Pela equivaléncia de normas ||.||1 p,||.|[m € ||-

1.9 |-/[x> respectivamente,

1
(FEN). M) > Collull+Cuollv] — Callull — Callvli —Cs (B + vl )

1 +1 1 +1
— Co (lullgz™ + IwIg+ ) = Gl = vl

fazendo || (i, V)| s = r = ||ullm + [|v]lx> onde |||l = r1, |V]}x = r2.
Considere,
g5(r) =Csrf —Gsn =iy =GP - P!

g5(n) = C6rg —C3rp — Clrgwrl — Czrngrl —CrgZH.
Por hipdtese, de (Hg), tem-se
lim g% (r;) = +oo.

r—yoo

Logo, existem o; > 0 e 7; > 0 tal que g;(7;) > o. Portanto,
(F(&M),(&M)) = 0 se [|(u,v)[lmr =ro =T1+T2.

Devido a isometria entre E,, x e R™ x R¥, isto implica que

1, V) lmge = 1(&;M)| = ro.

Mostraremos que F € continua. Considere

m m
un =Y Eniwi e u=Y Ew
i=1 i=1

k k
Va= Y MajWwj e v= Y MW
j=1 j=1
onde,
&n = (&1 -:&mn) — &= (&1,--,Em)
Nn = Miny s M) —> &= (M1, Mk)
logo,

(Un,vn) — (u,v) em E. (4-3)
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Como E,, x tem dimensdo finita, as normas ||.|| e ||.||,» s3o equivalentes em E,, .
Donde;
|(tn,vi) — (u,v)|| — 0 em E.

Da convergéncia acima e pelo teorema (A.3) temos que, a menos de uma

subsequéncia,
|Vup, — Vu||, — 0 em LP(Q),

Vi, (x) — Vu(x) q.t.p em Q, (4-4)
|Vup,| < g onde g e LP(Q),

e da desigualdade de Poincaré ( cf. Teorema A.8) e pelo teorema (A.3)

(it —ully —> 0 em LP(Q),
v —vllg — 0 em L7(2),
Up, (X) — u(x) q.tpem Q, (4-5)
Vi (x) — v(x) q.tpem Q,

[ |un,| <& onde g€ LP(Q).

Segue que
\Vitn|P 2V, Vw; — |VulP"2VuVw; qtpem Q,
||Vun|p_2Vuani| < gp_1|le-|,
como
gL (Q) = gl e L
e

1 —1
Vw; € LP(Q) e P
p p

Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4), obtemos que |g|?~!|w;| € L' (Q). Portanto
utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), tem-se

/|Vun|p_2Vuan,~dx—>/ ]Vu|p_2Vquidx. (4-6)
Q Q
De (4-5) temos
ay (x)w; ay (x)w; i O
o ol e Ju e P
ay (x)w; ap (x)w;
€LV (Q),
|| % v+ = € (Q)

h; sendo Caracthéodory, temos

hy (X, ty, v ) Wi — hy(x,u,v)w; q.tpem Q.
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Por hipétese 1 < p — G;, isto implica que

P Np
N—p<N(p—0;) = <
p (p l) p—o;, N—p

e pelas Imersdes compactas (cf. Teorema A.14) temos que

N
w; € )(Q), 1<s< N——pp
logo,
_P_
w; € LP=°i (Q)
como,
P —
P eLh (Q) e &—l-p il =1. (4-7)
p p
Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4),
[t < g7 Iwi] € L'(9),
valwi] < |85 Iwif € L' (@),
pela condicdo de crescimento da /1 e das desigualdades acima,
ot (6t v )wil < b1 ()28 wil + bra ()| 25 wi] € L1(<).
Donde, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2)
ar(@)@Gw) - a@)Ew) 4-8)
Q |un|* [va|" +€ Q |ul* v +e
e
/ hy (X, ty, vy )Widx — / hy (x,u,v)widx. (4-9)
Q Q

De (4-6), (4-8) e (4-9), obtemos

Fi(Gno M) — Fi(§M) quando (&p,Ma) — (&M)-

Assim as F; sdo continuas. De forma andloga, podemos obter que as G; sdo continuas.
Implicando que F € continua.

Portanto pela Lema fundamental (cf. Teorema C.10) , existe (£,,,1¢) € R" x R¥
com | (&, Mi)| < 1o tal que F(E,,,Mi) = 0. Pela identificagdo isométrica, E,, x Ej entre
R™ x IR, temos que existe (i, v) € En x Ex tal que

| (e, vie) [|mx < ro,Vm,k € N e Fi(§u, M) = Gi(Em,Mk) =0
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implicando que,V i=1,...me j=1,...)k,

_ ay (x)w;
Vit| P2Vt Vwidx = d /h viwid / dx,
/Q| Up| U Vwidx o T @ vl e x+ o 1ty Vi ) Widx + Qfl()c)w, X

) o a (X)W _ _
/Q|Vvk|q VvV jdx = Q‘um‘az“}km+8dx+/th(x,um,vk)wjdx+/sz(x)wjdx.

Multiplicando cada F; e G; por escalares o; € ;, respectivamente, e somando-as, obtemos:

p—2 —
/|Vu |P"“Vu,,Vodx = /|um|°‘1|vk|71+£dx+/ hy (x, U, Vi ¢dx—|—/f1 x)0dx, ¢ € W,y,.

(4-10)
e
Vo2V Vydx = ACIL /h d / d W
/Q] Vil i Vydx o @ e X+ o 2(%, U, Vi ) Wdx+ sz(x)\u X, yeW
(4-11)

fazendo ¢ = u,, em (4-10), combinando as desigualdades de Holder, de Poincaré (cf.

Teoremas A.4 e A.8) e a condi¢do de crescimento (Hy) temos que,

a
lnll” = /Qwum|pdx_/9|um|°°1|v1<|71+£ +/h1 oty Ve um+/f1

1
—/ al(x)umdx+/an(x)|um|61+ldx+/lez(x)|um||vk|°2dx+/Qfl(x)um

€Ja

IN

1 +1 1 1
—||al||oo||um||p+C1||b11||oo||um||§i+1+Cz||blz||oo(||um||"2+ +vmllg2 ) +11f1 oo 2l

IN

Collwmll1p +Cillwnl| + Csllum 172 + Callvinl T2

IN

entao,

o1+1 cor+1 cr+1

+Cullvalliy

lmlIT, < Colltmll1p+ CullemlI,™ + CallumlI7%,

De forma andloga,
1
velld , < Csllvill.g + Collvell§" +Callvill2 ™ + Calen |2

(t,) € limitada em WO1 P(Q) se, e somente se, (v;) é limitada em WO1 Q).
Assim, se supormos que (u,;,) ¢ ilimitada em WOl P(Q) teremos que (vx) serd ilimitada

Lo Vill1,g > 1

em W.9(Q). Entio podemos supor sem perda de generalidade que Uy,
0 Y p p g q

1 1 +1
el 119,y < (il + el 4 557+ a7

1 1
o (ellng + B B2 ol @-12)
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comol<o;+1<p,gel <P;+1< p,qtemos que

1
|1, JunlI (8
b — 0, desde |lup|1p—>00 (4-13)
[umlly [l 7,
de forma andloga,
oi+1 Bi+1
Vi Vi
v M0 ”—1f—>o Ivelli —0, desde ||[vi]ig—>o  (4-14)
k|7 Ivilli HVkH
© 1 1
lumll7 ) < N7, + [IellT , = :
mihp LY Y Nl T T, el
Assim,
a5 et |75
||”m||1 +||Vk||?,q [[ttml[1,p
+1 +1
[ [
lwmll , +MVellt, Nl
De (4-13) tem-se,
Iy
7— — 0, quando |luyl|1, — (4-15)
lwmllT , + Vel ,
© 1
et |77
7— — 0, quando |juy||1, — (4-16)
lwmllT , + Vel ,
analogamente,
eI el S
luml, +Mvillf . Ivellf,
e
+1 +1
vells Ivellfs
lumlT, +MVellT, — Ivillf
De (4-14) obtemos
vl
— 0, quando ||vi|l1,g — o (4-17)
H”m”Lp 7
5!
La — — 0, quando ||vi|14— o (4-18)
H”m”Lp‘l‘”VkHLq
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portanto,

1
(Ml + el a5+ a7

<
eI, + Vel

1 1
el + el §F +||vk||f‘2+ +vau“2“

leemIF , + 11Vl

(4-19)

Logo, utilizando o que obtemos em (4-15), (4-16), (4-17), (4-18) e fazendo
ltm|1,pl|Vill1,g — oo em (4-19), chegamos a uma contradig@o.
Portanto, (u,,) e (vx) sdo limitadas, respectivamente, em Wol’p (Q), WO1 Q).

Sendo estes espacos reflexivos, a menos de uma subsequéncia, temos que
Lp
Vi — Ve em Wol’q(Q).
Pelas imersoes compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos,

( Uy — g € v — ve em LP(Q), LI(Q),

Um(x) — ug(x) g.t.p em Q,

vi(x) — ve(x) g.t.p em Q, (4-20)
lum| < g, onde g, e L*(Q) 1 <s < p
| [vk| <3,, onde g, € () 1 <5< 5%
Observemos que, pelas convergéncias acimas
a9  ax)o aip Q.

[ *1 i & ue|% e[ e

f(x7 quvk)q) — f(x7u€7V€)¢ qtp Q

ai(x)¢

[t *1 Vi1t +-€

\a (x)ol € L' ()

como,
_pP
¢ € Lrei(Q)

P (0 —0
PeLsi(Q) e L PO
pp

Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4),

—1. 4-21)

1|0l < [37'110] € L1(2),
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va|o20] < |gh][0] € L}(Q).

De (4-20) e (1-5) segue,

1 (2, 4, vi)O] < b11 (%)128]10] + B12(x) |25 [0] € L' ()

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

/Q( ai(x) +h1(x,um,vk)+f1(X))¢—>/Q<L (x,ug,vg)+f1(x))¢

h
\um|“1|vk\Y1+8 |u8‘061‘v£’%_|_£+ 1
(4-22)

Utilizando as convergéncias obtidas em (4-20), e argumentando de forma andloga, ao que

foi feito acima, obtemos que

az(x) /
o (e o 200 ¥ [ (e g e 50 ) v
(4-23)

Como ja estamos ambientados, do capitulo 2, com a seguinte convergéncia

/ Vit P2Vt VOdx —> / Vite|P2Vite Vorx
Q Q

/Q (Vv |92V Vydx — /Q |Vve |92V Vdx
temos que (ug,ve) € solucdo fraca de
—Agve = o) + hy(x,ue,ve) + fo(x) em Q (4-24)

| |*2 |ve| 2 +e
ue =ve =0 em 0Q.

Considerando w € WO1 P(Q)NCH* Q) ez e WO1 1(Q)NCH(Q) solugdes tinicas positivas

dos seguintes problemas (cf. Teorema B.6 e a observacdo B.7 apéndice).

—Apw = fi em Q, w=0 sobre dQ

—Ayz=f> em Q, z=0 sobre 0Q.

Como,
_Apus > fi e _Aqu > f2

Assim, pelo Teorema da Comparacao Fraca (cf. Teorema C.7)

up(x) >w(x) >0 e Vp(x) > z(x) >0 q.t.p em Q (4-25)
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portanto ug,ve > 0. E (u,v) é solucdo fraca de (4-1). O

Observacao 4.3 Agora faremos € — 0 para obter a solucdo de (1-3). Da mesma forma
que jd fizemos anteriormente denotaremos, €, = % para cada n € N, logo (ug,,ve,) =

(4, V), entdo temos das solugcdo obtidas do Lema 4.2 que

_Ap”n 0€1+11_1+h1(-x un,vn) + f1 (x) em Q
—Agvn = ua2v$2ll +hy (x,up,vi) + f2(x) em Q (4-26)

Up,Vy >0, em e u, = v, =0 sobre 0Q,

pelo Lema B.3 existem constantes C,K > 0 tais que

Cd(x) < w(x) e Kd(x) < z(x) em Q. (4-27)

De (4-25), (4-27) e (Hy),

a ag ai o
u%l V1 < WOzt < d(x)“lﬂ(l €L (Q)a
- - D14 (Q). (4-28)

< <
ug‘z Y2 — w2 — d(x)(x2+72

Demonstracao do Teorema 1.3: ¢ = u,, combinando as desigualdades de Holder e de
Poincaré (cf. Teoremas A.4 e A.8) com (4-28) temos que,

/Q]Vun]l’dx = /Q%d —l—/h1 X, Uy, Vn undx+/f1 Yupdx
n n

/ aa 7 u,,dx—i—/ hy (X, up, vy un-i-/ f1(x)u,dx
Q uy'v,

a1 o1+1
S /Qmundx—f—/ébll(XNMA " dx

+ /blz x)]unHv,,]Gde%—/Qfl(x)undx

IA

1
Huan +Ci[b11 o lan] I 1

<
- Otl +Y1

+ Czl\blzlloo(llun\|“2“+anl\“z“)+Hf1HooHuan
< Gsllunllrp+Callun| 5" + Cslluaal| T2+ Collval T3

entao,
letal? < Cslfutnll 1 p + Callunl| S +Cslluen 27 + Collval 72
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De forma andloga,
1 1
allf, < Csllvallig +CollvallP ™ +Callvall 52 + sl 2

Assim, (u,) é limitada em WO1 P (Q) se, e somente se, (v,,) € limitada em WOl Q).
Assim, se supormos que (u,) € ilimitada em Wol’p (Q) teremos que (v,) serd ilimitada em

WO1 “/(Q). Entdo podemos supor sem perda de generalidade que |un]|1.4, [|[Vall1,4 > 1

1 1 +1
etallf 4 allf <€ (latalh o+ I a5+ a7

1 1
+ CIallig+ Il + vl + vl §37) - @-29)

Como de (Hg) ,temos que

: 1
Jetall1,p a7 Joen 87
> 0 —0o0——0 ——>O, desde ||uy|[1,, —> o  (4-30)
H”nHl,p H”nHl,p H”nHl,p
de forma andloga;
oi+1 Bi+1
v v
HVnH‘II’q —0 —H d —0 —H d 7— —0, desde ||vy14—>  (4-31)
anHLq anﬂl,q ”Vn“Lq
© 1 1
unll§ ) < lanll§ ,+ vall{ , = > :
’ ’ O Nunllp  Naall?, + lvallf,
Assim,
||”n||cl+] ||”n||cl+1
lunll¥ , +1vallt, — Nutallrp
e
1 1
a1 a1
lunll , +1vallf, — lunllip
De (4-30) tem-se,
”unHBZH — 0, quando ||uy||1, —> o (4-32)
1 :
a7, +lallf, ’ e
Juall
57— ——— — 0, quando ||u,||1p — oo (4-33)
Hun”l,p—i_Hvi’l”l,q
analogamente,
+1 +1
“VnH?,lq an”cl;,lq

H“an,p‘*' HVnH(f,q ”VHH(IZ,q
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i+1 i+1
Ivallty Ivallfy
||”n||1,p+||vn||£11,q v n||1,q
De (4-31) obtemos
i+1
lvallby
7— — 0, quando ||v,|14 — oo (4-34)
lunll¥ , + [Ivalld,
||Vn ci+1
L4 — 0, quando |[v,||1,g — (4-35)

H”n|’1,p+|"’nm,q
logo, utilizando o que obtemos em (4-32),(4-33),(4-34), (4-35) e fazendo

1.psllVall1,4 — o em (4-19),chegamos a uma contradigéo.

[[un
Portanto, (u,) e (v,) sdo limitadas, respectivamente, em WOl P(Q), WO1 1(Q).

Sendo estes espacos reflexivos, a menos de uma subsequéncia, temos que
U, = u em Wol’p(Q),
Lg
Ve —v em W, (Q).
Pelas imersdes compactas de Sobolev (cf. Teorema A.14) e pelo Teorema (A.3) obtemos,

[ u, —uev,—vem LP(Q),LI(Q),
up(x) — u(x) g.t.p em Q,
vp(x) — v(x) g.t.p em Q, (4-36)

lun| < gy, onde g, e L)(Q) 1 <s< ]év_

| vl <8y, onde 3, € LF(Q) 1 <5< Nq
Observemos que, pelas convergéncias acimas
h h

1(x)0 N 1(x)0 atp Q.

o
upvpt + 1 oy 4 1

f(xvuluvn)q) — f(X,u,v)¢ qtp Q

€
h1o 1 1
1| < g meler!(@).
Como,
P
0 €Lrei(Q)
€

— 0
Frerh@ e 24 22
p p

=1. (4-37)
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Pela desigualdade de Holder (cf. Teorema A.4),
0] < I8710] € L'(),

val®20] < |25110] € L'(2).

De (4-20) segue,

£ (%t v)0] < a1y (%)120]10] + ar2(x)|25][0] € L' ().

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (cf. Teorema A.2), segue que

fym e o [0 — [l [ rtsaes [Lnee
(4-38)

Utilizando as convergéncias obtidas em (4-36), e argumentando de forma andloga, ao que

foi feito acima, obtemos que

2V
/ngzvz2 +/ X, Un, Vn \|I+/f2 /uazwz+ Qg(x,u,v)\p+/9f2(x)\|f
(4-39)

Do que ja foi feito no Capitulo 2 temos

/ Vit P2V, Vordx — / VulP2VuVods,
Q Q

/|an|q2anV\|!dx,—>/ IVv]92VyVydx.
Q Q

Temos que (u,v) é solucdo fraca de (1-3).
A positividade de (u,v) segue de (4-25), (4-36). E Portanto (u,v) é solu¢do do
problema (1-3). ]

Finalizamos aqui o Capitulo 4.



CAPITULO 5

Sistemas com Termo Concavo-Convexo

Dominio Nao Limitado

Nos artigos [11, 12] os autores estudaram o problema (x); para uma equagio
e utilizaram os mesmos métodos que iremos apresentar a seguir. Antes de demonstrar
o Teorema principal do Capitulo vamos enunciar e demonstrar resultados que iram nos

auxiliar na demonstra¢do do Teorema 1.4.

Defini¢do 5.1 Uma solucdo fraca de (), é um par de funcdes (u,v) € Wol’p(Q) X

1

W, 1 (Q) positivas que satisfaz

/N|Vu|p2VuV¢—|—V(x)up1¢dx:/Nku“‘¢+vB‘¢dx o € CT(RY),
R R

/N (VY|4 2VyVy + V (x)v? hydx = /N MWy +uPydx  ye CP(RY).
R R

Lema 5.2 Seja Q C R"N dominio limitado. Se V : Q@ — R e uj,uy € Wol’p(Q) ndo-

negativas tal que
/Q Viur |2V VO + V (x)ul~ odx < /Q Vi |P~2Vus Vo + V (x)ul " gdx

Entdo, uy <up em Q.

Demonstracio: Seja ¢ = (u; —up)™

Por hipétese teremos,
/Q(|V“1 P72Vuy — [Vup|P2Vu) V(g —up) ™ +V(x)(uf71 — ué’*l)(ul —up)Tdx <0
Segue que,

/ (IVur|P=2Vuy — [Vup|P2Vun)V(uy — up) + V(x)(uffl - ugfl)(ul —up)dx <0
up>up
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Dai, pela desigualdade acima e pelo teorema (A.15)
0 < / (IVur|P~2Vuy — [Vug|P2Vuz)V(uy — up)dx
uyp>uy

< / ) (IVitr [P72Vuy — |Vua|P72Vun) V(1 — ) +V () (™ = ™) (g — u2)dx < 0
up>up
ou seja,
/ (|Vur|P~2Vuy — |Vuz |P"2Vuo)V(uy — up)dx = 0. (5-1)
uy>uy

Definamos, Qo = {x € Q /u;(x) > uz(x)}, assim como ja definimos o operador

—Apu, pelo Teorema B.4 este € estritamente monétono e de (5-1) tem-se

<—Apu1 — (—Apuz),m —I/t2> = 07 cm Qo

Assim, temos que em Qg € tal que Vu; = Vuy.

Afirmamos que Qg = 0, pois se supormos ao contrario, temos que
V(ug —up)™ =0, em Q, (5-2)
pois,
V(uy —up)t =0, em QF, (5-3)
logo, como € € um dominio limitado
(up—up)t =c, em Q (5-4)

onde ¢ um constante. Como (u; —up)* € WO1 P(Q), segue que ¢ = 0, contrariando o fato
de Qg ser ndo-vazio. Portanto, u; < up, em Q. O

Referimos o leitor a [19] para resultados relacionados de Principio de Médximo e
Comparacio.

Consideremos o seguinte sistema

—Apu+V(@X)uP~t = f(x,u,v) em Q,
—Ay+Vei T =g(xu,v) em Q, (5-5)
u,vy>0 em Q u,v=0 em 0.Q

Onde ,

(Fo)  f(x,,v), f(x,u,-), g(x,-,v), g(x,u,-) sdo ndo-decrescentes,
(F1) f,g sdo Caracthéodory,
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(F2)  f(u(l),v(.),g(.,u(.),v(.)) € L~(L), quando u,v € L*(Q),

Definiremos a seguir o que entendemos por sub e super-solu¢do do problema
(5-5).

Definicdo 5.3 Um par (u,v),(u,v) € WO1 P(Q)NC(Q) de fungbes ndo-negativas diz-se

que é uma sub e super-solucdo de (5-5), se satisfaz respectivamente

Teorema 5.4 Seja Q C RN dominio limitado. Suponhamos (Fy), (Fy), (F>), Vo), (V1)
e que existam (u,v), (u,v) sub e supersolucdo de (5-5), respectivamente, onde u < e

v <. Entdo (5-5) tem uma solugdo fraca (u,v) tal que
us<u<u v<v<w.

Demonstracao: Defina,
up=u e vo=y,

como, ugp,vo € C(Q), tem-se que f(x,ug,vo),g(x,up,vo) € L= (Q).

Considere o seguinte problema

(D

—Apu+V(x)uP~t = f(x,up,v0) em Q
u>0 em Q, u=0 em JQ.

Pelo Lema D.4 (1), tem uma tnica solugdo fraca u; € WO1 P (Q). Dai, pelo Principio da

Comparagio fraco (cf. lema 5.2), (Fp) e usando a defini¢do de sub e super-solugdo fraca
_Apul +V(x>u]1j_l = f(X, MO,V()) = f@@ﬂv!) > _Apﬂ—i_v(x)Zpil-

Entao,

<
IN
=
o
8
)

por outro lado,
—Apu; %—V(}C)Lt’f_1 = f(x,up,vo) < f(x,u,v0) < —A,u+ V(x)ﬁp_l,

portanto,

em Q.

I
IA
=

IA
|
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Como u € L*(Q), entdo u; € L=(Q). Seja, f(x,ug,vo) = f(x,up,vo) — V(x)up_l, sendo
f € L=(Q), pelo Teorema de regularidade devido a Lieberman (cf. Teorema B.1), u; €
cl(Q).

De forma andloga, considerando o problema

(1) {—Aqv—i—V(x)vq_l:g(x,uo,vo) em Q
1%

v>0 em Q, v=0 em 0Q

Pelo Lema D.4 (1), tem uma unica solugao fraca v; € WO1 “1(Q). Dat, pelo Principio da

Comparagdo fraco (c.f lema 5.2), (Fp) e usando a defini¢do de sub e supersolugdo fraca
—Agvi +V (vl = g(x,u0,v0) = g(x,1,v) > —Agy+V (x)y!"!

entao,

em Q.

<
IN
=

Por outro lado,
A1 +V V! = g(x,u0,v0) < g(x,,v0) < —AgT+V (x)7 !
portanto,
v<vi<v em Q.

Como v € L*(Q), entdo v; € L*(Q). Seja, g(x,up,vo) = g(x,up,vo) — V(x)v’f_l, sendo
g € L(Q), pelo Teorema de regularidade devido a Lieberman (cf. Teorema B.1), v| €
cl(Q).

Agora, considere o problema

(2)4 { _Apu+V(X)up_] = f(x,u;,vi) em Q

u>0 em Q, u=0 em JIQ

(2), tem uma unica solugéo fraca u, € WO1 ?(Q). Dai, pelo Principio da Comparagdo fraco

(c.flema 5.2), (Fy) e usando a defini¢do de sub e supersolugdo fraca

—Apuz +V ()" = Flxur,vi) > fx,uo,v1) > f(x,u0,v0) > —Apuy +V (x)uf !

entao,

up <uy em Q.

Por outro lado,

—Apuz—f—V(x)ugfl = f(x,ur,v1) < f(x,u,vy) < —Apﬁ+V(x)ﬁp_1
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portanto,
u<u<up<u em L.

Argumentando da mesma forma, j4 feito, temos que uy € C'(Q).

De forma andloga,

2) Ay +VWI = g(x,u,v1) em Q
Y v>0 em Q, v=0 em JQ

(2), tem uma unica solucdo fraca v, € WO1 1(Q). Dat, pelo Principio da Comparagio fraco
(c.flema 5.2), (Fp) e usando a defini¢do de sub e supersolucio fraca
—Agv2 +V(x)v3‘1 = g(x,u1,v1) > g(x,u0,v1) > g(x,u0,v0) > —Agvi +V(X)V{f_l

entao,

Por outro lado,
—Agv2 +V(x)v§71 = g(x,u1,v1) < g(x,m,v1) < —AF+V (x)v’ !

segue,

portanto, v» € C'(Q).

Assim,

(n) _Ap”nJFV(X)Mg_l = f(x,up—1,vp—1) em Q
n
“ u, >0 em Q, u, =0 em JIQ

—Aqvn—i—V(x)vZ_l =g up—1,vp—1) em Q
vp >0 em Q, vpo=0 em 0Q

procedendo da mesma forma anterior, obtemos uma sequéncia de solucdes fraca dos

problemas (n),, (n),

=
IA
S
INA
S
V)
IA
VAN
<
S
IN
|

I<
IN
=
IN
S
IN
IN
S
IN
<l
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Como toda sequéncia limitada e mondtona é convergente. Podemos, entdo, definir

u: QO — R

X >  u(x) = lim u,(x)
n—oo

v: Q R

—
x — v(x)= lgn Vn(x).

Como uy, é solugdo fraca de (n),, temos
/Q V[P 2Vu, Vo +V (x) |up |~ §dx = /Q 1, vao1)0dx, 0 €Wy (Q)
fazendo, ¢ = u,, como V >0

p —
il = . P < [ anl? 7 (i < Col

Portanto, u, € limitada em WO1 ?(Q). De forma, totalmente, andloga tem-se que v, é
limitada em W, (Q).
Como WOl P (Q),WO1 “(Q)sdo espacos de Banach reflexivos, temos

Up — U em Wol’p(Q)
Vi — Vo em Wol’q(Q).
Das imersdes de Sobolev (c.f Teorema A.13) e pelo Teorema A.3

(u, —>uy em LP(Q)
up(x) —> up(x) gq.t.p em Q (5-6)
()| < e 12(@)

(v, —vg em LI(Q)
Vp(x) — vo(x) gq.t.p em Q (5-7)
[ vn(¥)] < hp € L9(Q)

Pela convergéncia g.t.p, acima, e pela unicidade do limite, concluimos que u = ug e v =vy.

Como f é Caracthéodory,

/f(x;unl7vnl)d-x—> / f(X,M,V)dX
Q Q
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Pelo que jé fizemos no capitulo 1,
/ Vit |P 2 Vu, Vodx — / IVu|P~2VuVodsx.
Q Q
De (5-6) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (c.f Teorema A.2)

/V(x)u§_1¢dx—>/V(x)up_ld)dx.

Q Q

Portanto,
/|Vu|p_2VuV¢—|-V(x)up_l¢dx:/f(x,u,v)(])dx.
Q Q

Analogamente,
/g Vo9 2VuVy + V (x)v! ™ hydx = /Qg(x,u,v)\l!dx.
Ou seja, (u,v) é solugdo fraca (5-5) tal que
u<u<u y<v<w

Assim, u.v € L*(Q) implicando que f, g € L= (). Utilizando o Teorema da Regularidade
de Lieberman (c.f Teorema B.1) tem-se u,v € C' (Q). O
Abaixo, temos dois lemas técnicos que sdo usados para a existéncia de super-

solucd@o do problema (x)j.

Lema 5.5 (Existéncia de uma familia de subsolucées) Seja V € L™(R") e satisfaca
(Vo) e (Vy). Entdo para cadan > 1 e cada A € (0,A) existem u,,v, € C'(B,) tais que

_Apﬂn +V(x)ﬂll’z_l S 7\‘22‘1 +VEI7 Vn € [van]
A, AV <@ i u, € [, 1) (5-8)

u,=v,=0 em 0B, u,,v,>0 em B,

E além disso, sendo U, v super-solucdo em R do problema(x),, e fazendo @, = v, =0

em B¢

¢, temos que ; u, e v, sdo crescente, isto é,

..<u em RN

VAN
IS
IN
|
[\S)
VAN
VAN
=
IA

0<u
0 <...<y em R".

IN
<
IN
|<
[\e)
IN
IN
<

1
Demonstracao: Consideremos a seguinte familia de problemas

—Apu+V(x)uP~t = em B,
u=0 em 0B, (5-9)
u>0 em B,
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A+ V)it =% em B,
v=0 em 0B, (5-10)
v>0 em B,.

Observe que, sendo uy,, v, solucdes fracas de (5-9) e (5-10) em cada B,,. Onde as quais sao

unicas. Entdo, certamente, teremos

—Apity +V (@)l < Ay —l—v,el, em B, 5-11)
u, =0 em 0B, e u, >0 em B,

onde v, € solucdo do problema (5-10). E de forma analoga,
—Agvn + V()i <+ uEZ, em B, (5-12)
v, =0 em 9B, e vp >0 em B,

onde u, € solucdo do problema (5-9). Entdo, basta mostrar que (5-9) e (5-10) possuem
solucdes fracas unicas e que estas sdo crescentes.

Iremos mostrar,apenas, que (5-9) tem solucdo, pois com argumento anilogo
conseguiremos mostrar que (5-10) possui solugao.

Considere, entdo o funcional energia associado ao problema (5-9)

A
o +1

1
J(u) = 5 (/ |Vu|p—|—V(x)|u|pdx) - / () lax, ue Wol’p(B,,).
B, B,

Afirmamos, que J € coercivo, pois

1 )
Jw) > —|lul|P -
(u) lll” = o7

1 A
- Pl1—Cc——— oy+1-p
Dl (1=

como por hipétese o + 1 < p, logo, J(u) — oo, quando ||u|| — e. Donde, 3 ¢ > 0, onde

A

op+1
el

1
luf 1 > Sl =€

J(w)>—c, Yue Wol’p(Bn).

Seja,

I= inf  J(u)
u € W, " (By)

tomando (i) C WO1 P (By,) tal que,

J(I/tk) — 1.
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Podemos supor, sem perde de generalidade, que u; > 0, uma vez que, |ux| minimiza o
funcional energia. De fato,

| = u +u > u

logo,
—|ug| < —u,f
implicando,
J(Juk]) < J(ux)
assim,

J(|ug|) — 1.

Entao,

1
Ju) <Ci+1 = —/ \Vug|P +V (x)ul dx — (up) ' dx < Cp + 1
P JB,

o+ 1.8,
= l||uk||p<C1+1+L (uk)“1+1dx—/ V(x)uldx

p - o +1Js, B, g
= [lull” < C3 + Callug |+

como, &1 + 1 < p, segue que (uy) € limitada em Wol’p (By). Como WO1 ?(B,) é reflexivo
U — u, em Wol’p(Bn)

logo, por imersdo compacta (ver o teorema A.13)
up — u em LP(By)

Dai, pelo Teorema A.3

— .t B
Uk u q.t.p cm n (5_13)
lup | <h € LP(By)
Como u; > 0, teremos que u > 0. Pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

(c.f Teorema A.2),
/ V(x)uf dx —> / V(x)uPdx
B, B,

A
o]+ 1

Pelo item (iii) do Teorema E.3,

u,?lﬂdx.
o +1Js,

/ uglﬂdx —
B,

|| w||”<liminf || u ||P
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assim,

1 A
J(u) = —Hqu—I—/ V(x)uPdx — /u“1+1dx
4 B, o +1Js,

1 A
< — (liminf||uk||p+ hm/ V( uf:dx) — lim / M/(:I—i_ldx
p k—oo O] + 1

= hmmf (\uk]|p+/v ufc’dx)—kh_r&(xﬁl O”de —hglng(uk)
= hm](uk)zl

k—boo

portanto,
J(u)=1

isto é, o infimo do funcional é atingido por algum u € WO1 ”(B,). Como,

J (u)v=1lim Huttv) =
t—0 t

J(w) / \VulP=2VuV +V (x)uP~vdx — 7»/ "vdx, vEWOl’p(B,,).

Sendo u € W, ”(B,) tal que

I= min Ju)=Ju)<Ju+tv), t€R.

uew, "’ (B,)
Dai,
l‘ —_
lim J(u+1tv)—J(u) >0 (5-14)
t—0t t
© J J
l’ J—
U a0 et O (5-15)
t—0~ t

em particular,

J(wo = 0, ¢€C5(By)

Assim,
/Q VulP~2VuV o+ V (x)uP~ odx = A /B U odx

portanto u € WO1 P(By,) é solugdo fraca de (5-9). Afirmamos que u # 0.
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De fato, seja ugy € Wol P (By), up > 0 em B, entdo

)\IOL] +1

(09]
uytdx <0
ar+1Jp, °

J(tug) = ; (/Bn \Vuo\p—l—V(x)ugdx> —

para t > 0 suficientemente pequeno.
Logo,
J(u) <J(up) <0

Implicando que u # 0, pois se u = 0, terfamos que J(u) = 0.
Agora definiremos
g(x,u) = Au® —V (x)uP~!

logo,
|8 (x, )| < ™ + [V [Joo|ul P~ < Crlu+ 1| +C |+ 1|7

como, 0] < p— 1, temos
|8, )| < ™ + [V [loo|u P~ < Crlu+ 1P+ Crlu+ 1P~ < Co (JuP~' +1)

Donde, utilizando o Teorema C.11, o qual, implica que u € L*(B,).

E utilizando o Teorema de regularidade de Lieberman (c.f Teorema B.1), temos
que u € C'(B,). Dai, pelo Teorema de Vizquez (c.f Teorema C.3) temos que u > 0 em
B,,. De fato, pois

—Apu+V ()" =™ >0

entao
—Apu >~V (x)ul!
segue que
Aput <V (x)ul 1 < |V ||t
Definindo,
Bu) = ||V |eots?” "
dai,

ro 1ot 1t
/ rds = / -ds = —ds = oo,
o B(s)s)r  WVleJo (pyp (IVlleJo s

Portanto, pelo Teorema C.3 u > 0 em B,. Entdo, temos que u € C'(B,) "W, ”(B,) é

solucdo fraca do Problema (5-9).
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A unicidade de solucao do problema (5-9), segue do artigo de Diaz-Saa (cf. [15])
e pelo Teorema C.12. Ou seja, para cada B, obtemos uma unica solucdo de 5-9. Agora,

facamos u,, = u. E observemos que se y € (0,1) e ¢ € C5(B,), ¢ > 0, entdo

L9 ) 729 () V0V (3) ()~ 0= | () g <
! (/ |Vun|p_2V(un)V¢+V(x)ug_lq)dx—?»/ uf,”q)dx) =0
B, B,

ou seja, Yu, ¢ uma sub-solucdo de (5-9), como u € uma super-solucao de (5-9). E
escolhendo v € (0,1) tal que yu, < u. Pelo teorema 5.4 existe u, solugcdo do problema
(5-9) tal que

Yt < Up < U.

Mas, pela unicidade de solugdo de (5-9), concluimos que u,, = u,,.
Considere, u,,_ | € WO1 ?(B,) NL*(B,) satisfazendo
—Aplty 1 +V(x)ﬂr’i—zll =M, em By

Zn+1

de modo que, u,,; é uma super-solu¢do de (5-9), tomando y =, € (0,1) tal que
Yun < u,, . Novamente, pelo Teorema 5.4 existe u, € WO1 ?(B,) NL*(B,) tal que

Yun <Up <u,.; em By.
Mas, como (5-9) tem uma dnica solu¢do em B,
Up =up < U, | em By
Entéo fazendo u, = 0 em By, temos a sequéncia u, = u, ) € C 1(B,) tal que
0<u;<u, <...<u,<..<u em R,

De forma andloga, consiguimos obter

IN
IN
<|
o
3
%

0<vi<w

IA
IN
=

O

Com intuito de construir uma super-solugdo (x); estudaremos a existéncia e o

comportamento no infinito da solugiio do problema abaixo. Seja; p; : RY — R, considere
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o problema

{ —Aw+V(x)wPl =pi(x), em RV, (5-16)

w>0 em RVN.

Lema 5.6 SejaV € L*(R") e satisfaca (Vy) e (V1). Sep1 € L'NC(RN), p1 >0e
p1(x) — 0, quando |x| — oo.

Entdo existe uma solucdo w € WP (RN) NC'(RV) tal que
w(x) — 0, quando |x| —> oo.

Demonstracdo: Apresentamos aqui o espaco

E— {w € D‘vp//]RNv@c)mw—1 < oo}

onde D'"? = D" (IRV) é o fecho de Cy com respeito a norma do gradiente.

O espago E € munido com a norma dada por
Iwl[? = / [Vw|? +V () [w|Pdx.
RN

Com esta norma, E torna-se um espacgo de Banach reflexivo, e segue de (Vp) que temos a

imersdo continua de E < W17 E além disso, um elemento de w € D17 estd
weEE <— /NV(x)]w]pdx < oo,
R

A existéncia de solucdo do problema (5-16), serd dado por método de minimizacdo do

funcional energia associado ao problema

1
J(w) = —/ ]Vw\p+V(x)\w\pdx—/ piwdx, weE
P JRY RN
utilizando os mesmos argumentos feitos no lema 5.5 conseguimos mostrar que J é

coercivo. Donde, 3 ¢ > 0, onde
Jw)>—c, VwEeEE.

Seja,
I= inf J(w)

w € DLp
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tomando (wy) C E tal que,
J(Wk) — 1.

Entao,
1
Jw) <Cr41 — —/ |vwkv’+v<x)|wk|f’dx—/ piwedx < Ci + 1
P JRN RN
— wl” <Cr1+ [ prwds
RN

como,

p1(x) — 0, quando|x| — +oo

Entdo, dado € > 0 existe M > 0 tal que
x| >M = |p1(x)| < €.
Por hipétese p; € C!(RV), implicando que p; € L*(R"), para |x| < M. Donde,
Jormae= [ oot [ piwds < Gl < Colul
portanto,
[wil|” < C3+ Ca |
sendo 1 < p, segue que (i) € limitada em E. Como E é reflexivo
wr, —w em E.
Logo, por imersao de Sobolev (ver o teorema A.13)
wy — w em LP(RY)

dai, pelo Teorema A.3

— 1. RN
{ Wi w q.t.p em (5-17)

lwi| <h € LP(RV)

pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (c.f Teorema A.2),
/IRN p1wgdx —> /RN p1wkdx,
pelo item (iii) do Teorema E.3,

| w[|P< liminf || wy ||?
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assim,
J(w) 1H |I”+/ dx < llimian e lim/ d
w) = —lw wax < — wil||F — wrdx
p RNpl TP koo k k—soo RNpl k
.1 o
= h,?iif}f [;||wk||p—/RNp1wkdx] :h}gl;lf](wk)
= limJ(wk):I
k—ro0
portanto,

J(w) =1

Isto €, o infimo do funcional € atingido por algum w € E. Da mesma forma que foi feito

no Lema 5.5 tem-se que
Jw)o = 0, ¢eCy(RY).
Assim,
/IR VWPV -V ()wP dx = /R piwddx.

Portanto w € E € solucao fraca de (5-16). E usando os mesmos argumentos no Lema 5.5,
conseguimos mostrar que
w>0 e w#0.

Sendo w solucdo de (5-16), considere
—Apw=p1 = V(@)W =g(x,w) em RV,
E denotaremos, |.|,» a norma de L*(B,), para algum 1 < s < coe r > 0. Pelo Teorema B.9

N N
sup [w(y)| < Cr™» <|w|p,2r+kr1’)
YEB,

e
onde C=C(N,p,r)>0ek= <r|g|L] Zr) "
p7 b

isto €,

1
sup o) < (Iwlpar +1sl% )
"y

YEB, p-D

onde C; = C(N, p,r) > 0. Por outro lado,

N L
[ lias<cy (\m\ Wy rwrp*,zr)
2r

p—1’
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onde C; = C(N, p,|V|w,r) > 0 e entdo usando as imersdes de Sobolev
LP* (Bzr) — Lp(Bzr)

donde,
1
sup )| <k (Ipi7, + vl

YEB,

onde k = k(N, p,r,|V|»). Agora, para € > 0 tome R = R tal que

L €

P e Do, < 5

onde k =k(N, p,|V|x). Se x € By, e aplicando o Pelo Teorema B.9, devido a Serrin, em
B;(x), entdo

1
sup M(H<COm!M wuu)<a
YEB (x) v

Pois, By (x) C B%. Mostrando que
w(y)| <€, quandoly|>R+1.

E consequentemente,
w(y) — 0, quandoly| — +oo

Por outro lado, Teorema B.9 para R; > R temos

1
sthH<COmM‘ HMmm>§m<W-
yeBRl P 1

Portanto, w € L*(Bg,) e entdo w € L”(R"). E utilizando o Teorema de regularidade de
Lieberman (c.f o Teorema B.1). E usando os mesmos argumentos, ja feitos, do Lema 5.5

e utilizando o Principio da Comparagio de Vazquez, temos que w > 0 em R". 0

Lema 5.7 Sejam a,b >0e0<a < p—1<P <. Entdo exite A > 0 (A depende de
a,b,p,0, B) e para cada h € (0,A), existe My, > 0 tal que My, — 0, quando A — 0 e

1
at? ' > %%+ BB, onde t =1, = Mx-g-

Demonstracio: E suficiente mostrar que

a > W% P 4 pBB=(r=1) " bara algum ¢ > 0.
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Defina,
f(6) =M%= g pBB=(r=1) 5 0,

Assim, f € continua ndo-negativa e
f —> +oo,quando t — 0 ou t — H-oo.

Logo, existe um ponto de minimo, seja este f;, > 0.

Calculando a 12 derivada para encontrar t),
f1(t) = (o= (p— 1)Ab** P+ (B— (p— 1))bPP~P
Como f'(t)) = 0, segue
(@—(p—1)Ab%* P = —(B—(p—1))bPrPP

dai,

entao,

ot (=D -\ e 1w,
”“‘[” == ]b‘b'

Assim, M > 0 tal que M), — 0, quando A — 0. E além disso

f(t) =Ab* [mla (%) B—a

ou seja,
para algum Cp, ,, o 5 > 0.
Consequentemente, existe A = A, ;, o p > 0 tal que
fn) <a, 0<A<A.

O

Lema 5.8 (Existéncia de uma super-solucdo) Seja V € L™ e satisfaca (Vp) e (V}).
Entdo existe A > 0 tal que para cada \ € (0, A) existem My >0, M3 >0, u =1, € C'(R")
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ev=m, € C!(RV) tal que

/N \Va|P=2Vave +V (x)a"~ odx > k/N(ﬂal +vP)odx, ve[v,7]
IVHP2ViVo+V ()7 lodx > A | (72 4+7)odx, u € [u,u]
RN RN

i, vem RN,

para ¢, y € C*(RN), onde ¢, y > 0.

Demonstracao: Sejam

Onde w € solucdo fraca da pela Lema 5.6 e z € solucdo fraca de

—Apz+ V()P 1 =p, em RY
z>0 em RV,

e M, n; serdo encontrado logo a frente no texto.Tome

M2 > sup [w(x) —z(x)|
xRN

segue
w(x) <z(x)+m2

existe 11 > 0 tal que
w+n1 <z+ne. (5-18)

J4 temos que %,v € C' NL*. E afirmamos que @, é super-solucio (x)y.
De fato, seja ¢ € Cy’, ¢ > 0, temos

k= / NIVﬁl”‘ZVﬁVd)JrV(x)uP—lq)dx
R
= / Mfil (|VW|p_2VwV¢+V(x)w”_lq>) dx+/ M{’*IV(X) <(W+nl)P*1_wp—l>¢dx
RN .

= / Mflplq)dx—f—/ M‘]DAV(x) <(w+1’]1)p71 —wp_1> Odx.
RN RN
Seja Lyn,p= ((w+n1)p_1 —wp_l), temos I,y » > 0. Como

/C M piodx =0 (5-19)
BRO
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esendoV >0
/ MYV ()L, p0dx >0 (5-20)
B,
entao
p—1 p—1 p—1 p—1
E; 2/ M; Pl¢dx+/ M, p1¢dx+/ M V(x>1w7n17p¢dx+/ MV (x) Ly, pOdx
Bgao BRO B;‘go BRO

dai, de (5-19), (5-20) e mp = min p;
XEBRO

E; 2/ Mf_lmo(bdx—i—/ Mf_lV(x)IW,nhpq)dx. (5-21)
Bg, B,

Utilizando a Desigualdade de Simmons (c.f Teorema A.15), existe uma constante ¢, > 0

tal que

2 ) CP‘S_(;‘I’? se pzzv
(lelP~e—[C|"7Ce-0) > le— (|2 (5-22)
Cp 7 se I<p<2.
(lel+1€0)

para todo €,{ € R®, para s > 1.
Agora, fazendo Ly, p = [w+M1 P72 (w=+n1) — |w|P~2w, e aplicando 5-22, com
€ =w+mni, { =n;. Entdo

Lyny.p = Tp(m), (5-23)

onde,

Cpnl SC pZZ,
Lp(n) = c N1
P (wo4m1)> 7’

se I<p<2. (5-24)

onde wy > 0, dado por wg = sup w(X).
x€RN
Segue;

E z/ M{’“m0¢dx+/ Mf‘lv(x)r,,(m)q)dx:/ M (1 + 80T (1)) bdx
Bg, B, RV
Seja my = min(mg, 8oI',(11)). Portanto,

E;| Z/RNMflml(l)dx
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E fazendo,
E,= / y IVH[P2VoVy + V (x)77~ ydx
R

utilizando argumentos andlogas que ja foram feitas anteriormente,
E, > / Mg_]mzqfdx
RN

Onde, my = min (g, 8oI'y(M2)), sendo 7ip = min ps.

xGBRl
Sendo

m = min(mp,m;)

obteremos
E| > / MP ™ modx
RN

> p-l .
EZ_//RNMz mydx

Para a = m e fixado p,ay,B;. E fazendo,

M) = mln(M;uM%)

onde,
1
- —1)—oy | B
M = ABi—o ((p—) ,
* Bi—(p—1)
1
1 — 1) — 0 \ b2
M2 = AP (((]—)
* Br—(g—1)
E

M,
b — S, oo
M;L’Z 2|

utilizando o Lema 5.7, existe M| > 0 tal que

tal que

o Bl
N M! M!
MP ™ m > M (M—”|z+n2|w> + M (M—k|z+n2|w>
A A
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como
My > My,
temos,
My
—=.1Z2+MN2|e = |2+ N2 |-
i el > el
Portanto,

M > MM 24| %+ MP [z 4my B

MP ™ m =AM w41y |22 4+ M2z 4y B2 (5-25)
Analogamente, Utilizando o Lema 5.7, para ¢, oz, 32,e
AL/ T
a=m, = le N2 |
tomando existe M, > 0 tal que
My=M2E —m 1
2 =My =My,
Mb A 12412

observe que

M| =M,
tal que
ol B2
MZ B2 MZ
-1 o A / A
Mg mZ;anl (m‘Z—Fnﬂw) +M2 <E|Z+n2’w )
como
M? > M
A= M
temos,
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Portanto,

M > Mz M| + ME |z 4 B2
de (5-18)

MY m > AME2 |z 41| % 4+ MP w4 |2 (5-26)
Entdo de (5-25) e (5-26) e definindo M = M| = M,

/ Mplmd)Z/ AM“'!w+m|§i‘¢+MB‘|z+n2!§‘¢2/ xﬁa1¢+g51¢
N RN RN

(5-27)
f Mq_]mlle/ KMOL2|Z+T]2|302\|1+MI?)2|W+n1|E02\|fZ/ 7\7(12\|I+ﬁﬁzl|l.
RN RN RN

Portanto,
u=Mw+ni), v=M(z+n2)

sdo super-solucdo de (x)y. OJ
Demonstracao do Teorema 1.4: Seja A dado pelo Lema 5.7 e tome A € (0,A). Sejam u,v
dadas pelo Lema 5.8, fazendo u,,11,V,+1 as restri¢cdes de u,v em B,y 1. Assim Uy 1,Vp+1
¢ uma super-solucgdo do problema (x); restrito a B, 1. Jd que, pelo Lema 5.5 o problema

(%), tem uma sub-solugdo u,, |,v,, | com
Uy SUpyl, Vyyp SVpgrr em By (5-28)

E existe, pelo Teorema 5.4, u,, | € WO1 P(By+1),vp1 € WO1 “(By11), solugdo do problema

(%)), restrita a B, tal que
U, 1 <upty < Upyl, Yot SVnt1 SVpy1  em By,

usaremos 0os mesmo argumento ja feito no lema 5.8, que € (u;41,vy+1) solugdo do

problema

~1
—Aptp1 + V(@ =M 4P em B, (5-29)

g—1 _ 5 o B2
_Aqv"+1 —|—V(X)Vn+1 - A’anrl + Upt1, ©M By.

Logo (up+1,Vn+1) € super-solugdo (A.) em B,, como pelo lema 5.5 existe (u,,v,) sub-

solugdo de (A.). Pelo teorema 5.4 existe uma (uy,v,) solucdo fraca 5-29 tal que

U, <ty < Upyy Vv, <vp<vyy1 em By (5-30)
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/B Vit P 2V, Voodx = /B (xu;‘:l NI V(x)uﬁ‘l) odx, €W, " (By) 51
/B V]9 2V, Vi = /B (Wl = V(™) wx, e Wy (By)

n

fazendo, u, = v, = 0 em B,. Sejam

M+ —vut = gl(x), em RY (5-32)
W2 4 v ()il = g2(x), em RV. (5-33)
Observe que;
g x) < AT +VP 4 V] =g (x), em RV (5-34)
onde, g1 eL”.
E(x) <AV 4+ 4+ [V]o?' ! = g%(x), em RV (5-35)

onde, g*> € L~ Portanto, gl g% elL”.

IRTIY 1 RTIY 1
Afirmamos que u, € limitada em W, o’f € v, € limitada em W, O’Cq. De fato, fixemos
Q € RY um dominio limitado suave, de modo que Q € B, para um »n suficientemente

grande, entdo de (5-31), fazendo ¢ = u,, restrito a Q,

/ |V, |PVu,Vodx = / <7»u,?1 +V,§1 — V(x)u;’f_]> Updx = / g,llundx <Cq (5-36)
Q Q Q

Dai, de (5-28) e (5-36)

tnllwrr @) = IVunllrr@) + lunllr(@) < Ca+Ci.

Provando que u, € limitada em W, o’cp. De forma andloga, prova-se que v, é limitada em
17q 1
W, 7. Assim,

u, —u, em W7 (5-37)

loc

vy —v, em W4 (5-38)

loc
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Donde, dos Teoremas A.14, A.3

up — u, em LP(Q)
up(x) — u(x), qtpem Q (5-39)
lup(x)| < hy, q.t.p.emQ.

v, —u, em LI(Q)
vp(x) — u(x), qtpem Q (5-40)
[va(x)| < ha,  q.t.p. emQ

Observemos que
Q, = Q= {x € R"|dist(x,0Q) < n}

e definamos para cada par m,n € IN
Ump = Uy|Q, solucdo do problema em Q,,

De (5-39) obtemos uma matriz de subsequéncia convergente, isto €

1
U1, U1, Uar, - — u, q.tpem Q
2
uzp, U4, Usy, -+ —> u°, q.tpem £
— Q
U4z, Us53, U63, ~ - u, qtpem £23

Pelas convergéncias (5-39)

Wl = ]
Sendo,
u(x) :=u"(x), xeQ,
¢ =)
RY =] Q,,
n=1

Entdo a sequéncia diagonal (up,,) satisfaz
Uonn(x) — u(x), q.tpem RN,
de forma andloga temos que

Vo (x) — v(x), qtpem RV,
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Pelo que jé foi feito no Capitulo 2

/ Vit P2V, Vodx —s / VulP2VuVodx
(Vv |92V, Vydx — | |Vv]92VyVydx
Q Q

Donde, fazendo ¢ = Vu,, — Vu
/Q<|Vun|p_2Vun — |Vu|P72Vu, V(u, — u)dx — 0.
Do Corolério A.16, segue que
/Q |\Vu, — Vu|Pdx — 0
ou seja,
Vu, — Vu, em LP(Q).
Dai, pelo Teorema A.3

Vu,(x) — Vu(x), q.tpem Q.

(5-41)

(5-42)

(5-43)

(5-44)

(5-45)

Usando o mesmo argumento da sequéncia diagonal temos que, a menos de uma sub-

sequéncia

Vu,(x) — Vu(x), qtpem RY,
Vva(x) — Vv(x), qtpem R".

De (5-45),

Vit (X) [P 2V (x) — |Vu(x)|P2Vu(x), gtpem Q

P
—1

e |Vu,(x)|P~2Vu,(x) élimitado em L7 (Q), pois

/’|Vun|p_2Vun|”p'dx < /(\Vun\p_l)f’p‘dx
Q Q

= /Q|Vu,,]pdx:/gg,lldx§CQ.

Segue do Lema A.5 que

P

\Vita|P~2Vu, — [Vu|P~2Vu, em Lr1(Q)

(5-46)

(5-47)

(5-48)

(5-49)
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de (5-49) e do Teorema A.6

lim [ |VinP 2V, Vodx — / VulP2VuVodx, o€ C3(Q). (5-50)
Q Q

n—yoo

Utilizando (5-39), (5-40) e Teorema da Convergéncia Dominada segue que

/V(x)u£1¢dx—>/QV(x)upl¢dx, 0 e Cy(Q)

Q (7“”31 +V51> ¢dx — /Q (xu‘*l +v31) 0dx, ¢ €Cy(Q) G-=b

portanto,
/ VulP2VuV o+ V (x)ul~ odx — / (P ) odx, 9eCF(Q)  (5-52)
Q Q
Seja ¢ € CJ(RY) e A = supp ¢ C O, para algum k € IN. Como,

[ IVulr25uvoldx < [ (19l Voldx < Clulfyil ) < (5-53)

pelo Teorema A.7
/ IVulP 2V uVodx —s / Va2 Vavedy, ¢ € Gy (RY) (5-54)
Q, R
usando o mesmo argumento utilizado em 5-53 e aplicando o Teorema A.7

/ V() odx —s /R V) odx, 0 € Gy (RY) (5-55)

n

/ (% + %) g — / (ha% + 8 ) odx, ¢ € G (RY) (5-56)
Q, RN

Portanto,

/ IValPVave +V ()i gdx = / (R + ) odx, 9eCGRY) (5-57)
R

RN

analogamente,
/]R VIRV V ()97 i = /]R (AP ) yar, 9eCGRRY) (5-58)

ou seja, (u,v) é solucio fraca de (*);. E por construcio temos que g' € LR (RN), entdo
pelo Teorema B.8 u € C!'(R"). De forma andloga v € C' (R").
A positividade de u,v segue pelo fato de termos fixado Q C By, parak >n € IN
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e relembrando que u; > 0 em By. Logo infu; = my > 0. Por outro lado
Up Z Uk

segue que,
u(x) = lim u,(x) > my > 0.

n—soo

Consequentemente u > 0 em IR", de forma andloga temos que v > 0 em R".



APENDICE A

Espacos de Lebesgue e de Sobolev

Neste apéndice vamos apresentar alguns resultados importantes sobre Espacos

de Lebesgue e Espacos de Sobolev que foram utilizados com frequéncia neste trabalho.

Lema A.1 (Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em L' (Q), tais que, f, >0 g.t.p.
em Q, para todon € IN e sup | f, < oo. Se, para todo x € Q, f(x) = lingnffn (x) < oo,
n JQ n—-myoo
entdo f € L1(Q) e
/ fdx < / (liminf £, )dx.
Q

Q n—o

Demonstracao: (cf. Brézis [8, p. 90] ).

Teorema A.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja  (f,) uma

sequéncia de funcoes integrdveis satisfazendo:

() Fulx) —> f(x), gp. em ©;
(ii) Existe uma funcdo g € L'(Q), tal que, para todo n, | f,(x) |< g(x), g.t.p. em Q.

Entdo, f € L'(Q) e
/f(x)dx: lim/ fn(x)dx.
Q Q

Demonstracao: (cf. Brézis [8, p. 90]).

Teorema A.3 Sejam ( f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q), tais que, || fu — f ||,—

0. Entdo, existe uma subsequéncia (fn,)  (f,) e uma fungdo h € LP(Q), tais que,

() fu(x) — F(x), gtp. em O
(ii) | fa,(x) |< h(x), Vk, q.t.p. em Q.

Demonstracao: (cf. Brézis [8, p. 94]).

Teorema A .4 (Desigualdade de Holder) Seja f € LP(Q) e g € L1(Q) com 1 < p < oo,
Entdo, fg € L'(Q) e

/Q\fgldxé(/Qlf!”dxy)(/g\g\quy
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onde 11)+ é =1.
Demonstracao: (cf. Brézis [8, p.92]).

Consideremos W!-» (Q), com 1 < p < oo, 0 espago usual de Sobolev equipado
com a norma

1
[ llp= (lullp + [ Vall)r

e seja WOl P (Q) o subespaco fechado e convexo de W!”(Q) dado por
1,
Wy "(Q) = {u € WHP(Q);u pa= 0},

onde ujyn = 0 € a restri¢do do trago a fronteira de Q

Lema A.5 Seja Q C RY aberto e (f,) C L*(Q), para s > 1, uma sequéncia limitada. Se
fa(x) — f(x) g.t.p em Q. Entdo f € L°(Q) e f, = f em L*(Q).

Demonstracao:(cf. [9]).

Teorema A.6 Seja E um conjunto mensurdvel, 1 < p < oo, e %—l—é = 1. Entdo se

fn— f em LP(E) se, e 50 se

lim gfna’x:/gfa,’x7 g€ LI(E).
E E

n—soo

Demonstracao: (cf. [34, p.163]).

Teorema A.7 (Continuacio da Integracio) Se f ¢ integrdvel sobre RN e Q, é uma

sequéncia crescente, onde U,’_Q, = RY. Entdo

lim/ fdx—>/ fdx.
n—yo0 Q, RN
Demonstracao: (cf. Royden [34, p. 375]).

Teorema A.8 (Desigualdade de Poincaré-Sobolev) Seja Q C RN um dominio limitado.

Entdo existe uma constante ¢ = c(p), tal que, para todo u € WO1 P(Q), tem-se

/]u]pdxgc/ | Vu |P dx.
Q Q

Demonstracao: (cf. Adams [1, p. 184]).
Teorema A.9 (Desigualdade de Hardy) Seja Q C R" aberto limitado de classe C' e
1 < p < 0. Considere d(x) = dist(x,I"). Existe uma constante C tal que;

u

<C|Vul,,  VueW,"(Q)
p
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Demonstracao: (cf. Brézis [8, p.313]).

Lema A.10 Seja u € WHP(Q) com 1 < p < o e assuma que supp(u) é um subconjunto
compacto de Q. Entdo, u € WO1 7(Q).

Demonstracao: (cf. Brézis [8, p.288]).

Definicao A.11 Dizemos que um dominio Q satisfaz a propriedade do cone se para
qualquer x € Q, existe um cone limitado Cy, com vértice em x, tal que, Cy estd inteiramente

contido em Q.

Definicao A.12 Dizemos que um dominio  satisfaz a propriedade de lipschitz local se
existe uma cobertura localmente finita O por abertos U, tais que, O NU sdo grdficos de

funcoes uniformemente lipschitzianas.

Teorema A.13 (Imersoes Continuas de Sobolev) Sejam Q C R" um dominio satisfa-
zendo a propriedade do cone, m > 0 inteiro e 1 < p < oo, Entdo, para qualquer j > 0

as imersoes abaixo sdo continuas:

(i) Sem< ™ Witmp(Q) < Wid(Q), onde p < g < ,
p n—mp

(ii) Sem =", Witmp(Q) < Wi1(Q), onde p < q < oo;
p
(iii) Se lﬁ? <m, W/TP(Q) < C4(Q), onde CH(Q) = {u € C/(Q);D%u € L*(Q),| o |<
Jjh

(iv) Sem—1< - < m e Q tem a propriedade de lipschitz local, entdo,
p

WItmP(Q) < CIHMQ), onde 0 <A <m— .
p

Demonstracao: (cf. Figueiredo [17], Adams [1]).

Teorema A.14 (Rellich-Kondrachov) Sejam Q C R" um dominio satisfazendo a propri-

edade do cone, m > 1 inteiro e 1 < p < oo. Entdo, para qualquer j > 0 as imersdes abaixo

sdo compactas:

(i o
n—mp’

(ii) Sem = 2, WItmP(Q) — W74(Q), onde 1 < g < oo;

p
(
(

i) Sem < L Witmp(Q) s Wi4(Q), onde 1 < g <
p

iii) Se = < m, WitmP(Q) < C(Q), onde e WIHmP(Q) — Wi4(Q), onde 1 < g < oo;
p

n
iv) Se — < m e Q tem a propriedade de lipschitz local, entdo,
p

WITmP(Q) — C/(Q).
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(v) Sem—1< - < m e Q tem a propriedade de lipschitz local, entdo,
p

WIHmP(Q) < CIPMQ), onde 0 <\ <m— z
p

Em particular, se n = (m — 1) p, entdo, W/TP(Q) < CIM(Q), para 0 < A < 1.
Demonstracao: (cf. Figueiredo [17], Adams [1]).

Teorema A.15 (Desigualdade de Simmons) Sejam x,y € R" e (-,-) o produto escalar

natural em RN . Entdo,

CP’x_ylpv se PZ2,
(|xP2x= [y P2 yx—y) > Ix—y 2 (A-1)
Cp —, se I<p<2.
(|x[+]y])2P

Demonstracao: (cf. Peral [33, p. 80]).

Corolario A.16 Seja u,uy € Wy (Q) entdo

,
p [ V=) ", p=2,
Q 2
P
/ (IVur|P2Vuy — |Vua [P~ Vuy, V(uy — ua)) > (/Q | Vg =V |p>
Q cp 55, 1<p<2
P
(f v+ v )
\ Q

Demonstracao: Para p > 2 é uma aplicacdo imediata do teorema A.15. Agora, suponha-

mos que 1 < p < 2, e utilizando a desigualdade de Holder

(p—2)
Vup |+ | Vi NV
/ |V(u1_u2) |P dx:/ ]V(u1—u2) ’p (‘ 1 | | 2 |)p(p72> dx
Q Q (| Vur [+ Vup |) 2

[STaSt
[

IN

> _2 2
V(uy — ! (r=2)\ (P2
/ﬁ( . ””Lpa)cu (/(ﬁvmu+wv@bp@ )“’aﬁ)
Q\|Vu |+ | Vup |2 Q

i </;<‘V27Y24155252pdx)5 (/;ﬂ‘”n!+|Vuzopdx)22p
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Entdo usando o Teorema A.15

(/Q\V(ul—uzﬂpdx)p _ / IV — )2
— Jal

L o (|Vur |+ |Vua|)>=p

( / Vi + \vuz)ypdx> !
Q

dx

< / (IVur|P=2Vuy — |[Vup|P2Vua, V(g — up))dx
Q

Observacao A.17 O coroldrio acima pode ser escrito em termos da norma de WO] P(Q),

C uy—ur p, Z 2,
/ <|VM1|1’—2VM1 - \VMZ\P—2Vu2,V(u1 —up))dx > { pll( ||u1_u2|)2|| T 2(A-2)
! M <p<

Demonstracao: De fato, como

1
P
(f vl +1¥lras)" = 9]+ Bl

[Vur|[pr@ + [ Vuz| (@

IA

0 que implica,

1 1

>
(/(W & Vasl)d p)fl’ Vil pr o+ V2| (@
u u X
SV 2

( /Q V(i —u2)|”dx>§

Logo,
2-p

(/Q\V(ul —uz)v’dx)'z’

2-p
Vu +[|Vu
(IVutllr @+ 11Vuallr@) </ \V(u1—u2)|pdx) p
Q

IN

< / (Vi |P~2Vuy — (Vi |P =2V, V(1 — uz))dx
Q
Assim,
cpl|(uy —u2)||?, > 2,
/(|Vu1|P_2Vu1—|Vu2|P_2Vu2,V(u1—u2)>d > a lu M)|H b
Q /# l<p<2
P/ M [+ N7

[l
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Resultados de Regularidade

Considere o problema de contorno

(B-1)

divA(x,u,Vu)+ B(x,u,V) = 0 em Q,
u = 0, sobre 0Q.

Inicialmente vamos impor as seguintes condicdes sobre BcalA e B:

N 0Ak .
(F) ), = (61, M)E;&k > Mk + n|)"[E]%
rtcll
N aAk
(F) Y, |5—@um)| < A(k+ )"
i O

(F) 1A0x,mm) = A(y,0,m)] <A+ )" = y|%+ [ =[]

(Fa) [B(x,um)| < M(14m)"+?

para todo (x,u,m) € 0Q x [~My,My] x R",

para todo y,0 € Q x [~My, M) e para todo € € RY, onde 0 < a,,A,A,My € R com o < 1,
A<Aeo0<keR.

Teorema B.1 (Lieberman) Seja Q € RY um dominio limitado com fronteira C'»*(Q).
Suponha que AeB satisfazem (Fy) — (Fy). Se u é uma solucdo fraca limitada de B-1 com
|u]|ee < My em Q, entdo existe uma constante positiva B dependendo de o, A\A,m,N tal
que u € CB(Q) e além disso

lull s <C

onde C depende de o, A\A,m,My,N,Q.

Demonstracao: (cf. Lieberman [29])
Afirmacéo O operador p-Laplaciano satisfaz (F;) — (F3).

De fato, seja

A(x,z,m) = P = AL, ... AY) = (P 21, ..., P w)

aAk p—4 p—2
a—n(X,Z,ﬂ):(P—Z)W Nk + M|P "dix,
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onde

1 se i=k,
ik = (B-2)
' 0 sei#k.

Verificaremos (F}) e (F»), pois (F3) é imediata. (1) Verificagdo de (F})

Y, oAk bt & =252
Y s-zm&& = (p-2)P* Y nu&&i+MIP g
i1 O ik=1

= (p=2)mP~* (M, &)+ MIP2IEP

(p=2)MP2MP+MP2EP  se p<2
- m|P—2(E[? se p>2
> min{l,p— 1}n|"*[E%.

(2) Verificagdo de (F>)

N aAk

5 \X%, <
,,Zkam( n)

N N
(p=2MP* Y ne+ P2 Y ik

ik=1 ik=1
= [(p=2)MP~>+ |2

= (p—1n/"?

< max{l,p—1}n|"2.

OJ
O préximo resultado estudamos a regularidade para o seguinte problema
—Ayu = Q
ol g em (B-3)
u = 0 sobre 0

o0
loc

Teorema B.2 Seja g € L7 (Q) e suponha que existem constantes Y € (0,1) e ¢ > 0 tais

que
c

d(x)Y

g(x)] < q.t.p em Q.

Seuc WO1 P(Q) é solucdo de B-3 entdo existem o, € (0,1) e M > 0, dependendo de c, v, e
Q; tais que u € C1*(Q) e
[ullyecro@) <M.
Demonstracao: (cf. Hai [26]).
Aqui d(x) :=d(x,0Q).
Primeiro note que d € Lip(Q) NC?(V5q), onde Vg é uma vizinhanga tubular de
0Q,
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De fato, tome x,y € R" e escolha z € 0Q tal que

d(y)=ly—1z|
Logo
dx)<|x—z|=|x—y+y—z/ < |x—y|+d(y),

ou seja,
d(x)—d(y) < [x—yl.

Trocando x por y na expressao acima temos

d(y)—d(x) < [x—yl.
Portanto
[d(x)—d(y)| <|x—y|,  para x,yeQ

Como na fronteira dQ é C2, d é uma fun¢do C?> numa vizinhanga de Q. Mais precisa-
mente, por Gilbarg e Trundinger (cf. [23] , Lema 14.16, pg 355) temos que d € Cz(Fy),
para algum u > 0, onde

[yi={xeQ:d(x) <pu}

Lema B.3 SejaucC! (Q) positiva e 3—1’; < 0 em Q. Entdo existem C1,Cy, com0 < C; < Cy

tal que
Ci1d(x) < u(x) < Crd(x) Vx € Q

Demonstracao: Primeiro vamos mostrar a desigualdade para x préximo da fronteira.

Tome & suficientemente pequeno e considere Qg, cuja definicéo é
Qs ={x € Qld(x) <0}

ComoucC'(Q)e ag—g) < 0 em 0Q, existe ¢ > 0 tal que para todo x € Qg, temos

ou
%(x) < —c.

Sendo d € C!(Q), daf existe m > 0 tal que

—m<d(x)<m e —m<—<m em Q
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Dai, tomando 0 < [ < %, temos que
od ou
—Im>—c>—
an( x) > —Im c aTl( X)
logo,
ou od
P -1 < Q B-4
an(x) lan(x)_O Vx € Qg (B-4)

Tome xp € dQ e x € Q préximo de X tal que x — xg estd na dire¢do de 1. Faga y(r) = x+11,

com € [0, |x —xp|], entdo xg = x+ |x —xo|n = Y(Jx —x0|) e Y(0) = x. Note

ou a

SH0r(1) = 5 (rhm) = Za Yi= 5o (¥(0)
) dd ad Nad

o (M) = oot m) = 350 = 500
Entdo como

yon

yom om

usando B-4, segue que
|x—xo ou [x—xol 9
_ < _
/0 5, (V(0)dr <1 /0 5, (Y(0))dt
ou seja,

u(y(0))lg ! < tu(y(r)) g

Como u(xp) = 0=d(xp), entdo

ld(x) < u(x), para algum [ > 0.

A outra desigualdade € andloga basta tomar L > - daf

a—u(x) +La—u

— > Q
an = (x)>0 para todo x € Qg

u |x—xo| u |x—xo] ulx
Las= [ Loy lar= [ 2D ieyar,

x—xo| =0l 9d (x
a—dds:/o a—d(y(t))||y'(t)||dt:/0 ada(t )(Y(t))dt,

(B-5)
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pois Lg—ﬁ(x) — g—; (x) > —Lm+ c. Repetindo os argumento feitos acima, obtemos

u(x) < Ld(x).

Se x ndo estiver proximo da fronteira, isto é x € Q \ Qg, como u,d > 0 em Q

temos
m _ d(x) m
— < <
u(x) = ulx) ~ ulx)
e
inf  u(x) sup  u(x)
xeQ\ Q4 u(x) o X0\ 05
dlx)  Tdx) T d)
Portanto existem constantes /. ,L>0comL < [ tais que,
Id(x) < u(x) < Ld(x), xeQ\ Q5
Tomando C; = min/,/ e C, = max{L,L}, que obtemos o que querfamos. 0

Teorema B.4 Seja Q C RN um dominio limitado.

(i) —Ap: WOI’P(Q) — W' (Q) é um operador limitado.

(ii) —Ap Wol’p(Q) — WIP(Q) é coercivo.

(iii) —Ap Wol’p(Q) — W' (Q) é um operador estritamente mondtono, ou seja,
(—Apu—(—Apv),u—v) >0, para todo u,v € Wol’p(Q), uv.

(iv) —A, Wol’p(Q) — WP (Q) é um homeomorfismo.

Demonstracdo: Temos que operador —A,, : Wol P(Q) — WP (Q) é dado por,

—Ayu WP(Q) — wh(Q)
u —  —Apu: WO1 P(Q) — W' (Q)
vi— (—Ayu,v) :/ \Vu|P~2VuVvdx
Q

Afirmamos que o operador —A,, estd bem definido. De fato, pois
(—Apu,v) = / \VulP~2VuVvdx
Q

< ‘/ |Vu|p_2Vqudx
Q

< / || Vu|P~2VuVv|dx
Q

= / IVu|P~ 1 Vv|dx
Q

1 1

< (fvartyas)” ([ (var)
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-1
= [Vl IVvlp

como |Vul,|Vv| € LP(Q) podemos concluir que [(—A,u,v)| < +oo.
Ou seja —A,, estd bem definido.
(i) Sejau € WOI’P (Q)e 119 + % = 1, utilizando o que ja foi feito acima para mostrar

que —A,u esta bem definido

-1
| _APMHWI.,[J/(Q) = sup HV”Ha,l)q-HVq)“p
0 € Wy"(Q)

[o]|=1

P!

IN

Portanto —A,, € limitado.
(ii) Seja u € W, 7 (). Entdio

(—Apu,u) = /|Vu|p_2VuVudx
Q

= / |Vu|Pdx
Q

= ull?

Logo,

ufj oo ||| Juf| oo |[2e]|

Ou seja, —A,, € coercivo.

(i11)) A monotonicidade do operador segue da desigualdade de Simmons (cf.
Teorema A.15)

(iv) (cf. Peral [33, p. 81]). [

Teorema B.5 (Browder-Minty) Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel e
seja T : X — X' um operador limitado, continuo, coercivo e mondtono. Entdo para

cada g € X' existe uma solucdo da equagdo
Tu=g

OusejaT(X) =X

Demonstracao: (cf. Brézis [8, p. 145])
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Teorema B.6 Considere o seguinte problema

{ —Apu=f(x), em Q (B-6)

u=0, em 0Q,

onde f € W'P(Q)NL>(Q), Q C RN é um dominio limitado com fronteira suave, p > 1.
Entdo (B-6) admite uma tnica solugdo fraca u € WO] P(Q).

Demonstracao: Sendo Wol’p () um espaco de Banach reflexivo e separdvel e —A,, :
WO1 P (€) —s W' (€) um operador limitado, continuo, coercivo e monétono (cf Teorema
B.4). Logo pelo Teorema B.5 existe u € Wol’p (Q) do problema (B-6).

A unicidade vem da injetividade do operador —A, dado pelo item (iv) do
Teorema B.4. U

Observacao B.7 Como f € L*(Q) segue do Teorema C.11 que u € L*(Q). Do Teorema
de regularidade do Lieberman (cf. Teorema B.1), temos que u € C1*(Q). Se supormos

que f >0 e f #0, E utilizando como fungdo teste 0 = —u

/ \VulP=2VuV (—u")dx = —/ fu"dx<0
Q Q
Portanto,

Ju”]|=0

Entdo u > 0, entdo pelo Principio da Comparacdo Forte (cf Teorema C.5) temos que
u=0 em Q ou u>0 em

se u = 0 implicando que f =0 em Q, contrariando o fato que f % 0 em Q.
Portanto, u > 0 em Q. Além disso, utilizando o Lema de Hopf (cf. C.6) temos que

g—ﬁ(xo) < 0. U]

Teorema B.8 Seja u € WIIOCP(Q) uma solugdo fraca de

—div(|Vu|P2Vu) =9, p>1, Ll (Q)

loc

g > p'N. Entdo u € C-T(Q).

loc

Demonstracao: (cf. Dibenedetto [16]).

Considere o problema,

(B-7)

—Apu = —div(|VulP72Vu) = g(x,u) em Q,
u = 0 sobre 0Q,
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onde g tem a seguinte condi¢do de crescimento,
lg(x,u)| < c1 +colulP L. (B-8)

Teorema B.9 Seja u solucdo fraca da equacdo (B-7) sobre uma bola Bogr C €. Suponha
que p < N e satisfaca (B-8). Entdo,

_N N
el < CR™7 (]l p 2+ kR? )

N
1Vl < CR™ (Julpon + KR )
1
p—1

onde C=C(N,p,ca,r) >0ek= (r‘g|i12r>
p77

Demonstracao: (cf. Serrin [39]).



APENDICE C

Principio de Comparacao e de Maximo

Neste apéndice apresentamos alguns resultados sobre EDP e Equagdes Lineares

e Quasilineares que utilizamos frequéntemente durante a elaboracao deste trabalho.

Teorema C.1 (do Divergente) Sejam @, ...,¢, n funcdes C', definidas em uma vizi-
nhanga aberta O de Q tomando valores em C; seja ®(x) = (91(x),...,9,(x)). Temos

/diV(pdx:/ ¢-vdo.
Q oQ

Demonstracao: (cf. Treves [41, p. 78]).

Teorema C.2 (Idéntidades de Green) Sejam Q C RN um dominio onde vale o Teorema

do Divergente e u,v € C>(Q). Entdo, valem as seguintes idéntidades

/ wAvdx = — / VuVvdx 4+ / W&o
Q Q 00 OV

dv  du
/Q(uAv —vAu)dx = /BQ (ug - vg) do.

Demonstracao: (cf. Folland [18, p. 69]).

Teorema C.3 (Vazquez) Seja u € C1(Q), tal que, Apu € L} (Q), u >0 q.t.p. em Q,
Apu < g(u) g.t.p. em Q com g : [0,00) — R continua, ndo-decrescente, g(0) =0 e
g(s) = 0 para algum s > 0 ou g(s) > 0, para todo s > 0. Entdo, u ndo é idénticamente
nula em Q e u > 0 em todo Q.

Além disso, se u € C'(QU{xo}) para xo € 0Q, Q satisfaz a condi¢do da esfera interior e

u(xp) =0, entdo

ou

%(X()) > 0.

Demonstracao: (cf. Vazquez [42, p. 200]).
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Lema C.4 (Desigualdade do tipo Harnack) Suponha que u € WO1 P(Q)NCYQ) tal que

—Apu > 0 em £
S (C-D

0 sobre Q.

u

Seja xo € Q, & > 0 satisfazendo

B(x0,50) C Q

es>0ondes < l\c(\,pf;l), se p<Nes<oosep>N. Entdo existe uma constante C > 0

que depende de N,s,p e & com a seguinte propriedade

[l 23 (B(xp,28)) < C8% inf u
’ B(x0.9)

Demonstracao:(ver Damascelli, L. [13]).

Teorema C.5 (Principio da Comparacao Forte) Suponha que Q sejam um dominio co-
nexo em RN e que u € Wol’p(Q) NCY(Q) seja tal que

(C-2)

u 0 sobre Q.

—Apu > 0 em Q
>

Podemos concluir que ocorre apenas uma das duas alternativas
u=0 em Q ou u>0 em Q

Demonstracao: Suponha a existéncia de xg € Q tal que u(xo = 0), defina
F={x€Q/u(x)=0}

Como F # 0 e u é continua segue que F é fechado em Q. Sendo Q existe & > 0 tal que
B(x0,508) C Q. Pela Desigualdade do tipo Harnarck (ver Teorema C.4). Existem C > 0 e
s > 0 tais que

[[ll 5B (xo,28) < C8% inf u
’ B(x),8)

Como u > 0em Q e u(xp) =0. Segue que o inf u =0, dai
B(xo,8)

/ lul’dx =0
B(x0,20)

Sendo u > 0 e continua segue que u = 0. Portanto, F é aberto em Q. Sendo  conexo

devemos ter que ® = F. Portanto u =0 ou u > 0 em Q.
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Lema C.6 (Hopf) Seja Q C RN um dominio limitado com fronteira 0Q suave. Seja
u € CY(Q) satisfazendo

—div(|Vu |P72Vu) > 0 em Q (Sentido Fraco),
u > 0 em £, (C-3)
u = 0 em 0Q.
_ du o N
Entdo, — (xo) < 0 para xo € 0Q, onde v denota o vetor normal unitdrio exterior a 0S2.

ov
Demonstracao: (cf. Sakaguchi [36, p. 417]).

Teorema C.7 (Principio da Comparacio Fraca) Seja Q € RY, um dominio limitado e

. : 1 .
com fronteira suave. Sejam uy,u; € W, ? satisfazendo

(C-4)

up em 0Q,

—Apu; < —Apuy em Q
up <

No sentido fraco, isto é,

/|Vu1|p_2Vu1V¢dx§/ Vi |P"2Vur Vdx
Q Q

para toda ¢ € Wol’p(Q). Entdo uy < up em Q.
Demonstracao: (cf. Peral [33, p. 83]).
Teorema C.8 Seja 1 < p e Q C RN dominio limitado e dQ € C%. Se f,g € L”(Q) e
u,v €CHQ) e
—Apju=f e —Ayy=g em Q.

Sef>g>0qtpemQeC={xecQ/f(x)=g(x)} tem interior vazio, entdo

u(x) >v(x) >0, VxeQ
du(x)  dv(x)

n < n V x €0Q

Demonstracao: (cf. Guedda e Verdn [25, p. 888]).

As condi¢des abaixo serdo hipéteses importante para o proximo Teorema da
Comparagio. Seja Q C R"™. Considere a seguinte funcio mensurdvel nio-linear ¥, :
Q x (0,00) — [0,0) satisfaga

(PCy) Para cada x € Q a funcio t — W;(x,1)t' =P é decrescente em (0, o).
(PCy) W1(x,z) < Wa(x,z) paratodo (x,z) € Q x (0,).
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Teorema C.9 (Principio da Comparacao) Suponha que V1,V satisfacdo (PCy) e que
Y ou ¥, satisfaca (PCy). Se u,v € Wol’p(Q), comu € L*(Q), u>0,v>0emQ tal que

—Apu < Wi(x,u) e —Apy >Ws(x,v) em Q.

Seu<vemdQe W (x,u) ouV(x,u) € L'(Q), entdo u <vem Q.
Demonstracao:[cf. Mohammed [32, p. 243]]

Teorema C.10 (Lema fundamental) Suponha que F : R" — R™ uma fun¢do continua
tal que (F(§),E) >0, em |§| =r, onde (.,.) é o produto interno usual de R" e |.| é sua

norma relacionada. Entdo, existe zo € B»(0) tal que F(zo) = 0.

Demonstracao: (cf. Lions [30]).

Teorema C.11 Seja Q C RN um dominio limitado suave, 1 < p <N e u € Wol’p(Q)

solugdo fraca de (B-7). Se g tem a seguinte condigdo de crescimento,

N
lg(x,u)] < C(1+|u]"), com r+1§p*=N—” (C-5)

4
Entdo u € L*(Q).
Demonstracao: (cf. Peral [33, p. 97]).

Teorema C.12 Suponha que f: Q x (0,00) — IR é uma fungdo Carathéodory tal que

Y

el € uma fungdo descrente q.t.p x € Q.

Seuy,uy € Wol’p(Q) sdo respectivamente sub e super-solugdes de (B-7) tal que ;- € L™(Q)
eup < up em dQ entdo uy < up q.t.p em Q.

Demonstracio: Seja J : L' (Q) — (—o0, 40| dado por

1 1 1
Vurldx , u>0, ur € W,”(Q
J(u) = /g‘ | uz0, ur e Wo™(Q) (C-6)

co ,Caso contrario

Definamos,
1
D) i={uel (Q)|u>0, urcW,"(Q)}

Assim pelo, seguinte, lema devido a Diaz e Sad, € convexo, semi-continuo inferiormente
eJ # oo,

Lema C.13 Seja J : L' (Q) — (—oo, 40|, definido em (C-6). Entdo J é convexo, semi-

continuo inferiormente e J % +oo.
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Demonstracao do Lema: (cf. Diaz e Sad [15] ).

E note que

<J’(u),¢>=/g\vu|l’—2vuv( j)l>dx, ueD(J), oeW,"(Q).

uvr
Seja
={xeQ|u(x)>uy(x)}
pP_.p
Afirmamos que | Qo |= 0. De fato, suponha que | Qq |# 0. E seja ¢; = ”" ”12, i=1,2.
Segue que 0,02 € W, " (Qo), pois
01=02=0, em 3Qy, L, - @EL (Q0),
2
1 1
ui\? uy \»
01 = lul - <—> Mz] RS [(—) Ui —u2]
uz Ui
Pela convexidade de J e o fato que u1,u» € D(J) e {1, 2 € L™(Qo), obtemos

0 < (W)~ )} )

p__ P p__ D
= | VP2V V[ 2 ) S Vi PV [ 2 ) ax (C7)
Q p—1 p—1
I/ll I/lz

Segue de (C-7) e o fato que t — E, 1) ¢ decrescente que

PP p_ P

0 < / Vi P2V V (”1 2‘2> — |Vus|P~2VupV (”1 72>dx

Q ul” ub~
1 2

< L (5

ou seja, temos que u; = up q.t.p em Q, contrariando a defini¢do de Q. Portanto | Qg |=0

eur <u. O



APENDICE D

Minimizacao de Funcionais Energia

Neste apéndice estudaremos a regularidade dos funcionais energia que aparecem

neste trabalho. Consideramos dois casos:

Lema D.1 Seja Q € RN, N > 3, um conjunto aberto. Para p € (1,), definamos o
funcional J : Wol’p(Q) — R por

J(u) = / VulPdx.
Q
Entdo J é diferencidvel em WO1 P(Q) e
J (u)v :p/ \Vu|P~2VuVvdsx.
Q

Demonstracao: (cf. Badiale [6, p. 88]).

Lema D.2 Seja Q € RN, N > 3, um conjunto aberto. Para p € (1,%), e B+1 < p.
Definamos o funcional J : WOI’I7 (Q) — R por

J(u) = ﬁ/g(bﬁ)ﬁ“vdx.

Entdo J é diferencidvel em WO1 P(Q) e

Demonstracao: Como,

1
it = (ful +u)

e utilizando os mesmos argumentos feito em [6, p. 88], temos o desejado.
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Lema D.3 Seja 0 < 3 < p— 1. Entdo o problema

— pu:u6 em Q
u>0, em Q (D-1)
u=~0 sobre 0Q

tem solugdo fraca u € WO] P(Q)NCH*(Q) positiva.

Demonstragio: Seja J : WO1 ? — R dado por

/ [V B+1 i

o funcional energia associado ao problema é coercivo, pois

1
@l =~ full? = g fu] !

v

B+1

1
= lu p(__ ul|BH1= p)
(- = 5
Como por hipétese 0 < B < p— 1, logo, |J(u)| — oo, quando ||u|| — oe.
Donde, 3 C > 0, onde
J(Wu)>—c, Yuce Wol’p

Seja,
I= inf J(u)
u e Wol’p
Tomando (u,) C W, ” tal que,
J(uy) — 1
Entao,
Ju) <C1+1 = l/\Vu ‘p_# (u )B+1<C1+1:>

1
Sl <€t 1 o 5 [P =
p

= [Junll” §C3+C4|!Mn||ﬁ+]
Como, 0 < B < p— 1, segue que (u,) é limitada em W, ” (). Como W, ”(Q) é reflexivo

U, —u, em Wol’p(Q)
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Logo, por imersao compacta (ver o teorema A.13)
u, — u em LP(Q)

Dai, pelo A.3

u, — u q.t.pem Q (D-2)
lups| <h € LP(Q)
Donde, (veja teorema E.3)
||lu||? < liminf ||u,||?
n—yoo
De D-2 temos
uf —ut qtpem Q
(D-3)
uf| <h € LP(Q)
Pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
lim (u;)ﬁ+1dx:/(u+)5+ldx
n—e JQ Q
Assim,
Jw = Sl — [ @) e < Liiming u))p — — tim [ ()P ax
P B+1Ja Toponoe U Bl o
1 1
hglorgf(pﬂunﬂ B ol )P ) = limint ) = i J () =1 =
Jw) =1

Isto é, o infimo do funcional € atingido por algum u € Wol’p (Q). Pelos lemas D.1 ¢ D.2

obtemos,

J tv) —
J () = tim 2 EY)

t—0 t

J(w) :/ |Vu|p_2Vqudx—/(u+)Bvdx
Q Q

Sendo u € Wol’p (Q) tal que

I= min Ju)=Ju)<Ju+tv), tc R—

ueWw, ”(Q)
lim J(u+tv)—J(u) >0 (D-4)
t—0t t
© J J
fim LM =W (D-5)
t—0~ t
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De D-4 e D-5, concluimos que

Juy = 0= / ]Vu|p_2Vqudx—/ (" )Pvdx =
Q Q
== / \VulP~2VuVvdx = / (u™)Pvdx
Q Q
Portanto u € WO1 P ¢ solucdo fraca de D-1. Facilmente, conseguimos ver que u satisfaz a
hip6tese do Teorema C.11,0 qual, implica que u € L*(Q). Donde utilizando o Teorema

de Regularidade devido 2 Lieberman B.1, entio u € C'**(Q). No entanto, u # 0 quase
sempre em Q, pois sejag >0e ¢ € Wol’p(Q), onde ¢ > 0, logo

P B+1
() = =017~ o | 0%l <0 =70

para € suficientemente pequeno. Ou seja u Z 0.
Tome v = 0, como u,v € Wol’p(Q) e

0 < / (ut)PHax em, Q
Q
u =0 sobre 0Q.

pelo Principio da Comparagao fraca (ver o Teorema C.7), segue que u > 0.
Considere,
C={xeQ / u(x)=0}

Se int(C) = 0, pelo teorema C.8 u(x) > 0, Vx € Q.
Mas se int(C) # 0, entdo existe x € C e § > 0 tal que Bs(x) C C, onde

u(By(x)) =0 (D-6)
fazendo,

B:[0,0) — R

to— 1P
onde 0 < B < p— 1. B € continua e ndo-decrescente e B(0) = 0. Como temos D-6 e
—Apu = B(u) q.t.p em Q

Pelo Teorema de Véazquez (ver Teorema C.3) u € identicamente nula ou u > 0 em Q q.t.p.

Mas mostramos que u Z 0 quase sempre em Q. Segue que u > 0 em Q. 0J
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Seja,

{—@M+wwﬂ”=f® em Q (D-7)

u=0 emdQ e u>0 em Q

LemaD.4 Sejal < p <oeQc RN, Suponhamos queV : Q — R sejaV € L eV > 0.

Entdo o problema (D-7) tem uma vinica solug¢do u € WOl P(Q).

Demonstracao: Considere o seguinte funcional energia associada ao problema,
J: W, ?(Q) — R, dado por

1
J(u) = — / Viul? +V (x)|ulPdx / F(x)udx
pJja Q
o funcional energia associado ao problema € coercivo, pois
1 p LT
@) = ;(Hull +HVHooHqu)—HquHqu2EHMH = Cul[ flq]lull

1 _
" (;—clufuqnuul P)

Como por hipétese 1 < p, logo, |J(u)| — oo, quando ||u|| — ee.
Donde, 3 ¢ > 0, onde
J(u)>—c, YV uecW,”(Q)

Seja,
I= inf J(u)
u < Wol’p
Tomando (u,) C WO1 ?(Q) tal que,
J(up) — 1

Podemos supor, sem perde de generalidade, que u, > 0, uma vez que, |u,| minimiza o

funcional energia. De fato,

|tn] = w)} +uy, >yl

Logo,

J’_

_|un| < —Uy

Implicando,
J(Jun) < J(un)
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Assim,
J(|ug]) — 1

Entao,
J) <Cl+1 —s 1—1)/9 |vun|1’+v<x)u{;dx—/Qf(x)undx <41
— 1—1)||uan <O+l —I—/Qf(x)udx— /QV(x)u,f;dx
= [lunll” S C+Call fllgllenll
Como, 1 < p, segue que (u,) € limitada em W, ”(Q). Como W, "”(Q) é reflexivo
U, —u, em Wol’p(Q)
Logo, por imersdao compacta (ver o teorema A.13)
u, — u em LP(Q)

Dai, pelo Teorema A.3

{ u, — u q.t.pem Q (D-8)

lups| <h € LP(Q)

Como u, > 0, teremos que u > 0.

Pelo teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (c.f Teorema A.2),

/QV(x)uﬁdx—>/QV(x)updx

/Qf(x)undx—>/gf(x)udx

Pelo item (iii) do Teorema E.3,

| u||P<liminf || u, ||

J(u) = Il?Hqu+/9V(x)updx—/gf(x)udx

1
< = <liminf|]un\|p+ lim / V(x)ufl’dx) — lim/f(x)undx
p m m

n—yoo

= hmlnf (|un|]p+/ updx> /f undx —hmlan(un)
= lim J(un)—l

n—oo



Apéndice D 109

Portanto,
Jw)=1

Isto €, o infimo do funcional € atingido por algum u € WOl 7(Q). Como,

J(u)y = tim W) =)

t—0 t

= / ]Vu|p_2VuV+V(x)up_lvvdx—/ f(x)vdx
Q Q
Sendo u € Wol’p (Q) tal que

I= min Ju)=J(u)<Ju+tv), teR

ueWw, ”(Q)
Dai,
lim J(u+1v)—J(u) >0 (D-9)
t—0t t
© J J
fim Tt —IW) (D-10)
t—0~ t

De D-9 e D-10, concluimos que
J(uy =0
Assim,

/|Vu|p2Vqu+V(x)uplvdx—/f(x)vdxzo
Q Q

/|Vu\p_2Vqu+V(x)up_lvdx:/f(x)vdx
Q Q

Portanto u € WO1 P & solugdo fraca de (D-7). Suponhamos que (D-7) tenha duas solugdes
up,uy € Wol’p(Q). Logo,

/|Vu1|p_2Vu|V¢+V(x)uflq)dx:/f(x)q)dx (D-11)
Q Q

/ Vi |P 2V Vo + V (x)ud o = / F(x)0dx (D-12)
Q Q
para ¢ € W, " (Q). Subtraindo (D-11) de (D-12)

/ (IVur [P~2Vuy — |Vin|P2Vir V) o+ V (x) (u’f‘l—ug"1> 0dx=0  (D-13)
Q



Apéndice D 110

Fazendo ¢ = (11 —u;)™", assim como no Lema 5.2 obteremos
(up —up)™ =0 qt.p em Q

Se subtrairmos (D-12) de (D-11) e fazendo ¢ = (u; — up)~. E seguindo argumentos

andlogos feito no Lema 5.2, teremos
(uy —up)” =0 q.t.p em Q

Ou seja,

uy—uy =0 gq.t.p em Q

Entao

uy=uy q.t.p em

O
Lema D.5 Sejam o € (0,1) e m > 0. Entdo o problema
—Apu = ul(, em
u>0 em L (D-14)

tem uma tinica solugdo fraca u € WO1 P(Q) satisfazendo u > €01 em Q, onde € é uma

constante positiva e §1 1% auto-fungcdo do operador p-Laplaciano.

Demonstracao:(cf. Giacomoni [21], p. 124).

Observacao D.6 Pelo Lema B.3 existe C > 0 tal que

Cd(x) < 0;
Assim,

1 & K
<=
u® = ¢ — d®

Dai, pelo Teorema B.2 segue que u € C'(Q).



APENDICE E

Resultados de Analise Funcional

Definicio E.1 (Convergéncia Fraca) Seja X um espaco vetorial normado e (x,) C X

uma sequéncia. Dizemos que (x,) converge fraco em X se existe x € X, tal que,

<faxn> — <f7-x>7 \V/f cX".
Assim, x € o limite fraco de (x,) e denotamos esta convergéncia por x, — x.

Teorema E.2 Seja X um espaco de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada em

X. Entdo, existe uma subsequéncia (xnj) C (xy) ex €X, tal que,
Xp; — X. em X.
Demonstracao: (cf. Brézis [8], p. 69).

Teorema E.3 Seja E um espaco de Banach e (x,) uma sequéncia em E. Entdo,

(i) x, —xemS(E,E*) se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E*.

(ii) Se x, —> x, entdo x, — x em 6(E,E™).

(iii) Se x, — x em 6(E,E*), entdo (|| x, ||) € limitada e || x || < liminf || x, ||.
(iv) Se x, — x em o(E,E*) e f, — f em E* (isto é,

(fnsXn) — (£, x).

| fu—f ||lgx— 0), entdo

Demonstracao: (cf. Brézis [8, p.58]).

Teorema E.4 Seja E um espaco de Banach e (f,) uma sequéncia em E*. Entdo,

(i) fu— femo(E*E) se, e somente se, (f,,x) — (f,x), Vx € E.

(ii) Se fun — f, entdo f, — f em 6(E*,E).

(iii) Se f, = f em G(E*,E), entdo (|| f, ||) € limitada e || f ||< liminf || £, ||.
(iv) Se f, = f em 6(E*,E) e x, — x em E, entdo (f,,x,) — (f,x).
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Demonstracao: (cf. Brézis [8, p.63]).

Teorema E.5 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola unitdria

B+ = {f c E*;

fIl <1}
é compacta na topologia fraca* 6(E*E).

Demonstracao: (cf. Brézis [8, pg. 56])
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