UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

MILTON GABRIEL GARCIA DOS SANTOS

Problemas de Otimizacao Quase
Convexos: Método do Gradiente para
Funcoes Escalares e Vetoriais

Goiania
2011



o)
2 ©

#}ﬂj@
Sb UF

TERMO DE CIENCIA E DEAAUTORIZACAO PARA DISPONIBILIZAR AS TESES E
DISSERTACOES ELETRONICAS (TEDE) NA BIBLIOTECA DIGITAL DA UFG

igtama

Na qualidade de titular des direites de autor, autorizo a Universidade Federal de Goids (UFG) a
disponibilizar, gratuitamente, por meio da Biblioteca Digital de Teses e Dissertacles
(BDTD/UFG), sem ressarcimento des direites auvtorais, de acordo com a Lei n® 9610/98, o do-
cumento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura, impressdo e/ou downlo-
ad, a titulo de divulgagdo da producée cientifica brasileira, a partir desta data.

1. Identificagdo do material bibliografico: [x] Dissertagao [ ] Tese

2. Identificacdo da Tese ou Dissertacao
Autor (a): | Milton Gabriel Garcia dos Santos |

E-mail: | matematica_gabriel@yahoo.com.br |

Seu e-mail pode ser disponibilizado na pagina? [x]Sim [ ] Nao

Vinculo empregaticio do autor [

Agéncia de fomento: | Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de rSigFa: | CAPES
Nivel Superior |

“Pais: | BRASIL UF: ‘ G } CNPJ: | 00889834/0001-08
0 .

Titulo: Problemas de Qtimizacdo Quase
Convexos: Metodo do Gradiente para
Funcdes Escalares e Vetoriais

Palavras-chave: | Método do Gradiente, Método do Gradiente Projetado, Fungbes Convexas
Generalizadas
Titulo em outra lingua: | Optimization Problems

Quasi-Convex: Gradient Method for
Vector and Scalar Functions

‘Palavras-chave em outra lingua: | Gradient Method, Projected Gradient Method, General- |
| ized convex functions.

Area de concentragéao: Otimizagdo

Data defesa: (27/10/2011) |
Programa de Pés-Graduacao: Mestrado em Matematica |
Orientador (a): | Prof. Dr. Orizon Pereira Ferreira ]
E-mail; arizonemat.ufg.br

Co-orientador (a): * | .
E-mail: | -

*Necessita do CFF quando ndo constar no SisPG

3. Informacgoes de acesso ao documento:
Liberacdo para disponibihzacdo?! fx] total [ ] parcial

Em caso de dispenibilizacdo parcial, assinale as permissdes:
[ ] Capitulos, Especifique: _

[ ] OQutras restricBes: _

Havendc concordancia com a disponibilizacdo eletrénica, torna-se imprescindivel o envio do(s)
arquive(s) em formato digital PDF ou DQC da tese ou dissertagdo.
O Sistema da Biblioteca Digital de Teses e Dissertacoes garante aos autores, que 0S arquivos
contendo eletronicamente as teses e ou dissertagbes, antes de suva disponibilizacdo, receberdo
procedimentos de seguranca, criptografia (para ndo permitir coplia e extragdo de conteldo,
permitindo apenas impressao fraca) usande o padraoe do Acrebat.

\ Ly " - ) , L |

".".-in:_." e -“"- teh bngrtma Yot FaTIO™ Data: _(. },f o o/ _‘LL

" Assinatura do (a) autor (a)

'm caso de resiricdo, esta podcerd ser mantida por até um ano a partic da data de defesa. A exlensdo deste prazo suscita
justificativa junto a coordenagdo do curso. Todo resumo e meladados ficardo sempre disponibilizados.



MILTON GABRIEL GARCIA DOS SANTOS

Problemas de Otimizacao Quase
Convexos: Método do Gradiente para
Funcoes Escalares e Vetoriais

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pds—Graduacao
do Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade
Federal de Goids, como requisito parcial para obten¢ao do
titulo de Mestre em Matemética.

Area de concentracao: Otimizagao.

Orientador: Prof. Dr. Orizon Pereira Ferreira

Goiania
2011



Dados Internacionais de Catalogacao na Publicacio na (CIP)
GPT/BC/UFG

Santos, Milton Gabriel Garcia dos.
S237p Problemas de Otimizacdo Quase Convexos: Método do
Gradiente para Fungdes Escalares e Vetoriais [manuscrito] /
Milton Gabriel Garcia dos Santos. -2011.
53 f1.

Orientador: Prof. Dr. Orizon Pereira Ferreira.
Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal de Goias,

Instituto de Matematica e Estatistica, 2011.

Bibliografia.
Inclui lista de figuras, abreviaturas, siglas e tabelas.

Apéndices.

1. Método do Gradiente. 2. Método do Gradiente Projetado.
3. Fun¢des Convexas Generalizadas. 1. Titulo.

CDU:519.853




MILTON GABRIEL GARCIA DOS SANTOS

PROBLEMAS DE OTIMIZACAO QUASE CONVEXOS:
METODO DO GRADIENTE PARA FUNCOES ESCALARES
E VETORIAIS

Dissertacdo defendida no Programa de Pds-Graduagéo do Instituto de
Matematica e Estatistica da Universidade Federal de Goias como
requisito parcial para obtencdo do titulo de Mestre em Matematica,
aprovada no dia 27 de outubro de 2011, pela Banca Examinadora
constituida pelos professores:

— Mk—l"—Tu\_Lﬁ ANIA A
Prof. Dr. Orizon Peteira Ferreira

Instituto de Matematica & Estatistica-UFG
Pre&dgﬁ?ﬁ\? anca

= &
1\:\/{ [ W
Prof. Dr. Roberto Andreani
Instituto de Matematica Estatistica e Ciéncia da Computacao-UNICAMP

— 4 |
\\ ‘J|

Prof. Dr. Luis Roman Lucambio Perez
Instituto de Matematica e Estatistica-UFG



Todos os direitos reservados. E proibida a reprodugio total ou parcial do
trabalho sem autorizag@o da universidade, do autor e do orientador(a).

Milton Gabriel Garcia dos Santos

Graduou-se em Matematica pela UFMS - Universidade Federal do Mato
Grosso do Sul. Durante a graduag¢do foi monitor voluntirio de ensino de
graduacdo das disciplinas de Fundamentos de Algebra I e Fundamentos de
Geometria e foi voluntario do programa institucional de voluntariado em
iniciagdo cientifica/CNPq e bolsista do Programa Institucional de Bolsa de
Iniciagdo a Docéncia - PIBID. Durante o Mestrado foi bolsista da CAPES.



As pessoas que mais amo:
minha familia, amigos

€ minha namorada.



Agradecimentos

Primeiramente a Deus, por mais esta conquista e por toda sua for¢a nos momen-
tos dificeis, vindas ndo somente pelas minhas ora¢cdes mas também através das pessoas
que colocastes em meu caminho.

Sou grato a todos os meus familiares, por terem me apoiado desde quando "me
entendo por gente"e por terem acreditado mesmo quando eu j4 ndo acreditava. A minha
Mae Maria Lucia Garcia sempre guerreira, que me ensinou que conquistas muitas vezes
sdos resultados de lutas e sacrificios. E a um dos maiores presentes que a vida me deu, a
minha irma Mariana Garcia dos Santos.

A meu Pai Milton Matias dos Santos que com sua simplicidade e poucas palavras
me dava muita forca e animo para seguir lutando. E por isso e por muitas outras histdrias
deixa enorme e eterna saudade. E como diz a Cangio "S6 enquanto eu respirar vou me
lembrar de vocé(O Teatro Magico)".

Agradeco a meus professores da graduacdo por tudo que me ensinaram. Em
especial quero agradecer a Silvia Regina Vieira da Silva, Andreia Cristina Ribeiro e
Maircio Ricardo Alves Gouveia pelo apoio, incentivo durante a graduacdo e também
durante o Mestrado.

Agradeco a Kamila Andrade, Brunna e Ubirajara Castro pelo convite e incentivo
a cursar o Mestrado aqui em Goiania na UFG. A Gabriella Barros, Diogo Gongalves,
Lidiane Mayumi e Emerson pelo apoio em um dos momentos mais dificeis que vivi aqui
em Goiania e por terem me mostrando que ndo estaria sozinho. Ao meu grande amigo
peruano José Carlos Rubianes Silva, que muitas vezes me empurrava € me animava a
seguir estudando, momentos estes em que o desanimo e a saudade insistiam em ficar.

A minha amiga Silvana Rodrigues que me alegrava com seu jeito de-
scontraido e extrovertido de ser. A Sergio Reis e Lucimeire Carvalho, Bruno Fre-
itas, Flavio P. Vieira, Fernando Soares, Marcio Lima, Mayer Solorzano, Victor
Hugo, Alex Neri, Edwin Lopez, Tharsis Souza e seu amigo Joe, Rosane Gomes,
Juliana Canella, Benedito, Agenor, Alfredo.

De maneira especial quero agradecer de coracdo a todos os amigos que, de
alguma forma me ajudaram nessa caminhada e agradeco nido somente a ajuda mas o

simples e gratificante fato de estarem presentes em meu caminho. Pessoas estas que me



ensinaram muitas coisas, conhecimentos estes que vao muito além de Matematica. Pelos
momentos alegres e pelos momentos de discussdes tedricas, acrescentando juntos nossos
conhecimentos.

Agradeco a minha namorada Taiza Moura Silva que sempre com seu car-
inho, paciéncia e atencdo me ajudou nessa caminhada. Grato pela sua compreensiao nos
momentos de correria. Serei sempre grato a Deus pelo seu caminho ter um dia encontrado
0 meu.

A todos que foram meus professores eu sou muito grato. Assim como sou grato
a todos os funciondrios do IME, que sdo fundamentais para o funcionamento da estrutura
da graduacdo e da pos-graduacdo da Matematica na UFG. Em especial quero agradecer
a Célia Guimaraes pelos servicos prestados, pela competéncia e por todos os servicos
prestados durante o curso.

Em especial ao Professor Dr. Orizon Pereira Ferreira pela honra de ser seu
orientando, por tudo que apreendi durante as orientacdes e pela paciéncia nas corregdes
na fase da escrita deste trabalho.

A (CAPES) pela bolsa de estudos, que me auxiliou muito no desenvolvimento
do trabalho!.

Em especial aos professores Dr. Roberto Andreani(IMECC/UNICAMP-titular),
Dr. Luis Romédn Lucambio Pérez(MAT/UFG-titular), por me darem a honra de suas
participacdes na banca, por todo tempo dedicado a leitura da dissertacao e sugestdes para
sua melhoria. Agradeco também ao Professor José Yunier Bello Cruz(MAT/UFG-titular)

pelas sugestdes e corregdes nas apresentacoes dos semindrios.

! Este trabalho teve suporte financeiro da CAPES.



"Nossa atitude em relacdo ao que a vida nos traz é o que nos difere como
pessoas. Frente ao inevitavel e de tudo o que € imutdvel, é sempre desafiador
reencontrar o equilibrio para prosseguir".

Fabio de Melo,
Extraido do Livro: Quando o sofrimento bater a sua porta..



Resumo

Santos, Milton Gabriel Garcia dos. Problemas de Otimizacdo Quase Con-
vexos: Método do Gradiente para Funcoes Escalares e Vetoriais. Goiania,
2011. 53p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matemética e Estatistica, Uni-
versidade Federal de Goiés.

Neste trabalho faremos um estudo das propriedades de convergéncia do Método do
Gradiente Projetado e do Método de Descida para otimiza¢do Multi-objetivo. No primeiro
momento, 0 nosso problema de otimizagdo serd o de minimizar uma funcao real de n-
varidveis, continuamente diferencidvel e restrita a um conjunto de estrutura simples e
acrescentaremos sobre a func@o objetivo a hipétese de quase-convexidade ou pseudo-
convexidade. Em seguida iremos considerar o problema de otimizacdo Multi-Objetivo
irrestrito e adicionar algumas hipdteses sobre a funcao vetorial, como a convexidade ou
quase-convexidade, além de ser continuamente diferencidvel. E importante salientar que
em ambos os problemas serd utilizado a busca inexata de armijo ao longo de dire¢des

viaveis.

Palavras—chave
Método do Gradiente, Método do Gradiente Projetado,
Fungdes Convexas Generalizadas.



Abstract

Santos, Milton Gabriel Garcia dos. I. Goiania, 2011. 53p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

n this work we study the convergence properties of the Gradient Method Designed and
Descent Method for Multi-objective optimization. At first, our optimization problem is
to minimize a real function of n-variables, continuously differentiable and restricted
to a set of simple structure and add on the objective function of the hypothesis of
pseudo-convexity or quasi-convexity. Then we consider the problem of unconstrained
multi-objective optimization and add some hypotheses about the function vector, such as
convexity or quasi-convexity, and is continuously differentiable. It is noteworthy that in

both problems will be used to search for inexact Armijo over viable directions.

Keywords

Gradient Method, Gradient Projection Method, Generalized Convex Functions.
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Introducao

No primeiro momento iremos considerar o seguinte problema de otimizacdo
restrito:

min f(x), sujeitoa x em C,

onde f: R" — R € continuamente diferencidvel, C C R” é ndo vazio, fechado e convexo.

O método mais simples e intuitivo para resolver o problema acima é o Método
do Gradiente Projetado. Formalmente este método, a partir de um ponto inicial x° € C,
gera uma sequéncia {x*} C C de modo que a fungio objetivo nesses pontos, isto &, a
sequéncia dos valores funcionais { f(x*)} decresce. Estudamos este método nio pelo seu
valor prético. No entanto, é aquele que vem primeiro a mente, quando se inicia o estudo
de métodos de otimizacdo, na tentativa de lidar com métodos mais eficientes. Por outro
lado, sabemos que € o Método do Gradiente € bésico, isto é, ele € o ponto de partida para a
constru¢cdo de muitos outros algoritmos mais sofisticados e eficientes, por exemplo, ele é
parcialmente utilizado em algumas modificac¢des "globalmente convergente"do método de
Newton para otimizagao irrestrita. A simples idéia de diminuir o valor da fun¢do objetivo
também € usado em muitas outras modificagdes do método de Newton (ver [?] para uma
exposi¢do classica sobre o tema) .

Cada iteracao do método do gradiente projetado consiste basicamente em duas
+1

etapas. A partir de um ponto x* € C e ntimero real positivo By 0 préximo ponto x**! ¢

gerado do seguinte modo:
& = P — BV f ("), = (),

onde Y, € escolhido segundo a regra de Armijo e Pc € a projecdo sobre o conjunto vidvel.
Esta presente em diversas literaturas e artigos como em [2, ?, 4, 6, 7], muitos resulta-
dos relevantes a cerca da sequéncia {x*} gerada pelo método do gradiente projetado e
seu comportamento. Por exemplo, prova-se que todo ponto de acumulacdo da sequén-
cia, quando existem, sdo estaciondrios, considerando apenas a hipétese de existéncia de
solucdo. Um outro resultado mais importante, é que adicionando a hipétese de convexi-
dade na func¢do objetivo podemos provar que a sequéncia gerada pelo método do gradiente

projetado converge a uma solucdo x do problema. A pergunta que surge é que se pode-
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mos conseguir resultados relevantes enfraquecendo as hipéteses sobre funcao objetivo. A
primeira parte da dissertacdo € feita com base no Artigo [7], onde foi provado que, sob a
hipéteses de quase convexidade, a sequéncia {xk } converge a um ponto estaciondrio ou o
conjunto solu¢do do problema € vazio.

Na segunda parte da dissertacdo estudaremos um método de descida para re-

solver o seguinte problema:
minF (x), sujeitoa x € R", (0-1)

onde a funcdo F : R” — R™ ¢ continuamente diferencidvel. Resolver o problema acima
significa encontrar um Pareto Otimo ou, respectivamente, um Pareto Fraco, isto €, um
ponto X € R” com a seguinte propriedade, ndo existe y € R” tal que F(y) <X F(X) e
F (%) # F(y), respectivamente, F(y) < F(x). A ordem =< definida em R” é coordenada a
coordenada.

A iteracdo do método do gradiente para otimizacdo multi objetivo consiste
basicamente em: A partir de um ponto x* € R” o préximo ponto x**! ¢ gerado do seguinte
modo:

K =Xk thkJrl = —I—tkvk,

onde V¥ é uma direcdo de descida e #; é escolhido segundo a regra de Armijo. até aqui
As iteragdes para o método de descida multi-objetivo consiste em tomar uma dire¢do
de descida v* € R” e calcular x* € R” nessa dire¢io com comprimento de passo f; e
este € calculado utilizando a busca inexata de Armijo gerando assim a sequéncia {xk}
que serd por nés analisada e principalmente quando a fungdo objetivo esta aplicada nos
pontos da sequéncia, gerando a sequéncia {F(x*)} dos valores vetoriais. No estudo dessa
classe de funcdes, quando necessario analisaremos o seu comportamento quando nesta
adicionarmos a hipétese de quase convexidade.

Provaremos que a sequéncia dos valores vetoriais {F(x*)} é decrescente, além
disso todo ponto de acumulacio da sequencia {x*} gerada pelo método acima serd
um ponto Pareto Critico. Ainda sob hipétese de quase convexidade e sendo U = {x €
R"|F(x) < F(x*)} ndo vazio, a sequéncia {x*} gerada por esse mesmo método converge
a um ponto Pareto Critico. E por ultiimo apresentaremos as conclusdes e possiveis
perguntas para um estudo futuro: Como se comportaria 0 Método Gradiente Projetado

para resolver um problema de otimiza¢do Multi Objetivo?



CAPITULO 1

Conceitos Basicos

1.1 Resultados de Analise no R”

Nesta se¢do abordaremos conceitos bdsicos de andlise no espaco euclidiano R”
como produto interno e norma, o que nos levard a enunciar a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz, além disso, trataremos de resultados classicos sobre sequéncias, pois aparecerao
com frequéncia nas demonstragdes de teoremas importantes nos proximos capitulos. E por
fim discutiremos conceitos e resultados relacionados a funcdes f : U C R" — R, como
derivadas direcionais, Teorema do Valor Médio e Diferenciabilidade de f.

O elemento inicial do estudo da topologia do espago euclidiano R” € a noc¢ao de

produto interno que definiremos a seguir.

Definicao 1.1 Um produto interno é uma funcdo real simétrica, bilinear, positiva definida
R" x R" — R, ou seja, um produto interno é uma relacdo em que cada par de elementos
x,y € R" corresponde a um elemento real, indicado por (x,y), de tal forma que para

quaisquer x,y,z € R" e o0 € R tenhamos
[P1] (x,y) = (y,x);

[P2] (x+y,2) = (x,y) +(y,2);

[P3] (oux, y) = aufx, y) = (x, ouy);

[P4] x#0= (x,x) >0.

A seguir definiremos uma norma no espaco euclidiano n-dimensional, ou seja,

um conceito necessdrio para definicdo de distancia.

Definicao 1.2 Uma norma no espaco euclidiano n-dimensional R" é definida como uma

fungdo real || - || : R" — R que para x,y € R" e o. € R cumpre as seguintes condicéoes:

>

NI [be+ ]| <l + Iy

[N2] [loex] = [or][|x

>
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[N3] x#0 = ||x|| > 0.

A seguir enunciaremos um teorema que nos dard a expressdo para uma desigualdade
muito e importante para andlise em R", que é conhecida como Desigualdade de Cauchy-

Schwarz.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam os pontos x,y € R" quaisquer,

entdo para todo x,y € R" temos a seguinte desigualdade

[y < eI l- (1-1)

E a igualdade em (1-1) ocorre se, e somente se, os vetores x e y sdo miiltiplos escalares,

ou seja, se existe oL € R tal que x = ay.

Prova. Veja pagina 5 de [9]. 0
Como foi dito anteriormente usaremos a conceituacdo de norma para definir

distancias entre pontos x,y € R”". Definiremos entdo a distdncia de x a y por

d(x,y) = ||x — y||. Agora estamos preparados para uma boa definicdo de bolas abertas

e fechadas em R”.

Definicdo 1.4 Seja a € R" e seja & > 0 um niimero real. A bola aberta de centro a e raio

d é o conjunto dos pontos x € R" cuja a distdncia ao ponto a é menor do que 9, isto é,
B(a,8) = {x e R"; ||x—al| < 8}.
Analogamente a bola fechada de centro a e raio d é o conjunto

Bla,d] = {x e R"

x—al| <38}.

Agora que sabemos identificar bolas abertas em R", podemos definir um ponto interior a

um conjunto U C R" e definir também conjunto aberto.

Definicao 1.5 Seja U C R". Dizemos que x € U é um ponto interior a U quando é centro

de alguma bola aberta inteiramente contida em U. E dizemos que um conjunto U C R" é

aberto quando todos os pontos de U sdo pontos interiores a U.

Partindo dos conhecimentos sobre distancias e bolas abertas e fechadas podemos falar
em sequéncias. Uma sequéncia {x*} C R" é uma funcio x: N — R”, que associa a cada
nimero k € N um vetor x* € R”. Uma subsequéncia de {x*} é uma restricio da sequéncia
a um subconjunto infinito N' = {k; < kp < ... <k; < ...} C N. Dizemos que a sequéncia
{x*} ¢ limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado em R”, ou seja, quando

existe um niimero real ¢ > 0 tal que ||x*|| < ¢ para todo k € N.
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Definimos a € R” como o limite da sequéncia de pontos {x*} C R" quando para
todo € > 0 existe ko € N tal que, para k > ko temos ||x* —al| < €. Isto significa que, para
qualquer € > 0 dado, todos os elementos da sequéncia {xk } com excecdo de kg elementos
pertencem a bola B(a, €).

A seguir enunciaremos um teorema que pode ser usado para generaliza¢do dos

teoremas sobre sequéncias de nimeros reais, que foram tratados anteriormente.

Teorema 1.6 Uma sequéncia {x*} C R" converge para o ponto a = (ai,...,a,) se, e
somente se, para cada i = 1,2,...,n, tem-se limkﬁooxf = a;, ou seja, cada coordenada

de {x*} converge para a coordenada correspondente de a.

Prova. Veja pagina 16 de [9]. 0

Teorema 1.7 O limite de uma sequéncia {x*} C R" convergente é iinico.

Prova. Veja pagina 15 de [9]. 0

Teorema 1.8 Toda sequéncia {x*} C R" convergente é limitada.

Prova. Veja pagina 15 de [9]. 0J

Teorema 1.9 Se uma sequéncia {x*} C R" converge para L € R", entdo toda subsequén-

cia de {x*} também converge para L.

Prova. Veja pagina 15 de [9]. O

Teorema 1.10 (Teorema de Bolzano Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R" possui

uma subsequéncia convergente.

Prova. Veja pagina 17 de [9]. 0

Agora mudaremos o foco de nossa discussdo e discorreremos sobre funcgdes
reais definidas em R”, isto é, trataremos de conceitos e resultados relacionados a fungdes

f:R" — R. Primeiramente definiremos uma fun¢@o continua em um ponto a € R".

Definicao 1.11 Uma funcdo f : X — R, definida no conjunto X C R", diz-se continua no
ponto a € X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter & > 0 de tal
modo que | f(x) — f(a)| < € sempre que x € X e ||[x—al| < d. Diz-se que f : X — R é uma

fungdo continua quando f é continua em todos os pontos.
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Teorema 1.12 (Permanéncia do Sinal) Seja a um ponto de acumulacdo de X C R" e
f X — R uma funcdo real. Se b = lim,_,; f(x) um niimero positivo (resp. negativo).

Entdo existe § > 0 tal que x € X e 0 < |x—a| < & implicam f(x) > O(resp.f(x) < 0)

Prova. Ver pagina 34 de [9] 0

Definicao 1.13 A funcdo f : U — R, definida no aberto U C R", diz-se diferencidvel no
ponto x € U, quando existem as derivadas parciais em x, isto é, o vetor gradiente V f(x)

em x, e além disso, para x+v € U tem-se

fx+v) = f(x) = (Vf(x),v) +r(v), lim 7 =

Considerando f : U — R definida no aberto U C R", seja a € U e v € R". Definimos
derivada direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, como
of fla+wv) - f(a)

S a) =1
dv (a) tgl(l) t ’

quando tal limite existe. Este conceito de derivada direcional € fundamental para o
desenvolvimento do estudo sobre as fungdes f : R” — R.
Um resultado de grande importancia em Andlise no espago euclidiano R” é o

Teorema do Valor Médio que enunciamos a seguir.

Teorema 1.14 (Teorema do Valor Médio) Seja a fungdo diferencidvel f : U — R definida
no aberto U C R". Suponhamos que o segmento de reta |a,a+v| esteja contido em U.
Entdo para v € R" existe 0 € (0,1) tal que,

flatv)=fla)=(Vf(a+6v),v).

Prova. Veja pagina 124 e 139 de [9]. 0

Definicao 1.15 Uma funcdo f : R" — R é dita Lipschitziana se existir uma constante L,

chamada constante de Lipschitz, que satisfaca para todo x,y € R" a seguinte condicdo

1FGe) = FOD)I < Lllx = yll.

1.2 Resultados de Otimizacao

Seremos breves nesta secdo por se tratar de um assunto muito extenso, nos

deteremos a conceitos e definicdes que aparecerdo no decorrer deste trabalho. Definiremos
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alguns conceitos introdutérios de otimizagdo, como minimizadores locais e globais e
pontos estaciondrios e alguns resultados bésicos.

Consideremos um conjunto C C R” e uma funcdo f : C — R, gostarifamos de
encontrar o minimizador de f em C. Este problema normalmente € exposto da seguinte

maneira,

min f(x), xeC. (1-2)

O conjunto C é chamado conjunto vidvel do Problema (1-2) e a funcdo f € chamada

funcao objetivo do Problema (1-2).

Definicao 1.16 Seja a funcdo f : C — R com C subconjunto de R", dizemos que x € C é
minimizador local do Problema (1-2) se existir € > 0, tal que para todo x € B(x,€) C C

verificamos

f(F) < ). (1-3)

E dizemos que x é minimizador global do Problema (1-2), quando a condig¢do acima é

satisfeita para todo x € C.

Observacoes 1.1 Se a desigualdade (1-3) for estrita, entdo X serd chamado, respectiva-

mente, de minimizador estrito local e minimizador estrito global.

Quando no Problema (1-2) consideramos o conjunto C como sendo o préprio R” entdao

dizemos que temos um problema irrestrito e apresentamos este problema como:
min f(x), x e R" (1-4)

onde f:R"” — R. Quando a funcdo objetivo f é diferencidvel podemos definir um ponto

estaciondrio.

Definicao 1.17 Dizemos que um ponto ¥ € R" é um ponto estaciondrio ou critico para
Problema (1-4), quando
Vf(x) =0.

7z

A definicao de ponto estaciondrio é importante pois estes pontos sdo os candidatos

naturais a minimizadores do Problema (1-4).

Teorema 1.18 Seja C C R" um conjunto aberto e suponha que a funcdo f : C — R seja

diferencidvel no ponto x € R". Se X é um minimizador local do Problema (1-4), entdo
Vf(x) =0.

Prova. Veja pagina 15 de [5] 0J
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Observacdes 1.2 E importante ressaltar que o resultado anterior também é vilido
quando tratamos de problemas restritos a um conjunto vidvel C, desde que X esteja con-

tido no interior do conjunto vidvel C.

Quando no Problema (1-2) ndo consideramos o conjunto C como sendo o proprio
R" dizemos que temos um problema restrito a C e apresentamos este problema como
em (1-2). A partir de agora o conjunto C serd ndo vazio, convexo e fechado.

Também definimos ponto estaciondrio para problemas restritos, mas agora a

definicao deve se adaptar a tais casos.

Definicao 1.19 Dizemos que um ponto ¥ € R" é um ponto estaciondrio ou critico para

Problema (1-2) quando, para todo x € C obtemos
(VF(x),x—x) >0.

Teorema 1.20 (Condicdo Necessdria de Primeira Ordem) Sejam C C R"™ um conjunto
convexo e f : R" — R uma fungdo diferencidvel no ponto x € C. Se X é um minimizador

local de f no conjunto C, entdo para todo x € C obtemos que
(VF(F),x—3) >0. (1-5)

Prova. Vide pagina 66 em [5] 0J

Como no caso dos problemas irrestritos, um minimizador dos problemas restritos

deve ser ponto estaciondrio do Problema (1-2).

Definiciio 1.21 Dizemos que uma sequéncia {x*} C R" é dita Féjer convergente a um
conjunto ndo vazio U # 0 se, para todo z € U e todo k > 0 obtemos a seguinte

desigualdade
T =2 < k2.

Definiciio 1.22 Um sequéncia {x*} C R" é dita quase-Féjer convergente a um conjunto
ndo vazio U se, para todo z € U e para todo k, existe uma sequéncia {&,} C R, somdvel,
tal que

[ — 2l < 2P+ .

Teorema 1.23 Sejam T C R" um conjunto néo vazio e {x*} C R" uma sequéncia satis-

fazendo para todo x € T e todo k a seguinte desigualdade
I = < [l — ] 2, (1-6)

onde {€;} C R € uma sequéncia somdvel. Entdo
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i) A sequéncia {x*} é limitada;
ii) Se ¥ é um ponto de acumulagdo de {x*} e ¥ € T, entdo {x*} converge a x.

Prova. Iremos provar entdo o primeiro item do teorema. Tomemos inicialmente um ponto

fixo x € T. Utilizando a Desigualdade (1-6) repetidas vezes obtemos
k 2 0 2 -
e =)l < —x[* + Y &
j=0

Como por hipétese, a série Z;":O €; € convergente, sendo a° e x fixos podemos concluir

que a sequéncia {x*} é limitada e
| = x| <R,

N1/2
onde tomamos R = (on —x|? —1—2;":08]) .

Provaremos agora o segundo item do teorema. Pelo item anterior temos que
a sequéncia admite pontos de acumulagdo. Seja entdo ¥ um ponto de acumulagdo da
sequéncia {x*}, isto implica que existe uma subsequéncia {x*} convergindo a .

Como {¢;} é uma sequéncia somdavel ento existe so tal que
Z &, < 8/ 2.
J=s0

E existe um s1 de modo que kg, > 50 € entdo para todo s > s vale a seguinte desigualdade
ks — %> < §/2.

Portanto, utilizando as duas desigualdades acima e a desigualdade (1-6) concluimos que
para qualquer s > k,;, obtemos
=5l <3,

e isto implica que a sequéncia {x*} converge a . Concluindo assim a demonstra¢io do

teorema. O

1.3 Resultados de Analise Convexa

Nesta secdo exibiremos resultados e defini¢des relacionados a andlise Convexa.
Para isso dividiremos esta secdo em duas subse¢des: na primeira trataremos de fungdes

convexas e de conjuntos convexos e na segunda definiremos fun¢do pseudo convexa
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e quase convexa, além de alguns resultados importantes. Comecgaremos definindo um
conjunto convexo em R”. Este conceito serd exigido no préximo capitulo deste trabalho,

quando estivermos trabalhando com problemas de otimizacao restritos.

Definicdo 1.24 Um conjunto C C R" ¢ dito convexo, se para todo A no intervalo [0,1] e
para todo x,y € C tivermos
A+ (1—A)yeC.

Geometricamente, esta defini¢do nos diz que o segmento de reta [x, y| definido por,
e,y :={ A+ (1-A)y:0<A <1},

estd inteiramente contido em C, sempre que 0s pontos extremos x e y estdo em C.

Exemplo 1.3 O espaco euclidiano R" e a bola aberta de centro a € R" e raio d, denotada

por B(a,d), sdo conjuntos convexos.

Definicao 1.25 Um conjunto K C R" chama-se cone quando para todo t € R obtemos
dekK = td € K.

Definicao 1.26 Sejam C C R" um conjunto convexo e X € C. O cone normal(cone de

direcoes normais) no ponto x em relagdo ao conjunto C é dado por
Xe(x)={deR":(d,x—x) <0 xecC}.

Outro aspecto relevante a ser destacado € a definicdo de fun¢do convexa, que é
um conceito bastante importante em otimizagao com o qual obtemos resultados também

muito importantes.

Definicao 1.27 (Funcoes Convexas) Seja C um conjunto convexo. Uma funcdo f é dita

convexa em se para todo x,y € C e A € [0, 1] obtemos
SA=Ny+hx) < (A =N)f(y) +Mf(x). (1-7)
Definicao 1.28 O epigrafo da funcdo f: C C R" — R é definido como o conjunto
Ef={(x,b) e CxR: f(x) <b}.

Teorema 1.29 Seja C C R" um conjunto convexo. Uma fungdo f : C — R é convexa em

C se, e somente se, o epigrafo de f é um conjunto convexo em R" x R.
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Prova. Veja pagina 58 de [10]. 0

Definicao 1.30 O conjunto de nivel de uma funcdo f : C — R associado ao niimero real

a € R, é o conjunto dado por
Lic(a):={xeC: f(x)<a}.

Teorema 1.31 Seja f uma funcdo real definida no conjunto convexo C C R". Uma
condigdo necessaria mas ndo suficiente para que f seja convexa em C, é que o conjunto

de nivel Ly c(a) seja convexo para todo niimero real a.

Prova. Veja pagina 59 de [10]. 0

Exemplo 1.4 A funcdo real f(x) = x>

é um exemplo de fungdo em que Ly c(a) seja
convexo para todo niimero real a, mas ndo é uma fungdo convexa. Nos mostrando assim

que condigdo ndo é suficiente para que [ seja convexa.

Embora, considerando o fato de que as funcdes convexas sejam muito importantes
principalmente em otimizacdo, ndo nos aprofundaremos neste assunto, pois o objetivo
deste trabalho € obter resultados a respeito de uma classe maior de funcdes; As fungdes

convexas generalizadas, isto &, as fun¢des quase convexas ou pseudo convexas.

Definicao 1.32 Uma funcdo f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade

em (1-7) € estrita para todos x #y e o € (0,1).

Observacoes 1.5 Note que se uma fungcdo f é estritamente convexa, entdo ela serd

convexa. Porém a reciproca ndo é verdadeira.

Exemplo 1.6 Seja f: R — R dada por f(x) = x. Podemos observar que f é convexa,

mas ndo € estritamente convexa.

Definicao 1.33 Uma funcdo f diz-se fortemente convexa em C com modulo Y > 0 quando

para quaisquer x,y € C e o € [0, 1], obtemos que

flow+ (1= 0)y) < ouf (x) + (1 =) f(y) =1 — ) lx =y
Exemplo 1.7 A fungdo f : R — R dada por f(x) = x? é fortemente convexa.

Observacoes 1.8 Podemos observar que se uma dada funcdo f é fortemente convexa
implica que ela é estritamente convexa e assim convexa. Agora tomando f como sendo
f(x) =x e utilizando o exemplo anterior obtemos que ela é convexa, mas ndo é fortemente

convexa.
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Proposicao 1.34 Uma funcdo f é fortemente convexa em C com modulo y > 0 se, e

somente se a fungdo f —v||.|>/2 é convexa em C.

Prova. Ver pagina 73, Proposi¢ao 1.1.2 de [?]. 0

Teorema 1.35 (Teorema de Minimizacdo Convexa) Sejam C C R" um conjunto convexo
e f: C — R uma funcdo convexa. Entdo todo minimizador local do problema é global e

se f ¢é estritamente convexa a solugdo ¢ tinica.

Prova. Ver pagina. 77 de [5]. 0

Definicao 1.36 Seja f : R" — R uma funcdo convexa. Dizemos que y € R" é um subgra-

diente de f no ponto x € R" quando para todo 7 € R" obtemos

f(2) > f(x)+ (z—x).

O conjunto de todos os subgradientes de f em x denomina-se subdiferencial de f em x e
denotado por df(x).

Teorema 1.37 (Condicoes de Otimalidade) Sejam f : R" — R uma funcdo convexa e
C C R". Entdo v € R" é minimizaodr de f em C se, e somente se, existe y € df (x) tal que
para todo x € C obtemos

(yx—v) 20,

ou, equivalentemente,

0€df(v)+ Xe(v).

Em particular, concluimos que o ponto v serd um minimizador de f em R" se, e somente

se, ocorrer a seguinte condi¢cdo

0€adf(v).

Prova. Ver pagina 177 em [5]. 0

Proposicao 1.38 Sejam f1,..., fin funcoes convexas de R" em R e definimos a funcdo f

como

fr=max{fi,...,fm},

onde I(x) = {i € 1|fi(x) = f(x)} e = {1,2,...m} sdo conjuntos de indices. Entdo obte-
mos que

Af(x) = co{Uaf,-(x) e 1<x)} .
Prova. Ver pagina 266 de [?] 0J
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1.3.1 Funcoes Convexas Generalizadas

Destinaremos esta subsec@o a um estudo dos conceitos relacionados a fungdes
ditas convexas generalizadas, como ja foi mencionado sdo as fun¢des quase convexas
ou pseudo convexas. Estes conceitos e resultados que serdo apresentados nesta subsecao
sdo fundamentais para o desenvolvimento posterior deste trabalho. Comecaremos com a

definicao de funcdo quase convexa.

Definicao 1.39 (Funcoes Quase-Convexas) Seja C um conjunto ndo vazio, fechado e
convexo. Uma fungdo real f definida sobre um conjunto C C R" é dita quase convexa em

C se para todo x,y € C obtemos

(T =M)x+hx) < max{f(x),f(y)}.

3

Exemplo 1.9 Pelo Exemplo 1.4 jd sabemos que f(x) = x° ndo é uma fun¢do convexa.

Mas podemos notar que ela satisfaz a definicdo de quase convexidade.

A seguir enunciaremos um teorema que nos dard uma forma equivalente de

identificar uma funcao quase-convexa.

Teorema 1.40 Seja f uma funcdo real definida no conjunto convexo C C R". Uma
condigdo necessdria e suficiente para que f seja quase convexa em C, é que o conjunto

Ly c(a) seja convexo para todo niimero real a.

Prova. Veja pagina 133 de [10]. 0J

Observacoes 1.10 Pelo Teorema 1.31 juntamente com o Teorema 1.40 vemos que a classe

de funcoes quase convexas contém a classe de funcoes convexas.

Exemplo 1.11 Ainda analisando a fungdo f(x) = x> observamos que Ly, c(a) é convexo
para todo niimero real a, entdo pelo Teorema 1.40 concluimos que f é uma funcdo quase

convexa.

Diante da observacdo anterior percebemos que métodos de otimizacdo desen-
volvidos para trabalhar com fun¢des quase convexas tratam de um nimero maior de prob-
lemas do que os métodos desenvolvidos para funcdes convexas. O resultado seguinte serd

importante em demonstragdes dos ultimos capitulos.

Lema 1.41 Sejam C C R" aberto e x,y € C e f : C — R diferencidvel e quase convexa
emx. Se f(y) < f(x) entdo obtemos

(Vf(x),y—x) <0.
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Prova. Se x =y a afirmac@o € direta. Consideremos entdo x # y. Como C € aberto, existe
uma bola aberta B(x,d) que estd contida em C. Entdo para algum fitalque 0 < i< 1e
o< ﬁ temos:

T=x+p(y—x)=(1—mx+fy. (1-8)
Portanto X € B(x,8) C C. Considerando que f(y) < f(x), temos pela quase-convexidade
de f que f(x) < f(x). E como %,x € B(x,0) C C, pela convexidade da bola B(x,d)
segue-se que

FA=Mx+A%) < f(x), O0<A<I.

Pela diferenciabilidade da fun¢do f em x € C obtemos a seguinte desigaldade,
(AVf(x), ¥ =x) +r(MT—x)) A7 —x]| <0,

Quando fazemos A tender a zero na ultima desigualdade, chegamos a conclusdo que
(Vf(x),x—x) <0.E por fim substituindo a expressido de %, dada por (1-8) temos o que

queremos demonstrar. O

Definicao 1.42 (Funcaoes Estritamente Quase-Convexas) Seja C um conjunto ndo vazio,
fechado e convexo. Uma fungdo real f definida sobre um conjunto C C R" é dita

estritamente quase-convexa em C se para todo x,y € C e f(x) # f(y) obtemos

S (T =M)x+ M) <max {f(x),f(y)}

Segue abaixo um exemplo de uma funcao que é estritamente quase-convexa € no entanto

ndo é quase-convexa

Exemplo 1.12 Seja f uma funcdo real definida da seguinte maneira

1 sex=0
f(x):{ 0 sex#0

Observacoes 1.13 Podemos notar que esta funcdo é estritamente quase-convexa. No
entanto, ela ndo é quase-convexa, e para verificar isso basta tomar x; = —1, xp =1 e
A = 1/2. Assim para que uma fungdo estritamente quase-convexa seja quase-convexa é

necessdrios alguma hipotese sobre a funcdo f como, por exemplo, a continuidade.

Agora definiremos uma funcao pseudo-convexa. Este conceito serd exigido para

o estudo do préximo capitulo, no qual trabalharemos com fun¢des com essa caracteristica.
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Definicao 1.43 (Fungdo Pseudo-Convexa) Seja f uma funcdo real definida sobre algum
conjunto aberto do R" contendo o conjunto C. A fungdo f é dita pseudo-convexa sobre

x € C se é diferencidvel em x e para algum x € C satisfazendo
(Vf(®),x—%) =0

implica que

f(x) = f(%).
Dizemos que f é pseudo-convexa sobre C, se é pseudo-convexa em cada ponto x de C.
Exemplo 1.14 Seja f :R? — R dada por f(x,y) = x*>4y*. Tomando ¥ = (0,0) ex = (1,1)

obtemos

<Vf()?) ) x_j> > 07
e implica que
f(x) = f(%).
Satisfazendo assim a nossa definicdo, ou seja, a funcdo f é pseudo convexa.
Teorema 1.44 Sejam f : C — R uma funcdo pseudo-convexa em x € C e C C R" tal que

para todo x € C satisfaca
(Vf(x),x—x)>0.

Entdo obtemos que

(%) = min f(x).

xeC

Prova. Pela definicao de funcio pseudo-convexa para algum x € C satisfazendo
(Vf(x),x—x) =0,

implica que f(x) > f(X). Mas como a desigualdade acontece para todo x € C obtemos o

resultado desejado. 0

Corolario 1.45 Seja f: C — R uma fungdo pseudo-convexa em x € C, onde C C R". Se

o gradiente da funcdo [ em X se anula entdo

£(%) = min £(x).

xeC

Prova. Segue diretamente do teorema anterior. O
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Teorema 1.46 (Karamardian 67) Seja f wuma funcdo real semi continua
superiormente(inferiormente) definida em um convexo C C R". Se f é estritamente
quase-convexa em C, entdo | é quase-convexa em C, mas ndo vale a reciproca.

Prova. Veja pdgina 139 de [10]. 0

Teorema 1.47 Sejam f uma fungdo definida em um conjunto convexo C C R" e ¥ € C um

minimo local da funcdo. Se f é estritamente quase-convexa, entdo x é um minimo global

de f emC.

Prova. Veja pagina 139 de [10]. [

Teorema 1.48 Sejam C C R" um conjunto convexo, e f uma funcdo real definida em
algum conjunto aberto que contém C. Se f é pseudo-convexa em C entdo f é estritamente

quase-convexa em C e assim serd quase-convexa em C.

Prova. Veja pagina 143 de [10]. 0

Observacoes 1.15 A implicacdo inversa do teorema anterior ndo é vdlida, isto é, a classe

de funcoes quase-convexas ndo estd contida na classe de fungoes pseudo-convexas.

No préximo exemplo, exibiremos uma fungdo que ilustrard o que foi exposto na obser-

vagdo anterior.

Exemplo 1.16 Considere a func¢do real f(x) = x3. Jd sabemos que f é uma fungdo
quase-convexa. Como x = 0 é ponto estaciondrio de f e ndo é ponto de minimo, pelo

Coroldrio 1.45 sabemos que f ndo pode ser pseudo-convexa.

Até agora ja sabemos que a classe de funcdes pseudo-convexas estd contida na classe de
fungdes quase-convexas, mas ndo o contrdrio. A seguir veremos que a classe de fungdes

convexas € um subconjunto do conjunto das fungdes pseudo-convexas.

Teorema 1.49 Seja f uma funcdo real definida em um conjunto aberto C C R". Suponha
que X € D e que f seja diferencidvel em X. Se f for convexa em X entdo f é pseudo-convexa

em X. A afirmagdo inversa ndo é verdadeira.
Prova. Veja pagina 144 de [10]. 0
Assim chegamos ao fim desta subsecdo sabendo que a classe de fungdes quase-

convexas amplia a classe de fun¢des pseudo-convexas, que por sua vez, amplia a classe

de fungdes convexas.
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1.4 Projecoes

Nesta se¢do trataremos sobre os operadores de projecao ortogonal de um ponto
x € R" sobre um conjunto C C R". Os resultados desta secdo serdo exigidos quando
estivermos trabalhando com problemas de otimizagao restritos no proximo camitulo.

Uma projecdo (ortogonal) do ponto x € R” sobre um conjunto C C R” € um ponto
pertencente a C que estd mais proximo de x. Utilizamos aqui a distancia como sendo a
métrica induzida pela norma euclidiana. Assim podemos dizer que a projec¢do de x € R”

sobre C € uma solucdo global do seguinte problema

minHy_xH? yEC'

Definicao 1.50 Definiremos a projecdo de x € R" sobre C por
Pc(x) := argmin{||y —x| : y € C}. (1-9)

Teorema 1.51 (Teorema da Proje¢do) Seja C C R" um conjunto fechado e ndo-vazio.
Entdo para todo ponto x € R", existe uma projecdo de x sobre C. Além disso, se C for

convexo entdo para todo ponto x € R", existe uma tinica projegdo de x sobre C.

Prova. Veja pagina 10 e pagina 94 de [5] 0J
Consideraremos nos lemas subsequentes que o conjunto C € R" seja ndo-vazio, fechado

€ convexo

Lema 1.52 Considerando P a projecdo sobre C. Temos as seguintes propriedades

(a) Sex €C, entdo (P(y)—y,x—P(y)) >0 paratodoy € R";

(b) [|P(y) = P(x)||* < (P(y) = P(x),y—x) para todo y, x € R";

(¢) (P(y)—P(x),y—x)>0parax,y € R" Se P(y) # P(x) entdo a desigualdade é estrita;

(d) O operador projecdo é ndo expansivo, isto é:

[1Py) =P <lly—xll,  Vx,yeR"

Prova. (a) Consideremos y(at) = (1 —o)P(y) + atx. Como C € um conjunto convexo e
P(y) € C, conclui-se que y(a) € C para todo x € C e para o € [0, 1]. E pela defini¢ao de
projecdo (1-9), temos

[y =PI <PG) =y,  ac[0,1].
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Desenvolvendo a expressao anterior obtemos a seguinte desigualdade
2 (y=P(y),x=P(y)) — o [x = P(y)|* <0.

Agora, basta fazer o tender a zero e nosso primeiro resultado estd demonstrado.
Provaremos agora o item (b) do lema. (b) Sejam x, y € R”, como P(z) € C, temos

pelo item (a) a desigualdade
(P(y)—y,P(x)—P(y)) 20,  VyeR"

Como P(y) € C, obtemos de forma anédloga a desigualdade anterior a seguinte expressdo
(P(z) —x, P(y) —P(x)) >0, VxeR"

Agora, combinando as desigualdades anteriores, obtemos o resultado desejado neste
item.. O item (c) decorre segue diretamente o item anterior. (d) Veja pagina 98 de [5].
O
Lema 1.53 Seja P a projecdo sobre C. Considere x € C, e defina
x(o) ;= P(x—aVf(x)).
Entdao
(a) X é ponto estaciondrio se, e somente se, X = Pc(x — aV f(x));
(b) (x(ot) —x+aVf(x),y—x(a)) >0paratodoyecCea>0;
(¢) Para todo o.> 0 temos (Vf(x), x —x(at)) > ||x(ar) — x| /et

Prova.(a) Suponha inicialmente que valha ¥ = Pc(X — oV f(x)), mas isso acontece se, e

somente se, X € uma soluc@o do problema
miny(x) sujeitoax e C, (1-10)
onde a funcdo y : R” — R € definida da seguinte maneira
1 - -\ (12
V() =5l = E—avf@lS, >0
Pelo Teorema (1.20), para todo x € C obtemos a seguinte desigualdade

0 < (Vy(x),x —x).
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Calculando o gradiente da fun¢do y em X e usando o fato de o ser maior que zero obtemos

a desigualdade
0 < <Vf<x)7x_x>7

concluindo que x € ponto estaciondrio. 0J

Prova. (b) e (¢) Basta fazer uma aplicacdo direta do item (a) e do item (b) do Lema 1.52

para demonstrar, respectivamente, o item (a) e o item (b) deste teorema. L]



CAPITULO 2

Método do Gradiente Projetado para

Problemas de Otimizacao Escalares

Neste Capitulo estudaremos o Método do Gradiente Projetado para buscar
solugdes em problemas com restricdo a um conjunto vidvel C C R"” ndo vazio, fechado
e convexo e com a fungdo objetivo f : R" — R continuamente diferencidvel e convexa
no sentido generalizado, isto €, quase-convexa ou pseudo-convexa. Analisaremos as pro-
priedades de convergéncia do método com busca linear de Armijo. Considere o seguinte
problema de otimizacao

min f(x) sujeitoa x&€C. (2-1)

O Método do Gradiente Projetado com regra de Armijo para resolver o problema (2-1) é

descrito formalmente da seguinte forma:

Algoritmo 1 (Método do Gradiente Projetado com regra de Armijo )

INICIALIZACAO. Tome 0 < P < B ex* € C. Faga k= 0.
CRITERIO DE PARADA. Se x* é estaciondrio entdo PARE. Caso contrdrio.
PASSO ITERATIVO. Calcule

& =P =BV f (), P = (=4,
onde {By} C [B, B] tal que v = 277" sendo que
j(k) = min {j eN: f() < fOM) + 027V, 2 —xk>} ,  6€(0,1).

e VOLTE para CRITERIO DE PARADA.

Nosso objetivo de agora em diante é estudar a boa defini¢io da sequéncia {x*} gerada pelo
método e suas propriedades de convergéncia. A sequéncia {x" } é gerada basicamente da
seguinte forma: Dado x* € C, damos uma passo By na direcio oposta ao gradiente, isto &,

—V£(x*) o vetor resultante

F BV,
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é projetado sobre o conjunto vidvel C. Se a projecdo for o préprio ponto xX, isto é,
Pe(xh — BV £ () =2,

segue do Lema 1.53 que x* é ponto estaciondrio para o problema e assim o método para.
Caso contrario, defina
k k k
=P =B VS(x)),

k

e faca uma iteragdo a partir de x* na diregéio do vetor zX — x* com comprimento de passo

Yk, obtendo o préximo ponto
M = by (=45,

Note que para mostrar a boa definicdo da sequéncia {xk} devemos mostar que nimero
inteiro positivo j(k) pode ser calculado a cada passo, isto serd mostrado na Proposicdo 2.2

abaixo.

2.1 Resultados Preliminares

Nesta secdo iremos estudar alguns resultados necessarios a anélise de convergén-
cia do Algoritmos 1. Comegamos com o seguinte resultado sobre projecdes em conjuntos

convexo.

Proposicio 2.1 Tomemos 6 € (0,1), um ponto x € C arbitrdrio e v € R" tal que
(Vf(x),v) <0. Entdo, existe ¥y < 1 tal que para todo Y € (0,7 obtemos

) <fx)+ov(Vf(x),v).
Prova. Como a funcdo objetivo f € diferencidvel, temos imediatamente pela defini¢do que

.0
Flm) = £ = (V70 ) o) onde 1im ™ —o
A partir da igualdade acima e com simples manipulacdes algébricas e em seguida
fazendo v ir a zero temos, utilizando o Teorema 1.12 que para todo ¥ € (0,7] a seguinte

desigualdade
f+w) < f(x)+oy(Vf(x),v).

Justamente o que queriamos demonstrar. 0
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2.2 Analise de Convergéncia

Iremos dividir a andlise da convergéncia do Algoritmo 1 em duas partes, a

convergéncia parcial e a convergéncia total da sequéncia gerada pelo algoritmo.

2.2.1 Convergéncia parcial

Nesta secio vamos estudar propriedades de convergéncia da sequéncia {x*}
gerada pelo Algoritmo 1, apenas com a ja mencionada diferenciabilidade, assumindo

assim somente existéncia de solucao.
Proposicdo 2.2 Sejam {x*} e {z*} as sequéncias geradas pelo Algoritmo 1. Entdo:

i. A iteracdo x* € C para todo k;
ii. Se x ndo é ponto estaciondrio, entdo (V f(x*), 7" — x*) < 0;
iii. Para cada k, j(k) estd bem definido.

Prova. Vamos provar o item (i). Usaremos para essa prova inducdo no indice k das
sequéncias {x*} e {z*}. E imediato que x° € C, logo z° € C. Suponha entio que a
afirmacdo seja valida para k, ou seja, x* € C, e daf segue imediatamente que z* € C, nos

restando provar que x**! € C. Pelo algoritmo 1 temos que:
=y (2 — ).

Reescrevendo de maneira conveniente a igualdade acima obtemos a seguinte igualdade
= (1= +yd

Como x*, z¥ € C, utilizando a convexidade do conjunto C podemos concluir que x¥**! € C.
Desta forma, acabamos de mostrar que x* € C para todo k.
Provaremos agora o item (ii). Como x* € C para todo k e B; > 0, aplicando o

item (c) do Lema 1.53 obtemos a seguinte desigualdade

[Eatalls

(Vf(h),xf =2 >
Br

, k=0,1,....
Como x* por hipétese nio é ponto estaciondrio para o problema, utilizando novamente o
Lema 1.53 e a desigualdade acima concluimos facilmente a demonstragao.

Provaremos enfim o ltimo item da proposicado. Pelo item anterior, para todos os

pontos x* e ZX € C com x* ndo sendo estacionario para o problema temos que

(V)5 =x5) < 0.
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k

Usando a tltima desigualdade e tomando x = x* € Ce v =z¥ —x*¥ € R” na Proposicio 2.1

concluimos que existe j(k) tal que
FOR 4y —h) < F) + o277 (V) F -4, ee(0,1).

Logo j(k) esta bem definido. O

Proposicdo 2.3 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Se o problema inicial
(2-1) possui solucdo, entdo todo ponto de acumulacdo da sequencia {xk} é um ponto

estaciondrio para o problema.

Prova. Sejam % um ponto de acumulagio da sequéncia {x*} e {x*} uma subsequéncia
de {x*} convergindo para . Como C é fechado e convexo, pela Proposicio 2.2 item (i)
temos X € C. Além disso, Como f € continua, segue imediatamente que

lim f(x%) = f(%). (2-2)

kS—>oo

Sabemos também que v, € (0,1) e Br € [B, B], assim sem perda de generalidade podemos
considerar
lim v, =y€[0,1] e lim B =B>B > 0.

ky—o0 ky—o0

Note que sendo f continuamente diferencidvel, o operador proje¢ao continuo, que {xk*}

converge para ¥ e que {B, } converge para B obtemos que

lim 2% = Po(x— PV f(F)) =: Z.

kg—o0

Por outro lado, usando a defini¢do de y; no Algoritmo 1 obtemos
0 < —oW(VF(),2 =) < F(*) — FHT). (2-3)

Da desigualdade acima concluimos facilmente que a sequéncia {f(x*)} é mondtona
decrescente, e como por hipétese f é continua e o problema possui a0 menos uma solug¢ao

segue-se que { f(x*)} converge. Portanto, usando (2-2) concluimos que

lim (&) = £(%).

k—o0

Tomando limite quando k; tende ao infinito na desigualdade (2-3) e usando a igualdade

anterior e que f € continuamente diferencidvel temos

oy (Vf(x),z2—%) = 0. (2-4)



2.2 Anilise de Convergéncia 33

Existem dois casos a serem considerados: quando ¥ > 0 e quando y = 0.
1° Caso: Iremos considerar primeiro o caso em que y > 0. Neste caso, como ¢ > 0 segue
imediatamente de (2-4) que

(Vf(x),z—x) =0. (2-5)

Fazendo it = ¥ — BV f(%) e usando o item (a) do Lema (1.52) concluimos facilmente que

A\

0<(z—i,x—2).

Combinando a desigualdade anterior e a igualdade (2-5) com simples manipulacdo
chegamos a

I=7%,

e utilizando o item (a) do Lema 1.53 concluimos assim que X € um ponto estacionario
para o problema.

2° caso: Iremos considerar agora o caso em que 7= 0. Neste caso, como ¥ = 0 a defini¢io
de i, no Algoritmo (1) implica que para todo ¢ € N fixo e como y,, = 27/ (ks) | existe um

k, tal que para todo ks > k, temos j(ks) > g e vale
O 279(F —2R)) > FR) 4 o2V (), 2R — X, (2-6)

Agora tomando limite quando k, tende ao infinito na expressio (2-6), usando que {x*}

converge para X e a hipdtese que f € continuamente diferencidvel temos
fE+27%z=x%) = f(x) + 027%(V[f(X),z—X).

Desde que a ultima desigualdade vale para todo ¢, usando a Proposi¢do (2.1) e o fato de
¢ > 0 obtemos que
<Vf('f)72_f> Z 0.

Como {x*} converge para ¥ e {7} converge para 7 o item (ii) da Proposicdo (2.2) implica
(V/(%),z2—%) <0.

Finalmente, combinado as duas dltimas desigualdade obtemos a igualdade
(Vf(x),z—%) =0.

Portanto, de modo andlogo ao caso anterior concluimos que X € um ponto estacionario

para o problema e assim a prova esta concluida. 0



2.2 Anilise de Convergéncia 34

2.2.2 Convergéncia Total

Ja sabemos que se o problema inicial (2-1) possui solu¢do, entdo todo ponto
de acumulagdo da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 é um ponto estaciondrio para o
problema. Agora iremos mostrar que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 converge,
isto sob a hipdtese de quase-conexidade ou pseudo-conexidade da fun¢do objetivo.

Comecaremos apresentando a seguinte desigualdade fundamental para nossa anélise.

Lema 2.4 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Para todo x € C e todo k temos
[ =22 < = 2P R = £+ 20 Br(V (), = ), 2-7)

onden = (2p)/c.

Prova. Usando a defini¢do de x*! no Algoritmo 1, apés algumas manipulacdes algébricas

obtemos a seguinte igualdade
[T el = T =P o = el = 27— e = ). (2-8)

Segue do Algoritmo 1 que z* é a projegio de x* — BV f(x¥) sobre C. Entio fazendo o = By,

y=xex=x"noLema 1.53 item (ii) e usando a defini¢io de z* no Algoritmo 1 obtemos
0 < (&~ 4 BV S (), x—2).
Ap6s alguns calculos simples, obtemos que a desigualdade acima é equivalente a
0 < (& = x =) =BV F(FH), 2 =) — | =2,
assim, passados os dois ultimos termos para o lado esquerdo da desigualdade acima temos
(2 = =) = BV (), 25 =) ]| =%

Usando a definicio de x**! no Algoritmo 1, a desigualdade acima é equivalente a

ka+1 . kaZ

2l o x ) 2 2BV (), )+ 2
k
Combinando a tltima desigualdade com a igualdade em (2-8) obtemos

! P < ot 2 (1= ) P 2B (V) - ),

_2
Yk
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Pela defini¢do de y; no Algoritmo 1 temos que 1 —2/y; < 0. Entdo da desigualdade

anterior obtemos
[ — x| < [F =] + 2yeBe (V. (), — 2. (2-9)

Para finalizar a prova, vamos estimar o tltimo termo da desigualdade anterior. Primeiro

note que
2BV S (), = ) = 20 B VF (), — o) + 20 Br( VS (1), 2 = ).

Por outro lado, a definicao de yx no Algoritmo 1 implica que

2BV ) o~ 2) < PR () )

Combinando a dltima igualdade com a desigualdade anterior e levando em consideracdo

que {f(x*)} é monétona decrescente e By < 8 obtemos que

als

2%Br(Vf(F),x — ) < =S [F(R) — D]+ 2B (V (), x — ).

Portanto, a desigualdade desejada seque de (2-9) e da desigualdade anterior. 0

Definiremos agora o conjunto 7 C R” da seguinte forma
T={xeC: f(x)<f(*), k=0,1,2,...}.

O conjunto definido acima serd de fundamental importincia para as demonstracdes dos

proximos resultados.

Observacoes 2.1 Podemos notar que se o problema possuir ao menos uma solugdo ou a

sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 1 possui pontos de acumulagdo entio T # 0.

Corolirio 2.5 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Se f é quase-convexa e

T # 0 entdo a sequéncia {x*} é convergente.

Prova. Seja x € T. A defini¢io de T resulta que f(x) < f(x*) para todo k. Como f é
quase-convexa implica pelo Lema 1.41 que

(Vf(),x =) <o0.
Como por hipétese x € C, combinando o Lema 2.4 com a desigualdade anterior obtemos

P =P < =P ml 0 - OEDL k=012 @010)
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onde 1 = (2P) /0. Agora definimos abaixo a sequéncia {€;} como sendo

er =n(f () — F*E)).

Como a sequéncia {f(x*)} é monétona decrescente segue-se que g > 0 para todo k.

Agora note que
S

Y & =) — ) <) - £ (®),

k=0
o que implica que a sequéncia {€;} é somdvel. Portanto, concluimos de (2-10) que a
sequéncia {x*} é quase-Féjer convergente a 7. Como T # 0 segue-se que {x*} é limitada.
Seja X um ponto de acumulacio da sequéncia {x*} e {x*} uma subsequéncia de
{x*} convergindo a x. Note que sendo f continua a sequéncia { f(x*)} converge para f ().
Como a sequéncia { f(x*)} é monétona decrescente e possui uma subsequéncia { f(x*)}
convergindo para f(X) concluimos que

inf{ f(x*) : k=0,1,2,...} = lim f(x*) = f(%),

k—soo

e isto implica que X € T'. Portando, pelo Teorema 1.23 concluimos que toda a sequéncia

{x¥} converge a . O que finaliza a demonstracio do corolario. O

Teorema 2.6 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Se a fun¢do f é

quase convexa entdo uma, e somente uma, das alternativas abaixo ocorre:
i) A sequéncia {x*} converge para um ponto estaciondrio do problema (2-1);

ii) O problema (2-1) néo tem solugdo, limy_,.. ||x|| = o, e além disso

Jim f(x*) = inf{f(x)|x € C}.

Prova. Para a demonstracdo do teorema iremos analisar dois casos. O primeiro quando a
sequéncia {x*} possui pontos de acumulacio e o segundo quando nio possui pontos de
acumulacao.

1° Caso: Seja ¥ um ponto de acumulagio da sequéncia {x*} e {x*} uma
subsequéncia de {x*} convergindo a %. Note que sendo f continua a sequéncia { f(x*)}
converge para f(x). Como a sequéncia {f(x*)} é monétona decrescente e possui uma
subsequéncia { f(x*)} convergindo para f(x) concluimos que

lim f(x*) = f(%),

k—o0
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e isto implica que x € T. Portando, pela Teorema 1.23 concluimos que toda a sequéncia
{x*} converge a %, e pela Proposicdo 2.3 temos que & é um ponto estacionario para o
problema.
2° Caso: Agora estudaremos o caso em que a sequéncia {x*} nio possua pontos
de acumulacio, ou seja,
Jim 1] = . 2-11)

Suponhamos que o problema inicial possui um minimizador, isto €, existe um x € C tal

que para todo k
F® < F(),

o que implica que T # 0. Utilizando o Coroldrio 2.4 obtemos que a sequéncia {x} é

convergente, o que contradiz a hipétese (2-11), logo o conjunto soluc@o é vazio. Basta

7z

provar agora a tltima igualdade do teorema. Ji sabemos que a sequéncia {f(x*)} é

mondtona decrescente. Entdo, suponhamos por absurdo que

lim f(x*) = f > inf{f(x) : x € C}.

k— o0

Como {f(x*)} é monétona decrescente , a definigio de infimo e desigualdade acima

implicam que existe um X € C tal que para todo k obtemos

(@) < f(x5), Vk.

Isto garante que T # 0, e assim pelo Coroldrio 2.5 obtemos que {x'} é convergente,

contradizendo novamente a hipétese (2-11), ou seja, a igualdade no teorema € vélida. [

Corolario 2.7 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Se f é quase-convexa e

T # 0 entdo a sequéncia {xk } converge a um ponto estaciondrio.

Prova. Se T # 0, entdo podemos tomar X € 7' implicando que para todo k temos

F(®) < (D).

Pelo Coroldrio 2.5 a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 1 converge a um ponto & € C

e pelo Teorema 2.6 esse ponto € estacionério para o problema. 0J

Teorema 2.2 Seja {xk} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1. Se f é pseudo-convexa

entdo as seguintes alternativas sdo equivalentes:

i) O conjunto solugdo do problema (2-1) é ndo vazio;
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ii) A sequéncia {x*} possui um ponto de acumulagao.

Além disso, qualquer uma dessas alternativas implica que sequéncia {x*} converge a uma

solugdo do problema (2-1).

Prova. Pelo Teorema 1.48 f ser pseudo-convexa implica que f € quase-convexa.
Suponhamos que o conjunto solu¢@o do problema (2-1) seja ndo vazio. Sejax € C

uma solugdo do problema (2-1), em particular para todo k obtemos

fE) < F),

o que implica que T # 0. Como f € quase-convexa e T # 0, pelo Corolario 2.7 a sequéncia
{x¥} é convergente e pelo teorema anterior o ponto limite da sequéncia é estaciondrio,
digamos, X e claramente esse ponto é de acumulagdo. Portanto, a condi¢@o (i) implica

(ii). Além disso, sendo x ponto estaciondrio do problema (2-1), temos
(Vf(x),x—x) >0, xeC.

Mas, como f € continuamente diferencidvel e pseudo-convexa em C pelo Teorema 1.49

obtemos que
f(®) =min{f(x) : x € C}.
Portanto, a sequéncia {x*} converge a uma solugio do problema (2-1).

Agora, vamos mostrar que a condigdo (ii) implica (/). Sejam X um ponto de
acumulacio da sequéncia {x*} e {x*} uma subsequéncia de {x*} convergindo a %. Note
que, sendo f continua a sequéncia {f(x*)} converge para f(x). Como a sequéncia
{f(x*)} é monétona decrescente e possui uma subsequéncia { f(x*)} convergindo para
f(%), concluimos que

iMU@%:k:QLL“}:Emfu%:f@y
e isto implica que x € T'. Pelo Corolario 2.5 e o Teorema 2.6 a sequéncia {xk } converge a
um ponto estacionario do problema (2-1). Como £ é ponto de acumulacio de {x*} e {x*}
converge, segue-se que {x*} converge a ¥ e, sendo ¥ ponto estaciondrio do problema (2-1)

implica que para todo x € C obtemos
(Vf(x),x—x)>0.
Utilizando novamente o Teorema 1.49 obtemos entdo que

f(®) =min{f(x) : x€C}.
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Portanto, o conjunto solugio é niio vazio e a sequéncia {x*} converge a uma solucio do
problema (2-1). ]



CAPITULO 3

Método do Gradiente para Problemas de

Otimizacao Multi-Objetivo

Nesta segunda parte da dissertacdo iremos mudar nosso objeto de estudo. No
capitulo anterior estudamos o Método do Gradiente Projetado, onde o problema era o de
minimizar uma funcdo real de n varidveis continuamente diferencidvel, provando assim
diversas propriedades de convergéncia da sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.

O objetivo agora € estudar o Método de Descida para problemas de minimizagao
multi-objetivo. O problema agora € o de minimizar uma aplicacao de n varidveis que toma
valores em R™. Analisaremos nesse contexto as propriedades de convergéncia para este

Caso.

3.1 O Problema Multi-Objetivo

Iremos agora estudar o seguinte problema de Otimizagao Irrestrito
minF (x), sujeito a x € R". (3-1)

Assumimos a partir de agora que a aplicacdo F : R" — R é continuamente diferencidvel.

3.2 Conceitos Preliminares

Nesta se¢@o apresentaremos alguns conceitos basicos e defini¢des muito impor-
tantes que irdo nos auxiliar no estudo e resolu¢do do nosso problema no decorrer deste
capitulo.

Definiremos agora os subconjuntos R e R’Y, do espago euclidiano R™ da

seguinte forma

R? :={x e R"|x; > 0,i € I}, RY, :={xeR"x; >0,i € I},
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onde I = {1,2,...,m} é um conjunto de indices.
Agora tomando x,y € R, dizemos que x <y se, e somente se y —x € R’!. De

modo semelhante dizemos que x <y se, e somente se y —x € R} , .

Definiciio 3.1 Dizemos que um ponto & € R" é Pareto Otimo para o Problema 3-1 quando

ndo existe outro x € R" satisfazendo
F(x) = F(x), F(x) # F (%).

Nosso estudo se baseard em encontrar os pontos Pareto Otimo para o problema
multi-objetivo 3-1 especificado acima. Como a aplicag¢do F toma valores em R™ ela pode

ser escrita como F(x) = (fi(x),..., fm(x)), e denotamos entdo o Jacobiano da F como
Jr(x)' = (Vfi(x),...,Vn(x)), xeR"

Definimos também o conjunto imagem do Jacobiano da aplicacdo F em x dado pelo

conjunto

Im(Jp(x)) = {Jp(x)V' = ((VA1(x), ), e, (Vu(x),v)) v ER"}.

Analisando a igualdade acima, percebemos que uma das condi¢des para que um ponto

% € R” seja Pareto Otimo é que ele satisfaca para x € R” a seguinte condi¢io
Im(Jp(x)) N (-RY,) =0.

Essa condi¢do garante que ndo existird nenhuma direc¢do de descida para todas as fungdes
que compdem a funcdo vetorial, ou seja, eu nunca consigo decrescer simultaneamente

todas as funcdes coordenadas por uma mesma direcdo v.

Observacoes 3.1 A condicdo acima em geral ndo é suficiente para que um ponto seja
Pareto Otimo, essa condicdo é somente necessdria para que o seja. Um ponto X que

satisfaca a condi¢do acima é chamado Pareto Critico.

Por outro lado, diremos que um ponto X ndo é Pareto Critico quanto existe uma dire¢ao

v € R" satisfazendo
JF()?)VZ € (—RT__J .

Pela condigdo acima combinada com a definicdo de (—R’ ) temos imediatamente a
seguinte desigualdade
Jr ()Z)vt < 0.

Dizemos que o vetor v € R" que satisfaz a condicdo anterior € uma dire¢do de descida

para a aplicacdo F' em .
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3.3 Método de Descida para Problemas Multi-Objetivo

Nesta secao apresentaremos alguns resultados relevantes que irdo nos auxiliar na
prova do teorema principal e o Método de Descida Multi Objetivo que serd utilizado para
resolver o Problema 3-1.

Tomando ¥ € R” iremos considerar agora o seguinte problema de otimizacio
irrestrito

IvlI?

min {max(V Fi(®),v) + —} . (3-2)

veRr | iel 2

Lema 3.2 O Problema de otimizacdo 3-2 tem somente uma solucdo. Além disso, o vetor

v € a solug¢do do problema 3-2 se, e somente se, existem o; > 0,i € I(X,v), tal que

v=—Y oVfi(x), e Y o=1I,

i€l(x,v) i€l(x,v)

onde definimos o conjunto 1(X,v) da seguinte maneira

I(x,v) = {i €1[{Vfi(X),v) = max(Vfi(%),v)}.

Prova. Iremos estudar o problema de minimizar a funcio y : R” — R onde ela é dada da

seguinte forma

W) = max(V(9).v) + 1
icl ’ 2

Podemos notar que a funcdo y € a soma de uma fungdo convexa com uma fungdo
fortemente convexa, o que implica que Y € fortemente convexa e dai pelo Teorema 1.35
o problema 3-2 possui uma unica solugdo.

Agora como Yy € convexa pelo Teorema 1.37 obtemos que v € solucdo do

problema 3-2 se, e somente se

2
0ed (max(Vfi(X), S+ M) (v),
iel 2
ou equivalentemente,
—v € d(max{Vfi(x),.)(v).

Portanto a segunda condi¢do segue da férmula para o subdiferencial do méaximo de

funcdes lineares dada pela Proposicdo 1.38, concluindo assim nossa demonstracdao.  [J
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Lema 3.3 Tomemos x € R". Se x ndo é Pareto Otimo e v é uma solucdo do Problema 3-2,
entdo || ||2
v
max(V fi(x), — <0,
nax(V fi(x),v) + 1

em particular v é uma direcdo de descida para F em x.

Prova. Seja x € R™. Sabemos por hipétese que x nio é Pareto-Otimo, entdo existe v € R”
tal que
JF (x)\7 < 0.

A desigualdade acima implica em particular que
B = max(Vfi(x),v) <0.
1S

Mas como por hipétese v € uma solu¢do para o Problema 3-2 podemos tomar v como

= __Bg
13/

e obtemos dessa forma a seguinte desigualdade

sendo

<l

2 =112
% v
max(V£,().) + L < maviey (9 2).5) + L 63)
Combinando o segundo membro da desigualdade acima com a defini¢do de J obtemos a

desigualdade desejada do lema. 0

Definicao 3.4 A funcdo direcdo de descida para F é definida como

2
S

Algoritmo 2 (Método de Descida para problemas Multi-Objetivo )

INICIALIZAGCAO. Tome B € (0,1) e x* € R™. E faca k = 0.
CRITERIO DE PARADA. Se x* é um Pareto Critico, entdo Pare. Caso contrario.
PASSO ITERATIVO. Computar a direcdo de descida para F em x*, isto é, analisar a

viabilidade de resolver um segundo problema que é o de encontrar
V= (b, (3-4)

e em seguida o comprimento de passo ty =21%) € (0,1] onde j(k) é definido da seguinte
forma
j(k) = min { JEN @ F(ék+270v%) < F(x) + BZ_ij(xk)vk} , (3-5)
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logo o préximo passo Xt é dado por
K = Xk ok, (3-6)
e VOLTE para CRITERIO DE PARADA.

Proposicao 3.5 A sequéncia gerada pelo Algoritmo 2 com a busca de Armijo estd bem
definida.

k

Prova. Suponha que x* ndo seja um ponto Pareto Critico. Pela Definicdo 3.4 e pelo

Lema 3.3 existe v* € R” tal que
Jr <xk) v <o0.

Como F é por hipétese continuamente diferencidvel e § € (0, 1), obtemos que

F (xXF+0vk) — F (xF
tim T4 )-F) BJr (xk> 3
t—0t t
e pelo Teorema 1.12 existe uma vizinhanga (0, d) satisfazendo a seguinte desigualdade

F (xk +tvk> ~<F (xk> + Bt (x") v 1e(0,9).

Como lim; .27/ = 0, basta tomar ¢ dessa forma para concluir que a sequéncia gerada

pelo Algoritmo 2 com busca de Armijo esta bem definido. 0

3.4 Analise Parcial de Convergéncia

Provaremos nesta secdo resultados importantes que dizem respeito a pro-
priedades da funcdo direcdo de descida para F e além disso mostraremos alguns resul-

tados parciais de convergéncia da sequéncia gerada pelo Algoritmo 2.
Lema 3.6 A funcdo direcdo de descida para F, dada na Defini¢do 3.4 é continua.

Observacoes 3.2 Este resultado é de fundamental importancia, por que ele garante que
podemos trabalhar com uma sequencia de fungéoes de direcoes de descida sem que haja

problema, justamente pela continuidade desta funcdo.

Prova. Seja a sequéncia {x*} C R" gerada pelo Algoritmo 2 convergindo a %. Definindo
vk := v(x*) e combinando a definigio 3.4 e o Lema 3.3 obtemos a seguinte desigualdade
V)12

5 < —maxicp(V f;(x*) Vb, (3-7)
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Desenvolvendo o lado direito da desigualdade acima e utilizando a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz obtemos
IV < 2maxier |V fi) .

Como F é uma aplicacdo continuamente diferencidvel e {x*} é convergente, entio a
desigualdade acima implica que a sequéncia {v*} é limitada.
Seja ¥ um ponto de acumulagdo da sequéncia {v}. Pela Defini¢do 3.4 e do

Lema 3.2 temos que existem o;f > 0 e i € I(x,1¥) tal que

V== Y ofVAE), e Y of=1, k=12, (3-8)

i€l (xk k) i€l (xk k)

onde I (x*,v¥) = {i € Ilmaxje/(V f;(x*),v*) = (Vf;(x*),vk) } . Usando as constantes acima
e indices associados, defina a sequéncia of como sendo

ok = <Oc1k,...,0cmk> , onde of=0 se icl\I <xk,vk> .

Seja ||.||1 @ norma da soma em R”. Visto que Yicr(xk b ¥ = 1 para todo k o que implica
que a sequéncia {Ock} ¢ limitada. Seja 0 um ponto de acumulacio da sequéncia {Otk} e

{vh}, {x*} subsequéncias de {1} e {x*} respectivamente, tal que

lim V% =7, lim o

§—>00 S§—00

Como o conjunto de indices I é finito, obtemos que I(x*s, V) C I para todo s. E podemos

assumir sem perda de generalidade que
1Ry =1k Ry = =T (3-9)
Assim pela igualdade anterior e do Lema 3.2 podemos concluir que

v = — Z oV () com Z a =1.

i€l (xks wks) i€l (xks vks)

Agora fazendo s tender ao infinito na igualdade anterior obtemos que

ﬁ:—Z()_Cini()f), € Z()_(i: 1. (3-10)

iel iel

Por outro lado, combinando a defini¢io de I(x*s, V%) e a continuidade de VF obtemos que

r?éllx(Vﬁ(f),ﬂ = (Vfi(x),v), i€l
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Portanto, pela defini¢do de I(x,7) temos que I C I(x,7). Além disso, combinando nova-
mente a Defini¢do 3.4, o Lema 3.2 e 3-10 concluimos que v = v(%), e o resultado desejado

esta provado. [

Teorema 3.7 As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras

i. A sequéncia {F (xk)} ¢ estritamente decrescente, ou seja, sempre podemos encontrar
uma direcdo de descida que decresca simultaneamente todas as funcdes coorde-

nadas da fungdo vetorial F;
ii. Cada ponto de acumulacdo da sequéncia é um ponto Pareto Critico.

Prova. Provaremos o item 1 do teorema.
Seja {x*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2. Suponha que x* nio seja Pareto

k+1

Critico, e dai obtemos pelo passo iterativo x*" ' no método a seguinte desigualdade

F (xk“) <F <xk> Y B2 (xk> K k=0,1,2,...

Portanto o item (i) segue da utilizacdo da Defini¢do 3.4, do Lema 3.3 na desigualdade
anterior. Demonstraremos agora o item (ii) do teorema.

Seja ¥ um ponto de acumulagdo da sequéncia {x*} e {x*} uma subsequéncia
convergindo a X e como F é continua obtemos que

lim F(x) = F(%).

Como pelo item (i) a sequéncia {F (x*)} é decrescente e observando que F (&) é um ponto
de acumulagio da sequéncia {F(x*)} podemos concluir que a sequéncia toda {F(x*)}
converge a F(X).

Além disso, podemos notar pela definicéo de #; no Algoritmo 2 que {#} C (0, 1],
e isto implica que a sequéncia {f;} € limitada. Seja entdo 7 € (0,1] um ponto de
acumulacdo da sequéncia {#; } e uma subsequéncia {#, } convergindo a 7.

Por (i) e pela defini¢do de #; no Algoritmo 2 obtemos a seguinte desigualdade
F(XXY — F(xb) < Bredp (F)-.

Como F é continuamente diferencidvel, B € (0, 1), {x¥} converge a ¥ e {# } converge a 7

podemos tomar limite sob a subsequéncia na desigualdade anterior obtendo que
tJr (X)V =0.

Podemos notar que existem dois casos para serem analisados, quandoz > 0e 7 = 0.
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(Primeiro Caso) Estudaremos primeiro o caso quando 7 > 0, e isso implica que
JF (.f)\j = 07
e utilizando a igualdade anterior podemos concluir em particular que

max(Vf;(x),v) = 0.

icl
Por outro lado, agora utilizando o Lema 3.3 e a Defini¢do 3.4 obtemos que

v

maxier(V (), 5y +

<0.
2

Tendendo s ao infinito na desigualdade anterior e combinando novamente o Lema 3.3, a

Definicdo 3.4, a continuidade de F e V f; obtemos finalmente que
v=v(x) =0,

e concluimos portanto que X € um ponto Pareto Critico.
(Segundo Caso) Agora finalmente estudaremos o caso quando 7 = 0.

k

Primeiramente como x* ndo € Pareto Critico utilizando a Definicdo 3.4, o

Lema 3.3 e fazendo s tender ao infinito nés obtemos a seguinte desigualdade
max(V fi(%),v) <O0.
il
Como limg_,.#, = 0 temos que para qualquer ¢ € N fixo ird existir so tal que j(ky) > ¢
para todo ks > k. Assim pela defini¢ao de #;, no Algoritmo 2 existe algum iy € I obtemos

que
Fig (5 +2705) > i (d5) + B2 UV fi(x, v,

Utilizando agora a continuidade da fung@o F e de V f; e fazendo s tender ao infinito na

desigualdade acima obtemos

Jig(X+27N(%)) — fi (¥)
—4q

> BV fiy (%), v(X)).

Utilizando o fato de F ser continuamente diferencidvel, e que P > 0, fazendo ¢ ir ao

infinito na desigualdade anterior obtemos que

(Vfiy(%),v(x)) = 0,
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e combinando a desigualdade anterior com a primeira desigualdade chegamos a

max(Vfi(x),v) = 0.

icl

Concluimos assim de modo andlogo ao caso anterior que X € um ponto Pareto Critico. [J

3.5 Analise Total da Convergéncia

Nesta se¢do faremos o estudo das propriedades de convergéncia da sequéncia
gerada pelo Algoritmo 2 acrescentando a hipétese de quase-convexidade sobre fungdo

vetorial F.

Definicdo 3.8 Seja F : R" — R" dada por F(x) = (fi(x),..., fm(x)). Temos que F é dita

convexa em R", se cada fun¢do coordenada f; é convexa em R" para todo i € I.

Definicdo 3.9 Seja F : R" — R" dada por F(x) = (fi(x),..., fm(x)). Dizemos que F ¢é
quase-convexa em R" se cada fungdo coordenada f; é quase-convexa em R" para todo
iel

Observacao 3.3 No caso em que F é convexa diferencidvel implica que para todo

x,y € R" obtemos que
Jr(x)(y —x) X F(y) = F(y).

Proposicao 3.4 Seja F : R" — R" uma fungdo vetorial quase convexa diferencidvel.

Entdo para todo x,y € R" tal que F(x) < F(y) obtemos que

Jr(y)(x—y) 2 0.

Prova. Combinando o Lema 1.41 juntamente com a definicao de quase convexidade dada

anteriormente obtemos o resultado desejado. 0

Definicdo 3.10 Dizemos que um ponto ¥ € R" é um ponto Pareto Otimo fraco se ndo
existe x € R" satisfazendo
F(x) < F(X).

Isto significa que ndo existird x € R" tal que fi(x) < fi(X) para todo i € I.

Proposicao 3.11 Seja F : R" — R™ uma fungdo convexa continuamente diferencidvel.

Entdo, x € R" é um Pareto Critico de F, isto é,

Im(JF (x)) (V(—R%+) =0,
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se, e somente se é um ponto Pareto Otimo Fraco para F.

Prova. (=) Seja X um ponto Pareto Critico para o problema 3-1. Suponha por absurdo
que X ndo seja Pareto Fraco para a fun¢do F. Como X ndo é Pareto Fraco entdo existe
x € R" tal que

F(x) <X F(X).

Como F é continuamente diferenciavel e convexa, utilizando o fato de X ndo ser Pareto

Fraco concluimos que

o que contradiz o fato de x ser Pareto Critico para F', e a primeira parte esta concluida.
(<) Seja x um ponto Pareto Otimo Fraco para a fungio F. Suponha por absurdo

que X ndo seja Pareto Critico para F. Entdo obtemos que

Im(JF(x)) ((—RY,) #0,

ou seja, existe uma direcdo v € R" de descida para F em Xx. Pela hipétese de diferenciabil-

idade de F em X temos que

o FE+) —F ()

t—07t t

=Jr (f)v <0,
o que implica pelo Teorema 1.12 que existe uma vizinhanga (0,d) e 8 > 0 tal que
F(x+1tv) < F(X)+tJp(X)v, t€(0,9).

Como v é uma direcdo de descida para F em X e ¢ € (0,9), contradizendo o fato de & ser

um ponto Pareto Otimo Fraco para F, o que conclui a demonstracio. 0

Defina agora o conjunto U da seguinte forma

U={xeR"F(x)<F(x"), Vk}. (3-11)

Observacao 3.5 O conjunto U nos auxiliard muito em nossa andlise e é importante
ressaltar que ele pode ser vazio. Por isso é necessdrio acrescentar alguma hipotese sobre
a sequéncia {xk } para que ele seja ndo vazio. Para garantir que U seja ndo vazio basta
supor que a sequéncia {x*} possui ao menos um ponto de acumulacdo X ou supor que o

problema 3-1 possua ao menos uma solugdo.
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Lema 3.12 Sejam F continuamente diferencidvel e quase convexa e a sequencia {x*} C

R" gerada pelo Algoritmo 2. Suponha que U # 0. Entdo para todo X € U obtemos que
T =22 < [ =l V)

Prova. Utilizando a Lei dos cossenos e os Passos Iterativos definidos no Algoritmo 2

obtemos a seguinte desigualdade
=52 = [ = EP 8P 20 - 2.

Como F ¢ diferencidvel e quase convexa, combinando o Lema 3.2 e a Definicdao 3.4

obtemos a seguinte desigualdade
<Vf,~(xk),f—xk> <0.

Utilizando agora a desigualdade anterior na primeira igualdade chegamos facilmente na

igualdade desejada do Lema.
O

Proposicao 3.13 Sejam F quase-convexa e U definido em 3-11 ndo vazio. Entdo a

sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 2 é quase Féjer convergente a U.

Prova. Definiremos primeiramente a fun¢do auxiliar ¢ : R” — R dada por

o(y) = malx<y, e;) onde I={l,..m},
IS

e cada e; pertence a base candnica do espaco euclidiano R™.

Podemos observar que a defini¢do da ¢ implica que
i o(x+y) <o(x)+o().
iil. o(rx)=rp(x) onde x,yeR"™ e teR
Pela definicdo de 7 e x* no Algoritmo 2 obtemos que
F(XD) < FOM) 4+ Brdp (KWK, k=1,2, ...

Utilizando as propriedades da fung@o ¢ obtemos que

O(F (1)) < @(F () +Bao(Jp (V).
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Agora combinando a Defini¢do 3.4 e o Lema 3.3 com a desigualdade anterior obtemos

facilmente que
[o(F (x)) —@(F(x**1))]
B )

pois pelo Algoritmo 2 # € (0,1). Assim aplicando a soma telescépica na desigualdade

m V)P < 2.

anterior e utilizando novamente a defini¢do de ¢ obtemos que

2

B[(P(F(XO)) —Q(F (X)),

n
241,,k12
Z noe <
k=0
pois X € U. Portanto, concluimos que quando n tende ao infinito a série anterior converge,

provando assim que a sequéncia {x*} é quase Féjer convergente. O

Teorema 3.14 Sejam F quase-convexa e U ndo vazio. Entdo a sequéncia {xk } converge

a um ponto Pareto Critico para o problema 3-1.

Prova. Pela Proposigio 3.13 a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 2 é quase-Féjet
convergente a U. E pelo item (i) do Teorema 1.23 sabemos que a sequéncia é limitada, o
que nos garante a existéncia de pelo menos um ponto de acumulacdo.
Sejam ¥ um ponto de acumulacio da sequéncia {x*} e {x*} uma subsequéncia

convergindo a X. Como a fun¢do F é continua obtemos que

lim F(x*) = F().

§—>00
Como pelo item i a sequéncia é decrescente e observando que F(¥) é um ponto de
acumulacio da sequéncia {F(x*)} podemos concluir que a sequéncia toda {F(x*)}

converge a F(x). Isto implica que para todo k tem-se
F(x) 2 F(x),

ou seja, X € U e entdo pelo item (ii) do Teorema 1.23 toda sequéncia converge a X e este

€ Pareto Critico para F. 0J

Corolario 3.15 Se F ¢é convexa e U definido como em 3-11, entdo a sequéncia {x*}

converge para um ponto Pareto Otimo Fraco.

Prova. Como por hipétese F € convexa temos que ela é quase-convexa. Portanto pelo
Teorema 3.14 a sequéncia {x*} converge a um ponto critico e utilizando a Proposi¢do 3.13

concluimos que a sequéncia {x*} converge a um ponto Pareto Otimo Fraco. 0



CAPiTULO 4

Consideracoes Finais

Neste trabalho mostramos de maneira detalhada o estudo de dois problemas
de otimizacdo quase-convexa, onde em ambos utilizamos a Busca inexata de Armijo.
Utilizamos dois métodos para resolver os problemas: o Método do Gradiente Projetado e
0 Método de Descida para Problemas Multi-Objetivo.

No Capitulo 3, estudamos o primeiro, isto €, como resolver o problema de
otimizacdo quase convexa cuja fun¢do objetivo f € real de n varidveis e usamos o Método
do Gradiente Projetado para resolver o problema.

Era sabido por [4] que no caso em que f € convexa obtemos que a sequéncia
converge a alguma solucdo do problema. Provamos no Capitulo 3 que assumindo a
quase-convexidade da funcdo f ou a sequéncia converge a um ponto estaciondrio ou
diverge e, além disso se assumirmos que o conjunto 7" seja ndo vazio, entdo a sequéncia
gerada pelo Método ird convergir a um ponto estaciondrio e se adicionarmos a hipétese de
pseudo-convexidade sobre f a sequéncia converge para uma solu¢do do nosso problema.

No Capitulo anterior estudamos um problema de otimizagdo multi-objetivo
também quase-convexo porém a funcdo objetivo agora € vetorial e o Método utilizado
foi o de Descida Multi-objetivo. O estudo se baseia na procura dos pontos Pareto Otimo
para o problema multi-objetivo.

Demonstramos nesta parte que se existe um ponto de acumulacido da sequéncia
gerada pelo Método, este € um ponto Pareto Critico. Além disso, sob hipdteses de
quase-convexidade sobre a funcdo F e sobre U definido no capitulo a sequéncia converge

a um ponto Pareto Critico que necessariamente € também ponto Pareto Fraco.
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