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Abstract: Intuitionistic logical constants are characterized by means of
BHK clauses. The “K” is a reference to Kolmogorov who in 1925 had made
a proposal for defining intuitionistic logic and which was later extended
with the inclusion of ex falso quodlibet principle. In 1932 [Kol32] this
principle is present and the author gives a semantics alternative to the
one presented by Heyting in 1930. Kolmogorov uses the concept of
problem. Here we are proposing a partial analysis of this semantics of
problems. We want to show that this semantics involves a logic of
actions. We finish by pointing what seems to us to be an open problem in
this semantics.
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Resumo: As constantes ldgicas intuicionistas sdo caracterizadas por meio
de cldusulas BHK. O “K” do nome é referéncia a Kolmogorov que havia
em 1925 oferecido uma proposta para definir a ldgica intuicionista que
mais tarde foi estendida para incluir o principio de ex falso quodlibet. Em
1932 [Kol32] este principio esta presente e o autor apresenta uma
semantica alternativa aquela proposta por Heyting em 1930, usando o
conceito de problema. Neste artigo faremos uma andlise parcial da
semantica de problemas de Kolmogorov. Procuraremos mostrar que ela
envolve uma ldgica de agcBGes mais proxima da pratica matematica.
Finalizaremos apontando aquilo que nos parece ser um problema em
aberto para esta semantica.

Palavras-chave: teoria de problemas; intuicionismo; logica de agdes;
pratica matemadtica.
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1) Introdugdo

O acronimo BHK nomeia o conjunto de cldusulas que descrevem a
interpretacdo intuicionista das constantes légicas como apresentadas em [Hey56].
Ele corresponde as iniciais de Brouwer, Heyting e Kolmogorov, personagens aos
quais deveriamos historicamente as formulagdes da semantica intuicionista para as
constantes légicas.

Dentre os trés, Kolmogorov [Kol32] no ano de 1932 prop6s uma
interpretacdo da légica intuicionista baseada no conceito de problema. Ele diz (ibid.
pag. 328):

Em adicéo a ldgica tedrica, a qual sistematiza os esquemas de prova das

verdades tedricas, podemos sistematizar os esquemas de solucdo de
problemas, por exemplo, os problemas de construgdo geométrica.

Sera mostrado que a l6gica intuicionista deve ser substituida pelo calculo
de problemas, pois seus objetos séo em realidade os problemas, ndo as
proposi¢des pertinentes a uma teoria.

O conceito de problema aparece em [Kol32] como conceito fundamental
para a légica intuicionista pela possibilidade de sistematizacdo dos esquemas de
solucdo de problemas tomando como modelo a sistematizacdo de esquemas para os
problemas de construcdao geométrica. A seguir examinaremos a interpretacao
construtiva de Kolmogorov em termos de problemas e mostraremos que ela baseia-

se em uma espécie de “logica das acdes”.

2) Pratica Matematica e Solucdo de Problemas

Para Kolmogorov, a pratica matematica consiste em formular problemas e

buscar solugdes. Por outro lado, sabemos, o complexo processo de producdo do

! para maiores detalhes ver [Att08].
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conhecimento matematico é finalizado por uma exposicdo onde enuncia-se (publica-
se) um teorema, tal que, idealmente, todo enunciado de um teorema deve vir
seguido de uma prova.’

Seguindo a Corcoran ([Cor89], pag. 292), uma proposicdo da qual nado
sabemos o que é o caso, se ela é verdadeira ou se ela é falsa, constitui uma
hipétese3 e nos apresenta um problema, o problema de determinar qual é o caso. A
solucdo da hipdtese viria ou de mostrar que ela é verdadeira, apresentando uma
prova, ou de mostrar que ela é falsa, apresentando uma refutacdo da proposic;éo.4
Se nenhum dos dois resultados for alcangado, ndo se pode falar em solugao.

Por principio consideramos que é impossivel resolver positivamente os
problemas de demonstrar e de refutar uma proposi¢dao. E quando nenhuma das
duas acbes é efetuada, a proposicdo permanece como hipdtese. Também, por
principio, a solucdo positiva de um dos dois é interpretada como a solucdo negativa
do outro.

Estabelecamos alguma terminologia antes de prosseguir. Quando resolvemos
um problema (como o de encontrar a demonstracdo de uma proposicdo que antes
era uma hipétese) diremos que o problema é positivamente solucionavel. Por outro
lado, as vezes, mostraremos que nao ha como resolver o problema. Neste caso, diz-
se que o problema é insoltivel ou negativamente solucionavel. Por fim, o conjunto
de problemas positivamente e negativamente solucionaveis constitui idealmente o

conjunto dos problemas soldveis.’

’ A este respeito, a concepgao intuicionista é algo distinta, embora os conceitos envolvidos sejam os
mesmos. A nosso ver, essa interpretacdo comete um erro ao confundir justificacdo e enunciagao.
Para os intuicionistas a asser¢cdo matematica é feita a partir de uma constata¢do empirica, a de que
uma construcdo probatéria foi produzida.

? Este uso do termo “hipotese” ndo corresponde a semantica contemporanea usual do termo.

* Corcoran assume gue as proposicdes sdo bivalentes, o que obviamente ndo é o caso da posicao
intuicionista.

> Desse modo, o principio de bivaléncia para as proposi¢Ges equivale a dizer que toda hipdtese é
solucionavel. Van Dalen ([Dal04]) faz uma observagdo que vai no mesmo sentido, pag. 9, nota 6.
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De modo geral, uma proposicdo qualquer permanecerd problematica (para
alguém) apenas enquanto permanecer como hipdtese (para esse alguém). A solugcao
de um problema é sempre relativa a um agente epistémico, embora em casos
especificos a referéncia a esse agente seja suprimida, como no caso da validez
matematica®. Os problemas que envolvem provar e refutar sio apenas espécie
particular de problemas.

Como vimos, Kolmogorov faz referéncia explicita aos problemas de
construcao geométrica. Contudo, em sua maioria, os enunciados das propositiones
da Geometria de Euclides sdao teoremas e ndao a expressao de problemas. Elas sdo
afirmacdes seguidas de prova. As provas terminam com a expressdo: “como era
para ser demonstrado”. Exemplo tipico é o teorema de Pitagoras. Assim, uma
propositio geométrica p tipificadvel pela expressdo “como era para ser demonstrado”
estard a priori correlacionada a dois problemas distintos: o de demonstrar a
proposi¢do p e o de refutar a proposigao p.

Naturalmente, as propositiones da Geometria de Euclides serdao
problematicas apenas de modo relativo ao leitor e por um breve espaco de tempo.
Durante o tempo que decorre entre a compreensdo da propositio geométrica e a
compreensao da prova ou da construcdo que era demandada.

Todavia, para entender qual tese queria defender Kolmogorov com respeito
a matematica e seus problemas, sao as trés primeiras propositiones da Geometria de
Euclides que devem ser levadas em conta. Elas tém um carater especial,
heterogéneo as demais, pois, ao invés de uma prova, requerem gque uma construcao
seja efetuada. As trés sdo instancias de um mesmo tipo de problema. O problema de
providenciar um procedimento (série de acles) cujo resultado é um objeto
geométrico de determinadas propriedades: (I) construir um tridngulo equilatero a

partir de um dado segmento de reta; (Il) “mover”/replicar um segmento de reta

6 . . ..
Por causa do seu carater intersubjetivo.
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(seu ponto inicial) sobre um ponto dado; (1) diminuir de um segmento de reta dado
o comprimento de outro segmento de reta (menor).

A exposicdo relativa a cada uma das propositiones geométricas |, Il e Ill
termina com a expressdo: “como era para ser feito”. A expressdo coroa a
apresentacdo de uma solucdo relativa ao problema formulado. Estas formulacdes
pedem que uma determinada a¢ao e um determinado resultado sejam realizados.

As trés construcGes envolvidas nas primeiras propositiones constituem
esquemas que sao empregados em outras construgdes envolvidas nas propositiones
subsequientes. Assim a sistematizacdao de esquemas de solugao para problemas da
qual falava Kolmogorov aplica-se com justeza as trés primeiras propositiones, elas
serdo usadas adiante na Geometria de Euclides para a resolucdo de outros
problemas.’

Pelo menos, sob esta interpretacdo, compreende-se melhor porque
Kolmogorov propde a substituicio do conceito problema no lugar do conceito
proposicdo. Embora toda prova de um teorema possa ser visualizada como solucao
a um problema, é importante observar que o conceito contemporéaneo de prova —
de um discurso assertivo encadeado — ndao é imediatamente aplicavel a todas as
propositiones, em especial aos trés casos citados. Mas o conceito de problema é
aplicavel a todas, seja de forma primitiva, seja de forma derivada.

Somente aquelas propositiones geométricas cuja exposicao termina pela
expressao “como era para ser demonstrado” serdo consideradas propriamente
proposi¢cdes segundo a acepcao légico-filoséfica contemporanea do termo. Sé estas
propositiones  geométricas sdo teoremas no sentido de assercdes
verdadeiras/provadas, tal que o conteido da assercdo é uma proposicdo. As
propositiones geométricas cujo fecho é dado pela expressdo “como era para ser

feito” ndo sdo verdadeiramente proposicdes. De fato, a expressdo “construir um

7 ; . . N iy ~ . oy

Também aplica-se com justeza as propositiones que sdo para demonstrar, pois as propositiones
posteriores sdo provadas com apoio das propositiones (teoremas) anteriores. Nesse caso, o fato de
podermos sistematizar esquemas é uma caracteristica dos sistemas axiomaticos.
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triangulo equilatero a partir de um segmento de reta dado” ndo pode sozinha ser
objeto do ato linglistico de assergao.

Kolmogorov era ciente da correlacdo das proposicdes matemdticas com o
conceito de problema via acdo de demonstrar. Mas ao propor um calculo de
problemas, ele simplesmente parece ter em mente outra coisa. O autor ([Kol32],
pag. 329) oferece quatro exemplos de problemas matemadticos, dentre os quais o
seguinte: (3) desenhar um circulo que passe através de trés pontos dados (x,y,z). A
semelhanca de formulacdo deste exemplo com as trés primeiras propositiones é
notavel. Vale ressaltar, o autor ndo se propde a oferecer uma elucida¢dao da nogao
de problema (ibid. pag. 329), ele considera os exemplos dados como suficientes para

caracterizar o emprego do termo. Este é seu ponto de partida.

3) Porque Usar a No¢ao de Problema com o Intuicionismo?

Desde o ponto de vista de Kolmogorov, a ldgica intuicionista corresponderia
formalmente a um célculo de problemas e deveria ser substituida por este célculo,
no qual os objetos basicos ndo sdo as proposicdes (de uma teoria), mas os
problemas. A razao para esta substituicdo é consubstancial a tentativa de desfazer
uma dificuldade presente na andlise que o intuicionismo havia direcionado a
negacdo de uma proposicao universal®. Como toda proposicdo que tenha algum
conteudo deveria fazer referéncia a um estado de coisas acessivel a nossa
experiéncia, a negacao de uma proposicao universal a, para o caso de um dominio
infinito, ndo poderia significar meramente que a proposicdo é falsa, diz Kolmogorov,
mas deveria significar o mesmo que (ibid. pag. 332):

.. uma proposicdo existencial: “Existe uma cadeia de inferéncias Idgicas
que, sob a assumgdo da corregdo de a, leva a uma contradicdo”.

® Em todo caso, a anlise que Weyl ([Wey21]) apresenta como sendo intuicionista.
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Antes de prosseguir, consideremos brevemente um problema bastante
discutido na literatura mais recente e intimamente ligado a citagado dada.’
Aparentemente, a conclusdo a que deveriamos chegar a partir das duas ultimas
observagdes é a de que ao provar a negacao de uma afirmacdo universal mostramos
“uma cadeia de inferéncias légicas que, sob a assumc¢ao da corre¢ao de a, leva a
uma contradi¢do”, segundo Kolmogorov. Este ponto é notavel, pois a conclusdo que
se impde aqui é a de que, do ponto de vista do nosso autor, na prova da negacado de
uma proposi¢ao universal, aquilo que deve ser exibido sdao os passos inferenciais que
levam da assumc¢do a conclusdo (contraditdria). Mas, se o que deve ser mostrado é
uma construcdo, nesse caso a construcdo requerida envolve uma cadeia de
inferéncias partindo da suposicao da correcao de a.’

Retornando a exposicao do distinguido logico, ele observa que, segundo a
critica brouweriana, uma proposi¢ao existencial ndo pode ser asserida sem dar uma
construcdo correspondente. Todavia, uma proposicdo existencial ndo pode
simplesmente ser assimilada a afirmacdao de que nés encontramos um elemento
com as propriedades requeridas dentro do dominio. De outro modo a proposicao
seria falsa antes de que a construcao fosse realizada e passaria a verdadeira depois
de realizada.

A observacdo é relevante, ja que segundo a interpretacdo intuicionista acerca
das asser¢des uma assercao é o mesmo que afirmar que uma certa construcao foi
efetuada®. A afirmac3o existencial seria simplesmente falsa em um tempo no qual
ainda ndo tenha sido exibido o elemento (ja que é verdade que eu nao efetuei a

construcao ...) mas passaria a ser verdadeira depois de exibir o elemento (ou divisar

® Ver [Att08].

1% Exibir um elemento « para o qual ~P(a) nos permitira inferir uma contradi¢cdo da forma P(a)A~P(«)
tal que que o primeiro componente da conjuncdo é inferido a partir da suposicdo xP(x). Por seu
turno, sé podemos provar ~P() se inferimos uma contradigdo a partir da suposi¢do P(a).

" Lembramos que o significado intuicionista da asser¢do de uma proposicdo p é, como diz Heyting
([Hey56], pag. 8): “eu efetuei a construgdo mental indicada por ...”.
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um procedimento para encontrar um).12 Mas entao, as proposi¢cdes existenciais
teriam um estatuto bem particular (e curioso, j3 que a nog¢do intuicionista de
assercdo funciona de outro modo para elas), teriam um conteudo que
supostamente ndo mudaria ao longo do tempo e que sé poderia ser afirmado em
condicBes especiais.™

A solugdo proposta pelo nosso autor toma por base a no¢ao de problema.
Segundo o autor, por trds da proposicdo existencial divisamos um problema: o de
encontrar na totalidade infinita um elemento com as propriedades requeridas.
Tenha ou ndo sido solucionado, o problema teria um significado determinado e
independente da existéncia ou ndo de uma solucdo, independente do nosso
conhecimento. Se ele for resolvido, obteriamos uma asserc¢do intuicionista, ou seja,
poderiamos afirmar o fato (empirico) de que uma solucdo foi encontrada. Deste
modo, uma proposicdao existencial sera analisada em dois componentes: um
elemento objetivo — o problema —, e um elemento subjetivo™ — a solu¢do. Assim,
para Kolmogorov, a asser¢ao intuicionista equivaleria a afirmar que a solu¢ao de um
problema foi encontrada. A elucidacdo proposta consiste, pois, em separar dois

elementos distintos: o objetivo, significado (problema) por um lado, e o subjetivo, a

© Heyting ([Hey56], pags. 18 e 19) introduz uma distingdo bem curiosa aqui. Para ele uma negagao
matemdtica ndo é o mesmo que negar que uma construgdo foi efetuada. E, ao contrario, a afirmacéo
de que “eu efetuei na minha mente a construgao B, a qual deduz uma contradicdo a partir da
suposicdo de que a construgdo A tenha sido realizada”. Embora isso seja um meio de evitar a critica
que esta apontando Kolmogorov, a compreensdo que o intuicionista tem do conceito de assercdo é
criticavel. O ato realizado em um ato de mentir ja ndo pode mais ser um ato de asserc¢do, desde essa
perspectiva. E isso é contrario a semantica usual do termo. Neste sentido, o uso do termo
“julgamento”, embora eivado de nuances herdadas da histéria da filosofia, apresenta-se como
alternativa.

> As proposicGes matemadticas tém sido historicamente consideradas como o protétipo das
proposi¢cdes cujo valor de verdade ndo varia no tempo, ou, pelo menos, na visao intuicionista, que no
maximo poderiam passar de indeterminadas a determinadas, mas nunca de falsas a verdadeiras. O
problema estd, a nosso ver, em aliar o significado de uma proposicdo matemdtica com o fato
empirico de produzir uma prova. Neste sentido a solugdo que ird propor Kolmogorov é muito
interessante.

“ Sob esta perspectiva é claro que o fato empirico de encontrar uma solugdo é algo subjetivo,
efetuado por um sujeito e idiossincratico (pois bem pode ser um erro, um equivoco).
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assercdo enquanto fato empirico, afirmacado de haver encontrado uma solucao, por
outro.

Kolmogorov usa o par conceitual problema/solucdo como forma primordial
de compreensdo e descricdo da pratica matemdtica segundo o ponto de vista
intuicionista, mas também da questao relativa ao significado. Por isso, temos fortes
razoes para crer que ele da prioridade a expressdo “como era para se feito” sobre a
expressao “como era para ser demonstrado” em sua prototeoria de problemas. De
fato, ele afirma (ibid. pag. 333):

Assim segue-se que devemos considerar a solu¢éo de problemas como a

meta independente da matemética (em adicéo as provas das proposicdes
de uma teoria).

E preciso reconhecer que a tese contida na citacdo tem base empirica
consideravel, e até mesmo um matematico classico, indisposto a aceitar as
“mutilacGes” intuicionistas, teria dificuldades em rejeita-la. Em certo sentido, a
discussdo agora passa a girar em torno do que é que podemos aceitar como solugao

de um problema.

4) Calculo de Problemas

O calculo de problemas de Kolmogorov é introduzido primeiro definindo o

que s3o as férmulas e o seu significado (ibid. pag. 329):

Se a e b sdo dois problemas, entdo anb designa o problema “de resolver
ambos problemas a e b”, enquanto avb designa o problema “de resolver

ao menos um dos problemas a e b”

> Nossos destaques em negrito. A palavra “designa” é a traducdo empregada para o vocabulo
alemao “bezeichnet” e a palavra “resolver” é a tradugcdo empregada para o vocabulo alemao “l6sen”
do original. Na tradugdo inglesa os termos empregados sdo “designates” e “to solve”,
respectivamente.
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Duas observagdes. Primeira, as formulas, como ab, designam problemas16

como se |é. Segunda, a caracterizacdo propde uma definicdo indutiva na qual a
palavra “resolver” é um termo genérico que pode ser iterado nas descricdes e ele
indica uma acdo (relativa a problemas).

Ha algo que Kolmogorov ndo torna explicito, mas que podemos inferir das
consideragbes acima: existem problemas atomicos. Se adicionarmos o fato de que
ele havia apontado as construcbes geométricas como exemplo de problemas,
concluiremos que um problema atémico involucra uma ag¢do sob nossa hipdtese
interpretativa. A a¢do de construir um triangulo eqiiilatero de lado AB torna-se
assim o problema de construir um triangulo eqiiilitero de lado AB, como ja
apontamos.

A expressdo “o problema de” quando anteposta a uma expressdao que
designa uma acao, seja como instancia seja como género, torna clara a intencgao de
tomar a acdo nomeada como objetivo a ser realizado, torna clara a intencdo de que
se deseja uma solugdo com determinadas caracteristicas. Nenhuma das duas
expressdes em negrito no paragrafo anterior é uma proposi¢cdo. A primeira serve
como descricdao de um género de acdo e é transformada na descricdo de um género
de problema na segunda expressado. A solucdo do problema é um terceiro elemento.

A solucdo ao problema de construir um triangulo equilatero usando régua e
compasso envolve o ordenamento e arranjo de uma série de a¢des (um algoritmo):
desenhar um primeiro circulo; depois um segundo circulo; em seguida tracar o
segmento de reta do ponto de intersec¢ao dos circulos a extremidade do segmento
dado. Assim, ao menos no caso dos problemas geométricos, uma solugdo é um
procedimento. Mas é preciso mais ainda, é preciso garantir que o procedimento
produz um resultado que apresenta determinada(s) propriedade(s): que os lados do

triangulo sejam realmente idénticos, no caso em tela.

16 , .
Ver nota de rodapé anterior.
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Curiosamente, uma expressao que designa um problema também pode ser
transformada em uma expressdao que designa novamente uma agao se lhe
antepusermos a expressdo “resolver”: resolver o problema de construir
Naturalmente, a partir de certo ponto, a reiteragdo ndao acrescenta elementos
relevantes ao conteldo: o problema de resolver o problema de construir um
circulo de raio AB é o mesmo que o problema de construir um circulo de raio AB.

A expressao “o problema de” permite transformar expressées que designam
acles em férmulas do cdlculo de problemas. Se A e B sdao descri¢cdes de agdes, a [b]
serd a descricdo definida de um problema: “o problema de A [B]”. Para o caso
molecular, usa-se a expressdo “o problema de resolver”, ja que os componentes sao
agora problemas. Assim, aAb [avb] serd a descricdo definida de outro problema: “o
problema de resolver ambos problemas [pelo menos um dos problemas] a e b”.

Como outra face da moeda, prescrever “resolver o problema de ir (ar/er)”

"

vem a ser o mesmo que prescrever ir (ar/er)”. Assim, como anb é o
problema de resolver ambos os problemas a e b, a prescrigdao de resolver anb vem a
ser o mesmo que a prescri¢cdo de resolver ambos os problemas a e b.

Podemos, pois, enunciar a seguinte tese: o cdlculo de problemas de
Kolmogorov tem por esteio a descricdao de a¢des enquanto género, a medida que a
matematica para o nosso autor é o ambito em que as solu¢bes tém validez geral
(ibid. pag. 330). Entendemos que o fato de ter validez geral advém de considerar um
problema geral. A expressdo “construir um tridngulo de lado AB” serve para
descrever de modo genérico uma infinidade de acdes distintas. Uma solucdo a este
problema deve ser um procedimento capaz de ser aplicado a qualquer uma das
distintas ac¢Ges individuais que caem sob o conceito de acdo. Assim, no calculo de
problemas, toda férmula designaria um problema genérico, por se tratar de
matematica, a meng¢do de um problema sempre envolvera um verbo de a¢do no
infinitivo. A expressdo contendo o verbo no infinitivo (“construir ....”, por exemplo) é

a descricdo de um género de acdo, e indica algo a ser feito quando problematizado:
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o problema de construir ... Em um problema, uma a¢ao passa a ser o foco de uma
intengdo.

Sob a tese, a citacdo da introducdo leva a concluir que o autor teria aberto
um espaco relevante para considerar uma légica de a¢des (sob a forma de género)
como meio mais fundamental de exame e critica do conhecimento matematico.

Infelizmente, dizer que problemas matematicos e légicos sdao do tipo de
problemas que possuem a propriedade especial da validade geral de suas solugdes é
ainda pouco para caracterizar a matematica. Faltaria a proposta uma analise que
permita distinguir problemas matematicos de problemas ndao-matematicos. As
decisGes metodoldgicas (como a de recusar/aceitar o principio de terceiro excluido)
parecem depender de uma elucidacdo mais fina do género de ag¢des dos quais
tratamos no ambito da matematica; também, ndo é claro quando a descricdo de
uma ac¢ao pode ser usada para constituir a descricdo de um problema matematico.

Notamos ademais que ha certa ambiguidade no termo “solucdo”. Ele pode
ser usado para designar uma série de atividades visando um determinado fim, mas
também pode ser usada para designar somente este fim.!” Essa diferenca aparece
na formulacdo de dois problemas que Kolmogorov dd como exemplo (ibid. pag.
329): (1) encontrar quatro nimeros inteiros x, y, z € n para os quais valha a relacdo
x"+y"=z", para n>2; (2) desenhar um circulo que passe através de trés pontos (x,y,z).
No primeiro problema bem pode ser irrelevante a forma como os quatro numeros
sdo encontrados, eles seriam “a” solucdo (embora saibamos que o problema é
insoluvel e, por isso, a forma em que se mostra a insolubilidade do problema é de
maxima relevancia). No segundo problema, a proépria atividade de desenhar o
circulo é “a” solucao do problema. Esta ambiguidade também deveria ser objeto de

exame e elucidacdo.

17 ~ .

O mesmo ocorre com o termo “construcdo”. Observamos que Veloso ([Vel84], pag. 36) reconhece:
“... as vezes, queremos encarar uma solugdo ndo meramente como uma atribui¢éo de resultados a
dados, mas sim como a prépria descrigdo desta atribuicdo”.
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5) Conclusao

O principio de terceiro excluido ndo sera vdlido no cdlculo de problemas de
Kolmogorov. A razao pode ser visualizada de modo bem simples. Ele considera que
uma férmula contendo uma variavel, como av—a, sera considerada um problema
resolvido somente no caso em que se possua um método geral para todo problema
a que ou solucione a positivamente ou solucione a negativamente. Mas ndo existe
guem possa sustentar ter a posse de um tal método.

Veloso [Vel84], em sua teoria de problemas, propos entender a solugdo de
um problema como uma fungdo. Usando este conceito no seu sentido classico,
podemos afirmar que para todo problema existe ou ndo existe uma funcdo que o
soluciona, e o principio de terceiro excluido passa assim a ser novamente valido.

Um dos tépicos que merece desenvolvimento é o tdpico dos problemas
atémicos. Se um problema atémico envolve a descricdo de uma acado, a realizacdo
desta acao usualmente demanda a realizagcdao de uma série de outras a¢des. Assim, a
um nivel atbmico, uma teoria que seja desenvolvida a partir de problemas deve
providenciar uma forma de correlacionar agdes. HA um modo de fazer isso,
considerando a nocdo de que um problema pode se reduzir a outros. Mas talvez isso
nao seja suficiente, ja que a ordem das a¢des é relevante para alcangar uma solugao.

Quando consideramos uma teoria matematica, um modo de tratar as acdes
consiste em estabelecer quais as acbOes serdo consideradas acdes basicas
constitutivas da teoria, por exemplo: tracar circulos com um centro e um raio dado e
tracar segmentos de retas entre dois pontos. Tanto o problema de tracar um circulo
a partir de um ponto A com raio AB quanto o problema de tracar um segmento de
reta do ponto A ao ponto B poderiam ser considerados como problemas
imediatamente resolvidos (uso de régua e compasso). Considerando a geometria
vemos que a teoria ndo pode ser desenvolvida tomando por base unicamente essas

acOes. Necessitamos também fazer comparagdes, estabelecer relagdes, etc. A
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guestdo que se nos impde é de como introduzir estes elementos em uma teoria
matemadtica formulada por meio de um célculo de problemas. Essa é uma questao

em aberto.
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