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Resumo

SOUZA, Ana Carolyne Pereira de. Caracterizacoes, reconhecimento e conjuntos
independentes maximos de grafos de intervalo. 2024. 44 f. Trabalho de Conclusao
de Curso (Bacharelado em Ciéncia da Computacao) - Instituto de Informatica,
Universidade Federal de Goias, Goiania, 2024.

Um grafo G € um grafo de intervalo se seu conjunto de vértices pode ser representado
através de um modelo de interse¢do de intervalos na reta real. Esta monografia apresenta
um estudo sobre algumas propriedades de grafos de intervalo, como a auséncia de ciclos
induzidos com quatro ou mais vértices e triplas asteroidais. Com base nas propriedades
apresentadas, dado um grafo de intervalo G, desenvolvemos um algoritmo polinomial que
usa o esquema de eliminacdo perfeita, obtido através do algoritmo de busca em largura
lexicografica, para criar um modelo de intervalo para um grafo de intervalo G. Além disso,
mostramos um algoritmo polinomial para determinar um conjunto independente maximo
em um grafo de intervalo G. Também apresentamos uma caracterizacdo de grafos de

intervalo unitario como sendo grafos de intervalo livres de K 3.

Palavras—chave
Teoria dos Grafos, Grafos de Intervalo, Modelo de Intersecdo, Algoritmo, Con-

junto Independente.



Abstract

SOUZA, Ana Carolyne Pereira de. Caracterizations, recognition, and maximum
independent sets of interval graphs. 2024. 44 f. Trabalho de Conclusdo de Curso
Bacharelado em Ciéncia da Computagdo) - Instituto de Informéatica, Universidade
Federal de Goias, Goiania, 2024.

A graph G is an interval graph if its vertex set can be represented by an interval
intersection model on the real line. This monograph presents a study of some properties
of interval graphs, such as the absence of induced cycles with four or more vertices and
asteroidal triples. Based on the presented properties, given an interval graph G, we develop
a polynomial-time algorithm that uses the perfect elimination scheme, obtained through
the lexicographic breadth-first search algorithm, to create an interval model for the
interval graph G. Additionally, we present a polynomial-time algorithm for determining
a maximum independent set in an interval graph G. We also provide a characterization of

unit interval graphs as interval graphs free of Kj 3. .

Keywords
Graph Theory, Interval Graphs, Intersection Model, Algorithm, Independent Set.
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CAPITULO 1

Introducao

A Teoria dos Grafos é uma area fundamental da matemética que tem aplicabi-
lidade em diversos campos, como a ciéncia da computagdo, biologia, redes de comuni-
cacdo, entre outros. Grafos sdo capazes de representar relacdes entre objetos e o estudo
dessas estruturas pode possibilitar a resolu¢do de varios problemas complexos de maneira
eficiente. Dentro dessa teoria, os grafos de intervalo sdo uma classe que chamam bastante
atencdo ndo somente pelo interesse tedrico, mas também devido as suas caracteristicas e
aplicacdes que exemplificam bem a utilidade dos grafos em modelar e solucionar diversos
problemas reais.

Formalmente, um grafo G é um par ordenado G = (V,E), que consiste de um
conjunto V de vértices e um conjunto E de arestas de forma que E(G) C [V]?. Dizemos
que G € um grafo de intervalo se V pode ser representado através de um modelo de
intersecdo de intervalos na reta real.

A fim de evidenciar o papel dos grafos de intervalo em serem utilizados para
modelar problemas, considere o Problema do Gene, formulado pelo bi6logo americano
Seymour Benzer, o qual estd relacionado com a estrutura fina dos genes [17]. Benzer
estava interessado em entender como os subelementos, isto €, as partes menores que
compdem os genes, estdo organizados. O intuito era saber se esses subelementos poderiam
ser dispostos em uma sequéncia Unica.

Para esta investigacdo, Benzer utilizou um organismo modelo, um microorga-
nismo, e estudou suas formas padrao mutantes. Os mutantes surgem quando uma parte
especifica da estrutura genética estd danificada. Sendo assim, Benzer realizou testes de
recombinacdes para verificar se as partes danificadas de dois mutantes diferentes se in-
tersectavam. Esses testes forneciam dados sobre instersecdes das porgdes danificadas. O
objetivo, entdo, era determinar se esses dados era compativel com uma estrutura linear
dos genes.

No que se relaciona aos grafos, o problema pode ser modelado como a veri-
ficagdo de se um grafo que representa as instersecOes entre os subelementos pode ser
estruturado como um caminho, ou seja, uma sequéncia linear. Nesse caso, cada vértice

do grafo corresponde a um subelemento, e uma aresta entre dois vértices indica que 0s
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subelementos representados por esses vértices se intersectam.

O problema entdo torna-se determinar se um grafo € um caminho, ou seja, se
existe uma sequéncia linear dos vértices onde cada vértice estd conectado com o proximo,
sem que haja ciclos ou estruturas mais complexas. Isso envolve verificar a auséncia de
ciclos de comprimento maior ou igual a 4 e garantir que determinadas condi¢cdes sobre
as arestas sejam satisfeitas. Sendo assim, seja um grafo G = (S,E), onde os vértices
correspondem aos subelementos mutantes e as arestas indicam se eles se intersectam,
bem como a auséncia delas indicam que ndo hd intersecdo. Além disso, tome I, a
representagdo de cada subelemento mutante e a interse¢do de I;; e ; indica a relagdo
entre um subelemento s; € um subelemento s;. Veja na Figura 1.1 a representa¢do do

problema descrito acima.

S5 54 52 I

51

Figura 1.1: Exemplo de representacdo da relacdo entre subele-
mentos.

Além da aplicagdo supracitada, os grafos de intervalo também possuem aplica-
¢oes na engenharia, como em desenhos de circuitos [22], na medicina, como em diagnds-

tico médico [19], mapeamento do DNA [15] e genética [3].

Objetivo e Trabalhos Relacionados

Dada a importancia e aplicabilidade dos grafos de intervalo em problemas
no mundo real, esta monografia possui como objetivo explorar algumas propriedades
de grafos intervalo. A compreensdo de certas propriedades relacionadas a grafos, em
especial os grafos de intervalo, pode ser um desafio para iniciantes da drea, assim temos
também como objetivo apresentar essas informa¢des de maneira mais didatica. Para isso,
apresentaremos propriedades, algoritmos e reescritas mais simples de demonstracdes
existentes na literatura, acompanhadas de exemplos ilustrativos.

Um outro aspecto do presente estudo compreende a solucao eficiente do pro-

blema do conjunto independente maximo em grafos de intervalo. Além disso, o trabalho
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inclui a implementa¢do em linguagem python do algoritmo utilizado para resolver o pro-
blema. A seguir, abordaremos alguns aspectos sobre conjuntos independentes.

Um conjunto independente de um grafo G é um subconjunto / de vértices de G
no qual ndo hé relacdo de adjacéncia entre os vértices de I. O conjunto [ serd mdximo
se for o maior conjunto independente possivel de G. Dado um grafo G, um problema
classico € encontrar um conjunto independente maximo em G, onde a cardinalidade deste
conjunto é denotada por o(G).

O conceito de conjunto independente médximo € bastante relevante quando apli-
cado em grafos de intervalo, pois nos permite modelar e resolver problemas de forma
eficiente, ou seja, de maneira que o tempo e 0s recursos necessarios para encontrar a
solugdo sejam reduzidos, muitas vezes utilizando algoritmos com baixa complexidade
computacional.

Uma aplicacao pratica relevante que relaciona conjuntos independentes e grafos
de intervalo estd no problema de escalonamento de tarefas [21], no qual cada tarefa é
representada por um intervalo na reta real e sua duracdo é expressa pelo comprimento do
intervalo. Nesse contexto, o problema de encontrar um conjunto independente maximo em
um grafo de intervalo equivale a determinar o maior subconjunto de tarefas que podem ser
realizadas sem conflitos temporais, ou seja, cujos intervalos ndo apresentem interse¢ao.

Podemos modelar este problema da seguinte forma: cada vértice do grafo cor-
responde a uma tarefa, e existe uma aresta entre dois vértices u € v se, € somente se, 0S

intervalos associados as tarefas 7, e T, se sobrepdem, ou seja, T, N T, # 0. O objetivo é

maximizar |S|, onde S C V é um conjunto independente, isto &, para todo par u,v € S, ndo
existe aresta (u,v) € E. Quanto mais vizinhos um determinado vértice v possui, maior
serd o tempo associado a tarefa representada por v. Resolver esse problema no contexto
de escalonamento permite selecionar o maior conjunto de tarefas que podem ser realiza-
das sem sobreposi¢ao temporal, contribuindo para a organizacado eficiente de processos
e a otimizacdo do uso de recursos disponiveis. A seguir, veja na Figura 1.2 o exemplo

descrito acima.

Ug

vSw 7

Figura 1.2: Exemplo de escalonamento de tarefas.

No exemplo supracitado, € possivel realizar no maximo 4 tarefas sem que hajam
conflitos temporais. Um exemplo de conjunto independente maximo € composto pelas

tarefas 71, Ts, Tg € T7, pois elas ndo se intersectam em nenhum ponto da reta real. Note
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que outros conjuntos independentes maximais também podem ser formados, como por
exemplo as tarefas 77, 74 e T;7, que, assim como o conjunto anterior, atendem a condicao de
nao haver intersec@o temporal entre as tarefas, no entanto, ndo formam o maior conjunto
de tarefas possivel.

Embora encontrar o conjunto independente maximo seja bastante ttil em di-
versos contextos, como em aprendizado de mdquina [20] e rotulagem de mapas [2], a
complexidade computacional do problema de decisdo relacionado é NP-completa para
grafos arbitrdrios [11]. Devido a complexidade de se determinar um conjunto indepen-
dente miximo em grafos, os pesquisadores tém focado em restringir as caracteristicas
desses grafos, buscando determinar a(G) quando G pertence a subclasses especificas, o
que pode ter complexidade diferente dependendo da subclasse. Por exemplo, existe um
algoritmo que determina o(G) em tempo linear quando G € uma arvore [16].

Uma generalizagdo de grafos de intervalo envolve a transicao do modelo de in-
tervalos na reta real para um modelo em que consideramos arcos em uma circunferén-
cia, resultando no que chamamos de modelo de arcos. Neste contexto, os grafos de arco
circular surgem como uma superclasse dos grafos de intervalo, onde os arcos desempe-
nham um papel andlogo aos intervalos, e a circunferéncia substitui a reta real. Para essa
superclasse, mostrou-se que, dado um grafo de arco circular com n vértices e m ares-
tas, € possivel resolver o problema do conjunto independente mdximo em tempo linear,
O(n+m) [14]. Como os grafos de intervalo sdo um caso particular dos grafos de arco
circular, esse resultado implica que determinar o(G) também possui complexidade linear
para G um grafo de intervalo.

Uma classe relacionada, superclasse de grafos cordais, € a conhecida como
grafos fracamente cordais. Um grafo é dito fracamente cordal quando ndao contém um
ciclo ou o grafo complementar de um ciclo com pelo menos 5 vértices como subgrafo
induzido. Para estes grafos, com n vértices e m arestas, € possivel determinar seu maior
conjunto independente através de um algoritmo de tempo O(mn) [13]. E importante
mencionar que todo grafo de intervalo € cordal, propriedade que serd demonstrada em
3.1.

Vimos anteriormente algumas classes de grafos para as quais o problema do
conjunto independente pode ser determinado de forma eficiente. No entanto, a titulo de
exemplo, determinar o conjunto independente maximo de um grafo planar € categorizado
como um problema NP-dificil. Um grafo planar é um grafo que pode ser imerso no plano
de tal forma que suas arestas nao se cruzem. Vale destacar que, mesmo ao considerarmos
grafos planares com grau maximo igual a trés, o problema permanece sendo NP-dificil
[11]. Outro exemplo em que determinar o conjunto independente maximo é NP-dificil
envolve os grafos k-regulares, para k > 3 fixo [18]. Um grafo k-regular é aquele em que

todos os vértices possuem grau k.
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Organizacao do Texto

Esta monografia retine os resultados decorrentes de um trabalho de iniciagdo
cientifica realizada pela autora, que abordou a classe dos grafos de intervalo. E relevante
mencionar que um resultado parcial desse trabalho, referente a um algoritmo para geracao
de modelo de intervalo, resultou em um artigo aceito para apresentagdo na 12* Escola
Regional de Informatica de Goids (ERI-GO 2024) como artigo completo a ser publicado
nos anais do evento.

Esta monografia estd dividida em mais trés capitulos: o intitulado “Conceitos
Baésicos” (Capitulo 2), aborda defini¢des detalhadas sobre grafos, grafos de intervalo,
conjunto independente mdximo e notagdes assintdticas. Em “Resultados” (Capitulo 3),
apresenta demonstragdes e algoritmos sobre grafos de intervalo. Finalmente, na “Conclu-
sa0” (Capitulo 4) sdo apresentados comentdrios finais e trabalhos futuros. Ademais, no

“Apéndice A”, segue nossa implementagdo de cédigo de programa em linguagem python.



CAPITULO 2

Conceitos Basicos

Nesta secdo, apresentaremos uma fundamentacio tedrica necessdria para o en-
tendimento dos teoremas apresentados no Capitulo 3. Conceitos basicos sobre grafos pre-
sentes nesta monografia podem ser encontrados em Bondy e Murty [5], Diestel [9] e De
Mello et al. [8]. Notacdes e defini¢des especificas sobre grafos de intervalo foram reti-
radas de Oliveira [21] e Golumbic [12]. Fundamentos de complexidade computacional
foram extraidos de Cormen et al. [7]. A Secdo 2.1 apresenta conceitos bésicos sobre gra-
fos e outros fundamentos necessarios para o entendimento de algumas propriedades dos
grafos. Na Secdo 2.2, apresentamos algumas caracteristicas fundamentais dos grafos de
intervalo, as quais serdo necessarias para a compreensao dos resultados apresentados no
Capitulo 3. Na Secdo 2.3, exibimos algumas defini¢des basicas para a interpretagdo da

complexidade dos algoritmos apresentados na Se¢ao 3.2.

2.1 Sobre Grafos e outros Fundamentos

Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A e B sdo disjuntos, se ANB=0¢e
sobrepostos, caso contrario.

Um grafo simples G = (V(G),E(G)) é formado por um conjunto V(G), cujos
elementos sdo os vértices, e um conjunto E(G), cujos elementos sdo as arestas. O conjunto
E(G) é disjunto de V(G) e satisfaz a condigio E(G) C [V (G)]>.

O conjunto [V(G)]? é definido como o conjunto de todos os pares de vértices

distintos em V(G), isto é:
V(G)] = {{u.v} |u,v € V(G) eu#v}.

Um subgrafo de um grafo G = (V(G),E(G)) é um grafo G’ = (V/(G'),E'(G")) tal
que V'(G') CV(G) e E'(G') C E(G). Se G' contém todas as arestas (u,v) € E(G)
com u,v € V/(G'), entdo G’ é chamado de subgrafo induzido por V'(G’). , entdo
G' é um subgrafo induzido de G, denotado por G[V']. Dizemos que V' induz ou

gera G’ em G. Um exemplo de grafo G com V(G) = {vi,v,...,v7} e E(G) =
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{(v1,v2), (vi,v6), (v2,v5), (v3,v4), (v3,6), (v4,Vs), (vs,v7), (ve,v7) } pode ser visto na Fi-
gura 2.1.

U3 Oy

(3 Us

(%4

Figura 2.1: Grafo G.

E importante ressaltar que um grafo simples ndo possui lacos (arestas que
contenham vértices ndo-distintos) € nem multi-arestas (arestas idénticas), por definicao.
Utilizaremos apenas a notagdo grafo quando formos nos referir a um grafo simples. Seja
G um grafo e considere (u#,v) € E(G). Diremos que u e v sdo adjacentes caso estejam
conectados pela aresta (u,v). Ainda, considere que a aresta (u,v) é dita incidente aos
vértices u e v se conecta ambos. A vizinhanga aberta (ou, simplesmente, vizinhanga) de
v € V(G) é o conjunto de todos os vértices adjacentes a esse vértice, excluindo o vértice v,
ou seja, Ng(v) = {w| (v,w) € E(G)}. A vizinhanga fechada de v é definida pelo conjunto
N[v] = N(v)U{v}. Denominamos grau dg(v) de um vértice v € V(G) o nimero de arestas
incidentes a este vértice. O grau mdximo de um grafo G, denotado por A(G), é o maior
grau de um vértice em G.

Quando o grafo G for claro pelo contexto os subscritos das notagdes de vizi-
nhanca e grau serdo omitidos.

Um caminho em um grafo G = (V(G),E(G)) € uma sequéncia de vértices
V1,V2,..., v tal que, para cada i (onde 1 < i < k), existe uma aresta (v;,vi+1) € E(G).
Um grafo caminho P, é um grafo com V(P,) = {vi,va,...,vu} e E(P;) = {(vi,vit1) | 1 <
i < n}. Um grafo ciclo C, é definido a partir de um grafo caminho com n vértices, com a
adi¢do da aresta (v, v,). Um grafo completo, denotado por K, ¢ um grafo com n vértices
no qual hd uma aresta entre cada par de vértices distintos. Uma drvore € um grafo conexo
=|V|-1.

Um grafo é considerado conexo se existe um caminho entre qualquer par de

e aciclico tal que |E

vértices, caso contrario ele é chamado desconexo.

Veja na Figura 2.2 um exemplo de um grafo G conexo e um grafo D desconexo.
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(N Uy v,
U3
v
U6 6 Uy
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v
5
v
v 3
5
o ./0

Figura 2.2: Exemplo de grafo conexo e grafo desconexo.

O complemento (ou grafo complementar) de um grafo G é um grafo G nos
mesmos vértices de G tais que dois vértices u e v de G sdo adjacentes se e somente se
u e v ndo sdo adjacentes em G. Veja na Figura 2.3 um exemplo de um grafo G e seu grafo

complementar G.

U1
L
' <
Uy v,
Figura 2.3: Exemplo de complemento G.

Um conjunto M é um maximal em relacdo a uma determinada propriedade P se
ndo existe um conjunto M’ com a propriedade P tal que M C M’. Um conjunto M € dito
mdximo se ndo existe conjunto M’ tal que |M| < |M'|.

Seja G um grafo. Uma cligue C de G € um subconjunto de V(G) tal que G[C] é
um grafo completo. A cardinalidade da maior clique em G € o niimero de clique de G e é
denotada por ®(G). Um conjunto independente I de G é um subconjunto de V(G) tal que
G|C] é um grafo sem arestas. A cardinalidade do maior conjunto independente de G é o
niimero de independéncia de G e é denotada por a.(G).

Seja r > 2 um inteiro. Diremos que um grafo G é r-partido se V(G) admitir uma
particdo em r conjuntos independentes tal que cada aresta possui seus extremos em partes
diferentes. Chamamos o grafo 2-partido de bipartido. Um grafo bipartido completo é
composto por dois conjuntos de vértices, X e ¥, onde cada vértice em X estd conectado a
todos os vértices em Y e vice-versa. Se o conjunto X tem m vértices € o conjunto Y tem n
vértices, o grafo bipartido completo € denotado como K, ,. Um grafo estrela S, € um tipo
de grafo bipartido, onde um dos conjuntos da particio contém um tnico vértice central
Ve, € 0 outro conjunto contém os demais vértices, os quais sao todos adjacentes ao vértice

central, mas nfo entre si.
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Um grafo cordal é aquele em que todo ciclo C,,, com n > 4 possui uma corda,
isto €, uma aresta ligando dois vértices ndo consecutivos do ciclo. Um vértice v € um
vértice simplicial se o grafo induzido por N|v] for uma clique.

Um esquema (ou ordem) de eliminacdo perfeita (EEP) de um grafo G € uma
sequéncia dos vértices de G, ¢ = (vi,vs,...,v,), onde cada vértice v; é um vértice
simplicial do subgrafo induzido por {v;,viti,...,v,}. Isto é, para cada vértice v, sua
vizinhanga N(v), que ocorre depois de v na ordenagdo, induz um grafo completo. Todo
grafo cordal admite um esquema de eliminacao perfeita.

Seja G um grafo. Trés vértices distintos € dois a dois ndo adjacentes u,v,w €
V(G) formam uma tripla asteroidal quando, para quaisquer dois deles, existe um caminho
que os liga e ndo passa pela vizinhanga do terceiro. Um grafo que ndo possui triplas
asteroidais é chamado de grafo sem tripla asteroidal (STA). A seguir, considere o grafo
Ce composto por V(Cg) = {vi,v2,...,v6} € E(C) = {{(vi,vit1) | 1 <i<6}U{(ve,v1)}.
A titulo de exemplo, os trés vértices vy, v3,vs formam uma tripla asteroidal em Cg, uma
vez que € possivel ter um caminho entre quaisquer dois vértices v; € v; que ndo passe por
N (), para todo i, j,k € {1,3,5} distintos. Veja na Figura 2.4 o exemplo descrito acima,

onde os vértices roxos representam a tripla asteroidal.
U1

(%)}

43

(%3 U3

(&}

Figura 2.4: Em roxo hd um exemplo de tripla asteroidal no grafo
Ce.

Dois grafos G e H sdo chamados de isomorfos se existe uma correspon-
déncia bijetiva entre os conjuntos de vértices de G e H. Formalmente, dois grafos
G = (V(G),E(G)) e H= (V(H),E(H)) sdo isomorfos se existe uma fungdo bijetiva
f:V(G) — V(H) tal que, para quaisquer dois vértices u,v € V(G), temos que

(u,v) € E(G) <= (f(u),f(v)) € E(H).

Na Figura 2.5, € apresentado um exemplo de um grafo G e um grafo H, onde G
e H sdo isomorfos. A funcdo f que estabelece o isomorfismo entre os dois grafos € dada
por:

f) =va, fv2)=vp, [f(v3)=ve, f(va)=va.
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U1 Uy v, .

U3 Uy Ud U

Figura 2.5: Exemplo de grafos isomorfos.

Um grafo G € livre de um grafo H se e somente se G nao contém nenhum
subgrafo induzido que seja isomorfo a H. Seja C uma classe de grafos. Se para todo
grafo G € C, G € livre de um determinado grafo H, dizemos que H é grafo proibido para
aclasse C.

Uma k-coloracdo de um grafo G é uma atribui¢io de k cores aos vértices de G
de forma que vértices adjacentes recebam cores diferentes, isto €, uma k-coloracdo € uma
funcdo f: V(G) — {1,2,...,k} tal que f(u) # f(v) para todo par de vértices adjacentes

uevemG.

2.2 Sobre Grafos de Intervalo

Um intervalo real fechado entre dois pontos a e b (onde a < b) € o conjunto de
todos os nimeros reais x tais que a < x < b. Esse intervalo inclui os pontos extremos a e

b. E denotado por [a,b]. Ou seja:
[a,b] ={x € R |a <x<b}.

Um intervalo real aberto entre dois pontos a e b (onde a < b) € o conjunto de
todos os niimeros reais x tais que a < x < b. Esse intervalo ndo inclui os pontos extremos

a e b. E denotado por (a,b). Logo:
(a,b) ={xeR|a<x<b}.

Seja ¥ uma familia de conjuntos. O grafo de intersecdo de F € o grafo obtido
representando-se por um vértice distinto cada conjunto de ¥ e fazendo dois de tais
vértices adjacentes precisamente quando os conjuntos correspondentes t€m intersecao
nao-vazia. Note que, dada uma familia ¥, o grafo de intersecdo associado € bem definido,
porém o contrdrio ndo € verdade: um mesmo grafo pode ser o grafo de intersecdo de
diferentes familias. Se G é o grafo de interse¢do de uma familia ¥, dizemos que F € um
modelo de G.

Um grafo G é um grafo de intervalo se G é o grafo de intersecdo de uma familia

R de intervalos da reta real. Em outras palavras, um grafo G € um grafo de intervalo
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precisamente quando existir uma correspondéncia entre V(G) e uma familia de intervalos
R =A{I,|v € V(G)} dareta real tal que, para todo u,w € V(G) distintos, [, N1,, # 0 se e
somente se (u,w) € E(G). Chamamos K um modelo de intervalo de G. Um exemplo de
grafo de intervalo pode ser visto na Figura 2.6.

Considere o grafo G com V(G) = {vi,va,...,vo} e E(G) =
{(v1 s V3), (Vl 5 V9), (Vl s Vg), (V] s V7), (V] s V4), (V] s V5), (V57v6), (V4,V2)}. Ilustraremos a cri-
acdo de um modelo de intervalo para G. Precisamos assegurar que os intervalos cor-
respondentes aos vértices adjacentes tenham uma intersecdo. Portanto, criaremos uma
intersecdo a todos vértices adjacentes a vi. Temos N(vi) = {v3,v4,vs,v7,v8,v9}. Note
que v2,ve ¢ N(v1), portanto, estes ndo irdo sobrepor o intervalo referente a v;, mas vao

sobrepor os intervalos referentes a v4 e v5.Veja na Figura 2.6:

Uy

U3
Uy

Figura 2.6: Exemplo de um possivel modelo de intervalo para o
grafo G.

Assumimos que todos os extremos de intervalo sdo distintos e denotamos 0s
extremos esquerdo e direito de um intervalo /, respectivamente por ¢(1,) e r(1,). Para
qualquer modelo de intervalo X , assumiremos que ¢(1,,) > 0, para todo I, € R . O tamanho
(ou comprimento) de I, é representado por |I,| e é calculado através da seguinte férmula:
\I,| = r(1,) — £(1,). Um intervalo I, é posterior a um intervalo I, se ¢(I,) > r(I,). Por
conveniéncia, dado um intervalo /, de um modelo de intervalo e o vértice correspondente
v, podemos usar indistintamente /, ou v quando o contexto ndo criar ambiguidades.
Similarmente, para um dado indice i, podemos usar I; para representar o intervalo 1,,,.
Um grafo é de intervalo unitdrio se existir um modelo de intervalo deste grafo tal que
todos os intervalos possuam tamanho unitdrio, isto é, |I,| = 1 para todo v € V(G).

Definimos, a seguir, as operacdes de expansdao, compressdo e translacdo de

intervalos. Sejam X um modelo de intervalo e I = [a,b] € R..

* A expansdo de I é obtida por (R \I)UI', onde I’ = [a—d,b+e], comd,e>0¢
d,e € R\ I. Intuitivamente, essa opera¢do aumenta o comprimento do intervalo.

» A compressdo de I é obtida por (R \I)UI', onde I' = [a+d,b—e], com d,e > 0,
d,ecled <e.A compressdo reduz o comprimento do intervalo dentro dos limites

originais.
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* A translagdo a direita de I é obtida por (R \I)UI', onde I' = [a+ ¢,b + ¢] para
c € R, ¢ > 0. A rransla¢do a esquerda de I é obtida por (R \I)UI', onde I’ =
l[a—c,b—c] parac € R, ¢ > 0. Intuitivamente, as transla¢des consistem em deslocar

o intervalo para uma nova posi¢ao na reta real, sem alterar seu comprimento.

2.3 Sobre Complexidade Computacional

A complexidade computacional € um ramo da teoria da computagdo que se con-
centra em classificar problemas computacionais de acordo com sua dificuldade e relaci-
onar essas classes entre si. Problemas de complexidade polinomial podem ser resolvidos
por algoritmos que rodam em tempo no maximo c - ¥, para constantes reais positivas c, k
e n o tamanho da entrada. Se k = 1, diremos que o problema tem complexidade linear.
Problemas de complexidade polinomial sdo considerados eficientes, pois podem ser re-
solvidos de forma pratica na maioria dos casos. No entanto, ha problemas classificados
como NP-completos, que sdo considerados dificeis de serem resolvidos computacional-
mente, pois ainda nao se conhece um algoritmo eficiente que possa resolvé-los.

A notag@o O assintoticamente limita uma func¢@o f(n) superiormente. Para uma
fun¢do g(n), dizemos que f(n) = O(g(n)) (comumente conhecida por notagio “Big-Oh”)

se existem constantes reais positivas c € ng tais que:

0< f(n) <c-g(n) paratodo n > ny.

A notacgao O é utilizada para fornecer um limite superior para uma fun¢ao dentro
de um fator constante. Essa notacdo € frequentemente usada para descrever o tempo de
execucdo de algoritmos, analisando sua estrutura geral.

A notagdo Q(g(n)) fornece um limite assintdtico inferior para uma fungio f(n).
Formalmente, dizemos que f(n) = Q(g(n)) se existem constantes positivas ¢ e ng tais

que:

f(n)>c-g(n) >0 paratodo n > ng.

Isso significa que f(n) cresce, no minimo, na mesma taxa que g(n) a partir de
um certo valor de n.

Finalmente, a notagdo ®(g(n)) é usada quando a fungdo f(n) tem tanto um limite
superior quanto um limite inferior assintético em torno de g(n). Formalmente, dizemos

que f(n) = ©(g(n)) se existem constantes positivas c1, ¢y, no tais que:

0<ci-g(n)<f(n) <cy-g(n) paratodo n > ny.
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Ou seja, a notacdo ® descreve uma fungdo que cresce exatamente na mesma taxa

que g(n), dentro de fatores constantes.



CAPITULO 3

Resultados

Este capitulo se destina a apresentacdo dos nossos resultados, bem como a
apresentacdo de provas encontradas na literatura sobre grafos de intervalo de maneira mais
didatica. Esta organizado nas seguintes se¢oes. A Secdo 3.1 apresenta caracterizacOes de
grafos de intervalo que serviram como base para o desenvolvimento de um algoritmo
polinomial para o reconhecimento destas, que é apresentado na Secdo 3.2. Na Secdo
3.2, apresentamos um algoritmo que, dado um grafo de intervalo, gera um modelo de
interse¢do para G. Na Se¢do 3.3, mostramos outra caracteristica dos grafos de intervalo,
onde o niimero de independéncia c(G) de um grafo de intervalo pode ser determinado em
tempo polinomial. Finalmente, na Sec¢do 3.4 mostramos uma observagdo sobre grafos de

intervalo unitario serem livres de K 3.

3.1 Caracterizacoes de Grafos de Intervalo

Iniciamos a secdo investigando os grafos de intervalo no que diz respeito a
serem cordais, isto é ndo possuem ciclos induzidos com 4 ou mais vértices. Usamos o
Teorema 3.1 como ponto de partida, onde mostramos que o grafo C,, quando n > 4, ndo

possui modelo de intervalo.
Teorema 3.1 Seja n > 4. Entdo o grafo C, ndo é um grafo de intervalo.

Prova. Suponha, por contradicdo, que exista um modelo de intervalo & para o grafo C,,
comn>4,V(Cpy) ={vi,v2,v3,...,vu_1,n} € E(Cy) = {(vi,vit1) | 1 <i<n}U{(vp,v1)}.

Veja na Figura 3.1 uma representagdo do grafo descrito acima.

U3

Figura 3.1: Exemplo de grafo C,, onde n > 4.
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Ao tentarmos criar uma representacdo de grafo de intervalo para o grafo C,,
devemos associar a v;, para todo 1 <i < n, um intervalo I,, sobre a reta real, de modo
que dois intervalos /,, e I,; se sobreponham se, ¢ somente se, v; € v; sdo adjacentes em
C,. Da defini¢do de grafo ciclo, temos que (v;,vit1) € E(C,), para todo 1 <i<n-—1.
# 0. Observe que (v;,vi+2) ¢ E(C,), para

= (. Para que isso ocorra, podemos dispor

Logo, no modelo de intervalo temos I,, N1,

todo I <i<n-—1, assim temos que I,, N1, ,
consecutivamente, sem perda de generalidade, /,, , a direitade I,,, paratodo 1 <i<n—1.
Porém, ainda da defini¢do de grafo ciclo, temos que (v,,v;) € E(Cy,), logo no modelo
de intervalo temos /,, N1,, # 0. Da disposi¢do realizada, temos que /,, N1,, # 0, uma
contradi¢do, pois (v2,v,) ¢ E(C,). Entretanto, note que v, também é adjacente a v,_1,
ou seja, I,, N1, , # 0. Porém, chegamos a uma absurdo, uma vez que ndo conseguimos
dispor 1, entre I, e I, , de modo que as relagdes de adjacéncias de C, sejam respeitadas,
pois a reta real ndo permite uma disposi¢ao linear que satisfaga todas as relagdes de
adjacéncia para C, quando n > 4. Portanto, ndo existe representacdo de um modelo de

intervalo para C,, quando n > 4. 0J

Veja na Figura 3.2 uma tentativa de representacdo de um modelo de intervalo

para Cs, isto €, quando n > 4.
04 1

U4

3

I

Us

Figura 3.2: Exemplo de tentativa de representacdo de um modelo
de intervalo para Cs

Podemos perceber que, caso um grafo G possua um ciclo com n > 4 vértices
como subgrafo induzido, a ideia do Teorema 3.1 se aplica diretamente para tal subgrafo,

logo podemos concluir o seguinte coroldrio.

Corolario 3.2 Seja G um grafo. Se G é de intervalo, entdo G é cordal.

Relembramos também que trés vértices distintos e dois a dois ndo adjacentes
formam uma tripla asteroidal quando, para quaisquer dois deles, existe um caminho que
os liga e ndo passa pela vizinhanga do terceiro. No Teorema 3.3, provaremos que, caso G

tenha uma tripla asteroidal, entdo G nao € um grafo de intervalo.
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Teorema 3.3 Seja G um grafo. Se G é de intervalo, entdo G ndo possui tripla asteroidal.

Prova. Suponha, por contradicdo, que G seja um grafo de intervalo que possui tripla
asteroidal, denotada por {vi,v2,v3} C V(G). Pela defini¢do de tripla asteroidal, temos
que, para todo par i, j € {1,2,3}, existe um caminho P; ; que conecta v; € v; sem passar
pela vizinhanga de v, com k € {1,2,3}\ {7, j}.

No modelo de intervalo de G, podemos assumir que /,,, 1,, € I,, estdo dispostos
em sequéncia, com [, N1, =0 e I,, N1,, =0, ja que {vi,v2,v3} € um conjunto indepen-
dente. Como o caminho Py 3 : uy,uz,...,uy conecta u; = vy € uy = v3, para algum ¢ > 3,
temos que os intervalos [, para todo 1 <i </, sdo dispostos em sequéncia. Porém, para
algumie {1,...,¢},1,,N1, =0, ji que I,, se situa entre /,,,—,, e [,,—,,, uma contradigdo.

Portanto, em um grafo de intervalo, a disposic@o linear dos intervalos impede
a formagdo de caminhos alternativos que evitem a vizinhanca de um terceiro vértice,
impossibilitando a existéncia de uma tripla asteroidal. A seguir, na Figura 3.3, temos uma

tentativa de montar um modelo de intervalo para um grafo que possui tripla asteroidal.

U1 I'ol
I,
v
2 I, I, .
Uy
Usg 3 A_IU
Vg, Uy

Figura 3.3: Exemplo de tentativa de modelo de intervalo para um
grafo que possui tripla asteroidal.

O

Do Corolério 3.2 e do Teorema 3.3 sabemos que se G é um grafo de intervalo,
entdo G € cordal e G ndo possui triplas asteroidais. A demonstracdo da reciproca,
entretanto, € consideravelmente complicada. Por isso optamos apenas por enunciar a
caracterizacdo completa de grafos de intervalo no Teorema 3.4, um célebre resultado
apresentado em 1962 por Lekkeikerker e Boland [17].

Teorema 3.4 [17] Um grafo G é um grafo de intervalo se, e somente se, G é cordal e

ndo possui triplas asteroidais.

3.2 Geracao de um Modelo de Intervalo

Nesta secdo, traremos algoritmos necessdrios para a criacdo de um modelo de

intervalo para um grafo de intervalo G. Primeiro, mostramos como decidir em tempo
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polinomial se um grafo de entrada qualquer G é um grafo de intervalo, através do

Algoritmo 1 cuja prova de corretude segue na Proposi¢do 3.6.

Algoritmo 1: EGRAFODEINTERVALO(G)
Entrada: Grafo G = (V(G),E(G))
Saida: STV, se G é grafo de intervalo, ou NAO, caso contrario
para cada ciclo induzido C CV(G) ; // Checa se G é cordal.
faca
se |C| > 4 entdo

‘ retorna NAO

o

[S]

w

N

5 fim
¢ fim

7 para cada rripla de vertices u,v,w € V(G); // Checa se G ndo possuil

triplas asteroidais.

8 faca

9 se existe um caminho entre u e vem G —N(w)
10 | e existe um caminho entre ue w em G — N(v)
1 | e existe um caminho entre vew em G —N(u)
12 entio

13 retorna NAO
14 fim
15 fim

16 retorna SIM

Proposicao 3.5 Seja G um grafo com n vértices. O Algoritmo 1 decide se G é um grafo

de intervalo em tempo O(n?).

Prova. Considere que o grafo G de entrada para o Algoritmo 1 possua n vértices e m
arestas. As linhas 1 a 6 checam se G possui ciclos induzidos com 4 ou mais vértices.
Tal checagem pode ser executada com uma modificagdo do algoritmo de busca em
profundidade, que executa em O(n+m).

As linhas 7 a 15 testam se G possui uma tripla asteroidal. Como o nimero de
vértices de G é n, ha um total de n® triplas possiveis. Para cada tripla, é necessario
calcular G — N(w) e, em seguida, testar a existéncia de caminhos entre os pares de
vértices especificados. O cdlculo de G — N(w) pode ser realizado em O(n+m), e o teste
de conectividade com algoritmos como busca em largura (BFS) ou profundidade (DFS)
também possui complexidade O(n + m). Como esse processo é repetido para todas as
triplas, a complexidade total dessas operagdes é O(n?).

Por fim, na linha 16 o algoritmo simplesmente retorna que de fato G é um grafo

de intervalo. A complexidade total de tempo de execu¢do do Algoritmo 1 € entdo da
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ordem de O(n?), que é polinomial. A corretude do Algoritmo 1 segue diretamente da

caracterizacdo apresentada no Teorema 3.4. U

Dado um grafo G, uma vez obtido o retorno SIM do Algoritmo 1, podemos
prosseguir para a constru¢do de um modelo de intervalo de G. Para tal, utilizaremos a
busca em largura lexicogréfica [12], discutida a seguir.

O Algoritmo de Busca em Largura Lexicografica atribui rétulos inteiros aos vér-
tices de um grafo de maneira ordenada, priorizando os vértices que possuem adjacéncias
entre si. Inicialmente, o algoritmo rotula os vértices com 0, o que significa que nenhum
vértice tem prioridade de escolha inicial. Em seguida, o algoritmo processa os vértices em
ordem decrescente: partimos de um valor i igual ao nimero de vértices do grafo e, a cada
iteracdo, reduz i até 1. Sendo assim, o algoritmo cria uma ordem linear, onde cada vértice
recebe um ndmero a partir do maior valor disponivel.

A cada passo, o algoritmo seleciona o vértice ndo numerado que possui 0 maior
rétulo acumulado. Ao atribuirmos a v o numero i, indicamos a posi¢ao desse vértice na
ordem final. O algoritmo entdo atualiza os rétulos dos vértices adjacentes a v, incremen-
tando o rétulo de cada vizinho ndo numerado com o valor de i, permitindo que os vértices
mais proximos de v se tornem candidatos prioritdrios a serem rotulados nas proximas

iteragcdes. O procedimento completo segue no Algoritmo 2, extraido de Golumbic [12].

Algoritmo 2: LEXBFS(G)
Entrada: Grafo G = (V(G),E(G)) com n vértices

Saida: Uma ordem o dos vértices de G

1 paracadav € V(G) faca

(S

‘ r(v) < 0; // Inicializa o rétulo de cada vértice como vazio
3 fim

para i< n até 1 faca

=

5 Selecione: Escolha um vértice v nao numerado com o maior rétulo r(v);
6 o(v)+i; // Atribui o numero i ao vértice v

7 Atualize: para cada w € N(v) ndo numerado faca

8 ‘ r(w) < r(w)U{i}; // Adiciona i ao rétulo do vértice w
9 fim

10 fim

11 retorna G ; // Retorna a ordem dos vértices

Proposicao 3.6 Seja G um grafo com n vértices. O Algoritmo 2 retorna uma ordem G de

G em tempo O(n?).

Prova. Seja G um grafo com n vértices, entrada para o Algoritmo 2. A linha 1 € executada

para cada vértice de G, o que resulta em um tempo de execu¢do O(n). A linha 4 é
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repetida de n até 1, o que totaliza O(n) passos. A linha 5 requer encontrar um vértice nao
numerado com maior rétulo. Podemos encontrar tal vértice simplesmente fazendo uma
busca linear em cada vértice, em tempo O(n). A linha 6 é simplesmente uma atribuicao,
que usa tempo O(1). A linha 7 atualiza rétulos dos vizinhos, logo requer O(A) passos,
onde A € o grau maximo de G. Assim, o laco de repeti¢do do bloco das linhas 4 a 10 tem
complexidade O(n?). O passo 11 é apenas um retorno, que executa em tempo constante
O(1). A complexidade total entdo é a soma das complexidades de todos os passos, sendo

da ordem de O(n?), que é polinomial. O

A partir do retorno do algoritmo LEXBFS(G), ¢ define um esquema de elimina-
cdo perfeita para um grafo de intervalo G. A ordem do esquema de eliminagdo perfeita
coincide com a sequéncia que serd utilizada para posicionar cada intervalo na reta real.

Veja na Figura 3.4 um exemplo de grafo e um de seus esquemas de eliminacao perfeita:

(%)
U3

01 Ug

Uy
Us

Figura 3.4: Exemplo de grafo S7 e seu EEP.
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Algoritmo 3: GERAMODELOINTERVALO(G)
Entrada: Grafo de intervalo G = (V(G),E(G))

Saida: Modelo de intervalo X de G
1 Seja o = (vi,v2,...,v,) um EEP retornado pelo algoritmo LEXBFS(G);
2 I, < [0,1];
3 parai<n—1 até | faca

4 G+ Gvitt1,...,val;

5 fA%{jE{i—l—l,...,n}|Vj€NG/(V,')};

6 Ir—{i+1,...n}\ Fy;

7 Ic + ﬂ I;;

JEIA

s 1F<—1C\(U1j);

jeIy

9 se [r = 0 entao

10 Sem criar novas sobreposi¢oes, expanda /;, para todo j € .74 ou

comprima [}, para todo j' € S5 até I # 0;

11 fim

12 Posicione /,, em alguma por¢do contigua mais a esquerda de Ir.

13 fim

14 retorna X = {1,,.1,,,....1,,}; // Retorna o modelo de intervalo

Teorema 3.7 Seja G um grafo de intervalo. O Algoritmo 3 quando executado sobre G

produz corretamente um modelo de intervalo R_para G.

Prova. Seja ¢ = (vq,vy,...,v,) um EEP retornado pelo algoritmo LEXBFS(G). O Algo-
ritmo 3 percorre a sequéncia ¢ de v, até vy, para determinar o intervalo I; correspondente

ao vértice v;. O passo base ocorre na Linha 2, onde I, recebe [0, 1], o que é um modelo

de intervalo valido para G[v,]. Por hipétese de indugdo, considere que R = {1 1,...,I,}
seja um modelo de intervalo para G’ = G[v41,...,Vv,|. Vamos mostrar que R = {I;,...,I,}
¢ um modelo de intervalo para G[vj,...,Vvy].

Na Linha 5 definimos o conjunto .#4 de indices j tais que v; € adjacente a v; em
G’ e na Linha 6 definimos o conjunto .#; de indices j tais que v; ndo ¢ adjacente a v,
em G'. A ideia é criar intersecdo entre I, e I,, para todo j € .#4 e ndo criar interse¢do
entre 1, e I, para todo j € .#7. Para tal, na Linha 7 € definido Ic pela intersegdo dos
intervalos dos vizinhos de v; como um intervalo candidato a posicionar fy,. Sabemos que
isso é possivel, ja que no EEP o, o conjunto de vizinhos de v; em G’ forma uma clique.
Na Linha 8, obtemos um intervalo final /r a partir do intervalo candidato Ic, onde sdo
removidas as por¢des dos intervalos dos vértices que v; ndo deve intersectar. Observe que

Ir pode ser vazio. Assim, na Linha 10 ajustamos o modelo expandindo os intervalos dos
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vizinhos de v; para que Ir tenha possibilidade de intersectar Iy, cujo posicionamento €
feito na Linha 12. H4 uma expansdo possivel a esquerda ou a direita, gragcas a auséncia de
ciclos induzidos com 4 ou mais vértices e triplas asteroidais. Observe também que /r pode
ser composto por um ou mais intervalos disjuntos, por isso na Linha 12 escolhemos uma
por¢do contigua de Ir para posicionar ly.. Desta maneira, como Ic garante as interse¢oes
necessdrias entre vizinhos de v; e Ir garante que ndo hajam intersec¢des entre nao vizinhos
de v;, concluimos o desejado. Dado o Algoritmo 3 acima, Veja um exemplo na Figura 3.6
de um modelo de intervalo criado para o grafo estrela §7, onde mostraremos os primeiros

passos para criar o modelo e, em seguida, traremos seu modelo final.

Uy v Uy
U7 2 (%
v7
v v
3 I, 3 I, 3 1711
v v v v
1 6 ' v, Vg » 1 6 Ivz
(4 0.
! v U4 ! v
5 U5 5
U2
v
2 vy
o7
U3 I
U3 vy
Lo 2 S
01 Vg i U2 I'”s
)
X U4
(O Vs
Us

Figura 3.5: Primeiros passos para criar um modelo para S7

U4

Uy U3 Uy Us Vg

Figura 3.6: Exemplo do modelo de intervalo final para o grafo S7.

Teorema 3.8 Seja G um grafo de intervalo. O Algoritmo 3 quando executado sobre G

produz em tempo polinomial um modelo de intervalo R para G.

Prova. A Linha 1 chama o Algoritmo 2 como subrotina, que ja observamos na Proposi-

¢do 3.6 que usa tempo O(nz). A Linha 2 realiza apenas uma atribui¢do dos extremos de
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I,, o que requer tempo constante. O lagco de repeticdo da Linha 3 é executado para n — 1
vértices. Vamos analisar a complexidade de cada uma dessas iteragdes. As atribuigcdes
das Linhas 4 a 6 dependem de n — i vértices, tendo complexidade O(n). As Linhas 7 e 8,
embora calculem unides e interse¢des de intervalos também requerem tempo O(n) uma
vez que precisamos apenas dos pontos extremos de cada intervalo. Para as Linhas 9 a 11
devem ser expandidos ®(|.#4]) intervalos, uma vez que temos que produzir um intervalo
Ir com a intersecdo de todos os intervalos vizinhos de v; ndo vazia para posicionar /;. Para
expandir cada um deles sem criar novas sobreposicdes precisa-se checar as extremidades
de cada outro intervalo, o que requer O(n) operagdes, logo as Linhas 9 a 11 requerem
tempo O(n?). Apés isso, a Linha 12 determina as extremidades de ; a fim de posiciond-lo
em Ir o que requer tempo constante. Em suma, cada bloco das Linhas 4 a 12 gasta tempo
O(n?), repetidos O(n) vezes temos um tempo total de execugio do Algoritmo 3 da ordem
de O(n*). O

3.3 Numero de Independéncia em Grafos de Intervalo

Como evidenciado na Introducdo, no problema de escalonamento de tarefas,
um conjunto independente maximo em um grafo de intervalo corresponde ao maior
grupo de tarefas cujos intervalos ndo se sobrepdem. No Teorema 3.9, mostraremos
um algoritmo que prova que o nimero de independéncia o(G) pode ser determinado
em tempo polinomial quando G € um grafo de intervalo. O algoritmo apresentado foi
encontrado por Feofiloff [10]. E importante ressaltar que o(G) pode ser determinado em
tempo linear para grafos cordais, mas, para fins didéticos, traremos o algoritmo a seguir

que € determinado em tempo polinomial.

Teorema 3.9 [10] Seja G um grafo. Se G é grafo de intervalo, entdo oG) pode ser

determinado em tempo polinomial.

Prova. Considere um grafo de intervalo G onde cada vértice v € V(G) corresponde a
um intervalo I, = [¢(v),r(v)], onde £(v) e r(v) representam respectivamente, o inicio e o
término do intervalo. Inicialmente, vamos ordenar os intervalos I, pelos seus términos r(v)
em ordem crescente. Considere que, sejam a[p...r] e b[p...r] dois vetores de niimeros
inteiros positivos tais que [a[i] < bli]] para cada i. Portanto, para cada i, o intervalo
ali]...b[i] ndo é vazio. Diremos que o par (a,b) de vetores é um conjunto de intervalos.
Além disso, tome p e r como nimeros inteiros que representam, respectiva-
mente, o intervalo com o menor tempo de término e o intervalo com o maior tempo

de término de cada vetor. O conjunto X € o conjunto que armazenard o maior conjunto
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independente e o indice k indica o ultimo intervalo adicionado a X. O indice m é um
contador que comega em p + 1 e percorre até r. O objetivo € verificar cada intervalo
subsequente para determinar se ele pode ser incluido no conjunto X de forma que a

propriedade de disjuncdo seja mantida. O algoritmo abaixo mostra como encontrar X:

Algoritmo 4: CONJUNTODISJUNTOMAXIMO(a, b, p,r)
Entrada: Dois vetores de inteiros positivos a[p...r| e b[p...r] tais que ali] < b]i

para cada i, com b ordenado em ordem crescente e p, r inteiros
positivos com p < r

Saida: Conjunto X de indices de um subconjunto disjunto maximo

p—

X« {p}: // Inicializa o conjunto com o indice inicial

[S]

k< p; // Define o indice de referéncia inicial

w

param < p+1 até r faca

4 | sealm]> blk| entdo

5 X+~ XU{m}; // Adiciona o indice ao conjunto X
6 k< m; // Atualiza o indice de referéncia
7 fim

s fim

9 retorna X ; // Retorna o conjunto maximo disjunto

Relembramos que um intervalo I é posterior a um intervalo J se £(I) > r(J),
ou seja, I comeca depois de J, garantindo que ndo hd intersecdo entre eles. Note que
o algoritmo escolhe um intervalo com o menor término e remove da cole¢do todos os
intervalos que ndo sdo posteriores ao intervalo. Com isso, concluimos que o algoritmo
produz um conjunto onde todos os intervalos sdo disjuntos. Entretanto, € necessario
provar que o conjunto € miximo. Para isso, antes de tudo, vamos introduzir a seguinte

propriedade.

Afirmacao 1. (Propriedade da Escolha Gulosa). Todo intervalo de término minimo

pertence a algum conjunto disjunto mdximo.

Prova (da Afirmagdo 1). Seja m um intervalo de término minimo e X um conjunto
disjuntos maximo. Primeiro, considere que m € X. Neste caso, ndo hd o que discutir, m
ja pertence ao conjunto disjunto maximo. Agora, suponha que m ¢ X e seja ¢ o intervalo
com o menor término em X. Note que m termina antes de g, o que implica que todos
os intervalos de X comegam apds o término de g, portanto, o conjunto X \ {q} U {m} ¢é
disjunto. Além disso, o novo conjunto possui a mesma cardinalidade de X, tornando-o
maximo. |

Temos uma segunda propriedade, evidenciada a seguir.
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Afirmacao 2. (Propriedade de Subestrutura Otima). Seja m um intervalo de término
minimo e X um conjunto independente mdximo. Se m € X, entdo X \ {m} é um conjunto

disjunto mdximo de todos os intervalos posteriores a m.

Prova (da Afirmagdo 2). Considere que P é o conjunto de todos os intervalos posteriores
a m. Como visto acima, evidentemente X \ {m} é o conjunto disjunto maximo de P.
Entretanto, a fim de encontrar uma contradi¢cdo, suponha que existe um conjunto disjunto
Y maior que X. Como Y é um conjunto disjunto maximo de intervalos posteriores a m
e m termina antes de todos os intervalos em Y, entdo o conjunto ¥ U {m} também ¢
maximo. Observe que |Y U{m}| = |Y|+ 1 pois estamos adicionando o intervalo m a Y.
Por suposic@o, |Y| > |X — {m}|. Assim, temos: |[Y U{m}| =|Y|+1> |[X —{m}|+1=|X|,
uma vez que somar um intervalo em X e subtrair m resulta no préprio conjunto X.
Entretanto, note que Y possui mais elementos que X, o que contradiz que X é um conjunto
disjunto méaximo. Assim, concluimos que X \ {m} é um conjunto disjunto maximo para
os intervalos posteriores a m. |

Concluimos a demonstragdo calculando o tempo de execugdo do Algoritmo 4.

Afirmacéo 3. O Algoritmo 4 pode ser executado em tempo O(nlogn), onde n é o niimero

de intervalos de entrada.

Prova (da Afirmagdo 3). Apbs a ordenacdo inicial dos intervalos, que pode ser feita
em tempo O(nlogn), a operagdo principal do algoritmo é uma unica varredura dos n
intervalos, que ¢é realizada em tempo O(n) (linhas 3 a 6). Assim, a parte dominante do
tempo de execucdo € a ordenacdo, e a operacdo de selecdo dos intervalos disjuntos é
realizada em tempo linear. Portanto, o tempo total necessario para executar o algoritmo é

O(nlogn), que é polinomial. |

Como resultado, podemos concluir que se G € um grafo de intervalo, o(G) pode
ser determinado em tempo polinomial, uma vez que o Algoritmo 8 encontra o maior
conjunto de intervalos disjuntos. Em um grafo de intervalo, um conjunto independente
maximo de vértices corresponde diretamente ao maior conjunto de intervalos disjuntos.
Portanto, ao encontrar o maior conjunto de intervalos disjuntos, o algoritmo determina
o(G), que é o nimero de independéncia do grafo G. O algoritmo realiza essa tarefa em

tempo O(nlogn), que é polinomial. O

3.4 Observacoes sobre Grafos de Intervalo Unitario

A classe dos grafos de intervalo unitdrio tem sido alvo de estudos dado que herda
as solugdes polinomiais aplicaveis a grafos de sua superclasse grafos de intervalo. Além

disso, em alguns casos, problemas em grafos de intervalo unitdrio podem ser resolvidos
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de forma ainda mais eficiente do que em grafos de intervalo. Por exemplo, o problema do
corte maximo, que é NP-completo para grafos de intervalo [1], torna-se polinomial para
grafos de intervalo unitdrio [6].

No Teorema 3.10, a seguir, apresentamos uma propriedade de grafos de intervalo
unitdrio com relagdo ao seu subgrafo proibido Kj 3. A demonstra¢do deste teorema foi
originalmente realizada por Bogart e West [4]. Neste relatorio, adotamos a prova descrita

em Oliveira [21], com uma abordagem mais detalhada.

Teorema 3.10 Se G ¢ um grafo de intervalo, entdo G é um grafo de intervalo unitdrio se

e somente se G é livre de K| 3.

Prova.(=) Supomos que G é um grafo de intervalo unitdrio. Vamos mostrar que G é livre
de K 3. Suponha, por contradi¢io, que G possui pelo menos um subgrafo isomorfo a Kj 3.
Considere que K| 3 é formado por V(G') = {vi,va2,v3,va} e E(G') = {(v1,vi) |2 <i <4},
ou seja, G ndo € livre de K 3.

Ao tentarmos montar um modelo de intervalo unitdrio de G, notamos que se
todos os intervalos associados a esses vértices possuem intervalo unitario e V(G) =
{v2,v3,v4} ndo se sobreponham, ndo seria possivel ter trés vértices adjacentes ao vértice
v1. Isso acontece porque nao seria possivel que os intervalos I, (onde v € o indice referente
acadav € V(G) = {v2,v3,v4}) sobreponham /,, de forma que ambos os intervalos sejam
unitdrios e exista N(vi) = {v2,v3,v4} . Sendo assim, a existéncia de um subgrafo Kj 3
indica que pelo menos um dos intervalos associados ao grafo ndo possui comprimento
unitdrio, o que contradiz que G é um grafo de intervalo unitério.

A reciproca do Teorema 4 a seguir tem como objetivo construir um modelo de
grafo unitdrio dado um modelo de intervalo qualquer livre de K3, mas antes vamos
descrever um modelo de intervalo para o grafo G.

(<) Evidentemente, um grafo K; 3 ndo pode ser representado por um modelo
de intervalo unitdrio. No entanto, a fim de encontrar uma contradi¢do, suponha que G
ndo ¢ livre de K;3. Seja F = {I, | v € V(G)} um modelo de intervalo que possui o
menor nimero possivel de interse¢des com outros intervalos, ou seja, intervalos incluidos
em algum outro. Seja I; C I para algum par {j,k} C V(G), onde nenhum intervalo
estd totalmente contido em outro. Pela minimalidade do nimero de inclusdes entre
intervalos, que assumimos anteriormente, temos que ¢(j) ndao pode ser movido para a
esquerda além do /(k) sem que haja uma inclusdo adicional entre intervalos, temos que
dx € V(G) tal que I, NI # 0, ou seja, existe interse¢do entre I, e I;. Além disso, temos
que ¢(x) < £(k), ou seja, £(x) estd a esquerda de /(k). Analogamente, Jy € V(G) tal que
I,N I # 0 e r(k) < {(y). Entretanto, considerando os conjuntos citados acima, de acordo
com a defini¢do de grafo de intervalo, G possui um subgrafo isomorfo a K 3, gerando,

portanto, uma contradi¢do, uma vez que se G € um grafo de intervalo ndo pode conter
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subrgrafos isomorfos a Kj 3. Sendo assim, apresentaremos a seguir a construcdo de um
modelo de intervalo unitdrio para abordar os dois possiveis casos de G (denominados,
respectivamente, Caso I e Caso 2), transformando o conjunto X de forma iterativa
conforme descrito a seguir.

Em cada iteracdo, considere / como o intervalo ndo unitirio com o menor
extremo esquerdo e considere p um ponto em / como essencial para a delimitagdo do
intervalo unitdrio. Caso I: Se nao houver nenhum extremo direito sobreposto com 1,
defina p = ¢(I). Caso 2: Caso contrdrio, defina p como o maior desses pontos (nesse
caso, p pertenceria a um intervalo ja ajustado para comprimento unitdrio, garantindo que
nao haja contradicao entre a auséncia de inclusdes de intervalos em & e a escolha de 7).

Assim, com o propésito de garantir que os intervalos sejam ajustados dentro
dos limites definidos, tome p < min{¢(I) + 1,r(I)}. Ajuste 0 modelo comprimindo ou
expandindo proporcionalmente a por¢do do modelo definida por [p,r(I)] para que ela se
encaixe na porg¢do [p,¢(I)+ 1] (translade a por¢ao [r(I),o0) do modelo para [((I) + 1,00)).
A ordem entre os extremos dos intervalos permanece inalterada, os intervalos ajustados
em itera¢des anteriores mantém seu tamanho unitdrio, e agora |I,,| = 1, para todo v € V(G).
Enquanto houver intervalos nao unitarios, aplicaremos o algoritmo até que todos os in-
tervalos estejam devidamente ajustados. Claramente, quando nenhum intervalo puder
ser selecionado como 7, o0 modelo de intervalo resultante serd um modelo de intervalo

unitério de G. O

As Figuras 3.7 e 3.8 ilustram as compressoes descritas no Teorema 3.10.
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Figura 3.7: Caso 1.
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Figura 3.8: Caso 2.



CAPiTULO 4

Conclusao

Nesta monografia, mostramos algumas propriedades relacionadas aos conjuntos
independentes mdximos em grafos de intervalo e algoritmos associados a essa classe.

Inicialmente, no Teorema 3.1, mostramos que um grafo G € de intervalo se, e
somente ndo possui ciclos induzidos onde n > 4. A prova usa a definicio de modelo
de intervalo para demonstrar que, ao tentar representar os vértices e arestas de C,, com
intervalos na reta real, ocorre uma contradi¢do.

Além disso, no Teorema 3.3 mostramos que um grafo G de intervalo ndo pode
possuir uma tripla asteroidal. Para isso, utilizamos a definicdo de tripla asteroidal e
a disposicdo linear dos intervalos em um modelo de intervalo para demonstrar que a
existéncia de uma tripla asteroidal leva a uma contradicdo. A disposi¢do sequencial dos
intervalos impede a formacao de caminhos que evitem a vizinhanga de um terceiro vértice,
0 que impossibilita a existéncia de uma tripla asteroidal em grafos de intervalo.

Na secdo 3.4, caracterizamos um grafo de intervalo unitario como aquele livre
de K 3. A partir disso, apresentamos um algoritmo para ajustar os intervalos e garantir
que um grafo de intervalo tenha modelo unitario, removendo qualquer subgrafo isomorfo
a K 3. O algoritmo ajusta iterativamente os intervalos at€ que todos tenham comprimento
unitario, sem violar as condi¢des do grafo.

No Teorema 3.9, apresentamos um algoritmo eficiente para determinar o(G)
em um grafo de intervalos. O algoritmo descrito tem uma complexidade polinomial
O(nlogn), alcangada através de uma ordenagio inicial seguida de uma varredura linear
dos intervalos.

Finalmente, também implementamos um algoritmo, proposto por Feofi-
loff [10], em linguagem python, com o objetivo de determinar intervalos disjun-
tos a partir de uma lista de intervalos. A implementacdo pode ser encontrada em
https://github.com/AnaCarolynePds/Descobrindo-alpha-G-em-um-grafo-de-intervalo. O
cddigo estd disponivel no Apéndice A.

Como trabalho futuro, sugerimos a implementacdo de algoritmos para outros
problemas em grafos, como encontrar a cardinalidade de uma clique médxima e outros

problemas cléssicos em grafos.


https://github.com/AnaCarolynePds/Descobrindo-alpha-G-em-um-grafo-de-intervalo
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APENDICE A

Codigos de Programas

def verifica_intersecao (intervalol, intervalo?2):
leftl, rightl = intervalol

left2, right?2 intervalo?2

return leftl <= right2 and left2 <= rightl # retorna true

caso exista intersecao

def imprimir_matriz (matriz):
for linha in matriz:
for elemento in linha:
print (elemento, end=’" ')

print ()

# intervalos = [[1,31, [2,5], 1[8,9], [4,6], [10,20]] # cria a
lista de intervalos nao necessariamente ordenados
intervalos = [[1,3], [2,9], [3,6], [2,4]]
intervalos_ordenados = [] # lista vazia que recebera a lista de
intervalos ordenados
scd = [] # lista vazia que recebera os intervalos disjuntos
intervalos_ordenados = sorted(intervalos, key=lambda x: x[1]) #

a funcao sorted ordena em ordem crescente

# M= [[]]

M = [[0 for _ in range(len(intervalos))] for _ in range (len (
intervalos) )]

for i in range(len(intervalos)):
for 7 in range(len(intervalos)):

if (verifica_intersecao(intervalos[i], intervalo[j]) and




Apéndice A 44

Il
—

MI1][7]]
ME31[1]

Il
—

imprimir_matriz (M)

while intervalos_ordenados:
menor_intervalo = intervalos_ordenados.pop (0) # apos
ordenado, o menor intervalo e retirado da lista e
adicionado em scd

scd.append (menor_intervalo)

intervalos_ordenados = [intervalo for intervalo in
intervalos_ordenados 1f not verifica_intersecao (
menor_intervalo, intervalo)] # list comprehension

rr

caso o ultimo valor adicionado em scd NAO tenha interseccao
com outro valor do intervalo, o intervalo sem interseccao
e mantido na lista intervalos_ordenados.

Em seguida, apos atualizar a lista intervalos_ordenados,
refaz todo o processo ate que nao tenha mais nenhum valor

a se verificar em numeros ordenados

print ("Lista de intervalos SCD:")

print (scd)

gquantidade = len (scd)

print ("Existem %d colecoes disjuntas na lista de intervalos

fornecidas." %quantidade)
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