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Resumo

Utilizando como base os conceitos da termodinâmica clássica objetivou-se encon-
trar expressões para a pressão e temperatura tomando como base um sistema quântico
formado por uma partícula presa em um poço potencial unidimensional. De início é apre-
sentado um apanhado histórico das máquinas térmicas, sua utilidade prática e como as
mesmas evoluíram ao longo dos séculos. Em seguida a problemática é apresentada, o sis-
tema e seus componentes são descritos e a equação que define seu estado energético é
descrito. Utilizando as equações encontradas foram deduzidas relações que, para o poço
potencial unidimensional infinito, são análogas aos conceitos de temperatura e pressão.
Posteriormente são apresentados dois ciclos térmicos (ciclo de Carnot e o Ciclo de Stir-
ling), as curvas que os formam é apresentada e seus processos são descritos com base nos
conceitos estabelecidos no decorrer do trabalho. Os resultados obtidos foram satisfató-
rios pois além de apresentar concordância dimensional com o que foi a priori proposto a
abordagem possibilitou uma expansão da teoria já bem fundamentada na literatura [1]
ao introduzir duas expressões que são análogos quânticos a conceitos estabelecidos para
sistemas clássicos.

Palavras - chave: Termodinâmica Quântica, Poço potencial, Processos térmicos.



Abstract

Using classical thermodynamics concepts as a basis, the objective was to find
expressions for pressure and temperature, based on a quantum system composed of a
particle trapped in a one-dimensional potential well.

Initially, a historical overview of thermal machines is presented, including their
practical utility and how they have evolved over the centuries. Next, the issue is
introduced, the system and its components are described, and the equation defining its
energy state is presented. Using the derived equations, relationships were deduced that, for
the infinite one-dimensional potential well, are analogous to the concepts of temperature
and pressure.

Subsequently, two thermal cycles are presented (the Carnot cycle and the Otto
cycle), and the curves that form them are described based on the concepts established
throughout the work.

In conclusion, it can be stated that the obtained results were satisfactory, as they
not only exhibit dimensional agreement with the initially proposed ideas but also expand
the theory already well-founded in the literature [2] by introducing two expressions that
serve as quantum analogs to concepts established for classical systems.

Key - words: Quantum Thermodynamics, Potential Well, Thermal Processes.
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Introdução

Figura 1.1: Desenho esquemático da Eolípila de Heron.

O desafio de se gerar movimento, por meio do calor, teve inicio ainda no século
I, com os antigos gregos. O filósofo e matemático grego, Heron de Alexandria (10 d.C -
80 d.C), foi um dos precursores dessas iniciativas [3]. Uma das descrições mais famosas
de Heron é a chamada Eolípila, veja figura 1.1, uma esfera oca que recebe vapor de um
recipiente abaixo contendo água fervendo. Os dois canos diametralmente opostos expelem
vapor d’água fazendo com que a esfera gire em seu eixo.

A primeira tentativa, bem sucedida, de substituição do trabalho humano ou
animal por uma máquina foi realizado por Thomas Savery, em 1698. Devido às frequentes
inundações em minas de carvão na Inglaterra, a retirada de água nas escavações era um
trabalho realizado por bombas à vácuo parcial, seguindo o princípio da bomba de Galileu
conhecida na época. Com o intuito de tornar o processo mecanizado, Thomas Savery
desenvolveu uma máquina que gerava vácuo em um cilindro, por meio da queima de
carvão, e assim poderia sugar água das minas, seguindo o esquema ilustrado na figura 1.2.

Na máquina de Savery, figura 1.2, inicialmente as válvulas A e B são abertas
permitindo que vapor d‘água adentre o cilindro empurrando água contida na altura h2,
enquanto as válvulas C e B permanecem fechadas. Em seguida a válvula C é aberta para
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que o cilindro resfrie, mantendo as válvulas A e B fechadas. Desta forma é gerado um
vácuo parcial e o registro D é aberto para que a água dentro da mina, à profundidade
h1, seja sugada para o cilindro e expulsa novamente seguindo o procedimento da primeira
etapa. Com esse mecanismo se podia retirar água de uma mina até no máximo 10 m de
profundidade da máquina, que é o limite para uma bomba de Galileu operar [1].

A

C

B

D
h1

h2

Ebulidor

Cilindro de geração

de vácuo

Mina de carvão inundada

Figura 1.2: Máquina térmica de Thomas Savery usada para bombear águas das minas alagadas.

As dificuldades naturais, impostas à máquina de Savery, foram resolvidas em
1712 no projeto bem sucedido de Thomas Newcomen que desenvolveu a primeira máquina
térmica a gerar trabalho contínuo, operando em ciclos. Neste projeto, como descrito na
figura 1.3, vapor de água entra no cilindro, pela válvula B, empurrando o pistão para
cima, ajudado pelo contrapeso que se movimenta em um cavalete, puxando o pistão.
Quando o cilindro é completamente cheio, a válvula A é aberta e água fria é borrifada
neste compartimento, criando vácuo parcial sugando o pistão de volta, empurrado pela
pressão atmosférica. Com esse movimento o pistão traciona uma bomba hidráulica no
final do cavalete, que puxa, mecanicamente, água da mina, sem a necessidade da sucção
exigida nas máquinas Savery.

Entrada de água fria

Cilindro

Pistão

A

B

Figura 1.3: Máquina térmica de Thomas Newcomen.

Em 1764, o escocês James Watt tomou conhecimento do funcionamento das
máquinas Newcomen examinando uma maquete. Watt percebeu um grande desperdício
de energia nesse projeto, pois no funcionamento da máquina o cilindro era aquecido
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com a introdução de vapor e em seguida resfriado gerando vácuo parcial, para iniciar
um novo ciclo o cilindro deveria ser novamente aquecido evitando a condensação do
vapor introduzido. Nesse processo, muito calor era desperdiçado aquecendo e resfriando
o cilindro com o pistão. Para resolver essa ineficiência, Watt desenvolveu o conceito do
Condensador, veja figura 1.4, um grande tanque para resfriar o vapor d‘água para ser
novamente aquecido na caldeira. No projeto de James Watt, não se utiliza o princípio
de formação de vácuo parcial como nos motores Newcomen, como descrito na figura 1.4,
em vez disso, na primeira etapa abrimos as chaves C e B, mantendo A e D fechadas
fazendo com que o vapor realize trabalho empurrando o pistão. Em seguida as chaves A e
D são abertas mantendo B e C fechadas fazendo com que o vapor empurre o pistão para
sua posição inicial. Com isso o vapor sempre está movimentando o pistão para que este
transmita movimento para ser utilizado em uma bomba d‘água, ou outro mecanismo que
poderia se beneficiar deste trabalho útil [3].

Cilindro

C
o
n
d
e
n
s
a
d
o
r

Caldeira

A B

C D

Figura 1.4: Esquema simplificado da máquina térmica de James Watt.

Historicamente a eficiência e potência das máquinas térmicas são propriedades
primordiais no planejamento e concepção destes artefatos. Mesmo que do ponto de vista
estrutural uma máquina térmica apresente inúmeras partes mecânicas como tubos, cone-
xões, eixos móveis, válvulas, entre outros, observando teoricamente seu funcionamento,
vemos que essas máquinas são dispositivo que convertem a energia que lhe é fornecida,
através de um reservatório a alta temperatura (TQ), em trabalho mecânico (W ), sendo
necessário rejeitar parte dessa energia a uma fontes frias de baixa temperatura (TF ), para
que um novo processo tenha início.

Apesar de ser um processo que a muitos anos vem sendo utilizados pelos
engenheiros e entusiastas da área os processos que norteiam o funcionamento de uma
máquina térmica ainda apresentam uma grande barreira a ser ultrapassada que é a
sua eficiência. Ao longo dos anos de desenvolvimento as máquinas térmicas sempre
apresentaram um altíssimo grau de desperdício de energia. Tomando como exemplo
um equipamento presente em nosso dia a dia, o motor a combustão de um automóvel

Instituto de Física – UFG
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movido a gasolina, a eficiência do mesmo permeia valores de 26% a 30%, isto é, de
toda a energia "armazenada"em seu combustível cerca de 70% não é transformada em
movimento [4]; é perdida através de som, calor e desgaste mecânico, apenas para citar
alguns exemplos. Em contrapartida carros elétricos, cuja fonte de movimento não está
baseada nos processos termodinâmicos, mas sim, em processos eletromagnéticos exibem
uma eficiência de aproximadamente 90%.

no início do século XIX o engenheiro militar francês Nicolas Léonard Sadi Carnot,
propôs um sistema teórico capaz de realizar trabalho e cuja eficiência é perfeita. A teoria
foi desenvolvida com o objetivo de abordar a seguinte questão: Como tornar uma máquina
térmica que opera em ciclos o mais eficiente possível?

Para que tal esquema seja transposto da teoria para a prática, deve-se tomar
um pistão e fazer com que o mesmo opere entre um par de reservatórios, o primeiro
tendo como função fornecer calor devido a sua elevada temperatura (TH) e o segundo
reservatório, dotado de uma menor temperatura (TC), sendo responsável por receber o
excesso de calor que foi transferido para o sistema.

Entretanto apesar da aparente simplicidade segundo Carnot, o rendimento má-
ximo de uma máquina será sempre inferior a 100%, devido à limitação da quantidade de
trabalho que ela pode realizar em comparação com a quantidade de calor que recebe.

O modelo teórico do motor proposto por Carnot é ideal, porém a sua construção
e aplicação prática se mostra inviável devido aos seguintes fatores a seguir: I) Para que
ocorra troca de calor de forma adequada o tempo necessário deveria ser infinito, sendo
assim, analisando em termos de potência temos, a mesma seria nula. II) Devido as perdas
inerentes do sistema para que o gás volte para a condição inicial, é necessária uma
quantidade de energia superior àquela descrita pelo modelo de Carnot. Dessa forma a
eficiência do motor já se torna reduzida e, a cada ciclo, a mesma apresenta uma maior
porcentagem de deficit de energia.

No final do século XIX e início do século XX ocorreu uma das maiores revoluções
cientificas da história da humanidade.

O desenvolvimento da mecânica quântica foi motivado por uma série de obser-
vações e problemas experimentais que não podiam ser explicados pelas teorias físicas
clássicas da época, como a mecânica newtoniana e a eletrodinâmica clássica (Lei de Cou-
lomb e teoria eletromagnética de Maxwell). Dentre outros algumas das principais razões
que levaram ao desenvolvimento da mecânica quântica incluem:

• Problemas na Física Clássica: A física clássica funcionava bem em muitas situações,
mas começou a mostrar suas limitações em escalas microscópicas, altas velocidades
e em interações de partículas subatômicas.

• Radiação de Corpo Negro: A falha das teorias clássicas em explicar o espectro de
radiação de corpo negro foi um problema importante. As previsões da física clássica
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não concordavam com as observações experimentais, e isso levou a busca por uma
nova teoria que pudesse explicar esse fenômeno.

• Efeito Fotoelétrico: As observações do efeito fotoelétrico, em que elétrons são ejeta-
dos de um material quando exposto à luz, não podiam ser explicadas adequadamente
pelas teorias clássicas da luz (teoria eletromagnética). A ideia de que a luz consiste
de partículas discretas de energia (fótons), proposta por Einstein, foi uma das pri-
meiras pistas para a necessidade de uma nova teoria.

• Estabilidade dos Átomos: A eletrodinâmica clássica não conseguia explicar por que
os elétrons não deveriam perder energia continuamente enquanto orbitavam o núcleo,
o que os faria colapsar nos núcleos. O modelo de Bohr para o átomo resolveu parte
desse problema, mas ainda era uma solução semi-clássica e apresentava limitações.

Todas essas razões, entre outras, conduziram os físicos a buscar uma nova
teoria que pudesse descrever adequadamente o comportamento das partículas em escalas
microscópicas, levando ao desenvolvimento da mecânica quântica[5].

O trabalho proposto é segmentado da seguinte forma; no primeiro capítulo é
exposto uma introdução histórica da termodinâmica e das máquinas térmicas e como as
principais máquinas e conceitos evoluíram com o passar dos séculos . O segundo capítulo
apresenta a base teórica do trabalho, nesta sessão é apresentado o sistema onde será feito o
estudo e as equações deduzidas a partir das condições iniciais. No terceiro capítulo temos
a apresentação dos processos termodinâmicos clássicos e de seus análogos. Em seguida,
no quarto capítulo, são apresentados dois ciclos termodinâmicos (Carnot e Stirling) e,
ademais, como suas etapas são descritas tomando-se como base a mecânica quântica.
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Energia de uma partícula em um
poço potencial infinito

Com o intuito de fazer a transposição de propriedades termodinâmicos para um
sistema quântico, para tanto foi considerado como base o sistema quântico mais simples,
o poço de potencial infinito. Inicialmente tomou-se uma partícula de massa m, confinada
em um poço potencial unidimensional cuja largura vale L. Como ilustrado na figura 2.1,
a função potencial, V (x), desse poço é descrita como:

V (x) =


0, se 0 < x < L

∞, se x ≥ L

∞, se x ≤ 0.
(2.1)

Figura 2.1: Representação de um poço de potencial infinito. Nesse potencial temos potencial
infinito fora do intervalo [0 : L] e zero para as regiões fora do poço.

Para a função 2.1, no intervalo [0, L], a equação de Schrodinger independente do
tempo pode ser escrita como:

− ℏ2

2m
d2

dx2ψ(x) = Eψ(x) (2.2)
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onde de início temos definido que
k2 = 2mE

ℏ2

o que, ao isolar o termo E e, em seguida, substituir na equação 2.2, chegamos a conclusão
que:

d2

dx2ψ(x) = −k2ψ(x) (2.3)

A solução geral da equação diferencial acima (Eq. 2.3) é a função de onda ψ(x)
[5] da partícula dentro da caixa que, de forma geral pode ser escrita da forma:

ψ(x) = A sin(kx) +B cos(kx) (2.4)

Para que a mesma apresente continuidade é necessário que sejam satisfeitas as
condições de fronteira, ou seja, é exigido que ψ(0) = ψ(L) = 0. O resultado de tal
imposição é que espera-se que a partícula apresente movimento apenas no interior da
região de interesse, sendo impossível que a partícula apresenta movimento fora do intervalo
[0, L]. Utilizando tais condições de fronteira obtemos que A ̸= 0, B = 0 e k = nπ/L, onde
n = 0, 1, 2, 3...

Com a quantização imposta para a constante k temos que a energia do sistema
também é quantizada e também depende do comprimento L do sistema [2], de tal forma
que a energia em função do comprimento L e do número de ondas n é matematicamente
definido como sendo:

En = n2π2ℏ2

2mL2 (2.5)

Impondo que a função de onda de um sistema quântico deve ser normalizada em todo o
espaço de domínio dessa função[6], podemos determinar a constante A fazendo

∫ L

0
|ψ|2 dx = 1 ⇒ |A|2

∫ L

0
dx sin2

(
nπ

L
x

)
= 1 ⇒ |A|2 = 2

L
(2.6)

Uma vez obtido o valor da constante A encontramos que as funções de onda que descrevem
o comportamento da partícula, são descritas pela equação:

ϕn(x) =
√

2
L

sin
(
nπ

L
x

)
. (2.7)

2.0.1 Temperatura associado aos estados quânticos

Utilizando como fundamento os conceitos clássicos da termodinâmica [7] e tendo
como objetivo encontrar um análogo quântico para a função de estado temperatura
iniciamos está sessão tomando como sistema de estudo um gás ideal constituído por N

Instituto de Física – UFG



20

moléculas monoatômicas de massa m, confinados em uma caixa de lados, bem definidos,
de comprimento L, volume V = L3, pressão p e temperatura T .

No sistema em questão vamos considerar que uma das paredes do poço potencial
tem a capacidade de se movimentar ao longo de seu comprimento, tornando-o um análogo,
em escala quântica, de um pistão unidimensional, assim lhe é atribuído a função de definir
o volume do sistema termodinâmico quântico.

L ⇔ V (2.8)

Desta forma, quaisquer que forem as variações infinitesimais no comprimento L haverá
variações no valor da energia energia (En), auto-função(ψ) e auto-estados (ϕ(x)). Como
consequência direta de tais mudanças a Hamiltoniana do sistema

E(L) = ⟨ψ |H|ψ⟩ (2.9)

também sofre uma mudança infinitesimal em seu valor. Pela teoria clássica [8] temos que
o número de mols é definido como sendo:

n = N/NA (2.10)

onde NA = 6, 02 × 1023 moléculas/mol, conhecido como número de Avogadro.
O macroestado desse sistema é bem definido pelas varáveis (p, V, T ) e a energia

total desse sistema [7], seguindo o princípio da equipartição de energia e considerando 3
graus de liberdade translacionais é definida matematicamente pela equação 2.11.

E = 3
2nRT. (2.11)

Para apenas um grau de liberdade translacional, L, a energia por molécula é matemati-
camente descrita por:

E

N
= 1

2kBT, (2.12)

sendo kB = 1, 38 × 10−23J/K a já bem estabelecida na literatura constante de Boltz-
mann. Na Eq. (2.5), temos a energia por partícula em relação a cada estado quântico,
considerando um grau de liberdade. Na Eq. (2.12) encontramos também a energia por
partícula considerando também um grau de liberdade, L. Como ambas as equações são
representações da energia da partícula em questão, podemos facilmente igualar ambas e
assim obter a seguinte expressão:

n2π2ℏ2

2mL2 = 1
2kBT. (2.13)

Dessa igualdade podemos encontrar uma grandeza que identificamos como a temperatura
associada a cada estado quântico do poço de potencial:
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T = n2π2ℏ2

kBmL2 (2.14)

Como é feito no modelo cinético molecular, realizamos a análise do comporta-
mento de uma partícula e estendemos esses resultados para N partículas, com o intuito
de encontrar as grandezas pressão e temperatura, que são quantidades que somente fazem
sentido para um coletivo de partículas. No caso do poço de potencial, podemos ampliar
nossa análise para N partículas, uma vez encontrado a energia por partícula. Desta forma,
a Eq.(2.14) é interpretada como a temperatura, por nível energético En, de um coletivo de
N partículas, sendo que cada uma está submetida ao perfil de potencial do poço infinito.

A equação 2.14 é de grande importância pois a mesma além de ser um equação
nova em relação ao que foi apresentado na bibliografia a mesma indica que o que foi
concebido como sendo a temperatura da partícula depende exclusivamente do nível
energético da partícula e do comprimento do sistema em que a mesma está contida.

2.0.2 Pressão associada aos estados quânticos

A pressão que um gás exerce sobre o recipiente onde está contido pode ser definida
como sendo a média temporal da transferência de momento linear das moléculas que
compõe o gás para a parede o sistema. A figura 2.2 representa o caso idealizado onde
existe apenas uma única molécula presente em uma caixa de dimensões l.

Figura 2.2: Esquema representando uma caixa em 3 dimensões contendo uma única molécula

Inicialmente foi considerado que a molécula presente na caixa está em constante
movimento e se choca com as paredes do recipiente, o momento associado a essa partícula
antes e depois da colisão [9] pode ser escrita como sendo:

∆pi,x = −mvi,x −mvi,x = −2mvi,x (2.15)

Agora, levando-se em consideração que a partícula se encontra no ponto de origem do
sistema de coordenadas, e assumindo, também, que o tempo necessário para que ela se
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choque com a parede do recipiente e volte para a posição de origem é ∆t = 2l
vi,x

temos que
a força que essa partícula exerce sobre a parede da caixa é matematicamente dada por

Fi,x =
mv2

i,x

l
(2.16)

Partindo do caso idealizado podemos generalizar e assumir que, ao invés de existir
uma única partícula dentro da caixa, existem N moléculas distribuídas em n mols. Fazendo
as devidas correções matemáticas concluímos que a pressão exercida sobre uma das faces
da figura 2.2, devido as N moléculas, pode ser reescrita como sendo:

p =
N∑

i=1
= Fi,x

l2
= nm

V
v̄2

x (2.17)

Onde, consideramos n como sendo o número de mols do gás, m a sua massa, NA o número
de Avogrado e v̄2

x = v̄2

3 a velocidade de deslocamento de cada ente constituinte do gás. É
possível ainda reescrever a relação da seguinte forma

p = nM

3V v̄2 (2.18)

A partir dessa introdução, a pressão de um gás em um modelo clássico, podemos extrapolar
o conceito para o sistema composto de uma única partícula em um poço potencial
unidimensional. Para tanto, levando-se em consideração que estamos lidando com uma
partícula cujo movimento está restrito a apenas uma única dimensão a ela podemos
relacionar a energia cinética e, pelo teorema da equipartição da energia de uma molécula
em um gás, e energia E = 1

2KBT , dessa forma ficamos com:

1
2mv̄

2 = 1
2kBT (2.19)

Com um simples rearranjo dos termos e, substituindo do termo v̄2 na equação da pressão
2.17, encontramos que para um gás clássico a pressão pode ser escrita da seguinte forma:

p = nNAkBT

L
(2.20)

Substituindo, nesta expressão, a já dada, expressão da temperatura 2.14 chegamos, por
fim, a uma expressão que representa a pressão devido ao coletivo de partículas presente
no estado energético n e restritas ao poço unidimensional de comprimento L:

pn = Nn2π2ℏ2

L3m
(2.21)

A equação acima encontrada foi deduzida utilizando processos termodinâmicos,
o mesmo resultado foi deduzido nas referências [2, 10, 11, 12] utilizando-se de princípios
da mecânica quântica.
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2.0.3 Equação geral dos gases para um sistema termodinâmico
quântico

Para um sistema termodinâmico clássico temos que a equação geral dos gases,
também conhecida como "Equação do Gás Ideal"ou "Equação de Estado dos Gases Ideais",
é uma equação cuja aproximação é válida em condições em que as partículas do gás estão
suficientemente distantes umas das outras e onde as interações entre elas são consideradas
insignificantes. A equação relaciona as variáveis de pressão (p), volume (V ), temperatura
(T ) e quantidade de substância ou número de mols (n) para um gás ideal. Está equação
pode ser definida como sendo.

pV = nRT (2.22)

p é a pressão do gás (geralmente em pascal, Pa, em unidades do Sistema Internacional);
V é o volume ocupado pelo gás (geralmente em metros cúbicos, m3); n é a quantidade
de substância, que é medida em moles (mol); R é a constante dos gases ideais, que é a
mesma para todos os gases e tem um valor aproximado de 8.314 J/(mol·K) (joules por
mol por kelvin); T é a temperatura absoluta do gás, medida em kelvin (K) [7].

Essa equação é uma representação simplificada do comportamento dos gases em
condições ideais, onde as interações entre as moléculas do gás são negligenciadas e o volume
das moléculas individuais é considerado desprezível em relação ao volume total ocupado
pelo gás. Em condições próximas às reais, o comportamento dos gases pode desviar-
se dessa equação, especialmente em altas pressões ou baixas temperaturas, quando as
interações entre as moléculas se tornam mais significativas. Esta equação é válida apenas
quando trata-se de sistemas clássicos, uma vez considerados efeitos quânticos sua validade
é perdida.

Com base com o que foi até o momento demonstrado a cerca da pressão e
temperatura é possível demonstrar uma equação geral de um gás quântico, estando o
mesmo preso a uma única dimensão, para tanto tomando como base as equações 2.21
e 2.14 é possível, igualando e substituindo os termos pertinentes, desenvolver a seguinte
relação:

T = 1
kB

n2π2ℏ2

mL3 L = pL

kB

(2.23)

ou ainda
pL

T
= kB (2.24)

Na equação 2.24 o termo kB representa a constante de Boltzmann , cujo valor é 1,38× 10−23

J/K. Os termos p, L e T representam a pressão, comprimento e temperatura associada
aos estados quânticos respectivamente. Realizando a análise dimensional dos termos temos
que a pressão apresenta unidade de Newton, o comprimento tem sua unidade em metros
e a temperatura, assim como seu análogo clássico, apresenta unidade em Kelvin. Apesar
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de apresentar a mesma unidade de seu análogo clássico vale ressaltar que a temperatura
neste caso não tem o mesmo sentido, isto é, a temperatura neste caso não é a temperatura
de um estado termodinâmico em equilíbrio e sim, a representação da temperatura efetiva
associada a cada estado quântico derivada dos autovalores de energia destes estados. É
importante notar a semelhança entre a equação aqui deduzida que relaciona as varáveis
termodinâmicas em um poço potencial unidimensional e a mesma equação para o gás
ideal clássico (equação 2.22).
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Processos Termodinâmicos

3.0.1 Processos Adiabáticos

Utilizando como base a teoria da termodinâmica clássica, é possível interpretar os
processos adiabáticos como sendo tais que não ocorrem a transferência de calor ou massa
entre o sistema, que está termicamente isolado, e seus arredores. Neste tipo de processo
um pistão em uma máquina tem a possibilidade de se movimentar pois uma característica
do processo é que apenas a energia na forma de trabalho é capaz de ser trocado.

Considerando o sistema quântico inicialmente proposto podemos fazer uma
analogia com a termodinâmica clássica onde, as paredes do poço potencial infinito podem
ser vistas como pistões, unidimensionais, isto é, as paredes tem a capacidade de se
movimentar ao longo de seu eixo, e o gás presente na teoria clássica é, neste caso, uma
única partícula monoatômica.

Inicialmente o estado de uma partícula em um poço potencial infinito pode ser
descrito como sendo combinação de seus auto-estados.

ψ(x) =
∞∑

n=1
anϕn(x) (3.1)

Como dito anteriormente o sistema em estudo tem a capacidade de movimentação
de suas fronteiras, dessa forma, uma vez que o sistema permanece fora de equilíbrio
estático os termos |an| tem seu valor absoluto mantidos constantes. Com isso esperamos
que não ocorra nenhuma transição de estados energéticos da partícula durante o processo
adiabático. Fazendo uma rápida análise das equações já apresentadas é possível observar
que conforme o comprimento L do sistema sofre uma alteração, os auto-estados ϕ e,
consequentemente, seus autovalores En também sofrem alterações.

Admitindo que o comprimento do sistema (L)cresce, o valor esperado da Hamil-
toniana do sistema é:

E =
∞∑

n=1
|an|2 E(n), (3.2)
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tomando como base a equação acima e aplicando uma diferencial em relação a n,
chegamos a seguinte equação:

∆E =
∞∑

i=1
(∆ |an|2)En︸ ︷︷ ︸

Q

+
∞∑

i=1
|an|2 ∆En︸ ︷︷ ︸

W

(3.3)

Analisando a equação 3.3 é possível identificar o calor no processo de variação ∆E como
sendo:

Q =
∑

∆(an)2En (3.4)

Assumindo um ganho de energia do sistema temos que, uma vez que a única pos-
sível variação da energia ocorre através do termo que representa o calor, obrigatoriamente
que ∆ |an|2 ̸= 0. É possível ainda concluir que sendo Q = 0 os termos ∆ |an|2 = 0 ou
ainda que ∆ |an| = 0, esta última indicando que os módulos dos coeficientes da expansão
permanece constantes.

Voltando, novamente, nossa atenção para os processos clássicos da termodinâmica
é necessário ter em mente que, a partir da primeira lei da termodinâmica temos que para
o processo adiabático a relação existente entre a pressão e o volume é a seguinte [2]

pV γ = constante (3.5)

Onde o termo γ é definido como sendo a razão entre Cp e CV , sendo os mesmos os calores
específicos quando pressão e volume são mantidos a um valor constante. A dedução da
equação está incluída no anexo do trabalho.

Extrapolando o sistema para o caso unidimensional, e assumindo, novamente, que
o volume V é agora definido pelo comprimento L do sistema temos que a seguinte relação
pV 3 = constante V → 1 nos leva a seguinte equação

p = n2π2ℏ2

mL3 (3.6)

A equação acima, diferente da equação 2.19 foi encontrada para apenas uma única
partícula. Rearranjando os termos ficamos, por fim, com

pL3 = n2π2ℏ2 → cte (3.7)

A equação 3.7 representa o processo adiabático no poço potencial unidimensional.
De forma semelhante ao que ocorre no gás ideal é possível, em nosso sistema, ser

feito um diagrama que relaciona a temperatura e o volume no processo adiabático, tal
relação pode ser encontrada de acordo com se segue

pV

T
= NR (3.8)
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pV γ = p0V
γ

0 → constante (3.9)

Tendo em mente que inicialmente temos

P = NRT

V
(3.10)

Ao substituir a equação 3.10 em 3.9 encontra-se

NRT

V
V γ = NRT0

V0
V γ

0 (3.11)

Rearranjando os termos chegamos a equação:

TV γ−1 = T0V
γ−1

0 = constante (3.12)

Para o sistema unidimensional da partícula no poço temos:

pL3 = n2π2ℏ2 (3.13)

Onde, inicialmente, temos a seguinte relação

pL

T
= kB ⇒ p = kBT

L
(3.14)

Substituindo a ultima expressão na equação antecessora chegamos por fim a relação

TL2 = n2π2ℏ2

kB

(3.15)

Na equação acima é importante ressaltar que o termo 2 que acompanha o comprimento
L está representando o fator γ − 1

3.0.2 Processos isobáricos

À luz dos conceitos clássicos da termodinâmica temos que um processo isobárico
é uma transformação termodinâmica que ocorrem em um sistema mantido a pressão
constante. Nesse tipo de processo, a pressão do sistema não varia, permitindo que outras
grandezas, como volume e temperatura, possam mudar livremente em resposta às trocas
de calor e trabalho realizadas pelo sistema [2].

Em nosso sistema de referência temos portanto que:

p = n2π2ℏ2

mL3 = constante (3.16)

No processo de aquisição de energia o termo n2 cresce na mesma proporção que
L3 também aumenta, caso semelhante ao do gás ideal.
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Quando Q → cp o calor entra com a realização de trabalho e também a
temperatura aumentando.

Quando transportamos o sistema do modelo tridimensional para o modelo unidi-
mensional temos a seguinte razão:

L

T
= constante (3.17)

3.0.3 Processos isotérmicos

Para um gás ideal que realiza um processo isotérmico, sabemos que o produto
pressão-volume é uma constante. Denotando esta constante por C,temos

PV = C (3.18)

No caso em questão, sabemos que a energia interna é somente uma função da
temperatura. Assim, um processo à temperatura constante também é um processo à
energia constante. Para nosso processo isotérmico quântico, o valor médio da energia será
mantido constante. Neste processo, será permitido que a parede do poço em x = L possa
se movimentar. Por meio dos resultados obtidos na seção anterior vemos que à medida
que a parede do poço se move, a energia varia; pois a energia média é uma função de L e
cai com o inverso do quadrado da largura do poço, isto é [2] [10]:

E(L) =
∞∑

n=1
|an|2 En =

∞∑
n=1

|an|2 π
2ℏ2n2

2mL2 (3.19)

Já que, por definição, no processo isotérmico a energia média deve ser constante devemos
fornecer energia para a partícula quântica – a substância de trabalho - de modo a manter
o produto ∑∞

n=1 |an|2 En constante. Esse tipo de energia necessária para manter a energia
média constante vem de uma fonte externa e varia unicamente o termo an.

Em um gráfico que representa a relação entre pressão e volume (p-V), o processo
isotérmico é identificado por uma curva distinta conhecida como isoterma, a qual se
manifesta como uma linha horizontal. Durante esse tipo de transformação termodinâmica,
a pressão e o volume do sistema variam, porém, como mencionado, o produto entre pressão
e volume mantém-se constante.

Para o sistema em questão temos que

T = n2π2ℏ2

kBmL2 (3.20)

Analisando a equação acima e tendo em mente a definição de processo isotérmico temos
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que com a absorção de calor no sistema os termos obedecem a seguinte ordem

n2

L2 → constante (3.21)

pois conforme n sofre variações temos proporcionalmente a mesma variação para o
comprimento L. Assim, podemos inferir que o produto do análogo da pressão e do
comprimento é constante, isto é,

pL = constante (3.22)

3.0.4 Processos Isocóricos

O processo isocórico, também conhecido como processo isovolumétrico, é uma
transformação termodinâmica que ocorre a volume constante, isto é L → constante.
Nesse processo, o sistema não realiza trabalho mecânico (W = 0) nem há mudança no
volume, pois ele é mantido fixo [7]. A energia transferida para o sistema é somente na
forma de calor, e a temperatura do sistema pode variar. No gráfico de pressão versus
temperatura (p - T), o processo isocórico é representado por uma linha vertical, pois a
pressão pode variar, mas o volume permanece inalterado. Assim sendo, para este processo
temos que

p

T
= constante (3.23)
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Máquinas quânticas

4.1 Ciclo termodinâmico quântico de Carnot

O ciclo quântico de Carnot é um conceito teórico que descreve um processo
ideal de conversão de calor em trabalho usando sistemas quânticos. Assim como o
ciclo de Carnot clássico, ele envolve quatro etapas, mas em vez de lidar com sistemas
macroscópicos, ele se aplica a sistemas quânticos, como partículas em estados ligados,
como átomos ou moléculas. Observando a figura 4.2 abaixo podemos identificar 4
diferentes processos [2].

• Processo a → b

O processo definido pelo segmento que liga os pontos em questão ocorre devido ao
contato com um reservatório térmico frio (Fonte Fria) mantido a uma temperatura
constante. O sistema quântico absorve calor do reservatório, permitindo que ele se
expanda e realize trabalho em alguma forma. Durante toda essa expansão, o sistema
mantém sua temperatura constante, ou seja, ocorre uma troca de calor isotérmica.

A Expansão Isotérmica também pode ser pensada da seguinte maneira, Inicialmente,
o poço de potencial tem uma largura L1 e a partícula quântica está no estado
fundamental n = 1 correspondente ao valor inicial de L. À medida que o poço
expande, o estado n = 2, primeiro estado excitado, deve ser excitado. Isto deve ser
feito fornecendo energia ao sistema, de modo a manter a energia média constante,
já E1 diminui com a expansão do poço.

Caso, o poço continuasse expandindo, teríamos de continuar fornecendo energia ao
átomo e excitar o próximo nível, n = 3, para a manter a energia constante.

• Processo b → c

Neste processo temos uma expansão adiabática. Nesta etapa, o sistema quântico
é isolado termicamente, o que significa que não há troca de calor com o ambiente
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Figura 4.1: Ciclo termodinâmico quântico de Carnot

externo (Q = 0). O sistema continua a expandir, realizando trabalho enquanto
sua temperatura diminui. Devido à característica adiabática do processo, a energia
interna do sistema também diminui.

Neste processo, a partícula quântica mantém seu respectivo auto-estado, ou seja,
um átomo, representado no diagrama no segundo estado excitado permanecerá
durante toda a expansão neste estado. Uma maneira de tentarmos compreender
essa afirmação é pensar que nesse caso só há trabalho sendo realizado, isto é, os
níveis de energia mudam, pois o poço se expande. Entretanto, os níveis de ocupação
(an) são mantidos constantes, pois nenhuma energia externa (calor) é fornecida à
partícula quântica. A essa interação que afeta a ocupação dos níveis de energia
chamamos de calor.

• Processo c → d.

Em seguida tem-se o processo que ocorre entre os pontos "c"e "d"e que representa
a compressão isotérmica. Agora, o sistema quântico é colocado em contato com um
reservatório térmico quente (Fonte Fria ) mantido a uma temperatura constante,
maior que a temperatura do reservatório frio. O sistema quântico libera calor para
o reservatório, permitindo que ocorra a realização do trabalho sobre o sistema. A
temperatura do sistema é mantida constante durante todo o processo, garantindo
que ele permaneça em equilíbrio térmico com o reservatório quente.

Agora, o processo ocorre de forma inversa a compressão adiabática. A largura do
poço diminui, e a energia média tende a aumentar, logo, para impedir que isto
ocorra, devemos retirar energia do sistema. De modo análogo ao caso da expansão
isotérmica, há um limite para a compressão e neste caso procuramos um valor
mínimo.
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• Processo d → a.

Nesta última etapa (compressão adiabática, o sistema quântico é novamente isolado
termicamente (Q = 0), e ele é comprimido ainda mais. O processo de compressão au-
menta a energia interna do sistema, mas como não há troca de calor, a temperatura
do sistema aumenta significativamente.

O ciclo quântico de Carnot é uma idealização teórica que demonstra como um
sistema quântico poderia teoricamente realizar trabalho a partir da troca de calor entre
dois reservatórios térmicos a diferentes temperaturas. Ele também serve para ressaltar que
a eficiência de um ciclo quântico de Carnot depende das temperaturas dos reservatórios
térmicos envolvidos, seguindo o mesmo princípio da eficiência do ciclo de Carnot clássico.

4.2 Ciclo termodinâmico quântico de Stirling
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Figura 4.2: Ciclo termodinâmico quântico de Stirling

• Processo a → b

O processo definido entre os pontos a e b é denominada expansão isovolumétrica.
Neste processo o sistema é aquecido a uma temperatura constante, enquanto sua
pressão aumenta. O volume do sistema permanece constante dessa forma não há
trabalho sendo realizado (W = 0).

Uma vez que o sistema absorveu energia da fonte quente ocorre um aumento da
energia da partícula presa no sistema. Como pode ser visto no gráfico e na equação
3.20 uma vez que a temperatura do sistema aumenta o auto-estado também é
acrescido.
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• Processo b → c

O processo que ocorre entre esses pontos é denominado expansão isotérmica, nela o
sistema que está em contanto com a fonte quente, tem o seu volume aumentado o
que promove a realização de trabalho pelo sistema (W ̸= 0). Analisando o processo
descrito anteriormente temos que uma vez que a temperatura é mantida constante
a energia interna do sistema é uma função apenas da temperatura, dessa forma a
energia interna da partícula no sistema é mantida constante apenas quando existe
uma variação dos termos an. No gráfico essa variação é representada pelo aumento
do primeiro nível energético para o terceiro nível.

• Processo c → d

A compressão isovolumétrica é o processo que ocorre entre os pontos "c"e "d".
Esta etapa, que é oposta a o processo "a"→ "b"é caracterizado pela diminuição
da temperatura do sistema decorrente da perda de calor para a fonte fria e, devido
a não alteração do volume, da também não ocorre trabalho (W = 0). Uma vez que
o comprimento não é alterado e que a temperatura sofre um decréscimo, através da
equação 3.20 o nível energético é obrigatoriamente reduzido para que seja respeitado
o princípio fundamental do processo isocórico ( p

T
= constante).

• Processo d → a

A compressão isotérmica é o processo representado entre os pontos "d"e "a". Esta
etapa, pode ser entendida como sendo o processo inverso do que ocorre entre os
pontos "b"e "c". O sistema é colocado em contato com a fonte fria e seu comprimento
é reduzido o que de acordo com as equação da temperatura 3.20 implica em uma
redução do nível energético da partícula.
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Conclusões

Como foi abordado inicialmente a história da termodinâmica remonta aos antigos
gregos e desde então a mesma vem século a século sendo alvo de estudos e novas
abordagens, passando ao longo do tempo de de uma escala macroscópica (com as máquinas
térmicas de Héron e Thomas Newcomen, por exemplo) para uma escala de proporções
ínfimas, milhares e até milhões de vezes a fração do metro.

Tendo em vista o horizonte deste trabalho foi possível traçar um paralelo entre
as características termodinâmicas de um sistema macroscópico (composto por um gás
monoatômico e um reservatório) e o sistema composto por uma partícula em um poço
potencial infinito.

Utilizando os conceitos da termodinâmica clássica e da mecânica quântica foi
possível encontrar análogos quânticos para a temperatura e pressão de uma única
partícula. A validade desses termos foi conferida a partir da analise dimensional dos
mesmos.

Apesar da estranheza em relação a aplicação de termos voltados para um conjunto
de partículas para uma única partícula deve-se lembrar que há uma diferença na aplicação
dos conceitos. No caso em estudo o que foi encontrado foram análogos matemáticos
baseados nos níveis energéticos da partícula presa no poço.

A partir da equação clássica que descreve as características gerais de um gás
monoatômico foram aplicadas os análogos da Temperatura e Pressão deduzidos, desta
forma foi encontrada uma equação que descreve o comportamento de uma partícula
retida em um sistema unidimensional em termos do comprimento do sistema, temperatura,
pressão. É necessário perceber que da mesma forma que na equação clássica existe uma
relação entre os termos da equação e a constante de Boltzmann. Tal equação demonstrou-
se análoga a equação para um gás clássico.

Os processos termodinâmicos relacionados aos ciclos de Carnot e de Stirling foram
analisados à luz da mecânica quântica e das equações da Pressão e da Temperatura
anteriormente derivadas. Dessa forma foi possível analisar os processos que ocorrem nos
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dois ciclos não utilizando como base um coletivo de partículas, mas apenas a nossa única
partícula em estudo.
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Anexos

6.0.1 Analises dimensionais

• Para a expressão da temperatura 2.14 a seguinte analise dimensional é feita.

⊏ T ⊐=
⊏ ℏ

2
⊐

⊏ m ⊐ ⊏ kB ⊐ ⊏ L2
⊐

(6.1)

=
J2S2

Kg
J

K
m2

=
Nms2K

Kgm2
(6.2)

=
NK

Kg(
m

s2
)
=

NK

N
= K (6.3)

A partir da análise acima é possível notar que a relação deduzida neste trabalho

para o análogo da temperatura para uma partícula presa em um poço potencial

unidimensional tem, de fato, a mesma dimensão de temperatura (Kelvin) que a

utilizada nos modelos clássicos.

• Para a expressão da temperatura 2.21 a seguinte analise dimensional é feita.

⊏ p ⊐=
⊏ ℏ

2
⊐

⊏ m ⊐ ⊏ L3
⊐

(6.4)

=
J2S2

kgm3
=

N 2m2s2

kgm3
(6.5)

=
N

Kg(
m

s2
)N

N = N (6.6)

Com a análise dimensional apresentada acima pode-se notar que o análogo da

pressão de uma partícula em nosso sistema tem, de fato, dimensão de força ( N

m2 )

assim como no caso clássico.
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6.0.2 Dedução da equação para o processo adiabático

A partir da primeira Lei da Termodinâmica temos que

dQ = dU + dW (6.7)

Para o processo adiabático tem-se que dQ = 0

0 = dU + dW (6.8)

dU + dW = 0 = dU + PdV (6.9)

dU + dW = 0 = dU + PdV (6.10)

Sabendo que a energia interna interna pode ser denida como sendo

dU = nCvdT (6.11)

e, que para um gás ideal, podemos denir a seguinte relação

PV = nRT (6.12)

Pode-se inferir a seguinte relação a partir da equação anterior

dT =
PdV + V dP

nR
(6.13)

Substituindo a equação acima na equação na equação 6.11 tem-se

dU =
Cv

R
(PdV + V dP ) (6.14)

Substituindo a equação acima na equação 6.9 pode-se chegar a

dP

P
=

dV

V

Cv + R

Cv

(6.15)

ou ainda
dP

P
= −

dV

V
γ (6.16)

sendo que γ = Cp

Cv

= Cv+R
Cv

A partir da equação 6.18 tem-se que


Cp

Cv

= −γ


dV

V
(6.17)
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o que leva a seguinte equação

lnP = −γlnV + c (6.18)

que, sendo rearranjada encontra-se

lnP + γlnV = k (6.19)

ou ainda, por m

PV
γ
= constante (6.20)
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