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RESUMO

Utilizando como base os conceitos da termodinamica classica objetivou-se encon-
trar expressoes para a pressao e temperatura tomando como base um sistema quantico
formado por uma particula presa em um poco potencial unidimensional. De inicio é apre-
sentado um apanhado histérico das maquinas térmicas, sua utilidade pratica e como as
mesmas evoluiram ao longo dos séculos. Em seguida a problematica é apresentada, o sis-
tema e seus componentes sao descritos e a equacao que define seu estado energético é
descrito. Utilizando as equagoes encontradas foram deduzidas relagdes que, para o pogo
potencial unidimensional infinito, sao analogas aos conceitos de temperatura e pressao.
Posteriormente sao apresentados dois ciclos térmicos (ciclo de Carnot e o Ciclo de Stir-
ling), as curvas que os formam é apresentada e seus processos sdo descritos com base nos
conceitos estabelecidos no decorrer do trabalho. Os resultados obtidos foram satisfaté-
rios pois além de apresentar concordancia dimensional com o que foi a priori proposto a
abordagem possibilitou uma expansao da teoria ja bem fundamentada na literatura [1]
ao introduzir duas expressoes que sao analogos quanticos a conceitos estabelecidos para

sistemas classicos.

Palavras - chave: Termodinamica Quantica, Pogo potencial, Processos térmicos.



ABSTRACT

Using classical thermodynamics concepts as a basis, the objective was to find
expressions for pressure and temperature, based on a quantum system composed of a
particle trapped in a one-dimensional potential well.

Initially, a historical overview of thermal machines is presented, including their
practical utility and how they have evolved over the centuries. Next, the issue is
introduced, the system and its components are described, and the equation defining its
energy state is presented. Using the derived equations, relationships were deduced that, for
the infinite one-dimensional potential well, are analogous to the concepts of temperature
and pressure.

Subsequently, two thermal cycles are presented (the Carnot cycle and the Otto
cycle), and the curves that form them are described based on the concepts established
throughout the work.

In conclusion, it can be stated that the obtained results were satisfactory, as they
not only exhibit dimensional agreement with the initially proposed ideas but also expand
the theory already well-founded in the literature [2] by introducing two expressions that

serve as quantum analogs to concepts established for classical systems.

Key - words: Quantum Thermodynamics, Potential Well, Thermal Processes.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Figura 1.1: Desenho esquematico da Eolipila de Heron.

O desafio de se gerar movimento, por meio do calor, teve inicio ainda no século
I, com os antigos gregos. O filésofo e matematico grego, Heron de Alexandria (10 d.C -
80 d.C), foi um dos precursores dessas iniciativas [3]. Uma das descrigdes mais famosas
de Heron é a chamada Eolipila, veja figura 1.1, uma esfera oca que recebe vapor de um
recipiente abaixo contendo dgua fervendo. Os dois canos diametralmente opostos expelem
vapor d’agua fazendo com que a esfera gire em seu eixo.

A primeira tentativa, bem sucedida, de substituicdo do trabalho humano ou
animal por uma maquina foi realizado por Thomas Savery, em 1698. Devido as frequentes
inundacoes em minas de carvao na Inglaterra, a retirada de dgua nas escavagoes era um
trabalho realizado por bombas a vacuo parcial, seguindo o principio da bomba de Galileu
conhecida na época. Com o intuito de tornar o processo mecanizado, Thomas Savery
desenvolveu uma maquina que gerava vacuo em um cilindro, por meio da queima de
carvao, e assim poderia sugar agua das minas, seguindo o esquema ilustrado na figura 1.2.

Na méaquina de Savery, figura 1.2, inicialmente as valvulas A e B sao abertas
permitindo que vapor d‘agua adentre o cilindro empurrando agua contida na altura ho,

enquanto as valvulas C e B permanecem fechadas. Em seguida a valvula C é aberta para
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que o cilindro resfrie, mantendo as valvulas A e B fechadas. Desta forma é gerado um
vacuo parcial e o registro D é aberto para que a dgua dentro da mina, a profundidade
hy, seja sugada para o cilindro e expulsa novamente seguindo o procedimento da primeira
etapa. Com esse mecanismo se podia retirar 4gua de uma mina até no maximo 10 m de

profundidade da méquina, que é o limite para uma bomba de Galileu operar [1].

Cilindro de geragao ¢ )
de vacuo ",

hy

Ebuljdor D

Figura 1.2: Maquina térmica de Thomas Savery usada para bombear d4guas das minas alagadas.

hy

As dificuldades naturais, impostas a maquina de Savery, foram resolvidas em
1712 no projeto bem sucedido de Thomas Newcomen que desenvolveu a primeira maquina
térmica a gerar trabalho continuo, operando em ciclos. Neste projeto, como descrito na
figura 1.3, vapor de agua entra no cilindro, pela valvula B, empurrando o pistao para
cima, ajudado pelo contrapeso que se movimenta em um cavalete, puxando o pistao.
Quando o cilindro é completamente cheio, a valvula A é aberta e dgua fria é borrifada
neste compartimento, criando vacuo parcial sugando o pistao de volta, empurrado pela
pressao atmosférica. Com esse movimento o pistao traciona uma bomba hidraulica no
final do cavalete, que puxa, mecanicamente, agua da mina, sem a necessidade da succ¢ao

exigida nas maquinas Savery.

Entrada de figua fria

Figura 1.3: Maquina térmica de Thomas Newcomen.

Em 1764, o escocés James Watt tomou conhecimento do funcionamento das
maquinas Newcomen examinando uma maquete. Watt percebeu um grande desperdicio

de energia nesse projeto, pois no funcionamento da maquina o cilindro era aquecido
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Capitulo 1. Introducdo 15

com a introducao de vapor e em seguida resfriado gerando vacuo parcial, para iniciar
um novo ciclo o cilindro deveria ser novamente aquecido evitando a condensacao do
vapor introduzido. Nesse processo, muito calor era desperdicado aquecendo e resfriando
o cilindro com o pistao. Para resolver essa ineficiéncia, Watt desenvolveu o conceito do
Condensador, veja figura 1.4, um grande tanque para resfriar o vapor d‘adgua para ser
novamente aquecido na caldeira. No projeto de James Watt, nao se utiliza o principio
de formacao de vacuo parcial como nos motores Newcomen, como descrito na figura 1.4,
em vez disso, na primeira etapa abrimos as chaves C e B, mantendo A e D fechadas
fazendo com que o vapor realize trabalho empurrando o pistdo. Em seguida as chaves A e
D sao abertas mantendo B e C fechadas fazendo com que o vapor empurre o pistao para
sua posicao inicial. Com isso o vapor sempre estd movimentando o pistdao para que este
transmita movimento para ser utilizado em uma bomba d‘dgua, ou outro mecanismo que

poderia se beneficiar deste trabalho util [3].

Q
=l
=l
2
o
2
H
2
e
5

Cilindro

Caldeira

Figura 1.4: Esquema simplificado da maquina térmica de James Watt.

Historicamente a eficiéncia e poténcia das maquinas térmicas sdo propriedades
primordiais no planejamento e concepcao destes artefatos. Mesmo que do ponto de vista
estrutural uma maquina térmica apresente inimeras partes mecanicas como tubos, cone-
x0es, eixos moveis, valvulas, entre outros, observando teoricamente seu funcionamento,
vemos que essas maquinas sao dispositivo que convertem a energia que lhe é fornecida,
através de um reservatério a alta temperatura (73 ), em trabalho mecanico (W), sendo
necessario rejeitar parte dessa energia a uma fontes frias de baixa temperatura (Tr), para
que um novo processo tenha inicio.

Apesar de ser um processo que a muitos anos vem sendo utilizados pelos
engenheiros e entusiastas da area os processos que norteiam o funcionamento de uma
maquina térmica ainda apresentam uma grande barreira a ser ultrapassada que ¢ a
sua eficiéncia. Ao longo dos anos de desenvolvimento as maquinas térmicas sempre

apresentaram um altissimo grau de desperdicio de energia. Tomando como exemplo

um equipamento presente em nosso dia a dia, o motor a combustao de um automoével
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movido a gasolina, a eficiéncia do mesmo permeia valores de 26% a 30%, isto é, de
toda a energia "armazenada'em seu combustivel cerca de 70% nao é transformada em
movimento [4]; é perdida através de som, calor e desgaste mecénico, apenas para citar
alguns exemplos. Em contrapartida carros elétricos, cuja fonte de movimento nao esté
baseada nos processos termodinamicos, mas sim, em processos eletromagnéticos exibem
uma eficiéncia de aproximadamente 90%.

no inicio do século XIX o engenheiro militar francés Nicolas Léonard Sadi Carnot,
propds um sistema tedérico capaz de realizar trabalho e cuja eficiéncia é perfeita. A teoria
foi desenvolvida com o objetivo de abordar a seguinte questao: Como tornar uma maquina
térmica que opera em ciclos o mais eficiente possivel?

Para que tal esquema seja transposto da teoria para a pratica, deve-se tomar
um pistao e fazer com que o mesmo opere entre um par de reservatorios, o primeiro
tendo como fungao fornecer calor devido a sua elevada temperatura (Ty) e o segundo
reservatério, dotado de uma menor temperatura (7¢), sendo responsavel por receber o
excesso de calor que foi transferido para o sistema.

Entretanto apesar da aparente simplicidade segundo Carnot, o rendimento ma-
ximo de uma méaquina serd sempre inferior a 100%, devido a limitacdo da quantidade de
trabalho que ela pode realizar em comparagao com a quantidade de calor que recebe.

O modelo tedrico do motor proposto por Carnot é ideal, porém a sua construcao
e aplicagao pratica se mostra inviavel devido aos seguintes fatores a seguir: I) Para que
ocorra troca de calor de forma adequada o tempo necessario deveria ser infinito, sendo
assim, analisando em termos de poténcia temos, a mesma seria nula. IT) Devido as perdas
inerentes do sistema para que o gas volte para a condigao inicial, ¢ necessaria uma
quantidade de energia superior aquela descrita pelo modelo de Carnot. Dessa forma a
eficiéncia do motor ja se torna reduzida e, a cada ciclo, a mesma apresenta uma maior
porcentagem de deficit de energia.

No final do século XIX e inicio do século XX ocorreu uma das maiores revolucoes
cientificas da histéria da humanidade.

O desenvolvimento da mecanica quéantica foi motivado por uma série de obser-
vagoes e problemas experimentais que nao podiam ser explicados pelas teorias fisicas
classicas da época, como a mecéanica newtoniana e a eletrodindmica classica (Lei de Cou-
lomb e teoria eletromagnética de Maxwell). Dentre outros algumas das principais razoes

que levaram ao desenvolvimento da mecanica quantica incluem:

e Problemas na Fisica Classica: A fisica classica funcionava bem em muitas situacoes,
mas comegou a mostrar suas limitacoes em escalas microscopicas, altas velocidades

e em interagoes de particulas subatomicas.

o Radiacao de Corpo Negro: A falha das teorias classicas em explicar o espectro de

radiagdo de corpo negro foi um problema importante. As previsoes da fisica classica

& Instituto de Fisica — UFG



Capitulo 1. Introducdo 17

nao concordavam com as observagoes experimentais, e isso levou a busca por uma

nova teoria que pudesse explicar esse fendmeno.

« Efeito Fotoelétrico: As observagoes do efeito fotoelétrico, em que elétrons sao ejeta-
dos de um material quando exposto a luz, nao podiam ser explicadas adequadamente
pelas teorias clssicas da luz (teoria eletromagnética). A ideia de que a luz consiste
de particulas discretas de energia (fétons), proposta por Einstein, foi uma das pri-

meiras pistas para a necessidade de uma nova teoria.

o Estabilidade dos Atomos: A eletrodinamica classica nao conseguia explicar por que
os elétrons nao deveriam perder energia continuamente enquanto orbitavam o ntcleo,
o que os faria colapsar nos nucleos. O modelo de Bohr para o atomo resolveu parte

desse problema, mas ainda era uma solu¢ao semi-classica e apresentava limitacoes.

Todas essas razoes, entre outras, conduziram os fisicos a buscar uma nova
teoria que pudesse descrever adequadamente o comportamento das particulas em escalas
microscépicas, levando ao desenvolvimento da mecanica quantica[b).

O trabalho proposto é segmentado da seguinte forma; no primeiro capitulo é
exposto uma introdugao histérica da termodinamica e das maquinas térmicas e como as
principais maquinas e conceitos evoluiram com o passar dos séculos . O segundo capitulo
apresenta a base tedrica do trabalho, nesta sessao é apresentado o sistema onde sera feito o
estudo e as equacoes deduzidas a partir das condig¢oes iniciais. No terceiro capitulo temos
a apresentacao dos processos termodinamicos classicos e de seus analogos. Em seguida,
no quarto capitulo, sdo apresentados dois ciclos termodindmicos (Carnot e Stirling) e,

ademais, como suas etapas sao descritas tomando-se como base a mecanica quantica.

& Instituto de Fisica — UFG



-

CAPITULO

ENERGIA DE UMA PARTICULA EM UM
POCO POTENCIAL INFINITO

Com o intuito de fazer a transposicao de propriedades termodinamicos para um
sistema quéntico, para tanto foi considerado como base o sistema quantico mais simples,
o poco de potencial infinito. Inicialmente tomou-se uma particula de massa m, confinada
em um pogo potencial unidimensional cuja largura vale L. Como ilustrado na figura 2.1,

a funcao potencial, V(z), desse poco é descrita como:

0, se O0<x<L
V(r) =4 oo, se >1L (2.1)

oo, se x < 0.

Vix)

_Alnnn.

_naOSo

Figura 2.1: Representacdo de um pocgo de potencial infinito. Nesse potencial temos potencial
infinito fora do intervalo [0 : L] e zero para as regides fora do pogo.

Para a fungdo 2.1, no intervalo [0, L], a equagdo de Schrodinger independente do
tempo pode ser escrita como:
h2 d2
— oo 5v(@) = EY(x) (2.2)

2m da?
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onde de inicio temos definido que
o 2mE
k2 —
72

0 que, ao isolar o termo E e, em seguida, substituir na equacao 2.2, chegamos a conclusao

que:

d? 9
L) = K@) (23)
A solugao geral da equagao diferencial acima (Eq. 2.3) é a fungao de onda v (x)

[5] da particula dentro da caixa que, de forma geral pode ser escrita da forma:

Y(z) = Asin(kx) + B cos(kx) (2.4)

Para que a mesma apresente continuidade é necessario que sejam satisfeitas as
condigoes de fronteira, ou seja, é exigido que ¥(0) = (L) = 0. O resultado de tal
imposicao ¢ que espera-se que a particula apresente movimento apenas no interior da
regiao de interesse, sendo impossivel que a particula apresenta movimento fora do intervalo
[0, L]. Utilizando tais condigoes de fronteira obtemos que A # 0, B =0e¢ k = nn/L, onde
n=0,1,23..

Com a quantizacao imposta para a constante k temos que a energia do sistema
também é quantizada e também depende do comprimento L do sistema [2], de tal forma
que a energia em fun¢ao do comprimento L e do nimero de ondas n é matematicamente
definido como sendo:

g, =" (25
2mL?
Impondo que a funcao de onda de um sistema quantico deve ser normalizada em todo o

espago de dominio dessa funcao[6], podemos determinar a constante A fazendo

L L 9
[ 10l de =1 4P [~ dasin® @%) =1 AP =2 (2.6)

Uma vez obtido o valor da constante A encontramos que as func¢oes de onda que descrevem

o comportamento da particula, sao descritas pela equacao:

on(z) = \/Esin (Tx) . (2.7)

2.0.1 Temperatura associado aos estados quanticos

Utilizando como fundamento os conceitos cldssicos da termodinamica [7] e tendo
como objetivo encontrar um analogo quéntico para a fungdo de estado temperatura

iniciamos esta sessao tomando como sistema de estudo um gas ideal constituido por N
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moléculas monoatémicas de massa m, confinados em uma caixa de lados, bem definidos,
de comprimento L, volume V = L?, pressao p e temperatura 7.

No sistema em questao vamos considerar que uma das paredes do poco potencial
tem a capacidade de se movimentar ao longo de seu comprimento, tornando-o um analogo,
em escala quantica, de um pistao unidimensional, assim lhe é atribuido a fun¢ao de definir

o volume do sistema termodinamico quantico.

L&eV (2.8)

Desta forma, quaisquer que forem as variacoes infinitesimais no comprimento L haverd
variagoes no valor da energia energia (F,), auto-funcao(v)) e auto-estados (¢(z)). Como

consequéncia direta de tais mudancas a Hamiltoniana do sistema

E(L) = (¢ [H] ) (2.9)

também sofre uma mudanga infinitesimal em seu valor. Pela teoria cléssica [8] temos que

o numero de mols é definido como sendo:

n=N/Ny (2.10)

onde N = 6,02 x 10% moléculas/mol, conhecido como ntimero de Avogadro.
O macroestado desse sistema é bem definido pelas varaveis (p, V,T) e a energia
total desse sistema [7], seguindo o principio da equipartigdo de energia e considerando 3

graus de liberdade translacionais é definida matematicamente pela equagao 2.11.

E = gnRT. (2.11)

Para apenas um grau de liberdade translacional, L, a energia por molécula é matemati-

camente descrita por:
E 1

N §kBT’ (2.12)
sendo kg = 1,38 x 1072J/K a ji bem estabelecida na literatura constante de Boltz-
mann. Na Eq. (2.5), temos a energia por particula em relacao a cada estado quéntico,
considerando um grau de liberdade. Na Eq. (2.12) encontramos também a energia por
particula considerando também um grau de liberdade, L. Como ambas as equagdes sao
representacoes da energia da particula em questdo, podemos facilmente igualar ambas e
assim obter a seguinte expressao:
2. 232

T;ZLLZ - ;kBT. (2.13)

Dessa igualdade podemos encontrar uma grandeza que identificamos como a temperatura

associada a cada estado quantico do pogo de potencial:
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n?m2h?
- k‘Bng

Como é feito no modelo cinético molecular, realizamos a anélise do comporta-

T (2.14)

mento de uma particula e estendemos esses resultados para N particulas, com o intuito
de encontrar as grandezas pressao e temperatura, que sao quantidades que somente fazem
sentido para um coletivo de particulas. No caso do pogo de potencial, podemos ampliar
nossa analise para N particulas, uma vez encontrado a energia por particula. Desta forma,
a Eq.(2.14) é interpretada como a temperatura, por nivel energético E,,, de um coletivo de
N particulas, sendo que cada uma estd submetida ao perfil de potencial do poco infinito.

A equacao 2.14 é de grande importancia pois a mesma além de ser um equacao
nova em relagdo ao que foi apresentado na bibliografia a mesma indica que o que foi
concebido como sendo a temperatura da particula depende exclusivamente do nivel

energético da particula e do comprimento do sistema em que a mesma estd contida.

2.0.2 Pressao associada aos estados quanticos

A pressao que um gas exerce sobre o recipiente onde estd contido pode ser definida
como sendo a média temporal da transferéncia de momento linear das moléculas que
compoe o gas para a parede o sistema. A figura 2.2 representa o caso idealizado onde

existe apenas uma tinica molécula presente em uma caixa de dimensoes .

X

Figura 2.2: Esquema representando uma caixa em 3 dimensoes contendo uma tnica molécula

Inicialmente foi considerado que a molécula presente na caixa esta em constante
movimento e se choca com as paredes do recipiente, o momento associado a essa particula

antes e depois da colisdo [9] pode ser escrita como sendo:

Api,x = MUz — MVj gz = _2mvi,z (2]—5)

Agora, levando-se em consideracao que a particula se encontra no ponto de origem do

sistema de coordenadas, e assumindo, também, que o tempo necessario para que ela se
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i,x

choque com a parede do recipiente e volte para a posicao de origem é At = temos que

a forca que essa particula exerce sobre a parede da caixa ¢ matematicamente dada por
2
mu;
Fo= T (2.16)

Partindo do caso idealizado podemos generalizar e assumir que, ao invés de existir

uma Unica particula dentro da caixa, existem N moléculas distribuidas em n mols. Fazendo
as devidas correcoes matematicas concluimos que a pressao exercida sobre uma das faces

da figura 2.2, devido as N moléculas, pode ser reescrita como sendo:

N
Fia _
p= Z = e Mg (2.17)

Onde, consideramos n como sendo o niimero de mols do gas, m a sua massa, N4 o nimero
2

r =

possivel ainda reescrever a relagdo da seguinte forma

de Avogrado e v % a velocidade de deslocamento de cada ente constituinte do gés. E

nM _,
=
3V

A partir dessa introdugao, a pressao de um gas em um modelo cldssico, podemos extrapolar

p (2.18)

o conceito para o sistema composto de uma unica particula em um poco potencial
unidimensional. Para tanto, levando-se em consideracao que estamos lidando com uma
particula cujo movimento esta restrito a apenas uma tUnica dimensao a ela podemos
relacionar a energia cinética e, pelo teorema da equiparticao da energia de uma molécula
em um gas, e energia £ = %K g1, dessa forma ficamos com:

1 1

—mv* = kT (2.19)

2 2
Com um simples rearranjo dos termos e, substituindo do termo 2 na equacao da pressao

2.17, encontramos que para um gas classico a pressao pode ser escrita da seguinte forma:

. TLNA]{IBT

- (2.20)

p

Substituindo, nesta expressao, a ja dada, expressao da temperatura 2.14 chegamos, por
fim, a uma expressao que representa a pressao devido ao coletivo de particulas presente

no estado energético n e restritas ao poco unidimensional de comprimento L:

 Nn2aR?
Pn ="

A equagdo acima encontrada foi deduzida utilizando processos termodinamicos,

(2.21)

o mesmo resultado foi deduzido nas referéncias [2, 10, 11, 12] utilizando-se de principios

da mecanica quantica.
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2.0.3 Equacao geral dos gases para um sistema termodinamico
quantico

Para um sistema termodindamico classico temos que a equacao geral dos gases,
também conhecida como "Equacao do Gas Ideal"ou "Equagao de Estado dos Gases Ideais",
é uma equacao cuja aproximagcao ¢é valida em condi¢bes em que as particulas do gas estao
suficientemente distantes umas das outras e onde as interagoes entre elas sao consideradas
insignificantes. A equacao relaciona as varidveis de pressao (p), volume (V'), temperatura
(T') e quantidade de substdncia ou nimero de mols (n) para um gas ideal. Estd equacao
pode ser definida como sendo.

pV =nRT (2.22)

p é a pressao do gas (geralmente em pascal, Pa, em unidades do Sistema Internacional);
V' é o volume ocupado pelo gis (geralmente em metros cibicos, m?); n é a quantidade
de substancia, que é medida em moles (mol); R é a constante dos gases ideais, que é a
mesma para todos os gases e tem um valor aproximado de 8.314 J/(mol - K) (joules por
mol por kelvin); 7" é a temperatura absoluta do gés, medida em kelvin (K) [7].

Essa equagao é uma representacao simplificada do comportamento dos gases em
condicoes ideais, onde as interagoes entre as moléculas do gas sao negligenciadas e o volume
das moléculas individuais é considerado desprezivel em relagdo ao volume total ocupado
pelo gas. Em condigoes proximas as reais, o comportamento dos gases pode desviar-
se dessa equagao, especialmente em altas pressoes ou baixas temperaturas, quando as
interacoes entre as moléculas se tornam mais significativas. Esta equagao ¢é valida apenas
quando trata-se de sistemas classicos, uma vez considerados efeitos quanticos sua validade
é perdida.

Com base com o que foi até o momento demonstrado a cerca da pressao e
temperatura ¢ possivel demonstrar uma equagao geral de um gas quantico, estando o
mesmo preso a uma unica dimensao, para tanto tomando como base as equagoes 2.21

e 2.14 é possivel, igualando e substituindo os termos pertinentes, desenvolver a seguinte

relacao:
1 n?n?h? pL
T— S 2.23
k’B mL3 k’B ( )
ou ainda "
% — kg (2.24)

Na equacao 2.24 o termo kg representa a constante de Boltzmann , cujo valor é 1,38x 10~
J/K. Os termos p, L e T representam a pressdo, comprimento e temperatura associada
aos estados quanticos respectivamente. Realizando a analise dimensional dos termos temos
que a pressao apresenta unidade de Newton, o comprimento tem sua unidade em metros

e a temperatura, assim como seu analogo classico, apresenta unidade em Kelvin. Apesar
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de apresentar a mesma unidade de seu analogo classico vale ressaltar que a temperatura
neste caso nao tem o mesmo sentido, isto é, a temperatura neste caso nao é a temperatura
de um estado termodindmico em equilibrio e sim, a representacao da temperatura efetiva
associada a cada estado quantico derivada dos autovalores de energia destes estados. E
importante notar a semelhanca entre a equacgdo aqui deduzida que relaciona as varaveis
termodinamicas em um pog¢o potencial unidimensional e a mesma equagdo para o gas

ideal classico (equacao 2.22).
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CAPITULO

PROCESSOS TERMODINAMICOS

3.0.1 Processos Adiabaticos

Utilizando como base a teoria da termodinamica classica, é possivel interpretar os
processos adiabaticos como sendo tais que nao ocorrem a transferéncia de calor ou massa
entre o sistema, que esta termicamente isolado, e seus arredores. Neste tipo de processo
um pistao em uma maquina tem a possibilidade de se movimentar pois uma caracteristica
do processo é que apenas a energia na forma de trabalho é capaz de ser trocado.

Considerando o sistema quantico inicialmente proposto podemos fazer uma
analogia com a termodinamica classica onde, as paredes do poco potencial infinito podem
ser vistas como pistoes, unidimensionais, isto é, as paredes tem a capacidade de se
movimentar ao longo de seu eixo, e o gas presente na teoria classica é, neste caso, uma
unica particula monoatomica.

Inicialmente o estado de uma particula em um poco potencial infinito pode ser

descrito como sendo combinagao de seus auto-estados.

b(z) = i () (3.1)

Como dito anteriormente o sistema em estudo tem a capacidade de movimentagao
de suas fronteiras, dessa forma, uma vez que o sistema permanece fora de equilibrio
estatico os termos |a,| tem seu valor absoluto mantidos constantes. Com isso esperamos
que nao ocorra nenhuma transi¢ao de estados energéticos da particula durante o processo
adiabatico. Fazendo uma rapida analise das equacoes ja apresentadas ¢ possivel observar
que conforme o comprimento L do sistema sofre uma alteracdo, os auto-estados ¢ e,
consequentemente, seus autovalores £, também sofrem alteracoes.

Admitindo que o comprimento do sistema (L)cresce, o valor esperado da Hamil-

toniana do sistema é:

E = 2 lan|” E(n), (3.2)
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tomando como base a equagao acima e aplicando uma diferencial em relacao a n,

chegamos a seguinte equacao:

AE = Ala,HE, + JPAE, (3.3
> (Alan]”) Egla! (3.3)

=1 =
) 2 W

Analisando a equagao 3.3 é possivel identificar o calor no processo de variacdo AE como

sendo:

Q=2 Ala)En (3.4)

Assumindo um ganho de energia do sistema temos que, uma vez que a tnica pos-
sivel variagao da energia ocorre através do termo que representa o calor, obrigatoriamente
que Ala,|* # 0. E possivel ainda concluir que sendo @ = 0 os termos A |a,|> = 0 ou
ainda que A |a,| = 0, esta dltima indicando que os mddulos dos coeficientes da expansao
permanece constantes.

Voltando, novamente, nossa atengao para os processos classicos da termodinamica
é necessario ter em mente que, a partir da primeira lei da termodinamica temos que para

o processo adiabético a relagao existente entre a pressiao e o volume é a seguinte [2]
pV7 = constante (3.5)

Onde o termo 7y ¢ definido como sendo a razao entre C,, e Cy, sendo os mesmos os calores
especificos quando pressao e volume sdo mantidos a um valor constante. A deducao da
equacao esta incluida no anexo do trabalho.

Extrapolando o sistema para o caso unidimensional, e assumindo, novamente, que
o volume V' é agora definido pelo comprimento L do sistema temos que a seguinte relagao

pV?3 = constante V — 1 nos leva a seguinte equacao

n?m2h?
mL3

A equagao acima, diferente da equagao 2.19 foi encontrada para apenas uma tnica

p= (3.6)

particula. Rearranjando os termos ficamos, por fim, com
pL? = n’m*h? — cte (3.7)

A equacao 3.7 representa o processo adiabatico no pogo potencial unidimensional.
De forma semelhante ao que ocorre no gas ideal é possivel, em nosso sistema, ser
feito um diagrama que relaciona a temperatura e o volume no processo adiabatico, tal

relacao pode ser encontrada de acordo com se segue

T = NR (3.8)

& Instituto de Fisica — UFG



Capitulo 3. Processos Termodindmicos 27

pV7 = poVy — constante (3.9)
Tendo em mente que inicialmente temos

_ NRT

P 3.10
, (310
Ao substituir a equacao 3.10 em 3.9 encontra-se
NRT NRT,
— V7 = vy 3.11
v Ve (3.11)
Rearranjando os termos chegamos a equagao:
TV~ = TyVy ™" = constante (3.12)
Para o sistema unidimensional da particula no poco temos:
pL? = n*n?h? (3.13)
Onde, inicialmente, temos a seguinte relacao
pL k BT
— =kp=>p=—+ 3.14
T B =D I ( )

Substituindo a ultima expressao na equagao antecessora chegamos por fim a relagao

2 2h2
rr2="" (3.15)
kg

Na equagao acima ¢ importante ressaltar que o termo 2 que acompanha o comprimento

L esté representando o fator v — 1

3.0.2 Processos isobaricos

A luz dos conceitos cldssicos da termodindmica temos que um processo isobarico
é uma transformacao termodindmica que ocorrem em um sistema mantido a pressao
constante. Nesse tipo de processo, a pressao do sistema nao varia, permitindo que outras
grandezas, como volume e temperatura, possam mudar livremente em resposta as trocas
de calor e trabalho realizadas pelo sistema [2].

Em nosso sistema de referéncia temos portanto que:

n?m2h?
mL3

No processo de aquisicao de energia o termo n? cresce na mesma proporcao que

p= = constante (3.16)

L3 também aumenta, caso semelhante ao do gas ideal.
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Quando () — c¢p o calor entra com a realizacdo de trabalho e também a
temperatura aumentando.
Quando transportamos o sistema do modelo tridimensional para o modelo unidi-

mensional temos a seguinte razao:

L
7= constante (3.17)

3.0.3 Processos isotérmicos

Para um gés ideal que realiza um processo isotérmico, sabemos que o produto

pressao-volume é uma constante. Denotando esta constante por C'temos

PV =C (3.18)

No caso em questao, sabemos que a energia interna é somente uma funcao da
temperatura. Assim, um processo a temperatura constante também é um processo a
energia constante. Para nosso processo isotérmico quantico, o valor médio da energia serd
mantido constante. Neste processo, serd permitido que a parede do po¢o em x = L possa
se movimentar. Por meio dos resultados obtidos na secao anterior vemos que a medida
que a parede do pogo se move, a energia varia; pois a energia média é uma funcao de L e

cai com o inverso do quadrado da largura do pogo, isto é [2] [10]:

i 9 io: 5 7r2ﬁ2n2
EL) =Y |an?En =Y |an]* =—= (3.19)
n=1 n=1 2mL2

J& que, por defini¢do, no processo isotérmico a energia média deve ser constante devemos
fornecer energia para a particula quantica — a substancia de trabalho - de modo a manter
o produto Y >° \an\z E,, constante. Esse tipo de energia necessaria para manter a energia
média constante vem de uma fonte externa e varia unicamente o termo a,,.

Em um gréfico que representa a rela¢do entre pressao e volume (p-V), o processo
isotérmico é identificado por uma curva distinta conhecida como isoterma, a qual se
manifesta como uma linha horizontal. Durante esse tipo de transformagcao termodinamica,
a pressao e o volume do sistema variam, porém, como mencionado, o produto entre pressao
e volume mantém-se constante.

Para o sistema em questao temos que

n?m?h?

T=——
k’BmL2

(3.20)

Analisando a equacao acima e tendo em mente a definicdo de processo isotérmico temos
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que com a absorc¢ao de calor no sistema os termos obedecem a seguinte ordem

n2
— — constante (3.21)

12
pois conforme n sofre variagbes temos proporcionalmente a mesma variacdo para o
comprimento L. Assim, podemos inferir que o produto do andlogo da pressao e do

comprimento é constante, isto é,

pL = constante (3.22)

3.0.4 Processos Isocoricos

O processo isocorico, também conhecido como processo isovolumétrico, é uma
transformacao termodinamica que ocorre a volume constante, isto é L — constante.
Nesse processo, o sistema nao realiza trabalho mecénico (W = 0) nem hé mudanca no
volume, pois ele é mantido fixo [7]. A energia transferida para o sistema é somente na
forma de calor, e a temperatura do sistema pode variar. No grafico de pressao versus
temperatura (p - T), o processo isocérico é representado por uma linha vertical, pois a
pressao pode variar, mas o volume permanece inalterado. Assim sendo, para este processo

temos que

% = constante (3.23)
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CAPITULO

MAQUINAS QUANTICAS

4.1 Ciclo termodindmico quantico de Carnot

O ciclo quantico de Carnot é um conceito tedrico que descreve um processo

ideal de conversao de calor em trabalho usando sistemas quanticos. Assim como o

ciclo de Carnot classico, ele envolve quatro etapas, mas em vez de lidar com sistemas

macroscopicos, ele se aplica a sistemas quanticos, como particulas em estados ligados,

como atomos ou moléculas. Observando a figura 4.2 abaixo podemos identificar 4

diferentes processos [2].

Processo a — b

O processo definido pelo segmento que liga os pontos em questao ocorre devido ao
contato com um reservatério térmico frio (Fonte Fria) mantido a uma temperatura
constante. O sistema quantico absorve calor do reservatério, permitindo que ele se
expanda e realize trabalho em alguma forma. Durante toda essa expansao, o sistema

mantém sua temperatura constante, ou seja, ocorre uma troca de calor isotérmica.

A Expansao Isotérmica também pode ser pensada da seguinte maneira, Inicialmente,
o pogo de potencial tem uma largura L; e a particula quantica estd no estado
fundamental n = 1 correspondente ao valor inicial de L. A medida que o poco
expande, o estado n = 2, primeiro estado excitado, deve ser excitado. Isto deve ser
feito fornecendo energia ao sistema, de modo a manter a energia média constante,

ja E1 diminui com a expansao do pogo.

Caso, o poco continuasse expandindo, teriamos de continuar fornecendo energia ao

atomo e excitar o proximo nivel, n = 3, para a manter a energia constante.

Processo b — ¢

Neste processo temos uma expansao adiabatica. Nesta etapa, o sistema quantico

é isolado termicamente, o que significa que nao ha troca de calor com o ambiente
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E3
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Figura 4.1: Ciclo termodinamico quéantico de Carnot

externo (QQ = 0). O sistema continua a expandir, realizando trabalho enquanto
sua temperatura diminui. Devido a caracteristica adiabatica do processo, a energia

interna do sistema também diminui.

Neste processo, a particula quantica mantém seu respectivo auto-estado, ou seja,
um atomo, representado no diagrama no segundo estado excitado permanecera
durante toda a expansao neste estado. Uma maneira de tentarmos compreender
essa afirmacao ¢ pensar que nesse caso s6 ha trabalho sendo realizado, isto é, os
niveis de energia mudam, pois o poco se expande. Entretanto, os niveis de ocupagao
(an) sdo mantidos constantes, pois nenhuma energia externa (calor) é fornecida a
particula quantica. A essa interacdo que afeta a ocupacao dos niveis de energia

chamamos de calor.

e Processo ¢ — d.

Em seguida tem-se o processo que ocorre entre os pontos 'c'e "d"e que representa
a compressao isotérmica. Agora, o sistema quantico é colocado em contato com um
reservatério térmico quente (Fonte Fria ) mantido a uma temperatura constante,
maior que a temperatura do reservatorio frio. O sistema quantico libera calor para
o reservatoério, permitindo que ocorra a realizagao do trabalho sobre o sistema. A
temperatura do sistema é mantida constante durante todo o processo, garantindo

que ele permaneca em equilibrio térmico com o reservatorio quente.

Agora, o processo ocorre de forma inversa a compressao adiabatica. A largura do
poco diminui, e a energia média tende a aumentar, logo, para impedir que isto
ocorra, devemos retirar energia do sistema. De modo andlogo ao caso da expansao
isotérmica, ha um limite para a compressao e neste caso procuramos um valor

minimo.
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e Processo d — a.

Nesta tltima etapa (compressao adiabatica, o sistema quéntico é novamente isolado
termicamente (Q = 0), e ele é comprimido ainda mais. O processo de compressao au-
menta a energia interna do sistema, mas como nao ha troca de calor, a temperatura

do sistema aumenta significativamente.

O ciclo quantico de Carnot é uma idealizagdo tedrica que demonstra como um
sistema quantico poderia teoricamente realizar trabalho a partir da troca de calor entre
dois reservatorios térmicos a diferentes temperaturas. Ele também serve para ressaltar que
a eficiéncia de um ciclo quantico de Carnot depende das temperaturas dos reservatérios

térmicos envolvidos, seguindo o mesmo principio da eficiéncia do ciclo de Carnot cléassico.

4.2 Ciclo termodinadmico quantico de Stirling

-, i
£ s A
e AW, ez [\\\\\\

Pressao
o
N

E3 a :> Fonte Fria
E2
- [ = 2 il
- Fonte Fria U N\
L1

Comprimento

Figura 4.2: Ciclo termodinamico quantico de Stirling

e Processoa — b

O processo definido entre os pontos a e b é denominada expansao isovolumétrica.
Neste processo o sistema é aquecido a uma temperatura constante, enquanto sua
pressao aumenta. O volume do sistema permanece constante dessa forma nao ha
trabalho sendo realizado (W = 0).

Uma vez que o sistema absorveu energia da fonte quente ocorre um aumento da
energia da particula presa no sistema. Como pode ser visto no grafico e na equagao
3.20 uma vez que a temperatura do sistema aumenta o auto-estado também é

acrescido.
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Processo b — ¢

O processo que ocorre entre esses pontos é denominado expansao isotérmica, nela o
sistema que esta em contanto com a fonte quente, tem o seu volume aumentado o
que promove a realizacao de trabalho pelo sistema (W # 0). Analisando o processo
descrito anteriormente temos que uma vez que a temperatura é mantida constante
a energia interna do sistema é uma funcdo apenas da temperatura, dessa forma a
energia interna da particula no sistema ¢ mantida constante apenas quando existe
uma variacao dos termos a,. No grafico essa variacao é representada pelo aumento

do primeiro nivel energético para o terceiro nivel.

Processo ¢ — d

A compressao isovolumétrica é o processo que ocorre entre os pontos "c'e "d".
Esta etapa, que é oposta a o processo 'a'— "b"é caracterizado pela diminuicao
da temperatura do sistema decorrente da perda de calor para a fonte fria e, devido
a nao alteracdo do volume, da também nao ocorre trabalho (W = 0). Uma vez que
o comprimento nao é alterado e que a temperatura sofre um decréscimo, através da
equagao 3.20 o nivel energético é obrigatoriamente reduzido para que seja respeitado

o principio fundamental do processo isocérico (% = constante).

Processo d — a

A compressao isotérmica é o processo representado entre os pontos 'd'e "a'. Esta
etapa, pode ser entendida como sendo o processo inverso do que ocorre entre os
pontos "b'e "c¢". O sistema é colocado em contato com a fonte fria e seu comprimento
¢ reduzido o que de acordo com as equacao da temperatura 3.20 implica em uma

reducao do nivel energético da particula.
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CAPITULO

CONCLUSOES

Como foi abordado inicialmente a histéria da termodindmica remonta aos antigos
gregos e desde entao a mesma vem século a século sendo alvo de estudos e novas
abordagens, passando ao longo do tempo de de uma escala macroscépica (com as maquinas
térmicas de Héron e Thomas Newcomen, por exemplo) para uma escala de proporgoes
infimas, milhares e até milhoes de vezes a fracdo do metro.

Tendo em vista o horizonte deste trabalho foi possivel tracar um paralelo entre
as caracteristicas termodindmicas de um sistema macroscopico (composto por um gés
monoatdmico e um reservatério) e o sistema composto por uma particula em um pogo
potencial infinito.

Utilizando os conceitos da termodindmica classica e da mecanica quantica foi
possivel encontrar analogos quanticos para a temperatura e pressao de uma unica
particula. A validade desses termos foi conferida a partir da analise dimensional dos
mesmos.

Apesar da estranheza em relagao a aplicagao de termos voltados para um conjunto
de particulas para uma tnica particula deve-se lembrar que ha uma diferenca na aplicacao
dos conceitos. No caso em estudo o que foi encontrado foram analogos matematicos
baseados nos niveis energéticos da particula presa no poco.

A partir da equacdo classica que descreve as caracteristicas gerais de um gas
monoatomico foram aplicadas os andlogos da Temperatura e Pressao deduzidos, desta
forma foi encontrada uma equagdo que descreve o comportamento de uma particula
retida em um sistema unidimensional em termos do comprimento do sistema, temperatura,
pressdo. E necessdrio perceber que da mesma forma que na equacao classica existe uma
relagao entre os termos da equagao e a constante de Boltzmann. Tal equacao demonstrou-
se analoga a equagao para um gas classico.

Os processos termodinamicos relacionados aos ciclos de Carnot e de Stirling foram
analisados a luz da mecanica quantica e das equagoes da Pressao e da Temperatura

anteriormente derivadas. Dessa forma foi possivel analisar os processos que ocorrem nos
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dois ciclos nao utilizando como base um coletivo de particulas, mas apenas a nossa tinica

particula em estudo.
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CAPITULO

ANEXOS

6.0.1 Analises dimensionais

o Para a expressao da temperatura 2.14 a seguinte analise dimensional ¢ feita.

C h?3
C T = 6.1
CmIIC kg JC L2 (6.1)

J?S?*  Nms’K

= = 6.2

Ky2m? K,m? (6.2)
NK NK

= — = =K (6.3)
Ky(z) N

A partir da analise acima é possivel notar que a relacdo deduzida neste trabalho
para o andlogo da temperatura para uma particula presa em um pocgo potencial
unidimensional tem, de fato, a mesma dimensao de temperatura (Kelvin) que a

utilizada nos modelos classicos.

o Para a expressao da temperatura 2.21 a seguinte analise dimensional é feita.

C A3
Cpd= 6.4
p Cm3JC L33 (6-4)

JQSQ N2m252

— — 6.5
kgm?3 kgm?3 (6.5)
N
Ky(=)N

Com a analise dimensional apresentada acima pode-se notar que o analogo da
pressao de uma particula em nosso sistema tem, de fato, dimensao de forca (%)

assim como no caso classico.
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6.0.2 Deducao da equacao para o processo adiabatico

A partir da primeira Lei da Termodindmica temos que
dQ = dU + dW (6.7)

Para o processo adiabatico tem-se que d@) = 0

0=dU + dW (6.8)
dU + dW = 0 = dU + PdV (6.9)
dU + dW = 0 = dU + PdV (6.10)

Sabendo que a energia interna interna pode ser definida como sendo

dU = nCuvdT (6.11)
e, que para um gas ideal, podemos definir a seguinte relagao

PV =nRT (6.12)

Pode-se inferir a seguinte relagao a partir da equagao anterior

PdV +VdP
dl' = ——— 6.13
e (6.13)
Substituindo a equacao acima na equagdo na equagao 6.11 tem-se
Cy
dU = E(PdV + VdP) (6.14)
Substituindo a equacao acima na equagao 6.9 pode-se chegar a
dP dV(Cy,+ R
—_— = 6.15
P Vv C, ( )
ou ainda . o
- - 6.16
P Tl (6.16)
sendo que v = g—i’ = C%J;R
A partir da equacao 6.18 tem-se que
Cp av
— = — — 6.17
/ C, 7/ Vv (6.17)
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o que leva a seguinte equacao

InP = —~InV + ¢ (6.18)
que, sendo rearranjada encontra-se

InP+~InV =k (6.19)
ou ainda, por fim

PV = constante (6.20)
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