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Resumo

Este trabalho tinha como objetivo a introdugdo a Teoria Qualitativa das Equacdes
Diferenciais e Sistemas Suaves por Partes. Primeiramente, faz-se necessério o con-
tato com defini¢cdes bdsicas e teoremas principais da teoria. Posteriormente, inicia-
se o estudo dos sistemas suaves por partes, em particular, na busca de ciclos limite
em sistemas lineares por partes. Foram utilizadas técnicas tradicionais de pesquisa
matematica, consistindo no estudo direcionado das referéncias bibliograficas pro-
postas e reunides de acompanhamento com o desenvolvimento dos problemas suge-
ridos por meio de andlises e discussdes das principais definicdes e demonstracdes
de teoremas que englobam o tema e, através do estudo do artigo [12], investiga-
mos a existéncia de ciclos limite em sistemas diferenciais por partes formados por
centros lineares e selas Hamiltonianas. A principio, consideram-se sistemas conti-
nuos ou descontinuos divididos por uma tnica reta, onde prova-se a ndo existéncia
de ciclos limite. Em seguida, investiga-se o caso de sistemas continuos e desconti-
nuos com trés zonas, separadas por duas retas paralelas. Neste contexto, observa-se
que nos casos continuos ndo ha ciclos limite, ao contrdrio dos casos descontinuos,
que apresentam no maximo um ciclo limite. Dessa forma, esse plano de pesquisa
proporcionou o contato e aprofundamento tedrico acerca do conteido de sistemas
dindmicos, além da introducdo ao ambiente de pesquisa cientifica, trabalhando o

estudo critico e a capacidade de investigacao.

Palavras-chave: Existéncia e Unicidade de Solugdes de EDOs; Ciclos Limite; Campos

Descontinuos.



Abstract

This work had as its objective the introduction to the Qualitative Theory of Diffe-
rential Equations and Discontinuous Systems. Firstly, contact with the basic defi-
nitions and principal theorems of the theory is necessary. Subsequently, the study
of piecewise smooth systems begins, in particular, in the search for limit cycles
in piecewise linear systems. Traditional techniques of mathematical research were
used, consisting of the focused study of the proposed bibliographical references
and follow-up meetings with the development of the problems suggested through
analyses and discussions of the main definitions and proofs of theorems that encom-
pass the theme, through the study of the article [12], we investigate the existence of
limit cycles in piecewise differential systems formed by linear centers and Hamilto-
nian saddles. Initially, continuous or discontinuous systems divided by a single line
are considered, where the non-existence of limit cycles is proven. Next, the study
proceeds to continuous and discontinuous systems with three zones, separated by
two parallel lines. In this context, it is observed that in the continuous cases there
are no limit cycles, contrary to the discontinuous cases, which present at most one
limit cycle. In this way, this research plan provided contact and theoretical deepe-
ning regarding the content of dynamic systems, in addition to the introduction to
the scientific research environment, working on critical study and the capacity for

investigation.

Keywords: Existence and Uniqueness of Solutions of ODEs. Limit Cycles. Dis-

continuous Fields.
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Introdugao

As Equacgdes Diferenciais Ordindrias (ou simplesmente EDO’s) sdo importantes ferramen-
tas que modelam vérios fendmenos do mundo real, englobando diversas dreas, como Fisica,
engenharias, Biologia e economia, permitindo analisar e prever o comportamento dos sistemas
dindmicos estudados. Entretanto, ndo hd uma forma geral de se encontrar a solucdo de uma
EDO, e apesar de se ter formas analiticas de se resolver alguns tipos de EDO’s, ainda ha in-
contdveis equagdes que resistiram a esses métodos, o que levou a investigacdo de métodos e
aproximagao numeérica, que obteve certo €xito, mas tinha dificil implementagdo ja que os cal-
culos eram manuais ou utilizando equipamentos muito primitivos. Essa falta de equipamento
adequado sofre uma mudancga apds a Segunda Guerra Mundial, periodo em que houve diversos
avangos na drea da computagao.

Outra mudanca na forma de se estudar EDO’s foi a ado¢do de métodos geométricos ou topo-
l6gicos, buscando entender as solu¢des da equacdo diferencial qualitativamente. Assim, nasce
a base do que conhecemos hoje como Teoria Qualitativa das Equacdes Diferenciais Ordindrias,
através de Henri Poincaré, ao publicar seu trabalho Mémoire sur les définies par une équation
différentielle (veja [17]), onde ele introduz esta forma de se estudar as EDO’s, gerando impor-
tantes resultados e ferramentas que permitem o estudo do comportamento das trajetdrias e os
retratos de fase de equagdes diferenciais utilizando aspectos geométricos, topoldgicos, analiti-
cos, dentre outros.

Nas ultimas décadas, notou-se que diversas aplicagdes relacionadas a engenharia (como
teoria de controle e circuitos elétricos), biologia (como, por exemplo, mudancas bruscas na
dieta alimentar) poderiam ser melhor modelados por sistemas diferenciais por partes, isto &,
diferentes campos vetoriais definidos em regides distintas com uma curva (ou variedade) de
transicdo. Tais sistemas foram chamados de sistemas diferenciais por partes ou sistemas de
Filippov.

Esses sistemas foram apontados, pioneiramente, por Andronov (veja [1]) que trouxe apli-
cacoes desta classe de sistemas e, em sequéncia, por Filippov (veja [7]) que conduziu a uma

fundamentacgdo teérica. Veja [5] para teoria e aplicagdes de campos descontinuos.
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Um dos conjuntos triviais mais importantes na teoria dos sistemas dindmicos sdo as Orbitas
periddicas isoladas, chamadas de ciclos limite. Um dos tépicos estudados na teoria qualitativa
engloba bifurcacdes de ciclos limite € o nimero méaximo de ciclos limite que podem surgir
em uma familia de campos vetoriais, ou seja sua ciclicidade, devido a sua relevancia tanto
para matemdtica quanto em aplicacdes em modelos reais. A andlise desses ciclos limite em
campos vetoriais planares X A préximos a um continuo de drbitas periédicas ou um equilibrio
do tipo centro pode ser feita examinando os pontos fixos de um mapa de retorno P ou, ainda,
identificando os zeros da funcdo conhecida como fun¢do de deslocamento (0 = PAI,). Esta
técnica tem importante papel no estudo de ciclos limite de cruzamento em campos vetoriais
descontinuos.

Este trabalho de conclusdo de curso se baseia no estudo de sistemas suave por partes com
duas ou trés zonas e estd organizado da seguinte maneira. No primeiro capitulo, (1), é exposta
a metodologia usada para construir as ideias aqui trabalhadas, como esse trabalho foi escrito
e estruturado, quais as ferramentas foram usadas para auxiliar no desenvolvimento e andlise
do conteddo. O segundo capitulo, (2), se ocupa em expor um resumo da base tedrica usada
para introduzir o conteido de sistemas dinamicos voltado ao estudo da Teoria Qualitativa das
EDQO’s. Assim, sdo apresentados conceitos necessarios abordados em Anélise e Espacos Mé-
tricos, cuja finalidade € a demonstragdo do Teorema de Picard-Lindel6f, que confere existéncia
e unicidade de solucdes de EDO’s. No capitulo 3 introduzimos a teoria de sistemas suaves
por partes, apresentando as defini¢cdes bdsicas para determinar o contato dos campos com a
curva de descontinuidade e a defini¢do de suas Orbitas e ciclos limite. Por fim, no Capitulo 4
analisamos os resultados do artigo [12] onde investiga-se a existéncia de ciclos limite para um
sistema suave por partes com duas ou trés zonas no plano, formado por centros ou selas lineares

Hamiltonianas.



CAPITULO

Metodologia

Neste trabalho foram usadas técnicas tradicionais de pesquisa e investigagdo matemadtica.
Segundo Ponte, Brocado e Oliveira em [18], investigacdo matemadtica € buscar relagdes entre
objetos matemadticos, sejam eles conhecidos ou ndo, definindo antes qual o problema que se
queira solucionar, ainda, apresenta um quadro que enumera quatro momentos principais que
envolvem a investigagdo matematica.

Vemos que a investigacdo matematica, como abordado no quadro apresentado em [18], em
um primeiro momento, inicia-se a explora¢ao e formulag¢do de questdes, partindo para as con-
jecturas, onde organizamos os dados e formulamos hipéteses para serem estudadas. Seguindo
para a realizacdo de testes e reformulacdes nas suposi¢des iniciais, onde teremos justificativas
que corroborem ou nao para essas formulacdes produzidas de inicio permitindo uma avaliacdo
do raciocinio construido e dos resultados obtidos.

Dessa forma, a investigagdo matemaética no contexto dos sistemas dindmicos aqui abor-
dados, se refere ao estudo da existéncia de ciclos limite em sistemas diferenciais por partes
lineares formados por um centro e uma sela Hamiltoniana divididos por uma reta em um pri-
meiro momento, € em seguida, analisa um sistema com trés zonas no plano, sendo a questdao
norteadora do trabalho. Assim, direcionado por referéncias bibliograficas recomendadas pelo
orientador e reunides de acompanhamento com o desenvolvimento dos problemas sugeridos,
foram realizadas analises e discussoes das principais defini¢des e demonstracdes de teoremas
que englobam o tema, formulamos as hipéteses da possibilidade de existéncia de ciclos limite
considerando a continuidade ou descontinuidade nas formas de se construir os sistemas dife-
renciais citados. Pela anédlise do artigo de Libre e Valls em [12], conseguimos acompanhar o
caminho e resultados para essas hipoteses inicialmente levantadas.

Ainda, uma das preocupacdes para esse trabalho, foi a utilizacdo de ferramentas para es-
truturar e desenvolver o trabalho em si e das ideias nele contidas. Para a escrita e estruturagao

do trabalho nos moldes académicos, o uso do Overleaf (um editor online em I&IEX) foi funda-
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mental, possibilitando a producdo da redacdo, usando simbolos e representacdes matemaéticas
diversas, e propiciando a formatac¢do adequada exigida.

Para visualizar e esbogar ilustracdes de defini¢des e outras ideias englobadas no trabalho, fo-
ram usados recursos digitais, buscando sempre uma representacao clara e precisa desses temas.
Para tanto, foi usado o Inkscape, uma aplicacdo de desenho vetorial, que permitiu a elaboragao
manual das representagdes, conferindo um minucioso controle da qualidade de cada uma delas.

Ademais, foram utilizadas ferramentas para realizar calculos mais elaborados, ou com equa-
cOes maiores e mais complexas. Portanto, o uso de uma inteligéncia computacional que ajuda
a fazer calculos elaborados, e também de um software de computacao técnica, que serviu de
grande ajuda para efetuar alguns dos cdlculos, que demandariam grande esfor¢o e tempo para
serem realizados, de forma rdpida. Contudo, o uso dessas ferramentas também possibilitou
gerar retratos de fase de alguns sistemas observados no decorrer do trabalho.

Dessa forma, a metodologia empregada nesse trabalho consiste no estudo e nas discussdes
de defini¢des e resultados tedricos, para proporcionar um trabalho rigoroso e bem estruturado.
Ainda, contamos com o uso de ferramentas digitais para melhor apresentar, compor e ilustrar a

teoria abordada.



CAPITULO

2

Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo reunimos defini¢des e resultados basicos que dao suporte as demonstragdes

envolvendo os resultados de existéncia e unicidade de solucdes de EDO’s.
2.1 Espacos Métricos e Normados

Definiciio 2.1.1. (Espaco Métrico) E um par (X, d), com X sendo um conjunto ndo vazio e d

uma métrica, ou seja, uma fungdo:

d: XxX — R

(z,y) — d(z,y),
que satisfaz:
1. d(z,y) > 0,Vz,y € X,onded =0< z = y;
2. d(x,y) =d(y,x),Vx,y € X;
3. d(z,y) <d(z,z)+d(z,y),Vr,y,z € X.

Uma sequéncia em um espago métrico (X, d), ou simplesmente em X, é uma fungdo z :
N — X que associa a cadan € Naum z,, € X. Usaremos (x,)nen Ou (z,) como notagdo
para essas sequéncias.

Uma sequéncia € dita convergente em X se 4 p € X, tal que, dado ¢ > 0, d ny € N, com
|z, — p| < €, ou seja, d(z,,p) < &, ou seja, 1113.10 x, = poux, — p. Ainda, uma sequéncia é
dita de Cauchy, se dado £ > 0 existe ng tal que se m,n > ng, entdo, d(x,, x,,) < €.

Alguns importantes resultados sobre o conceito de sequéncias sdo os seguintes:
1. O limite de uma sequéncia é inico;

2. Toda sequéncia convergente em X € uma sequéncia de Cauchy em X;

15
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3. Toda sequéncia de Cauchy € limitada;

4. Se uma sequéncia de Cauchy em X possui uma subsequencia que converge a um certo L,

entdo a sequéncia de Cauchy em X também convergird a L;
5. Se X € compacto, entdo toda sequéncia de Cauchy em X serd convergente;
6. Em R", toda sequéncia de Cauchy € convergente.

Definicao 2.1.2. (Espaco Normado) Um par (X, d) é um espaco vetorial normado se X é um

espaco vetorial (real ou complexo) e

d: X — R

v o |z,
€ uma norma em X, isto é, uma fungdo que satisfaz:
I || >0,Vze Xel|z| =0+ z=0;
2. |ax| = |o|jz|,Vr € X,Va € R;
3o |z 4yl <|z|+ |y|,Vx,y € X.

Portanto, se (X, d) é um espago vetorial normado, entdo a fun¢do

d: XxX — R

(‘T7y) d(l’7y): |y—l'|,
é uma métrica em X, chamada de métrica induzida pela norma.

Definiciio 2.1.3. (Espaco de Banach) E um espaco métrico (X, d) completo com a métrica
induzida pela norma, isto é, toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X com respeito
a métrica:
d: XxX — R
(z,y)  — dlz,y) =y -z,

induzida pela norma.

Uma propriedade que serd central no contexto de existéncia de solu¢des de EDO’s € a pro-

priedade Lipschitziana.
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Definicdo 2.1.4. Sejam (X, d,) e (Y, d,) espagos métricos. Uma fun¢do

F: X — Y

r — F(x),

é dita lipschitziana em X se existe k > 0,k € R, tal que d,(F(x), F(y)) < kd,(x,y),Vz,y €
X.

Exemplo 2.1.1. Considere o espagco normado (R, |.|). A fungdo

fiR —R

r +— f(x) =sin(z)

é lipschitziana em R, com k = 1.

De fato, sabemos que f é continua em todo intervalo fechado [z, y] de R e diferencidvel em
todo intervalo aberto (z,y) de R. Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (z,y), tal

que

Dessa forma, obtemos que
[f(z) = f(y)| = [sin(z) —sin(y)| = [f(0)l|z — y| = [cos(c)||lz —y| < 1|z —y[,Vz,y € R.
Portanto, temos um exemplo de uma func¢éo lipschitziana com constante k = 1.

Veremos a seguir que a condicao de Lipschitz desempenha papel central na prova de unici-

dade de solu¢des de EDO’s.

Definiciio 2.1.5. Sejam (X, d,) e (Y, d,) espagcos métricos. Dizemos que F' : X — Y ¢ local-
mente lipschitziana em X se, para cada z € X, existem niimeros reais r => 0 e k > 0, tais
que:

dy(F(x), F(y)) < kdx(2,y), Yo,y € B(z,7),
sendo B(z,1r) ={w € X : d,(w,2) <r}.

Definicao 2.1.6. Dizemos que uma fungdo f : X — X em um espaco métrico (X, d), é cha-

mada de contragdo em X se existir em niimero real positivo k, com 0 < k < 1.

d(f(z), f(y)) = kd(z,y),Vz,y € X.
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Resulta que toda contracdo F' : X — X € uma funcdo lipschitziana em X, ou seja, toda
contracdo em X € uma fun¢ao uniformemente continua em X, logo ela é continua em X.
Um resultado que é muito importante para o Teorema de Existéncia e Unicidade é o famoso

Teorema do Ponto Fixo de Banach que apresentaremos a seguir.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Banach - Teorema do Ponto Fixo para Contracédes) Seja (X, d)
um espago métrico completo. Se F' : X — X é uma contra¢do em X, entdo F possui um vinico
ponto fixo em X, isto é, existe um vinico p € X, tal que F(p) = p. Além disso, p é atrator para

a funcdo F, ou seja, lim F"(z) = p,Vx € X.
n—oo

Demonstracao: Seja F' uma contracdo em X, logo existe k € Rcom 0 < k < 1, tal que
d(F(z), F(y)) < kd(z,y),Vz,y € X. Tome x € X unitdrio e fixado. Ainda, defina (z,),en

uma sequéncia em X dada por:
Ty = 2,0, = F(x), 20 = F(F(2)), ..., 2, = F"(2) = F(F" !(x)), ...,

Afirmagao: (z,), = (F"(x)), é uma sequéncia de Cauchy em X. De fato, sejam m,n € N,

com m > n, logo temos que m =n + 1, parar € N. Como F € uma contragdo em X, temos:

(T, Tm) = d(F™(z), F™(z)) = d(F"(z), F"*"(2))

repetindo o processo n vezes chegamos a:

A, ) < k”d(Fo(:v), FO(FT(:E))> = k"d(z, F"(2)).
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Usando a Desigualdade Triangular, teremos que

d(z,F"(z)) < d(z,F(x))+d(F(z), F*(x)) + d(F*(z), F?(z)) + ... + d(F"(z), F"(x))
< d(z, Fr(2)) + k.d(z, F"(z)) + k*.d(x, F"(2)) + ... + k" Yd(z, F"(z))
= (l+k+k+..+k")d(z,F(z))

< (Z k) d(z, F(z)).
=0
e NC 1 .
Como 0 < k < 1, a série Z k" é convergente e converge para 7 Assim,
=0

r 1 r
d(z, F'(x)) < —d(@, F(x)),

ou seja,
n

1—-k

d(xp, xm) < d(z, F"(z)) < k"d(z, F"(z)) < d(z, F"(x)),

comm,n € Nem >n. Como0 < k < 1, entdo lim k" = 0, assim
n—oo

n

B —

d(xz, F"(x)) = 0.
Logo, dado € > 0, dny € N, tal que, se n > nyg, entdo:

n

11—k

d(xz, F"(x))| <e.

Portanto, d(z,, z,,) < &,Vm,n > ng. Assim, (z,), é uma sequéncia de Cauchy, o que de-

monstra a afirmac¢do. Como (z,,),, é uma sequéncia de Cauchy e (X, d) é completo, entdo (),

¢ convergente em X. Portanto, existe um dnico p, = p € X, talque lim z, = lim F"(z) = p.
n—oo n—oo

Ainda, p € X € ponto fixo da funcdo F, j4 que como F' : X — X € continua em X (por ser

contracao), temos que:

F(p) = F(lim z,) = lim F(x,) = lim F(F"(z)) = lim F"*(2) = lim 2, = p.
n—oo

n—oo n—oo n—o0 n—oo

Agora, para provar a unicidade, suponha que p; e ps sdo pontos fixos de F em X. Entdo, F'(p;) =

p1e F(p2) = pa. Assim, d(p1, p2) = d(F'(p1), F'(p2)) < kd(p1,p2). Logo, (1-k)d(py, p2) < 0.
Como, 0 < k < 1edémétrica, segue que 0 < d(py, p2) < 0, e, portanto, p; = py. Da unicidade
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do ponto fixo p € X de F temos:

lim z, = lim F"(z) = p,Vz € X.

n—oo n—oo

Portanto, p € atrator (inico) para a funcao F.

Corolario 2.1.1. Seja (X, d) um espaco métrico completo e F': X — X uma funcdo continua
em X. Se existirm € N, tal que F'™™: X — X é uma contragdo em X entdo F possui um tinico

ponto fixo em X. Ainda, p € X é atrator para a func¢do F, ou seja, lim F"(z) = p, Vx € X.
n— o0

Demonstracao: De fato, se m € Nétalque F™: X — X é uma contragdo em X, entdo, pelo
Teorema do Ponto Fixo, existe um tnico ponto fixo p € X da funcdo F™, isto é, F™(p) = p.
Ainda, p € X ¢ atrator para a fun¢do F™, ou seja, ]}L% (F™"*(z) = p,Vx € X.

Tome x € X arbitrdrio e fixado, ainda, construa uma sequéncia (x,,) em X da forma x,, =
F*(z),n=1,2,3,...,sendon € Necomn > m. Pelo algoritmo da divisdo, temos que existem

ntimeros naturais k e 1, onde 0 <[ < m, tais que n = mk + [. Assim,
F*(z) = F™ () = F™(F'(x)) = (F™)*(F'(z)).

Observe que o conjunto {F'(z): 0 < 1 < m} = {z, F(z),..., F" (x)} C X € finito. Como

p € X é um atrator para a funcao '™, resulta que:

lim (™) (F!(2)) = p

k—o0

com0 <[ <m,e(l €{0,1,....,m — 1}). Dessa forma, dado ¢ > 0, paracada0 < [ < m

existe n; € N, tal que se £ > n;, entdo
a(((F™)) (F'(2)).p) <=
Seja, N' = maz{n;: 0 <l <m}e N =m.N.Logo, se k > N, entdo

d((Fm)k(Fl(x)),p> <g,V0<l<m.
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Observe que se k < N entdo mk > m.N = N. Portanto,
n=mk+{>N+I[<N.

Logo,se k > N ,entdon > N e

d((F™)5(F'(x)),p) = d(F™(F'(z)),p)
= d(F"*!(z),p)
= d(F™(x),p) <e,¥Vn >N

Portanto, d(F"(x),p) < ,Yn > N, ou seja, lim z, = lim F"(x) = p. Ainda, o ponto

n—aoo n—aoo

p € X é ponto fixo de F', pois sendo F' continua,

p= lim z,, = lim F""(z)= lim F(F*(z))= lim F(z,)=F( lim ,)= F(p).

n—ao0 n——:oo n——oo n—ao0 n—aoo

Como lim (F™)*(F'(z)) + p,Vz € X e Y0 < | < m segue que:

k—o0

lim F"(z) = lim F™%(z) = lim (F™)*(F'(z)) = p,Vz € X,
k—>00 k—> 00 k—>00
o que garante que p € X € um atrator para F'. Dessa forma, da unidade do ponto fixo de £,
temos que se p, ¢ sdo pontos fixos de F', entdo F™(p) = pe F™(q) = gq. Logo sdo pontos fixos

de F'™. Pela unicidade do ponto fixo de F'™, p = q.

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Nesse trabalho iremos tratar de equagdes diferenciais ordindrias seguindo o livro [6] e o
texto universitario [19]. Dado que dada uma aplicagdo f: 2 C R x R” — E C R", definida

em cada ponto de (¢, z(t)), onde € é aberto em R"™!, dizemos que:

¥ = f(t,x)

¢ a Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) de primeira ordem em R" definida por f. Assim,
podemos definir que uma solug¢do dessa EDO € uma curva x: I C R — R" definida e deri-

vdvel num intervalo aberto de R, tal que para cada z € I, (t,z(t)) € Q esatisfaz 2/(t) =

nsn

f(t,z(t)). Como de costume, usaremos o sinal de derivagdo "’"para a derivada em relagdo a
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varidvel escalar, ou temporal, nesse caso o t. Fixando (¢, o) € €2, considerando z: [ — R”
solugdo de =’ = f(¢, x), dizemos que essa solucdo satisfaz a condicdo inicial x(ty) = xo, ou 0

problema de valor inicial ' = f(t,z), z(ty) = .

Teorema 2.2.1. (Picard-Lindelof) Sejam E = R", Q) um aberto em R x [E e considere f: () C
R x R" — E C R" continua e Lipschitziana com relacdo a segunda varidvel em ) = I, X By
coml,={teR:|t—t) <a}eBy,={x€E: |xv—ux9 <b}. Sel|f|] <M emQ, existe uma

tinica solucdo do problema de valor inicial (PVI)

v’ = f(t,I),

lE(to) = Ty,

2.2)

definida em I,, com o = min{a,b/M}.

Demonstracao: Dado (g, xg) € €2, como €2 é aberto em R x [E, existem nimeros reais positi-
vosaebtaisque I, x B, C Q,com[, ={t e R: [t—ty| <a}leB,={zr € E: |z —xo| <b}.
Como f é continua em {2, entdo f é continua no compacto I, X Bj. Assim, f é limitada em
I, X By, isto é, existe M > 0, tal que |f(¢t,z)| < M,V(t,x) € I, X By. Defina I, = {t €

R: |t —to] < a} coma =min{ a, I Vamos mostrar que a equagao integral

x(t) = x(to) —l—/t f(s,z(s))ds, (t,z) € Q,

que € equivalente a encontrar as solu¢des da equacao diferencial (2.2), possui uma solucao tinica

p: I, — K, isto é, procuramos uma funcio satisfazendo:

1. ¢: I, — E continua em /,;
2. {t,p(t)} C Q,Vt € I,;

t
3. o(t) =z + / f(s,0(s))ds, ¥Vt € tgem I,.
to

Seja C(I,,E) o conjunto das func¢des continuas &: I, — E. Em tal conjunto, consideramos a

métrica
d:C(I,,E)xC(I,,E) — R

(¥1,2) > d(t1,99) = sup |1 (t), 2 (t)]

tel
Decorre que (C(1,,E), d) é um espago métrico completo. Seja também C(/,,, By) C C(I,,E)

o conjunto das fungdes continuas de I, em B,. Com a mesma métrica d, X = (C(I,, By),d) é
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um espaco métrico completo. De fato, se (¢,,) € uma sequéncia em C(/,,, By), de Cauchy, entdo
existe v € C(I,,E) tal que lim 1, = 9 ja que C(I,,E) é completo. Note que, para cada
n——oo

n € Ny, : I, — By satisfaz

[n(t) — o] < b,VE € .

(t)—xzo| = | im 9, (t) — 20| = lim |, (t)—x0| < lim b=,V € I,. Portanto,
n—>o0 n—>»o0 n—aoo

Y € (C(1,, By),d). Logo, é um espago métrico completo. Considere agora:

F:X—X
v— F): I, — By

tos F)(t) = 20+ / f(s,10(s))ds

to
Temos que:

1. F estd bem definida, isto é, F/(X) C X. De fato, se ) € X = C(I,, By), entdo

/t:f(s,w(s))ds / £ (5, 0(5))]ds

/ Mds
to

= M(t—t,) < Ma,Vt € I,

|F () (t) = x| =

Como = ) — entao
(6] min < a
) 7‘[ )
< —=Mae<M—=0b>
* se a a )
- M - M ’
b M
L] e —_— Z‘/i = — — b.
5 M @ M

Portanto, |F'(¢)(t) — xzo| < Ma < b,Vt € 1, e, portanto, F'(v)(t) € By.

Ainda, F'(1) € lipschitziana em I, e assim uniformemente continua em [, pois, dados

t1,ty € I, temos
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F)(t) - F@)(h)] = [5mwmnw—[¥w

_ [U@ww@
’ /ttszs

t
Dessa forma, |F'(¢)(t2) — F(¢)(t1)| < M|ty —t1|, Vi1, ty € I, e assim, F'(1)) é lipschit-

IN

[LWW@N%S

= M|ty — t4]

ziana em /,,. Logo,

F(C(Ia, By)) C C(1a, By)

2. F é continua em X. Como f € lipschitziana em [, X B, com respeito a varidvel x, existe

k >0, k € R, tal que
|f(t,z) — f(t,y)| < kle —vyl|, V(t,x),(t,y) € I, X By. (2.3)

Dadoe > 0, ¢ € R, tome § = Mi Assim, se ¥y, Uy € X e d(ih1, ) = sup |11 (t) —
(6% teln
Po(t)| < 0 entdo

IHMW%FWMW==‘/f1m %—/f s
- /f(%U)ﬂ ba(s))) ds
— f(s.4a(s)) ds

= /mmu Un(s)| ds

%
< / ké ds
to

Portanto, |F'(¢1)(t) — F(i2)(t)| < &, Vt € I, e assim,

IN
\
q
§

kS|t —to| < koo = K22 _ o
ko

d(F(1), F(¢2)) = sup [F(¢n)(t) — F(¢2)(8)] < e

tely
Dessa forma, F' € uniformemente continua em X.

3. Existe m € Ntal que F": X — X é uma contracdo em X. De fato, considere 11, 9y €
X.
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Provemos que

k|t —zoyn

[ (1) (8) — F™(42)(1)] < d(¥1,2), Yt € L. 24

Provemos por inducio em n.

Paran =1 : De (2) temos que

F()(t) - F)(t)] = / (F(5,91(5)) — £(s,a(s)) ds

= || 1sw1(5) = S (o)l ds

k|11(s) — va(s)| ds

to

t
- / kd(ir — o)

IN

ds

= kd(lﬂl,wg)‘t — to‘, Vt € Ia

Assim, vale (2.4) para n = 1. Suponhamos agora que (2.4) vale para n = j, isto €,

P w0 - P 0] < 2 iy, ), vi e 1, @)
Entdo, paran = j + 1.
|FItt (1) (t) — FItt (o) (t)] = |F( F](@Zh)( )) — F(F7 (¢2)(t))]

= |zo + t f(S,Fj(%)(S))dS—J«"O— t f(s, F7(2)(s))ds

t
= |/ F FW)(s) = fls, F(b2)(5))ds

IN

t (s, F7 (1) (s)) = £(s, 7 (¢2)(5)) ds

< / KIFY (1) (s) — FI (12)(5)|ds

(hip) Lils — ¢t
< / M d(v1,102) ds
to .7

t .
|s — tol’ ds
to

d(wl,lﬂg), Vt € Ia.

k]+1

d(11,v2)

_ k]+1|t _ to‘j—i—l
(F+1)!
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Por inducdo, (2.4) é valido para todo n. Assim, de (2.4) vem que:

K —to]" ko

[E" (1) (1) — F™"(92) (1)] < wal,%) < Td(@blﬂh)a Vtel

Portanto, V n > 0, vale que:

kra™

d(F" (1), F"(¢2)) = féllp [F" (1) (t) — F™" (1) (1) < Td(%ﬂ?z)?

n

ko™

V1,19 € X = C(I,, Bp). Como, lim

n—oo N

= (. Dado ¢ = 1, existe m € N suficien-

temente grande tal que
kma™

0< L=
m)!

< 1.

Portanto, d(F™ (¢ ), F™(1)s)) < Ld(¢ — 1,49), Yib1,15 € X. Assim, F'™: X — X é

uma contra¢ao em X.

De (1), (2) e (3) e do corolario do Teorema do Ponto Fixo para contracoes ((2.1.1)), segue
que a fungdo F': C(I,, B,) — C(I,, By) possui um tnico ponto fixo em C(I,, B;), ou seja,

existe uma tnica fungdo ¢ € C(I,, By), tal que:
1. ¢: I, — By é continua em /,,;
2. (t, (b)) € Iy X BeQ), Vi € 1, pois p(t) € By, Vt € I;
3. F(p)(t) = p(t), isto,p(t) = F(e)(t) = xo + /tt f(s,0(8))ds, Vt € 1,.
0

Além disso, ¢ € C(I, B) é atrator para a fun¢do F), ou seja, nli_r)noo F*'(¢) = p, Vb € X e
(F™(1)))nen converge uniformemente para ¢ em I,.

[ |

A seguir, enunciaremos outro famoso teorema, o Teorema de Peano, que garante a existéncia

de solu¢des de uma EDO, caso assumimos que f € apenas continua.

Teorema 2.2.2. Seja () um aberto de R x E e

9 — E
(t,z) — f(t,x)

continua em Q. Sejam a,b € R, com (ty,xo) € Q, (to,x0) € I, X By C Qe M > 0, tal que
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|f(t,x)] < M,V(t,x) € I x B. Entdo, o problema de Cauchy

¥ = f(t,x)

I(to) = Xy,

b
admite uma solugdoem I, o: I, — E,com I, = {t € R: (t—ty) < a} ea =min {a, M} :

O préximo resultado traz a existéncia e unicidade de solu¢des de um sistema diferencial
linear. Tal tipo de sistema tem importante papel para se compreender o comportamento de uma
equacao nao linear, pois a partir da derivada de uma equag¢do nao linear podemos utilizar uma
equacdo diferencial linear que a aproxima de seu comportamento. Por isso, o conhecimento
das propriedades das solu¢des de EDO’s lineares é muito importante. Dessa forma, faz-se
necessdrio a constru¢do de uma defini¢ao para esse tipo de EDO. Portanto, seja / um intervalo

nao-degenerado de R, considere

Qij: I — R (& bz I — R

fungdes continuas em /; com ¢, j = 1, ..., n. Considere o sistema de EDO’s

;Ull = an(t):cl + alg(t)l’g + -+ Clln(t)l’n + b1 (t)

ry = an ()1 + an(t)re + - - + agn(t)zn + ba(t) (2.6)

\x; = a1 ()1 + apo(t)xe + -+ - + app(t)x, + by(t),

comzx; € R)Vi=1,....,n (ou C). Ainda, podemos escrever o sistema (2.6) da forma

j=1

Definicio 2.2.1. Uma familia de funcdes {¢1, pa, ..., on} definidas em Iy C I e assumindo

valores reais (ou C) é uma solugcdo em I de (2.6) quando:
l) i € Cl(Io), 1= 1, LNy

”) (tﬂpl(t))@Q(t)? EIR) (;Dn(t)) € I % E’ Vt € IO;
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n

iii) Oy(t) =Y ay(t)p;(t) + bi(t),Vt € I, Vi=1,... n.

j=1

A equacdo (2.6) pode ser escrita vetorialmente da forma

' = A(t)x" + B(t), 2.7
com x" = (x1,...,2,) € B, A(t) = (ay(t))},=, uma matrizn x n e B(t) = (b(t))i=, uma
matriz n X 1. Resulta que uma familia de fungdes {p1, pa, . .., on} € solucdo em Iy de (2.6) se,
e somente se,

p: Iy —R

t = o(t) = (e1(t), -, on(t))

é solucdo em 1y da equagado linear (2.7).
Teorema 2.2.3. (Existéncia e Unicidade para Equagdes Lineares): Para todo (to, x¢) € I X E,

existe uma unica solugdo em I,

p: I — E
r — @(t)ZQO(t,tO,.To),

da equagdo linear ' = A(t)x + b(t) que satisfaz p(to) = xo comzx € E; A: I — M5, €

b: [ — M, fungoes continuas em I.

Demonstracdo: Utilizaremos o método de aproximagdes sucessivas. Tome (tg,z9) € [ x Ee

seja {¢,, } a sequéncia da aplicac¢do dada por ¢,,: I — E com

Yo = To

@i(t) = :vo+/ (A(s)pi_1(s) + b(s))ds, i < 1.

to

(2.8)

Como A e b sdo fungdes continuas em [, entdo segue que {y,} é uma sequéncia de fungdes
continuas em /. Tome [a,b] C I com ¢, € [a,b]. Mostremos que {,, } converge uniformemente

em [a, b] para uma fun¢do ¢ solu¢do do PVI

¥ = At)z" +b(t)

l’(to) = 29-
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Defina k = sup {||A(?)||} e ¢ = sup {|p1(t) — p2(t)|}. Temos que:

te(a,b) t€la,b]

ea(t) = e1(0] = | [ A eals) = n(s))ds

to

t/ﬂ%w@—%@m

to

< [ 1) ats) = (sl ds < ke — b

ls(t) — @a(t)] =

< [ 1AG)a(s) = erl)lds < e~ to

Por indugdo temos que
i

k'c ;
li1(t) — wi(t)] < Z—,|t — tol".

Portanto, segue que

k'c
Sup i (t) —@i(t)] =

Note que para cada? = 1, ..., n, vale que

j=1
Ainda, -
i(0) = @5-2(0)] € Myoa = b=
Como a série
o Li-l,

i1 | k(b—a)
ZMJ 1 — Z (] 1)| |b a|j = ce )

¢ convergente, pelo teste de Weierstrass, a série de fungdes Z(gol(t) — ¢j_1(t)) converge
j=1
uniformemente em [a, b]. Logo, existe o limite

p(t) = lim ot +Z pi(t) = @i (1)) = lim i(t),Vt € [a, 1],

71— 00

Mostremos que ¢: [a, b] — E & solugdo em a, b do PVI:
' = A(t)x + b(t),
I(to) = X29-

Com efeito, mostremos que, de forma equivalente, € solu¢do da equagdo integral dada em (2.8).

Temos que ¢ € continua, ja que € o limite uniforme de uma sequéncia de func¢des continuas.
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Ainda, como {,} converge uniformemente em |[a, b] para ¢, dado ¢ > 0, existe ny € N, tal

que |@i(t) — i1 (t)| < ,Vt € [a,b]. Assim, Vi > ny,

k(b — a)

/ A($)(0i(s) — ols))ds

to

< \ [ A6~ plenis

to

o) = (sa+ [ a)pts) + 005105 )| <

to

9 .
< km‘t—td < €,Vt € [a,b],Vz > nyg.

Portanto,

lim ¢;(t) = xo + /tA(S)go(s) + b(s)ds.

1—>00 to
Pela unicidade

pi(t) = zo + / A(s)p(s) + b(s)ds.

to
Do mesmo modo, tal limite existe em / (caso I ndo seja compacto), pois podemos escrever

I =Ula,b] comb € [a,b]. Assim, p: I — | & solugdo de

' = A(t)r + b(t)

x(tg) = wo.

Agora para unicidade, suponha que exista outra aplicagdo v: I — [ solucdo do PVI

x = A(t)x + b(t)

x(ty) = xo.

Logo,
Yi(t) = o +/ A(s)Y(s) + b(s)ds,Vt € I.

to

Seja m = sup |9 (t) — p1(t)|. Logo, temos que:
[a,b]

/ A($)(6(5) — 1 (s))ds

to

|h(t) — a2(t)] =

<

/t A [6(s) — 1(s)lds| < kmlt — to]
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k’2
Do mesmo modo, [¢(t) — p3(t)| < 2—7'”|t — to|%. Por indugo,

E=lm - E1m
— v < Tl 2 T
() — @il < =t <

(i—1)!

b—al|t

. .
) m(k(b—a)) )
Como a série E M — P ¢ convergente, seu termo geral tende a zero quando

7!
i=0
[¥(t) — @it)[em(k(b —a))!
1—1
Portanto, {(;} converge uniformemente para v, isto é, () = ¢(t),Vt € [a,b].

< gVt € [a,b].

1 — oo. Logo, existe ny € N, tal que

|
O proximo resultado mostra que o espaco das solucdes de uma EDO linear homogénea

possui propriedades de espago vetorial.

Corolario 2.2.1. Sejam ¢: [ — Ee: I — E solucdes em I da equacdo linear homogénea

¥ =A(t)r,x € Ecom A: I — M,,«,, continua em 1.

1. Se a e b sdo constantes arbitrdrias, reais ou complexas, entdo a fungdo

v:I — E
to—= (t) = ap(t) + by(t),

é também solugcdo em I da equacdo linear homogénea.
2. Se p(s) = 0 para algum s € 1, entdo p(t) = 0,Vt € 1.
Demonstracao:

1. De fato, como ¢ ¢ 1) sdo solugdes em I :
@ ¢,9 € CY(L,E);
b) (t,0(t)), (t, (1) € I xE,Vt € I;
(© ¢'(t) = A(t)p(t) e ¢'(t) = A(t)i(t),Vt € 1
Logo, dada (t) = ay + bi(t) temos que:
(a) v € C'(I, ), pois ¢ e ¢ o sdo;

(b) (t,7(t)) € I xE,Vt € I, pois ap(t)+bip(t) € E,Vt € I ja que E € espago vetorial;
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(c) De (a) e (b), (c) vem que:

V(1) = (ap(t) +b9(t)) = a@'(t) + bi'(1)
= aA(t)p(t) + bA(t)y(t)
= A(t)(ap(t) + bip(t))
= A(t)vy(t),Vt e I.

Logo, v: [ — E ésolugdoe I de ' = A(t)x.

2. Seja s € [ tal que ¢(s) = 0. Considere o PVI

= A(t)x
z(s) = ¢(s) =0
Note que:
0:1 — E

t — 6(t)=0,

€ solugdo deste PVIem /. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solucdes de EDO’s

lineares, seque que ¢(t) = 0(t),Vt € I. Portanto, ¢(t) =0, Vt € I.

|
Seja C = C(I,E) o conjunto das fungdes continuas f: I — [E, munido das operagdes
de adi¢do e multiplicacdo por escalar, real ou complexa conforme o caso, por uma fungdo.

Dessa forma, um conjunto {¢, ..., gpn} ¢ dito ser linearmente dependente se existe constantes

1, ..., Cy, NA0 todas nulas, tais que Z c1p; =0 €C,isto é, Z api(t)=0€E,Vt eI
=1 =1

Observacao 2.2.1. Observemos que a primeira parte do Coroldrio (2.2.1), mostra que o con-
junto A das solucoes em I da equagdo linear homogénea forma um subespaco vetorial de C

(sobre os reais ou complexos, conforme o caso) cuja dimensdo é a mesma de IE.
Mais especificamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.4. O conjunto A de todas as solugcdes de ' = A(t)x é subespago vetorial de
dimensao igual a dimensdo de E. Mais ainda, para cada s € I, a aplicacdo que a cada x € E
associa a solucdo ¢ = @(t,s,x) € I, passando por (s,z) € I x E, é um isomorfismo de E

sobre A. Em particular, se vy, vy, ..., v, é uma base de E, entdo o1 = ¢(t,s,v1),...,on =
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©(t, s,vy,) formam uma base de A, ou seja, toda solugdo em I de x' = A(t)x se exprime como
combinacdo linear uinica de @1, ps, ... ,p, com constantes reais ou complexas, conforme o

caso.

2.3 Sistemas Bidimensionais Simples

No caso de uma EDO linear com uma matriz constante, podemos obter a solu¢do geométrica
de todas as solugdes dos sistemas lineares bidimensionais simples, isto é, cujo determinante de

A é ndo nulo. Vejamos o enunciado do proximo Teorema.

Teorema 2.3.1. Se a matriz complexa (respectivamente, real) A de ordem n X n tem valores

proprios complexos (respectivamente, valores proprios reais) Ay, Aa, ..., A\, € V1,Vg,..., U,
sdo vetores préprios linearmente independentes, com Av; = v;e™', entdo a matriz V (t), cuja
coluna i-ésima, i = 1,...,n, é p;(t) = v;eMt, é uma matriz fundamental de ¥’ = Ax. Em

particular, ¢!t =V (t)V1(0).

Observacao 2.3.1. Sejam A uma matriz real, \ = o + 13 um valor proprio e v = vy + v um
vetor proprio de A correspondente a \. Entdo, v= v, — ivy é um vetor préprio correspondente

ar=a-— iB, pois \o = Av = AU, por A ser real.

A seguir usaremos o Teorema (2.3.1) e a Observagao (2.3.1) na determina¢do da configura-
cdo geométrica de todas as solugdes dos sistemas lineares bidimensionais.

Seja um sistema bidimensional da forma:

/
T1 = a11T1 + A12T2

(2.9

!
Ty = Q2171 + A22T3,

com a;; € R. Temos que este sistema bidimensional € equivalente a equag@o linear homogénea

. ;o [ @1 Qa2
do tipo ' = Az, com A € My, »(R), e A =

Q21 Q22
Seja p: R — R? solucdo do sistema bidimensional (2.9), com este sendo simples, temos

A

que a origem, 0 € R?, € o tinico ponto fixo do fluxo linear (¢, ) = ez, ou seja, onde A se

anula. O polindmio caracteristico de A é dado por:

P(A) =X —7A+6=0,
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7 sendo o traco de A e ¢ o determinante de A. Dessa forma, os autovalores de A sdo raizes de

P, isto é,

Tj:\/z

A1, A = , sendo A = (1) — 40.

Deste modo, iremos distinguir os seguintes casos:
(@A) A > 0,istoé, \;, A €ER, Ay # Ay e A\, Ay # 0
(b) A=0,istoé, A\;,\a e Re A\ = Ay #0;
() A < 0,istoé, \, o €C, My =a+iB, o= =a—iB, a,B €R,B#0.

Queremos estudar o retrato de fase da equacéo linear homogénea ' = Az, quando det(A) # 0.
Caso (a): Temos que \;, Ao € R*e \; # \o. Sejam os autovetores v;, v, € R? de A, associados
a A e Ay, ou seja,

Av1 = )\11}1

AUQ = )\21)2.

Aty , ety } como base do espago

Como \; # Ao, entdo {vy, vo} € base de R?, ainda, temos {e
de solucdes em R de #/ = Ax. Logo, toda solucéo dessa equagdo linear homogénea pode ser
escrita na forma:

o(t,z) = creMuy + ey, 1, ¢ € R. (2.10)

Denotemos, F; = {z € R?: 2 = sv1} e By = {x € R?: z = sy}, s € R, sendo retas geradas
pelos vetores vy € vo. Assim, (A—\jlg)x = (A—N;1g)(sv;) = s(A—N;Ig)v; =0, j = {1,2}.
Logo,

B ={z €R?: (A— Mgz =0} = ker(A — M\ Iy);

By = {1 € R*: (A — M\Iy)x = 0} = ker(A — \o1y).

(al)/\g < )\1 < 0:
Segue que:

A

L. lim 90<t> = tlirgo(cle ltvl + 026)\2%}2) =0;

t——+o0

2. lim ¢(t) = +o0;

t——o0

3. Sec; = 0, entdo p(t) = cpe*?lvy € By, Vt € R;

4. Se co =0, entdo p(t) = ceMty, € Ey Yt € R;
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5.

Se ¢1,¢5 # 0, por (2.10), ainda ¢(t) = (x1(t), 22(t)), Vt € R, as solugdes tendem para a
origem de R?. Prosseguindo utilizando os célculos da observacdo (2.3.2), a seguir, temos
que:

xh V22

lim 22 = %12 e lim 22 =2

Dessa forma, quando ¢ — +o00 a inclinacdo da reta tangente a trajetoria tende a inclina-

¢do de I, e quando t — —oo a trajetdria tende a inclinacdo de Fj.

Veja a Figura 2.1

/
/////2

N
T

/
A
1 A

N
N

i1
V2

a——

N

oA,
=
/

"

o \s\\

|
N
T

foe—

/ \

-6 - -2 0 2 4

Figura 2.1: Retrato de fase de um exemplo de N6 atrator representado pelo campo vetorial X=(-
X,-3y).

Observacio 2.3.2. Seja vy = (v11,v12) € vy = (Va1, Va2), entdo:

Aot

, it Aot cl)\le)‘ltvu + 62)\26 V21 {L"l
¢ =\ eMuy + cohge oy = =
Cl>\16>\1t7}12 + CQ)\QG)\Zt'UQQ 23/2

Assim,

x L ANy + eodge

. 2
lim —= = lim
t—+o00 m/l t—+oo i A\ jeMtuy] + codge vy, ’

22819

e—)\lt

multiplicando esse limite por ——, teremos:
e

—Ait’

xt . Ci\v1a + codge

. 2
lim - = lim
t—+oo I t—+o0o i A1V + CQ/\2€(>‘2_)‘1)t?}21’

A2—A)t
2=y
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comot — +ooe Ay < A < 0, teremos:

/
Lo C1A1V12 V12

im — =
t—+o00 Ty C1A1v11 V11

Ainda,
. 5 . crAeM g 4 cpdgeugy
lim — = lim o g
t——oco I t——00 C1)\16 o + 62)\26 291
6—)\2t
multiplicando esse limite por ——, teremos:
e—)\gt
Ty . A ey e Ay
lim — = lim

t=oo o) =00 ey \eM Ay 4 e Agvgy ]

comot — —o0o el < A < 0, teremos:

/
Lo C2A2V22 Y
t——oc0 I CaAgU21 Va1
(ax) 0 < )\1 < )\21

Segue que:

I. lim ¢(t) = o0

t——+o0

2. lim ¢(t) =0,Vt € R;

t——o0

3. Sec; = 0, entdo p(t) = cpe*?vy € By, Vt € R;

4. Se ¢y = 0, entdo ¢(t) = cieMlv; € By, Vt € R;

5. Se ¢y # 0 # ¢, ainda @(t) = (z1(t), x2(t)), Vt € R, entdo, fazendo o cdlculo semelhante

ao da observacdo (2.3.2) teremos que:

Logo, a inclinacao da reta tangente a trajetoria tende a inclinacdo £, quando ¢ — +o0,

e, tende a inclinacdo de £y, quando ¢ — —o0.

(33)/\1 <0< Ay

1. Se c; = 0, entdo p(t) = cre?tvy € Ey, Vt € R,
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2. Se ¢y = 0, entdo p(t) = cieMlv; € Ey,Vt € R;

. Aot 1 At _N-
3. tLlErnoo |g0(t) — c9e™? UQ‘ = tLlinoo ‘cle 1 vl‘ =0;

4. lim |g0(t) — cle)‘ltvll = lim ‘CQGMtvg‘ =0;
t——o00 t——o0

Nesse caso, a origem € dita ponto de sela. Podemos observar seu comportamento na Figura 2.2.

2N

R

-6 -4 -2 0

Figura 2.2: Retrato de fase de um exemplo de Sela formada pelo campo vetorial X = (x, —y)

Caso (b): Temos que A, A2 € R, com A\; = Ay = A # 0. Considerando que os autovalores

sdo reais e iguais, analisaremos a dimensdo do nucleo do operador linear

A— N R? — R2

Assim, teremos duas possibilidades, as quais veremos a seguir.
(by) dim(ker(A — A\y)) = 2:

Nesse caso, temos v, v, € R, tais que {v1, v9} é base do niicleo de A—\1,;. Logo, teremos:

(A — )\[d)vl =0<= A’U1 = )\Ul;

(A — /\]d)’UQ =0<= AUQ = AUQ.

Ainda, devido a v; e v, serem linearmente independentes, seque que {e vy, e v, } é a base para
7
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o espago das solu¢des em R. Assim, toda solucdo em R de 2’ = Ax € dada por

o:R — R2

t — o(t) = eM(civy + covg), 01,00 €R
(bl.l): Se )\1 = )\2 =A<0:

1. lim @(t) = lim eM(civ; + covy) = 0,Vt € R;

t—-+o0 t—-+o0

2. lim p(t) = lim e”(clvl + coug) = +00,Vt € R;

t——o0 t——o0

3. Com ¢(0) = c1v1 + covy, temos que ¢(t) = eMp(0),Vt € R.
(b1,2)2 Se )\1 = )\2 =A>0:

1. lim ¢(t) = lim e(civp + covs) = +o00,Vt € R;

t——+o0 t—4o00

2. lim o(t) = lim eM(cvp + covy) = 0,V € R;

t——o0 t——o0

3. Com ¢(0) = c1v1 + covy, temos que ¢(t) = eMp(0),Vt € R.

Esses dois dltimos se referem ao caso que nomeamos como no estrelado, veja a Figura 2.3.

3+

N7z

ZINS
NS
TR

Figura 2.3: Retrato de fase de um exemplo de N¢ estrelado formado pelo campo vetorial X =
<_‘T7 _y>

(bs): dim(ker(A— Ay)) = 1:



2.3 Sistemas Bidimensionais Simples 39

Nesse caso, temos v € R?, tal que {v} é a base do nicleo de A — A\;. Assim, temos:
(A= My)v=0<<= Av = \v.

Defina:
¢1: R — R? e 0y R — R?

t— @1 (t) = Moy t— po(t) = teMv + Moy

com v; € vy linearmente independentes, formando uma base, {e’\tvl, 6)\t’U2}.

Assim, temos:
L. P1, P2 € Cl(R> RQ);

2. 1 € py sdo solugdes em R de x= Ax. De fato,

o1 = (M) = XMy = eM(Avy) = eM(Avy) = A(eMvy) = Apy,Vt € R.
0y = (teMv + eMuy)

= My 4+ theMu; + AeMuy

= teM(\vy) + eM(vr + Avg)

= teM(Avy) + eM(Avy) = A(teMvy + eMuy) = Apy, Vit € R,

3. ¢1(0) = vy e 2(0) = vy, com base {v, v2} em R. Dessa forma, {1, 2} é base para A,
o espaco das solu¢des em R da equagdo linear homogénea 2’ = Az, que tera toda solug@o

da forma:
0: R — R?

t— () = cieMu + cp(teMo; + eMuy)

= eMui(er + eot) + cpeMuy.

Esse caso se refere ao que chamamos de n6é impréprio, veja na Figura 2.4.
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R
NN

_

Figura 2.4: Retrato de fase de um exemplo de N6 Impréprio formado pelo campo vetorial
X = (4z + 2y, —2x)

Caso (¢): Sejam \y = a+ fie )l = a— fi,a,0 € R, 5 # 0. Sejav = vy + vyt €
C?, com v;,v3 € R? um autovetor de A associado ao autovalor \ de A, isto é, Av = \v.

Ainda, temos que {1, o} € base para o espago de solu¢des A de = Ax, com

0: R — R?
t > p1(t) = e*(cos(Bt)v + sen(Bt)vs)

w2 R — R?
t — pa(t) = e*(cos(Bt)vy — sen(Bt)vg).

Assim, toda solu¢do em R de * = Ax pode ser escrito na forma:

p:R — R?

t — p(t) =crp1+ capa, 1,00 € R

(c1): a = 0 Nesse caso, excluindo a solug@o constante, na origem, todas as solucdes em R
da equagao linecar homogénea x’ = Ax sdo periddicas e possuem periodo 7 = 27, ou seja,
ot + 1) = p(t),Vt € R. Assim, para (c1,c2) # (0,0), p(R) sdo circunferéncias, com a

orientacdo dada pelo campo vetorial:

F:R? — R?
r — F(z)=Ax.

A origem € dita centro linear. Veja na Figura 2.5.
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.
i/ // iy ////“\§\\\
| W @)
=
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Figura 2.5: Retrato de fase de um exemplo de Centro formada pelo campo vetorial X =

(—y,x).

(c2): a < 0, 8 > 0. Nesse caso, observa-se que a trajetdria (¢) tende ao ponto de equi-
librio na origem quando ¢ tende a 400, entretanto quando tende a —oo, ocorre um afastamento
ilimitado da origem fazendo com que ¢ tenda ao infinito. Esse comportamento caracteriza um
foco estdvel, ou atrator, o qual as trajetdrias se aproximam da origem de maneira espiralada.

Veja a Figura 2.6.

Figura 2.6: Retrato de fase de um exemplo de Foco Atrator formada pelo campo vetorial X =
1 1
(—517 —Yy,x— §y>

(c3): a« > 0,8 > 0. Por outro lado, nesse caso a trajetéria tem um comportamento
oposto do anterior. Quando ¢ tende a 400 a trajetoria diverge indefinidamente, afastando-se da

origem, enquanto quando ¢ tende a —oo as trajetérias convergem para o ponto de equilibrio.
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Esse comportamento corresponde a um foco instdvel, ou repulsor, no qual a origem atua como

ponto de repulsdo. Veja na Figura 2.7.

w7 =\
A
/ //////

%

T
—

|
N
-~

Figura 2.7: Retrato de fase de um exemplo de Foco Repulsor formada pelo campo vetorial

1 1
X = (590—?/,904'59)

Definicao 2.3.1. Uma solugdo ¢(t) de uma equagdo diferencial t= f(x), p(t) € dita periddica,
se existe T' > 0, tal que
z(t+T)=z(t),Vt € R.

O menor T é dito ser o periodo.

Secdo Transversal é uma superficie de codimensdo um usada para analisar o comportamento
das trajetérias de sistemas dinamicos. Tal superficie € escolhida de forma que a trajetéria do
sistema a cruze em varios pontos, nos permitindo estudar o comportamento dessa trajetdria ao
longo do tempo.

Seja [ uma trajetéria que descreve uma 6rbita periddica do sistema

i f(x) @.11)

que passa através de uma se¢@o X no ponto xy. Suponha, ainda, que exista >y C X, dita se¢ao
transversal ou se¢do de Poincaré, de forma que cada ponto de ¥ retorne a > pelo fluxo de
(2.11). Temos que a solucdo do sistema dado através de z no instante onde ¢t = 0, ¢ (),
ird retornar e atravessar a se¢do Y novamente em um ponto p(x) préximo a z. A aplicagdo
x — p(x) é chamada de Aplicagdo de Poincaré ou Aplicagdo do Primeiro Retorno. Veja mais

detalhes em [19]. Veja a Figura 2.8.
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Zo

Figura 2.8: Aplicacdo de Poincaré.

Definicdo 2.3.2. (Ciclo Limite): Seja E um aberto em R* e x: E — R? um campo vetorial
de classe C*. Chamamos de ciclo limite uma 6rbita periddica p;(y) se existe uma vizinhanga

V de (), tal que, essa drbita periddica é fechada e unica. Ou seja, trata-se de uma Jrbita

periddica isolada.



CAPITULO

Sistemas Suaves Por Partes

A modelagem de diversos sistemas abordados em problemas aplicados a biologia e a en-
geharia, sdo descritos por sistemas ndo inteiramente diferencidveis, mas em diferentes partes.
Ou seja, a lei de evolugdo desses sistemas € regida por diferentes leis de evolugdo em partes
diferentes, onde uma lei é substituida por outra abruptamente. Tais modelos sdo constituidos
por diferentes campos vetoriais definidos em regides distintas separadas por uma variedade de
comutacdo e sdo conhecidos como campos vetoriais suaves por partes, sistemas descontinuos
ou sistemas de Filippov.

Os estudos iniciais feitos por Andronov [1] e por Filippov [7] construiram uma base tedrica
para esse tipo de problema ao elaborar convengdes para a transicao de Orbitas entre as regides de
um sistema suave por partes, para assim, definir conceitos fundamentais da Teoria Qualitativa
das Equacdes Diferenciais e a andlise da sua dindmica.

Assim, podemos definir um campo vetorial suave por partes considerando dois campos
vetoriais suaves, ou seja, de classe C',r > 1, X e Y, ambos definidos em um aberto conexo
M C R?, contendo a origem. Ainda, seja f: M C R? — R uma funcdo suave tal que 0 é
valor regular. Iremos supor ¥ = f~1(0) N M é um conjunto conexo e divide M em duas regides

conexas distintas dadas por

St={(z,y) e M: f(z,y) >0} e ¥ ={(z,y) € M: f(z,y) <0}

Dados X e Y campos vetoriais suaves definidos em M C R? e dada f: M C R? — R,

define-se um campo vetorial suave por partes Z como:

X(z,y), f(x,y) >0,

Y(z,y), f(z,y) <0.

Z(z,y) =

44
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Indicaremos:
* Z = (X,Y) para esclarecer as componentes do campo vetorial;

* O"(M, f) como o conjunto dos campos vetoriais suaves por partes com duas zonas no

plano definidos em M com auxilio de f.

O conjunto ¥ = {(x,y) € R*: f(z,y) = 0} é chamado de curva de separa¢do ou curva
de descontinuidade. Para o estudo das transi¢des de Orbitas, entre X7 e X~ pela curva de
separagdo 2., precisaremos de um critério. Nesse sentido usaremos os critérios de Filippov [7].
Nas regides, X e X7, a trajetéria local de um ponto p é dada pela trajetéria usual dadas pelos
campos suaves X ou Y. Assim, segundo o Capitulo (2) falta entender o comportamento da
trajetéria em X, sendo necessdrio o uso das convencdes de Filippov. Dado um ponto p € R? e

um campo vetorial suave:

X: R — R
(z,y) — X(z,y) = (Xi(2,y), Xa(2,9)),

3.1

denotaremos por:

X[f(p) =(X(p),Vf(p) = Xl(p)—x + Xo(p)—%5—

a derivada parcial de f ao longo do campo vetorial X, conhecida como Derivada de Lie. Ana-

logamente,
X2f(p) = (X(p), VX f(p)) =X1(p)aXaJ;(p) +X2(p>3Xafy(p) .
X" f(p) = (X (), VX" () = X ()2 L) |, PX" L)

ox oy

Definicdo 3.0.1. Seja Z = (X,Y) € Q"(M, f). Entdo,
s Um conjunto X¢ C ¥ é dito ser de costura se, Vp € X.¢, tivermos X f(p)Y f(p) > 0;
e Um conjunto XP C X é dito ser de deslize se, Vp € P temos X f(p) < 0eY f(p) > 0;

e Um conjunto ¥ C X é dito ser de escape se, Vp € X, temos X f(p) > 0e Y f(p) < 0.
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Veja na Figura 3.1 a ilustrag¢do das regides definidas acima. Note que os arcos de costura,
escape e deslize definem abertos em .. Logo, essa definicdo exclui todo ponto p € 3, tais que

Xf(p) =0o0uY f(p) = 0, pontos esses nomeados de pontos de tangéncia.

Figura 3.1: Arcos de costura, deslize e escape, respectivamente.

Definicdo 3.0.2. Seja Z = (X,Y) € Q" (M, f). O campo vetorial suave X possui uma dobra,
ou tangéncia quadrdtica com' Y emp € X se X f(p) = 0e X2f(p) # 0. Dizemos que p é uma
dobra:

1. Invisivel de Z se X f(p) = 0e X%f(p) < 0.
2. Visivel de Z se X f(p) = 0e X*f(p) > 0.

A mesma definicdo de dobra se aplica ao campo 'Y, tendo atencdo que os sinais das segundas
derivadas de Lie se alteram, visto que a dire¢do do vetor normal a X.

Um campo vetorial suave X possui tangéncia cibica com ¥ em p € X se X f(p) =

X*f(p) =0e X°f(p) # 0.

Definicao 3.0.3. Seja Z = (X,Y) € QO (M, f). Dizemos que uma singularidade p de X é real
para Z sep € X1, e virtual se p € .

Em um ponto de costura, para que definamos suas trajetorias, basta justapor as trajetorias de
X e Y naquele ponto, ja que ambos tém o mesmo sentido. Entretanto, para os arcos de escape
e deslize é necessdrio construir um campo vetorial auxiliar chamado Campo de Filippov ou

Campo Deslizante.

Considere um campo vetorial ', em que cada ponto p € X¥ U 2P é dado por uma com-
binag@o linear convexa de X (p) e Y(p) de modo que F; seja tangente a X, ou seja, Fz(p) é o

tnico vetor tangente a > no cone por X (p) e Y (p). Veja a Figura 3.2.
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X(p)

1 Fz(p)

'Y

Figura 3.2: Campo de Filippov.

X f(p)

Dessa forma, Fz(p) = (1 — a(p)) X (p) + a(p)Y (p) em que a(p) = Xf(p)—Yf(p)

Logo, temos que Fz(p) é dado por:

B B Xf(p) Xf(p)
Falle) = (1 X f(p) —Yf(p)) Xp)+ Xf(p) —Yf(p)yf<p)
(Xf(p) =Y f(p ) Xf(p )) (p) + X f(p)Y (p)
) =Y f(p)
) — X2f( )+ Xf(p)Y(p)
) =Y f(p)

Xf(p
X?f(p) - (p)X (p
Xf(p) -
_ Xf@)Y(p) =YX (p)
Xfp)-Yf(p)
Yip)X - Xf(p)Y
Yf(p)— Xf(p)

assim, para demonstrar que Fz(p) € tangente a 3 basta mostrar que Iz (p) é ortogonal a V f(p).

De fato,

~a)X () + oy () (2, L))

0 0
—Oé Xl X2 +OZ(Y1 }/2) (%,a—y>>
9
ox’

X1 —aXi+ Xy —aXy +aY) + aly; (

(1
(1

=
\
(
(

o 0
X1+ Xo—a(X;+ Xo) +a(Y1 + Ys); (% 8_y)>
0 0 0
= (Xy +X2)8—£ —a(X, —l—XQ)a—f +a(Y) + }/5)3_:];
0 0 0
+(X1 + X2)8_§ —a(X; + X2)8—JyC + a(Y1 + YQ)a—JyC
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<X1+X2)g—f+(X1+X2>gch Oé(X1+X2)g—£
—a(X; + XQ)g—i +a(Y] + YQ)g—i: +a(Y] + Yz)g—g

“YWxf_aXfraYf
_ Xf Xf
=X sy Ty

XfXf=Y) - (X)) +XfYf

Xf-Yf

X = XfY - (X )P+ XY S
B Xf=Yf
=0.

Os pontos singulares do campo de Filippov sdo chamados de pseudo-equilibrios.

Dessa forma, as drbitas do campos descontinuo Z sdo dadas pela concatenacao das érbitas
de X, Y e do campo deslizante F;.

Seja v uma curva em R? composta por arcos regulares de trajetérias de X em X7, e/ou YV

em X, e/ou trajetdrias de 'y em Z, dizemos que v é uma politrajetdria de Z se:

1. ~y contém arcos de trajetéria de pelo menos dois entre os campos X, Y e £z, ou é formado

por um arco de Fy;

2. A transicao de arcos de trajetoria de X para arcos de trajetéria Y € feita através de pontos

de costura;

3. A transic¢do de arcos de trajetdria de X, ou de Y, para arcos de trajetdria de £, € feita
através de tangéncias ou pontos regulares de arco de escape, ou do arco deslizante, res-

peitando o sentido dos arcos de trajetdria.

Perceba que ndo temos unicidade de solucgdes, ja que os arcos de trajetéria do campo de Filippov
podem pertencer a infinitas politrajetorias.

Vejamos a seguir alguns exemplos de campos descontinuos.

Exemplo 3.0.1. Considere o sistema associado ao campo vetorial Z, = (X1,Y1) € Q"(R?, f)
dado por:

Xi(z,y) = (1,2%),y > 0;
Zi(z,y) = 1) = (1) (3.2)
Yi(z,y) = (1,1),y <0.
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Note que os campos X; e Y; ndo possuem equilibrios. Além disso, da lei de formagdo de Z
podemos observar que f(x,y) = y neste caso. Assim, nos campos X; e Y; é possivel perceber
que o conjunto ¥ que divide R? em duas regides conexas é 3 = {(z,y) € R*: y = 0}.

Encontrando as tangéncias temos que
Xif(p) = <(175U2), (0, 1)> =2’=0&1=0,

Ylf(p) = <(1> 1)7 (07 1)> = 1.

Portanto, o ponto (0, 0) é uma tangéncia de X com X, porém o campo Z ndo possui tangéncias

em Y. Analisando qual o tipo de contato (quadratico ou ctbico) temos

X12f<p> = (X(p),Vf(p» = <(17$2)7 (21‘,0)) |p=(0,0) = <(170)7 (070» = 0;
Xi%f<p> = <X(p),v2f(p)> = <(17$2)> (270)> = <(1>0)’ (27O)> =2#0

Portanto, p = (0, 0) é ponto de tangéncia ctibica somente de X; com .

Veja na Figura 3.3 o esbogo desse campo:

% il
ff /;;E/////
it //
f/‘f/‘/,‘/:?}:://

T A
| /}'/%/ﬁv;)/f/}' /////://"44/ 7

Figura 3.3: Retrato de fase do campo Z; dado em (3.2)

Exemplo 3.0.2. Considere o sistema associado ao campo vetorial Zy = (X3, Ys) dado por:

(3.3)

Xo(x,y) = (1,2z),y > 0;
ey | 0 = (12005
}/2($7y) = (_2’ _733)’?/ <0.
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Novamente, f(z,y) = y e o conjunto X que divide R? em duas regides conexas é 3 =

{(x,y) € R?: y = 0}.

Encontrando as tangéncias temos que

Xof(p) =((1,2z),(0,1)) = 22 = 0, se, e somente se x = 0;
Yof(p) = {((-2,-7x),(0,1)) = =7z = 0, se, e somente se = = 0.

Portanto, o ponto p = (0, 0) é tangéncia de ambos X, e Y2 com ¥. Analisando qual o tipo de

contato (quadrético ou cuibico) temos

Xof(p) =((1,22),(0,1)) = (2‘%)‘?:(070) =0
X22f(p) <(17 2I)> (27 0)> = (2)’1?:(070) =2 7é 0

Ainda,
}/Qf(p) = <(_2’ _7‘73)7 (O’ 1)> = (—71‘)’;0:(070) =0
V) = (=2 —To), (—72,0)) = (19)poio0) = 14 70

Logo, temos que o ponto p € ponto de tangéncia quadrética de > com X5 e Y5, sendo visivel

para X e invisivel para Y.

Para calcular o campo deslizante desse sistema, faremos:

Fylx,y) = Vi@, y)X(z,y) = Xf(z,9)Y(z,y) _ —7z(1,2x) — 22(-2, 7z
z(T, Yf(z,y) — X f(x,y) 77— (22)
(=Tz, —142?) + (4w, 142?)
B —9z

Observe que ambas as tangéncias de X, e Y, sdo quadraticas e positivas, logo temos que
para o campo X, teremos uma tangéncia quadrdtica visivel e para Y5 uma tangéncia quadratica
invisivel. Ainda, note que para x < 0 teremos valores negativos no campo X, € positivos no
campo Y, caracterizando uma regido de deslize, entretanto, quando = > 0 teremos um resultado

oposto, logo teremos uma regido de escape. Veja na Figura 3.5 o esboco desse campo:
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Figura 3.4: Retrato de fase do campo Z, dado por (3.3).

Exemplo 3.0.3. Considere o sistema associado ao campo vetorial Z3 = (X3, Y3) dado por:

3.4)

X3(x7y) = (17 —QSE),y > 0;
Z3(z,y) =
YE},(Qf,y) = (_17 - +I2>7y S 0.

Novamente, f(z,y) =ye X = {(z,y) € R?: y = 0}.

Encontrando as tangéncias temos que

Xsf(p) =((1,-22),(0,1)) = (—22)|p=(0,0) = 0, se, e somente se x = 0;
Yif(p) =((-1,—z+27),(0,1)) = (—x + 2?)|p=0,0) = 0, se, e somente se y = 0;

Logo, p = (0,0) é um ponto de tangéncia em ambos os campos.

Xsf(q) ={(1,—22),(0,1)) = (—22)]4=a,0) = —2
Y3f(q) ={((—1,—z+22),(0,1)) = (—z + 2?)|,=1,0) = 0, se, e somente se y = 0.

Logo, ¢ = (1,0) é ponto de tangéncia apenas para o campo Y3.

Analisando qual o tipo de contato (quadrético ou cubico) temos
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* parap = (0,0)

Xaf(p) = {(1,~22),(0,1)) = (~22) ,00) = 0
X2/(p) = {(1,~22),(=2,0)) = (~2)pmo0) = ~2 # 0

Y:‘%f(p) = <(_17 —T+ xz)a (0, 1)> = (_'73 + x2)|p=(0,0) =0
YVifp) = (-1 -2 +2?),(=1+22,0)) = (1 — 22)[p=00) = 1 # 0

Portanto, p é ponto de tangéncia quadratica de > em X3 e Y3.

« parag = (1,0)

XSf(Q) = <(17 _2$)7 (07 1)> = (_Q‘T)|Q=(170) =—2

Ysf(g) =((=1,—2+27),(0,1)) = (=2 +2%)|¢=,0) = 0
Y2f(q) = {(—1,—2+2?), (=1 +22,0)) = (1 - 22)|p—0) = —1 £ 0

Portanto, ¢ € ponto de tangéncia quadratica em X apenas em Y.

Observe que para = < 0, ambas as trajetdrias de X3 e Y3 tém derivada de Lie positivas, logo
teremos uma regido de costura, ja para o caso de 0 < x < 1 ambas terdo trajetérias negativas,
o que configura outro arco de costura. Por fim, quando z > 1 a trajetéria de X3 permanece

negativa, mas a trajetdria de Y5 estd positiva, logo nessa regido teremos um arco de deslize.

/
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Figura 3.5: Retrato de fase do campo Z3 dado por (3.4).

Considere o campo descontinuo Z = (X,Y’) e uma trajetéria de Z comegando em p € ¢,
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Quando a trajetéria de X atravessa p € X retorna a 3 apds um tempo positivo ¢;(p), definimos
a aplicagdo de transicdo de X por IIx(p) = ¢x(t1(p),p) = p1 € 3. Quando a trajetdria de
Y passa por p; € ¥ retorna a 3 depois de um tempo positivo to(p; ), definimos a aplica¢do de
transicdo de Y por Iy (p1) = @y (t2(p1),p1) € 3. A aplicagdo de primeiro retorno associada

ao campo descontinuo Z € definida pela composic¢io das duas aplicagdes de transicao:

lz(p) = (Iy o lx)(p) = @y (t2(p1), p=(t1(p), p)),

ou na ordem inversa, aplicando primeiro o fluxo de Y e depois o fluxo de X. Veja a Figura 3.6

p1 = . (p)

z(p)

Figura 3.6: Aplicacdo de Poincaré em Sistemas Suaves por Partes.

No caso em que os campos vetoriais X e Y (associados a Z) sdo Hamiltonianos, as curvas de
solugdo das equagdes diferenciais ficam restritas aos conjuntos de nivel das respectivas fungdes.
Isso permite um cdlculo mais pratico do mapa de primeiro retorno: basta procurar pontos em
) que estejam nas mesmas curvas de nivel das fun¢des Hamiltonianas. Assim, a necessidade
de calcular os tempos de voo é eliminada. Neste sentido, podemos procurar por ciclos limite
de costura de um campo descontinuo Z através dos pontos fixos da aplicacdo I1Z(p) ou atraves

dos zeros isolados da aplicagdo deslocamento dada por §(p) = I[1Z(p) — p.



CAPITULO

4

Ciclos Limite em Sistemas Descontinuos com Centros e Selas Hamiltonianas Lineares

No artigo [12], Llibre e Valls realizam uma anélise de sistemas diferenciais planos por partes
continuos e descontinuos formados pela combinacdo de centros lineares e selas Hamiltonianas
separados por uma ou por duas retas paralelas. Nessa andlise eles investigaram quais as situa-
cOes em que esses sistemas podem apresentar ciclos limite de costura, ou seja, orbitas periddicas
isoladas. Para realizar essa investigacdo sdo usadas formas normais de um centro e uma sela

Hamiltoniana linear.

Proposicao 4.0.1. Todo sistema linear possuindo um centro pode ser escrito da forma
1= —bx — Qy+d, Y=az+by+ec, 4.1)

onde Q = b* +w?, com w# 0.
2

— Q
E a integral primeira do sistema é F(x,y) = Tx — bry — EyQ — cr + dy.

Demonstracao:

Considere um sistema diferencial linear no plano da forma

dx dy
p x + By +d, 0 ar + by + ¢

Faremos a Jacobiana desse sistema. Consideremos

Para que esse sistema seja um centro na origem, os autovalores tém de ser puramente ima-

gindrios. Para que isso ocorra precisamos que:

e Otraco sejaigual azero: A+b=0= A= —b;

54
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* Determinante positivo: Ab — aB > 0 = —aB > b? = aB < —?.

Os autovalores desse sistema serdo dados por:

T(A) =A2— (A+bA+ (Ab—aB) =0
:A+bi\/(A—b)2+4aB

A
2
Para que os autovalores sejam imaginarios puros devemos ter: —w? = (A — b)? + 4aB, e
—4b2 2
A = —b. Logo, —w? = 4b* + 4aB = B = 4—w Assim, obtemos que
a
. 4b* 2
r=Ar+ By+d= —b—%y—l—d.
a

Porém, ainda faremos uma reparametriza¢ao do tempo para fixar @ = 1. Fagamos, assim,

t:>dt
T =a. — =
dr «a

Dessa forma, obtemos

/

_de_dedt _ b (4P 4e) d

r=—="—""=_"g->-  — 7/ Z
dr dtdr a 12 Ty
dy dydt b
- = ——— = — —.
y_dT dt dr I—i_ay—i_a
b d )
Facamos b, = —, ¢, = E, dy = —, Wy = i, assim, obtemos a forma
a a a 2a
¥ = —bao— (B2+wy+d,

Yy =x+ by +c,.

Para aprimorar a forma do nosso sistema facamos €, = (b + w?), obtendo

¥ = —bux— Qu+d,

Y =x+by+ec,

como se queria, com w # 0.
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De fato, esse sistema descreve um centro, note que podemos escrever esse sistema da forma

T -b Q| |z 0
= +
Y 1 b Y 1
. . -b -
Calculando o determinante da parte linear A = , € sabendo que ) = b2 + w?,
1 b

obtemos que det(A) = —b? + Q = w? > 0.
Ainda, temos que o trago de A é tr(A) = —b + b = 0. Logo, temos, de fato, um centro, de

acordo com os fatos observados na se¢do (2.3).
2

— Q
A integral primeira do sistema (4.1) é de fato F'(x,y) = Tx — bry — §y2 —cx + dy.

Considere o sistema (4.1) e denote por X = (—bx — Qy + d, z + by + ¢). Temos que uma

fun¢do F' € integral primeira desse sistema se V' - X = 0, isto é, se

OF(z,y) .

ox + oy

y=0.

Logo, obtemos

ox v oy Y
(—z—by—c)(=bx —Qy+d)+ (—bz —Qy+d)(z+by+c) =0

=0

ba? + Quy — dx + b2axy + bQy? — bdy + bex + Qcy — cd
—ba? — b*xy — bex — Quy — bQy? — Qy + dx + bdy +dec =0
0 =0.

Portanto, a fun¢do F'(z,y) dada é de fato integral primeira do sistema dado.

Proposicao 4.0.2. Todo sistema possuindo uma sela Hamiltoniana linear pode ser escrito da
forma

T= —fBx — 6y + pu, Y= ax+ By + 7, 4.2)

com o € {0,1}. Ainda, quando o = 0, temos v = 0 e  # 0, e quando o = 1, entdo

§ = 82 — w?, com w # 0. A integral primeira do sistema é:

«

)
H(x,y) = —5:@2 — By — §y2 — vz + py. (4.3)
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Demonstracao: A demonstracdo € andloga a da Proposi¢do (4.0.2). Mas faremos aqui algumas

consideragdes. De fato, esse sistema descreve uma sela, note que podemos escrever esse sistema

da forma
x -8 —=i| |z L
= +
y a By ¢
. -6 =0 :
Calculando o traco da parte linear B = obtemos tr(B) = —f + § = 0. Ainda,
a B
temos que o determinante € det(B) = — 3% + da.

Logo, esse sistema possui uma sela nos pontos de equilibrio nos casos em que:
e a =0, onde det(B) = —3? < 0;

e a = 1, onde det(B) = —$% + §, porém, como o = 1 temos que § = 3% — w?, dessa

forma, det(B) = — 3% + f*w? = —w? < 0.

Portanto, de fato esse sistema descreve uma sela nos pontos criticos, esse fator é assegurado
pelas condi¢des impostas sobre «, 3, e 9, de acordo com os fatos observados na secdo (2.3).
A primitiva do sistema (4.2) é de fato H(z,y) = —%xQ — Bry — ng —yx + py.
Considere o sistema (4.2) e denote por Y = (—fz — dy + p, ax + By + ). Temos que
uma fung@o H ¢ integral primeira desse sistema se (VH - Y) = 0, isto é, se
OH (z,y) +8H(a:, Y)

T Y= 10

ox dy

Logo, obtemos

(—ax = By =) (=Bx = oy + p) + (=Pz —dy + p) (ax + By +7) =0
afx® + adry — apx + Py + Boy* — Buy + Byx + oy — puy

—fax® — fPry — fyr — daxy — Boy* — dyy + pow + Puy +py =0

0 =0.

Portanto, a fungdo H (z,y) dada é de fato uma primitiva do sistema dado.
[ |
No contexto de campos de vetores suaves por partes, algumas caracteristicas podem alterar
o numero de ciclos limite de costura de determinado campo. Nesse sentido, faz-se necessario

definir o que vem a ser um campo de vetores suave por partes continuo.
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Definicao 4.0.1. Um campo vetorial suave por partes 7 = (X,Y, X)) é dito continuo se suas

partes X e Y coincidem na curva de descontinuidade ..

Exemplo 4.0.1. Considere o campo vetorial suave por partes continuo formado pelos seguintes
sistemas diferenciais, separados por uma linha reta em x = 0, que descrevem respectivamente

um centro e uma sela,
e <0: X = (24 2z — by, x — 2y);
e z>0: Y =(242x—5y,—2y).

Utilizando um software de resolucdo algébrica é possivel obter os pontos de equilibrio des-
ses sistemas, fazendo =’ = 0 e ¢y’ = 0 para ambos os casos, adquirindo os seguintes pontos de
equilibrio:

(z1,91) = (4,2) e (w2,42) = (1,0),

ainda, com o auxilio desse software, conseguimos observar o comportamento das trajetorias

desses sistemas, veja na Figura 4.1.

Figura 4.1: Retrato de fase dos sistemas diferenciais dados em (4.0.1), respectivamente.

Ao considerar esse campo vetorial da forma continua e considerando os dois sistemas que o
formam, teremos que seus pontos de equilibrio sdo invisiveis (representados pelos pontos pretos

na Figura 4.2) e teremos as trajetdrias observadas na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Retrato de fase do campo vetorial suave por partes formado pelo sistemas dados em
(4.0.1) separados pela reta em x = 0.

Esse exemplo ilustra como a introdu¢@o de uma descontinuidade entre dois sistemas pode
alterar significamente a topologia das drbitas, sendo possivel visualizar claramente os efeitos da
descontinuidade de campo vetorial suave por partes continuo.

No caso planar, se a curva de descontinuidade ndo se trata de uma reta, para cada inteiro
positivo n, € possivel encontrar um sistema linear por partes com exatamente n ciclos limite
(veja [3],[15]). Contudo, se a curva de separacao € uma reta, temos que os sistemas lineares por
partes continuos podem apresentar no maximo um ciclo limite, essa ideia foi conjecturada por
Lum e Chua [13] e mais tarde provada em [8], ainda, mostrou-se valida para sistemas lineares
por partes de costura (veja [14]). Nesse sentido, iremos investigar classes de campos vetoriais
suaves por partes separados por uma reta e possuindo centros ou selas Hamiltonianas lineares.

Sob esse olhar, temos os seguintes resultados.

Teorema 4.0.1. Um Sistema diferencial linear por partes, continuo ou descontinuo separado

por uma linha reta, formado por um centro e uma sela Hamiltoniana ndo possui ciclos limite.

Demonstraciao: Considere um sistema diferencial linear por partes separado por uma linha,
fixada em x = 0, onde o sistema (4.1) que descreve um centro linear estd a esquerda da linha
fixada e o que descreve uma sela Hamiltoniana linear, (4.2) , estd a direita da linha. Note que,
se esses sistemas diferenciais lineares por partes (sejam eles continuos ou descontinuos) t€ém
uma Orbita periddica candidata a ser ciclo limite, entdo essa orbita deve interceptar a linha de

separacdo em dois pontos (0,y;) e (0,y2), com y; < ys. Entdo, para encontrarmos ciclos limite
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podemos fazer uso das integrais primeiras F' e H dadas pelas Proposi¢des (4.0.1) e (4.0.2).
Nessa perspectiva, precisamos encontrar solucdes isoladas do seguinte sistema, chamado de

equagdes de fechamento,

F(an1> - F(07y2) = Oa

4.4)
H<07 3/1) - H(07 y?) = 07
Da primeira equagdo de (4.4), obtemos
Q Q
F(0,11) = F(0,92) = —Ey% + dys + §y§ — dys
= —Qu? + 2dy;, + Q3 — 2dys
=2d(y1 — y2) — QUy1 — y2) (Y1 + v2)
= (y1 — y2)(2d — Q1 + y2))
Da segunda equacdo de (4.4), obtemos
0 o 0 5
H(0,y1) = H(0,42) = =541 + 1y + 55 — hys
= —0yi + 2uy1 + 0y3 — 20y,
= 2u(y1 — y2) = 0(y1 — 42) (1 + 42)
= (y1 — y2) (21 — 0(y1 + 2))
Portanto, o problema se reduz as solu¢des do seguinte sistema
(1 — y2)(2d = Q(y1 +y2)) =0
4.5)

(y1 — y2) (2 — d(y1 +12)) = 0.

Note que y; = y2 ndo corresponde a um ciclo limite. Por isso estamos interessados nas
solugdes do sistema

2d — Q1 +y2) =0
(4.6)

21— 6(y1 +y2) = 0.

Primeiramente, vamos considerar que sistema vetorial suave por partes Z = (X, Y') é conti-

nuo, entdo ambos os sistemas X = (—bx —Qy+d, z+by+c)eY = —fr—0y+p, ax+Py+-y
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devem coincidir em x = (. Comparando os dois campos em = = 0, teremos:

X(0,y) = (-Qy+d,~by+c) e Y(0,y)=(—0y+p —By+7),

Assim, Q@ = §,d = p,b = f e c = . Logo, a solu¢do (y,ys) do sistema (4.5) que satisfaz a

2d
condi¢do y; < Yo, €Y1 = o Ya; Visto que

2d — Q1 +y2) =0,

ou seja,
2d — Qi+ y2) = 0

2d = le + ng (47)
_ 2
Y1 = Q Ya-

Logo, para cada (0, ), existe um y» tal que a 6rbita é fechada, formando um continuo de
orbitas periddicas. Portanto, nio existe um ciclo limite (uma Orbita periddica isolada).

Analisemos, agora, o caso descontinuo. Se esse sistema for descontinuo, devemos encontrar
as solucdes da equacdo (4.6) (i, y2) tal que y; < yo sdo:

L _ 2
IL[/_Q eyl_Q y2'

De fato, da equagdo 21 — 0(y; + y2) = 0, temos

. 2
2u—0(y1 +y2) =0, ouseja, yi+y2= TM, (4.8)
2d 02d od
usando a solucdo de (4.7) temos que y; + yo = O assim, 4 = 2 = U= O
Ainda, considerando a solucgdo de (4.7) e (4.8) temos duas equagdes que descrevem retas que

2d 2 2d 2
podem ser paralelas, quando 9= TM’ ou entdo possuem infinitas solu¢des, quando 9= FM

Dessa forma, pode-se concluir que ou nao temos solug@o ou temos infinitas solu¢des. Em ambos

os casos nao ha ciclos limite. Veja a Figura 4.3
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Figura 4.3: Exemplo de sistema diferencial linear por partes descontinuo formado por um centro
e uma sela Hamiltoniana.

[ |
No que se segue, iremos considerar um campo de vetores suave por partes com trés zonas,

cujas retas de descontinuidade sdo dadas pelasretasx = 1lexz = —1.

Proposicao 4.0.3. Um sistema diferencial linear por partes continuo separado por duas retas
paralelas formado por centros lineares, nas regioes x < —1 e x > 1, e uma sela Hamiltoniana

linear em —1 < x < 1 ndo possui ciclos limite.

Demonstracao: Note que se o sistema diferencial linear por partes tem uma Orbita periddica
candidata a ser ciclo limite, entdo essa Orbita intercepta as retas z = +1 em exatamente quatro

pontos, digamos (—L,y1). (~1,2), (L ys) e (Lyn). com o < yy s < yn. Sejam F} =

—a? Q — Q
% — bryy, — Ey% —cxy +dy e Fy = % — brays — Eyg — cxo + dy, as integrais
primeiras dos centros lineares e H; = —%xQ — By — §y2 — ~vx + uy a integral primeira da

sela Hamiltoniana linear, temos que

Fi(-1,11) — Fi(-1,y2) =0
H1(—173/2)—H1(1>y3) =0
F2(171U3) _F2(1,’1J4) =0

Hi(1,y4) — Hi(—=1,y1) =0

4.9)
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Manipulando a primeira equacio do sistema (4.9) obtemos

1 0O 1
Fi(=Ly) = Fi(=Lge) =—5+hy— i +a+dy+
Q
—b1ya — 792 — ¢ —diyo
= 2b1(y1 — y2) + 2di(y1 — y2) — u(yf — 43) (4.10)

=2(by +dy)(y1 — y2) — Uy +v2) (Y1 — )
= —y2)2bi+di) =Ny +1y2)) =0

Manipulando a segunda equacao do sistema (4.9) obtemos

Q ) Q )
Hi(—1,y2) — Hi(1,y3) = —5 + By - §y5 s 5+ Bys + §y§ + v — pys

=4y + 2y2(B + 1) + 2y3(B — 1) — 6(y3 — v3)
@.11)

Manipulando a terceira equagdo do sistema (4.9) obtemos

1 Q 1 Q
Fy(1,y3) — Fo(l,ys) = 5~ bays — 7231% — ¢y + days + 5 + boys + 72?42 + co — days

= —2by(ys — ya) + 2da(ys — ya) — Q2 (y5 — v3)
—(2(b2 — da)(y3 — ya) + Qa(y3 + ya) (y3 — va))
= (y3 — ¥a)(2(ba — da) + Qa(y3 + ya))

(4.12)
Manipulando a quarta equagao do sistema (4.9) obtemos
«a d o o
Hi(1,ys) — Hi(=1,31) = =5 T By iy s S = Byt Sy = —
= —4y = 25 (B + 1) — 2y4(B — 1) + 7 (y7 — v3)
(4.13)
Assim, nosso problema se reduz a encontrar solu¢des do sistema
(
(y1 —y2)(2(b1 + di) — QU (y1 +12)) = 0
4y + 2y2(B 4+ p) +2ys(B —p) = 0(y3 —y3) = 0
(4.14)

)
3)

(Y3 — ya)(2(by — da) + Qa(ys +y4)) = 0
1)

| 4 = 2008+ 1) = 254 (B — ) + v (yf — i

Note que y; = y»2 € y3 = y4 ndo correspondem a um ciclo limite. Por isso, estamos interes-

sados nas solugdes do sistema
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( 201 +di) =y +y2) = 0
-9 =
Ay +2y2(B + 1) + 2y3(8 — 1) — 3(y3 — y3) 0 (4.15)
2(by — d2) + Qa(ys +1ya) = 0
| v —2n(B4 ) — 2B )+ —yd) = 0

Como estamos assumindo que o sistema diferencial por partes € continuo, temos que ambos
os sistemas de F} e H; devem coincidir em x = —1, e os sistemas de F5 e H; devem coincidir
em z = 1. Nomeando os sistemas de Fy, Fy e H;, respectivamente, de X = (—bjx — Qyy +
di,x+by+ci), Y = (=box —Qy+de,z+boy+ca) e Z = (—fx—0y+ p,ax+ By + ),

aplicando nos campos e os comparando, teremos:

X(—l,y) = (b1 — Qly + dl, -1+ bly + Cl),

Z(—=1,y) = (B — 0y + p, —a+ By + ).

Z(Ly) = (=B —0dy+pa+PBy+),
Y(1,y) = (=by — Qoy + do, 1 + boy + ¢3).
Comparando essas igualdades, devemos ter,
B=bi=byy=U =0, pm=di=dy, e =1+7—a,ca=-1+7+a.
Resolvendo o sistema (4.15) fazendo as substitui¢cdes que obtemos considerando o caso

continuo:

2(b1 + dl) — Ql(y1 + yg) =0
201 +di) = Uy +y2)

(4.16)
208+ p) = 61(y1 +uo)
2B+
Y2 = T U1

Agora, substituindo o resultado obtido na equacdo (4.16) na segunda equagdo do sistema

(4.15), obtemos:
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Ay 4+ 2y2 (B + 1) +2u3(6 — ) = 6(y5 —y3) = 0

47+2(@—y1> (6+u)+2y3(5—u)—5((Q(ﬁfju)—yl)iy‘%) =0

2
—2(ﬁ+u)y1—w+4(ﬁ+u)yl—5zﬁ =0

Sy +2(8—pys +4y+2(B+p) —dy? = 0

4
oy3 +2(8 — pw)ys + 4y +

Logo,

gy = 2w VAB = 1)? = 40(v + 28 + s + 6y7)
20
—2(8 — i) £ \/A(B? — 20 + p? — 467 — 2658y — 20py1 + Oy)
20
—2(8 = p) £2/8% — 4y0 + (u — 0y1)* — 28(1u + 0y1)
25

(4.17)

_p—BEVA
5 )

com A = % —4y5 4 (u — 0y1)? — 26(p + oy1).

Manipularemos, também, a quarta equagao do sistema (4.15), obtendo:

—dy =2 (B4 1) —204(B—p) + (i —wi) = 0
—0y3 =28 —pys — 4y =28+ Wy + 0y = 0

Assim,

gy = 2B =) E VAP — )+ 40(dy — 2B+ s + 8yD))
—25
—2(8 — p) £ /48> — 2B + p* — 46y — 268ys — 201 + 6y3)
—25
—2(8 — ) £2/B% — 490 + (1 — 0y1)* — 28(u + oy1)
26

(4.18)

p—pB+VA
5 )

com A = 3% —4yd + (1 — oy1)? — 2B(p + oyn).
Se manipularmos a terceira equagao do sistema (4.15), isolando o y3 e igualar pelo resultado

obtido em (4.17), iremos obter o mesmo resultado para y, obtido em (4.18).
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Entdo, as solu¢des (y1, Y2, Y3, y4) do sistema (4.15) que satifazem as condigdes yo < y; e
Yz < Y4 S40:
2(8 + 1) p—pBEVA p—BEVA
y2:T_y1 y3:f y4:fa
onde A = 32 — 4~ + (u — dy1)* — 2B(u + dy1). Portanto, se existe uma 6rbita periddica,
entdo existe um continuo de Orbitas periddicas e, consequentemente, esse sistema nao possui

ciclo limite, pois para cada y; é gerado um conjunto continuo de solu¢des(y1, Y2, Y3, Y1) [ |

Veja a Figura 4.4.

(173/4)

(715 yl)

Figura 4.4: Exemplo de um campo vetorial suave por partes continuo separado por duas curvas
de separacdo.

Proposicao 4.0.4. Um sistema diferencial linear por partes descontinuo separado por duas
retas paralelas formado por centros lineares nas regives v < —1 e x > 1; e uma sela Hamil-
toniana linear em —1 < x < 1, pode ter no mdaximo um ciclo limite. Além disso, hd sistemas

dessa classe que tém um ciclo limite.

Demonstracao: Agora, usaremos alguns resultados da proposi¢do anterior e assumiremos que
esse sistema diferencial por partes é descontinuo. Desde que €21, s > 0, as solucdes da pri-

meira e da terceira equacao de (4.15), com y; # ys € Y3 # Y4, SA0:

2(by +d
201+ di) — Uy —y2) = 0 =y = (IQ 2 Yo;
1
2(dy — b
2(b2—d2)+§22(y3+y4): 0 = Y3 = <QQ 2)—y4.
2

Substituindo essas relacdes na segunda e na quarta equacgdes de (4.15), temos:

1 = 4((dz — b2) B + 7 + (b2 — d2)Qopt + (b2 — d2)?0) + 295(B + p)ys
—205(BQ — Qopr — 2(ba — d2)d)ys — Q30(y5 — yi) =0

(4.19)
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€y = 4(—(()1 + dl)ﬁQl — ’YQ% — (bl + dl)Ql,u + (bl + d1)25) — 29%((5 — Ql)y4
+201((B 4 1) — 2(by + d1)d)ys + 6(y5 — y3) =0

Tome ez = Q%e; + Q3eq, € faga e3 = 0 em 4. Note que ambas as equagdes tém um termo
parecido das poténcias de y3 — y3. Ao fazer isso, retiramos esse termo, deixando a equagdo

linear, com auxilio do Wolfram Mathematica obtemos:

Ao Ap

Ys = A_1+A_1y2’

onde

AO = —9192((M — ﬂ)dgﬁl + B(bl + dl)QQ + ngl(ﬁ - M) + (bl + dl)qu)
+ ((by — do)*QF + (by + d1)*Q3)9,

Ar = (8 — Qs + (do — b2)0),
Ay = N ((B + ) — (di +b1)d),

p1 + (by — da)dy

caso A; # 0. O caso com A; = 0 fornece f; = . Introduzindo essa igualdade

2y
_ _ (it d) < - )
em ez = 0 e resolvendo em 15, obtemos y, = y; = O , 0 que ndo € uma solucdo plausi-
1
vel. Portanto, podemos assumir que A; # 0. Agora, introduzindo y, na (4.19) e resolvendo em
o obtemos
_bi+d VA
onde

Ay = Q3056 <29192M1 + (by — d3)Q461 — (b1 + d1)Q261)

(261808 — ((by + d2)% + (b1 + d1)92)51),
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A = 4020262 (81 — 1) + (b + d2)61) (20 Qapar + (by — do) 18y — (by + dy)Qa61)
— 28100 + (bo — doy + (b1 + d1)2201) (221 ((Br — p11)doS1 + B (by + di )y
+ 291210 + (b1 + d1)Qopi1 + baQ1 (—P1 + p1) + (be — do)hy
— (b + d1)2) ((bs — do) % + (by + d1)2)51),

caso Az # 0. Se A3 = 0, entdo existe no maximo uma solu¢@o y,. Quando A3 # 0, uma vez

que

_2(d1+bl)_ _d1+bl \/Z_
Y1+ = —91 Yot = 0 + 245 = Yo7,

existe no maximo uma solugdo com y; > ¥2 € y3 < y4. Em resumo, provamos que pode haver

no maximo um ciclo limite.

Observe a seguir um caso que ilustra 0 modelo do Proposi¢ado (4.0.4):

Exemplo 4.0.2. Considere as seguintes Hamiltonianas de trés sistemas lineares, como visto

nesse primeiro caso,

2

Fi(z,y) =—-8y— yz — Az + 2y)%
H(z,y) =z—y+a’—y* (4.20)
Fy(z,y) = —8x + 8y — 42* — 8xy — 5y

as quais obteremos os seguintes sistemas diferenciais nos intervalos estipulados:

e Parax < —1:

. 65 :
r=—8 — 16z — Sy e Y= 8(z + 2y);

e Para —1 < x < 1:

r=—-1-2y e Y=-1-2x;

e Parax > 1:

=8 —-8r—10y e Y=8+8xr+8y

Agora, iremos verificar se ha solucdo da forma (v, y2, ¥3, ¥4) para tal sistema diferencial por
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partes descontinuo formado por essas trés sistemas diferenciais lineares aplicando no sistema

(4.9) com y5 < 11 € y3 < y4. LOgo, teremos:

i)

Fi(=1,p) — Fi(=1,55) = —8y —4+ 16y, — B2 +8yp + 4 — 16y, + £y
= —8(y1 —w2) +16(y1 — 1) — %(yf —3)
= 8(y1 —uy2) — %(91 —y2) (Y1 + y2)
= (1 —¥2) (8 - %(yl + y2)>
Logo,
= Y1 =Y ou 8—%(y1+y2) =0
32
Y2 = 65 — U
Hi(—1,y9) —Hi(Liys) = —l—yo+1—ys—14ys—1+y3
= 22—ty —u+y3
Logo,

—14 /1 +8+4yy +4y3

Ys =

32
Substituindo ¥y, = — — y;, teremos:

Ys

2
. -1+ 9+4yg+4y§
- 2
65
32 32 2
14 o4 (22 42—
w4 (G m) v (g n)
2
713 1006 256
N T e PO i s AP P
65 V1T qgas T es Ut T
2
L \/46345 ~16900y; + 4096 — 16640y, + 16900y?
1225
2
—65 + /50441 — 33540y, + 1690047
65
9

—65 4 /50441 — 33540y, + 16900y?
130




iif)

Fo(1,y3) — Fo(l,ya) =
= 5y; — 53

—8+8y; — 4 — 8ys — 5y3 + 8 — 8y + 4 + 8y + 5y3

= (s —y3)(ya + y3)

= Ys =13

iv)
Hi(1,ys) — Hi(=1,31) =

ou  Ysg = —Ys.

l—y+1—yi+ 14y — 1+

= Yitya—y—yi -2

Logo,

—1+ /1 +4y, +4y? +38

Ys =

2

—1+/9+ 4y +4y7

Yo =
Utilizando o resultado obtido de y3, temos

—1++/9+ 4y, + 4y}

2

65 F /50441 — 33540y, + 169003

2
—65 £ 65/9 + 4y, +4dy; =

2
<—130i65 9+4y1+4y%) _

130
65 F /50441 — 33540y, + 169003

2
(q: /50441 — 33540y, + 16900y§>

4225(9 + dy; + 4y?) F 16900+/9 + 4y; + 4y2 + 16900 = 50441 — 33540y, + 16900y
38025 + 16900y, + 16900y F 169001/9 + 4y, + 4y + 16900

4484 + 50440y,

= 50441 — 33540y, + 1690012

= £+169001/9 + 4y; + 4y?

(1121 + 12610y,)> = <i4225 0+ dy, + 4y%)2
1256641 + 16901210042 + 28271620y, = 17850625(9 + 4y1 + 442
159398984 + 87609600y — 43130880y, = 0
1095120042 — 5391360y, — 19924873 =0
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95391360 + V/(5391360)2 + 872805076790400

U1

21902400
V901871839440000
~ 65 21902400
16 [4873
“ o\ 2502
16, VBT
5 36v2

Voltando em (i) e substituindo o resultado de ¥, teremos:

32
Yo —5—3/1
32 16 /4873
65 65 362
16 /4873
T 65 36v2

Voltando em (ii) e substituindo o resultado de y;, teremos:

2

—65 =4 , | 50441 — 33540
\ (65 3612 36\/_
o= 130
2
54 | 3278665 536640 335404873 L6000 [ 256 +_32\/487 4873
65 65 36v/2 4225 23402 T 2502

130
65i\/2742025 335404873 4326400 5408004873 82353700

+ - +
36/2 4225 2340v/2 2592

130
2 \/4 2080+/4 20588425
654« 43900 7954873 N 080+/4873
V2 9v/2 648
- 130
27999432-+—20588425 ( 8385 + 2080)+/4873

—65 £

92

130
48587857  6305v/4873
—65 + \/

9v/2
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4 4
s \/ 8587857  (3051/9746
648 18
130
4 — 226980+/9746
o5 V/ 8587857 2 v

130
\/48587857 — 2269809746

18v/2
130

/48587857 — 226980+/9746
2340/2

—65 +

1
= —— 4+
2

Como estamos considerando que y3 < 4, entdo assumiremos

1 /48587857 — 226980/9746

Ys = —

2 2340+/2
Logo, teremos que 14+_\/48587857——226980\/5716
s uy4:_ ‘
2 2340V/2

Assim, temos que o sistema diferencial por partes descontinuo formado por dois centros
lineares, nas regides ¢ < —1 e x > 1, e uma sela Hamiltoniana linear, em —1 < z < 1, possui
apenas um ciclo limite interceptando duas retas descontinuas em z = =+1, tem apenas uma

solug@o (y1, Y2, Y3, y4) satisfazendo y; > yo € y3 < y4, que seria

16 N VABT3 16 V4873 1 /48587857 — 226980+/9746 1 N /48587857 — 226980+/9746
65  36v2 65 36v2 2 23402 "2 23402 '

Podemos observar o comportamento do Exemplo (4.0.2) na Figura 4.5.

Figura 4.5: Ciclo limite do sistema diferencial descontinuo por partes (4.20) formado por dois
centros lineares e uma sela Hamiltoniana linear.
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Proposicao 4.0.5. Um sistema diferencial linear por partes continuo separado por duas retas
paralelas formado por centros lineares nas regives t < —1 e —1 < x < 1, e uma sela

Hamiltoniana linear em x > 1 ndo possui ciclos limites.

Demonstraciao: Se o sistema diferencial linear por partes tem uma 6rbita periddica candidata

a ser ciclo limite, entdo essa Orbita intercepta as retas x = 1 em exatamente quatro pontos,

2
. . —X
digamos (—1,v1), (=1,%2), (1,y3) € (1,44), com y» < y1 € Y3 < ys. Sejam Fy = Tl -
Q —x3 Q
briy, — 53/% —cry +dy e Fy = % — boys — Ey% — cxy + dys, as integrais primeiras dos
centros lineares e [{; = —%xz — Bry — §y2 —yx + py a integral primeira da sela Hamiltoniana
linear, temos que
(
Fi(=1,y) - Fi(-1,92) = 0
F( 1 y2) (17y3) =0
4.21)
H (1 y3> (17?/4) =0
| B(Ly) - B(=Ly) = 0
Manipulando a primeira equacio do sistema (4.21) obtemos:
1 Q 1
Fi(=Ly) — Fi(=1Ly) = —5t biys — 719% +c+diy + 3
—b1yz — éyg — 1 — diya
= 2bi(y1 — y2) + 2da(y1 — y2) — (¥ — v3) (4.22)
= 2(bi +di)(y1 — y2) — Qa1 + v2)(y1 — v2)
= (1 —y2) 201+ d1) — (Y1 +12))
Manipulando a segunda equacao do sistema (4.21) obtemos:
1 Q 1
By(=1y2) — Fo(1l,y3) = 3 + baya — 7231% + co + daya + 3
Q
+bays + —2?/3 + 2 — days (4.23)

2
= 2(by + da)ys + 4ca + 2(b — da)ys — Qa(y3 +43)
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Manipulando a terceira equacao do sistema (4.21) obtemos:

o ) « )
Hi(1,y3) — Hi(L,ys) = —3 —Bys — =3 — v+ uys + = + Bya+ Syi + 7 — s

2 2 2
= —20B(ys — ya) + 20(ys — ya) — 6(43 — v
= —28(ys — ya) +20(ys — ya) — 3(y3 — ya)(y3 + va)

= (Y3 —ya) 2B+ 1) +(y3 +y4))

(4.24)
Manipulando a quarta equagao do sistema (4.21) obtemos:
1 Q 1 Q
Fy(1,ys) — Fo(—=1,y1) = 5 boys — 7292 — o + days + 5 boy1 + 729% — ¢y — dal
= —dcy — 2(by + da)yr — 2(ba — da)ya + Qa(yF — i)
= F4cy 4 2(by + do)yr 4 2(ba — da)ys — Q(yi — i)
(4.25)
Assim, nosso problema se reduz a encontrar solu¢des do sistema
(
(11 —y2)(2(b1 +di) =y +y2)) = 0
2(by + da)ys + 4ca + 2y3(by — d2) — Qa(y5 +43) = 0
2 (4.26)

(ys —ya)2(B —p) +(ys + 1)) = O

[ dca+ 2u1(ba + da) + 2yaby — do) — Qo(yf —yi) = 0

Note que y; = y» € y3 = y4 ndo correspondem a um ciclo limite. Por isso, estamos interes-

sados nas solugdes do sistema

201 +di) = Uy +y2) = 0
2(by + da)ys + 4cg + 2y3(ba — da) — (Y3 +y3) = 0 (4.27)
26—p)+0(ys+wys) = O

\ deg + 2y1(by + do) + 2y4(b2 - dz) - Qz(y% - yi) =0

Assumindo que o sistema diferencial por partes é continuo. Temos que ambos os sistemas
de F} e F5 devem coincidir em x = —1, e os sistemas de H; e F5 devem coincidir em x = 1.
Aplicando nos campos, de Fi, F, e Hy, que nomearemos de X = (—bjx—Qy+dy, x+b1y+cy),
Y = (=byx — Doy +da, x + boy + c2) e Z = (—Px — 0y + u, ax + By + ), respectivamente,
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temos:

X(—l,y) = (b1 — Qly + dl, -1+ bly + Cl>,

Y(—1,y) = (by — Qoy + do, —1 4 bay + c2).

Z(1,y) = (=B — 0y + p,a+ By + 1),
Y(1,y) = (b — Qay + do, 1 + boy + ¢2).

Comparando essas igualdades, devemos ter:
B=b=by, =0 =0, wpm=d=dy ci=c=7 o=1L1

Resolvendo o sistema (4.27) fazendo as substitui¢cdes que obtemos considerando o caso
continuo:

Da primeira equagao do sistema (4.27), obtemos que

2(b1 + dl) — Ql(yl -+ y2> =0

2(by +di) = Qy1 + 1)

2(1)1 + dl)

Y2 = Q—l_yl

Agora, substituindo o resultado obtido na equacdo (4) na segunda equacdo do sistema (4.27),

obtemos:

2(by + da)ys + 4ca + 2y3(by — do) — Qa(y3 +43) = 0

2(b; +d
2(by + dy) (% — y1> +4ey + 2y3(by — da)
1

2(by +d 2
—QQ<(¥—%) ~|—y§> =0
1

2(by + dy)

461 + 2(b1 + dl) ( O
1

- Z/l) + 2y3(by — dy)

2(by + d 2
_Ql<(—< 19 1)—y1) +y§> = 0
1

— 2y1<bl -+ d1> + 23/3([)1 — dl)

A+ dy)?
O

ng + 2y3<b1 — dl) + 2y1(b1 -+ dl) — Qly% -+ 401 =0

4(by + dyp)?

4
c1 + Ql

+4(by +d)yr — Uy +Quz = 0
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Logo,
_ —2(b1 — dl) + \/4(b1 — d1)2 — 491(401 + 2(b1 + dl)yl — Qly%)
Ys 20,
. —2(b1 — dl) + \/4 (b% — 2b1d1 + d% — 49101 — QQl(bl + dl)yl + Q%y%)
20} (4.28)

C =2(B—p) £2¢/B% = 2Bp + 12 — 40y = 26(B + s + 0%y}
B 28

p—B+VA

5 )

com A = 3% — 2B + pi* — 467y — 26(6 + p)yr + 6%y

Manipularemos, também, a quarta equagao do sistema (4.27), obtendo:

dcg 4 2y1(by + do) + 2ya(by — dg) — (yf —y3) = 0
Ay +2(B4 )y +2(8— pys — (Y2 —y3) = 0
oyi +2(8 — pys + 4y +2(B+ Wy — oy = 0

Logo,

2 — B) £ \/A(B — 1)? — 46(4y + 2(8 + p)y1 — 0y3))

Yso =
20
_ 2(n = B) £ VAP~ 28p+ p? — 40y — 25(8 + pys + 8%y3)
20 (4.29)
_ 2(u—P) £ 2B —2Bp + p? — 46y — 20(B + p)yr + 0%7
20
_ p—BEVA
5 )

com A = (3% —28p + p® — 46y — 26(8 + p)yr + 6*y3.

Se manipularmos a terceira equagdo do sistema (4.27), isolando o y3 e igualar pelo resultado
obtido em (4.28), iremos obter o mesmo resultado para y, obtido em (4.29).

Entdo, as solugdes y1, 42, y3 € y4 do sistema (4.27) satifaz as condigdes yo < y; € y3 < yq

Sa0:
2(b1+d1) w— 0 VA w— 0 E£VA
Yo = —Ql — Y1 Y3 = —5 Ys = —5 )

onde A = % — 4y0 + —28u + p* — 26(8 + p)y1 + y;0°. Portanto, se uma 6rbita periédica
existe, entdo existe um continuo de Orbitas periddicas e, consequentemente, nao possui ciclo

limite, pois para cada y; € gerado um conjunto continuo de solugdes 41, y2, Y3 € Y.
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Proposicao 4.0.6. Um sistema diferencial linear por partes descontinuo separado por duas
retas paralelas formado por centros lineares nas regioes x < —l e —1 < x < 1, e uma sela
Hamiltoniana linear em x > 1, pode ter no mdximo um ciclo limite. Além disso, hd sistemas

dessa forma que possuem um ciclo limite.

Demonstraciao: Agora, assumiremos que o sistema diferencial por partes da proposi¢cao an-
terior é descontinuo. Considerando 0 = 0 teremos na terceira equacdo do sistema (4.27) que
y3 = y4 ou B = u, e qualquer solucdo das outras equagdes produz um continuo de solugdes.

Mas se 6 # 0. Desde que €24, €2, > 0, as solugdes da primeira e da terceira equacao de (4.27),

com y; # Yo € Y3 7 Yy, SAO:

2(b; +d
2001 +di)h(y1 —y2) = 0=y = % —
1
2 _
208 — ) +0(ys +ys) = OinZw—ZM

Substituindo essas relacdes na segunda e no quarta equacdes de (4.27), temos:

el = 4(51 — M1)2QQ — 4(b2 — dg)(ﬁl — [11)61 + 4025% + 4029%

(4.30)
+2(by 4 d2)01y2201 (2(1 — 1) + (do — b2)01)ya — Q207 (y3 — yi) =0

€y = 4(b1 + dl)(bg + dg)Ql + 4029% — 4(61 + dl)QQQ + 2(b2 - d2)92y4
=201 ((by + do)Q1 — 2(b1 + d1)Q)y2 — Q1 (y5 — y5) = 0.

Tomando ez = Q2e; — §2es, € resolvendo ez = 0 em 3, obtemos

Yy = Ao + Aoy
! 6198 (b2 — d2)d1 + (p1 — 51)Qa)’

onde,
Ay = (B —p)*Q30% — (by — d2)(B — 11)20?
+(by + dy) (b1 + d1) Qe — (by + d2)$21)62,
Ay = Oy ((bs+ A2 — (by + 1) 262,

(dg — b2)5 (dz — b2>5

Q
2
—(M;‘ ﬁ), 0 que ndo € uma solucgdo plausivel. Assim, podemos assumir

. Casop = B+ = 0, resolvendo e3 = 0 em y»

caso que pu # [ +

obtemos 1y = y; =
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(dg — b2)5

O . Agora, introduzindo ¥, na (4.30) e resolvendo em vy, obtemos
2

que p # S+

_b1+dli\/Z
Yot = 0 245’

onde

Ag = —Q200% (8 — )0 + 2d2 8 — (by + dy)s0)
((8 = 1) — 205016 + (by + dy )20,

A = 4020562 (85 — 1 + (dy — b2)8)* (B — 1)2 Qs + 25018 — (by + d1)20)
(8290 — 2105 — 205218 + (b + d1)28) (8 — 12)2Q2Q — 2(by — ds)
(B — )58 + (2 ((b1 + di)(ba + d2) + 262 ) — (b1 + d1)*Q2)67),

caso Az # 0. Se A3 = 0 entdo existe no maximo uma solucdo y». Quando A3 # 0, como

Cbhitd (itd) VA
Y1+ = 0 Yot = 0 ¢2A3—y217

existe no maximo uma solu¢do com y; > - € y3 < y4. Em resumo, provamos que pode haver

no maximo um ciclo limite.

Observe a seguir um caso que ilustra o modelo da Proposi¢do (4.0.6).

Exemplo 4.0.3. Considere as seguintes Hamiltonianas de trés sistemas lineares, como visto

nesse primeiro caso,

1

Fi(z,y) = =8y — Jy* -4z +2y)*

Fy(z,y) =x—y—a*—1y? (4.31)
1 1

H T T2 .2

1(z,9) z+ 50" =~ oy

as quais obteremos os seguintes sistemas diferenciais nos intervalos estipulados:

e Parax < —1:

: 65 :
x:—8—16x—?y e Y= 8x+ 16y = 8(z + 2y);

e Para —1 <x < 1:

r=—-1—-2y e Y=-—1+ 2z
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e Parax > 1:

T=—y e Y=4-—x

Agora, iremos verificar se hd uma solucdo da forma (y1, y2, ys, y4) para tal sistema diferen-
cial por partes descontinuo formado por essas trés sistemas diferenciais lineares aplicando no

sistema (4.21) com y, < y; € y3 < y4. Logo, teremos:

1)
Fi(=Ly) = Fi(—=1,92) = —8y1 —4+16y; — 6459% + 8y + 4 — 16y2 + 6 4 3/2
= —8(y1 —y2) + 16(y1 — v2) — (U7 — ¥3)
= 8(y1 —y2) — Ly — 12) (Y1 + 12)
65
= (1 — 1) (8 - ?(yl =+ yz))
Logo,
65
= Y1 =Y2 ou 8—7(y1+y2) = 0
3
Y2 = 65 Y1
ii) Para F5(—1,92) — F5(1,y3) = 0:
Fy(—Ly) —F(lLys) = —1—pp—1—y;—14+ys+1+y3

= ity — Y-y —2

Assim,
—14 /1 +8+4ys + 493
Ys =
2
=1t \/9+ 4y +4y3
B 2
. 32
Substituindo y, = T Y1, teremos:
32 32 2
—1+£4/944| = — 4 — —
UROAICRD
Ys =

713 4096 256
—1x4/——4 — =y +4y?
\/ Y1+ 4225 65 Y1+ 4y;
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14 \/46345 — 16900y; + 4096 — 16640y, + 16900y3

4225
2

—65 £ /50441 — 33540y, + 16900y3
1

65
2

—65 4 /50441 — 33540y, + 16900y7
130

iii)
11, 11
_ PN S ST SR S O
Hy(1,ys) — Hi(1, 9a) Ao = gus A= 5+ oud
1

= 5wi-)
= (ya—y3)(ya +y3)

= Ys =Yz ou Yg = —Ys3.

Fy(Liys) = Fo(-lLy1) = 1—y—1—yi—(—1—yp—1—y})
= Yty—y—yF -2

Logo,

—14 /1 +4y, +4y? + 8
2

—1£/9+ 4y +4y7
. -

Utilizando o resultado obtido de y3, temos

—1+/9+4y +4y? 65 F /50441 — 33540y, + 16900y7
2 - 130
—65 £ 651/9+ 4y, + 4y} = 65 F /50441 — 33540y, + 169003

2 2
(—130 +651/9 + 41 + 4y§> - (:L\/50441 33540y, + 16900y%)

4225(9 + 4y + 4y?) F 16900~/9 + 4y + 4y? + 16900 = 50441 — 33540y, + 169003
38025 + 16900y, + 16900y T 16900~/9 + 4y1 + 432 + 16900
= 50441 — 33540y, + 1690042
4484 + 50440y, = +£169001/9 + 4y, + 442
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(1121 + 12610y,)? = (i4225wﬂ5§?Z§I??Z§?)2
1256641 + 16901210042 + 28271620y, = 17850625(9 + 4y, + 4y?)
— 159398084 + 87609600y — 43130880y, = 0
10951200yy% — 5391360y, — 19924873 = 0

Dessa forma,

5391360 =+ 1/ (5391360)2 + 872805076790400

o= 21902400
_ 16, V/O0IZ71839440000
65 21902400
16 [4873
=\ w0
:1_6_'_\/@
65  36v2

Assim, note que os resultados serdo semelhantes ao do Exemplo (4.0.2), portanto temos
que o sistema diferencial por partes descontinuo formado por dois centros lineares, nas regioes
r < —le—1 < x < 1, euma sela Hamiltoniana linear, em = > 1, possui apenas um ciclo limite
interceptando duas retas descontinuas em x = =1, tem apenas uma solu¢do (y1, ¥z, Y3, Y1)

satisfazendo y; > v € y3 < y4, que seria

e + Y A y ) +
(65 36v2 65  36v2 2 2340v/2 2 2340+/2

16 /4873 16 4873 1 \/48587857 — 226980v9746 1 \/48587857 — 226980\/9746)

Podemos observar o comportamento do Exemplo (4.0.3) na Figura 4.6.

Figura 4.6: Ciclo limite do sistema diferencial descontinuo por partes (4.31) formado por dois
centros lineares e uma sela Hamiltoniana linear.
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Portanto, provamos que as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:

Teorema 4.0.2. .

(a) Um sistema diferencial linear por partes continuo separado por duas retas paralelas

formadas por dois centros e uma sela Hamiltoniana ndo possui ciclos limites.

(b) Um sistema diferencial linear por partes descontinuo separado por duas retas paralelas
formadas por dois centros e uma sela Hamiltoniana pode ter no mdximo um ciclo limite.

Além disso, hd sistemas dessa classe que tém um ciclo limite.

Assumindo que temos um sistema diferencial linear por partes separado por duas retas
paralelas e formadas por dois centros e uma sela Hamiltoniana, consideramos os dois casos

possiveis

1) Temos centros lineares nas regioes x < —1 e x > 1; e uma sela Hamiltoniana linear em

—1l<x<l.

1l) Temos centros lineares nas regioes x < —1 e —1 < x < 1, e uma sela Hamiltoniana

linear em x > 1.

Ainda, podemos fazer um adendo aos resultados obtidos. Em [10] e [11], os autores obti-
veram o nimero méximo de ciclos limite de sistemas diferenciais por partes continuos e des-
continuos formados apenas por centros lineares e separados por uma ou duas retas paralelas e
formados somente por selas Hamiltonianas lineares, respectivamente. Quando esses sistemas
sdo continuos e sdo separados por uma ou duas linhas retas paralelas, € provado que eles nao
tém ciclos limite. No entanto, quando os sistemas diferenciais por partes sdo descontinuos,
separados por duas linhas retas paralelas, mostramos que eles podem ter no maximo um ciclo
limite, e que existem sistemas com zero ou um ciclo limite, porém, no caso em que esses Sis-
temas sdo descontinuos e sdo separados por apenas uma linha reta, eles ndo podem ter ciclos
limite. O mesmo acontece para o terceiro teorema apresentado no artigo [12], onde € estudado
sistemas suaves por partes lineares formados por duas selas Hamiltanianas e apenas um centro.
Dessa forma, podemos dizer que a descontinuidade é um fator determinante para se ter ciclos

limite mesmo nesses casos.



Consideracdes Finais

O estudo bibliografico realizado ao longo deste trabalho foi fundamental para proporcio-
nar ao autor uma introdu¢do mais profunda a um campo especifico da matematica, que nao é
abordado de maneira tdo detalhada nos cursos de Licenciatura em Matemdtica da Universidade
Federal de Goias (UFG). Embora a grade curricular seja bastante completa, com disciplinas que
abrangem tanto aspectos matemdticos quanto pedagdgicos, temas como sistemas dinamicos ge-
ralmente ndo sdo apresentados de forma tao aprofundada.

Além disso, a pesquisa proporcionou um maior contato com a pesquisa cientifica, o que
ampliou o conhecimento do autor em diversas disciplinas de matematica, como Algebra Linear,
Célculo, Espacos Métricos, Teoria Qualitativa das EDOs, Geometria Analitica e Andlise. Esse
processo contribuiu para uma melhor familiarizacdo com a pesquisa académica, permitindo a
construcdo de um estudo que, além de ser um avango para o autor, também pode servir como
referéncia inicial para outros interessados no tema, incentivando o estudo e a exploracio de
sistemas dinamicos.

Do estudo do artigo [12], podemos concluir que a descontinuidade € o elemento essencial
para o surgimento de ciclos limite em sistemas diferenciais lineares por partes. Em sistemas
continuos, o comportamento tende a ser regular e ndo gera Orbitas periddicas isoladas, mas ao
considerarmos o sistema suave por partes altera-se qualitativamente seu comportamento, com
implica¢des importantes tanto para teoria quanto para possiveis aplicagdes veja em [4]. Este

estudo, oferece um ponto de partida para investigacdes futuras.
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