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RESUMO

Fundamentada no formalismo Lagrangiano, a teoria de campos de forma geral tem
vastas aplicacdes dentro de diversas areas da fisica. Nesse sentido, ao aplica-la em
conceitos relacionados as interagdes fortes no nivel fundamental, formula-se a Cro-
modinamica, com base nisso é possivel estabelecer equacdes de movimento como
as de Yang-Mills (1). Nesse trabalho analisamos suas aplicacoes na teoria classica
de campos em conjunto com outras expressdes onde chegamos em equagoes dife-
renciais nao abelianas. A motivagao principal deste trabalho € verificar se 0 monopolo
cromo-magnético abeliano (0 monopolo de Schwinger) pode ser considerado como

solucao das equagoes nao abelianas de Yang-Mills com fontes.

Palavras-chave: Teoria Classica de Campos, Equacdes de Yang-Mills com fontes

e Cromodinamica.



ABSTRACT

Structured in the Lagrangian formalism, the field theory has extensive applications
inside many areas of physics. In this way, when used in concepts associated with
Chromodynamics, it is possible to establish motion equations such as those of Yang-
Mills (1). In this work, we analyze the consequences of these ideas in classical field
theory with other mathematical expressions, thus, we deduce non-abelian differential
equations. The main of this work is verify if the abelian chromo-magnetic monopole (the
Schwinger monopole) could be considered as solution of the Yang-Mills non-abelian
equations with sources.

Key-Words: Classical Field Theory, Yang-Mills Equations with sources and Chro-

modynamics.



Lista de Figuras

4.1 Caminho fechado orientado positivamente e centrado no ponto (ag, by).| 23

[4.2 Dois caminhos techados C; e (', orientados positivamente € centrados, |

respectivamente, em (ag, by) € (ag, by).| - - - o o o 24

[6.1 MonopolocomacordadeDirac.| . . ... .. ... .. .......... 37

.2 _Sistem rden féricas.. . . .. .. ... ... .. 38



Sumario

(1 Introducao| 10
[2 Teoria de grupos| 12
2.1 Definicaode grupo| . . . . . . . . .. 12
[2.1.1 Subgrupos| . ... ... ... . 13

2.2 Gruposdeliel. . .. .. .. . ... 13
[2.2.1 Exemplodeqgerador| . . . ... .. ... .. .. ... ... 13

2.3 Algebradeligl . ... ... ... . ..., 15
[2.3.1 Constantes de estrutura e representacao adjuntal . . . . . .. .. 15

2.4 Grupo e ) 16

[3 Teoria de campos| 18
3.1 Equacao de Euler-Lagrange|. . . . . . . ... ... 0oL 19

4 Transformacoes de gauge e equacoes de Yang-Mills| 21
4.1 Campo de gauge e derivada covariante| . . . . ... ... ... ..... 21
[4.2 lensorintensidadede campo] . . . . . . . . . ..o 22
4.3 Lagrangiana da cromodinamica classical . . . . . . . .. ... ... ... 26
4.4 Equacoesde Yang-Mills| . . ... ... ... ... . L. 27
4.5 IdentidadededJacobi . . . . .. ... .. ... .. 27

5 __Cromodinamical 29
5.1 Coaresl . . . ... 29
B2 Sabores| . . . . ... 30
(5.3 Campos da cromodinamical . . . .. .. ... ... ... .. ....... 31

(5.4 Equacoes em termos dos campos cromo-eletricos e cromo-magneticos| 32




SUMARIO

6 Monopolo| 36
. r Diracl . . . . . . e 36

6.2 Monopolode Schwinger| . . . . . . ... ... . 40
6.3 Conexoes com a cromodinamical . . . . . .. .. .. ... ... 41

[7 Solucoes| 42
[7.1 Analise das componentes do campo de calibre no espaco interno de cores| 42
[7.2 Equacgoes dos subgrupos| . . . . .. ... Lo 43
[7.2.1 Simetrias entre as equacoes dos subgrupos|. . . . . .. ... .. 44

[7.2.2 Solugoes para o subgrupo l-spinf . . . ... ... ... ...... 45

[/.2.3 Ansaiz a cerca da densidade de correntel . . . . ... ... ... 47

[7.2.4 Andlise paraopotencial Ag| . . . . . . .. ... 48

8 __Conclusaol 51
55

llllll



CAPITULO 1

INTRODUCAO

A teoria quantica de campos explica e concilia 3 forgcas fundamentais do universo:
forte, fraca e eletromagnética. Em especifico, a QCD[] fundamenta e explica como
gue ocorrem as interacoes entre particulas elementares conhecidas como quarks e
gluons, diretamente relacionadas com a forca forte.

Com base nisso, ha também o que pode ser chamado de cromodinamica classica,
gue pode ser considerada uma aproximacao da QCD, como quando ha, por exemplo,
um alto nimero de particulas (2,3), além de ser um ponto de partida para se entender
a QCD. Com base nisso, esse trabalho tem como intuito analisar a Cromodinamica
fundamentada na teoria classica de campos.

Nesse sentido, o capitulo [2| analisa conceitos gerais acerca da teoria de grupos
e algumas aplicagdes na Cromodinamica, como esse trabalho trata sobre teoria de
campos também, o capitulo [3| fundamenta algumas ideias a cerca do formalismo La-
grangiano, no capitulo 4| discorremos sobre transformacdes de calibre e obtemos al-
gumas equacoes de movimento incluindo as equacgoes de Yang-Mills com fontes, al-
guns aspectos gerais da Cromodinamica séo discutidos no capitulo [5, ideias a cerca
do monopolo cromo-magnético sao discutidos no capitulo [6, logo com o uso de ex-
pressdes como a equacao de Yang-Mills com fontes e a identidade de Jacobi (4) no
capitulo |7| € possivel achar solugbes que estabelecem alguns sentidos fisicos dentro

das aproximagodes ja consideradas por ser uma teoria classica de campos, algumas

'QCD em inglés refere-se a Quantum Chromodynamics (Cromodindmica Quéntica).
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CAP{TULO 1. INTRODUGAO

conclusdes e andlises so feitas no capitulo [8]
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CAPITULO 2

TEORIA DE GRUPOS

A teoria de grupos é de fundamental importancia dentro da cromodinamica, pois
a ideia de simetria levou a conceitos como cor e saborﬂ (5). Em especifico, sera
mostrado nesse capitulo, conceitos gerais de teorias de grupos e depois associa-los

ao grupo especial unitario SU(3).

2.1 Definicao de grupo

Um grupo G é um conjunto de elementos a, b e ¢, que € definido por meio de quatro
condicoes (6):

e Os elementos do grupo G a e b devem estabelecer a relacdo de fechamento
sobre a operacao denominada como 'multiplicacao’ ﬂ dado pelo caracter %, ou seja,
axb=c sendo que c pertence a G.

e Multiplicacao é associativa, ou seja, (axb)xc=ax(bxc).

e O conjunto deve conter um elemento identidade (e), tal que exb=b=bxe, sendo b
qualquer elemento do grupo.

e Deve haver a inversa para cada elemento do grupo, de modo que a *x a~! = e.

'Conceitos que serdo mais detalhados no capitulo

20 termo multiplicagdo estd entre aspas para evidenciar que a operacdo colocada ndo é a
multiplicagdo usualmente feita, e sim uma denominagao para uma lei de combinagao estabelecida
dentro do grupo, mas a partir de agora sera colocada apenas como multiplicagdo sem as aspas.

12



CAPITULO 2. TEORIA DE GRUPOS

Quando os elementos de um grupo comutam entre si, ou seja, axb=bxa, eles sao
denominados abelianos. Do mesmo modo, quando a ordem das componentes afetam

no resultado, o grupo € nao abeliano.

2.1.1 Subgrupos

Vamos considerar um conjunto H tal que H ¢ G. Se H cumprir todas as quatro
condicées que devem ser feitas para um grupo, logo H é um subgrupo de G. Um
grupo sempre tem 2 subgrupos triviais, um é composto pelo proprio grupo G e outro €
constituido apenas pelo elemento identidade (6).

Estruturando alguns conceitos fundamentais de teoria de grupos e dada a abrangéncia
desse assunto dentro da matematica e da fisica, iremos focar nesse trabalho apenas

em uma parte dessa teoria, que sdo os grupos de Lie e a Algebra de Lie.

2.2 Grupos de Lie

O grupo de Lie € um grupo cujo seus elementos sao fungdes suaves, ou seja,

continuas e diferenciaveis de modo que podem ser escritas como (7):
[ = explie, T (2.1)

Sendo | um elemento do grupo de Lie, ¢, parametros reais e 7% os geradores
do grupoﬂ. Para termos uma melhor compreensao do que sao geradores, podemos

colocar o seguinte exemplo para o grupo relacionado as rotagdes SO(2).

2.2.1 Exemplo de gerador

Ao analisar os grupos de Lie é possivel estudar elementos infinitesimalmente
proximos. Pegando uma componente do grupo de Lie SO(2) (8), sendo representado

pela matriz:
1(6) = cos(f)  sen(0) 2.2)
—sen(0) cos(0)

3Nota-se a presencga da convengéo de Einstein para somatérios, que é mais detalhado no
IAlguns aspectos sobre relatividade.|
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CAPITULO 2. TEORIA DE GRUPOS

De modo que pode ser dividido na forma matricial da seguinte maneira:

1[(8) = Icos(0) + iogsen(0) (2.3)

o . . ) —1
Sendo I a matriz identidade e o, a matriz de Pauli o5 =
1 0
Logo, € possivel relacionar com uma exponencial complexa em fungao de matrizes

dado pela expansao de Taylor (9):

e 9271

cos(0) = ;(—D"ﬁ (2.4)
0) =3 - @5)
sen = — — .
— (2n +1)!
Para a expansao na exponencial:
o0 An
A_
et =>" — (2.6)
n=0
Ao fazer a relagéo para 2% e levando em consideragdo que o2 = I:
) 92 ; 03
e =T+ ioyd — I - “’;' +0(6") (2.7)

Se compararmos os primeiros termos de (2.7) com (2.4) e (2.5) em conjunto com

(2.3), chegamos que:
1(0) = €2 = Tcos(0) + ioasen(d) (2.8)

Cogitando que # = 0, podemos estruturar que 0,0 = T, sendo T uma matriz e ¢
uma componente infinitesimal, de forma que em uma maneira generalizada a relagao
sera:

f=eT (2.9)

Sendo T definido como os geradores do grupo. No caso do exemplo que utiliza-
mos, o grupo SO(2) tem como gerador a matriz de Pauli: o;,. Onde ele cumpre também
a propriedade que deve ser satisfeita por todos os geradores que é: Tr(T)=0, onde é

possivel demonstrar considerando L uma algebra de Lie, de modo que e — G, onde

INSTITUTO DE
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CAPITULO 2. TEORIA DE GRUPOS

G é o grupo de Lie associado. Sendo L uma algebra de Lie, temos que [L,L] — L,
ou seja, o comutador de 2 elementos de L € um elemento de L; como o comutador
definindo L é antissimétrico, [T,,T,] = — [T, T.), ele possui trago nulo. Como qualquer
elemento de L pode ser escrito em termos de combinagdes lineares de comutadores
de outros elementos de L e dada a linearidade do traco, segue que Tr[T] = 0 para todo
TemlL.

2.3 Algebra de Lie

Uma algebra de Lie € um espaco vetorial G, onde G x G — G, ou seja, o produto de
elementos de G levara a um outro elemento pertencente ao mesmo espago vetorial G
(6). Levando em consideracao os seus elementos dados por A, B e C, ao fazer os pro-
dutos dados pelo comutador [, ], eles devem estabelecer as seguintes propriedades
gue toda algebra deve ter, a relacao entre os grupos de Lie e a algebra de Lie € que a
algebra é definida por meio dos geradores relacionados aos elementos do grupo:

e Bilinearidade:

[aA+bB,C| =alA,C]+bB,C]| (2.10)
[A,aB + bC| = a[A, B] + b[A, C] (2.11)

e Anti-simetria:
[A, Bl = —[B, A (2.12)

¢ A identidade de Jacobi, dada por:

(A, [B,Cl]|+ [B,[C,A]]+[C,[A,B]] =0 (2.13)

2.3.1 Constantes de estrutura e representacao adjunta

E pertinente destacar que os geradores obedecem as relagdes da Algebra de Lie,

gue podem ser colocadas em termos das constantes de estrutura que sao fundamen-

INSTITUTO DE 1
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CAPITULO 2. TEORIA DE GRUPOS

tadas por meio da representacao adjunteﬂ (5) construidas por meio da expressao:
Onde a constante de estrutura tem a seguinte propriedade antissimétrica:

Jijk = — fjix (2.15)

2.4 Grupo SU(N) e SU(3)

Um grupo de Lie de extremo interesse para a andlise na area da cromodinamica
esta relacionado ao grupo especial unitario SU(3). Para o compreendermos melhor,
devemos destacar o grupo unitario U(N) (5), que é composto por matrizes NxN com-
plexas U, que devem seguir a condigdo UUT = U'U = 1, onde U' é o transposto
conjugado de U, e sua dimensao n sera n=N2.

Um subgrupo de U(N) € o SU(N) que apresenta as mesmas condigcdes que sao
colocadas para o grupo unitario, com o detalhe de que ha mais uma relagao a ser
satisfeita que é det U = 1.

As simetrias associadas aos grupos SU(N) podem ser globais (sabor) ou locais
(cor). A simetria local requer a introducao dos campos de gauge, tal que de acordo
com o teorema de Noether (10), a simetria implementada por meio de sua lagrangiana
devera se manifestar, antes de mais nada, na conservagao de quantidades de funda-
mental importancia para a fisica. Uma simetria global ocorre quando a transformacao
sobre os campos é feita da mesma forma em cada ponto do espago-tempo, en-
quanto que uma simetria local atua de forma diferente em cada ponto do espaco-
tempo e, por essa razao, sendo transformacgoes geralmente dependentes de ponto,
requerem a introducao de campos de calibre para compensar as diferentes formas da
transformagao em pontos diferentes do espaco-tempo mantendo a teoria invariante.

E valido destacar também que essas sdo simetrias internas, ou seja, ndo s&o si-

metrias nas coordenas espago-temporais, e sim nos campos, portanto, uma operagao

“A representacdo fundamental é a representagao irredutivel ndo-trivial de dimenséo mais baixa de
um grupo, ja a representacao adjunta tem a mesma dimensao da algebra de Lie associada ao grupo
considerado, correspondendo ao nimero de geradores desta algebra.

INSTITUTO DE 1
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CAPITULO 2. TEORIA DE GRUPOS

de transformacao que atua sobre os campos da teoria sem alterar suas coordenadas
espaco-temporais, mantendo a teoria invariante.

Nessa perspectiva, o grupo SU(3) € de fundamental importancia para a analise da
cromodinamica, visto que ele esta associado as simetrias de cor e de sabor, que sao
propriedades importantes para as particulas presentes na interacao forte: os quarks
e os gluons. No caso da simetria de sabores, SU(3) dita o setor quarks leves com
apenas 3 sabored’ (5), sendo que estes quarks sdo definidos na representagao fun-
damental. Levando em consideracao que SU(3) apresenta 8 geradores 7,, sendo
a=1,...8, que sdo dadas pela representacao adjunta, cuja a algebra é melhor deta-
lhada no |Apendice Grupo SU(3).

5Os sabores sdo: down, up e strange.

17
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CAPITULO 3

TEORIA DE CAMPOS

As teorias de campos estao presentes em diversas areas da Fisica, que vao desde
a gravitacao até os estudos de particulas subatémicas. A interacao a distancia repre-
sentada por um campo comecgou com a teoria da gravitacao e ficou em evidéncia no
século XIX com a estruturagao da teoria eletromagnética (11). No século XX, com
o advento da mecanica quantica, surgiu a necessidade de compatibilizar essa nova
teoria com a relatividade dado que as velocidades das particulas subatdmicas podem
chegar a valores muito altos, proximos aos da luz. Com esse intuito de conciliar essas
duas ideias houve o surgimento da teoria quantica de campos (12).

Dentro da teoria de campos, o Eletromagnetismo se tornou muito bem estruturado
(13). Nesse sentindo, inspirado nele, para as interacoes fortes (QCD) foi estabelecida
uma fundamentada teoria que possibilitou entender como que ocorrem as relagoes
entre particulas elementares que sentem as interagoes fortes, como os quarks e os
glions, chamada de Cromodinamica.

Como normalmente as teorias de campos sao fundamentadas por meio do for-
malismo Lagrangiano, iremos aprofundar um pouco a cerca desse conceito nesse

capitulo.
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CAPITULO 3. TEORIA DE CAMPOS

3.1 Equacao de Euler-Lagrange

Sabemos que na mecanica classica a Lagrangiana pode ser escrita em termos das
coordenadas generalizadas ¢ (t), de suas respectivas velocidades ¢, (t) e também do
tempo. Para um sistema discreto, com particulas no espaco Euclidiano, a Lagrangiana
€ associada as suas componentes k, que representam seus graus de liberdade e
variam apenas por numeros inteiros. Para o caso continuo, a coordenada € associada
a cada ponto do espagoﬂ, tendo, portanto, infinitos graus de liberdade, que para o caso
unidimensional seria a coordenada x, sendo representada por: ¢, (t) ou por ¢(z,t). O
termo cinético é expresso por ¢.(t) = dyp(x,t). Para o caso de termos finitos ha
a Lagrangiana em termos de um somatorio das componentes k, ja para um sistema
continuo ela sera escrita na forma de uma integral no espaco de uma fungao chamada
de densidade de Lagrangiana £ E] Supomos que densidade de lagrangiana depende
das primeiras derivadas espaciais e temporais, de modo que a agao é expressa como
(10):

// dxdtﬁ(gp,a gf) (3.1)

Fazendo uma variacao da agao:

to x2
5S — 5/ / drdt € =0 (3.2)
t1 T
08 = / / dxdt 82 0L 0 ) =0 (3.3)
op Oy’

Estabelecendo a notagao:

Logo:

Calculando a integral para a segunda componente usando integral por partes:

/ / da:dt—&p /w1 x—&p / / dx dt— (8—2) dp (3.5)

"No caso de uma teoria de campos relativistica, um campo definido no espago-tempo tem infinitos
graus de liberdade, para todos os pontos dessas 4 dimensodes.

2A densidade de Lagrangiana é estabelecida de acordo com a relagdo com a Lagrangiana: L =
[ dx £. para um dimenséo e L = [ d3z £. para 3 dimensdes espaciais
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CAPITULO 3. TEORIA DE CAMPOS

Impondo que nos extremos as variagcoes das funcoes irao zeralﬂ, logo o resultado

//dmdt—égp— //ddt— <a_2>5 (3.6)

Fazendo um raciocinio analogo para o terceiro termo chega-se que:

f2 o 0 (0L
/ / dxdt—égp = /tl /JC1 dmdt% (8g0

) 5 (3.7)

sera:

Desse modo chegamos na variagao da acao dada por:

0 (0L 0 (0L
s [ [T (Ge-a () -m (3) e o

Dado que a variacao nos campos dp € arbitraria, chegamos na conclusao que o

termo dentro da integral deve ser nulo, resultando na equacgao de Euler-Lagrange (10):

0L 0 [0L 0 (0L
7 (5:) -~ (3) ¢ 9
E possivel fazer uma generalizagdo para 3 dimensdes na equacao (3.9), de modo
que:
8—2—2<8—g>—ﬁ %% ) =0 (3.10)
dp Ot \0¢p (V)

Podemos fazer uma generalizagao para a relatividade (esquematizada no

IAlguns aspectos sobre relatividade ), onde chegamos que no espago de Minkowski a

equacao (3.10) fica (14):
6—£—8u(8—2>=0 (3.11)

dyp 9(0,p)

Onde ja esta sendo estabelecida a convencao de Einstein, em que indices repe-

tidos representam um somatério (essa ideia sera feita ao longo de todo o trabalho).
No caso de quatro dimensdes, temos que as letras gregas variam de 0 a 3, sendo 0 a

componente temporal e 1, 2 e 3 as componentes espaciais (8).

3Semelhante ao problema de uma corda vibrante, onde seus extremos irdo estar fixos (10).

......



CAPITULO 4

TRANSFORMAGCOES DE GAUGE E
EQUACOES DE YANG-MILLS

As transformagdes de gauge sao de extremo interesse na fisica, tendo evidéncia
significativa quando foi aplicada ao eletromagnetismo, quando elas sao aplicadas pode
ocorrer o que é conhecido como invariancia de gauge[l} Nesse capitulo sera destacada
essa teoria de calibre, logo apds sera estabelecida a Lagrangiana, que quando apli-

cada na equacao de Euler-Lagrange, fornecera as equacoes de Yang-Mills.

4.1 Campo de gauge e derivada covariante

Ao tratar de uma teoria com férmions (os quarks), para que seja invariante de
gauge, deve existir campos de bésons vetoriais 4,. Onde sdo chamados de cam-

pos de gauge dados pelo somatério:
A, (z) = AZ(x)Ta (4.1)

Sendo T, os geradores do grupo, sendo 'a’ um indice interno de simetria de calibre

local de cor.

'Onde gauge é traduzido do inglés como calibre.
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CAPITULO 4. TRANSFORMAGOES DE GAUGE E EQUAGOES DE YANG-MILLS

A transformacao do campo é dada a seguir (12,(14):

A, - UA U — 0,U\Ut 4.2
" i (7

1
ig
Onde UT = U~!, sendo operadores unitériof] que sao dados por:

U= e—ia(:{:)afl"Z (43)

Nesse sentindo, € valido destacar uma derivada que é invariante sobre essa transformacgao

(1) (demonstrado no [Apéndice Transformacao de gauge). Desse modo, podemos de-

finir a derivada covariante D, como:

D, =9, —igA, (4.4)
I; 1 f

Quando sao aplicadas essas transformagdes e ha uma invariancia de alguma ex-
pressao sobre essas modificagdes nos campos ha o que sdao chamadas de simetrias
de gauge.

Com esses conceitos estabelecidos, vamos introduzir outra expressao importante

dentro da cromodinamica que € o tensor intensidade de campo .

4.2 Tensor intensidade de campo

Facamos uma transformacao finita de gauge em um caminho fechado C (12,/14):

g(C, A) = Peap ( i 7{0 d7 - ff(x)) (4.5)

Onde P é a orientagao do caminho.
Vamos analisar aqui para o caso de 2 dimensdes, mas que contém a parte es-
sencial do calculo e pode ser generalizado para 4 dimensdes. Desse modo, iremos

realizar uma expansao de até segunda ordem para essa exponencial (12):

g(C,A):Hﬂ‘]{

g dx - A(x) — j{b ]{Cl dxg - Ag(x)dxy - Ar(z) + O(1) (4.6)

2Sendo U o conjugado transposto de U.
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CAPITULO 4. TRANSFORMAGOES DE GAUGE E EQUAGOES DE YANG-MILLS

Para calcular a primeira integral de linha de caminho fechado foi utilizada a seguinte

trajetéria:

(-da/2, db/2) (da/2, db/2)
' (@0, bo) ‘
(-da/2, -db/2) (da/2, -db/2)

Figura 4.1: Caminho fechado orientado positivamente e centrado no ponto (ay, by).

Considerando esse percurso da figura[4.1] foi feita uma expansao:

db d
Alz) -dz = Aq <a0, by — 5) da + A, (ao n ;,bo) db —

—Aa (CL(), b() + %) da — Ab (CLO - d—;, bo) db (47)

Fazendo uso da expansao em série de Taylor até segunda ordem nos potenciais
Aa e Ay

1 1 1 1
(Ao + 5O Aedb)da + (Ay — 50a Apda)db — (A — 50, Aadb)da — (Ay + 50, Apda)dd (4.8)
Logo:
1 1 1 1
Auda + 50 Agdbda + Aydb — =0, Aydadb — Ayda + 50y Audbda — Aydb — =0, Aydadb (4.9)

Chegamos, portanto, em:
(OyAg — 0uAy)dbda (4.10)

Para a segunda integral, fazemos os seguintes caminhos fechados infinitesimal-

mente préximos:

......
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(-da'/2, db'/2) (da'/2, db'/2)

(ao’, bo")
(-da/2, db/2) .

A

¥
(da/2, db/2)

(-da'/2, -db'/2)

V¥V @b *{da'xz. -db’/2)

(-da/2, -db/2) (da/2, -db/2)

Figura 4.2: Dois caminhos fechados C) e C, orientados positivamente e centrados,

respectivamente, em (ag, by) € (ay, bj).

Levando em consideracao que as partes dos caminhos que sofrem interseccao

serdo desconsiderados por causa do ordenamento [f}, logo chegou-se que:

da’
P(Aa <a0, b() — %) da — Ab (CLQ — %, bg) db)(Ab/ (CL6 + 761’ bi)) db/ — (41 1)

dv’
—Al (ag, by + 7) da’)

Fazendo uma expansao em série de Taylor novamente:

1 1
P(Anda + %&,Aadbda — Aydb — 50, Aydadb) (AydV — S0 Ayda'dlf — (4.12)

1
—Aa/da’ + §8b/Aa/db/da')

Estabelecendo a relacao de ordenamento P, no qual coloca que havera uma associacao
de termos de acordo com a orientagao do caminho estabelecido na figura[4.2, em uma
relagcao semelhante a uma multiplicagao distributiva, sendo feita, nesse caso, da es-

guerda para a direita, chegamos na seguinte expressao para termos de até segunda

3Em especifico o ordenamento temporal, dado que ha coordenadas temporais, ndo podera haver
duas contribuigdes ao mesmo tempo.
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ordem:
AaAbfdadb' + AbAal dbda’ (41 3)

Da forma que os caminhos foram criados podemos considerar que eles foram dis-
tanciados por caminhos infinitesimalmente proximos, logo podemos fazer da — da’ €
db — db', pela relagao estabelecida na figura[4.1], o vetor area dadb é positivo de forma
que dadb = —dbdaﬂ portanto, a equacao pode ser escrita como:

(AyAq — Ay Ay)dbda (4.14)

Ao pegar os resultados da equacao eld.14;
g(C,A) =T+ {/ / dzodzy(OyAq — O Ay + i[ Ay, Ad)) | + O(1%) (4.15)
S

Temos, portanto, o fluxo de uma area, obtendo o que poderiamos colocar como
um teorema de Stokes generalizado (15), pois ao fazer a integragdo em caminhos
fechados foi possivel chegar em um rotacional com termos nao abelianos em uma
integral de area.

Generalizando para quatro dimensdes, dado que o0s eixos a e b sdo quaisquer
eixos perpendiculares, pode-se colocar que a = 1 € b = v, onde p e v variam de 0 a 3.

Portanto, chegamos que:

g@AﬁJ+ﬁ/é®%ﬂWﬂ—W#+Wﬂ#D+OW) (4.16)

Onde o termo dentro da integral de area pode ser reescalonado em termos de uma

constante de acoplamento (16):
A, — gA, (4.17)
Logo, podemos definir o tensor de forga para a cromodinamica (1):

Fr = QrAY — ¥ A" + ig[A¥, AY (4.18)

4Algo que n&o foi feito para a integral de apenas um caminho fechado, pois para calcula-1a ja foi
considerada a direcao da trajetéria, logo nao foi preciso fazer essa relagao.
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Levando em conta a relagao entre os geradores do grupo SU(3) que estabelecem
a seguinte condigdo: [T, T}] = i fapeTe-
E viavel escrever o tensor intensidade de campo em termos das constantes de

estrutura:

Fiv = 9RAY — 9" AP — g P Al AY (4.19)

4.3 Lagrangiana da cromodinamica classica

Com o uso do formalismo Lagrangiano conseguimos impor ja na Lagrangiana as
simetrias que o sistema fisico possa ter. Toda a teoria respeitara estas simetrias (com
algumas excegodes), como por exemplo: a invariancia de Lorentz e conservacoes de
cargas. Logo, iremos analisar a densidade de Lagrangiana para a Cromodinamica.

Tendo em vista o tensor intensidade de campo F),, para a Cromodinamica, pode-
mos construir a Lagrangiana®| £, de modo que utilizamos a densidade da Lagrangiana

de Yang-Mills (1), invariante sobre transformacao de gauge, dada por:
1
£YM == —iTT[FHVFHV] (420)

Ha uma segunda componente que € invariante sobre transformacdes relativisticas
que é o uso da densidade da Lagrangiana de Dirac (7), inspirada na Lagrangiana de

Dirac, pois tem acoplamento com campo de gauge de forma a ser invariante de gauge:

PEND, — m)i (4.21)

Sendo D, a derivada covariante, \* as matrizes de Dirac, m a massa dos quarks e

1y 0s spinor de Dirac. Logo chegamos em uma densidade de lagrangiana dada por:
£ = —%TT[FWF‘“’] +P(IND,, — m)i (4.22)

Onde ela é invariante sobre transformacdes de gauge nao abelianas ( |Apendice

[Transformagao de gauge).

SLagrangiana agora pode ser entendido como densidade de Lagrangiana.
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4.4 Equacoes de Yang-Mills

Utilizando a densidade de Lagrangiana para a cromodinamica em conjunto com a

equacao de Euler-Lagrange (3.11)), que pode ser colocada em termos dos campos de

0L 0L
7z, % (aa7) = 2

gauge A, (17):

Foi possivel chegar nas equacoes de movimentos para essas interacoes. Reali-

zando o calculo para cada componente da Lagrangiana, chegou-se que:
O, F" —iglA,, F*™] = igiy"y (4.24)

O termo do lado esquerdo da igualdade foi definido como densidade de corrente
fermionicaPl
JY = gy .

Chega-se, dessa maneira, nas equacoes de Yang-Mills com fontes (17):

0, F" —ig[A,, F") = J¥ (4.25)

Escrevendo por meio das constantes de estrutura:

0. FM" + gfabCAZFC“” =J7 (4.26)

4.5 Identidade de Jacobi

Podemos utilizar também a identidade de Jacobi estabelecida por meio da Algebra

de Lie escritas em termos da derivada covariante e do tensor intensidade de campo:
[D,, F**] + [D,, F**] + [D,, F*] = 0 (4.27)
Que usando a definicao da derivada covariante:

OuF" +0,F" +0,F" = ig([Ay, F) + [A,, P +[4,, ")) (4.28)

8Férmions s&o particulas que apresentam spin semi-inteiro.

27
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Escrevendo o comutador em termos das constantes de estrutura (16), o resultado

sera:

OuF? + O Ff" + 0,F = —g(fa AL FY + [ AVF + [o A FLY) (4.29)

Com o uso dessa expressao e da (4.26) chegamos em equacdes de movimento

que iremos utiliza-las no capitulo

......



CAPITULO 5

CROMODINAMICA

Sera analisado nesse capitulo alguns aspectos gerais da Cromodinamica, colo-
cando de maneira introdutéria os conceitos de cor e sabor e a aplicagao de campos

dentro das equacgdes de movimento.

5.1 Cores

Considerando o estudo das interagdes fortes, em 1964 Gell-Mann e George Zweig,
propuseram que particulas conhecidas como barions e mesdns, sdo constituidas de
elementos mais fundamentais que apresentavam spin 1/2 conhecidos como quarks
(18). Os barions, como, por exemplo, os néutrons e os prétons, apresentam 3 quark{]
no seu interior. Para obedecer o principio da exclusdo de Pauli, foram apresentadas
as cargas de cor. Onde existem 3 cores: azul (b), vermelho (r) e verde (g) (5), de
modo que ao juntar essas 3 cores havera a cor branceﬂ, que esta associada com o
confinamento de cor, onde até hoje nao foram achados quarks isolados na natureza,
apenas em conjunto.

Com base nessas ideias, é possivel estruturar essas cargas de cor por meio do

grupo SU(3) (16), que apresenta 8 geradores (|Apéndice Grupo SU(3)), onde T3 e Ty

'Ha hoje estudos apresentando a existéncia de particulas com mais de 3 quarks, como os penta-
quarks.

2Vale destacar que a escolha de nomes néo é associada ao significado das cores que usualmente
colocamos, mas uma analogia com as combinagdes.
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sdo diagonais e estabelecem a relagdo [73,75] = 0, de modo que as cargas serao

fundamentadas por meio das direcdes relacionadas a T3 e Tk:

1 (1. V3,
1 (1., V3,
9="7 (55 - -0 3) (5.2)
1 a8
b= __\/55 (5.3)

Onde §*® e §** denotam a diregdo que as cargas estarao (4).

Note que ao juntar as 3 cores a cor resultante sera igual a 0, ou seja, branco. Os
mésons sdao compostos de uma cor e anti-cor de modo que o valor resultante sera o
branco (19).

Ha também particulas mediadoras dessas interagdes fortes: os gluons, que apre-

sentam spin 1ff| Essa particula carrega sempre uma carga de cor e uma de anti-cor.

5.2 Sabores

Outra propriedade importante dos quarks que € valido destacar de forma breve é
a quantidade conhecida como saboﬂ apresentando 6 sabores: up, down, strange,
charm, bottom e top (9).

Essas caracteristicas possibilitam analisar interessantes simetrias associadas a
elas. O grupo SU(3), esta relacionado a simetria de cor e de sabor, onde a simetria
de sabor para quarks leves esta associada com os 3 sabores: up, down e strange,
conhecida como representacdo fundamental. E valido destacar que os gltions nédo
apresentam sabores.

Tendo isso em vista, podemos analisar os campos presentes na cromodinamica.

3Por terem essas caracteristica podem ser chamados de bésons.
“Da mesma forma que a cor, 0 sabor ndo tem o significado que usamos no cotidiano.
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5.3 Campos da cromodinamica

Vamos utilizar nesse capitulo as definicoes de campos analogos ao que seriam 0s

elétricos e magnéticos para a cromodinamica (20):

E. =F" (5.4)
i 1 i 1k
B(l — _§€ijCL (5-5)

Onde ¢ é o simbolo de Levi-Cevita (8). Podemos abrir os tensores F* presentes

nas equagdes, de modo que para o campo E, temos:

E, = 0'A} — " Al — g [ Ay A, (5.6)

Onde ao analisar o|Apendice Alguns aspectos sobre a relatividadel é possivel ver

que & = (0, —V), logo:
E,=—VA) = "4 — gfr YA (5.7)
Fazendo uma comparagao com o campo elétrico em termos dos potenciais:
E=—-VA" - 9°A (5.8)

Vemos que ha apenas uma leve diferenga entre os dois campos, sendo que (5.7)
€ mais generalizado que (5.8) por apresentar termos nao abelianos. Logo, iremos
chamar a expressao da equagao (5.7) como campo cromo-elétrico.

Ja para o caso magnético (equacao (5.5) podemos analisar o campo para o indice

1
By = —5(FF = ) (5.9)
1
By = —5(0PA} — 0P AL — g[S AT = 0P AT+ O AL + gfi*AJAT) (5.10)
B, = AL — OPAG + (9 AL AT — 92 ApAY) (5.11)

Logo, se fizermos para os outros indices correspondentes as componente espaci-
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ais i=2 e 3. Chegamos em uma equagao para 0 campo cromo-magnético dada por
(21):

B, =V x Ay 4 gf* A4, x A, (5.12)

Que também difere para o caso eletromagnético, cujo o campo € descrito por:
B=VxA (5.13)

Logo, a diferenga entre (5.12) e (5.13) sao as componentes ndo abelianas relacio-
nadas com a constante de estrutura fb.
Com os campos cromo-elétricos e cromo-magnéticos estabelecidos, é possivel

associar cada componente espacial ao tensor F*:

El=F" E:=F* E=F¥ (5.14)

Bl—F® pB—p8 pi_p (5.15)

Onde a representacao matricial do tensor pode ser colocada como:

0 -E! —E? —pB?
El 0 -B B
FTe = (5.16)

B B 0 -B
E® —B> B! 0

a a

Que é analogo a representacao matricial do tensor intensidade de campo para o

caso eletromagnético (13).

5.4 Equacoes em termos dos campos cromo-elétricos

e cromo-magnéticos

Estabelecidos os campos cromo-elétricos e cromo-magnéticos, conseguimos as-

socia-los as equagoes de Yang-Mills (4.25). Analisando as equagdes para v = 0 e
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abrindo o somatorio para o indice ., obtemos:

OEF," + 0oF" + 05F) = J) — g([CAVE + [P ASFE + [2° AR ) (5.17)

Fazendo as relagoes entre o tensor F),, € 0 campo E (equacdes h chega-se:

(V- E)y=J° — g(frAE,) (5.18)

Ao fazer da mesma forma fixando agora v = 1:
QF, + 0oF} + 05y = Jy — g(fAGE! + fEAVFN + fEASF2 + fPASEYY) (5.19)

—O0Ey + 0B — 03B = J) — g(— flASE} + frrALBE — fieAlB?) (5.20)

Percebe-se que o termo acima seria a componente 1 da equacgao:

V x B, — 0E, = J, — g(f* A, x B, — f*AE,)

(5.21)

Utilizando ainda os campos cromo-elétrico e cromo-magnético, podemos relaciona-
los a identidade de Jacobi (equacgao (4.27)).

Levando em conta a equagao e fixando os seguintes indices:
p=3,v=2epn=1
O E? + 0o FF + 03F = —gfre(AYF2 4+ ASES + ALER) (5.22)

Estabelecendo as relagbes das equagdes [5.15| resultando em:

(V- B)y=—gf*A,- B, (5.23)

Do mesmo modo, abrindo a equacao (4.29) por meio de outros indices:
p=0,v=2epn=1
Logo:

OF + OuFY' + 02 = gl ALF + U ALFY + f ALY
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OuE} ~ OuE) + 0B} = —gl [ AL — S ALE] + fi ALY

Nesse caso, constata-se que esse termo seria a componente 3 da expressao:

V X E, + 0By = —g(f*AB, + f*A, x E,) (5.24)

Note que as equagdes (5.18), (6.21), (5.23) e (5.24) sdo muito semelhantes as

equacodes de Maxwell para o eletromagnetismo, porém ha o acréscimo de termos que

nao comutam, o que poderia dizer que essas sao as equacoes de Maxwell generali-

zadas para o caso nao abeliano.

5.4.1 Potenciais

Com a deducgao dessas equagdes, € possivel substituir os valores dos campos

cromo-elétrico e cromo-magnético em termos dos potenciais (equacdes (5.7) e (5.12))

e substitui-los nas equacodes |5.18, [5.21], [5.23| e [5.24| € possivel chegar em quatro

relacoes apenas em termos dos campos A e A.

Desse modo, teremos, portanto:
e Para a equacao (5.18):

OA,
ot

V240 + %(ﬁ cAL) + G fabe ((ﬁ CANAY — A,

) — 8 fuve frae Ay - AgAL = —J0 (5.25)

¢ Para a equacao (5.21):

1o . T o
+ g fabe <§V X (Ap x Ae) — Ay x V X A+ E(AbAO) (5.26)

d /T — 1 — — — —
‘f‘A(gVAg + AO&> + ggfabcfcde (AgAdAS — §Ab X Ad X Ae) = Ja

e Para a equacao (5.23):

gfabc<§ X A’b : 14’(: - 314}) ' 6 X 14)0 - g2fcdegb : (gd X ge)) =0 (527)
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e Para a equacao (5.24):

el % (Ao AY) 4 Ay x A 4 A, x e _ 9 (A,, x A,

% 5 )—%§x&— (5.28)

— — 1 — —
_gfcde(Ab X AdA(e) + §A2Ad X Ae)) =0
Chegando, portanto em equagdes que podem ser analisadas em termos apenas

dos potenciais, conseguindo achar possiveis solucoes para determinadas configuracoes

de cargas de cor.
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MONOPOLO

A existéncia de monopolos magnéticos é até os dias de hoje um conceito importante
dentro da fisica tedrica, embora ainda ndo haja resultados experimentais comprovando
essa hipotese. Em 1931, Paul Dirac estruturou a ideia de monopolo magnético por
meio da quantizagdo do campo eletromagnético (22). Iremos analisar nesse capitulo
o conceito de monopolo magnético e logo depois as suas possiveis aplicagdes para a
cromodinamica. Desse modo vamos comecgar com a ideia conhecida como corda de

Dirac.

6.1 Corda de Dirac

A corda de Dirac pode ser idealizada como um solenoide extremamente fino e semi-
infinito onde uma extremidade tenderia ao infinito e a outra estaria conectada a um

monopolo (23), como representado na seguinte figura:
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Figura 6.1: Monopolo com a corda de Dirac.

Com base nessa ideia, para compreendermos melhor como que podemos inter-
pretar matematicamente e fisicamente a corda de Dirac, podemos fundamentar como
colocado na referéncia (23) onde utilizamos um campo relacionado ao potencial vetor
A denotado por B4, como campo magnético Beo representado pela corda de Dirac
(Bc) na figural6.1][] onde é possivel escrever:

éAzﬁx/T:§+§C (61)

Considerando o fluxo magnético:
¢ = 7{ (B + Be) - hdS (6.2)

S

Sendo 7 a diregao normal ao vetor area.

Pode-se definir B~ como:
Be = —47¢,,0(2)0(2)8(y)n (6.3)

Sendo 4(z) a fungao degrau (9), d(x) e §(y) como as fungdes deltas de Dirac € ¢,,
a carga magnética.

Com base nisso, o fluxo ficara:

o= 7{(/? + EC) -ndS = 4rqy, — 47¢,0(0) =0 (6.4)
s

'Essa imagem foi feita por meio das duas figuras em (24).
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CAPITULO 6. MONOPOLO

Sendo B4 um campo que esta na direcao radial, logo é possivel fazer algumas
consideracdes a cerca do potencial A, dado que ha uma relacdo com um produto
vetorial (equagao (6.1)):

e O campo A depende do angulo ¢ e aponta na direcao de ¢ que esta em funcao
de x e y, de modo que ¢(z,y).

Levando essas ideias em consideracao, podemos escrever o potencial vetor como:
A=0(0)Vo(r,y) (6.5)

Levando em consideracao as coordenadas esféricas:

Figura 6.2: Sistema de coordenadas esféricas.
Analisando a figura percebemos que:
¢ = arctag (Q) (6.6)
T
Calculando o gradiente:

- z? y x? 1
S (N [ VY (RN 7
Ve <w2+y2) 2 (x2+y2> z’ ©7)

2Obtida por meio da referéncia (25).
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CAPITULO 6. MONOPOLO

Logo:
— _ y " €T “
V¢ ($2+y2) T+ ($2+y2> Y (6.8)
Tendo em vista que x e y podem ser escritos como (26)
x = rsenflcos¢ (6.9)
y = rsenflseng (6.10)
Chegamos que:
Vo — (20N 4 (052 (6.11)
rsent rsent
Utilizando os valores dos vetores unitarios temos:
& = senfcosd 7 + cosbeosp 0 — seng ¢ (6.12)
(6.13)

y = senflseng © + cosfseng 0+ cos¢p g%
De modo que os valores relacionados & 7 e 6 irdo se anular sobrando apenas o

termo:
(6.14)

<l
-
Il

rsend

Fazendo um ansatz para ©(0):
(6.15)

O(0) = ¢n(1 — cosh)
Onde é possivel chegar no potencial vetor do monopolo de Dirac (23):

Gm(1 — cosb) - (6.16)

r senf

—

A singularidade presente em ¢ = 7 pode ser entendida como uma corda de Dirac

que se estende ao longo da parte negativa do eixo z.
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CAPITULO 6. MONOPOLO

Com esse potencial podemos calcular o rotacional em coordenadas esféricas:

L. 1— 1 1—
JE N 1 8, (qm senf( 0050>>f—(;3r (rqm( 0059)))7g 6.17)

r senf r senf

Ba=dmp (6.18)

ApoOs essa breve introducao a esse conceito, € valido destacar que o monopolo de

Dirac ainda tem muitas aplicagdes dentro da fisica teérica (27).

6.2 Monopolo de Schwinger

Tendo em vista 0 monopolo de Dirac é possivel construir outro vetor potencial, con-
siderando uma transformacao de gauge como na equacao (4.2) para 3 dimensdes

onde o elemento do grupo U = ¢¥%* com \ = ¢:

S 1 - ~
A/ _ ezgqm¢A e—”LQde) . ._(vezgqmd))e—lngzd) (61 9)
tg
e 20

Onde pela equacao (6.14) e (6.16) temos:

- —Qm cost -
ASCh Y

r send

(6.21)

Conhecido como o0 monopolo de Schwinger (28), que calculando B :

. - . 0
Bi=VxAe—1 9, ( 4 030 Sem) P (lar (TM» P (6.22)

r senf r r senf
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Logo:

By =1 (6.23)

6.3 Conexoes com a cromodinamica

Um dos maiores problemas que permeia a cromodinamica atualmente esta no con-
finamento de cor. Quarks nunca foram achados sozinhos, apenas em estados confi-
nados uns com 0s outros, ou seja, apenas as cores brancas sao achadas na natureza.
Esse assunto ainda é um problema em aberto na fisica de particulas.

Nessa perspectiva, ha algumas propostas e tentativas de explicar o confinamento,
dentre uma delas estaria associada ao que seria considerado como monopolo cromo-
magnético (29).

Logo, podemos esperar que monopolos magnéticos de cor tenham contribuicdes

para dindmica e mecanismos na QCD como o de confinamento.
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CAPITULO 7

SOLUCOES

Ao considerar 0 espaco interno de cor, vamos analisar solugoes para as equacoes
diferenciais da subse¢ao [5.4.1]

7.1 Analise das componentes do campo de calibre no

espaco interno de cores

Podemos fazer uma escolha ou selecao de componentes de campos de modo que
0s potencias vetoriais ficam na direcao 3 e 8 e 0s potenciais escalares nas direcoes 1,
2,4,5,6 e7. Nesse momento, € valido destacar os subgrupos SU(2) em SU(3), onde
os indices 1 e 2 estao relacionados com o subgrupo I-spin, para 4 e 5 o subgrupo
V-spin e 6 e 7 0 subgrupo U-spin (5).

Como dito anteriormente, os indices 3 e 8 sao as Unicas que sao diagonais das

matrizes de Gell-Mann (ver Apéndice [Apéndice do Grupo SU(3), seus autovalores

estao associados com quantidades que se conservam na cromodinamica, que sao o
isospin e a hipercarga, eles estabelecem a relacédo [T3, 73] = 0, essas associagoes as
diferem dos outros indices que pertencem aos subgrupos de SU(3) (4).
Logo, fizemos a seguinte suposicao com relacao aos campos escalares e potenci-
ais:
Ao (Fot) = —i(0us A3(F, 1) + 63 A5 (7, 1)) (7.1)
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ANF ) = =i Y 0o AY(F 1) (7.2)

J#3,8

7.2 Equacoes dos subgrupos

Levando em consideragcao esses alinhamentos no espaco interno e os subgrupos
de SU(2), utilizando as constantes de estrutura nas equacdes em termos dos po-

tenciais da subsecéao [5.4.1, analisando também os seus valores como colocado no

IApendice do Grupo SU(3). Consideramos que para a equagao referente a densidade

de carga de cor os campos variam no tempo e que para a expressao referente a den-
sidade de corrente os campos irdo ser estaticos de forma que a corrente sera estatica
com relagao ao tempe utilizando a fixagdo do gauge de Coulomb V- A = 0 é possivel
chegar nas seguintes expressoes.

el — spin

Para A9, # 0 e Ay5 # O:

VAL, + A(As - A3AY ) = — 7, (7.3)
—V2 A5 + g(—AIVA? + AWV AY) + ¢?(AJA45A% + AV A3 A9) = J; (7.4)
V24, = —Jg (7.5)

e V — spin
Para Aj; #0e Agg # 0

1 - - V3. - 1 - - V3. -
V2A2,5—92(—1A8-A8A2,5—TAg-AgAgﬁ—ZAg-AgAgﬁ—TAg-AgAgﬁ) = —Jf’5 (7.6)

V3
4
ASAGAY) = T

- 1 = 1 = 1 -
—V2A; + g(§A2VAg — 5AgVAZ) + 92(1A2A3A2 +
V3

4

AYALAY + (7.7)

1 -
+ZAgA3A§ +

'Semelhante a magnetostatica no eletromagnetismo.
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K V3 0a V3 e 3 07 V3 o
—V2A4g + g(TAZVAg — 7AgVAS) + gQ(ZAZASAZ + TAZAgAZ + (7.8)
3 o V3 o - -
e U — spin

Para A3, #0e Agg # 0:

\/§ - - 1 - ud ]_ - — \/§ — —
V2A277 — gZ(TAg, . AgAg7 — ZAg . A3Ag,7 — ZAS ~A8A877 + TAS ~A3Agy7) = —Jg7 (7.9)

— 1 - ]_ = 1 - \/g e
—V? A5 + g(—§AgVA$ - §A2VA2) - gz(ZAgAgAg — TAgASAg + (7.10)
1, - V3 - ;
+1A$A3A$ - TA?ASA(;) = Js
T V3 a0, V3 40e 3 07 V3 oz
~V2A4s + g(—TA‘;VAg + 7Agwﬁ) + 92(1A$A8A$ —~ TA(;AgAs +  (7.11)
3 0% V3 - -
+Z—1A8A8A2 - TAgA?,Ag) = Js

Chegando, portanto, nas equagdes para cada subgrupo Pl Os indices colocados
para os potenciais escalares como, por exemplo, no caso AY ,, sdo para mostrar que

as equacoes tanto para A9 quanto para A sdo iguais.
1 2

7.2.1 Simetrias entre as equacoes dos subgrupos

Ao analisar as equagoes podemos ver que as expressoes para cada subgrupo sao
semelhantes, de forma que se resolvermos para um subgrupo, as solugoes para 0s
outros serao equivalentes.

As equacdes para cada subgrupo sao simétricas.

2As outras equagdes que ndo estdo relacionadas com as densidades de carga e corrente de cor,
levando em consideragao essa configuragao, levam a vinculos triviais, como, por exemplo, J; = 0.
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Considerando a matriz de rotacao:

A 3 cos —senb /Tg
| = ~ (7.12)
Alg senfl  cosf Ag

Logo, percebemos que ha um angulo associado com cada rotacao, fazendo uma

relacdo de simetria e equivaléncia para cada equacao de cada subgrupo. Para as
equagoes com Jy:

e Entre o I-spin para V-spin:

0 =57/3 (7.13)

e Entre o I-spin para U-spin:

0 = 4r/3 (7.14)

Para as equacoes com J:

e Entre 0 V-spin para I-spin:
719

e Entre o U-spin para I-spin:

0 =57/3 (7.16)

7.2.2 Solucoes para o subgrupo I-spin

Vamos analisar o subgrupo I-spin. Fazendo a consideracéo de que: A9 = + A9 (30),
as equacoes (7.3), (7.4) e (7.5) ficarao:

V2A) + g2 (A5 - A3 AY) = —J} (7.17)
—V2 A5+ 267 (A%)2 A5 = Jy (7.18)
—V2 A5 = Jg (7.19)

Abrindo a equacao (7.18) em coordenadas esféricas (31):
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e Para componente r sera:

1
A, + 20,4, — 2—’47“ + iGZAr CowaeA L3 (7.20)
" r o r2sen20 ¢
2 200t9 2
S0 Ag — S5 A — 0, Ay + 207 (A Ay = g
e Para a componente 6:
Ap to 1
92 Ay + 8 Ag— 5o e + a,,Ae =0 A+ 0 A + (7.21)

200t9
+p<%f4r o 00 Ao + 207 (A3)* Agy = Jog

e Para a componente ¢:

Ay cotf 1

2
A+ 0y — bt 89A¢+ O B0y + 02 A, + (7.22)
2 200259 0\2
+m8¢f1r + 3 95¢Ae + 297 (A9)* Ays = Jus

Se considerar o potencial vetor relacionado com o monopolo magnético:

- - —Qm coSO -

Az = Aser, = (7.23)

r sent

Desse modo, apenas a componente ¢ do laplaciano vetor nao ira se anular. Ao cal-
cular a parte do laplaciano da equacao (7.22), iremos ver que ela ira zerar. Sobrando

apenas o termo:

—Jya T tanb 1/2
A0 — (o3 T 7.24
1 ( o ) (7.24)

Analisando essa equacgao, podemos ver os dominios do angulo # em que A9 nao
sera complexo, mas podemos também analisar as equacées com base em um ansatz

e achar os valores dos potenciais e das densidades de corrente e de carga de cor.
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7.2.3 Ansatz a cerca da densidade de corrente

Analisando (7.3) em coordenadas esféricas (26).

1 1 .,
7287"(7"28”41)) + O (senfop AV + m@iflg + g?A2AY = ) (7.25)

r? senf

Iremos fazer um ansatz tal que:

F cos(0)

r3

Ty = — (7.26)

Sendo que J,; tem uma singularidade na origem e onde F é uma constante de tal
modo que mantém as unidades de medida para a densidade de corrente, a equacao
(/.24), agora pode ser escrita como:

1/2
A0 1 (F sen@) 7.27)

:g_r 2Gm

Notamos a dependéncia com relagao a 1/r, tipico de muitos potenciais escalares,
ha também uma relagdo associada a carga de monopolo cromo-magnético (1/./q)-
Fazendo essa substituicdo em (7.24) e colocando em (7.25) teremos:

7= Fsenf [6 + 2c0s*0 + (4g%q2, — 1)cotan®0)] (7.28)
2 gm dgr

Vemos que a densidade de carga se comporta de forma semelhante ao potencial

escalar em alguns aspectos, uma delas é que ele é proporcional a 1/r e v/F. E valido
destacar que por essas consideragoes, todas as fungdes apresentam um comporta-
mento proporcional a 1/r.

Esse caso de ansatz € para mostrar certas relagdes que as equacdes dependentes
das densidades de corrente e de carga podem fornecer. Calculos mais profundos po-
dem ser feitos considerando apenas 0 monopolo abeliano, considerando, por exemplo,

funcao de Green para solugao dessas equagdes nao homogéneas (11).
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7.2.4 Analise para o potencial A

Para o caso da equacao (7.19) temos uma equacao de Poisson vetorial, de forma
gue se desconsiderarmos a densidade de corrente e fizermos a suposicao de simetria
azimutal:

Ag = A(r,0)¢ (7.29)
Logo a equacao (7.5) ficara homogénea:

Ay cotf 1 2 2cotd

2
87?A¢—|—;8TA¢ 2een?d 7’266A¢+ 89A¢+ 96¢A¢+ G- 08 A +7°28 68¢A9 =0

(7.30)

Usando o método de separagao de variaveis:
Ag = R(r)©(0)¢ (7.31)

Logo:

r20?R + 2r0,R — R =0 (7.32)
970 + cotaghoy =0 (7.33)

Onde pelo método de separacao de variaveis:
n+p=0 (7.34)

Esse problema ja foi resolvido pela referéncia (16), mas ainda é valido destaca-lo
nesse trabalho como forma de resolugao para a uUnica equacao que nao estabelece

vinculos com as outras duas ((7.3) e (7.4)).

Para a temos que:
R(r) = Ar® (7.35)
Onde a ficara:
a®+a—Ci=0 (7.36)
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Resolvendo a equacgao de segundo grau, « fornecera dois valores resultando:

_14VIT4B —1-/1¥48
2

R(r) = Ar +Br— 2 (7.37)

Onde 1 + 44 > 0 para nao ser complexa, por questoes fisicas para nao existir um
potencial com dependéncia em r > 0, e sim que haja uma singularidade em r=0, logo
A=0.

Para a parte angular podemos fazer:

cost = u (7.38)

Logo:

d dud d d
_——= —— = — - = — 2
0= 0 du Sened 1—u T (7.39)

Do mesmo modo:

d2

2 1= 2
& _dud (el owlmwd i evi—e . (7.40)
dg?  df du du V1 —1u2 du du?
d? d d?
— =u—+ (1 —-u¥)— 7.41
g~ T ) g (741)
Chegamos, portanto na seguinte equacao diferencial:
1
(1 —u?)0*0 — 2u?0,0 + (—77 1 u2) ©=0 (7.42)
Onde —n = I(I + 1)} logo & possivel relaciona-las com as fungées associadas de
Legendre:
_ pl —(1_ 2\1/2
© = P, (cost) = (1 — cos“0) dCOSQB(COSQ) (7.43)

3De modo que pela relagdo da (7.34) 5 = I(1 + 1).
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De modo que a solugao para a equacao diferencial sera:

EBIBT7

1—/1+48

2

d
1 — cos20)1/2
(1 — cos*0) y

COoSs

~

QB(COSQ)Qb

(7.44)

Nesse caso o potencial As tem dependéncia proporcional a 1/r" sendo n qualquer

numero, vale lembrar também que para o caso mais generalizado se nao houvesse

simetria azimutal seria necessario o uso de harmonicos esféricos.
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CAPITULO 8

CONCLUSAO

Utilizando os conceitos de teorias de grupos, formalismo tensorial, simetria de
gauge e ideias da teoria de Yang Mills para N, = 3, foi possivel fazer andlises a cerca
dessas ideias para a Cromodinamica.

Com o uso das definicdes dos campos cromo-elétricos e cromo-magnéticos em
termos dos seus potenciais foi possivel chegar em equagodes diferenciais nao abeli-
anas. Estabelecendo certas escolhas do setor das componentes do campo A, que
0S campos poderiam seguir ao analisar as componentes do espaco interno de cor,
fomos capazes de simplificar as equacoes para o subgrupo I-spin, foram analisados
os campos: A% = +A49, A, e As.

A solugdo analitica para o potencial vetor A; que ndo proporcionava vinculos foi
feita desconsiderando a densidade de corrente. As solucdes para as outras equacoes
foram analisadas considerando potencial vetor A5 dado pelo monopolo cromo-magnético
de Schwinger. Dessa forma, usando também consideracoes a cerca de como a densi-
dade de corrente poderia se comportar, foi possivel obter o comportamento da densi-
dade de carga. Uma equacao diferencial geral para a densidade de corrente foi obtida
e uma solugao foi proposta supondo uma configuragao de corrente. Solugbes mais
gerais e com motivacoes fisicas especificas, poderao ser investigadas em trabalhos

futuros.
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APENDICES

Alguns aspectos sobre relatividade

Ao fazer uma conexao com a relatividade, devemos considerar a quantidade invariante

sob a transformacao de Lorentz:

2,2 2 2 .2 _ .2 2 2 2
ctt—x] —x5, — x5 =25 — 2] — x5 — T (8.1)

Um espago quadridimensional com essa métrica é denominado como espago de

Minkowski (13), cujo o tensor métrico associado é:

1 0 0 0
o lo=1 0 0
0 0 0 -1

Com o uso desse tensor métrico, é possivel fazer uma relagao entre indices contra-
variante e covariantes, de modo que: z* = (zy, %), onde baseado na notacao tensorial
e utilizando a convencao de Einstein para somatorio ﬂ chegamos que: =, = 2g,, =
(z0, —7), onde a métrica quadrivetorial é fundamentada por: z#z, = g, z"z" = x3 — 7.

Com essas ideias estabelecidas em torno dos quadrivetores, pode-se colocar o

'Essa convengéo sera utilizada ao longo de todo o trabalho
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gradiente em 4 dimensdes como:

-

O = (8, —V) (8.3)

Onde a derivada covariante fica:

-

9, = (00, V) (8.4)

Comparando com a equacao (3.10) chega-se na equacao de Euler-Lagrange es-

crita em termos da notacao tensorial:

Grupo SU(3)

Analisando o grupo SU(3) que é de fundamental importancia para a analise da
cromodinamica, visto que ele esta associado as simetrias de cor e de sabor. Levando
em consideracao que SU(3) (5) apresenta 8 geradores T,, sendo a=1,...8, eles sao

dados por meio das matrizes de Gell-Mann:

100 0 —i 0 1 0 0
A=1|0 10 X=1]i 0 0 X=]0 =1 0
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000
AM=100 0| X=]00 0 =0 0 1 (8.6)
100 i 0 0 010
00 0 1 0 0
M=100 —i| =701 0
0 i 0 00 —2
Onde:
A
Ta:_a 87
5 (8.7)
IF
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Vamos pegar os Unicos geradores diagonais 73 e Ty que estabelecem a relagao
(T3, T3] = 0. E possivel notar que para T; os seus autovalores correspondem as duas
quantidades permitidas de isospin, ja para Tz ha uma ralagao com os valores de hi-
percarga.

Vale ressaltar que os geradores estabelecem a relacao dada por (2.14), onde as
suas constantes de estrutura sao:

fio3 =1, fur = 3, fis6 = —
1 1
f246 = §7f257 = §>f345 =

Jae7 = _%f458 = %g,fms =3

N =

9

: (8.8)

5 T
w

Ha também a relacao de indices com o espaco interno de cor, que esta ligado
diretamente com a algebra de Lie associada ao grupo SU(3). Desse modo, iremos
trabalhar também com os indices a,b e ¢ vinculados aos termos das constantes de
estrutura (16).

Como dito anteriormente, adotando a convencao de Einstein, os indices de Lo-
rentz apresentam um somatdrio com a contragdo de indices covariantes com con-

travariantes, ou seja: ZA“A,L = A"A,, havendo, portanto, uma associacdo direta

17
com a métrica do espaco. Ja para os indices a, b e ¢ 0 somatério pode ser escrito
comozz A A, = A A,
a

Transformacao de gauge

Tensor intensidade de campo

Levando em conta o tensor de forca:
F,., =0,A, —0,A, +ig(A,A, —AA,) (8.9)

Fazendo a transformacao de gauge no tensor temos (7):

e Para os termos 0, A, — 0, A,:

1
0,4, —0,A, — 0,(UA U — %(@U)U‘l) - 0,(UA U — E(GHU)U‘I) (8.10)
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De modo que:

1
ig
0,0)0,U " -0,UA U -UJAU - (8.11)

0, A, — 0,A, — 0 UA U +UD,A U +UA0U " — —(3,0,U)U" —
b
ig

1 1
~UA,0,U " + g(@ﬁMU)U‘l + —g(@MU)(é?yU_l)

v l

Logo:

0,4, —0,A, - U,AU T —UJAU ' +0,UAUT +UA0U " —9,UA U (8.12)
1
~UA,8,U " + p [—(0,U0)(0,U ") + (0,U0)(0,U )]

e Para os termos ig(A4,A4, — A,A,):

i9(AA, = AA) > ilUADT = QU AU — @0V~ 619)
a1 ~1 1 ~1
AU = Z@QUUTAU = Z@,0U7)] @14

Fazendo essas relacoes chega-se que:

. _ o1 _ _
ig(A,A, — A A,) — igU[A,, AU — p [((0,U0)(0,U ") = (0,U)(8,U")] — (8.15)
—(0UA U +UAQ U —0,UA U —UADU

Onde somando as equacoes chega-se que:
0,A, — 0, A, +iglAu, A)) = U(0,A, — 0,A) U +igU[A,, A JU! (8.16)

Chegamos, portanto que a transformagao de F),, sera: F,, — UF,,U~'. Utilizando

a seguinte relagao por meio do trago:
Tr(F,,F*™] — Tr[UF, U "UF*" U = Tr[F,, F"] (8.17)

Utilizando a propriedade ciclica do trago, que diz que a permutagao entre os termos
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ndo ira afetar no resultado do trago, ou seja, Tr(ABC) = Tr(CAB) = Tr(BCA), sendo

A, B e C matrizes. Logo chegamos que a seguinte componente € invariante de gauge:

1
Lyar = =5 Tr{Fu ™

Sendo £y, a densidade de lagrangiana de Yang-Mills.

Derivada covariante

e Para a derivada covariante:
Dyp = 0,0 — igAyib
Onde a transformagao para o campo v é:
V' = Uy
Logo, levando as transformacoes desse campo do potencial A,:

0 —igA — 0,(Uy) —ig(UAU Uy — %(aHU)U—lep)

O —igA — 0,U¢ + Udb —ig(UA U UY) + (8,U) U U)
Logo:
o —igA — 0,U + U — ig(UAW) — 0,Uy
Portanto, chegamos que a transformacao de gauge ficara:

o —igA — U0, —igA, )Y

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

Desse modo, D, se transforma como: D,, = U(9,y —igA,)y. Segue que a compo-

llllll
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nente invariante de gauge sera dada por:

Gi(IN DY — §iym); = iU (U (9, — igAu) )Yy = (iD= dym);  (8.25)
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