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Resumo

Conjuntos dominantes localizadores em algu-
mas subclasses de grafos split . 2024. 59  f.  Trabalho  de  Conclusão de Curso
(Bacharelado em Ciência da Computação)  - Instituto de Informática (INF), Uni-

Um conjunto dominante de um grafo G é um subconjunto S ⊆V (G) tal que todo vértice
que não pertence a S é adjacente a pelo menos um vértice que pertence a S. Um conjunto
dominante localizador de um grafo G é um subconjunto L⊆V (G) tal que L é um conjunto
dominante e, para todo par de vértices u,v que não pertencem a L, N(u)∩L ̸= N(v)∩L,
onde N(u) e N(v) são os vértices adjacentes a u e a v, respectivamente. Um grafo
split é um grafo G cujo conjunto de vértices V (G) pode ser particionado em dois
subconjuntos Q e S tais que Q é uma clique e S é um conjunto independente. Neste
trabalho, foi construída uma proposição para simplificar grafos split que possuem vértices
mutuamente gêmeos, transformando-os em grafos com menos gêmeos e reduzindo a
cardinalidade mínima do conjunto dominante localizador em uma unidade a cada vértice
removido. Ademais, foram apresentadas fórmulas fechadas para a cardinalidade mínima
de conjuntos dominantes localizadores em grafos split completos e grafos split corona.

Palavras–chave

Teoria dos grafos, Conjuntos dominantes, Conjuntos dominantes localizadores,
Grafos split.

BELO, Pedro Augusto Serafim.

versidade Federal de Goiás, Goiânia, 2024.



Abstract

Locating-dominating sets in some subclasses
of split graphs. 2024. 59 f.  Trabalho de Conclusão de Curso (Bacharelado  em
Ciência da Computação) - Instituto de Informática, Universidade Federal de Goiás,

A dominating set of a graph G is a subset S ⊆ V (G) such that every vertex not in S

is adjacent to at least one vertex in S. A locating-dominating set of a graph G is a
subset L ⊆ V (G) such that L is a dominating set and, for every pair of vertices u,v not
in L, N(u)∩ L ̸= N(v)∩ L, where N(u) and N(v) are the vertices adjacent to u and v,
respectively. A split graph is a graph G whose vertex set V (G) can be partitioned in
two subsets Q and S such that Q is a clique and S is an independent set. In this work,
a proposition was constructed to simplify split graphs that have mutually twin vertices,
transforming them into graphs with fewer twins and reducing the minimum cardinality
of the locating-dominating set by one unit for each removed vertex. Furthermore, closed
formulas for the minimum cardinality of locating-dominating sets in complete split graphs
and split corona graphs were presented.

Keywords

Graph theory, Dominating sets, Locating-dominating sets, Split graphs.

BELO, Pedro Augusto Serafim.

Goiânia, 2024.
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CAPÍTULO 1
Introdução

Durante o século XVIII, na antiga cidade prussiana de Königsberg, atual Kali-
ningrado, na Rússia, tornou-se conhecido um quebra-cabeça envolvendo sete pontes que
atravessavam o Rio Prególia, localizado na cidade. A ideia do quebra-cabeça era deter-
minar se um cidadão poderia caminhar pela cidade, passando por cada uma das pontes
exatamente uma vez, sem repetir uma ponte.

Esse problema tornou-se parte do imaginário popular do local, e durante algum
tempo ninguém obteve uma resposta para ele. Na Figura 1.1, há um mapa da cidade de
Königsberg onde é possível visualizar as sete pontes que atravessam o rio.

Figura 1.1: Sete pontes de Königsberg. Fonte: SciLogs.

O desafio acabou despertando a curiosidade de um matemático e físico suíço
chamado Leonhard Euler. Em 1736, Euler publicou um artigo provando que é impossível
realizar tal façanha. Ele propôs uma abstração para o problema, desenhando as pontes
como linhas que conectavam as porções de terra, que por sua vez eram representadas
como pontos, conforme ilustra a Figura 1.2.

Euler percebeu que, para que fosse possível percorrer todo o caminho passando
apenas uma vez por cada linha, deveria haver nenhum ou exatamente dois pontos com
uma quantidade ímpar de linhas que partem dele. Isso porque, ao entrar em um ponto,
será preciso outra linha para sair, de modo que não haja repetição de linhas. Com apenas
dois pontos contendo uma quantidade ímpar de linhas, deve-se iniciar o trajeto em um
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deles e terminar no outro. Caso não haja pontos com uma quantidade ímpar de linhas,
basta iniciar e terminar o percurso no mesmo ponto. Contudo, todos os quatro pontos
do modelo apresentam uma quantidade ímpar de linhas que partem deles, o que torna
inviável a realização do percurso proposto pelo problema. Dessa forma, o quebra-cabeça
das sete pontes de Königsberg foi resolvido.

Figura 1.2: Abstração para o problema das sete pontes de Königs-
berg, conforme idealizado por Euler.

Essa abstração feita por Euler possivelmente é primeiro registro na história do
que hoje em dia é conhecido como grafo. Um grafo é definido como um par ordenado
(V,E) onde V é um conjunto de elementos chamados vértices e E é um conjunto de
arestas, que são conexões entre dois elementos não necessariamente distintos de V . Na
Figura 1.3, há um desenho de um grafo construído com base na abstração de Euler para o
problema das sete pontes, onde os vértices são representados por círculos e as arestas por
linhas.

Figura 1.3: Grafo construído a partir da abstração de Euler.

Desde sua conceitualização, grafos têm sido utilizados em aplicações reais
de diversas áreas do conhecimento humano. Na ciência da computação, grafos são
fundamentais para a construção de algoritmos, incluindo busca em largura, busca em
profundidade, encontrar o menor caminho entre dois pontos, algoritmos para roteamento
eficiente de pacotes pela rede, entre outros. Na biologia, grafos auxiliam na modelagem
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de redes genéticas regulatórias e de redes de interação proteína-proteína. Na sociologia, a
teoria dos grafos é aplicada na análise de redes de interações sociais, para a compreensão
da complexidade das relações humanas. Na área de transportes, modelos baseados em
grafos são usados na logística de roteamento e otimização de tráfego. De maneira
geral, problemas que envolvem conexões ou relacionamento entre elementos podem ser
modelados por meio de grafos.

Existem diversos tipos diferentes de grafos, cada um com características e
propriedades específicas. Na área de teoria dos grafos, classifica-se formalmente alguns
tipos especiais de grafos. Uma classe frequentemente estudada é a de grafos split, que
são caracterizados por poderem ser divididos em dois conjuntos, um contendo vértices
que possuem uma aresta entre cada par de vértices, e outro cujos vértices não possuem
nenhuma aresta entre eles. Além disso, podem haver conexões entre vértices de conjuntos
distintos.

A classe de grafos split pode ser aplicada para modelar problemas em que há um
grupo de elementos fortemente conectados e outro cujos elementos não interagem entre
si. Na Figura 1.4, há um exemplo de um grafo split, onde, na região A, há uma aresta entre
cada par de vértices e, na região B, não há nenhuma aresta entre dois vértices.

A B

Figura 1.4: Exemplo de um grafo split.

Além de classes especiais, na teoria dos grafos foram definidos alguns conjuntos
de vértices com propriedades específicas. Dentre eles, temos os conjuntos dominantes
localizadores, que podem ser compreendidos com a seguinte analogia. Suponha que exista
um ambiente fechado composto por salas, conforme ilustra a Figura 1.5.

A

B

C

D

E

F

Figura 1.5: Ambiente fechado composto por salas visto de cima.
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Nesse ambiente, cada sala, identificada por uma letra, possui entradas ou corre-
dores para dar acesso a algumas outras salas, que serão chamadas de vizinhas. Além disso,
esse ambiente é restrito, de modo que existem sensores posicionados em algumas salas.
Cada sensor é capaz de detectar a presença de um intruso se ele estiver em sua própria
sala ou em salas vizinhas; porém, a detecção não identifica em qual sala vizinha o intruso
se encontra, apenas determina se ele está na mesma sala do sensor ou não.

Considere o problema de preencher o ambiente com sensores de modo que seja
possível identificar a presença de um intruso e também a sala em que está localizado. Uma
solução óbvia seria colocar um sensor em cada sala, pois cada sensor pode determinar se o
intruso está em sua própria sala. No entanto, supondo que haja um custo para implantação
de um sensor, o problema pode incluir o objetivo de minimizar a quantidade de sensores
instalados.

Diante disso, uma forma de modelar esse problema é utilizar grafos. Cada vértice
do grafo representa uma sala e uma aresta entre dois vértices indicam que as salas
correspondentes são vizinhas. A Figura 1.6 apresenta um modelo de grafo para o ambiente
da Figura 1.5, onde os vértices destacados em preto indicam que um sensor foi instalado
naquela sala.

A

B

C

D

E

F

Figura 1.6: Grafo que modela o ambiente da Figura 1.5.

Foram selecionados vértices estrategicamente de modo que é possível detectar e
localizar um intruso. Caso o intruso esteja nas salas A, D ou E, o próprio sensor respectivo
à sala poderá localizá-lo. Um intruso na sala B será localizado se os sensores das salas A e
D forem acionados, na sala C pelos sensores presentes em A e E e, por fim, na sala F pelo
sensor presente em D. Esse conjunto de vértices que possui a propriedade de detectar e
localizar um intruso é conhecido como conjunto dominante localizador.

Alguns estudos na literatura de teoria dos grafos abordam conjuntos dominantes
localizadores. Em geral, esses estudos costumam abordar questões de complexidade,
caracterizações e limites para a cardinalidade mínima desse conjunto em grafos. Charon
et al. [2] demonstraram que o problema de se determinar se um grafo qualquer admite um
conjunto dominante localizador de tamanho máximo k, onde k ∈ Z+, pertence à classe de
complexidade NP-completo.

Foucaud [6] demonstrou que esse problema se mantém NP-completo para grafos
grafos cobipartidos e grafos split. O mesmo resultado foi obtido por Foucaud et al. [8] para
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grafos intervalos e grafos permutação. Por outro lado, o problema pode ser resolvido em
tempo linear com relação ao tamanho da entrada para árvores, conforme demonstrado
por Slater [15]. Diante disso, muitos pesquisadores vêm buscando caracterizações para
o problema, restringindo-o para classes mais específicas de grafos. Uma bibliografia
contendo referências a mais de 500 artigos sobre conjuntos dominantes localizadores e
conceitos relacionados foi disponibilizada por Jean [11].

Neste trabalho, primeiramente foi feito um estudo a respeito de conjuntos domi-
nantes localizadores, reunindo resultados importantes presentes na literatura para diferen-
tes classes de grafos. Em seguida, realizou-se uma revisão de grafos split e algumas de
suas principais subclasses, e foram citadas caracterizações existentes para essas subclas-
ses a fim de auxiliar na descrição desses grafos. Foi identificado um pequeno equívoco na
demonstração de Foucaud et al. [7] para o limite superior de n

2 para conjuntos dominantes
localizadores em grafos split, e uma versão didática dessa demonstração, com os devidos
ajustes, foi apresentada neste trabalho.

Ademais, a partir dos conceitos estudados, foi construída uma proposição para
simplificar grafos split que possuem vértices mutuamente gêmeos, transformando-os em
grafos com menos vértices e reduzindo a cardinalidade mínima do conjunto dominante
localizador em uma unidade a cada vértice removido. Por fim, foram apresentadas
fórmulas fechadas para a cardinalidade mínima de conjuntos dominantes localizadores
em grafos split completos e grafos split corona.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma. No Capítulo 2, serão apresen-
tados os conceitos fundamentais da teoria dos grafos para o entendimento do trabalho,
incluindo definições básicas, algumas classes especiais de grafos e alguns tipos de con-
juntos de vértices especiais comumente estudados. No Capítulo 3, aprofundaremos os
conceitos, abordando com mais detalhes a classe de grafos split, incluindo também as
suas principais subclasses. O Capítulo 4, por sua vez, tem como objetivo trazer uma visão
geral dos estudos já feitos na literatura a respeito de conjuntos dominantes localizadores
em algumas das principais classes de grafos, incluindo resultados de complexidade com-
putacional e limites para cardinalidade mínima desses conjuntos. No Capítulo 5, serão
apresentados os resultados do estudo de conjuntos dominantes localizadores em subclas-
ses de grafos split. Por fim, o Capítulo 6 traz as considerações finais do trabalho, com um
resumo do estudo feito e comentários sobre trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2
Conceitos preliminares

Um vértice pode ser entendido como um simples objeto ou elemento, represen-
tado por um símbolo. Se u e v são dois vértices, pode-se estabelecer uma conexão entre
eles, denotada por {u,v} ou uv, que é chamada de aresta.

Um grafo G é um par ordenado (V,E), onde V é um conjunto de vértices e
E ⊆ {{u,v} | u,v ∈ V} é um conjunto de arestas. Utiliza-se a notação V (G) e E(G)

para explicitar o grafo G ao qual o conjunto de vértices e de arestas fazem parte,
respectivamente. A quantidade de vértices de um grafo G, representada por n, é igual
a |V (G)|, e a quantidade de arestas de G, denotada por m, é igual a |E(G)|. A ordem de
um grafo é igual à sua quantidade de vértices.

Um grafo pode ser representado visualmente por meio de um diagrama
em que pontos ou círculos representam os vértices e segmentos de reta interli-
gando dois pontos representam as arestas. A Figura 2.1 ilustra um grafo G1 cujo
conjunto de vértices é V (G1) = {a,b,c,d,e} e o conjunto de arestas é E(G1) =

{{a,b},{a,d},{a,e},{b,c},{b,d},{c,d}}.

a b

c

de

Figura 2.1: Grafo G1.

Um grafo G é dito não orientado se {u,v} = {v,u} para toda aresta {u,v} ∈
E{G}. Caso contrário, ou seja, se {u,v} ≠ {v,u}, então G é orientado. Se um grafo for
orientado, utiliza-se a notação (u,v) ou uv para representar uma aresta direcionada do
vértice u ao vértice v.

Uma aresta {u,v} ∈ E(G) tal que u = v é chamada de laço ou loop. Se duas
arestas {u,v} e {u′,v′} pertencem a E(G) e u = u′ e v = v′ , dizemos que essas arestas são
múltiplas ou paralelas. Um grafo G é um grafo simples se não possuir laços ou arestas
múltiplas.
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Dizemos que um grafo é finito quando seu conjunto de vértices V e seu conjunto
de arestas E são conjuntos finitos; caso contrário, ele é infinito. O grafo da Figura 2.1 é
um grafo finito, simples e não orientado. A partir deste ponto do trabalho, a não ser que
seja dito o contrário, todos os grafos serão finitos, simples e não orientados.

Se uv ∈ E(G), dizemos que os vértices u e v são vizinhos ou adjacentes entre si
e são incidentes à aresta uv. Dizemos também que u e v são os extremos da aresta uv. O
grau de um vértice v, denotado por deg(v), representa a quantidade de arestas incidentes
a ele. Um vértice de grau 0 é chamado de vértice isolado, um vértice de grau 1 é chamado
de vértice pendente ou folha, e um vértice adjacente a um vértice folha é chamado de
vértice suporte. O grau mínimo de um grafo G, representado por δ(G), é definido como
δ(G) = min{deg(v) | v ∈ V (G)}. O grau máximo de um grafo G, denotado por ∆(G), é
definido como ∆(G) = max{deg(v) | v ∈V (G)}. Na Figura 2.1, por exemplo, o grafo G1

possui grau mínimo δ(G1) = 1 pois o vértice de menor grau é o vértice e.
Sejam G e H dois grafos. Dizemos que G e H são isomorfos se existir uma função

bijetora f : V (G)→V (H) tal que, para todos os vértices u,v ∈V (G), u e v são adjacentes
em G se e somente se f (u) e f (v) são adjacentes em H. Se G e H são isomorfos, dizemos
que há um isomorfismo entre G e H e utilizamos a notação G ∼= H. Na Figura 2.2, é
possível visualizar dois grafos isomorfos G e H.

a b

cd

(a) Grafo G.

a b

c

d

(b) Grafo H.

Figura 2.2: Grafos isomorfos.

Seja G um grafo. Um grafo H é dito subgrafo de G se V (H) ⊆ V (G) e E(H) ⊆
E(G) e utiliza-se a notação H ⊆ G para representar essa relação. Quando H ⊆ G e H ̸= G,
dizemos que H é um subgrafo próprio de G e denota-se essa relação por H ⊂ G. Um
subgrafo gerador H de G é um subgrafo de G tal que V (H) =V (G).

Um subgrafo de G cujo conjunto de vértices V ′ é um subconjunto não vazio de
V (G) e o conjunto de arestas E ′ são todas as arestas de G cujas extremidades pertencem a
V ′ é chamado subgrafo induzido de G por V ′, representado por G[V ′]. Utiliza-se a notação
G\V ′, onde V ′ ⊆V (G), para representar um subgrafo induzido de G obtido pela remoção
dos vértices pertencentes ao conjunto V ′ juntamente com as arestas incidentes a algum
v ∈ V ′. Analogamente, utiliza-se a notação G\E ′, onde E ′ ⊆ E(G), para representar um
subgrafo induzido de G obtido pela remoção das arestas pertencentes ao conjunto E ′.
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Na Figura 2.3, há um exemplo de um subgrafo S, que é um subgrafo de G induzido por
V ′ = {a,c,d}.

a b

c d e

(a) Grafo G.

a

c d

(b) Grafo S.

Figura 2.3: Grafo S subgrafo induzido de G.

O complemento de um grafo G, denotado por G, é o grafo que contém todos os
vértices de G, e seus vértices são adjacentes se e somente se eles não são adjacentes em
G, ou seja, V (G) = V (G) e E(G) = {uv | u,v ∈ V (G)∧ uv /∈ E(G)}. Se um grafo H é
complemento de um grafo G, dizemos que G e H são grafos complementares. Na figura
2.4, há um exemplo de grafos complementares.

a

b

c

d

e

(a) Grafo G.

a

b

c

d

e

(b) Grafo G.

Figura 2.4: Grafos complementares.

Um passeio em um grafo G é uma sequência finita v0,v1, ...,vk, onde k ∈ Z+, tal
que (vi−1,vi) ∈ E(G) para 1 ⩽ i ⩽ k, e o inteiro k é o tamanho do passeio. Uma trilha

é um passeio v0,v1, ...,vk tal que todas as arestas (vi−1,vi), 1 ⩽ i ⩽ k, são distintas. Um
caminho é um passeio v0,v1, ...,vk tal que todos os vértices vi, 1 ⩽ i ⩽ k, são distintos. Um
uv-caminho é um caminho v0,v1, ...,vk em que v0 = u e vk = v. Um ciclo é um passeio
v0,v1, ...,vk tal que v0,v1, ...,vk−1 é um caminho e v0 = vk. Na Figura 2.4 (a), por exemplo,
temos um ec-caminho e,a,b,c.

Um grafo é dito cíclico se possuir um ou mais ciclos, e acíclico caso contrário.
A cintura de um grafo G é comprimento do ciclo mais curto contido em G, isto é, com a
menor quantidade de vértices. Se G é um grafo acíclico, define-se sua cintura como sendo
infinita. O grafo G da Figura 2.4 (a), por exemplo, é um grafo cíclico de cintura 3, pois
possui o ciclo c,b,d,c, que é um ciclo de menor comprimento.
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Um grafo G é dito conexo se há um uv-caminho, u,v ∈ V (G), entre cada par de
vértices distintos de G, e desconexo caso contrário. Uma componente conexa de um grafo
G é um subgrafo maximal conexo de G, isto é, um subgrafo conexo que não é subgrafo
próprio de outro subgrafo conexo. A quantidade de componentes conexas de um grafo
G é denotado por ω(G). O grafo G1 da Figura 2.1 é um exemplo de grafo conexo, logo
ω(G1) = 1.

A distância entre dois vértices u e v de um grafo G, denotada por d(u,v), é
definida como sendo o tamanho do caminho mais curto entre u e v. A excentricidade de
um vértice v∈V (G), representada por ε(v), é o valor da maior distância entre v e qualquer
outro vértice u ∈ V (G), isto é, ε(v) = max

u∈V (G)
d(v,u). O raio de um grafo G, denotado

por r(G), é o valor da menor excentricidade dentre todos os vértices v ∈ V (G), isto é,
r(G) = min

v∈V (G)
ε(v). O diâmetro de um grafo G, denotado por diam(G), é o valor da maior

excentricidade dentre todos os vértices v∈V (G), isto é, diam(G) = max
v∈V (G)

ε(v). Na Figura

2.1, por exemplo, o grafo G1 possui diâmetro diam(G1) = 3, pois a maior excentricidade
é a do vértice e, cujo valor é resultado da distância entre e e c.

Seja G um grafo e v ∈ V (G) um vértice desse grafo. A vizinhança aberta de
v, denotada por N(v), é definida como o conjunto de vértices adjacentes a v, isto é,
N(v) = {u ∈V (G) | uv ∈ E(G)}. A vizinhança fechada de v, denotada por N[v], é definida
como a união da vizinhança aberta de v com o próprio vértice v, isto é, N[v] = N(v)∪{v}.
Na Figura 2.5 (a), por exemplo, a vizinhança aberta do vértice d é N(d) = {a,b,e}.

Dois vértices distintos u e v são gêmeos abertos se N(u) = N(v) e gêmeos

fechados se N[u] = N[v]. Dizemos que u e v são gêmeos se forem gêmeos abertos ou
fechados. Um grafo é dito livre de gêmeos se não possuir vértices gêmeos. Os vértices
c e f do grafo da Figura 2.5 (b) são exemplos de gêmeos fechados, pois N[c] = N[ f ] =

{b,c,e, f}.

a b c

d e f

(a) Vizinhança aberta de d.

a b c

d e f

(b) Gêmeos fechados c e f .

Figura 2.5: Em (a), os vértices pretos constituem a vizinhança
aberta de d. Em (b), os vértices pretos constituem a
vizinhança fechada de c e de f , mostrando que são
gêmeos fechados.

Uma cobertura de vértices de um grafo G é um subconjunto V ′ ⊆ V (G) tal que
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toda aresta pertencente a E(G) possui pelo menos um vértice v ∈ V ′. Uma cobertura de

arestas de um grafo G é um subconjunto E ′ ⊆ E(G) tal que todo vértice pertencente a
V (G) é incidente a pelo menos uma aresta uv ∈ E ′. Na Figura 2.6, há um exemplo de uma
cobertura de vértices.

a

b c

d e

f

Figura 2.6: O conjunto de vértices {b,c,d}, em destaque, é uma
cobertura de vértices.

Uma clique é um subconjunto de vértices Q de um grafo em que os vértices são
dois a dois adjacentes, isto é, se u e v são dois vértices quaisquer pertencentes a Q, então
há uma aresta entre eles. Na Figura 2.7, há um exemplo de uma clique.

a b

c

de

Figura 2.7: O conjunto de vértices {a,b,d,e}, em destaque, é uma
clique.

Um conjunto independente é um subconjunto de vértices S de um grafo em que
os vértices são dois a dois não adjacentes, isto é, se u e v são dois vértices quaisquer
pertencentes a S, então não há uma aresta entre eles. Na Figura 2.8, há um exemplo de um
conjunto independente.

a b c

def

Figura 2.8: O conjunto de vértices {b,d, f}, em destaque, é um
conjunto independente.

Na literatura de teoria dos grafos, existem diversas classes especiais de grafos
que são comumente estudadas no contexto de problemas específicos. A seguir, serão
definidas algumas das principais classes.
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Um grafo caminho de n vértices, denotado por Pn, é um grafo cujos vértices
podem ser arranjados em uma sequência linear v0,v1, ...,vn−1 tal que dois vértices vi e v j

são adjacentes se e somente se eles são consecutivos na sequência. Um grafo ciclo de n

vértices, denotado por Cn, é um grafo com n ⩾ 3 cujos vértices podem ser arranjados em
uma sequência linear cíclica v0,v1, ...,vn, onde vn = v0, tal que dois vértices vi e v j são
adjacentes se e somente se eles são consecutivos na sequência. Uma árvore é um grafo
conexo acíclico. Na Figura 2.9 os grafos P3 (a), C6 (b) e T (c) são exemplos de grafo
caminho, grafo ciclo e árvore, respectivamente. Ademais, P3 também é uma árvore.

Um grafo regular é um grafo em que todos os vértices possuem o mesmo grau,
isto é, deg(v) = k, k ∈ Z+, para todo v pertencente ao conjunto de vértices. Um grafo
regular com vértices de grau k também é chamado de grafo k-regular. Um grafo completo

de n vértices, denotado por Kn, é um tipo especial de grafo regular em que há uma aresta
entre cada par de vértices distintos. Um grafo cúbico é um grafo 3-regular, ou seja, todos
os seus vértices possuem grau 3. Um grafo subcúbico é um grafo tal que todos os seus
vértices possuem grau menor ou igual a 3. O grafo K4 presente na Figura 2.9 (d) é um
grafo completo, cúbico e subcúbico.

(a) Grafo P3. (b) Grafo C6. (c) Árvore T . (d) Grafo K4.

Figura 2.9: Exemplos de grafos de algumas classes.

Um grafo bipartido é um grafo G tal que seu conjunto de vértices pode ser
particionado em dois conjuntos independentes disjuntos X e Y , de modo que cada aresta
é incidente a um vértice em X e a outro vértice em Y . Utiliza-se a notação G[X ,Y ] para
grafos bipartidos sobre os subconjuntos X e Y . Se G[X ,Y ] é um grafo bipartido em que
todo vértice em X é adjacente a todo vértice em Y , dizemos que G[X ,Y ] é um grafo

bipartido completo, e utiliza-se a notação Km,n, onde m = |X | e n = |Y |. Na Figura 2.10,
há um exemplo de um grafo bipartido.
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A

BC1

2

(a)

A

B

C

1

2

X Y

(b)

Figura 2.10: Grafo bipartido representado de duas formas diferen-
tes. Em (b), fica evidente que os dois conjuntos inde-
pendentes são X = {A,B,C} e Y = {1,2}.

Um grafo cobipartido é um grafo G tal que seu conjunto de vértices pode ser
particionado em duas cliques disjuntas X e Y . Grafos cobipartidos são complementos de
grafos bipartidos, e vice-versa. Na Figura 2.11, há um exemplo de um grafo cobipartido,
que é um grafo complementar ao grafo da Figura 2.10.

A

BC1

2

(a)

A

B

C

1

2

X Y

(b)

Figura 2.11: Grafo cobipartido representado de duas formas dife-
rentes. Em (b), fica evidente que as duas cliques são
X = {A,B,C} e Y = {1,2}.

Um grafo planar é um grafo que pode ser representando visualmente em um
plano de modo que suas arestas não se cruzam. O grafo da Figura 2.11 é um exemplo de
grafo planar, pois em (b) há uma representação em que não há cruzamento de arestas.

Na literatura de teoria dos grafos, também existem alguns conjuntos especiais de
vértices. A seguir, serão definidos os conjuntos dominantes, os códigos identificadores, os
conjuntos dominantes localizadores e conceitos relacionados.
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Seja G um grafo tal que u,v,w ∈V (G). Dizemos que u domina v se v ∈ N[u], ou
seja, u domina a si mesmo e todos os vértices v∈V (G) tais que uv∈E(G). No grafo G′ da
Figura 2.12, por exemplo, o vértice x domina os vértices x, a e y pois x,a,y ∈ N[x]. Se um
vértice w pertence à diferença simétrica entre N[u] e N[v], isto é, se w domina exatamente
um vértice dentre u e v, dizemos que w separa u e v. Dois vértices u e v são separados se
existe algum vértice w que separa u e v. Um conjunto S ⊆V (G) é um conjunto separador

se ∀u,v ∈V (G)−S, u e v são separados por algum w ∈ S. Na Figura 2.12, por exemplo, x

separa a e b, pois x domina a mas não domina b; por outro lado, y não separa a e b, pois
y domina ambos os vértices.

a b

cx

y

Figura 2.12: Grafo G′.

Um conjunto dominante de um grafo G é um subconjunto S ⊆ V (G) tal que
N[v]∩S ̸= /0 para todo v ∈V (G), isto é, todo vértice do grafo é dominado por algum x ∈ S.
O número de dominação de um grafo G, denotado por γ(G), é a cardinalidade do menor
conjunto dominante possível de G, isto é, γ(G) = |S| onde S é um conjunto dominante tal
que ∄ S′ em que S′ é um conjunto dominante e |S′| < |S|. Um conjunto dominante S tal
que |S|= γ(G) é chamado de conjunto dominante mínimo ou conjunto-γ.

a

b

c d

e
f

g

h i

j

Figura 2.13: Grafo de Petersen cujos vértices destacados em preto
formam um conjunto dominante.

Um conjunto dominante total de um grafo G é um subconjunto S ⊆V (G) tal que
N(v)∩S ̸= /0 para todo v ∈V (G). O número de dominação total de um grafo G, denotado
por γT (G), é a cardinalidade do menor conjunto dominante total possível de G, isto é,
γT (G) = |S| onde S é um conjunto dominante total tal que ∄ S′ em que S′ é um conjunto
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dominante total e |S′|< |S|. Um conjunto dominante total S tal que |S|= γT (G) é chamado
de conjunto dominante total mínimo ou conjunto-γT .

Na Figura 2.13, há um exemplo de um conjunto dominante para o grafo de
Petersen, cujo γ é igual a 3. Esse conjunto, que chamaremos de S, é formado pelos vértices
{a,h, i}, e é possível verificar que ele é dominante porque N[a]∩S = {a}, N[b]∩S = {a},
N[c] ∩ S = {h}, N[d] ∩ S = {i}, N[e] ∩ S = {a}, N[ f ] ∩ S = {a,h, i}, N[g] ∩ S = {i},
N[h]∩S = {h}, N[i]∩S = {i} e N[ j]∩S = {h}, ou seja, N[v]∩S ̸= /0 para todo vértice v

do grafo.
Um código identificador de um grafo G é um subconjunto S ⊆V (G) tal que S é

um conjunto dominante de G e N[u]∩S ̸= N[v]∩S para todos os vértices u,v ∈ V (G). O
número de identificação de um grafo G, denotado por γID(G), é a cardinalidade do menor
código identificador possível de G, isto é, γID(G) = |S| onde S é um código identificador
tal que ∄ S′ em que S′ é um código identificador e |S′| < |S|. Um código identificador S

tal que |S|= γID(G) é chamado de código identificador mínimo ou conjunto-γID.

a

b

c d

e
f

g

h i

j

Figura 2.14: Grafo de Petersen cujos vértices destacados em preto
formam um código identificador.

Observe que N[u]∩ S ̸= N[v]∩ S se e somente se u e v são separados por ao
menos um vértice de S. Dessa forma, temos que um subconjunto S ⊆ V (G) é um código
identificador de G se S é um conjunto dominante e todo par de vértices u e v pertencentes
a V (G) são separados por pelo menos um vértice de S.

Na Figura 2.14, há um exemplo de um código identificador para o grafo de
Petersen, cujo γID é igual a 4. Esse conjunto, que chamaremos de S, é formado pelos
vértices {b,e,h, i}, e é possível verificar que ele é um código identificador porque
N[a]∩ S = {b,e}, N[b]∩ S = {b}, N[c]∩ S = {b,h}, N[d]∩ S = {e, i}, N[e]∩ S = {e},
N[ f ]∩ S = {h, i}, N[g]∩ S = {b, i}, N[h]∩ S = {h}, N[i]∩ S = {i} e N[ j]∩ S = {e,h},
ou seja, N[v] ∩ S ̸= /0 para todo vértice v do grafo, de modo que ele é dominante, e
N[u]∩S ̸= N[v]∩S para todos os vértices u e v do grafo.
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Um conjunto dominante localizador de um grafo G é um subconjunto S ⊆V (G)

tal que S é um conjunto dominante de G e N(u)∩ S ̸= N(v)∩ S para todos os vértices
u,v ∈ V (G)− S. O número de dominação localizadora de um grafo G, denotado por
γL(G), é a cardinalidade do menor conjunto dominante localizador possível de G, isto é,
γL(G) = |S| onde S é um conjunto dominante localizador tal que ∄ S′ em que S′ é um
conjunto dominante localizador e |S′|< |S|. Um conjunto dominante localizador S tal que
|S|= γL(G) é chamado de conjunto dominante localizador mínimo ou conjunto-γL.

a

b

c d

e
f

g

h i

j

Figura 2.15: Grafo de Petersen cujos vértices destacados em preto
formam um conjunto dominante localizador.

Observe que N(u)∩ S ̸= N(v)∩ S se e somente se u e v são separados por ao
menos um vértice de S. Dessa forma, temos que um subconjunto S ⊆V (G) é um conjunto
dominante localizador de G se e somente se S é um conjunto dominante e separador.

Na Figura 2.15, há um exemplo de um conjunto dominante localizador para o
grafo de Petersen, cujo γL é igual a 4. Esse conjunto, que chamaremos de S, é formado
pelos vértices {c,d, f , j}. É possível verificar que esse conjunto é dominante conforme
foi visto nos exemplos anteriores. Ademais, podemos verificar que N(a) ∩ S = { f},
N(b)∩S= {c}, N(e)∩S= {d, j}, N(g)∩S= { j}, N(h)∩S= {c, f , j} e N(i)∩S= {d, f},
ou seja, N(u)∩ S ̸= N(v)∩ S para todos os vértices u e v do grafo que não pertencem
ao conjunto S, de modo que ele também é localizador. No entanto, esse conjunto não é
identificador, pois N[a]∩S = N[ f ]∩S = { f}, o que não satisfaz a condição de N[u]∩S ̸=
N[v]∩S, ∀u,v ∈V (G).



CAPÍTULO 3
Grafos split e subclasses

Neste capítulo, serão definidas algumas classes de grafos presentes na literatura.
Algumas delas são caracterizadas por não conterem nenhum subgrafo induzido isomorfo
a alguns grafos especiais. A seguir, na Figura 3.1, há uma coleção de alguns desses
grafos especiais, os chamados grafos proibidos, que serão utilizados nas caracterizações
mencionadas.

(a) G1 (b) G1 (c) G3 (d) G3

(e) 2K2 (f) C4 (g) C5 (h) P4

Figura 3.1: Família de grafos proibidos utilizados na caracteriza-
ção de grafos split e suas subclasses.

Um grafo split é um grafo G cujo conjunto de vértices V (G) pode ser particio-
nado em dois conjuntos Q e S tais que Q é uma clique e S é um conjunto independente.
Foldes e Hammer [5] mostraram que G é um grafo split se e somente se ele não contém
nenhum subgrafo induzido isomorfo a 2K2, C4 ou C5, presentes na Figura 3.1. Na Figura
3.2, é possível visualizar um exemplo de um grafo split, no qual a clique é o conjunto
Q = {q1,q2,q3,q4} e o conjunto independente é o conjunto S = {s1,s2,s3}.
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q1q2

q3 q4

s1

s2

s3
Q S

Figura 3.2: Grafo split onde os conjuntos Q e S constituem, res-
pectivamente, a clique e o conjunto independente.

Um grafo é dito grafo comparabilidade se ele for orientável transitivamente, ou
seja, se for possível atribuir direções nas arestas de modo que a relação de adjacência do
grafo orientado resultante seja transitiva, isto é, se existem arestas direcionadas (a,b) e
(b,c), então existe uma aresta direcionada (a,c). Na Figura 3.3, há um exemplo de um
grafo comparabilidade.

a

b

c

d

(a)

a

b

c

d

(b)

Figura 3.3: O grafo em (a) é um grafo comparabilidade pois pode
ser orientado transitivamente, conforme em (b).

Seja π = [π1,π2, . . . ,πn] uma permutação dos números 1,2, . . . ,n, onde πi repre-
senta o número da posição i e π

−1
i representa a posição na sequência onde o número i

se encontra. Um grafo G é dito grafo permutação se existe uma permutação π tal que
G ∼= G[π], onde G[π] é um grafo cujo conjunto de vértices é igual a V = {1,2, . . . ,n} e
{i, j} é uma aresta de G[π] se e somente se (i− j)(π−1

i − π
−1
j ) < 0. Um grafo G é um

grafo permutação se e somente se G e G são grafos comparabilidade.
Um grafo permutação também pode ser caracterizado por meio de um diagrama

constituído por duas retas paralelas, em que uma reta contém uma sequência de números
e a outra uma permutação desses números, e há um segmento de reta u entre os números
correspondentes presentes em cada reta. Nesse caso, existe uma aresta {u,v} no grafo se
e somente se há uma interseção entre o segmento de reta u e o segmento de reta v no
diagrama. Na Figura 3.4, há um exemplo de grafo permutação e seu respectivo diagrama.
No diagrama em (b), o segmento 3 faz interseção com os segmentos 1 e 2, o que justifica
a presença das arestas {3,1} e {3,2} no grafo em (a).
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1

2

3 4

5

(a)

1 2 3 4 5

3 5 1 2 4

(b)

Figura 3.4: O grafo em (a) é um grafo permutação caracterizado
pelo diagrama em (b).

Um grafo intervalo é um grafo formado a partir de um conjunto de intervalos
contidos em uma reta real, onde cada vértice representa um dos intervalos e existe uma
aresta entre dois vértices se e somente se os respectivos intervalos possuem uma interseção
não vazia.

Um grafo é intervalo se e somente se ele não contém um ciclo C4 como
um subgrafo induzido e seu complemento é um grafo comparabilidade. Além disso, o
complemento de qualquer grafo intervalo é um grafo comparabilidade. Há um exemplo
de grafo intervalo na Figura 3.5. Em 3.5 (b), é possível ver que o intervalo C possui
interseção com os intervalos B e D, por isso em 3.5 (a) o vértice C é adjacente a B e a D,
e o mesmo vale para os demais intervalos.

A

B

C D

E

F

(a)

A
B

C

D

E
F

(b)

Figura 3.5: O grafo em (a) é um grafo intervalo relativo ao con-
junto de intervalos em (b).

Se um grafo é split e comparabilidade simultaneamente, então dizemos que
ele é um grafo split-comparabilidade. Ortiz e Villanueva [12] apresentaram a seguinte
caracterização para grafos split-comparabilidade. Se G = (V,E) é um grafo split em que
V = Q ∪ S, sendo Q uma clique e S um conjunto independente, então G é um grafo
comparabilidade se e somente se o conjunto Q pode ser ordenado em v1,v2, . . . ,vr e
particionado em três subconjuntos disjuntos, vazios ou não, Qℓ = {v1,v2, . . . ,vℓ}, Qr =

{vq,vq+1, . . . ,vr} e Qt = Q− (Qℓ∪Qr), tais que, para todo vértice s ∈ S, N(s) possui uma
das seguintes formas:

(i) {v1, . . . ,vi}, i ⩽ ℓ;
(ii) {v j, . . . ,vr}, q ⩽ j ⩽ r;

(iii) {v1, . . . ,vi}∪{v j, . . . ,vr}, i ⩽ ℓ e q ⩽ j ⩽ r.
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Os conjuntos de vértices em S que possuem vizinhança da forma (i), (ii) e (iii) são
denotados, respectivamente, por Sℓ, Sr e St .

Foldes e Hammer [5] mostraram que um grafo split G é um grafo comparabili-
dade se e somente se ele não contém nenhum subgrafo induzido isomorfo a G1, G1 ou
G3, presentes na Figura 3.1, o que implica que G é split-comparabilidade se e somente
se ele não contém nenhum subgrafo induzido isomorfo a G1, G1, G3, 2K2, C4 ou C5. Há
um exemplo de um grafo split-comparabilidade na Figura 3.6, onde as arestas entre os
vértices da clique Q = {Qℓ∪Qt ∪Qr} foram omitidas para uma melhor visualização.

Qℓ Qt
Qr

Sℓ St Sr

Figura 3.6: Grafo split-comparabilidade. As arestas da clique fo-
ram omitidas para melhor visualização.

Se um grafo é split e permutação simultaneamente, então dizemos que ele é
um grafo split-permutação. Grafos split-permutação são uma subclasse de grafos split-
-comparabilidade. Ortiz e Villanueva [13] apresentaram a seguinte caracterização para
grafos split-permutação. Se G = (V,E) é um grafo split-comparabilidade em que V =

Q∪ S, sendo Q uma clique e S um conjunto independente, então G é um grafo split-

permutação se e somente se o conjunto S pode ser particionado em dois subconjuntos S1

e S2 tais que cada um deles possa ser ordenado de modo que si precede s j se N(si)⊆N(s j)

para si,s j ∈ S1 ou si,s j ∈ S2.
Um grafo G é split-permutação se e somente se G e G são ambos grafos intervalo.

Ortiz e Villanueva [13] também provaram que um grafo G é split-permutação se e somente
se ele não contém nenhum subgrafo induzido isomorfo a G1, G1, G3, G3, 2K2, C4 ou C5,
presentes na Figura 3.1. Na Figura 3.7, há um exemplo de um grafo split-permutação,
onde as arestas entre os vértices da clique Q = {Qℓ∪Qt ∪Qr} foram omitidas para uma
melhor visualização.
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Qℓ Qt
Qr

S1 S2

Figura 3.7: Grafo split-permutação. As arestas da clique foram
omitidas para melhor visualização.

Se um grafo é split e intervalo simultaneamente, então ele é um grafo split-

-intervalo. Um conjunto de vértices V de um grafo possui uma ordem de inclusão
de vizinhança se seus vértices podem ser ordenados em v0,v1, . . . ,v|V |−1 de modo que
N(v0) ⊆ N(v1) ⊆ ·· · ⊆ N(v|V |−1). Da Soledade Gonzaga et al. [4] mostraram que se
G = (Q ∪ S,E) é um grafo split-intervalo, onde Q é uma clique e S é um conjunto
independente, então existe uma partição de S em duas partes, S1 e S2, possivelmente
vazias, tais que cada uma possui uma ordem de inclusão de vizinhança.

Conforme demonstrado por Foldes e Hammer [5], um grafo split G é um grafo
intervalo se e somente se ele não contém nenhum subgrafo induzido isomorfo a G1, G1 ou
G3, presentes na Figura 3.1, o que implica que G é split-intervalo se e somente se ele não
contém nenhum subgrafo induzido isomorfo a G1, G1, G3, 2K2, C4 ou C5. Há um exemplo
de um grafo split-intervalo na Figura 3.8, onde os vértices pretos formam uma clique e os
vértices brancos formam um conjunto independente.

A B C D

E F G H I J

(a)

A
B

C
D

E
F

G

H IJ

(b)

Figura 3.8: O grafo em (a) é um grafo split-intervalo relativo ao
conjunto de intervalos em (b).
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Um grafo threshold é um grafo que pode ser construído a partir de um grafo de
um único vértice pela aplicação sucessiva das seguintes operações, em qualquer ordem:

(i) Adição de um único vértice isolado ao grafo.
(ii) Adição de um único vértice dominante ao grafo, isto é, um vértice que é adjacente

a todos os demais vértices.

Na Figura 3.9, há um exemplo de grafo threshold em que o número dos vértices representa
a ordem em que foram adicionados, os vértices brancos foram inseridos pela operação (i)

e os vértices pretos foram inseridos pela operação (ii).
Grafos threshold são uma subclasse de grafos split-permutação em que os

conjuntos Qt , Qr e S2 são vazios. Nesse caso, cada vértice do grafo inserido pela operação
(i) pertence ao conjunto S1 e cada vértice inserido pela operação (ii) faz parte do conjunto
Qℓ, como pode ser visto na Figura 3.9 (b).

1

2

3

4

5

6

7

(a)

7 4 3

6 5 2 1

Qℓ

S1

(b)

Figura 3.9: Grafo threshold representado de duas formas diferen-
tes. Em (b), fica evidente que o grafo é também split-
permutação.

Chvátal e Hammer [3] mostraram que G é um grafo threshold se e somente se
ele não contém nenhum subgrafo induzido isomorfo a 2K2, P4 ou C4. Uma vez que grafos
threshold não podem conter caminhos P4, consequentemente eles não podem conter C5,
G1, G1, G3 ou G3, presentes na Figura 3.1, visto que P4 é subgrafo induzido desses grafos.

A Tabela 3.1 sintetiza quais são os subgrafos induzidos proibidos referentes aos
grafos split e às subclasses vistas até agora. A marcação indica que a classe de grafos
daquela linha não pode conter o grafo daquela coluna como subgrafo induzido.
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Tabela 3.1: Relação entre classes e subgrafos induzidos proibidos.

P4 2K2 C4 C5 G1 G1 G3 G3

Split ✗ ✗ ✗

Split-comparabilidade ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

Split-intervalo ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

Split-permutação ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

Threshold ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗ ✗

Seja G um grafo split tal que V (G) = (Q∪ S), onde Q é uma clique e S é um
conjunto independente. Dizemos que G é um grafo split completo se {q,s} ∈ E(G), ∀q ∈
Q,s ∈ S, isto é, se existe uma aresta entre cada par de vértices q e s onde q pertence à
clique e s pertence ao conjunto independente. Grafos split completos são um tipo especial
de grafo threshold em que realizam-se operações de adição de vértice isolado antes de
toda operação de adição de vértice dominante. Na Figura 3.10, há um exemplo de um
grafo split completo, em que Q = {q1,q2,q3} e S = {s1,s2}.

q1

q2

q3

s1

s2

Figura 3.10: Grafo split completo.

Um produto de grafos é uma operação binária entre dois grafos. O produto

corona entre dois grafos G e H é o grafo obtido por meio de uma cópia de G e |V (G)|
cópias de H, conectando-se o i-ésimo vértice de G a cada vértice da i-ésima cópia de H.
Utiliza-se a notação G⊙H para o produto corona entre G e H. Na Figura 3.11, o grafo
em (c) é obtido pelo produto corona entre os grafos G e H representados em (a) e (b),
respectivamente.

(a) Grafo G. (b) Grafo H. (c) Grafo G⊙H.

Figura 3.11: Produto corona.
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Um grafo split corona é um grafo split G tal que G = Kn1 ⊙Kn2 , isto é, é um
grafo split obtido pelo produto corona entre um grafo completo e o complemento de um
grafo completo. Na Figura 3.12, o grafo split corona em (c) é obtido pelo produto corona
entre os grafos K3 e K2 representados em (a) e (b), respectivamente.

(a) Grafo K3. (b) Grafo K2. (c) Grafo K3 ⊙ K2.

Figura 3.12: Grafo split corona.



CAPÍTULO 4
Revisão bibliográfica

Atualmente, os estudos presentes na literatura de teoria dos grafos a respeito
de conjuntos dominantes localizadores costumam abordar questões de complexidade,
caracterizações e limites para a cardinalidade mínima desse conjunto em grafos.

Em geral, costuma-se estudar problemas envolvendo conjuntos dominantes lo-
calizadores apenas em grafos conexos, uma vez que, dado um grafo desconexo, basta
analisar cada componente conexa separadamente. Sendo assim, a não ser que se afirme o
contrário, todos os grafos apresentados deste ponto em diante serão grafos conexos.

Considere o seguinte problema de decisão:

CONJUNTO DOMINANTE LOCALIZADOR (CDL)
Instância: Um grafo G = (V,E) e um inteiro k ⩽ |V |
Questão: G admite um conjunto dominante localizador de tamanho máximo k?

Esse problema já foi provado ser NP-completo por Charon et al. [2] mediante a
redução do problema 3-SAT para CDL em tempo polinomial. Na demonstração, os grafos
construídos para a redução eram bipartidos, de modo que CDL permanece NP-completo
para grafos bipartidos como entrada. Desde então, muitos pesquisadores vêm buscando
caracterizações para o problema considerando outras classes de grafos.

Foucaud [6] demonstrou que CDL se mantém NP-completo para grafos biparti-
dos planares subcúbicos, grafos cobipartidos e grafos split. O mesmo resultado foi obtido
por Foucaud et al. [8] para grafos intervalos e grafos permutação, ainda que ambos tenham
diâmetro 2.

Por outro lado, o problema pode ser resolvido em tempo linear para árvores,
conforme algoritmo apresentado por Slater [15]. A Tabela 4.1 sumariza a complexidade de
CDL para algumas das principais classes de grafos, onde NP-C representa NP-completo
e P polinomial.
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Tabela 4.1: Complexidade de CDL em algumas classes de grafos.

Classe Complexidade

Bipartido NP-C [2]

Bipartido planar subcúbico NP-C [6]

Cobipartido NP-C [6]

Split NP-C [6]

Intervalo NP-C [8]

Permutação NP-C [8]

Árvore P [15]

Além de questões da complexidade do problema, pesquisadores também estuda-
ram limites para a cardinalidade mínima de conjuntos localizadores (γL) para diferentes
classes de grafos.

Slater [15, 16] demonstrou que, para grafos caminhos e grafos ciclos de ordem
n, temos que γL(Pn) = γL(Cn) =

⌈
2n
5

⌉
. Considerando árvores como instância, Slater [16]

encontrou um limite inferior e superior para árvores de ordem n ⩾ 2, e Sewell e Slater
[14] encontraram um limite inferior para árvores de ordem n ⩾ 3. Se T é uma árvore
de ordem n ⩾ 2, então (n+1)

3 ⩽ γL(T ) ⩽ n − 1. Se T é uma árvore de ordem n ⩾ 3,
então γL(T ) ⩾

(n+2(ℓ(T )−s(T ))+1)
3 , onde ℓ(T ) é a quantidade de vértices folhas e s(T ) é

a quantidade de vértices suportes.
Alguns limites foram estabelecidos para grafos regulares por Gafur e Saputro

[9]. Se G é um grafo (n− 2)-regular, para n ⩾ 4, então γL(G) = n
2 . Se G é um grafo tal

que G = Km \E(Cm) para m ⩾ 7, então γL(G) =
⌈

2m−2
5

⌉
.

Garijo et al. [10] propuseram a conjectura de que se G é um grafo livre de
gêmeos de ordem n, então γL(G)⩽ n

2 , e desde então pesquisadores da área de grafos vêm
tentando provar esse resultado ou se aproximar cada vez mais dele. Em 2016, Foucaud
et al. [7] publicaram um artigo demonstrando que se G é um grafo livre de gêmeos de
ordem n, então γL(G) ⩽ 2n

3 . Posteriormente, em 2024, Bousquet et al. [1] publicaram
uma nota sobre esse artigo trazendo uma melhoria para o limite proposto, provando que
γL(G)⩽

⌈
5n
8

⌉
sob essas condições.

Além da conjectura, Garijo et al. [10] também trouxeram a seguinte proposição
para conjuntos dominantes localizadores em grafos livre de gêmeos, que será utilizada em
demonstrações futuras neste trabalho.

Proposição 4.1 (Garijo et al. [10]). Se G é um grafo livre de gêmeos, então toda

cobertura de vértices de G é também um conjunto dominante localizador.
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Um último resultado importante a ser mencionado foi proposto por Foucaud et
al. [7], que conseguiram provar a conjectura de Garijo et al. [10] considerando grafos split
ou cobipartidos como entrada. Formalmente, eles demonstraram que se G é um grafo split
ou cobipartido livre de gêmeos de ordem n, então γL(G)⩽ n

2 .
Conforme visto no Capítulo 1, conjuntos dominantes localizadores podem ser

compreendidos como vértices capazes de detectar intrusos em sua vizinhança fechada,
podendo distinguir ele próprio de seus vértices vizinhos. Na área de teoria dos grafos,
além de problemas envolvendo conjuntos dominantes localizadores, também são estuda-
dos outros tipos de conjuntos com propriedades parecidas. Um exemplo, cuja definição
foi apresentada no Capítulo 2, são os códigos identificadores, em que, diferentemente
dos conjuntos dominantes localizadores, um vértice detector não consegue distinguir ele
próprio de um vértice vizinho.

Ademais, existem variações de conjuntos dominantes localizadores, sendo que
as mais estudadas dentre elas são os conjuntos dominantes localizadores abertos e os
redundantes. Os abertos são aqueles em que cada vértice detector só pode detectar intrusos
em sua vizinhança, e não nele próprio. Os redundantes, por sua vez, são similares aos
conjuntos dominantes localizadores tradicionais, com a diferença de que o conjunto
mantém a propriedade de ser dominante localizador mesmo com a remoção de qualquer
um dos seus vértices, e por essa razão é dito ser tolerante a falhas.

Uma bibliografia contendo referências a diversos artigos sobre códigos identifi-
cadores, conjuntos dominantes localizadores e outros conceitos relacionados foi disponi-
bilizada por Jean [11].



CAPÍTULO 5
Resultados

Neste capítulo, serão apresentados os resultados deste trabalho após o estudo de
conjuntos dominantes localizadores em grafos split. Nos grafos exibidos nas figuras, os
vértices pretos são aqueles que pertencem ao conjunto dominante localizador, os brancos
são os que não pertencem e os cinzas não estão sendo analisados no grafo em questão. Os
grafos a serem analisados são não triviais, isto é, são grafos com pelo menos dois vértices.

Primeiramente, trataremos a respeito do limite superior encontrado por Foucaud
et al. [7] para γL em grafos split. Em sua demonstração, há um pequeno equívoco que será
mostrado neste trabalho. Contudo, o erro não compromete o resultado final obtido para γL.
A seguir, será apresentada uma versão didática dessa prova, incluindo figuras e os devidos
ajustes a fim de corrigir o equívoco, que serão indicados logo após a demonstração.

Teorema 5.1 (Foucaud et al. [7]). Seja G um grafo livre de gêmeos de ordem n. Se G é

um grafo split, então γL(G)⩽ n
2 .

Prova. Seja G um grafo split livre de gêmeos de ordem n, em que V (G) = Q∪S, sendo Q

uma clique e S um conjunto independente.
Primeiramente, suponha que |S| ⩾ n

2 (Caso 1), como na Figura 5.1 (a). Como
|Q|+ |S| = n, temos que |Q| ⩽ n

2 . Além disso, Q é uma cobertura de vértices de G, pois
toda aresta e ∈ E(G) possui dois extremos em Q ou um extremo em Q e outro em S.
Sendo assim, pela Proposição 4.1, o conjunto Q é um conjunto dominante localizador de
G, então γL(G)⩽ |Q|⩽ n

2 .
Por outro lado, se |S| < n

2 (Caso 2), temos os seguintes cenários. Só pode haver
um único vértice em Q que não possui vizinhos em S, pois G é livre de gêmeos. Se
não há um vértice em Q sem vizinhos em S (Caso 2.1), como na Figura 5.1 (b), então
todo vértice em Q possui uma vizinhança não vazia e também distinta, uma vez que G é
livre de gêmeos. Isso implica que S é um conjunto dominante localizador, de modo que
γL(G) ⩽ |S| < n

2 . Em contrapartida, isto é, se existe um vértice q em Q que não possui
vizinhos em S (Caso 2.2), então S∪{q} é um conjunto dominante localizador, de modo
que γL(G) ⩽ |S|+ 1. Existem duas possibilidades para esse caso, que serão descritas a
seguir.
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(a) Exemplo do Caso 1. (b) Exemplo do Caso 2.1.

q

(c) Exemplo do Caso 2.2.1.

q

(d) Exemplo do Caso 2.2.2.

q
s

(e) Caso inválido

Figura 5.1: Exemplos de grafos para cada caso. O caso exibido em
(e) não satisfaz a hipótese do teorema.

Se |Q|−|S|⩾ 2 (Caso 2.2.1), como na Figura 5.1 (c), isso implica que |S|+1⩽ n
2 ,

de modo que γL(G) ⩽ n
2 . Então, vamos assumir que |Q| − |S| ⩽ 1 (Caso 2.2.2), como

na Figura 5.1 (d). Não pode haver um outro caso em que há um vértice s ∈ S que
seja adjacente a todo vértice de Q−{q}, pois s e q seriam gêmeos abertos, o que não
satisfaz a hipótese de G ser livre de gêmeos. Sendo assim, o conjunto Q −{q} é um
conjunto dominante localizador, de modo que γL(G)⩽ |Q|−1. Como |Q|−|S|⩽ 1, então
|Q|−1 ⩽ |S|, o que implica que γL(G)⩽ |S|< n

2 .
Portanto, se G é um grafo split livre de gêmeos de ordem n, o seu conjunto

dominante localizador de cardinalidade mínima é limitado superiormente por n
2 . □

No artigo em questão, os autores consideram que, no último caso, onde é
assumido que |Q| − |S| ⩽ 1, existe a possibilidade de termos um grafo em que há um
vértice s∈ S adjacente a todo vértice em Q−{q}, como na Figura 5.1 (e). Em seguida, eles
trazem o conjunto (S−{s})∪{q} como um conjunto dominante localizador. No entanto,
esse conjunto não é nem sequer dominante, uma vez que o vértice s só é adjacente aos
vértices do conjunto Q−{q}.

Apesar do equívoco, o resultado continua sendo válido, pois não existe a pos-
sibilidade de termos esse grafo, já que s e q seriam gêmeos abertos, não satisfazendo a
hipótese inicial de G ser livre de gêmeos. Portanto, basta analisar o caso em que esse vér-
tice s não existe, sendo essa a alteração feita na demonstração apresentada neste trabalho.
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Ademais, o limite apresentado por Foucaud et al. [7] é justo. Considere, por
exemplo, os grafos split livres de gêmeos da Figura 5.2, que possuem γL = n

2 .

(a) (b)

Figura 5.2: Exemplos de grafos split livres de gêmeos com γL =
n
2 .

Até o momento, falamos a respeito de grafos livres de gêmeos. A partir de
agora, vamos incluir em nossas análises grafos que possuem gêmeos. Primeiramente, na
Proposição 5.6, será apresentada uma forma de simplificar grafos que possuem vértices
mutuamente gêmeos, transformando-os em grafos com menos vértices e reduzindo o
γL em uma unidade a cada vértice removido. As Observações e o Lema a seguir serão
utilizados na demonstração da proposição mencionada.

Observação 5.2 Seja G um grafo e V ′ = {v1,v2, . . . ,vk}, k ∈ Z+, k ⩾ 2, um conjunto de

vértices mutuamente gêmeos de G. Se L é um conjunto dominante localizador mínimo de

G, então V ′∩L ⩾ k−1, isto é, todos os vértices mutuamente gêmeos em G, com exceção

de no máximo um, devem pertencer a L.

Observação 5.3 Seja G um grafo split tal que V (G) = (Q∪ S), onde Q é uma clique

e S é um conjunto independente. Sendo assim, se existe um vértice v ∈ S tal que uv ∈
E(G),∀u ∈ Q, isto é, v é adjacente a todo vértice da clique, então G′ = (Q′∪S′, E(G)),

onde Q′ = Q∪{v} é uma clique e S′ = S−{v} é um conjunto independente, é um grafo

isomorfo a G. Em outras palavras, v pode ser considerado pertencente à clique ou ao

conjunto independente.

Observação 5.4 Seja G um grafo split tal que V (G) = (Q∪ S), onde Q é uma clique

e S é um conjunto independente. Considere que, pela Observação 5.3, se ∃v ∈ S tal que

uv ∈ E(G), ∀u ∈ Q, então v será pertencente a Q em vez de S. Sendo assim, se x,y ∈V (G)

e x e y são gêmeos abertos, então x,y∈ S. Por outro lado, se x,y∈V (G) e x e y são gêmeos

fechados, então x,y ∈ Q.

Lema 5.5 Se G é um grafo split que possui um conjunto V ′= {v1,v2, . . . ,vk}, k∈Z+, k⩾

2, de vértices mutuamente gêmeos, então existe um conjunto L tal que L é um conjunto-γL

de G e V ′∩L = k−1.
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Prova. Dado o grafo G definido na hipótese, considere V (G) = (Q∪ S), onde Q é uma
clique e S é um conjunto independente, e L um conjunto-γL de G. Pela Observação 5.2,
temos que V ′ ∩ L ⩾ k − 1. Diante disso, se V ′ ∩ L = k − 1, a implicação do Lema é
verdadeira. Sendo assim, vamos considerar o cenário em que V ′∩L = k.

Por hipótese, L é um conjunto-γL de G em que V ′∩L = k. Vamos construir um
conjunto L′ a partir de L de tal forma que L′ seja um conjunto-γL e atenda à condição de
V ′∩L′ = k−1. Primeiramente, tomamos todos os vértices de L como sendo parte do novo
conjunto L′, isto é, L′ = L. Em seguida, como V ′∩L = k e k ⩾ 2, temos que V ′∩L′ = k e
existem vi,v j ∈ V ′ tais que vi,v j ∈ L′, de modo que podemos escolher um vértice dentre
vi e v j, digamos, vi, e então o removemos de L′, isto é, L′ = L−{vi}.

Entretanto, sabemos que L é um conjunto-γL de G. Sendo assim, ao remover vi,
é evidente que algum outro vértice deve ser incluído em L′ para garantir que L′ também
seja um conjunto-γL de G. Diante disso, iremos dividir o cenário que estamos analisando
em dois casos, que serão descritos a seguir.

Caso 1: Por hipótese, V ′ é um conjunto de vértices mutuamente gêmeos. Pela Observação
5.4, temos que se os vértices de V ′ são mutuamente gêmeos abertos, então V ′⊆ S.

Seja N a vizinhança aberta dos vértices vi ∈V ′, isto é, N =N(v1)=N(v2)= · · ·=
N(vk). Conforme dito anteriormente, estamos em um cenário em que ∃vi,v j ∈V ′

tais que vi,v j ∈ L′. Sendo assim, após a remoção de vi de L′, todos os vértices
adjacentes a vi, isto é, os vértices u ∈ N, continuam sendo dominados por v j, de
modo que todos os vértices em N continuam sendo dominados. Além disso, se
há no grafo dois vértices u e v, tais que u ̸= v ̸= vi, que são separados por vi, eles
também são separados por v j, de modo que u e v permanecem separados.

Diante do que foi apresentado, resta apenas analisar se vi permanece dominado e
separado dos demais vértices. Neste ponto, como |L′|< |L| e L é um conjunto-γL,
sabemos que L′ não é um conjunto dominante localizador, o que implica que vi

não é dominado ou não é separado dos demais. Foi dito anteriormente que um
vértice deveria ser inserido em L′ para que ele se tornasse um conjunto-γL. Nesse
sentido, a ideia do próximo passo é inserir um vértice justamente para garantir
que vi seja dominado e separado dos demais. Existem dois subcasos que serão
analisados a seguir.

Caso 1.1: Nenhum vértice de N pertence ao conjunto L′, isto é, N∩L′ = /0. Neste
cenário, temos que vi não é dominado por nenhum vértice. Sendo
assim, basta escolhemos algum vértice x ∈ N e inseri-lo em L′, de
modo que vi agora é dominado por x. Além disso, não existe algum
vértice y diferente de vi tal que y /∈ L′ e N(y)∩L′ = {x}, pois, como
L é um conjunto dominante localizador e x /∈ L, o vértice y já era
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dominando por algum vértice diferente de x. Dessa forma, concluímos
que vi também é separado de qualquer outro vértice de V (G)−L′.

Portanto, neste caso, temos que que L′ = (L−{vi})∪{x}, vi ∈V ′, x∈
N é um conjunto-γL. Um exemplo deste cenário pode ser visualizado
na Figura 5.3.

x vi

v j

...
...

N V ′

(a) Conjunto L.

x vi

v j

...
...

N V ′

(b) Conjunto L′.

Figura 5.3: Exemplo do caso 1.1.

Caso 1.2: Existe um subconjunto de vértices x1, . . . ,xp, p ∈ Z+, 1 ⩽ p ⩽ |N|,
em N que está contido em L′, isto é, N ∩L′ ̸= /0. Sendo assim, temos
que vi é dominado por x1, . . . ,xp. Neste cenário, existe um vértice y tal
que y /∈ L′ e N(y)∩L′ = {x1, . . . ,xp} pois, caso contrário, o conjunto
L não seria mínimo, visto que vi poderia ser simplesmente removido.
Além disso, esse vértice é único, pois a existência de um y′ tal que
y′ ̸= y e N(y′)∩L′ = {x1, . . . ,xp} implicaria que L′ não é um conjunto
dominante localizador, já que y e y′ são vértices não separados.

Tendo em vista a existência de y, temos que N(vi)∩L′ = N(y)∩L′ =

{x1, . . . ,xp}, ou seja, vi e y não são separados. Sendo assim, basta
incluir y no conjunto L′, de modo que não existe mais nenhum outro
vértice em V (G)−L′ que não seja separado de vi.

Portanto, neste caso, temos que que L′ = (L−{vi})∪{y}, vi ∈V ′, y∈
V (G) é um conjunto dominante localizador mínimo. Exemplos deste
cenário podem ser visualizados nas Figuras 5.4 e 5.5.
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x1 vi

v j

y
...

...

N V ′

(a) Conjunto L.

x1 vi

v j

y
...

...

N V ′

(b) Conjunto L′.

Figura 5.4: Exemplo do caso 1.2 quando y pertence à clique de G.

x1 vi

v j

y...

...

N V ′

(a) Conjunto L.

x1 vi

v j

y...

...

N V ′

(b) Conjunto L′.

Figura 5.5: Exemplo do caso 1.2 quando y pertence ao conjunto
independente de G.

Dessarte, em ambos os subcasos foi demonstrada a existência de L′ como sendo
um conjunto-γL tal que V ′∩L′ = k−1.

Caso 2: Pela Observação 5.4, se os vértices de V ′ são mutuamente gêmeos fechados,
então V ′ ⊆ Q.

Seja N a vizinhança fechada dos vértices vi ∈ V ′, isto é, N = N[v1] = N[v2] =

· · · = N[vk]. Considere que N = NQ ∪ NS onde NS = N ∩ S e NQ = N ∩ Q.
Conforme visto anteriormente, estamos em um cenário em que ∃vi,v j ∈ V ′ tais
que vi,v j ∈ L′. Sendo assim, após a remoção de vi de L′, todos os vértices
adjacentes a vi e o próprio vi, isto é, os vértices u ∈ N, continuam sendo
dominados por v j, de modo que todos os vértices em N continuam sendo
dominados. Além disso, se há no grafo dois vértices u e v, tais que u ̸= v ̸= vi,
que são separados por vi, eles também são separados por v j, de modo que u e v

permanecem separados.
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Diante do que foi apresentado, resta apenas analisar se vi permanece separado
dos demais vértices. Assim como no Caso 1, a ideia do próximo passo é inserir
um vértice para garantir que vi seja separado dos demais, assim garantindo
também que L′ seja um conjunto-γL. Existem dois subcasos que serão analisados
a seguir. Considere que L′ = L′

Q ∪L′
S onde L′

S = L′∩S e L′
Q = L′∩Q.

Caso 2.1: Nenhum vértice do conjunto NS pertence a L′, isto é, NS ∩ L′ = /0.
Dadas essas condições, temos que N(vi) ∩ L′ = L′

Q. Uma vez que
sabemos que a remoção de vi de L′ fez com que L′ deixasse de ser
um conjunto dominante localizador, fica evidente que deve existir
um y ∈ V (G) tal que y /∈ L′ e N(y)∩ L′ = L′

Q, isto é, y e vi não são
separados. Além disso, esse vértice é único, pois a existência de um y′

tal que y′ ̸= y e N(y′)∩L′ = L′
Q implicaria que L, o conjunto original,

não é dominante localizador.

Sendo assim, basta incluir y em L′ para garantir que vi seja separado
de todos os vértices em V (G)− L′. Portanto, neste caso, temos que
L′ = (L−{vi})∪{y}, vi ∈V ′, y ∈V (G) é um conjunto-γL. Exemplos
deste cenário podem ser visualizados nas Figuras 5.6 e 5.7.

vi

v j

y

...
...

V ′

(a) Conjunto L.

vi

v j

y

...
...

V ′

(b) Conjunto L′.

Figura 5.6: Exemplo do caso 2.1 quando y ∈ Q.
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vi

v j y

...
...

V ′

(a) Conjunto L.

vi

v j y

...
...

V ′

(b) Conjunto L′.

Figura 5.7: Exemplo do caso 2.1 quando y ∈ S.

Caso 2.2: Existe um subconjunto de vértices x1, . . . ,xp, 1 ⩽ p ⩽ |NS|, em NS

que está contido em L′, isto é, NS ∩ L′ ̸= /0. Dadas essas condições,
temos que N(vi) ∩ L′ = L′

Q ∪ {x1, . . . ,xp}. Analogamente ao Caso
2.1, deve existir um único y ∈ V (G) tal que y /∈ L′ e N(y)∩ L′ =

L′
Q ∪{x1, . . . ,xp}, de modo que vi e y não são separados. Além disso,

y∈Q, pois como y é adjacente aos vértices x1, . . . ,xp ∈NS, y não pode
pertencer a S.
Dessa forma, assim como no Caso 2.1, basta incluir y em L′ para
garantir que vi seja separado de todos os vértices em V (G)− L′.
Portanto, neste caso, temos que L′ = (L−{vi})∪{y}, vi ∈V ′, y ∈ Q

é um conjunto-γL. Um exemplo deste cenário pode ser visualizado na
Figura 5.8.

vi

v j x1

y

...
...

V ′

(a) Conjunto L.

vi

v j x1

y

...
...

V ′

(b) Conjunto L′.

Figura 5.8: Exemplo do caso 2.2.

Dessarte, em ambos os subcasos foi demonstrada a existência de L′ como sendo
um conjunto-γL tal que V ′ ∩L = k− 1. Uma vez provados os Casos 1 e 2, temos que o
Lema é verdadeiro. □
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Proposição 5.6 Seja G um grafo split que possui vértices u, v e w mutuamente gêmeos e

γL(G) = k, k ∈Z+. Sendo assim, existe um grafo G′ tal que G′ ∼=G\{w} e γL(G′) = k−1.

Prova. Para demonstrar a existência de G′, iremos provar que γL(G) = k se e somente se
γL(G′) = k− 1. Um esquema dos grafos G e G′ pode ser visualizado nas Figuras 5.9 e
5.10. Primeiramente, vamos mostrar que se γL(G) = k, então γL(G′) = k−1.

Por hipótese, se γL(G) = k, então existe um conjunto dominante localizador L tal
que |L|= k. Sabemos que, conforme a Observação 5.2, pelo menos dois vértices dentre u,
v e w devem pertencer a L. Sendo assim, assumiremos que v e w pertencem a L.

O grafo G′ é obtido a partir de G com a remoção do vértice w. Ao remover w de
G′, todos os vértices adjacentes a w continuam sendo dominados por v, já que w e v são
gêmeos. Além disso, se haviam dois vértices x1 e x2 no grafo que eram separados por w,
eles também eram separados por v, de modo que x1 e x2 permanecem separados.

Dessa forma, podemos construir um conjunto L′ = L−{w}, que é um conjunto
dominante localizador mínimo de G′. Uma vez que L′ = L − {w}, temos que |L′| =
|L|−1 = k−1. Logo, γL(G′) = k−1.

u

v

w
... ...

(a) Grafo G.

u

v

...
...

(b) Grafo G′.

Figura 5.9: Esquema dos grafos G e G′ quando u, v e w são gêmeos
abertos.

u

v

w

...

...

(a) Grafo G.

u

v

...
...

(b) Grafo G′.

Figura 5.10: Esquema dos grafos G e G′ quando u, v e w são
gêmeos fechados.
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Agora, vamos mostrar que se γL(G′) = k− 1, então γL(G) = k. Por hipótese, se
γL(G′) = k−1, então existe um conjunto dominante localizador L′ tal que |L′|= k−1. O
grafo G inclui um vértice w tal que w é gêmeo dos vértices u e v.

Como L′ é um conjunto dominante localizador mínimo, podemos considerar que,
conforme o Lema 5.5, algum vértice dentre os vértices mutuamente gêmeos a u e v não
pertence a L′. Considere que u é o vértice que não pertence a L′.

Sendo assim, a inclusão de w tal que w /∈ L′ faz com que a definição de
conjunto dominante localizador não seja atendida, pois, nesse cenário, u,w ∈V (G)−L′ e
N(u)∩L′ = N(w)∩L′, ou seja, u e w não são separados. Logo, para que a definição seja
satisfeita, w deve ser incluído em L′.

Dessa forma, podemos construir um conjunto L = L′∪{w}, que é um conjunto
dominante localizador mínimo de G. Uma vez que L = L′ ∪ {w}, temos que |L| =
|L′|+1 = (k−1)+1 = k. Logo, γL(G) = k.

Portanto, uma vez demonstrado que γL(G) = k se e somente se γL(G′) = k− 1,
temos que a proposição é verdadeira. □

A partir deste ponto, serão apresentados alguns resultados obtidos para a cardi-
nalidade mínima de conjuntos dominantes localizadores em algumas subclasses de grafos
split.

Teorema 5.7 Seja G um grafo split completo de n vértices tal que V (G)= (Q∪S), onde Q

é uma clique e S é um conjunto independente. Se |Q|= 1 ou |S|= 1, então γL(G) = n−1.

Prova. Considere L como sendo um conjunto-γL de G e n = |V (G)|. A demonstração será
dividida em três subcasos, a serem descritos a seguir.

Se |Q| = 1 e |S| = 1, conforme ilustra a Figura 5.11, basta incluir um dos dois
vértices de G no conjunto dominante localizador para obter um conjunto-γL. Sendo assim,
nesse grafo, γL(G) = n−1.

Figura 5.11: Grafo split completo com |Q|= 1 e |S|= 1. Os vérti-
ces destacados formam um conjunto-γL.

Se |Q| = 1 e |S| > 1, conforme ilustra a Figura 5.12, então temos um grafo
bipartido completo K1,n−1 com k vértices mutuamente gêmeos abertos s1,s2, . . . ,sk ∈
S, k = |S|. Sendo assim, conforme a Observação 5.2, todos os gêmeos, com a exceção
de no máximo um, devem pertencer a L. Isso traz um limite inferior de n−2 para γL(G).
Contudo, se tanto o vértice q ∈ Q e quanto algum vértice si ∈ S não pertencerem a L,
então o vértice si não seria dominado. Portanto, um dos dois também deve pertencer a
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L. Isso aumenta o limite inferior de γL(G) para n−1. Além disso, L = V (G)−{v}, para
algum v ∈V (G), é um conjunto dominante localizador de G. Com isso, temos um limite
superior de n−1 para γL(G). Uma vez que n−1 ⩽ γL(G)⩽ n−1, podemos concluir que
γL(G) = n−1.

...

Figura 5.12: Grafo split completo com |Q|= 1 e |S|> 1. Os vérti-
ces destacados formam um conjunto-γL.

Se |S| = 1 e |Q| > 1, conforme ilustra a Figura 5.13, então temos um grafo
isomorfo a Kn, isto é, um grafo completo de n vértices. Sendo assim, como todos os
vértices do grafo são mutuamente gêmeos fechados, então todos, com a exceção de no
máximo um, devem pertencer a um conjunto dominante localizador de G, conforme
a Observação 5.2. Isso traz um limite inferior de n − 1 para γL(G). Além disso, L =

V (G)−{v}, para algum v ∈V (G), é um conjunto dominante localizador de G. Com isso,
temos um limite superior de n − 1 para γL(G). Uma vez que n − 1 ⩽ γL(G) ⩽ n − 1,
podemos concluir que γL(G) = n−1.

...

Figura 5.13: Grafo split completo com |S|= 1 e |Q|> 1. Os vérti-
ces destacados formam um conjunto-γL.

Em todos os subcasos foi provado que γL(G) = n− 1. Portanto, a proposição é
verdadeira. □

Teorema 5.8 Seja G um grafo split completo de n vértices tal que V (G) = (Q∪S), onde

Q é uma clique e S é um conjunto independente. Se |Q|> 1 e |S|> 1, então γL(G) = n−2.

Prova. Considere L como sendo um conjunto-γL de G e n = |V (G)|. Uma representação
para o grafo G em questão pode ser visualizada na Figura 5.14.
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...
...

Figura 5.14: Grafo split completo com |Q|> 1 e |S|> 1. Os vérti-
ces destacados formam um conjunto-γL.

Como G é um grafo split completo, sabemos que cada vértice do conjunto inde-
pendente é adjacente a cada vértice da clique. Sendo assim, os vértices q1,q2, . . . ,qk, k =

|Q|, são mutuamente gêmeos fechados e os vértices s1,s2, . . . ,sk, k = |S|, são mutuamente
gêmeos abertos.

Dito isso, conforme a Observação 5.2, temos que Q−{qi} ⊆ L e S−{s j} ⊆ L,
para algum 1 ⩽ i ⩽ |Q| e 1 ⩽ j ⩽ |S|. Isso traz um limite inferior de n− 2 para γL(G).
Neste ponto, L já é um conjunto dominante localizador, uma vez que qi é dominado por
(Q−{qi})∪ (S −{si}) e si é dominado por Q−{qi}, isto é, qi e si são dominados e
separados entre si. Sendo assim, temos que L = (Q−{qi})∪ (S−{si}) é um conjunto
dominante localizador de G e |L| = n−2. Como isso, temos um limite superior de n−2
para γL(G). Uma vez que n−2 ⩽ γL(G)⩽ n−2, podemos concluir que γL(G) = n−2. □

Teorema 5.9 Seja G um grafo split tal que V (G) = (Q∪ S), onde Q é uma clique e S é

um conjunto independente. Se G é um grafo split corona, então γL(G) = |S|.

Prova. Considere L como sendo um conjunto-γL de G e n = |V (G)|. A demonstração será
dividida em dois subcasos, a serem descritos a seguir.

Primeiramente, analisaremos o caso em que G ∼= Kn1 ⊙K1, onde n1 ∈ Z+. Neste
caso, cada vértice do conjunto independente é adjacente a um único e distinto vértice da
clique. Sendo assim, para que cada vértice si ∈ S seja dominado, si ou o vértice qi ∈ Q tal
que qi é adjacente a si deve pertencer ao conjunto dominante localizador, para 1 ⩽ i ⩽ |S|.
Isso traz um limite inferior de |S| para γL(G).

Além disso, L = Q, conforme ilustra a Figura 5.15 (a), é um conjunto dominante
localizador de G, visto que todo vértice q∈Q pertence a L e todo vértice s∈ S é dominado
e separado dos demais. Veja que |L| = |Q| = |S|; com isso, temos que |S| é um limite
superior para γL(G). Uma vez que |S|⩽ γL(G)⩽ |S|, temos que γL(G) = |S|.
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...
...

(a) Grafo Kn1 ⊙K1.

...
...

(b) Grafo Kn1 ⊙K2.

Figura 5.15: Casos base de grafos split corona. Os vértices desta-
cados formam um conjunto-γL.

Agora, analisaremos o caso em que G ∼= Kn1 ⊙Kn2 , onde n1,n2 ∈ Z+, n2 ⩾ 2.
Neste caso, para cada vértice qi ∈ Q, teremos n2 vértices mutuamente gêmeos abertos
s1

i ,s
2
i , . . . ,s

n2
i ∈ S adjacentes a qi. Sendo assim, conforme a Observação 5.2, todos os gê-

meos, com a exceção de no máximo um, devem pertencer ao conjunto dominante loca-
lizador. Contudo, se um vértice s j

i ∈ S não pertencer ao conjunto dominante localizador,
então qi, o vértice adjacente a s j

i , deve pertencer ao conjunto para que s j
i seja dominado.

Isso traz um limite inferior de |S| para γL(G).
Além disso, L =V (G)−{s1

1,s
1
2, . . . ,s

1
k},k = |Q|, conforme ilustra a Figura 5.15

(b), é um conjunto dominante localizador de G, visto que os vértices s1
1,s

1
2, . . . ,s

1
k , que não

pertencem a L, são dominados e separados entre si. Veja que |L|= n−|Q|= |S|; com isso,
temos que |S| é um limite superior para γL(G). Uma vez que |S|⩽ γL(G)⩽ |S|, temos que
γL(G) = |S|.

Portanto, temos a generalização do resultado para grafos split corona
G ∼= Kn1 ⊙Kn2 , onde n1,n2 ∈ Z+, o que implica que γL(G) = |S|. □



CAPÍTULO 6
Conclusão

Neste trabalho, realizamos um estudo a respeito de conjuntos dominantes loca-
lizadores, reunindo resultados importantes presentes na literatura para diferentes classes
de grafos. Durante o estudo, foi constatado que o problema de se determinar se o grafo
admite um conjunto dominante localizador de tamanho máximo k é NP-completo para
grafos split, conforme Foucaud [6]. Isso motivou o estudo do problema para subclasses
de grafos split.

No Capítulo 3, fizemos uma revisão de grafos split e algumas de suas principais
subclasses, e foram citadas caracterizações existentes na literatura para essas subclasses a
fim de auxiliar na descrição desses grafos. Em seguida, a fim de centralizar os principais
resultados encontrados referentes a conjuntos dominantes localizadores, escrevemos o
Capítulo 4, que uma contém revisão bibliográfica sobre esse tema.

Durante o estudo da literatura, foi identificado um pequeno equívoco na demons-
tração de Foucaud et al. [7] para o limite superior de n

2 para conjuntos dominantes loca-
lizadores em grafos split, e uma versão didática e com os devidos ajustes foi apresentada
neste trabalho, no começo do Capítulo 5.

Ademais, a partir dos conceitos estudados, foi construída uma proposição para
simplificar grafos split que possuem vértices mutuamente gêmeos, transformando-os em
grafos com menos vértices e reduzindo a cardinalidade mínima do conjunto dominante
localizador em uma unidade a cada vértice removido.

Por fim, foram apresentadas fórmulas fechadas para a cardinalidade mínima
de conjuntos dominantes localizadores em subclasses mais simples de grafos split. Foi
demonstrado que grafos split completos com |Q|= 1 ou |S|= 1 possuem γL igual a n−1,
grafos split completo com |Q|> 1 e |S|> 1 possuem γL igual a n−2 e grafos split corona
possuem γL igual a |S|.

Em trabalhos futuros, poderiam ser estudados limites ou fórmulas fechadas
para as demais subclasses apresentadas neste trabalho, incluindo grafos threshold, split-
-permutação, split-intervalo e split-comparabilidade. Além disso, poderiam ser exploradas
outras subclasses de split que não foram mencionadas aqui. A Proposição 5.6 para
simplificação de grafos split apresentada também poderia ser aplicada em algumas dessas
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subclasses para uma melhor análise das mesmas. Uma última sugestão seria estudar quais
grafos split atingem o limite superior de n

2 provado por Foucaud et al. [7].
Durante o desenvolvimento do trabalho, foram encontradas dificuldades no

estudo de algumas demonstrações presentes na literatura, incluindo a prova de NP-
-completude de CDL para grafos split. Ainda sim, considero que o trabalho me proporci-
onou bastante experiência e aprendizado tanto no campo de teoria dos grafos quanto na
escrita de trabalhos acadêmicos.
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