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RESUMO

A inferéncia em modelos de regressao pode ser comprometida em amostras pequenas ou mode-
radas, uma vez que testes cldssicos, como razao de verossimilhanca, Wald, escore e gradiente,
tendem a apresentar distor¢des de tamanho, levando a decisOes estatisticas incorretas. Este
trabalho tem como objetivo avaliar e comparar o desempenho desses quatro testes, além de uma
versdo corrigida do teste de Wald com refinamentos de segunda ordem no modelo de regressao
Lindley-Unitdria, apropriado para varidveis continuas restritas ao intervalo (0,1). Para isso, foi
conduzido um estudo de simulacdo de Monte Carlo, variando o tamanho amostral, o0 nimero
de parametros do modelo e o comprimento do vetor de pardmetros sob teste. Os resultados
indicam que a performance dos testes assintéticos piora com o aumento da complexidade do
modelo, especialmente em amostras pequenas. Em geral, o teste de Wald tradicional mostrou-se
sistematicamente liberal, elevando o risco de erros do tipo I, enquanto o teste escore apresentou
comportamento marcadamente conservador, o que implica em perda de poder estatistico. A
versdo corrigida do teste de Wald apresentou melhorias significativas, mas o teste gradiente
destacou-se por sua robustez e consisténcia superiores. Ele manteve taxas de rejeicdo muito
préximas aos niveis nominais, mesmo nos cendrios mais exigentes, e se beneficia de uma maior
simplicidade computacional por nao exigir o cdlculo da matriz de informag¢do. Uma aplicacdo
com dados reais do IDEB e do PIB per capita das unidades federativas brasileiras ilustra os acha-
dos. Conclui-se que o teste gradiente representa a alternativa mais recomenddvel para anélises

praticas neste contexto, oferecendo uma combinagdo de precisdo e eficiéncia.

Palavras-chave: Modelo Lindley-Unitaria. Refinamentos assintéticos. simulagdo de Monte Carlo.

Testes estatisticos.



ABSTRACT

Inference in regression models can be compromised in small or moderate samples, since classical
tests such as the likelihood ratio, Wald, score, and gradient tests tend to exhibit size distortions,
leading to incorrect statistical decisions. This study aims to evaluate and compare the performance
of these four tests, as well as a corrected version of the Wald test with second-order refinements,
within the Unit-Lindley regression model, which is suitable for continuous variables restricted
to the interval (0,1). For this purpose, a Monte Carlo simulation study was conducted, varying
the sample size, the number of model parameters, and the length of the parameter vector
under test. The results indicate that the performance of the asymptotic tests deteriorates as
model complexity increases, especially in small samples. In general, the traditional Wald test
was systematically liberal, increasing the risk of type I errors, whereas the score test showed
markedly conservative behavior, implying a loss of statistical power. The corrected version of
the Wald test presented significant improvements, but the gradient test stood out for its superior
robustness and consistency. It maintained rejection rates very close to nominal levels, even in the
most demanding scenarios, and benefits from greater computational simplicity, as it does not
require the computation of the information matrix. It is concluded that the gradient test represents
the most advisable alternative for practical analyses in this context, offering a combination of

accuracy and efficiency.

Keywords: Asymptotic refinements. Monte Carlo simulation. Statistical tests. Unit-Lindley

model.
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1 INTRODUCAO

A andlise de dados continuos restritos ao intervalo (0,1), como proporg¢des, taxas ou
indices, € de grande importancia em diversas dreas, como economia, satde e ci€ncias sociais.
Para lidar com essas varidveis, modelos de regressao especificos sdo necessarios. Enquanto
modelos classicos como a regressao Beta sdo amplamente utilizados, a literatura recente tem
investigado alternativas capazes de capturar diferentes formas de assimetria nos dados, muitas
vezes com menor complexidade paramétrica. Entre elas, destaca-se o modelo de regressao
Lindley-Unitaria (UL), proposto por Mazucheli, Menezes e Chakraborty (2019), que oferece
uma estrutura adequada para modelar tais dados. Na drea educacional e econdmica, por exemplo,
tais modelos sdo uteis para analisar propor¢des e indices restritos ao intervalo (0,1), como o
Indice de Desenvolvimento da Educacdo Basica (IDEB) e a participacio de determinado setor

no Produto Interno Bruto (PIB) nacional.

Nesse contexto, a inferéncia estatistica desempenha um papel fundamental. Os testes de
hipéteses paramétricos constituem ferramentas centrais para avaliar os efeitos e as relacdes entre
varidveis explicativas e a varidvel resposta. Em grandes amostras, os procedimentos mais empre-
gados sdo aqueles baseados nas estatisticas da Razao de Verossimilhangas (RV), de Wald (W),
de Escore (E) e de Gradiente (G). A ampla utilizacdo e a equivaléncia assintética desses testes
decorrem do fato de que, sob condi¢des de regularidade e sob a hipétese nula, todos aproximam a
funcdo de log-verossimilhang¢a por uma pardbola (aproximac¢do quadratica). Consequentemente,
as estatisticas convergem para uma mesma distribui¢do qui-quadrado, tornando-se alternativas

préticas quando as distribui¢des exatas sdo desconhecidas.

Contudo, a confianga nesses testes assintéticos pode ser comprometida quando o tamanho
da amostra € pequeno ou moderado, pois os termos de ordem superior da expansao de Taylor,
negligenciados na aproximacao assintotica, tornam-se relevantes. Nessas condicoes, as estatisti-
cas classicas diferem na forma como avaliam a discrepancia entre os dados e a hip6tese nula: o
teste de Wald baseia-se na curvatura da log-verossimilhanga no estimador irrestrito; o Escore,
na inclinag¢do no ponto restrito; a RV, na diferenca de alturas da funcio; e o Gradiente, numa
combinacao entre inclinagdo e distancia das estimativas. Essas diferencas geométricas levam
a distor¢des de tamanho distintas. O teste de Wald, por exemplo, tende a ser liberal (rejei¢ao
excessiva) pois a variancia estimada tende a ser subestimada em pequenas amostras, além de
ndo ser invariante a reparametrizagdes. Em contrapartida, o teste Escore frequentemente exibe
comportamento conservador (perda de poder) devido a rigidez da informacao de Fisher avaliada
sob a hipdtese nula. A estatistica da Razdo de Verossimilhangas, por sua vez, tende a apresentar
um desempenho mais equilibrado. Isso ocorre porque ela utiliza informagdes de ambos os estima-

dores (restrito e irrestrito) para mensurar a evidéncia contra a hipdtese nula e possui a propriedade
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de invariancia sob reparametriza¢des, o que lhe confere maior estabilidade inferencial. Ainda
assim, em amostras finitas, ela também pode apresentar viés devido a imprecisdo da aproximagdo

qui-quadrado.

A necessidade de aprimorar a inferéncia em amostras finitas motivou o desenvolvimento
de refinamentos assint6ticos e corre¢des de ordem superior. Ja nos trabalhos pioneiros de Bartlett
(1937) e Lawley (1956), foi apontada a necessidade de correcdes para a estatistica da razao de
verossimilhangas. Seguindo essa linha, diversos pesquisadores propuseram ajustes para diferentes

modelos, como os Modelos Lineares Generalizados e os modelos de regressao Beta.

Especificamente para o modelo de regressdo Lindley-Unitaria, o trabalho de Oliveira et
al. (2025) serve como ponto de partida para a presente investigacdo. Os autores obtiveram
expressoes para correcio de viés dos estimadores de maxima verossimilhanca e desenvolveram
um teste de Wald modificado baseado em uma matriz de covariancias de segunda ordem. Os
resultados numéricos mostraram que os estimadores corrigidos sdo menos viesados e que o teste

de Wald modificado é mais preciso em amostras pequenas.

Apesar desses avangos, € considerando que o modelo Lindley-Unitéria tem se destacado
como uma alternativa vantajosa a regressao Beta por sua parcimdnia (apenas um parametro de
forma) e tratabilidade matematica, uma avaliacdo comparativa e abrangente do desempenho dos
testes cldssicos de escore e gradiente, frente as alternativas de Wald, Wald corrigido e razao
de verossimilhancgas, ainda nao foi realizada para este modelo. Embora estudos andlogos em
modelos de regressdao Beta de Ferrari e Cribari-Neto (2004) e Modelos Lineares Generalizados
do Vargas, Ferrari e Lemonte (2014) tenham evidenciado que, em amostras finitas, a falha na
aproximagcdo quadrdtica da log-verossimilhanca torna o teste de Wald liberal e o teste Escore
conservador, este trabalho se insere nesse campo de pesquisa com o objetivo de verificar se
tais padrdes de distor¢do persistem ou se alteram no modelo Lindley-Unitdria. O propdsito é
avaliar e comparar o desempenho dos quatro testes assintéticos cldssicos e da versao corrigida
do teste de Wald. Para isso, foi conduzido um estudo de simulacao de Monte Carlo, explorando
cendrios com variacao no tamanho amostral, no niimero de pardmetros do modelo € no nimero
de parametros sob teste. Adicionalmente, a metodologia serd aplicada a um conjunto de dados
reais para ilustrar a relevancia pratica dos achados. A partir dos resultados, este estudo pretende
oferecer recomendacgdes sobre qual teste de hipétese é mais confidvel e robusto, mitigando o
risco de inferéncias invalidas decorrentes das discrepancias assintdticas em modelos para dados

continuos restritos ao intervalo (0,1).

A elaboracdo deste trabalho, desde a sua concepcao tedrica, andlise metodoldgica e imple-
mentagio, foi conduzida integralmente pelo autor'. O trabalho estd organizado da seguinte forma:

o Capitulo 1 apresenta a revisao bibliografica, abordando os principais conceitos relacionados

I O assistente Gemini (Google) foi empregado exclusivamente para a revisio textual e sugestdes de estruturagio em

IATX. Nio houve interferéncia no contetido técnico, cientifico ou nas decisdes de anélise estatistica apresentadas.
Ver Google (2025).
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aos modelos de regressao para varidveis continuas no intervalo (0,1), bem como fundamentos
tedricos dos testes de hipdteses assintdticos utilizados neste estudo. O Capitulo 2 descreve
a metodologia adotada, incluindo a formulagdo do modelo de regressao Lindley-Unitaria, as
expressoes das estatisticas de teste de Wald, razdo de verossimilhangas, escore e gradiente, além
dos procedimentos empregados no estudo de simulac@o e na aplicacdo aos dados reais. No
Capitulo 3, sdo apresentados e discutidos os resultados obtidos tanto nas simulagdes quanto na
andlise dos dados reais. Por fim, sdo expostas as conclusdes do trabalho, destacando as principais

contribui¢cdes e possiveis direcdes para pesquisas futuras.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Os testes de hipdteses constituem uma das principais ferramentas da inferéncia estatistica,
permitindo avaliar suposi¢des acerca de parametros populacionais com base em informacdes
amostrais. Na prdtica, o objetivo € verificar, a partir dos dados, se hd evidéncias suficientes para
aceitar ou rejeitar uma hip6tese formulada sobre um ou mais parametros do modelo. Em muitos
casos, as distribuicOes exatas das estatisticas de teste sdo desconhecidas, especialmente em
modelos de regressdo, o que torna a teoria assintdtica uma alternativa essencial. Assim, quando
o tamanho amostral tende ao infinito, essas estatisticas convergem para distribui¢des conhecidas,
usualmente a distribuicao qui-quadrado, o que permite a construcdo de testes com propriedades

bem definidas.

Em situacdes de grandes amostras, os procedimentos mais empregados sdo aqueles ba-
seados nas estatisticas da razdo de verossimilhanga (Wilks, 1938), de Wald (Wald, 1943), de
escore (Rao, 1948) e de gradiente (Terrell, 2002). Esses testes sdo amplamente utilizados, pois,
na maioria dos modelos estatisticos, as distribuicdes exatas das estatisticas de teste nao sdao
conhecidas, e os métodos assintdticos oferecem uma solucdo pratica e eficiente. Sob a hipétese
nula, todas essas estatisticas convergem assintoticamente para uma distribui¢do qui-quadrado, o

que as torna compardveis entre si.

Cada uma dessas estatisticas apresenta caracteristicas especificas. O teste de Wald é um dos
mais utilizados devido a sua simplicidade computacional, pois depende apenas dos estimadores
de maxima verossimilhanca e da matriz de informacao observada. Contudo, é conhecido por seu
comportamento liberal em pequenas amostras, tendendo a rejeitar a hipdtese nula excessivamente
devido a subestimacdo da variancia dos estimadores. O teste escore, também chamado de teste de
Rao, requer apenas o calculo do vetor escore e da matriz de informagao sob a hipétese nula, sendo
particularmente util quando a estimagao sob a hipétese alternativa é complexa. O teste da razao
de verossimilhangas é baseado na comparacgdo entre as log-verossimilhancas sob as hipéteses
nula e alternativa, e costuma apresentar desempenho equilibrado em diferentes contextos por
utilizar a informaca@o completa da funcao de verossimilhanga em ambos os pontos. Por fim, o
teste de gradiente, proposto por Terrell (2002), tem como vantagem a simplicidade de célculo,
pois dispensa a inversdo da matriz de informacao observada. Esta caracteristica representa uma
vantagem computacional significativa, pois evita problemas de instabilidade numérica comuns
na inversdo de matrizes mal condicionadas, além de conferir ao teste um desempenho robusto

em amostras finitas, comparavel a razao de verossimilhancas.

Nos dltimos anos, diversos autores tém estudado as propriedades dessas estatisticas em
pequenas amostras, uma vez que, em muitas aplicagdes praticas, o tamanho da amostra nao €

suficientemente grande para assegurar a validade da teoria assintética. Nessa linha, os trabalhos
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classicos de Bartlett (1937) e Lawley (1956) ja haviam apontado a necessidade de corre¢des
de ordem finita para a estatistica da razdo de verossimilhangas, conhecidas como correcdes de
Bartlett. Tais corre¢des visam reduzir o viés da média da estatistica em relagcdo a distribui¢cao
qui-quadrado tedrica, melhorando a precisao dos testes em amostras pequenas ou moderadas.
Seguindo essa linha, Cordeiro e Ferrari (1991) e Pace e Salvan (1997) propuseram ajustes e
alternativas que buscam melhorar o desempenho das estatisticas de teste em amostras finitas,

generalizando as corre¢des para diferentes modelos e contextos.

Diversos estudos posteriores investigaram a aplicabilidade dessas correcdes em diferentes
classes de modelos. Vargas, Ferrari e Lemonte (2014) compararam o desempenho das estatisticas
de razdo de verossimilhanca, Wald, escore e gradiente em Modelos Lineares Generalizados,
destacando limitagdes em amostras pequenas e propondo versdes corrigidas. De maneira seme-
lhante, Medeiros, Ferrari e Lemonte (2017) analisaram o desempenho desses testes em modelos
de dispersao, mostrando que as corre¢des de segunda ordem podem melhorar significativamente
o controle do erro tipo I. No contexto de dados restritos ao intervalo (0,1), Ferrari e Pinheiro
(2010) propuseram um ajuste para a estatistica da razao de verossimilhancas no modelo de
regressao Beta, evidenciando que as corre¢cdes de Bartlett sdo eficazes para reduzir distor¢des
em amostras pequenas. Posteriormente, Melo et al. (2022) aplicaram técnicas semelhantes no
contexto dos modelos de regressao Dirichlet Multivariado, ampliando o escopo de aplicacao

dessas melhorias.

Modelos de regressdo para varidveis continuas restritas ao intervalo (0,1) t&ém recebido
atencao crescente na literatura estatistica, especialmente apds o desenvolvimento do modelo
de regressdo Beta por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Esses modelos sao amplamente utilizados
em diversas dreas, como economia, educagdo, biologia e saude, para analisar proporcdes, taxas
e indices. Diferentes extensdes e alternativas a distribuicdo Beta foram propostas, como as
distribui¢cdes Kumaraswamy, Logistica Unitdria e, mais recentemente, a Lindley-Unitdria, cada
uma buscando maior flexibilidade para modelar dados assimétricos e com diferentes graus de

dispersao.

A distribuicao Lindley-Unitaria foi recentemente proposta como uma alternativa flexivel
para modelar varidveis continuas restritas ao intervalo (0,1), representando uma alternativa a
tradicional distribui¢do Beta. Sua construcao € motivada a partir da distribui¢do Lindley (Lindley,
1958), adaptada para o contexto unitdrio por meio de transformac¢do adequada. Mazuchel,
Menezes e Chakraborty (2019) apresentam a distribui¢do Lindley-Unitdria como uma alternativa
a distribuicao Beta para modelar dados proporcionais no intervalo (0,1). Os autores destacam a
flexibilidade da distribui¢@o e sua capacidade de incorporar covaridveis diretamente na média,
permitindo quantificar suas influéncias na varidvel resposta. Além disso, esses autores também
propdem um modelo de regressdo associado, permitindo relacionar a média da varidvel resposta

continua em (0,1) a um conjunto de covaridveis.

Nos tltimos anos, os modelos ou distribuicao Lindley-Unitéria t€ém sido estudados por
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alguns autores, por exemplo, Akdur (2020) propde modelo de efeitos mistos com distribuicao
Lindley-Unitdria para dados de propor¢do com hierarquia/cluster. Ozonur (2022) propds um
teste de aderéncia suave para avaliar a adequac¢do do modelo de regressdao Lindley-Unitéria,
mostrando por meio de simula¢des e de dados reais que ele ajusta melhor varidveis continuas em
(0,1) do que os modelos Beta e Simplex. Karakaya e Saglam (2025) propuseram a distribui¢cdo
Gamma Lindley-Unitaria, uma extensdo flexivel para modelar varidveis continuas restritas ao
intervalo (0,1). No contexto de refinamentos assintéticos, Oliveira et al. (2025) obtiveram uma
expressao para correcdo de viés dos estimadores de maxima verossimilhan¢ga no modelo de
regressdo Lindley-Unitdria. As evidéncias numéricas mostraram que os estimadores corrigidos
tém vieses menores e que o teste de Wald corrigido, baseado em covariancia de segunda ordem,

¢ mais preciso em amostras pequenas.

Apesar dos avancos recentes, a literatura sobre testes assintéticos aplicados ao modelo de
regressdo Lindley-Unitdria ainda € pouco desenvolvida. As revisdes e corre¢des em pequenas
amostras destacadas ao longo deste capitulo reforcam a importancia de refinamentos assintoticos,

garantindo inferéncia estatistica confidvel mesmo em cendrios com limitagdes amostrais.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo, detalhamos os procedimentos metodolégicos empregados para avaliar o
desempenho de testes de hipdteses assintdticos no contexto do modelo de regressdo Lindley-
Unitdria. A metodologia esta dividida em trés partes principais: a apresentacao do modelo de
regressao e dos testes estatisticos de interesse, o desenho do estudo de simulacdo de Monte
Carlo para avaliar o comportamento dos testes em amostras finitas, e, por fim, a aplicacdo da

metodologia a um conjunto de dados reais para ilustrar sua relevancia pratica.

3.1 MODELO DE REGRESSAO LINDLEY-UNITARIA

A distribuicdo Lindley-Unitaria (UL) foi proposta por Mazucheli, Menezes e Chakraborty
(2019). Estes autores usaram a transformagdo Y = X /(1 + X) na distribui¢do Lindley (Lindley,
1958), cuja fungdo de densidade de probabilidade (f.d.p) € dada por

2

0+1

f(x|0) = (x4+1e ™, x>0, 6>0.

Assim, a f.d.p da Lindley-Unitéria € dada por

62 Oy

0) = 1—y)™? - O<y<l1l, 6>0. 3.1

F010) = gt - e (1) o<yt G
Mazucheli, Menezes e Chakraborty (2019) também propuseram uma reparametrizacdo da

equagdo (3.1) utilizando a média, resultando na seguinte expressao:

1—p)? 1—

(1—p) exp {_y< 1)

~ Do P 0<y<l, 0O<p<l.
(1l —y)? }

fylp) = 1=y

A Figura 1 ilustra o comportamento da funcao de densidade de probabilidade da distribui-
cdo Lindley-Unitaria para diferentes valores da média p. Nota-se a flexibilidade da distribuicao

em acomodar diferentes formas de assimetria.
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Figura 1 — Funcao de densidade de probabilidade da distribui¢do Lindley-Unitaria reparametri-

zada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
Para definicdo do modelo utilizado neste trabalho, considere que Y7, . . .,Y,, sejam varidveis
aleatdrias independentes, tais que Y; ~ UL(y;), parai = 1,... ,n. O modelo de regressdo pode

ser estabelecido assumindo-se uma relacao funcional entre a média de Y; e um preditor linear da

seguinte forma:
g9(m:) =X/ 8 =, (3.2)

onde g : (0,1) — R representa uma fun¢do de ligacdo conhecida, estritamente crescente e com
derivadas de primeira e segunda ordem continuas. O vetor de pardmetros desconhecidos € dado
por 3 = (B1,...,B,)", enquanto X = (zi1,... .Z;p) corresponde as observagdes de p varidveis

explicativas conhecidas.

O logaritmo da funcdo de verossimilhanga do modelo pode ser escrito da seguinte forma:

n

CEY {2 log(1 — 1) — log(y) — 3log(1 — ;) — H 63

As quantidades necessdrias para a estimacao dos parametros e os testes estatisticos de
Wald, razdo de verossimilhancas, escore e gradiente — vetor escore e matriz de informagdo de

Fisher — sdo definidas, respectivamente, como:

Us(B)=X"v e I(B)=X'QX, (3.4)
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onde X representa a matriz contendo as covaridveis, e o vetor v tem seu i-ésimo componente

definido por:

Cw =) — )X —wi) |,
B #?(1 — i) (1 = y;) ),

com h'(n;) sendo a primeira derivada de h(n;) = g~'(n;) em relagdo ao pardmetro j3;, para

U;

1=1,2,...,nej =12 ..., p. No caso particular em que a funcdo de ligacdo escolhida é a
logito, obtemos:
) e
W (ni) = m :
A matriz diagonal ) = diag{q1, ¢z, - . ., ¢, } tem os seguintes elementos diagonais:
2

As expressdes matemadticas apresentadas acima foram extraidas do trabalho de Oliveira et
al. (2025), no qual sdo detalhados os principais resultados analiticos relacionados ao modelo em

estudo.

3.2 TESTES DE HIPOTESES ASSINTOTICOS

Para a realizagdo dos testes de hipdteses, particionamos o vetor de parametros 3 como

T R .
B8 = (5;, ,BZT) ,sendo By = (B1,0,...,8,) " o vetor de parAmetros de interesse e By =
(Byt1s Byv2,-- -5 Bp) " o vetor de pardmetros de perturbagdo. O teste de hipétese de interesse é

dado por
Ho: B =60 versus My : B # B,

em que 3;'*) é um vetor de constantes com dimenséo ¢. Denotamos por 3 = (3;,3;)" o
estimador de maxima verossimilhanga irrestrito de 3, e por 3 = (3], 3, )" o correspondente

estimador sob a hipdtese nula, com El = 55(”.

A estatistica de Wald é dada por
B T (~ —1 /.
Ay = (51 _ 51(())) {]ﬁl,sl} (51 _ 51@)) ’

em que [?#1 ¢ a submatriz da inversa da matriz de informacio de Fisher avaliada em [3,

correspondente aos parametros de interesse.

A estatistica do teste de Wald modificado, conforme apresentado por Oliveira et al. (2025),
¢ dada por
5 _8.0) [con i)V (B — 3,0
wwe = (Bi-8”) {Con B} (B -8.2).
A sua construcao difere da estatistica de Wald padrao pela substituicao da matriz de covariancias

de primeira ordem, {7 5151}, pela inversa de uma matriz de covariancias de segunda ordem,

=11 A . g . .
{Covy (B)}, que incorpora refinamentos assintdticos para melhor precisdo em amostras finitas.



3.3. ESTUDO DE SIMULACAO DE MONTE CARLO 20

A estatistica da razdo de verossimilhangas é dada por
Ary = 2 {3(3) - E(E)} ;

onde /(-) representa a log-verossimilhanga.

A estatistica de escore é dada por
Ao = UTT98 T,

em que U, é o vetor escore com respeito aos pardmetros de interesse avaliado sob H,, e [P151 ¢

a submatriz correspondente da matriz de informacdo de Fisher avaliada em B

A estatistica do teste gradiente € dada por
_ (3 o\ " (0)
Ao = (Bi-89) U ("),

0 2 . A . . 0
onde U, (ﬁ§ )> € o vetor escore com respeito aos parametros de interesse, avaliado em BE ),

Sob a hipdtese nula H,, as estatisticas Ay, A\we, Ary, Ag € Ag possuem, assintoticamente,
distribui¢do qui-quadrado com ¢ graus de liberdade.

3.3 ESTUDO DE SIMULACAO DE MONTE CARLO

Para avaliar o desempenho empirico dos testes de hipdteses em amostras finitas, foi
conduzido um extenso estudo de simulacdo de Monte Carlo. Os cendrios de simulagdo fo-
ram sistematicamente definidos pela combinag¢do de diferentes tamanhos amostrais, com n €
{10, 20, 30,40, 50}; da complexidade do modelo, variando o nimero total de parimetros com
p € {2,3,4,5,6}; e da dimensdo da hipétese, com o nimero de parimetros sob teste sendo
q € {1,2}.

Para cada uma das configura¢des, foram geradas 10.000 réplicas independentes. Em cada
réplica, os valores das covaridveis foram obtidos de uma distribui¢do Uniforme no intervalo
(—0.5,0.5), sendo mantidos fixos ao longo das replica¢des para cada cendrio, e a varidvel resposta
Y; foi gerada a partir do modelo de regressao Lindley-Unitdria, com parametros verdadeiros
definidos de modo a garantir a vigéncia da hipétese nula H,. Subsequentemente, as cinco
estatisticas de teste de interesse — razdo de verossimilhancas (Agy ), Wald (), Wald corrigido

(Awe), escore (Ag) e gradiente (\g) — foram calculadas.

A performance dos testes foi entdo mensurada por meio das taxas de rejei¢do empiricas,
que foram comparadas com os quantis da distribui¢do qui-quadrado com ¢ graus de liberdade
para os niveis de significincia nominais o de 1%, 5% e 10%. Adicionalmente, foi analisado o
viés do tamanho do teste, calculado como a diferenca entre a taxa de rejei¢do empirica e o nivel

nominal, o que permitiu classificar o comportamento de cada teste como liberal ou conservador.
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Toda a implementagdio computacional foi desenvolvida no R Core Team (2025)!, e a
otimizacdo numérica necessdria para a estima¢do de maxima verossimilhanga foi realizada com
o algoritmo BFGS.

3.4 APLICACAO EM DADOS REAIS

Para ilustrar a relevancia pratica dos achados do estudo de simulac¢do e avaliar o compor-
tamento dos testes de hipoteses assintticos em um cendrio de amostra finita, propde-se uma
aplicacdo empirica. Esta aplicacdo utiliza o modelo de regressdo Lindley-Unitaria para analisar a
relacdo entre o desempenho educacional e o desenvolvimento socioecondmico nas Unidades da
Federagdo (UF) do Brasil.

A escolha deste contexto € deliberada: ao utilizar os dados das 26 UFs e do Distrito Federal,
obtemos um tamanho amostral fixo de n = 27. Este € um cenaério classico de amostra pequena,
alinhado aos tamanhos amostrais investigados na simulacio (n < 50), onde se espera que as

distor¢des de tamanho dos testes assintéticos sejam mais pronunciadas.

A varidvel resposta (Y)) adotada é o Indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica
(IDEB), o principal indicador de qualidade da educac¢do no Brasil, conforme aferido pelo Instituto
Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP). O IDEB € uma métrica
continua no intervalo [0, 10]. Para adequd-la ao dominio (0,1) do modelo Lindley-Unitéria, a
varidvel serd transformada através da divisao por 10 (Y; = IDEB,/10). Serdo utilizados os dados
mais recentes disponiveis no momento do estudo, referentes ao ano de 2019, para os anos iniciais

(1° ao 5° ano) da rede publica de ensino.

Como varidvel explicativa, selecionou-se o Produto Interno Bruto (PIB) per capita, um
indicador macroecondmico amplamente utilizado para mensurar o nivel de riqueza e desenvol-
vimento econdomico de uma regido. A hipotese subjacente, vastamente explorada na literatura
de economia da educacao, é que um maior desenvolvimento econdmico pode se associar a um

melhor desempenho educacional.

Os dados para esta andlise (IDEB e PIB) sdao de dominio publico e origindrios das fontes
oficiais primdrias, sendo o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio

Teixeira (INEP) e o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), respectivamente.

Para a obtencdo e tratamento destes dados, optou-se por utilizar o pacote basedosdados
para a linguagem R. Esta biblioteca atua como um cliente de consulta ao data lake publico
mantido pelo projeto Basedosdados, que armazena, trata e disponibiliza centenas de conjuntos
de dados publicos brasileiros. Conforme detalhado no cddigo-fonte, uma consulta SQL foi

executada por meio deste pacote para extrair precisamente os dados do IDEB e do PIB referentes

' Para garantir a total reprodutibilidade dos resultados, todos os cédigos-fonte desenvolvidos para este trabalho

estdo disponiveis no Anexo A e em um repositério piblico no GitHub: <https://github.com/VFASantana/
unit-lindley-asymptotic-inference>.


https://github.com/VFASantana/unit-lindley-asymptotic-inference
https://github.com/VFASantana/unit-lindley-asymptotic-inference
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ao escopo deste trabalho.

Para garantir a estabilidade numérica durante o processo de estimagao de maxima verossi-
milhanca, a varidvel PIB per capita passard por um reescalonamento, sendo dividida por 1.000.
Essa transformacdo nio altera o ajuste do modelo em termos de significancia estatistica, mas

melhora a convergéncia dos algoritmos de otimizacdo e a interpretabilidade dos coeficientes.

O objetivo da analise, que serd detalhada no Capitulo 4, € ajustar o modelo de regressao
Lindley-Unitéria e, subsequentemente, testar a significincia estatistica do parametro associado
ao PIB per capita (Hy : #; = 0) utilizando as cinco estatisticas de teste avaliadas neste trabalho

(W, Wc, RV, E e G), comparando seus resultados na prética.
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Neste capitulo, apresentamos e discutimos os resultados obtidos tanto no estudo de simula-

¢ao de Monte Carlo quanto na aplicacdo a um conjunto de dados reais. O objetivo € avaliar e

comparar o desempenho dos testes de hipdteses assintdticos: Razdo de Verossimilhangas (RV);
Wald (IW); Escore (F); Gradiente (G) e de uma versdo corrigida do teste de Wald (W.) no

modelo de regressdo Lindley-Unitéria.

4.1

ANALISE DAS TAXAS DE REJEICAO EMPIRICAS

As taxas de rejeicdo empiricas dos testes foram avaliadas sob a hipdtese nula para investigar

o controle do erro tipo I em amostras finitas. Os resultados, apresentados nas Tabelas 1 e 2

(correspondentes aos testes para ¢ = 1 e ¢ = 2 pardmetros, respectivamente), revelam padroes

importantes.

Tabela 1 — Taxas de Rejeicdo Empiricas (%) para ¢ = 1 com diferentes valores de n e p.

P n

w

We

RV)

E

G

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

1%

5%

10%

10
20
2 30
40
50

2.19
1.37
1.23
1.30
1.12

7.23
5.74
5.39
5.47
541

12.34
10.99
11.29
10.60
10.61

1.34
1.07
0.91
1.19
1.01

5.02
491
4.80
5.13
5.03

9.42
9.70
10.30
9.98
10.13

1.18
0.81
0.87
1.05
1.00

5.32
4.75
4.77
4.88
5.01

10.22
9.50
9.79
9.94
9.79

0.87
1.11
1.03
1.08
1.23

3.51
4.73
4.86
4.66
491

7.36
9.10
9.32
9.56
9.56

1.05
0.91
0.96
1.10
1.05

5.08
4.95
4.87
4.94
5.06

9.92
9.68
9.98
9.99
9.84

10
20
3 30
40
50

2.31
1.43
1.24
1.27
1.25

7.40
6.45
6.14
5.77
5.69

12.91
12.01
11.33
10.93
10.90

1.28
1.03
0.96
1.07
1.09

5.05
5.00
5.19
5.16
5.20

9.67
10.06
10.16
9.94
10.40

1.20
0.95
0.90
0.83
1.03

5.37
4.80
4.80
4.86
5.12

10.52
9.61
9.63
9.91
9.96

0.72
0.90
1.09
0.90
1.13

3.58
3.91
4.37
4.44
5.04

7.73
8.30
8.86
9.11
9.48

1.10
0.96
0.98
0.86
1.08

5.27
4.80
4.90
4.93
5.21

10.10
9.73
9.74
10.00
9.99

10
20
4 30
40
50

2.65
1.47
1.27
1.17
1.31

7.86
6.57
6.40
5.78
5.48

14.09
12.06
11.89
11.00
11.13

1.38
0.96
0.98
0.90
1.13

5.03
477
5.24
5.05
4.84

9.81
9.89
10.34
9.96
10.13

1.22
0.71
0.95
0.69
1.05

5.28
4.46
4.74
4.89
4.66

10.77
9.37
9.67
9.74
9.64

0.55
0.66
0.98
0.63
1.02

3.04
3.50
4.14
4.08
4.34

6.90
7.76
8.62
8.76
8.92

1.08
0.79
1.01
0.72
1.09

5.10
4.69
4.87
4.85
4.78

10.40
9.45
9.81
9.82
9.65

10
20
5 30
40
50

3.13
1.76
1.40
1.51
1.33

8.85
7.08
5.74
6.35
5.63

15.46
12.04
11.03
11.78
11.22

1.74
0.99
0.98
1.11
0.98

5.56
5.09
4.57
5.39
4.84

10.21
9.81
9.04
10.49
9.98

1.17
0.73
0.89
1.04
0.88

5.12
4.66
4.07
5.19
4.49

10.26
9.32
8.70
10.21
9.60

0.43
0.36
0.78
1.00
0.77

2.50
322
3.37
4.47
4.06

5.93
6.86
7.28
8.82
8.53

0.95
0.73
0.96
1.07
0.91

4.80
4.64
4.19
5.14
4.63

9.79
9.29
8.84
10.27
9.66

10
20
6 30
40
50

2.62
1.75
1.67
1.39
1.28

8.02
6.80
6.45
6.28
6.13

14.00
12.35
11.74
11.53
11.24

1.23
0.95
0.93
1.06
1.08

4.90
4.86
5.00
5.04
5.35

9.31
9.64
9.48
9.92
10.36

1.38
0.85
0.67
0.85
0.92

5.90
4.56
4.39
4.73
4.87

11.27
9.51
8.61
9.64
9.64

0.63
0.45
0.62
0.68
0.79

2.98
2.86
3.41
3.65
4.19

7.45
7.08
6.86
7.93
8.44

1.20
0.82
0.74
0.88
0.98

5.38
4.52
4.52
4.74
4.90

10.78
9.51
8.86
9.59
9.71

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Conforme esperado pela teoria assintética, a medida que o tamanho da amostra (n) aumenta,
as taxas de rejeicdo de todos os testes convergem para os niveis de significincia nominais
(a € {1%, 5%, 10%}). No entanto, para amostras pequenas e moderadas (especialmente n < 40),
foram observadas distor¢des significativas no tamanho dos testes. Essas distor¢des mostraram-se
mais severas em modelos com maior nimero de parametros (p), indicando que a complexidade

do modelo agrava os problemas de inferéncia em amostras finitas.

Tabela 2 — Taxas de Rejeicao Empiricas (%) para ¢ = 2 com diferentes valores de n e p.

p n w W, RV E G
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

10 362 9.56 1522 196 6.02 1025 130 560 1099 1.79 458 7.60 1.09 527 10.39
20 1.70  7.22 1257 1.09 527 10.00 0.83 477 951 1.61 520 9.57 1.08 525 9.95
3 30 157 612 11.69 120 5.13 998 1.12 477 974 156 494 958 123 5.05 10.01
40 144 624 11.74 1.15 542 1044 096 5.17 10.16 1.15 5.18 9.74 1.07 528 10.37
50 125 5.61 1033 1.03 499 959 088 456 957 1.10 489 9.69 093 484 9.77

10 4.17 10.74 16.80 2.10 6.26 11.17 128 5.86 11.50 091 339 6.17 1.01 528 10.50
20 198 734 1266 1.06 529 10.07 080 4.48 926 1.08 451 870 098 4.85 9.67
4 30 159 656 1204 1.16 535 10.14 097 481 9.60 121 468 908 1.04 502 9.82
40 155 6.64 1241 1.23 556 10.74 090 531 1046 098 4.88 9.57 097 531 10.66
50 128 622 11.74 1.11 537 1053 1.03 506 10.15 127 495 9.70 1.08 5.22 1029

10 5.07 1273 19.19 232 727 1272 148 659 1236 0.69 240 4.88 1.00 523 10.71
20 2.17 7.83 13.58 1.34 521 10.11 079 436 875 0.77 341 7.05 085 4.68 9.03
5 30 154 636 1216 1.05 484 978 0.87 422 893 0.89 383 7.73 090 437 9.15
40 1.62 6.80 1256 1.18 544 1030 092 4.85 10.07 096 420 828 095 475 9.98
50 138 6.00 1138 1.05 494 1002 093 477 930 096 441 894 098 491 951

10 432 1194 1896 1.74 6.17 1148 147 6.17 1228 044 204 5.14 1.15 556 11.69
20 221 7.86 1349 133 528 999 085 458 939 082 3.63 726 093 470 9.52
6 30 180 7.19 13.08 126 5.19 1041 081 447 959 083 3.78 7.79 0.84 4.69 09.71
40 1.78 7.02 1275 1.24 567 1035 095 5.14 997 076 405 815 093 516 9.96
50 1.68 629 11.62 126 541 977 106 503 932 103 436 838 1.11 515 951

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisando os testes individualmente, a estatistica de Wald (\y) demonstrou o comporta-
mento mais problematico, apresentando-se consistentemente liberal ao rejeitar a hipétese nula
com frequéncia superior ao nivel nominal. Em um dos cendrios mais extremos, com ¢ = 2,
p = 6 en = 10, a taxa de rejei¢do para o = 5% foi de 11,94%, valor mais que o dobro do
esperado. Este liberalismo eleva o risco de erros do tipo I, podendo levar a conclusdes de que
existem efeitos estatisticamente significativos quando, na verdade, ndo existem. Em oposi¢ao
direta ao teste de Wald, a estatistica escore (\g) apresentou um comportamento marcadamente
conservador em amostras pequenas, rejeitando a hipétese nula com menos frequéncia do que
o esperado. No mesmo cendrio (¢ = 2, p = 6, n = 10, o = 5%), sua taxa de rejei¢ao foi de
apenas 2,04%. Embora tal caracteristica proteja contra o erro tipo I, ela implica uma perda de

poder estatistico, tornando mais dificil a deteccdo de efeitos verdadeiros.

Diante do desempenho do teste de Wald, a versao corrigida (\y.), que incorpora uma
correcao de segunda ordem, representou uma melhora substancial. A taxa de rejei¢ao para o

exemplo citado (¢ = 2, p = 6, n = 10, a = 5%) foi reduzida de 11,94% para 6,17%, uma
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reducdo notdvel que aprimora significativamente o controle do erro tipo I. Isso posiciona o teste

Aw. como uma alternativa muito mais confidvel que sua versao cléssica.

Finalmente, os testes da razdo de verossimilhancgas (Agy/) e de gradiente (\) exibiram um
desempenho mais equilibrado. O teste \gy também se mostrou liberal em amostras pequenas,
porém com uma distor¢ao consideravelmente menor que a do teste de Wald. O teste gradiente
(Ag), por sua vez, destacou-se pelo desempenho impressionante, mantendo taxas de rejei¢ao
muito préoximas dos niveis nominais em quase todos os cendrios avaliados. Como exemplo, para
q = 2,p =>5en = 10, suas taxas de rejei¢do para o de 1%, 5% e 10% foram, respectivamente,
1,00%, 5,23% e 10,71%, demonstrando um controle quase perfeito do erro tipo I. Além da
precisdo, a estatistica gradiente apresenta a vantagem de ser computacionalmente mais simples,
pois ndo requer o célculo e a inversdo da matriz de informacdo de Fisher, uma etapa exigida

pelos testes de Wald e escore.

4.2 ANALISE DO VIES DAS TAXAS DE REJEICAO

Os resultados, detalhados nas Tabelas 3 e 4, corroboram os comportamentos observados

na andlise das taxas de rejeicao.

Tabela 3 — Viés das Taxas de Rejeicdo Empiricas (%) para ¢ = 1, em relacdo aos Niveis Nominais

p n Viés (W) Viés (W.) Viés (RV) Viés (E) Viés (G)
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

10 1.19 223 234 034 002 -058 0.18 032 022 -0.13 -149 -2.64 0.05 0.08 -0.08
20 037 074 099 0.07 -0.09 -030 -0.19 -0.25 -0.50 0.11 -0.27 -0.90 -0.09 -0.05 -0.32
2 30 023 039 129 -009 -020 030 -0.13 -0.23 -021 0.03 -0.14 -0.68 -0.04 -0.13 -0.02
40 030 047 0.60 0.19 0.13 -0.02 0.05 -0.12 -0.06 0.08 -0.34 -044 0.10 -0.06 -0.01
50 0.12 041 061 001 003 0.13 0.00 001 -021 023 -009 -044 0.05 0.06 -0.16

10 1.31 240 291 028 0.05 -033 020 037 052 -028 -142 -227 0.10 027 0.10
20 043 145 201 0.03 000 006 -0.05 -020 -039 -0.10 -1.09 -1.70 -0.04 -0.20 -0.27
3 30 024 1.14 133 -004 0.19 0.16 -0.10 -0.20 -0.37 0.09 -0.63 -1.14 -0.02 -0.10 -0.26
40 0.27 077 093 0.07 0.16 -0.06 -0.17 -0.14 -0.09 -0.10 -0.56 -0.89 -0.14 -0.07 0.00
50 025 0.69 090 0.09 020 040 0.03 0.12 -0.04 0.13 0.04 -052 0.08 021 -0.01

10 1.65 286 4.09 038 003 -019 022 028 077 -045 -196 -3.10 0.08 0.10 0.40
20 047 157 206 -0.04 -023 -0.11 -029 -0.54 -0.63 -0.34 -1.50 -2.24 -0.21 -0.31 -0.55
4 30 027 140 189 -0.02 024 034 -005 -026 -033 -002 -086 -1.38 0.01 -0.13 -0.19
40 0.17 078 1.00 -0.10 0.05 -0.04 -031 -0.11 -0.26 -037 -0.92 -124 -0.28 -0.15 -0.18
50 031 048 1.13 0.13 -0.16 0.13 0.05 -034 -036 0.02 -066 -1.08 0.09 -022 -0.35

10 2.13 385 546 074 056 021 017 012 026 -057 -250 -4.07 -0.05 -0.20 -0.21
20 076 2.08 204 -0.01 0.09 -0.19 -0.27 -0.34 -0.68 -0.64 -1.78 -3.14 -027 -036 -0.71
5 30 040 0.74 103 -0.02 -043 -096 -0.11 -093 -1.30 -0.22 -1.63 -2.72 -0.04 -0.81 -1.16
40 051 135 178 0.11 039 049 004 0.19 021 0.00 -053 -1.18 0.07 0.14 0.27
50 033 063 122 -0.02 -0.16 -0.02 -0.12 -0.51 -040 -0.23 -0.94 -147 -0.09 -0.37 -0.34

10 1.62 3.02 4.00 023 -0.10 -0.69 038 090 127 -037 -2.02 -255 020 038 0.78
20 075 1.80 235 -0.05 -0.14 -036 -0.15 -0.44 -049 -0.55 -2.14 -292 -0.18 -048 -0.49
6 30 067 145 174 -0.07 0.00 -052 -033 -0.61 -1.39 -038 -1.59 -3.14 -0.26 -048 -1.14
40 039 128 153 0.06 004 -008 -0.15 -027 -036 -032 -1.35 -2.07 -0.12 -0.26 -0.41
50 028 1.13 124 008 035 036 -0.08 -0.13 -036 -0.21 -0.81 -1.56 -0.02 -0.10 -0.29

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para quantificar a dire¢do e a magnitude das distorc¢des, foi analisado o viés das taxas de
rejeicao empiricas, definido como a diferenca entre a taxa de rejei¢do observada e o nivel de

significancia nominal.

O viés consistentemente positivo e elevado do teste de Wald (\y) confirmou seu carater
liberal, em nitido contraste com o viés predominantemente negativo do teste escore (\g), que

evidenciou seu conservadorismo.

Tabela 4 — Viés das Taxas de Rejeicao Empiricas (%) para ¢ = 2, em relac@o aos Niveis Nominais

p n Viés (W) Viés (W) Viés (RV) Viés (F) Viés (G)
1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%

10 2.62 456 522 09 102 025 030 060 099 079 -042 -240 0.09 027 0.39
20 070 222 257 009 027 000 -0.17 -023 -049 061 020 -043 0.08 025 -0.05
3 30 057 112 1.69 020 0.13 -0.02 0.12 -023 -026 0.56 -0.06 -042 023 005 0.01
40 044 124 174 0.15 042 044 -004 0.17 0.16 0.15 0.18 -026 0.07 028 0.37
50 025 061 033 003 -001 -041 -0.12 -044 -043 0.10 -0.11 -0.31 -0.07 -0.16 -0.23

10 3.17 574 680 1.10 126 117 028 086 150 -0.09 -1.61 -3.83 0.01 028 0.50
20 098 234 266 006 029 007 -020 -0.52 -0.74 0.08 -049 -130 -0.02 -0.15 -0.33
4 30 059 156 204 016 035 0.14 -003 -0.19 -040 021 -032 -092 004 002 -0.18
40 055 164 241 023 056 074 -0.10 031 046 -0.02 -0.12 -043 -0.03 031 0.66
50 028 122 174 0.11 037 053 0.03 0.06 0.15 027 -005 -030 0.08 022 0.29

10 4.07 7.73 9.19 132 227 272 048 159 236 -031 -260 -512 0.00 023 0.71
20 1.17 283 358 034 021 011 -021 -0.64 -1.25 -023 -1.59 -295 -0.15 -032 -0.97
5 30 054 136 216 005 -0.16 -0.22 -0.13 -0.78 -1.07 -0.11 -1.17 -2.27 -0.10 -0.63 -0.85
40 0.62 180 256 0.18 044 030 -0.08 -0.15 0.07 -0.04 -0.80 -1.72 -0.05 -0.25 -0.02
50 038 1.00 138 005 -006 0.02 -0.07 -023 -0.70 -0.04 -0.59 -1.06 -0.02 -0.09 -0.49

10 332 694 89 074 117 148 047 1.17 228 -056 -296 -486 0.15 056 1.69
20 1.21 286 349 033 028 -0.01 -0.15 -042 -0.61 -0.18 -1.37 -2.74 -0.07 -030 -0.48
6 30 0.80 219 308 026 0.19 041 -019 -053 -041 -0.17 -1.22 -221 -0.16 -031 -0.29
40 0.78 2.02 275 024 067 035 -005 0.14 -0.03 -0.24 -095 -1.85 -0.07 0.16 -0.04
50 0.68 129 162 026 041 -023 0.06 003 -068 003 -0.64 -162 0.11 0.15 -049

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse contexto, a correcao de segunda ordem aplicada ao teste de Wald mostrou-se
altamente eficaz na mitigacdo de sua liberalidade. Em um cendrio ilustrativo com ¢ = 2, p = 5,
n =10 e a = 5%, o viés do Ay foi de +7,73%, enquanto o do Ay, foi de apenas +2,27%, o
que representa uma redugdo de quase 70%. Apesar da melhora significativa do teste de Wald
corrigido, o teste gradiente (\g) novamente se sobressaiu, apresentando vieses notavelmente
baixos na maioria das situacdes e evitando os extremos dos demais testes. Mesmo o eficaz Ay,
apresentou distorcdes maiores que o A em alguns dos cendrios mais criticos. Essa consisténcia
posiciona o teste gradiente como a alternativa mais robusta e recomenddvel para anélises praticas

neste contexto.

4.3 APLICACAO EM DADOS REAIS

Para ilustrar a relevancia prética dos achados do estudo de simulagdo, o modelo de regressao

Lindley-Unitéria e os testes de hipdteses avaliados foram aplicados a um conjunto de dados reais.
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A andlise estd estruturada em trés etapas: primeiramente, a descricdo e contextualizacdo dos
dados; em seguida, o ajuste do modelo e a interpretacdo de seus parametros; e, por fim, uma

andlise de diagndstico para validar a adequagdao do modelo.

4.3.1 Os Dados: IDEB e Desenvolvimento Socioecondmico

Nesta aplicagdo, investiga-se a relagdo entre o desempenho da educacgdo bésica e o nivel
de desenvolvimento socioecondmico nas Unidades da Federacdo (UF) do Brasil. A escolha por
dados estaduais (26 estados e o Distrito Federal) resulta em uma amostra de tamanho n = 27,
um cendrio ideal para avaliar o comportamento dos testes assintéticos em condi¢des de amostras

finitas, conforme discutido nos capitulos anteriores.

A varidvel resposta utilizada é o Indice de Desenvolvimento da Educacio Basica (IDEB),
o principal indicador de qualidade da educac@o no Brasil. Criado pelo Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), o IDEB sintetiza em um tnico valor
duas dimensdes cruciais: o fluxo escolar (taxas de aprovacio) e o desempenho dos estudantes em
avaliagdes de larga escala (Saeb). O indice varia de 0 a 10 e, para esta anélise, foi transformado
para o intervalo (0,1) através da divisdo por 10, tornando-se uma varidvel proporcional adequada
ao modelo Lindley-Unitaria. Foram utilizados os dados referentes ao ano de 2019 para os anos

iniciais (1° ao 5° ano) da rede publica.

Como varidvel explicativa, foi selecionado o Produto Interno Bruto (PIB) per capita, um
indicador amplamente utilizado para mensurar o nivel de riqueza e desenvolvimento econdmico
de uma regido. A hipdtese subjacente, vastamente explorada na literatura de economia da
educacio, € que unidades federativas com maior desenvolvimento econdmico tendem a apresentar
melhores condi¢gdes de investimento em infraestrutura e capital humano, o que pode se refletir

em um desempenho educacional superior.

Dessa forma, o objetivo desta aplicagdo é modelar a propor¢do do IDEB em func¢do do
PIB per capita, utilizando o modelo de regressdo Lindley-Unitdria para verificar se existe uma
associacao estatisticamente significativa entre essas duas varidveis no contexto brasileiro. Os
dados foram obtidos a partir de fontes publicas oficiais, por meio da plataforma Basedosdados,

que agrega informacdes do INEP e do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE).

4.3.2 Ajuste do Modelo e Analise Inferencial

Com os dados devidamente preparados (Secao 3.3.1), procedemos ao ajuste do modelo de
regressao Lindley-Unitaria (UL), conforme a formulacgao tedrica da Secao 2.1. O modelo visa

explicar a propor¢do do IDEB (Y;) como funcdo do PIB per capita escalonado (X;1).

Utilizamos a fungdo de ligacdo logito, que € uma escolha padrdo e robusta para modelar
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proporcdes no intervalo (0,1). Assim, o modelo ajustado assume a seguinte forma:

g(p:) = log (1 ’_”M) = Bo+ B Xa

onde Y; ~ UL(u;), Y; representa o ideb_prop (IDEB dividido por 10), e X;; representa o
pib_per_capita_scaled (PIB per capita dividido por 1000). A estimagdo dos pardmetros § =
(Bo, B1) T foi realizada por maxima verossimilhan¢a (MV), conforme implementado no cédigo-
fonte (Anexo A).

O principal objetivo inferencial desta aplicacdo € testar a significancia estatistica da varidvel
explicativa, ou seja, verificar se o PIB per capita tem um efeito detectdvel sobre o IDEB. Isso se

traduz no seguinte teste de hipdteses para o parametro Ji:
Hy:B8,=0 wversus Hj: [ #0

Este € um teste com um tnico parametro de interesse, portanto ¢ = 1.

A Tabela 5 apresenta os resultados do ajuste do modelo, incluindo as estimativas de MV
para os parametros, seus erros-padrao (baseados na matriz de informacao de Fisher observada) e

o p-valor correspondente ao teste de Wald padrao.

Tabela 5 — Resultados do Ajuste do Modelo Lindley-Unitaria (via Wald padrio) para o IDEB

(n = 27).

Termo Estimativa Erro Padrao Valorz Pr(>lzl)
(Intercept) -0.3592 0.3275 -1.0969  0.2727
PIB per capita (scaled) 0.0070 0.0096 0.7216  0.4706

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Analisando a Tabela 5, observamos que a estimativa para o coeficiente 3; é positiva
(0.0070), sugerindo que um maior PIB per capita estd associado a um IDEB ligeiramente maior.
Contudo, o erro-padrao associado € relativamente alto (0.0096). O teste de Wald padrao resulta
em um p-valor de 0.4706, que € substancialmente superior aos niveis de significancia usuais (e.g.,
a = 0.05). Isso indica que, sob a dtica deste teste, ndo ha evidéncias estatisticas suficientes para
rejeitar H, ou seja, ndo se pode afirmar que exista uma associagdo estatisticamente significativa

entre o PIB per capita e o IDEB neste contexto.

Para uma analise inferencial robusta, calculamos as cinco estatisticas de teste discutidas
neste trabalho (Wald, Wald Corrigido, Razao de Verossimilhancgas, Escore e Gradiente) para a

hipétese Hy : 51 = 0. Os resultados estdo consolidados na Tabela 6.

A observagdo imediata da Tabela 6 é que, para este conjunto de dados, todas as cinco
estatisticas de teste levam a mesma conclusdo inequivoca: a falha em rejeitar H, em niveis de
significancia usuais (1%, 5% ou 10%). Os valores-p sdo notavelmente consistentes, situando-se
todos no intervalo [0.4481, 0.4816].
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Tabela 6 — Comparacgdo dos Testes de Hipdteses para o Efeito do PIB per capita no IDEB (¢ = 1).

Estatistica de Teste Valor Calculado Graus de Liberdade (q) Valor-p
Wald 0.5207 I 04706
Wald Corrigido 0.4952 1 04816
Razdo de Verossimilhancgas 0.5505 1 0.4581
Escore 0.5755 1 0.4481
Gradiente 0.5700 1 04503

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Este resultado é particularmente interessante quando contrastado com os achados do
estudo de simulacdo (Secdo 3.1 e 3.2). As simulacdes estabeleceram que, em amostras finitas,
as distor¢des de tamanho dos testes podem ser severas. O fato de todos os testes convergirem
na préatica ndo invalida as conclusdes da simulacao; pelo contrério, isso sugere que a evidéncia
contra Hy é tao fraca (i.e., o valor-p “verdadeiro” € tdo distante do limiar o) que as diferentes
distor¢des de tamanho de cada teste (a liberalidade do Ay ou o conservadorismo do Ag) ndo sio

suficientes para levar a decisdes conflitantes.

Em um cendrio onde os valores-p estivessem proximos do limiar de significancia (e.g.,
0.04 ou 0.06), as diferentes propriedades dos testes seriam criticas. Um p-valor de 0.4706 (do
Wald) versus 0.4481 (do Escore) ndo altera a decisdo prética. No entanto, o estudo de simulagdo
demonstrou que o teste Gradiente (\g) e o Wald Corrigido (\yy.) possuem o controle mais

preciso das taxas de erro tipo I, sendo as alternativas mais confidveis.

Portanto, a andlise inferencial da aplicagdo real, alinhada aos achados da simulacdo, nos
permite concluir com elevada confianga que, para os dados de 2019 das unidades da federagao
brasileira, ndo ha evidéncia de que o PIB per capita, modelado como covaridvel linear, seja um

preditor estatisticamente significativo para o IDEB no contexto do modelo Lindley-Unitéria.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo central avaliar e comparar o desempenho de testes de
hipéteses assintoticos de Wald, Wald corrigido, Razdo de Verossimilhancas, Escore e Gradiente
no modelo de regressdo Lindley-Unitaria, um modelo apropriado para varidveis continuas no
intervalo (0,1). A motivacgao foi a conhecida distorcao que estes testes podem apresentar em

amostras pequenas ou moderadas, levando a inferéncias estatisticas imprecisas.

O estudo de simulagdo de Monte Carlo, conduzido sob diversos cendrios (variando n, p
e q), foi fundamental para quantificar o desempenho desses testes. Os resultados confirmaram,
as deficiéncias tedricas esperadas em amostras finitas. O teste de Wald demonstrou ser liberal,
rejeitando a hipdtese nula mais frequentemente que o nivel nominal e elevando o risco de erros do
Tipo I. Em contrapartida, o teste Escore revelou um comportamento marcadamente conservador,

implicando uma perda de poder estatistico.

As alternativas mais confidveis, o teste de Wald Corrigido e o teste Gradiente se destacaram.
O teste de Wald Corrigido, ao incorporar refinamentos de segunda ordem, corrigiu com sucesso
grande parte da liberalidade de sua versao padrao. No entanto, o teste Gradiente apresentou
o desempenho mais impressionante, mantendo suas taxas de rejeicdo empiricas proximas dos
niveis nominais, mesmo nos cendrios mais desafiadores (amostras pequenas € maior nimero de
parametros). Esta precisio, aliada a sua maior simplicidade computacional por ndo exigir a inver-
sao da matriz de informacdo, posiciona o teste Gradiente como a alternativa mais recomendavel

para andlises praticas.

A aplicacdo em dados reais, que investigou a relacao entre o IDEB e o PIB per capita
nas 27 unidades da federacdo brasileira, serviu como uma ilustracdo prética. Neste cendrio
de amostra finita, todos os testes convergiram para a mesma conclusdo de ndo significincia
estatistica. Conforme discutido na Secdo 3.3.2, isso se deu nao por invalidag¢do dos achados da
simulacdo, mas porque a evidéncia contra [, era tdo fraca que as distor¢cdes de tamanho dos
testes ndo foram suficientes para alterar a decisdo. Este cendrio realcou a importincia de se ter
um teste confidvel, pois se os resultados fossem limitrofes, a escolha do teste (por exemplo, o
teste liberal de Wald versus o teste robusto Gradiente) poderia ter levado a conclusdes cientificas

opostas.

Em resumo, este trabalho contribui para a literatura ao prover uma andlise comparativa e
demonstrar que, para inferéncias no modelo de regressdo Lindley-Unitaria sob amostras finitas,
os testes de Gradiente e Wald Corrigido s@o superiores aos testes cldssicos de Wald, RV e
Escore. Recomenda-se, portanto, a adocao preferencial do teste Gradiente em aplicacdes préticas

envolvendo este modelo.



Para trabalhos futuros, sugere-se a extensao desta andlise comparativa para outros mode-
los de regressdo para dados no intervalo (0,1), como o Beta ou Kumaraswamy, bem como a
investigacdo de outras formas de corre¢do, como as baseadas em reamostragem (bootstrap), para

validar os achados aqui apresentados.
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ANEXO A — CODIGO-FONTE

Para garantir a total transparéncia e a reprodutibilidade dos achados deste Trabalho de
Conclusao de Curso, todos os cédigos-fonte em linguagem R utilizados para o estudo de

simulacdo de Monte Carlo e para a aplicacdo em dados reais estdo publicamente disponiveis.

Os scripts podem ser acessados e baixados no seguinte repositério GitHub:
<https://github.com/VFASantana/unit-lindley-asymptotic-inference>
O repositdrio inclui os arquivos TCC_Monte_Carlo.Rmd e TCC_IDEB_PIB.Rmd,

bem como um arquivo README . md detalhado com instru¢des para a execucdo e replicagdo dos

resultados apresentados.


https://github.com/VFASantana/unit-lindley-asymptotic-inference
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