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RESUMO

A SPECT é uma modalidade de imagem clínica com valor comprovado para o diagnóstico
de doenças e o monitoramento de tratamentos. Por meio de algoritmos matemáticos especializa-
dos, os dados obtidos pela SPECT permitem reconstruir a distribuição espacial de radiofármacos
na região de interesse, oferecendo informações fisiológicas relevantes para o diagnóstico mé-
dico. O propósito deste trabalho foi implementar em Python o método de reconstrução analítica
usado em equipamentos de SPECT, conhecido como retroprojeção filtrada (FBP). O projeto in-
clui a reconstrução do phantom físico de Jaszczak e do phantom digital de Shepp-Logan. Nesse
processo, houve a análise da geometria de aquisição das projeções dos phantoms e suas distin-
ções, resultando no sinograma. Além disso, foram implementados todos os passos necessários
para reconstruir o objeto a partir dessas projeções, incluindo a utilização do filtro Hamming no
domínio da frequência. A implementação do algoritmo possibilitou a reconstrução das fatias de
ambos os phantoms, Jaszczak e Shepp-Logan, com razoável sucesso. Durante esse processo,
foram analisados todos os passos que permitem à FBP reconstruir o objeto a partir das projeções,
incluindo os problemas advindos da técnica, como o surgimento de artefatos e ruído estático. O
código em Python da FBP foi disponibilizado na íntegra, permitindo estudos futuros sobre suas
limitações, melhorias e os artefatos na técnica.

Palavras-chave: SPECT, Física Médica, Shepp-Logan, Medicina Nuclear, Processamento de ima-
gens



ABSTRACT

SPECT is a clinical imaging modality with proven value for diagnosing disease and mo-
nitoring treatments. Using specialized mathematical algorithms, the data obtained by SPECT
make it possible to reconstruct the spatial distribution of radiopharmaceuticals in the region of
interest, offering physiological information relevant to medical diagnosis. The purpose of this
work was to implement in Python the analytical reconstruction method used in SPECT equip-
ment, known as filtered back projection (FBP). The project includes the reconstruction of the
physical Jaszczak phantom and the digital Shepp-Logan phantom. In this process, the acquisi-
tion geometry of the phantom projections and their distinctions were analyzed, resulting in the
sinogram. Furthermore, all the necessary steps were implemented to reconstruct the object from
these projections, including the use of the Hamming filter in the frequency domain. The imple-
mentation of the algorithm made it possible to reconstruct the slices of both phantoms, Jaszczak
and Shepp-Logan, with reasonable success. During this process, all the steps that allow FBP
to reconstruct the object from projections were analyzed, including problems arising from the
technique, such as the appearance of artifacts and static noise. The FBP Python code was made
available in full, allowing future studies on its limitations, improvements and artifacts in the
technique.

Keywords: SPECT, Medical Physics, Shepp-Logan, Nuclear Medicine, Image processing
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1
INTRODUÇÃO

A Tomografia Computadorizada por Emissão de Fóton Único (SPECT), é amplamente uti-
lizada na Medicina Nuclear devido ao seu papel clínico essencial no diagnóstico e tratamento
de diversas doenças de forma não invasiva (por exemplo, imagem de perfusão miocárdica) [23].
Com a SPECT é possível realizar análises in vivo do paciente, visualizando os caminhos fisio-
logicamente importantes ligados a região de interesse e possibilitando a reconstrução da distri-
buição espacial do radiofármaco através dos dados captados.

O processo de aquisição de informações internas do paciente num sistema SPECT inicia-se
por meio da ingestão, inalação ou injeção de radiofármacos. Esses radiofármacos são compostos
pela união de um radioisótopo, responsável pela emissão de radiação γ, com um fármaco, que
tem a função de direcionar o radioisótopo para a região de interesse. Dessa forma, a atividade
radioativa da densidade do radiofármaco na região pode ser captada pelos detectores da SPECT,
formando as projeções [10].

A partir das projeções, a SPECT reconstrói o volume tomográfico de radiofármaco, uti-
lizando algoritmos matemáticos que têm um impacto significativo na qualidade da imagem,
incluindo fatores como contraste, ruído e resolução espacial. Esses aspectos são cruciais para
garantir relatórios médicos precisos, que são essenciais para a correta tomada de decisões clíni-
cas [20]. O algoritmo de retroprojeção filtrada (FBP, do inglês Filtered-backprojection) é um
método analítico rápido e pouco oneroso computacionalmente, que utiliza de operaçõesmatemá-
ticas para reconstruir o volume tomográfico, atenuando ou enfatizando diferentes frequências,
possibilitando uma melhor visualização das características da imagem [33].

A FBP é um método que combina a transformada de Radon, a transformada de Fourier e
filtros no domínio da frequência, para realizar uma reconstrução clinicamente informativa da
região imageada. Este método é amplamente utilizado em todo o mundo como o principal meio
de reconstrução de imagem dos equipamentos de SPECT, devido à sua rápida execução [9].
Além disso, esse método de reconstrução, é empregado de maneira similar em outros equipa-
mentos, como tomografia computadorizada de transmissão (CT) e tomografia por emissão de
pósitrons (PET), tornando-o uma ferramenta importante no meio clínico atual.

Compreender o impacto que o método de reconstrução exerce na qualidade da imagem re-
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

construída é de fundamental importância na área médica. Entender a efetividade dos parâmetros
envolvidos é essencial para fornecer informações precisas sobre o interior do paciente. O uso
de phantoms digitais, como o phantom de Shepp-Logan, permite desenvolver a prototipagem
do algoritmo de reconstrução por meio de testes dos parâmetros que permeiam a técnica. Essa
abordagem é amplamente utilizada na literatura antes de realizar o imageamento com phantoms
físicos ou pacientes [22, 34].

Diante do exposto, este projeto planeja implementar em Python o algoritmo da retroprojeção
filtrada para reconstruir imagens de phantoms digitais e físicos, como o phantom de Shepp-
Logan e o phantom de Jaszczak, respectivamente. Além disso, pretende-se analisar o impacto
que os parâmetros possuem na técnica e as limitações do método.
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2
OBJETIVOS

2.1 Objetivos Gerais

• Desenvolver um método analítico para reconstruir tomograficamente phantoms digitais e fí-
sicos, como os modelos Shepp-Logan e Jaszczak, respectivamente.

2.2 Objetivos Específicos

• Desenvolver um algoritmo em Python para obter o sinograma das projeções tomográficas
fornecidas por um equipamento de SPECT e obtidas de um phantom digital;

• Desenvolver o algoritmo em Python que receba o sinograma e reconstrua a imagem tomográ-
fica do phantom digital de Shepp-Logan e físico de Jaszczak, utilizando o método analítico
FBP;

• Implementar filtros no domínio da frequência que otimizem a resolução espacial e o contraste
da imagem reconstruída, i.e., filtro rampa e Hamming;

• Avaliar a qualidade da imagem reconstruída;

• Analisar a existência de artefatos que permeiam a FBP.

14



3
FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

3.1 Tomografia computadorizada por emissão de fóton único
(SPECT)

O imageamento com uso de radionuclídeos é a principal modalidade usada na Medicina
Nuclear. Nas clínicas de Medicina Nuclear são realizados diagnósticos, prognósticos, prediti-
vos e de desfecho intermediário em oncologia, cardiologia, neurologia e doenças infecciosas e
inflamatórias [36].

O objetivo da utilização de radionuclídeos é obter uma imagem da distribuição do radiofár-
maco no interior do paciente a partir dos fótons energéticos emitidos por esses radionuclídeos.
Isso é realizado com o uso de radiofármacos, os quais são o resultado da união de um radio-
nuclídeo, como o 99mTc e o 18F , com um fármaco específico, que levam o radionuclídeo para
a região de interesse. Esses radionuclídeos tem o funcionamento explicado pelo decaimento
radioativo que ocorre nesses elementos. A estabilidade nuclear é regida pelo equilíbrio entre as
forças nucleares fortes dos prótons e nêutrons e a repulsão elétrica presente no núcleo devido
ao acúmulo de prótons. Portanto, para um número de prótons muito diferente do número de
nêutrons, a intensidade da repulsão elétrica aumenta, causando a instabilidade do núcleo. Em
núcleos instáveis, o processo de decaimento radioativo ocorre, proporcionando uma transição
do nuclídeo original (pai) para o nuclídeo filho, liberando alguma forma de energia no processo
[29]. O tipo e a energia liberada no decaimento radioativo dependem do tipo de isótopo ra-
dioativo. No âmbito da Medicina Nuclear, as faixas de energia utilizadas variam de 80 a 511
keV. Essa energia, quando na forma de raios gama (fótons energéticos originários do decai-
mento radioativo), é suficientemente penetrante para atravessar o corpo do paciente e chegar
aos detectores.

A câmara gama, ou câmara de cintilação (Figura 3.1), é um equipamento capaz de realizar
imageamento com uso de radionuclídeos devido à presença de um detector de fótons altamente
energéticos. Demaneira simplificada, a câmara gama pode ser dividida em quatro componentes:
um colimador, um cristal de cintilação, uma fotomultiplicadora e um computador.

15



CAPÍTULO 3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Figura 3.1: Modelo esquemático de uma câmara gama.

Fonte: Imagem adaptada de Cherry (2013) [8].

O colimador geralmente consiste em uma placa de chumbo contendomuitos furos. Os fótons
que atingem as paredes internas do colimador são atenuados, enquanto os raios que passam pelos
furos chegam à superfície do cristal de cintilação. Portanto, o colimador é utilizado para definir
a direção dos raios γ detectados, permitindo a passagem apenas dos raios que passem pelos furos
e sejam perpendiculares à superfície do colimador [26].

O cristal de cintilação é geralmente formado de NaI(Tl) (iodeto de sódio dopado com tálio).
Esse cristal converte a radiação gama incidente em fótons de luz visível e ultravioleta, que serão
posteriormente detectados e amplificados pelos tubos fotomultiplicadores. O cristal é consti-
tuído por um material denso e com alto número atômico, de forma a aumentar a probabilidade
de interação da radiação gama como ele através do efeito fotoelétrico [1, 16].

Ao cristal de cintilação são acoplados muitos tubos fotomultiplicadores dispostos, compac-
tamente, num arranjo hexagonal. Estes tubos convertem a luz emitida pelo cristal em um sinal
elétrico e o amplificam, enviando-o até um circuito eletrônico capaz de determinar se o fóton
possui uma amplitude adequada para ser usado na formação da imagem e também determinam
a posição na qual foi emitido [1, 8, 16]. Por fim, o computador realiza o processamento e a
reconstrução da imagem para ser visualizada no monitor. As imagens são exibidas em um mo-
nitor de computador, onde o brilho e o contraste da imagem podem ser manipulados e diferentes
tabelas de cores podem ser empregadas [8].

Uma câmara gama rotativa pode ser usada para adquirir dados para imagens de tomogra-
fia computadorizada. Esta abordagem, empregada com radionuclídeos que emitem raios γ, é
conhecida como tomografia computadorizada por emissão de fóton único (SPECT, do inglês -
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Single Photon Emission Computed Tomography). Na SPECT, o detector (gantry), rotacionando
numa trajetória circular com o centro no paciente, é suficiente para adquirir os dados necessá-
rios para as imagens tomográficas (Figura 3.2). A câmara gama adquire imagens de projeção
bidimensionais (2-D) em intervalos angulares igualmente espaçados ao redor do paciente. Essas
imagens fornecem os dados de projeção (1-D) necessários para reconstruir imagens transversais.
[8].

Figura 3.2: Modelo da aquisição de imagem da SPECT

Fonte: Adaptado de Cherry (2013) [8].

3.2 Aquisição de imagem e projeções

Os equipamentos capazes de realizar a SPECT compartilham algumas particularidades que
serão abordadas a seguir para introduzir o processo de reconstrução da imagem. Para simplifi-
car a explicação, será considerado um equipamento com um único gantry, a parte do aparelho
responsável pela detecção na câmara gama. Além disso, os componentes envolvidos, como de-
tectores, colimadores e radiofármacos, serão considerados ideais, ou seja, sem falhas em seus
funcionamentos. Por exemplo, o colimador ideal atenuaria todos os raios que não passassem pe-
los seus furos, algo que, na prática, não ocorre com 100% de eficiência. O cristal de cintilação
ideal captaria cada um dos eventos que passassem por ele, o que também não ocorre nos cristais
reais. Esses são alguns exemplos de idealizações que permeiam o processo de reconstrução de
imagem.

Ao realizar a aquisição da imagem, o paciente, previamente injetado com o radiofármaco,
deita-se na mesa do equipamento. O gantry, responsável pela detecção na câmara gama, rota-
ciona ao redor do eixo transversal do paciente. Esse movimento é centrado no eixo de rotação
do equipamento e é crucial para a reconstrução de imagens. Mesmo um ligeiro desvio nesse
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movimento pode resultar em artefatos graves e degradar significativamente a qualidade da re-
construção [25].

O paciente injetado com o radiofármaco emite raios γ, que são captados pelo detector da
câmara gama. Vale salientar que, nesse modelo idealizado, apenas os raios que chegam perpen-
diculares à superfície do detector são assumidos como uma contagem no equipamento, pois o
colimador atenua os raios que não passam pelos seus furos. Isso gera uma relação entre o local
no detector onde os raios são captados e os possíveis locais de origem desses raios. Assim, a
intensidade detectada em uma região do detector está diretamente relacionada à linha perpendi-
cular que chega a essa região, visto que apenas essa linha contribui para a sua intensidade.

A Figura 3.3 ilustra o processo de aquisição de projeções. Note que a quantidade de fótons
captada por um elemento do detector é descrita pela atividade das fontes radioativas ao longo
de uma linha L, que está diretamente à frente dos detectores. O conjunto do número de fótons
captados, que chega a cada elemento do detector, é chamado de projeção g(ρ, θk). Assim, uma
fonte pontual radioativa que emite fótons em todas as direções, tem apenas os raios que chegam
perpendicularmente à superfície do detector, considerados contagem pelo sistema de aquisição.
O conjunto desses raios, os quais são considerados contagem pelo sistema, forma a projeção.

Figura 3.3: Esquema simplificado do processo de aquisição de projeções.

Fonte: Figura do autor.

É importante notar que fótons emitidos na mesma direção, porém a partir de profundidades
diferentes, podem produzir cintilações na mesma região do detector. Assim, a distância entre
a região emissora e a de detecção é desconhecida. Por este motivo, apenas uma projeção é
insuficiente para obter a imagem da distribuição do volume radioativo no órgão que está sendo
estudado [11].
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3.3 Transformada de Radon e o sinograma

Compreendidos o que são e de onde vêm as projeções, é importante quantificá-las e relacioná-
las com a densidade de radionuclídeo que as forma, para que seja possível simular a formação
de projeções. A expressão matemática que contém as propriedades da projeção de um objeto
em um conjunto de ângulos é chamada de transformada de Radon (R(f)). Essa equação, de-
duzida pelo matemático austríaco Johann Radon, demonstra que, se as projeções de todos os
ângulos de uma imagem bidimensional tiverem suas intensidades conhecidas, a imagem poderá
ser reconstruída a partir dessas projeções [5, 11]. A equação 3.1 é a transformada de Radon e a
equação 3.2 é a parametrização utilizada (demonstrada no apêndice A.2).

R(f) =

∫
linha L

f(x, y) dL = g(ρ, θ) (3.1)

L(ρ, θ) : x cos(θ) + y sen(θ) = ρ (3.2)

em que x e y são as coordenadas do objeto no plano cartesiano de aquisição centrado no centro
de rotação do equipamento, θ é o ângulo que o detector faz com centro de rotação, ρ é a distância
do local de aquisição do fóton com o centro do detector e também a distância da reta L ao centro
de rotação, R(f) é a transformada de Radon do objeto, f(x, y) é a atividade da densidade de
radiofármaco no interior do objeto para equipamentos de SPECT (ou intensidade dos pixels do
objeto, no caso de simulação digital), g(ρ, θ) são as projeções, ou também conhecido como o
sinograma, termo que será discutido mais a frente no texto e L é a reta parametrizadora que
correlaciona o possível local de geração da radioatividade com valor da projeção.

Dadas as características da projeção, é possível verificar que a Equação 3.1 contém todas as
propriedades esperadas da representação matemática de uma projeção a um certo ângulo. Pri-
meiro, a transformada de Radon precisa relacionar a intensidade dos feixes da fonte radioativa,
dado pelo termo f(x, y), com o valor projetado, representado pelo termo g(ρ, θ). Segundo, a
correlação precisa ocorrer entre os valores de intensidade que saem do objeto e chegam per-
pendiculares à superfície do detector. A integral ao longe de L permite que essa característica
seja respeitada, limitando a soma a somente elementos que estejam sobre a reta perpendicular,
dada pela parametrização da Equação 3.2. Terceiro, a reta que sai da região central do detector
e chega no centro de rotação do equipamento deve ser perpendicular, ou seja, a posição central
do detector, ρ = 0, deve possuir a reta perpendicular que passa pelo centro de rotação do equi-
pamento, f(x = 0, y = 0), de forma que o valor ρ do detector tenha sempre o mesmo valor
numérico do ρ da reta de parametrização L.

A obtenção de uma projeção com a transformada de Radon é feita fixando-se o ângulo θ e
variando os valores de ρ ao longo das dimensões do detector. Para obter a próxima projeção
é necessário alterar o valor do ângulo fixo, e novamente varias os valores de ρ. Esse método
é geralmente o mesmo encontrado na rotina clínica de um aparelho de SPECT step-and-shoot,
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no qual a aquisição de imagem ocorre pausadamente. Nele o conjunto de detectores capta os
valores de intensidade em um determinado ângulo e, após um certo tempo, a posição angular é
alterada [6].

O resultado da aquisição de várias projeções em diferentes ângulos, é o chamado de sino-
grama. O sinograma é uma figura bidimensional que relaciona a intensidade do local de detecção
dos fótons no detector (ou intensidade de pixel, na simulação) com a posição angular que a pro-
jeção está sendo adquirida. O gráfico ganha esse nome devido ao comportamento senoidal que
uma fonte pontual tem ao ter seu sinograma obtido, como demonstrado na Figura 3.4.

Figura 3.4: Sinograma de uma fonte pontual.

Fonte: Adaptado de Cherry (2013) [8] .

O sinograma, quando realizado para distribuições de fontes radioativas não tão simples,
resulta em sinogramas complexos de analisar, como os sinogramas da Figura 3.5a e 3.5b. Mate-
maticamente o sinograma é representado pelo termo g(ρ, θ), já que ele engloba todas as possíveis
variações de ângulo e posição das projeções. Além disso, é válido pontuar que na área de re-
construção de imagens, o sinograma contém todas as informações necessárias para realizar a
reconstrução do objeto imageado.

20



CAPÍTULO 3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Figura 3.5: Sinograma de phantom digitais complexos.

(a) Imagem obtida de Cherry (2013) [8]

(b) Imagem obtida de Gonzalez (2010) [13]

Uma forma alternativa de representar as projeções decorrentes da Equação 3.1, é a seguinte
(Equação 3.3):

g(ρ, θ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)δ(x cos(θ) + y sen(θ)− ρ)dxdy (3.3)

o qual o único termo que difere a Equação 3.3 da Equação 3.1 é o delta de Dirac (δ) e a ausência
da integral em L.

Essa forma alternativa, possui as mesmas propriedades do sinograma obtido pela Equação
3.1. Na Equação 3.3, o delta de Dirac (δ) possui a propriedade de “filtragem” dos termos da
integral de linha em L, demonstrado na Equação 3.4.∫ +∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx = f(x0) (3.4)

Com isso o cálculo da Equação 3.3 em cada elemento de linha é garantido de forma idêntica
ao que ocorre na Equação 3.1, em que para cada elemento de g(ρ, θ) há uma única reta relacio-
nada a sua intensidade. Essa forma alternativa, da Equação 3.3, é mais prática para demonstrar
o resultado da Seção 3.5.2, o qual é o teorema fundamental para a retroprojeção filtrada.

Por fim, temos que para o caso discreto, a integral da expressão 3.1 se torna um somatório,
como visto na Equação 3.5.
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g(ρ, θ) =
∑

linha L(ρ,θ)

f(x, y)∆L (3.5)

com o somatório realizado sobre os elementos da linha L e o ∆L sendo a variação ao longo
da linha L. Esse processo é realizado com o valor de ρ centrado na parte central do detector e,
portanto, ele varia de valores positivos a negativos ao longo da superfície do detector.

3.4 Reconstrução analítica: Transformada inversa de Radon
e retroprojeção

O principal objetivo dos métodos de reconstrução tomográficos é obter a representação tri-
dimensional de um volume a partir de suas projeções. Um dos métodos mais simples para se
obter esse resultado é a retroprojeção (BP, do inglês Backprojection), que consiste em tomar o
valor de um elemento adquirido em um ângulo θ e distribuir este valor em todos os elementos
ao longo de uma linha no ângulo θ da matriz da imagem. Todos os elementos na linha serão
preenchidos com este mesmo valor, porque, neste estágio, a distribuição real da fonte ao longo
da linha é desconhecida. Este processo será repetido para todos os elementos captados em todos
os ângulos θ e os valores retroprojetados reforçarão uns aos outros em determinada localização
[3, 11].

Adotando a Figura 3.6 como demonstração da retroprojeção, pode-se observar que uma “fa-
tia” bidimensional de uma fonte pontual emissora de radiação pode ser matematicamente apro-
ximada como uma matriz bidimensional pontual. A projeção dessa matriz a um certo ângulo θ é
um vetor unidimensional, por exemplo, g(ρ, θ = 90◦) = [0, 0, 3, 0, 0]. Ao ser retroprojetado na
matriz, os valores do vetor são repetidos em todas as linhas ou colunas, como demonstrado em
(a) e (b) da Figura 3.6. Esse processo de retroprojeção é realizado em todos os ângulos θ e por
fim são somadas as matrizes resultantes, como mostrado em (c) da Figura 3.6. Note que o valor
central da matriz resultante tem uma intensidade maior que as demais, destacando uma simila-
ridade grosseira dela com a matriz pontual original. A diferença da retroprojeção com relação
à imagem original cai drasticamente à medida que aumentamos a quantidade de ângulos, como
exemplificado pela Figura 3.7, na qual a imagem (a) é a fonte radioativa original e as imagens de
(b) à (f) são retroprojeções utilizando 1, 2, 3, 4 e 32 retroprojeções. Ficando evidente o aumento
da qualidade da reconstrução a medida que cresce a quantidade de retroprojeções.
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Figura 3.6: Esquema simplificado do processo de retroprojeção.

Fonte: Adaptado de www.people.vcu.edu/~mhcrosthwait/clrs322/spectpartI.htm. Acesso em:
25 jun. 2024

Figura 3.7: A fonte radioativa original é a imagem (a). Elementos (b) ao (f) são retroprojeções
utilizando 1, 2, 3, 4 e 32 projeções.

Fonte: Imagem obtida de Gonzalez (2010) [13].

Observa-se que, já que o sinograma é formado a partir da transformada de Radon, é possível
realizar o processo inverso que originou esse sinograma por meio da transformada inversa de
Radon. Assim, a expressão matemática que contém as propriedades esperadas da retroprojeção
(Equação 3.6) é a chamada transformada inversa de RadonR−1(R(f)).
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R−1(R(f)) =

∫ π

0

gθ(x, y)dθ = f(x, y) (3.6)

gθ(x, y) = gθ(ρ(x, y), θ) = g(x cos(θ) + y sen(θ), θ) (3.7)

em que x e y são as coordenadas do objeto no plano cartesiano de aquisição centrado no centro
de rotação do equipamento, θ é o ângulo que o detector faz com centro de rotação, ρ é a distân-
cia do local de aquisição do fóton radioativo com o centro do detector, gθ(x, y) são os valores
de intensidade da projeção quando θ é fixado (Equação 3.7), f(x, y) é a reconstrução da densi-
dade de radiofármaco no interior do objeto para equipamentos de SPECT (ou reconstrução da
intensidade dos pixels do objeto, no caso de simulação digital).

Podemos verificar as propriedades esperadas da retroprojeção a partir da transformada in-
versa de Radon. Primeiro, o termo ρ(x, y) = x cos(θ) + y sen(θ) garante que estamos relaci-
onando a distância de aquisição do feixe radiativo ρ com as coordenadas cartesianas (x, y), o
qual é o local que fez uma das várias contribuições de atividade radioativa para formação de
g(ρ, θ), em um certo ângulo θ fixo. Segundo, o termo gθ(ρ(x, y), θ), com θ fixo, representa o
valor de intensidade da projeção gθ gerada a partir da reta L, sendo que essa reta possui como
um de seus componentes os pontos de coordenadas (x, y) que contribuíram com a intensidade
de gθ. Esse calculo gera um único valor gθ, correspondendo a àquele único ponto da projeção
que advém da coordenada (x, y) especificada. Terceiro, a integral dθ soma todos os valores de
gθ com diferentes ângulos θ. Assim, o valor da reconstrução no ponto (x, y) é obtido para um
único componente da imagem f(x, y). Esse processo é feito para todos os pontos para se obter
a imagem reconstruída completa.

É fácil extrapolar que para o caso discreto a integral se torna um somatório e a Equação 3.6
torna-se a Equação 3.8.

f(x, y) =
180◦∑
θ=0◦

gθ(x, y)∆θ (3.8)

no qual o único termo dessa equação que difere da sua contraparte continua (Equação 3.6),
além do somatório, é o ∆θ, que é a variação angular ao longo dos 180◦. É importante pontuar
que apesar de estar em um somatório, a variação do termo angular não é necessariamente em
incrementos de um. O ângulo no detector pode variar de qualquer valor, por exemplo, de 0,5◦

em 0,5◦ ao longo dos 180◦.
As imagens 3.8a e 3.8b são as retroprojeções das imagens 3.5a e 3.5b, respectivamente.

É perceptível, através das imagens da Figura 3.8, que houve uma deterioração da qualidade
da imagem reconstruída, evidenciada por um borramento resultante do método utilizado. Esse
borramento é conhecido como artefato estrela, ou borramento 1/r (Equação 3.9), e é o resultado
dá sobreamostragem no centro da imagem.
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f(x, y) = f ′(x, y) ∗ 1

|r|
(3.9)

sendo que f ′(x, y) é a distribuição espacial real de radiofármaco, f(x, y) a distribuição re-
construída pelo método de retroprojeção, ∗ é a operação matemática de convolução e r é o
vetor radial que sai do centro da imagem.

Figura 3.8: Retroprojeção da Figura 3.5.

(a) Imagem obtida de Cherry (2013) [8] (b) Imagem obtida de Gonzalez (2010) [13]

Uma forma de entender essa sobreamostragem do artefato estrela no domínio espacial é
com a retroprojeção direta de uma fonte pontual única, como na Figura 3.6. Caso se realize a
retroprojeção em uma fonte pontual, a imagem ficaria fortemente desfocada, uma vez que as
projeções seriam adicionadas de volta a todo o local de onde vieram e o centro da imagem teria
uma contribuição amplificada na origem em relação à contribuição nas bordas, como ocorreu na
Figura 3.6c. A sobreamostragem precisa ser reponderada, ou “filtrada”, para ter contribuições
iguais em toda a imagem [2].

A fim de compreender a solução para o problema do artefato estrela, é necessário primeiro
compreender a utilização de um ferramental fundamental no processamento e reconstrução de
imagem, conhecido como transformadas de Fourier.

3.5 Reconstrução analítica: Retroprojeção filtrada

A retroprojeção filtrada (FBP, do inglês Filtered-backprojection) é o mais conhecido e uti-
lizado método de reconstrução de SPECT adotado em ambiente clínico, por ser mais rápido que
os demais métodos [11]. Esse método é usado para solucionar o problema do artefato estrela
que causa o borramento na reconstrução da imagem. Isso é feito com o uso de filtros passa-alta,
que atenuem as baixas frequências responsáveis pela borramento no domínio das frequências.
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3.5.1 Transformada de Fourier

As imagens emMedicina Nuclear representam a distribuição espacial de emissões de radio-
nuclídeo em termos de contagens em uma dada coordenada (x, y). Essa representação em termos
de espaço é chamada de domínio do espaço ou domínio do objeto. Em processamento de ima-
gens, é conveniente, muitas vezes, transformar as informações da imagem do domínio espacial
para o domínio de frequências. Qualquer imagem tem diversas frequências: altas, representadas
por transições rápidas como bordas e pequenos objetos e baixas, representadas por objetos mai-
ores. A transformada de Fourier pode ser usada para representar essas imagens como funções
trigonométricas caracterizadas pela variação de frequências e amplitudes. Em outras palavras,
é uma ferramenta que permite que uma imagem seja dividida em diversas componentes, cada
componente representa uma determinada frequência [11].

A expressão matemática da transformada de Fourier (F) 1-D (unidimensional) continua de
f(x) com variável x é dada pela Equação 3.10. Já a expressão da transformada inversa de
Fourier (F−1) 1-D continua de F (u) com variável u é dada pela Equação 3.11.

F{f(x)} = F (u) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−j2πuxdx (3.10)

F−1{F (u)} = f(x) =

∫ +∞

−∞
F (u)e+j2πuxdu (3.11)

em que f(x) é a função no domínio do espaço, x é a coordenada espacial, F (u) é a transformada
de Fourier de uma função f(x) que leva ao domínio da frequência e u é a frequência espacial.

De maneira similar pode-se definir a transformada (Equação 3.12) e a transformada inversa
de Fourier (Equação 3.13) 2-D (bidimensional) da seguinte forma:

F{f(x, y)} = F (u, v) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−j2π(ux+vy)dxdy (3.12)

F−1{F (u, v)} = f(x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
F (u, v)e+j2π(ux+vy)dudv (3.13)

em que f(x, y) é a função no domínio do espaço, x e y são as coordenadas espaciais, F (u, v) é
a transformada de Fourier de uma função f(x, y) que leva ao domínio da frequência e u e v são
as frequências espaciais.

Vale pontuar que ao aplicar a transformada de Fourier bidimensional em uma imagem, como
na Figura 3.9, as baixas frequências concentram-se no centro (representado pela área verde), as
altas frequências nas extremidades (representado pela área vermelha) [34]. Essa consequência
da transformada é muito útil no uso de filtros de imagem, já que se pode selecionar os compo-
nentes de frequência que se visa atenuar ou amplificar.
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Figura 3.9: Frequências que compõem a transformada de Fourier de uma imagem 2-D (bidi-
mensional).

Fonte: Imagem obtida de www.youtube.com/watch?v=YIvTpW3IevI. Acesso em 28 jun. 2024

3.5.2 Teorema do corte central de Fourier

Antes de entrar propriamente na FBP é importante demonstrar um dos principais resultados
que permitem a existência desse método, o chamado teorema do corte central de Fourier, o qual
é derivado da utilização da transformada de Fourier na retroprojeção.

Demonstraremos esse resultado fundamental para reconstrução analítica com a utilização da
transformada de Fourier 1-D (Equação 3.10) em um sinograma (Equação 3.3) com um θ fixo:

G(ω, θ) =

∫ +∞

−∞
g(ρ, θ)e−j2πωρdρ

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)δ(x cos(θ) + y sen(θ)− ρ)e−j2πωρdρdxdy

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)

[∫ +∞

−∞
δ(x cos(θ) + y sen(θ)− ρ)e−j2πωρdρ

]
dxdy

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−j2πω(x cos(θ)+y sen(θ))dxdy

(3.14)

em que a expressão em colchetes pode ser simplificada utilizando a propriedade de filtragem da
Delta de Dirac (Equação 3.4).

Alterando a parametrização da Equação 3.14 para u = ω cos(θ) e v = ω sen(θ), é perceptível
a semelhança do resultado com a Equação 3.12, definida como a transformada de Fourier 2D
(F (u, v)) de f(x, y), calculada para u e v:
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G(ω, θ) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−j2π(xu+yv)dxdy

= [F (u, v)]u=ω cos(θ);v=ω sen(θ)

G(ω, θ) = F (ω cos(θ), ω sen(θ)) (3.15)

O resultado obtido pela Equação 3.15 é o conhecido como o teorema do corte central de
Fourier. Este teorema, ilustrado pela Figura 3.10, relaciona a transformada 1-D de uma projeção
com θ fixo, G(ω, θ), com a fatia da transformada 2-D da região na qual a projeção foi obtida.
Isso implica que, a transformada de Fourier 1-D de uma projeção arbitrária é obtida extraindo os
valores de F (u, v) ao longo de uma linha orientada no mesmo ângulo que o utilizado para gerar
a projeção. Outra forma de visualizar esse teorema é a seguinte: a transformada de Fourier 1-D
da projeção adquirida com um ângulo θ de um objeto, é uma linha na transformada de Fourier
2-D do objeto com mesmo ângulo θ que a projeção foi obtida [13].

Figura 3.10: Ilustração do teorema da fatia de Fourier.

Fonte: Imagem obtida de Gonzalez (2010) [13].

3.5.3 Retroprojeção filtrada (FBP)

A derivação da expressão matemática utilizada para a FBP pode ser obtida a partir da trans-
formada inversa 2-D de Fourier (Equação 3.13), aplicada sobre a transformada de Fourier 2-D
do objeto imageado (F (u, v)):

f(x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
F (u, v)e+j2π(ux+vy)dudv (3.16)
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Na demonstração é realizado a mudança de coordenadas cartesianas para as coordenadas
polares. Assim, é realizado a mudança de x = ω cos(θ) e y = ω sen(θ), com θ sendo o com-
ponente angular e ω o componente radial. A expressão que sintetiza a mudança de variável de
integrais duplas é:∫ ∫

k1

h(u, v)dudv =

∫ ∫
k2

h(u(ω, θ), v(ω, θ))|J(ω, θ)|dωdθ (3.17)

em que h(u, v) é a função de coordenadas u e v que se quer realizar a mudança, ω e θ são
as novas coordenadas, k1 e k2 são os intervalos da integral em cada sistema de coordenada, e
J(ω, θ) jacobiano, dado por:

J(ω, θ) =

∣∣∣∣∣ ∂u∂ω ∂u
∂θ

∂v
∂ω

∂v
∂θ

∣∣∣∣∣ (3.18)

Aplicando o conceito da Equação 3.17 na Equação 3.16, obtém-se:

f(x, y) =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

F (ω cos(θ), ω sen(θ))ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ (3.19)

Utilizando o teorema do corte central de Fourier (Equação 3.15) e dividindo o intervalo de
integração de 0◦ ao 180◦ e 180◦ ao 360◦ é obtido:

f(x, y) =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

=

∫ π

0

∫ ∞

0

G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

+

∫ 2π

π

∫ ∞

0

G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

=

∫ π

0

∫ ∞

0

G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

+

∫ π

0

∫ ∞

0

G(ω, θ + π)ej2πω(x cos(θ+π)+y sen(θ+π))|ω|dωdθ

(3.20)

Utilizando da seguinte propriedade G(ω, θ + π) = G(−ω, θ) na Equação 3.20. Note que
não é difícil verificar, dado que ω e θ estão em coordenadas polares, portanto rotacionar em 180◦

resulta no vetor indo para a posição −ω. Com isto é obtido:
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f(x, y) =

∫ π

0

∫ ∞

0

G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

+

∫ π

0

∫ ∞

0

G(−ω, θ)ej2πω(−x cos(θ)−y sen(θ))|ω|dωdθ

=

∫ π

0

∫ ∞

0

G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

−
∫ π

0

∫ 0

∞
G(−ω, θ)e−j2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

(3.21)

Realizando uma mudança de variável para a segunda integral do lado direito, com ω′ = −ω:

−
∫ π

0

∫ 0

∞
G(−ω, θ)e−j2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

= −
∫ π

0

∫ 0

−∞
G(ω′, θ)ej2πω

′(x cos(θ)+y sen(θ))| − ω′|(−dω′)dθ

= +

∫ π

0

∫ 0

−∞
G(ω′, θ)ej2πω

′(x cos(θ)+y sen(θ))|ω′|dω′dθ

= +

∫ π

0

∫ 0

−∞
G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

(3.22)

A última passagem da Equação 3.22 é realizada devido a ω′ ser uma variável livre (oumuda),
ou seja, já que o valor de uma integral depende da função integrada e dos limites de integração
e não do símbolo particular que utilizamos para representar a função, é patente que ao mudar o
símbolo ω′ por outro qualquer, o valor da integral não sofrerá nenhuma alteração [15]. Portanto,
pode-se alterar o valor de volta para ω. Retornando às integrais da Equação 3.21:

f(x, y) =

∫ π

0

∫ ∞

0

G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

+

∫ π

0

∫ 0

−∞
G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))|ω|dωdθ

=

∫ π

0

[∫ ∞

−∞
|ω|G(ω, θ)ej2πω(x cos(θ)+y sen(θ))dω

]
dθ

(3.23)

f(x, y) =

∫ π

0

[∫ ∞

−∞
|ω|G(ω, θ)ej2πωρdω

]
dθ (3.24)

A Equação 3.24 é a expressão matemática que representa a retroprojeção filtrada. Observa-
se que substituindo os termos que estão entre colchetes por gθ(x, y), obtemos a mesma equação
da retroprojeção (Equação 3.6). Portanto, já que tudo é o mesmo, exceto o termo entre col-
chetes, ele que empodera a FBP com a solução do problema do artefato estrela. Primeiro, é
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notável a presença do filtro passa alta conhecido como filtro rampa (|ω|), que ao ser aplicado à
transformada de Fourier 1-D do sinograma (G(ω, θ)) filtra as baixas frequências que compõem
a transformada. Assim, eliminando o artefato estrela causador do borramento. Segundo, é per-
ceptível que os termos entre colchetes são uma transformada inversa de Fourier 1-D (Equação
3.11) com F (u, v) = |ω|G(ω, θ). Portando é importante notar que, após ser filtrado, o sino-
grama sai do domínio das frequências para o domínio espacial. Terceiro, no domínio espacial,
aplica-se a retroprojeção da Equação 3.6 de maneira similar, porém desta vez o sinograma está
filtrado e seu borramento foi removido. O resultado desse processo é a reconstrução da imagem,
agora sem o borramento, apresentando um resultado muito mais similar à distribuição original.
Com isso, se tem as ferramentas necessárias para realizar o estudo tomográfico das imagens de
SPECT, tanto digitais (simulações) quanto reais, utilizando o método de retroprojeção filtrada.

O filtro rampa no domínio da frequência, conhecido também como Ram-Lak, amplifica se-
letivamente os componentes de alta frequência em relação aos componentes de baixa frequência,
como ilustrado na Figura 3.11. É devido a este comportamento do filtro rampa, que há a remo-
ção do borramento causado pelo artefato estrela presente na retroprojeção, aumentando a nitidez
e os detalhes da imagem. Entretanto, o filtro rampa também amplifica componentes de ruído de
alta frequência na imagem [8].

Figura 3.11: Filtro rampa no domínio da frequência.

Fonte: Adaptado de Cherry (2013) [8].

Como pode ser visualizado na Figura 3.12, uma forma de corrigir a amplificação de ruído
que o filtro rampa pode gerar é a utilização de um fator multiplicativo que atenue parte das
altas frequências responsáveis pelo ruído, ou seja, um filtro passa-baixo. Esse filtro que atenua
as altas frequências, quando combinado com o filtro rampa, gera um filtro que corrige tanto o
artefato estrela quanto os ruídos estáticos, chamado de filtro Hamming [34].

H(ω) =

|ω|(0, 54 + 0, 46 cos(πω
ωc
)) se 0 < |ω| < ωc

0 caso contrario
(3.25)

em que H(ω) é o filtro Hamming, ω são as frequências espaciais e ωc é a frequência de corte.
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Figura 3.12: (a) Gráfico do filtro rampa. (b) Gráfico do fator multiplicativo. (c) Multiplicação
do filtro rampa com o fator multiplicativo, formando o filtro Hamming.

Fonte: Adaptado de Gonzalez (2010) [13] .

As imagens 3.13a e 3.13b são as retroprojeções filtradas das imagens 3.5a e 3.5b, respecti-
vamente. É notável o desaparecimento do borramento característico do artefato estrela devido
ao uso do filtro no domínio da frequência.

Figura 3.13: Retroprojeção filtrada da Figura 3.5.

(a) Imagem obtida de Cherry (2013) [8]. (b) Imagem obtida de Gonzalez (2010) [13].

Por fim, a partir da discussão realizada acima, é possível reescrever uma versão discretizada
e simplificada da Equação 3.24 da seguinte forma:

f(x, y) = R−1
discreta{F

−1
1−D{|ω|G(ω, θ)}} (3.26)
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em queR−1
discreta é transformada inversa de Radon discreta (Equação 3.5). F

−1
1−D é a transformada

inversa de Fourier 1-D discreta. O termo |ω| é o filtro rampa e G(ω, θ) é a transformada de
Fourier do sinograma.

3.6 Imagens digitais em métodos de reconstrução

No estudo tomográfico simulado, utilizando phantom digital (objetos que simulam tecidos e
órgão do corpo humano), é comum utilizar a configuração geométrica de detectores conhecida
como sensores em linha, onde o conjunto de detectores está alinhado um ao lado do outro, como
pode ser ilustrado na Figura 3.14b. Já no estudo tomográfico real, realizado clinicamente, a con-
figuração geométrica usada é a matricial (Figura 3.14c), que pode ser vista como o agrupamento
lateral de vários sensores de linha, proporcionando uma formação de imagem reconstruída mais
rápida.

Figura 3.14: (a) Um único sensor de aquisição de imagens. (b) Sensores de linha. (c) Sensores
de área (matricial).

Fonte: Imagem obtida de Gonzalez (2010) [13].

A aquisição e a digitalização de imagens em um sistema está sempre sujeita a conceitos como
amostragem e quantização. Uma imagem pode ser contínua em relação às coordenadas x e y,
bem como em relação à amplitude. Para convertê-la ao formato digital, é necessário amostrar
a função que a forma em ambas as coordenadas e na amplitude, como pode ser ilustrado na
Figura 3.15. A digitalização dos valores de coordenada é chamada de amostragem, enquanto
que a digitalização dos valores de amplitude é chamada de quantização [13]. As imagens digitais
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podem ser trabalhadas por meio de matrizes, pois quando divididas nos menores pedaços de
informação (os pixels), são matrizes (Figura 3.16). Essa equivalência de imagens digitais (e
consequentemente matrizes) com os objetos reais que as formaram, pode ser explorada na área
de reconstrução.

Figura 3.15: Processo de digitalização que ocorre no interior de câmaras digitais e equipamen-
tos de SPECT.

Fonte: Imagem obtida de Gonzalez (2010) [13].

Figura 3.16: Representação matricial de uma imagem digital.

Fonte: Imagem obtida de Williams (2016) [37].

Em uma última etapa, um objeto real, como um phantom, será visualizado pelo sistema de
aquisição como uma matriz. Portanto, é comum dispensar a necessidade de usar o phantom
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físico para construir e testar o algoritmo de reconstrução, utilizando em vez disso uma matriz,
conhecida como phantom digital. Após construído, o algoritmo de reconstrução pode ser testado
no phantom físico a fim de verificar a efetividade da reconstrução

3.7 RMSE

Os parâmetros de análise até então são puramente qualitativas, comparação visual entre o
phantom e a imagem reconstruída. Para ser possível realizar uma análise quantitativa é intro-
duzida a Raiz do Erro Quadrático Médio (RMSE, do inglês - root mean square deviation), as
quais são uma medida da dispersão de valores [34].

RMSE =

√√√√ n∑
i=1

(yFBP
i − yOi )

2

n
(3.27)

em que yFBP
i é o valor do pixel da reconstrução na coordenada (x,y), yOi é o valor de pixel do

phantom original na coordenada (x,y) e n é o número de pontos.
Essa medida pode ser entendida como a diferença entre os elementos matriciais de mesma

posição da reconstrução e da matriz original (ou phantom). Portanto, elemento a elemento essa
diferença é calculada, então, elevada ao quadrado para se tornar um valor positivo. Esses valores
são somados, já que se visa sintetizar a diferença elemento a elemento em um único número,
capaz de representar a qualidade da reconstrução. A soma é normalizada dividindo por n e então
é calculada a raiz dessa diferença. O resultado é um valor médio da dispersão entre os valores
da imagem reconstruída e da imagem original.

3.8 Correção de espalhamento da SPECT

Omodelo idealizado utilizado para desenvolver os algoritmos de reconstrução por retropro-
jeção filtrada assume que apenas a radioatividade da linha perpendicular à superfície do elemento
detector contribui para o sinal dessa projeção. Na prática, o sinal pode incluir fótons originados
de locais diferentes da linha perpendicular a superfície do detector. Esses fótons, por meio do
espalhamento Compton, percorrem e interagem com o meio, alterando o caminho radial origi-
nário de sua formação. Esse fóton com o caminho alterado pode coincidir em um elemento do
detector diferente do relacionado à sua origem e ser considerado uma contagem pelo sistema.

Os sistemas de captação da SPECT, embora trabalhem com radionuclídeos emissores de
fótons com energia conhecida, como os 140 keV do 99mTc, possuem uma janela de captação
que aceita fótons com energias diferentes da emitida pelo radionuclídeo. Um valor típico de
janela para o 99mTc inclui fótons com variação de energia de até 20% do valor de emissão do
radionuclídeo. Como pode ser ilustrado na Figura 3.17, esse intervalo de aceitação de contagens
pelo sistema é chamado de janela de fotopico, sendo o fotopico a energia conhecida dos fótons

35



CAPÍTULO 3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

emitidos pelo radionuclídeo.

Figura 3.17: Espectro do 99mTc com baixa taxa de contagem.

Fonte: Adaptado de Cherry (2013) [8].

Com uma janela típica de fotopico de 20% usada para o 99mTc, fótons que foram espalhados
por ângulos tão grandes quanto 50°, têm cerca de 50% de probabilidade de serem aceitos como
contagem pelo sistema [8]. Assim, esses fótons espalhados que incidem em um elemento de-
tector diferente do relacionado à sua origem, sendo considerados contagem pelo sistema, geram
nos métodos de reconstrução uma falsa densidade de radionuclídeo. Isso ocorre devido à cor-
relação que os métodos de reconstrução fazem entre o local de detecção e a origem de emissão
do fóton (seção 3.2). Portanto, a presença de fótons espalhados resulta na redução do contraste
da imagem e leva a uma superestimação da concentração de radionuclídeo na região.

Um dos métodos mais usados para corrigir raios γ espalhados é adquirir simultaneamente
contagens com uma janela de fotopico e uma janela de espalhamento de baixa energia, como
pode ser ilustrado na Figura 3.18. Por exemplo, a janela de fotopico para 99mTc pode ser defi-
nida como 127-153 keV e a janela de espalhamento como 92-125 keV. Os perfis de projeção de
espalhamento resultantes são então multiplicados por um fator de ponderação e subtraídos dos
perfis de fotopico para obter dados de projeção corrigidos por espalhamento. O fator de ponde-
ração, aplicado às contagens na janela de espalhamento para o processo de subtração, deve ser
determinado experimentalmente e depende, em geral, do tamanho da fonte, das configurações
exatas das janelas de energia e da resolução de energia do detector da câmara gama. A preci-
são deste método é limitada pelo fato de que os raios γ na janela de espalhamento têm maior
probabilidade de terem sofrido múltiplas interações Compton do que eventos de espalhamento
na janela de fotopico; portanto, as distribuições espaciais de espalhamento registradas nas duas
janelas de energia podem diferir [8].
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Figura 3.18: Espectro do 99mTc mostrando a janela de fotopico e de espalhamento.

Fonte: Adaptado de Cherry (2013) [8].
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4
MATERIAIS E MÉTODOS

4.1 Linguagem de programação: Python

O software de programação escolhido nesse projeto foi o Spyder, o qual é um ambiente de
desenvolvimento integrado multiplataforma de código aberto para programação científica na
linguagem Python. O Python é uma linguagem de programação poderosa e elegante, fácil de ler
e entender. É uma linguagem clara e objetiva que compartilha dos recursos e módulos de várias
outras linguagens, além de ser um software livre com uma comunidade muito ativa e crescente.
Nesse projeto, foi usado a versão 3.11 do Python. Adicionalmente, durante a construção do
algoritmo foram utilizadas várias bibliotecas com funções prontas, conhecidas como packages,
que serve de auxílio para o funcionamento do código. As packages usadas nesse algoritmo são:

• NumPy: é o pacote fundamental para computação científica em Python. É uma biblioteca
Python que fornece arrays multidimensionais (array é uma coleção de um ou mais objetos,
do mesmo tipo, armazenados em endereços adjacentes de memória), vários objetos derivados
(como arrays mascarados e matrizes) e uma variedade de rotinas para operações rápidas em
arrays, incluindo matemática, lógica, manipulação de forma, classificação, seleção, transfor-
madas discretas de Fourier, álgebra linear básica, operações estatísticas básicas, simulação
aleatória e muito mais (Fonte: numpy.org. Acesso em: 8 jul. 2024)).

• Matplotlib: é uma biblioteca usada para criar figuras estáticas, animadas e interativas em
Python. Comumente associada a gráficos na linguagem, devido a sua fácil manipulação em
vários os parâmetros que compõem a imagem (Fonte: matplotlib.org. Acesso em: 8 jul.
2024)).

• Scikit-image, ou skimage: é uma biblioteca usada para processamento de imagens. Inclui
algoritmos para segmentação, transformações geométricas, manipulação de espaço de cores,
análise, filtragem, morfologia, detecção de recursos (Fonte: scikit-image.org. Acesso em: 8
jul. 2024)).
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• SciPy: fornece algoritmos para otimização, integração, interpolação, problemas de autovalo-
res, equações algébricas, equações diferenciais, estatísticas e muitas outras classes de proble-
mas (Fonte: scipy.org. Acesso em: 8 jul. 2024)).

• Pydicom: é um pacote para trabalhar com arquivos DICOM. Permite ler, modificar e gravar
dados DICOM de maneira fácil (Fonte: pydicom.github.io. Acesso em: 8 jul. 2024).

4.2 Retroprojeção Filtrada em phantomdigital de Shepp-Logan

Este projeto será dividido em duas partes: a reconstrução do phantom digital de Shepp-
Logan e do phantom físico de Jaszczak. Ambas as partes compartilham o mesmo código em
Python, com somente algumas distinções entre eles, como a necessidade de simulação do phan-
tom digital, que não é necessária no phantom físico. Portanto, opta-se por demonstrar o funcio-
namento do código utilizando o phantom digital de Shepp-Logan como exemplo, para posteri-
ormente abordar as particularidades que fazem a reconstrução do phantom de Jaszczak possível.

Nessa primeira parte, a reconstrução do phantom digital será utilizada para demonstrar o
funcionamento do algoritmo e o surgimento de alguns artefatos importantes no estudo tomográ-
fico, incluindo o artefato estrela. No Python, essa etapa inicia-se com a invocação das bibliotecas
necessárias para o funcionamento do algoritmo, como apresentado a seguir:

Bibliotecas
1

2 import numpy as np
3 import matplotlib.pyplot as plt
4 import pydicom as dicom
5 from skimage.data import shepp_logan_phantom
6 from skimage.transform import rescale, rotate
7 from scipy.interpolate import RectBivariateSpline
8 from scipy.fft import fft, ifft
9

4.2.1 Simulação do objeto imageado: phantom digital

O phantom digital utilizado neste projeto é o phantom de Shepp-Logan, uma matriz de ima-
gem criada por Larry Shepp e Benjamin F. Logan em seu artigo de 1974 [31]. Este phantom
é um modelo minimalista de um cérebro humano em um único slice transversal, que inclui a
calota craniana, a substância branca e cinzenta, e os núcleos da base. Ele pode ser utilizado
para testar algoritmos de reconstrução de imagem e, neste projeto, visa replicar a densidade de
radiofármaco que um objeto real teria ao ser imageado em um aparelho de SPECT. O tamanho
da matriz da imagem do phantom digital a ser reconstruída é de 128 × 128. No Python, a função
que contém a matriz de Shepp-Logan já pronta é a shepp_logan_phantom .
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Além do phantom digital de Shepp-Logan, utilizaremos uma matriz pontual (todos os ele-
mentos damatriz são zero exceto um) que visa representar uma fonte pontual radioativa. Isso ser-
virá para demonstrar em detalhes os conceitos abordados na seção de fundamentação teórica. No
Python, pode-se criar a matriz pontual a partir de uma matriz composta de zeros ( np.zeros ),
adotando um único ponto dela com o valor 1 (a linha objeto2[80,80] = 1 faz com que o
ponto (80, 80) assuma o valor um). Portanto, será utilizado de um volume matricial de dimen-
sões (x = 128, y = 128, z = 2), com um elemento transversal z = 1 sendo o phantom de
Shepp-Logan e o outro elemento z = 2 sendo a matriz pontual. A seguir, a implementação
usada para simulação do objeto imageado é apresentada:

Phantom Digital
1

2 objeto = np.zeros( ( 128,128,2 ) )
3

4 objeto1 = shepp_logan_phantom()
5 objeto1 = rescale(objeto1, 0.32)
6 objeto2 = np.zeros((128,128))
7 objeto2[80,80] = 1
8

9 objeto[:,:,0] = objeto1
10 objeto[:,:,1] = objeto2
11

4.2.2 Simulação da rotação do objeto

Em seguida, é necessário simular o movimento rotatório que o gantry realiza ao redor do
paciente. Uma forma de implementar esse processo é rotacionando o phantom, em vez do detec-
tor. Esse método de implementação gera praticamente o mesmo resultado esperado da rotação
do gantry, com perdas mínimas de informação. Durante a rotação do phantom, informações
próximas aos vértices da matriz podem ser deixadas de fora da matriz rotacionada. No entanto,
isso não representa um problema significativo, já que tanto o phantom de Shepp-Logan quanto
a matriz pontual não possuem informações relevantes nos vértices da matriz que as compõem.

Como ilustrado na Figura 4.1, ao rotacionar o detector ao redor do objeto emissor em um
ângulo θ, a mudança perceptível na projeção pode ser observada em (B). Essa mesma projeção
pode ser obtida rotacionando o objeto enquanto o detector permanece fixo, como mostrado em
(C).
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Figura 4.1: Relação entre rotação do detector e do objeto.

Fonte: Figura do autor.

Essa aplicação de rotacionar o objeto é muito mais simples de ser realizada em Python, visto
que rotacionar uma matriz em um certo ângulo e somar as intensidades que a compõem ao longo
de um eixo é mais fácil que somar os valores ao longo de um certo ângulo. Para fazer a rotação
do objeto, foi utilizado a função rotate .

Assim que o angulo é definido para o intervalo de 0◦ a 180◦ com variações unitárias, é
utilizado dois volumes matriciais de dimensões (128, 128, 180) para guardar todas as infor-
mações referentes a rotação angular das duas matrizes (Shepp-Logan e pontual), chamada de
objeto_rot . A estrutura de repetição while , cria um laço que executa uma rotina enquanto
a condição de teste for avaliada como verdadeira. Portanto, a estrutura é usada para repetida-
mente realizar a rotação de cada matriz, enquanto grava o valor da matriz rotacionada dentro do
objeto_rot . A seguir, a implementação da rotação das matrizes é apresentada:

Rotação do objeto
1 angulo = np.arange(0, 180, 1)
2 angulo = np.radians(angulo)
3 objeto_rot = np.zeros((objeto.shape[0], objeto.shape[1],
4 len(angulo), objeto.shape[2] ))
5

6 j = 0
7 while (j<objeto_rot.shape[3]):
8 i = 0
9 while (i<objeto_rot.shape[2]):
10 objeto_rot[:, :, i, j] = rotate(objeto[:,:,j],
11 angulo[i]*(180/np.pi))
12 i = i + 1
13 j = j + 1
14
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4.2.3 Projeções e sinograma

É importante pontuar que, a partir desta seção, todos os passos subsequentes e, consequen-
temente, o código em Python, são idênticos na reconstrução tanto do phantom digital de Shepp-
Logan quanto do phantom de Jaszczak.

Para se obter as projeções é necessário o uso da Equação 3.5. Essa expressão requer a varia-
ção da reta L, que, por se tratar de uma matriz retangular com elementos igualmente espaçados,
tem o mesmo valor numérico dos elementos de distância do detector ∆ρ. No phantom digital
pode-se definir o tamanho do detector (ρ) para ser conveniente. Neste caso, é adotado o detector
com mesma dimensão da matriz quadrada que forma o phantom digital, neste caso 128. Assim
pode-se implementar as dimensões do detector como o vetor que varia de -64 até 64, com 128
unidades. Com o ρ, pode-se adquirir o valor de∆ρ com uma simples subtração entre os elemen-
tos subsequentes de ρ. A implementação desse processo pode ser vista a seguir, em que rho e
d_rho , são ρ e ∆ρ, respectivamente:

Parâmetros necessários I
1 rho = np.linspace(-objeto.shape[0]/2, objeto.shape[0]/2, objeto.shape[0])
2 d_rho = np.diff(rho)

AEquação 3.5 requer que sejam somados os elementos ao longo de uma retaL perpendicular
a superfície do detector. Suponha que o detector esteja alinhado acima damatriz quadrada, como
na Figura 4.2. A reta perpendicular a superfície do detector, é a mesma reta vertical obtida ao se
fixar o valor de y e variar x na matriz. Sendo assim, pode-se obter as projeções (ρ) simplesmente
somando ao longo de y para cada ângulo, rotacionando a matriz e repedindo até que os 180◦

sejam varridos.
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Figura 4.2: Esquema da aquisição de projeções a partir de matrizes.

Fonte: Figura do autor.

Na implementação, g é a matriz que contém todas as projeções com diferentes ângulos,
ou seja, o sinograma. A função np.sum é responsável por somar os valores de intensidade
da matriz ao longo do eixo y, garantindo que sejam respeitados a soma em L, como requer a
expressão do sinograma. Para que esse processo seja realizado com todos os 180 ângulos e nas
duas matrizes, é utilizada novamente a estrutura de repetição while . Ao fim desse processo, a
implementação do código que obtém o sinograma g é apresentado a seguir:

Projeção e sinograma
1 g = np.zeros( (objeto.shape[0], len(angulo), objeto.shape[2]) )
2

3 j = 0
4 while (j<objeto.shape[2]):
5 i = 0
6 while (i<len(angulo)):
7 g[:, i, j] = np.sum(objeto_rot[:, :, i, j], axis=0)*d_rho[0]
8 i = i + 1
9 j = j + 1

4.2.4 Retroprojeção

No estudo da reconstrução analítica, é interessante observar a formação dos artefatos que
permeiam a técnica. O de maior importância, o artefato estrela, pode ser visto a partir de uma
retroprojeção. Observando a Equação 3.8, a implementação da retroprojeção e a obtenção de
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f(x, y) é adquirida mediante o valor da projeção g(x, y), que na sua formação continha o ponto
(x, y). Para realizar os cálculos da obtenção da retroprojeção, as operações numéricas dos parâ-
metros ρ(x, y) e θ, os quais são relacionados a função discreta g(x, y), podem resultar em uma
pequena variação desses parâmetros, resultando em valores que não são exatamente os valores
numéricos ligados a função discreta, mas sim valores próximos. Portanto, é necessária uma téc-
nica para se obter valores fora dos parâmetros discretos preestabelecidos. A interpolação é uma
técnica que utiliza dados conhecidos para estimar valores em pontos desconhecidos. Neste caso
a função RectBivariateSpline realiza interpolações de funções bidimensionais emmatrizes
quadradas. Portanto, a função interpoladora pode ser aplicada ao g(ρ(x, y), θ) para corrigir o
problema da função discreta em parâmetros não definidos.

A seguir, com base na Equação 3.8, são somados os valores de g(ρ(x, y), θ) para todos os
valores de ângulo θ. Por fim, é multiplicado o resultado anterior pela variação angular ∆θ.
Assim, é obtido o valor da retroprojeção em um único ponto (x, y). Esse processo é realizado
em todos os pontos da matriz para reconstruir o objeto original.

Antes de prosseguir com a implementação da retroprojeção é necessários compreender mais
alguns parâmetros que permitem a reconstrução. A função np.meshgrid cria uma grade re-
tangular a partir de dois vetores. Ao ser aplicado em rho , os valores de X e Y assumem a
forma de duas matrizes quadradas com dimensões iguais ao tamanho de rho , entretanto X é
preenchida com os valores do vetor rho ao longo de suas linhas e Y é preenchido ao longo de
colunas. Esse par X e Y ao serem combinados permitem a localização dos elementos de uma
matriz a partir de seus índices X e Y . Portanto, caso se queira associar um elemento de matriz
a uma coordenada espacial, é possível com essas duas matrizes. Por fim, outro termo importante
para prosseguir é o d_angulo , o qual é a variação angular usada na expressão da retroprojeção
(BP) e retroprojeção filtrada (FBP). A implementação é apresentada a seguir:

Parâmetros necessários II
1 X, Y = np.meshgrid(rho,rho)
2 d_angulo = np.diff(angulo)[0]

Na implementação se optou em utilizar funções próprias, caracterizadas por def . Essas
funções são blocos de instruções que retornam a tarefa específica. Neste caso, todo o cálculo da
retroprojeção ( BP ) está na função def func_BP , que necessita de três parâmetros (x,y,i) ,
sendo eles respectivamente, a posição espacial em x, y e a fatia (matriz de Shepp-Logan ou ama-
triz pontual). Na função, a interpolacao_matricial_BP é responsável pela interpolação do
sinograma g , o qual é então multiplicado pela variação angular d_angulo a fim de ser obtido
a retroprojeção em um único ponto (x, y). A função np.vectorize realiza um papel similar
à estrutura de repetição while , realizando a repetição dos parâmetros da função para todos os
pontos (x, y) e para todas as fatias. O resultado da implementação a seguir é a retroprojeção
BP , equivalente à Equação 3.8 aplicada a matriz:
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Retroprojeção (BP)
1 def func_BP(x,y,i):
2 interpolacao_matricial_BP =RectBivariateSpline(rho, angulo, g[:,:,i])
3 f_theta_k = interpolacao_matricial_BP(
4 x*np.cos(angulo) + y*np.sin(angulo), angulo, grid=False)
5 f = sum(f_theta_k)*d_angulo
6 return f
7

8 BP = np.zeros((objeto.shape))
9

10 i = 0
11 while (i < g.shape[2]):
12 BP[:,:,i] = np.vectorize(func_BP)(X,Y,i)
13 i = i + 1

4.2.5 Retroprojeção filtrada

A retroprojeção filtrada, conforme a Equação 3.26, pode ser divida em quatro partes: a
mudança do sinograma (g(ρ, θ)) do domínio espacial para o domínio da frequência (G(ω, θ)),
a filtragem das baixas frequências do sinograma no domínio da frequência com o uso do filtro
rampa (|ω|), o retorno do sinograma filtrado para o domínio espacial e por fim a retroprojeção
do sinograma filtrado.

Inicia-se esse processo implementando a mudança de domínio do sinograma g obtido an-
teriormente. A função usada nessa mudança é a fft , responsável por realizar o cálculo da
transformada discreta de Fourier unidimensional do sinograma, resultando em G . Novamente
é utilizado o while como estrutura de repetição para ser realizado essa mudança em todas
as projeções e fatias (Shepp-Logan e pontual). A seguir, a implementação da transformada de
Fourier do sinograma é apresentada:

Transformada de Fourier do sinograma
1 G = np.zeros((g.shape),dtype = 'complex_')
2

3 i = 0
4 while (i<G.shape[2]):
5 G[:,:,i] = fft(g[:,:,i], axis = 0)
6 i = i + 1

O próximo passo é a filtragem do sinograma G no domínio da frequência com o uso do filtro
rampa. A implementação do filtro é obtida a partir da função np.fft.fftfreq , que retorna
um vetor que contém os compartimentos de frequência em ciclos por unidade do espaçamento.
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O vetor omega , criado dessa operação, tem as mesmas dimensões do sinograma G , sendo
formado por alguns dos valores de frequências ω, que a transformada de Fourier pode assumir.
O vetor obtido, para ser identificado como filtro rampa, precisa ter ser valor absoluto obtido.
Isso é realizado com o uso da função np.abs , e os valores são guardados no vetor filtro .
Em seguida, para corrigir o ruído estático, o filtro rampa é multiplicado pelo filtro passa-baixa,
para formar o filtro Hamming. A frequência de corte ωc foi adotada como sendo a frequência
máxima de ω, caracterizando uma melhor resolução [34]. Por fim, a filtragem do sinograma
pelo filtro Hamming ocorre com a multiplicação linha a linha dos elementos do sinograma pelo
filtro, com amatriz integrando guardando os resultados. A função while garante que sejam
realizados em todas as fatias. A seguir, a implementação da filtragem do sinograma no domínio
da frequência é apresentada:

Filtragem do sinograma
1 omega = np.fft.fftfreq(G.shape[0], d=np.diff(rho)[0])
2 filtro = np.abs(omega)
3 filtro = filtro*(0.54 + 0.46*np.cos((np.pi*omega)/(1*np.max(omega))))
4

5 integrando = np.zeros((G.shape),dtype = 'complex_')
6 i = 0
7 while (i<integrando.shape[2]):
8 integrando[:,:,i] = (G[:,:,i].T * filtro).T
9 i = i + 1

Após o sinograma ter seus componentes de baixa frequência filtrados, e parte dos com-
ponentes de alta frequência, é necessário retornar o sinograma para o domínio do espaço. A
implementação desse processo ocorre por meio da função ifft , que realiza o cálculo da trans-
formada inversa discreta de Fourier unidimensional do sinograma filtrado. Os valores obtidos
dessa operação são guardados na matriz g_G , com a estrutura de repetição while repetindo
para todos os sinogramas (Shepp-Logan e matriz pontual). A seguir, a implementação da trans-
formada inversa de Fourier do sinograma filtrado é apresentada:

Transformada inversa de Fourier do sinograma
1 g_G = np.zeros((g.shape))
2 i = 0
3 while (i<g_G.shape[2]):
4 g_G[:,:,i] = np.real(ifft(integrando[:,:,i], axis=0))
5 i = i + 1

O passo final da retroprojeção filtrada é a realização da retroprojeção, entretanto o argu-
mento da função deixa de ser o sinograma simples e passa a ser o sinograma filtrado. Em
Python, a implementação desse processo é idêntica à retroprojeção anteriormente discutida.

46



CAPÍTULO 4. MATERIAIS E MÉTODOS

É criada uma função func_FBP que aceita três parâmetros, (x,y,i) , sendo eles as posi-
ções espaciais e a fatia trabalhada. Na função, é realizado a interpolação do sinograma fil-
trado com o uso da função RectBivariateSpline . Isso é necessário já que existe a correla-
ção entre valores discretos ρ e θ que resultam em g_G , entretanto numericamente a expressão
x*np.cos(angulo) + y*np.sin(angulo) da retroprojeção pode resultar em um valor dife-
rente, mas próximo, dos valores correlacionados à g_G . A interpolação então utiliza de dados
conhecidos para estimar valores em pontos desconhecidos, como requerido pela Equação 3.26.
Os valores interpolados requeridos são multiplicados pela variação angular d_angulo e a esse
processo é repetido com todas as projeções g_G de uma fatia. A função func_FBP retorna o
valor da retroprojeção filtrada em um único ponto (x, y) e então esse processo é repetido para
todos os pares de (x, y) com o uso da função np.vectorize . O resultado dessas operações é a
retroprojeção filtrada de cada fatia armazenada no conjunto de matrizes FBP , como apresentado
a seguir:

Retroprojeção Filtrada (FBP)
1 def func_FBP(x,y,i):
2 interpolacao_matricial_FBP = RectBivariateSpline(rho,
3 angulo, g_G[:,:,i])
4 f_theta_k = interpolacao_matricial_FBP(
5 x*np.cos(angulo) + y*np.sin(angulo) , angulo , grid=False )
6 f = sum(f_theta_k)*d_angulo
7 return f
8

9 FBP = np.zeros((objeto.shape))
10

11 i = 0
12 while(i<g_G.shape[2]):
13 FBP[:,:,i] = np.vectorize(func_FBP)(X,Y,i)
14 i = i + 1

Por fim, vale observar que ao fim dos cálculos realizado, o valor numérico da matriz da re-
troprojeção filtrada podem ser negativos. Isso é uma quantidade matemática que não faz sentido
físico, já que a FBP reconstrói a densidade de fármaco, a qual é uma grandeza numericamente
maior ou igual a zero. Por isso, apesar de serem valores negativos bem próximos de zero, é
realizado na matriz FBP a substituição de todos os valores negativos por zero. Portando, o
intervalo da matriz FBP se torna igual ao intervalo da matriz objeto que originou a recons-
trução, ou seja, maior ou igual a zero. A implementação dessa propriedade física pode ser vista
a seguir, com o argumento FBP<0 selecionando na matriz FBP apenas os elementos dela que
sejam menores que zero, e a igualdade = tornando esses elementos zero:

Correção de intensidade
1 FBP[FBP<0] = 0
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4.2.6 RMSE

A implementação do algoritmo de RMSE é calculada pela diferença entre a matriz recons-
truída FBP e a matriz original objeto , como pôde ser visto na Equação 3.27. O valor é
armazenado na matriz difference_FBP e então tem seus valores elevados ao quadrado. Em
seguida é tirado a média desses valores e a raiz quadrada do resultado. Por fim, o valor fi-
nal RMSE é multiplicado por 100 para a dispersão estar em porcentagem. A implementação é
apresentada abaixo:

RMSE
1 difference_FBP = FBP - objeto
2 RMSE = np.sqrt( np.mean( difference_FBP**2 ) ) * 100

4.3 Retroprojeção Filtrada em phantom de Jaszczak

4.3.1 DICOM

Neste estudo, os dados acerca da SPECT do phantom de Jaszczak, foram obtidos do equipa-
mento PhilipsHealthcare BrightView situado noHospital das Clínicas da Faculdade deMedicina
de Ribeirão Preto, na data de 05/04/2013. Essas imagens foram obtidas usando dois gantry, que
rotacionaram no total 360◦ e adquiriram 128 projeções igualmente espaçadas nesse intervalo.
As informações das projeções foram armazenadas em volumes matriciais em formato DICOM.

A Comunicação de Imagens Digitais em Medicina (DICOM, do inglês Digital Imaging and
Communications inMedicine) é um conjunto de normas desenvolvido para padronizar o formato
eletrônico utilizado no armazenamento e na comunicação de imagens médicas. Equipamentos
que realizam imagens médicas, como o SPECT, geralmente armazenam seus dados no formato
DICOM. Como ilustrado na Figura 4.3, ao examinar os arquivos DICOM, é possível encontrar
diversas informações, incluindo: local, modo e data de aquisição, além de detalhes sobre o
paciente e os dados relacionados às projeções adquiridas pelo equipamento.

As projeções obtidas do phantom de Jaszczak estavam em dois arquivos DICOM: um de-
nominado Fotopico e o outro Espalhamento . Como explicado na seção 3.8, essa divisão
é realizada para corrigir o problema de fótons espalhados, com o arquivo Fotopico repre-
sentando as projeções na janela de fotopico e o arquivo Espalhamento correspondendo às
projeções na janela de espalhamento. Neste trabalho, a reconstrução utilizando a FBP foi rea-
lizada com fatores de correção de 0,2; 0,5; e 1,0. Esses fatores permitem ponderar a subtração
das projeções na janela de fotopico com as da janela de espalhamento. Observou-se que, visu-
almente, o fator que resultou na reconstrução mais detalhada da imagem foi o de 0,5. Portanto,
a reconstrução apresentada neste trabalho utilizou o fator de correção de 0,5.
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Figura 4.3: Informações presentes no arquivo DICOM fotopico do phantom de Jaszczak.

Fonte: Captura de tela retirada da interface do software Spyder do autor.

A implementação da reconstrução no phantom de Jaszczak ocorre de maneira idêntica à re-
construção do phantom de Shepp-Logan descrita anteriormente, com exceção de alguns poucos
pontos abordados em seguida. As bibliotecas usada na reconstrução em Python são as mesmas,
com exceção da adição da biblioteca matplotlib.image para exportar imagens e da remo-
ção da biblioteca skimage , já que não há a necessidade de simular o phantom como ocorreu
anteriormente. As bibliotecas utilizadas podem ser vistas a seguir:

Biblioteca
1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 import pydicom as dicom
4 import matplotlib.image
5 from scipy.interpolate import RectBivariateSpline
6 from scipy.fft import fft, ifft

4.3.2 Projeções em equipamento SPECT

Os arquivos DICOM Fotopico e Espalhamento podem ser lidos no Python utilizando a
função dicom.dcmread . Após a leitura, a matriz das projeções contidas no arquivo é extraída
com a função pixel_array . A função T é aplicada às matrizes de forma puramente estética,
por realizar a transposição das matrizes, permitindo uma melhor visualização dos dados. A
seguir, a implementação da obtenção das projeções a partir do arquivo DICOM é apresentada:
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Extração de projeções
1 fotopico_patch = 'Fotopico.dcm'
2 Espalhamento_patch = 'Espalhamento.dcm'
3

4 fotopico = dicom.dcmread(fotopico_patch)
5 espalhamento = dicom.dcmread(Espalhamento_patch)
6

7 pixel_array_fotopico = fotopico.pixel_array.T
8 pixel_array_espalhamento = espalhamento.pixel_array.T

O fator de correção é aplicadomultiplicando amatriz espalhamento pelo fator f_correcao .
Em seguida, realiza-se a subtração da matriz fotopico pela matriz espalhamento corri-
gida. No entanto, essa subtração pode gerar valores negativos na matriz resultante, denominada
objeto . Como no phantom de Shepp-Logan, é importante destacar que esses valores negati-
vos não têm significado físico, uma vez que as quantidades analisadas são contagens de fótons,
e não é possível obter uma contagem negativa. Para corrigir essa incongruência, utiliza-se a
condição [objeto<0] , que identifica todos os elementos negativos na matriz resultante e os
substitui por zero. A seguir, a implementação da subtração matricial ponderada pelo fator de
correção de 0,5 é apresentada:

Fator de correção
1 f_correcao = 0.5
2

3 objeto = pixel_array_fotopico.astype
4 objeto = pixel_array_fotopico.astype(np.int32)
5 - f_correcao*pixel_array_espalhamento.astype(np.int32)
6 objeto[objeto<0] = 0

Antes de prosseguir para obtenção do sinograma é necessário implementar o vetor angular,
angulo , responsável por armazenar os 128 ângulos de captação ao longo dos 360◦. A seguir,
a implementação do vetor angular é apresentada:

Vetor angular
1 angulo = np.linspace(0, 360, objeto.shape[2])
2 angulo = np.radians(angulo)

A fim de realizar a retroprojeção e a FBP é necessário obter o sinograma das projeções. Por-
tanto, é importante compreender como as projeções foram adquiridas e como retirar o sinograma
a partir delas. Observa-se a Figura 4.4, que representa a aquisição de projeções de um phantom
digital. A linha em vermelho que percorre o phantom, é a linha perpendicular L a superfície
do detector que forma a projeção. Note que, para se obter as diferentes projeções do phantom
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digital, é alterado o ângulo de aquisição θ, como exibido nos itens (A) e (B) da Figura 4.4. De
forma que, para se obter o sinograma de várias fatias, primeiro são adquiridas todas as projeções
de uma fatia e então a fatia é alterada.

Figura 4.4: Esquema do modo de aquisição de projeções de um phantom digital.

Fonte: Figura do autor.

A aquisição de projeções em um phantom físico, como o de Jaszczak, difere significativa-
mente do processo realizado em phantoms digitais. Na Figura 4.5, que ilustra a aquisição de
projeções em um phantom físico, observa-se que o detector matricial capta simultaneamente
projeções de várias fatias. No primeiro ângulo, θ1, o detector fornece a primeira projeção de to-
das as fatias, enquanto no segundo ângulo, θ2, a segunda projeção de todas as fatias é capturada.
Esse processo continua até que todas as fatias tenham sido projetadas em todos os ângulos.

Para formar o sinograma de uma única fatia, como a fatia localizada na posição [x, y = 10]
da Figura 4.5, é necessário agrupar todas as projeções correspondentes a essa posição. Em
outras palavras, o sinograma da fatia em [x, y = 10] é formado pela organização sequencial das
projeções adquiridas dessa fatia em todos os ângulos. Portanto, a criação do sinograma envolve
a ordenação das fatias de acordo com suas respectivas posições de aquisição.

Observa-se que, uma fatia do volume matricial objeto , representa a projeção de todas
as fatias em um ângulo θ. Portanto, para ser possível construir o sinograma de cada fatia é
necessário agrupar cada projeção nas suas respectivas posições de aquisição.
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Figura 4.5: Esquema do modo de aquisição de projeções do phantom físico.

Fonte: Figura do autor.

A implementação do processo de organização das projeções é realizada através da matriz g ,
que representa o sinograma de todas as fatias. Utilizando uma estrutura de repetição while ,
as fatias do objeto, referenciadas como objeto[:,j,i] , são organizadas dentro do sinograma
g[:,i,j] . Esse procedimento armazena o valor da projeção de uma fatia [x, y] do phantom
nas coordenadas correspondentes [x, y] do sinograma, associando essa projeção ao ângulo θ em
que a fatia foi adquirida.

Esse processo é repetido para todas as fatias adquiridas em um determinado ângulo θ. Após
organizar todas as fatias para um ângulo específico, o valor de θ é alterado, e o conjunto de fatias
é novamente organizado. Ao final desse processo, o sinograma de cada uma das fatias é obtido,
representando de forma completa as projeções das fatias em todos os ângulos de aquisição. A
seguir, a implementação da organização das fatias no sinograma é apresentada:

Sinogramas
1 g = np.zeros(( objeto.shape[0]
2 , len(angulo), objeto.shape[2] ) )
3

4 i = 0
5 while(i<len(angulo)):
6 j = 0
7 while(j<objeto.shape[0]):
8 g[:,i,j] = objeto[:,j,i]
9 j = j + 1
10 i = i + 1
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4.3.3 Retroprojeção e FBP do phantom de Jaszczak

A partir do sinograma obtido anteriormente, é possível realizar a retroprojeção e a retropro-
jeção filtrada. A implementação do código em Python da retroprojeção e da FBP no phantom
de Jaszczak, a partir da obtenção do sinograma, é idêntica à implementação no phantom digital.
Portanto, os detalhes da reconstrução estão no apêndice B.1.

A ilustração do Phantom de Jaszczak pode ser vista na Figura 4.6. No interior da cavidade
do phantom de Jaszczak é inserido 20 a 25mCi de 99mTc diluído em água para realização das
imagens. Esse phantom é dividido em três partes: a parte inferior das varas, do meio das esferas
e a parte superior uniforme, cada um verificando a resolução, o contraste e a uniformidade,
respectivamente. São seis esferas, com os seguintes raios: 9,5mm, 12,7mm, 15,9mm, 19,1mm,
25,4mm, 31,8mm. O conjunto de varas é divido nos tamanhos: 4,8mm, 6,4mm, 7,9mm,
9,5mm, 11,1mm, 12,7mm.

Figura 4.6: Phantom de Jaszczak.

Fonte: Disponivel em https://www.medicalexpo.com/pt/prod/biodex/product-78099-
593151.html. Acesso em: 10 jul. 2024
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5
RESULTADOS E DISCUSSÕES

5.1 Retroprojeção Filtrada em phantomdigital de Shepp-Logan

Seção dedicada a apresentar os resultados da reconstrução dos phantoms digitais Shepp-
Logan e Fonte Pontual. O código em Python para exibição desses resultados pode ser visto a
seguir. Nele o objeto que se deseja verificar pode ser visualizado com alterações no título e no
argumento da função de exibição da figura. A parte contendo o código FIGURA é dedicada a
matriz ou função multivariável que se deseja visualizar.

Exibição da figura
1 fig, (ax, ax2, cax) = plt.subplots(ncols=3,figsize=(15,7),
2 gridspec_kw={"width_ratios":[1,1, 0.05]})
3 fig.subplots_adjust(wspace=0.11)
4 im = ax.pcolormesh( [FIGURA 1] , shading='auto', cmap='Greys_r')
5 im2 = ax2.pcolormesh( [FIGURA 2] , shading='auto', cmap='Greys_r')
6 ax.set_title("Phantom Digital de Shepp-Logan")
7 ax2.set_title("Phantom Digital de Fonte Pontual")
8 fig.colorbar(im, cax=cax)
9 plt.show()

5.1.1 Simulação do objeto imageado: phantom digital

O resultado da execução do código Phantom Digital , presente na seção 4.2.1, fornece a
Figura 5.1. Há a exibição das duas fatias do phantom digital, o phantom de Shepp-Logan e a
Fonte pontual, representando a matriz objeto no código.
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Figura 5.1: Matrizes do phantom digital, Shepp-Logan e Fonte pontual.

Fonte: Figura do autor.

5.1.2 Simulação da rotação do objeto

A partir do codigo Rotação do objeto , presente na seção 4.2.2, foi possível realizar a
rotação dos phantoms digitais de Shepp-Logan e Fonte pontual. A visualização das duas fatias
rotacionadas em 30◦ pode ser vista na Figura 5.2. No algoritmo essas matrizes rotacionadas são
representadas por objeto_rot .

Figura 5.2: Phantoms digitais rotacionados em 30◦.

Fonte: Figura do autor.
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5.1.3 Projeções e sinograma

A partir dos códigos, Parâmetros necessários I e Projeção e Sinograma , presen-
tes na seção 4.2.3, é possível obter as projeções rotacionando as matrizes e somando os elemen-
tos em uma mesma coluna. Na Figura 5.3, as projeções ilustradas são da rotação de 30◦ das
matrizes Shepp-Logan e Fonte pontual, anteriormente exibidas pela Figura 5.2. Essas projeções
são representadas pelo vetor g[:, 30, 0] e g[:, 30, 1] no código.

Figura 5.3: Projeção dos phantoms digitais rotacionados em 30◦.

Fonte: Figura do autor.

A partir das projeções em todos os ângulos, é possível formar o sinograma de cada fatia
individual. O sinograma é uma função de duas variáveis, portanto é necessário incluir na vi-
sualização as outras duas coordenadas ρ e θ. A visualização do sinograma, como ilustrado na
Figura 5.4, pode ser feita a partir do código Exibição de figura da seção 5.1, substituindo
o argumento Figura pela linha de código angulo*180/np.pi, rho, g[:,:,i] , com i
assumindo 0 ou 1, dependendo da fatia que se deseja visualizar. É notável que os sinogramas
ilustrados pela Figura 5.4 são os mesmos sinogramas do phantom de Shepp-Logan e da Fonte
Pontual esperados pela literatura, como ilustrou as Figuras 3.4 e 3.5b anteriormente.
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Figura 5.4: Sinograma de cada phantom digital.

Fonte: Figura do autor.

5.1.4 Retroprojeção

A partir dos códigos Parâmetros necessários II e Retroprojeção (BP) , presentes
na seção 4.2.4, foi possível reconstruir os phantoms digitais com os sinogramas da Figura 5.4.
A visualização da retroprojeção pode ser vista na Figura 5.5. No código, a retroprojeção é re-
presentada pela matriz BP . Note que o borramento resultante da sobreamostragem na região
central, conhecido como artefato estrela, está presente. Além disso, observa-se que o resul-
tado da retroprojeção do phantom de Shepp-Logan, obtido pela Figura 5.5, é muito similar ao
esperado pela literatura, ilustrado pela Figura 3.8b.

Figura 5.5: Retroprojeção (BP) dos dois phantoms digitais.

Fonte: Figura do autor.
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5.1.5 Retroprojeção filtrada

A partir do codigo Transformada de Fourier do sinograma , presente na seção 4.2.5,
é feita a transformada de Fourier do sinograma, como ilustrado na Figura 5.6.

Figura 5.6: Transformada de Fourier dos sinogramas.

Fonte: Figura do autor.

Com base no código Filtragem do sinograma , presente na seção 4.2.5, é criado o vetor
filtro rampa, ilustrado pela Figura 5.7a. Em seguida, é aplicado o fator multiplicativo sobre o
filtro rampa, para remover os ruídos de alta frequência. O resultado da operação demultiplicação
é o filtro Hamming, ilustrado pela Figura 5.7b. Note que ambos os filtros obtidos, filtro rampa
e filtro Hamming, estão conforme o esperado pela literatura, ilustrado pela Figura 3.12.

Figura 5.7: (a) Filtro rampa e (b) filtro Hamming.

(a) Fonte: Figura do autor. (b) Fonte: Figura do autor.

A operação do filtro Hamming sobre as transformadas de Fourier do sinograma pode ser
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visto na Figura 5.8. Note a mudança dos valores de intensidade de pixel que ocorre após a
filtragem.

Figura 5.8: Transformada de Fourier dos sinogramas filtrado.

Fonte: Figura do autor.

Em seguida, é usado o código Transformada inversa de Fourier do sinograma , da
seção 4.2.5, para retornar os valores do sinograma filtrado para o domínio do espaço. Como
ilustrado na Figura 5.9, é notável a diminuição da intensidade de pixel se comparado com o
sinograma não filtrado da Figura 5.4.

Figura 5.9: Transformada inversa de Fourier dos sinogramas filtrado.

Fonte: Figura do autor.

Por fim, é utilizado o código Retroprojeção Filtrada (FBP) , da seção 4.2.5, para re-
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alizar a retroprojeção no sinograma filtrado (Figura 5.9). A imagem resultante é corrigida com
o código Correção de intensidade , eliminando as intensidades negativas da imagem. O
resultado pode ser visto na Figura 5.10. Note que o artefato estrela desapareceu de ambas as
fatias e a reconstrução resultante é muito mais fidedigna às matrizes originais, como pode ser
visto na Figura 5.11.

Figura 5.10: Retroprojeção filtrada dos phantoms digitais, Shepp-Logan e Fonte pontual.

Fonte: Figura do autor.

Figura 5.11: Comparação entre o phantom de Shepp-Logan e a sua FBP.

Fonte: Figura do autor.
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5.1.6 RMSE

A comparação realizada até este momento se concentrou na análise qualitativa das recons-
truções, com o confronto visual entre o objeto original e a imagem reconstruída. Entretanto, é
necessário buscar modos de comparar quantitativamente a análise da eficiência do método de
reconstrução realizado com o código em Python. Com a finalidade de comparar com a lite-
ratura, a FBP realizada precisa ser padronizada. Isso é feito alterando alguns parâmetros que
foram anteriormente utilizados. O phantom digital tem dimensões de 128×128. O ângulo, que
anteriormente variava de 0◦ a 180◦ com variações angulares de 1◦, agora varia de 2,8125◦ em
um intervalo de 0◦ a 360◦. Isso porque a literatura requer o uso de 128 projeções, portanto a
variação angular é obtida dividindo 360◦ por 128, resultando em 2,8125◦. Por fim, o phantom
de Shepp-Logan simulado não deve possuir nenhum ruído inserido. A Figura 5.12 ilustra esses
parâmetros da comparação. O resultado da RMSE obtido para o phantom de Shepp-Logan foi
de 10,86%, valor menor, mas próximo, do obtido na literatura em condições semelhantes, de
11,25% [22].

Figura 5.12: FBP do phantom digital de Shepp-Logan reconstruído com 128 projeções e inter-
valo angular de 0◦ a 360◦.

Fonte: Figura do autor.

5.1.7 Artefatos de imagem

Nesta seção serão apresentados os resultados de alguns artefatos que permeiam a reconstru-
ção de imagem.

O artefato Aliasing, ocorre quando não há amostras angulares suficientes [8]. Como ilus-
trado na Figura 5.13, que foi adquirida com o intervalo angular de 0◦ a 180◦, a medida que é
diminuída a quantidade de amostras angulares, ou seja, projeções, há o surgimento de retas que
descaracterizam a reconstrução, como fica evidente pela imagem reconstruída com 16 projeções.
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Figura 5.13: Demonstração do artefato Aliasing. Reconstruções realizadas com 180, 64, 32 e
16 projeções, ao longo do intervalo de 0◦ a 180◦.

Fonte: Figura do autor.

O artefato streak resultante do intervalo angular limitado é obtido quando quando o intervalo
angular das projeções não é suficiente para cobrir no mínimo 180◦ [12]. Esse artefato distorce
a aparência e cria borres no objeto imageado. A Figura 5.14 ilustra o artefato de intervalo
angular limitado, demonstrando a degradação da reconstrução a medida que o intervalo angular
é reduzido para 135◦, 90◦ e 45◦. Todas as reconstruções foram adquiridas com variação angular
de 1◦.
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Figura 5.14: Artefato de intervalo angular limitado. Reconstruções realizadas com intervalo
de 0◦ à 45◦, 90◦, 135◦ e 180◦, com variação angular de 1◦.

Fonte: Figura do autor.

Por fim, pode-se demonstrar a formação do artefato Ring, que ocorre devido à falha de um ou
mais elementos do detector [8]. Como ilustrado na Figura 5.15, quando um elemento detectivo
falha em uma posição ρ, toda informação referente as projeções naquela posição é perdida em
todos os ângulos, como exibido no sinograma. Assim, o artefato ring, cria uma distorção na
imagem reconstruída em forma de círculo.
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Figura 5.15: Demonstração do artefato ring.

Fonte: Figura do autor.

5.2 Retroprojeção Filtrada em phantom de Jaszczak

5.2.1 DICOM

Na seção 4.3.2, o código Extração de projeções , obtém os volumes matriciais do ar-
quivo DICOM Fotopico e Espalhamento . Em seguida, o código Fator de correção
pondera o volume matricial Espalhamento subtraído-o do volume matricial Fotopico . Essa
subtração gera o volume matricial objeto que pode ser visualizado de várias maneiras. Consi-
dere o sistema de coordenadas (x, y, z) representando o volumematricial. A Figura 5.16 exibe as
três diferentes maneiras de visualizar o volume matricial objeto : (A) fixando-se x e variando
y e z, (B) fixando-se y e variando x e z e (C) fixando-se z e variando x e y.

Figura 5.16: Diferentes visualizações do volume matricial. (a) z fixo e variando x e y. (b) y
fixo e variando x e z. (c) x fixo e variando y e z.

Fonte: Figura do autor.
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A fatia transversal do phantom de Jaszczak, no momento de aquisição, pode ser identificada
como a visualização (a) da Figura 5.16. Isso porque o tamanho do phantom não é maior que a
superfície de detectores, como na visualização (c), ou é curvado ao ser visto lateralmente, como
na visualização (b). Portanto, adotou-se as coordenadas z fixo com variando x e y, para obter
o sinograma. As diferentes fatias do objeto podem ser vistas na Figura 5.17, com o índice
numérico em cada uma delas indicando qual fatia esta sendo visualizada. Note que a medida
que as fatias avançam, há uma aparente movimentação das esferas no interior do phantom. Esse
movimento é na realidade devido à rotação que os detectores fazer ao redor do phantom parado
no momento de aquisição. Além disso, é possível ver na parte direita de todas as projeções,
riscos intervalados, esses riscos são as varas no interior do phantom de Jaszczak. Por fim, na
parte esquerda das projeções, é possível visualizar uma leve intensidade de pixel que está fora do
volume do phantom de Jaszczak. Essa esta intensidade fora do volume é a tampa do phantom,
região na qual é inserida a água e o radionuclídeo.
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Figura 5.17: Fatias do objeto com z fixo e x e y variando.

Fonte: Figura do autor.

5.2.2 Projeções em equipamentos SPECT

Com as fatias separadas, pode-se obter o sinograma individual de cada fatia. Esse processo
é iniciado com o código Vetor angular , da seção 4.3.2, que define o intervalo angular no
qual as projeções foram adquiridas. Em seguida, é utilizado o código Sinogramas , da seção
4.3.2, para organizar cada projeção dentro de seus respectivos sinogramas.

Observe a Figura 5.18, nela foi obtido o sinograma da fatia de número 20, representado por
(A). Esse sinograma foi colocado lado a lado com visualização “y fixo e x e z variando” do
objeto , representado por (B). Note que elas são idênticas, o que nos leva a concluir que o
arquivo DICOM já contém os sinogramas prontos, sendo somente questão de identificar qual
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coordenada fixar. Isso demonstra que além de tornar o passo anterior de obtenção de sinograma
desnecessário, que a própria aquisição com detectores matriciais fornece de maneira direta o
sinograma.

Figura 5.18: Comparação entre o sinograma da fatia 20 do objeto, com z fixo e x e y variando,
com a visualização da fatia 20 do objeto, com y fixo e x e z variando.

Fonte: Figura do autor.

A visualização das diferentes projeções pode ser visto na Figura 5.19. Os índices numéricos
indicam de qual fatia é o sinograma. Note que na fatia 9, é visível uma forma senoidal, indicando
que esta parte do detector estaria visualizando um objeto semelhante a uma fonte pontual. No
caso, este objeto é a tampa do phantom de Jaszczak. Em seguida, das fatias 21 até 40, vemos o
sinograma com pouca variação, caracterizando a parte uniforme do phantom de Jaszczak. Das
fatias 44 até 55, são vistos rastros no sinograma, indicando a presença das esferas do phantom.
Por fim, é notável que as fatias da 61 até a 106, são uniformes com pequenos rastros, pouco
visíveis. Essa região é a parte das varas do phantom de Jaszczak.
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Figura 5.19: Sinograma das fatias do objeto.

Fonte: Figura do autor.

5.2.3 Retroprojeção

A retroprojeção é obtida com a utilização dos códigos Parâmetros necessários I e II
e Retroprojeção (BP) , da seção B.1.1. A partir do sinograma obtido anteriormente, é pos-
sível realizar a retroprojeção de cada fatia, como observado na Figura 5.20. O índice numérico
em cada fatia indica qual delas esta sendo visualizada. É notável que a intensidade dos valores
de pixels da retroprojeção é intensa, o que pode ser relacionado com o borramento do artefato
estrela, que aumenta os valores dos pixels, indicando uma maior quantidade de radionuclídeos
onde não há. Nessa reconstrução, a forma de algum dos componentes do phantom de Jaszczak
pode ser visto, como a região de uniformidade e parte das esferas.
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Figura 5.20: Retroprojeção do phantom de Jaszczak.

Fonte: Figura do autor.

5.2.4 Retroprojeção filtrada

O processo de filtragem do sinograma para a retroprojeção filtrada é realizado através de três
etapas principais, utilizando os seguintes códigos: Transformada de Fourier do sinogra-
ma , Filtragem do sinograma , e Transformada inversa de Fourier do sinograma ,
conforme descrito na seção B.1.2.

1. Transformada de Fourier do sinograma : Este código transforma o sinograma (ilus-
trado na Figura 5.19) do domínio do espaço para o domínio da frequência, utilizando a
transformada de Fourier.
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2. Filtragem do sinograma : No domínio da frequência, o sinograma é filtrado utili-
zando o filtro Hamming.

3. Transformada inversa de Fourier do sinograma : Após a filtragem, o sinograma
filtrado é transformado de volta para o domínio do espaço através da transformada inversa
de Fourier.

A transformada de Fourier do sinograma filtrado pode ser visto na Figura 5.21. O índice nu-
mérico em cada fatia indica qual delas esta sendo visualizada. É notável que, devido à filtragem
no domínio da frequência, as intensidades de pixel do sinograma filtrado são menores que as do
sinograma da Figura 5.19.

Figura 5.21: Transformada de Fourier do sinograma filtrado.

Fonte: Figura do autor.
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Por fim, com a utilização dos códigos Retroprojeção Filtrada (FBP) e Correção de
intensidade , da seção B.1.2, é realizada a retroprojeção filtrada do phantom de Jaszczak com
a utilização do sinograma filtrado ilustrado pela Figura 5.21.

As imagens da FBP do phantom de Jaszczak podem ser vistas na Figura 5.22. Na recons-
trução, é notável a diminuição significativa do borramento, entretanto poucas estruturas podem
ser distinguidas no interior do phantom, similar ao ocorrido anteriormente na retroprojeção do
phantom de Jaszczak. A região de uniformidade continua visível e as quatro maiores esferas de
contraste também (de 15,9mm, 19,1mm, 25,4mm, 31,8mm), entretanto as esferas menores (de
9,5mm e 12,7mm) e as varas não puderam ser distinguidas em nenhuma fatia. É importando
enfatizar que, a Figura 5.22 é uma imagem que recebeu pós-processamento, com aumento de
brilho e contraste, além da diminuição da sombra. A figura sem o pós-processamento era muito
semelhante à Figura 5.22, com as mesmas estruturas visíveis do phantom, entretanto de forma
mais escurecida.

Se a espessura de cada detector individual no gantry ou o campo de visão do detector (FOV,
do inglês field of view) fossem conhecidos, seria possível realizar a reconstrução tridimensio-
nal do volume de radionuclídeo no interior do phantom de Jaszczak. A razão para isso é que,
com a espessura da componente axial, cada fatia poderia ser associada a uma espessura espe-
cífica, permitindo que essas fatias fossem empilhadas de maneira a reconstruir o volume total
do phantom. Isso facilitaria uma representação mais precisa e completa da distribuição espacial
do radiofármaco, oferecendo uma visão tridimensional detalhada, essencial para análises mais
aprofundadas e diagnósticos clínicos mais precisos.
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Figura 5.22: Retroprojeção filtrada do phantom de Jaszczak com pós-processamento.

Fonte: Figura do autor.

5.3 Limitações e escala do projeto

Na implementação de um algoritmo de retroprojeção filtrada, é essencial enfatizar que esses
algoritmos representam uma simplificação e idealização dos fenômenos complexos envolvidos
na reconstrução real realizada por equipamentos de SPECT. Conforme demonstrado nas Figuras
5.11 e 5.22, é possível aplicar a retroprojeção filtrada tanto em phantoms reais quanto em digitais.
No entanto, o uso do algoritmo isoladamente não é suficiente para a reconstrução completa da
densidade de radiofármacos em equipamentos de SPECT, como exibida pela FBP do phantom
de Jaszczak (Figura 5.22). Esses dispositivos empregam uma série de correções e conceitos
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adicionais para melhorar a qualidade da imagem final.
Primeiramente, é importante lembrar a discussão feita na seção 3.2 sobre a geometria de

aquisição de projeções e a idealização dos componentes da câmara gama. Nessa seção, assume-
se a simplificação de que o detector colimado aceita radiação apenas de uma fatia fina direta-
mente perpendicular à face do detector, idealizando o poder de atenuação do colimador e assu-
mindo que raios oblíquos não chegam aos cristais cintiladores. No entanto, esse processo não
ocorre de forma perfeita na realidade. Imagens reais de SPECT contêm muito ruído proveniente
de raios que não foram adequadamente atenuados pelos colimadores. Além disso, os cristais de
cintilação e as fotomultiplicadoras também estão sujeitos a idealizações que não se verificam na
prática. Em equipamentos reais de SPECT, nem todos os raios que atingem os cristais de cin-
tilação interagem com eles, gerando a emissão de fótons na região visível. O mesmo se aplica
às fotomultiplicadoras, que não interagem necessariamente com todos os fótons provenientes
do cristal de cintilação. Essas considerações, que contrastam a idealização dos componentes da
câmara gama com sua aplicação real, geram uma discrepância entre os resultados teóricos espe-
rados e os valores reais obtidos. Portanto, ao desenvolver e aplicar algoritmos de retroprojeção
filtrada, é fundamental considerar as limitações inerentes a essas idealizações e a necessidade
de incorporar correções adicionais para alcançar uma qualidade de imagem que se aproxime da
realidade clínica.

Outro fator relevante, que não foi implementado neste trabalho, é o papel da atenuação dos
fótons na reconstrução. Idealmente, o sinal registrado por um elemento do detector é propor-
cional à atividade total na linha da projeção. Entretanto, na realidade o sinal da atividade mais
próxima do detector é mais fortemente ponderado do que da atividade mais profunda, devido
à atenuação por tecidos sobrejacentes. Em equipamentos de SPECT, técnicas como o Conju-
gate counting [21], Chang’s multiplicative method [7], e attenuation map [38] buscam reduzir
o efeito da atenuação na reconstrução de imagem [8].

Por fim, vale a pena discutir algumas possibilidades de melhora no algoritmo de recons-
trução em Python. Um fator passível à melhora é a examinação, linha por linha de código, das
funções nativas de bibliotecas de Python usadas. Visto que essas funções podem não estar otimi-
zadas para o uso no algoritmo de reconstrução. Além disso, formas alternativas de se aplicar os
conceitos apresentados nesse trabalho podem otimizar o algoritmo de reconstrução, melhorando
a qualidade da imagem.
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A inspiração para este projeto foi desenvolver em Python ométodo de reconstrução analítica,
conhecido como retroprojeção filtrada, capaz de reconstruir phantoms físicos, como o de Jaszc-
zak, e digitais, como o Shepp-Logan. O código não apenas realiza a reconstrução tomográfica,
mas também demonstra cada etapa envolvida no processo de reconstrução, como a formação do
sinograma, a aplicação de filtros no domínio da frequência, as transformações de Fourier que
permeiam a técnica e a própria retroprojeção.

Neste trabalho, foi possível analisar em detalhes os processos de formação das projeções,
tanto em phantoms físicos quanto digitais, culminando no sinograma. No phantom digital de
Shepp-Logan, a abordagem de rotacionar o objeto facilitou significativamente a simulação das
projeções, resultando em uma representação muito próxima do que seria obtido ao rotacionar
o detector, apesar de limitar a área de reconstrução. No phantom de Jaszczak, foi possível
visualizar a eficiência do arranjo matricial de detectores na aquisição de dados, permitindo a
obtenção direta dos sinogramas a partir do volume matricial do arquivo DICOM.

O algoritmo possibilitou o estudo da retroprojeção e suas limitações, como o artefato estrela
que causa um borramento na imagem reconstruída. Além disso, foi possível visualizar o passo
a passo do processo que soluciona esse problema com o uso de filtros no domínio da frequên-
cia, como o filtro rampa, que elimina o borramento, e o filtro Hamming, que elimina o ruído
estático. Ao final desse processo, foi possível avaliar as imagens reconstruídas com a BP e a
FBP, apesar de algumas limitações encontradas na reconstrução do phantom de Jaszczak, como
a impossibilidade de visualizar alguns de seus componentes.

O estudo de vários parâmetros tomográfico que envolvem a reconstrução foi possível, como
os efeitos de baixo intervalo angular de aquisição, de baixa quantidade de projeções e da falha
em um componente do detector. Todos esses fatores causaram artefatos de imagem que pude-
ram ser visualizados e são relevantes no ambiente clínico. Além disso, o algoritmo em Python
foi disponibilizado na íntegra durante o texto, possibilitando estudos futuros de limitações, me-
lhorias e artefatos na técnica e no código.

Em vista de futuras perspectivas, além das possibilidades oriundas dos resultados anteri-
ormente mencionados, como as etapas da reconstrução e a análise de artefatos, este trabalho
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pode servir de base para estudos subsequentes. Uma área em rápido crescimento que pode se
beneficiar deste trabalho é o uso de inteligência artificial (IA) na reconstrução de imagens. A
simulação de um phantom digital permite que a IA seja treinada com os resultados esperados,
facilitando o seu desenvolvimento.

Outra área de interesse é o estudo de métodos iterativos, como o MLEM (Maximum Li-
kelihood Expectation Maximization) e o OSEM (Ordered Subset Expectation Maximization).
Diferentemente dos métodos analíticos apresentados neste trabalho, esses métodos iterativos
dependem de uma estimativa inicial, que pode ser fornecida por técnicas analíticas. Embora
não sejam amplamente utilizados em equipamentos de SPECT devido ao alto processamento
necessário, esses métodos iterativos oferecem maior qualidade na reconstrução das imagens.

Além disso, o estudo de filtros no domínio da frequência pode ser expandido com base
neste trabalho. Diferente do filtro rampa e do filtro Hamming discutidos, há uma variedade de
outros filtros, como o filtro Cosseno, filtro Hanning, filtro Shepp-Logan e filtro Butterworth,
que influenciam diretamente na qualidade da reconstrução e podem ser implementados para
aprimorar a retroprojeção filtrada.
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A
DEMONSTRAÇÕES

A.1 Relação entre coeficientes angulares de retas perpendi-
culares

Seja r e L duas retas perpendiculares entre si, como ilustrado na Figura A.1.

Figura A.1: Representação gráfica de duas retas perpendiculares entre si.

Fonte: Figura do autor.

As equações das retas r e L podem ser escritas conforme as Equações A.1 e A.2, respecti-
vamente.

r : yr = mrxr +Br com mr = tg(θ) (A.1)

L : yL = mLxL +BL com mL = tg(90°+ θ) (A.2)

A obtenção do coeficiente angularmL da reta L é demonstrada na Equação A.3.
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mL = tg(90°+ θ)

=
sen(90°+ θ)

cos(90°+ θ)

=
sen(90°) cos(θ) + sen(θ) cos(90°)
cos(90°) cos(θ)− sen(90°) sen(θ)

=
1 cos(θ) + 0

0− 1 sen(θ)

=
− cos(θ)
sen(θ)

=
−1

tg(θ)
=

−1

mρ

(A.3)

Portanto, a relação entre os coeficientes angulares de duas retas paralelas se da através da
equação A.4:

mLmr = −1 (A.4)

A.2 Parametrização da reta em representação normal

Aparametrizaçãomatemática da retaL utilizada na reconstrução analítica, pode ser derivada
a partir da Figura A.2. Note que L representa o raio que chega perpendicular a um elemento do
detector.

Figura A.2: Visualização gráfica da parametrização usada na formação das projeções.

Fonte: Figura do autor.
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Como pode ser visto nas Equações A.5 e A.6, algumas relações trigonométricas podem ser
obtidas da própria figura, a partir dos seguimentos que compõem o triangulo retângulo (A, B,
C):

cos(θ) = AB/ρ −→ AB = ρ cos(θ) (A.5)

sen(θ) = BC/ρ −→ BC = ρ sen(θ) (A.6)

Com isso, pode-se inferir as coordenadas do pontoC da FiguraA.2 como sendoC = (ρ cos(θ),
ρ sen(θ)). Esse resultado permite encontrar a equação da reta vermelha (seguimento AC) que
passa pela origem. Com o resultado desta operação, é possível encontrar a parametrização da
reta verde (L) que visamos demonstrar.

A partir do ponto A e do ponto C, pode-se encontrar o coeficiente angular da reta ρ com a
Equação A.7:

y − y0 = mρ(x− x0) + I −→ mρ =
y − y0
x− x0

(A.7)

com y e x sendo as coordenadas do ponto C, y0 e x0 sendo as coordenadas do ponto A, mρ

o coeficiente angular da reta ρ e o coeficiente linear da reta ρ sendo I = 0, já que a reta está
centrada na origem.

Substituindo os valores da Equação A.6 na Equação A.7, é obtido o coeficiente angular da
reta ρ pela Equação A.8:

mρ =
y − y0
x− x0

=
ρ sen(θ)− 0

ρ cos(θ)− 0
=

sen(θ)
cos(θ)

= tg(θ) (A.8)

Com base na relação existente entre o coeficiente angular de duas retas perpendiculares
(demonstrado no apêndice A.1), pode-se obter o coeficiente angular da reta L com a equação
A.9:

mρ.mL = −1 (A.9)

commρ sendo o coeficiente angular da reta ρ emL sendo o coeficiente angular da reta L.
Substituindo os resultados da Equação A.8 na Equação A.9, se obtém a Equação A.10:

mL =
−1

mρ

=
−1

tg(θ)
=

− cos(θ)
sen(θ)

(A.10)

A partir do resultado da Equação A.10, é possível obter a parametrização da reta L equali-
zando o coeficiente angular da reta L obtido na Equação A.10 com o coeficiente angular da reta
de segmento CD:
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mL = mL

− cos(θ)
sen(θ)

=
ρ sen(θ)− y

ρ cos(θ)− x

− cos(θ)(ρ cos(θ)− x) = (ρ sen(θ)− y) sen(θ)

−ρ cos2(θ) + x cos(θ) = ρ sen2(θ)− y sen(θ)

x cos(θ) + y sen(θ) = ρ(sen2(θ) + cos2(θ))

x cos(θ) + y sen(θ) = ρ

x cos(θ) + y sen(θ) = ρ (A.11)

A parametrização da Equação A.11, é a base geométrica dos métodos de reconstrução ana-
lítica, devido à necessidade de caracterizar a reta que sai da fonte pontual radioativa e chega
perpendicular a superfície do detector.
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CÓDIGOS EM PYTHON

B.1 Código da BP e da FBP no phantom de Jaszczak

Implementação do código em Python da BP e da FBP no phantom de Jaszczak. Note que o
código presente nesta seção é praticamente o mesmo código do phantom digital.

B.1.1 Retroprojeção do phantom de Jaszczak
Parâmetros necessários I e II

1 rho = np.linspace(-objeto.shape[0]/2,objeto.shape[0]/2,objeto.shape[0])
2 X, Y = np.meshgrid(rho,rho)
3 d_angulo = np.diff(angulo)[0]

Retroprojeção (BP)
1 def func_BP(x,y,i):
2 interpolacao_matricial_BP = RectBivariateSpline(rho,angulo,g[:,:,i])
3 f_theta_k = interpolacao_matricial_BP(
4 x*np.cos(angulo) + y*np.sin(angulo) , angulo , grid=False )
5 f = sum(f_theta_k)*d_angulo
6 return f
7

8 BP = np.zeros((objeto.shape))
9

10 i = 0
11 while (i < g.shape[2]):
12 BP[:,:,i] = np.vectorize(func_BP)(X,Y,i)
13 i = i + 1

83



APÊNDICE B. CÓDIGOS EM PYTHON

B.1.2 Retroprojeção filtrada do phantom de Jaszczak
Transformada de Fourier do sinograma

1 G = np.zeros((g.shape),dtype = 'complex_')
2 i = 0
3 while (i<G.shape[2]):
4 G[:,:,i] = fft(g[:,:,i], axis = 0)
5 i = i + 1

Filtragem do sinograma
1 omega = np.fft.fftfreq(G.shape[0], d=np.diff(rho)[0])
2 filtro = np.abs(omega)
3 filtro = filtro*(0.54 + 0.46*np.cos((np.pi*omega)/(1*np.max(omega))))
4

5 integrando = np.zeros((G.shape),dtype = 'complex_')
6 i = 0
7 while (i<integrando.shape[2]):
8 integrando[:,:,i] = (G[:,:,i].T * filtro).T
9 i = i + 1

Transformada inversa de Fourier do sinograma
1 g_G = np.zeros((g.shape))
2 i = 0
3 while (i<g_G.shape[2]):
4 g_G[:,:,i] = np.real(ifft(integrando[:,:,i], axis=0))
5 i = i + 1

Retroprojeção Filtrada (FBP)
1 def func_FBP(x,y,i):
2 interpolacao_matricial_FBP = RectBivariateSpline(rho,
3 angulo, g_G[:,:,i])
4 f_theta_k = interpolacao_matricial_FBP(
5 x*np.cos(angulo) + y*np.sin(angulo), angulo ,grid=False)
6 f = sum(f_theta_k)*d_angulo
7 return f
8

9 FBP = np.zeros((objeto.shape))
10

11 i = 0
12 while(i<g_G.shape[2]):
13 FBP[:,:,i] = np.vectorize(func_FBP)(X,Y,i)
14 i = i + 1

Correção de intensidade
1 FBP[FBP<0] = 0
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