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Resumo

O presente Trabalho de Conclusdo de Curso tem como tema central o estudo do passeio aleatdrio,
um modelo probabilistico fundamental na teoria dos processos estocdsticos e na estatistica
aplicada. O estudo apresenta uma abordagem tedrica com exemplos, explorando as propriedades,
classificacdes e aplicacdes dos passeios aleatérios em diferentes contextos, desde o caso unidi-
mensional simples até versdes com barreiras e generalizagdes bidimensionais e tridimensionais.
A partir de uma constru¢do axiomatica, sdo apresentados teoremas e proposi¢des que formalizam
o comportamento do processo, com destaque para os resultados cldssicos da Lei dos Grandes
Numeros e do Teorema Central do Limite. Tais fundamentos tedricos s@o ilustrados por meio de
simulagdes computacionais realizadas no ambiente RStudio, que permitem visualizar a evolugdo
das trajetérias e compreender o papel da aleatoriedade e da variancia no comportamento do
caminhante ao longo do tempo. O trabalho traz aplica¢des dos passeios aleatorios em problemas
de apostas, processos de filas e modelos de nascimento e morte, evidenciando sua relevancia
pratica. Sob um perspetiva da aplicabilidade, destacamos a importancia desse tema como fer-
ramenta essencial em estatistica, uma vez que a simulagdo e a visualizagdo grafica ampliam o
desenvolvimento do raciocinio probabilistico e da compreensdo conceitual. Esperamos alcangar
a perspectiva de que o passeio aleatorio constitui um modelo cientifico de grande valor, pois
une rigor matemadtico, experimentacdo computacional e aplicabilidade, servindo como ponto de

convergeéncia entre teoria, pritica e formacao estatistica.

Palavras-chave: passeio aleatério; processos estocdsticos; simulagdo; estatistica aplicada.



Abstract

The present Undergraduate Thesis focuses on the study of the random walk, a fundamental
probabilistic model in the theory of stochastic processes and applied statistics. The study adopts
a theoretical approach with illustrative examples, exploring the properties, classifications, and
applications of random walks in different contexts, ranging from the simple one-dimensional
case to versions with barriers and bidimensional and tridimensional generalizations. Based on an
axiomatic construction, the work presents theorems and propositions that formalize the behavior
of the process, with emphasis on classic results such as the Law of Large Numbers and the Central
Limit Theorem. These theoretical foundations are illustrated through computational simulations
carried out in the RStudio environment, which allow for the visualization of trajectory evolution
and for understanding the role of randomness and variance in the walker’s behavior over time.
The work also presents applications of random walks in gambling problems, queueing processes,
and birth—death models, highlighting their practical relevance. From an applied perspective,
we emphasize the importance of this topic as an essential tool in statistics, since simulation
and graphical visualization enhance the development of probabilistic reasoning and conceptual
understanding. We aim to convey the view that the random walk constitutes a scientific model of
great value, as it combines mathematical rigor, computational experimentation, and practical

applicability, serving as a point of convergence between theory, practice, and statistical training.

Keywords: random walk; stochastic processes; simulation; applied statistics.
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Introducao

O conceito de passeio aleatdrio (random walk) tem suas origens nas primeiras investigagoes
sobre fendmenos probabilisticos e processos estocdsticos, remontando ao final do século XIX
e inicio do século XX. Embora atualmente seja amplamente utilizado em estatistica, fisica,
economia, biologia e ci€ncias da computacao, o passeio aleatdrio nasceu de uma curiosidade

matematica sobre o comportamento de trajetdrias sujeitas ao acaso.

A primeira formulacdo formal de um problema andlogo a um passeio aleatdrio € frequente-
mente atribuida ao estatistico e bi6logo Karl Pearson em 1905, que, em uma carta publicada na
revista Nature, introduziu a ideia de um “homem caminhando aleatoriamente” no plano. Pearson
questionava qual seria a distancia média entre o ponto de partida e o ponto final apds um certo
nimero de passos de igual comprimento tomados em dire¢des aleatérias. Esse questionamento
deu origem ao que hoje conhecemos como o problema do passeio aleatério, estabelecendo as

bases para o estudo sistematico de processos estocasticos.

Anteriormete, o matematico francé€s Louis Bachelier em 1900 j4 havia desenvolvido, em
sua tese de doutorado intitulada Théorie de la Spéculation, um modelo probabilistico para
descrever as flutuagdes dos precos no mercado financeiro. O modelo de Bachelier € considerado
o precursor do movimento browniano, conceito que viria a ser formalizado fisicamente mais tarde
por Albert Einstein em 1905 e Marian Smoluchowski em 1906. Esses trabalhos estabeleceram
um vinculo profundo entre os passeios aleatérios € 0 movimento de particulas microscopicas em

suspensdo, fendmeno esse observado experimentalmente por Robert Brown em 1827.

Nas décadas seguintes, o estudo dos passeios aleatorios consolidou-se como um dos pilares
da teoria das probabilidades e da estatistica matemadtica. As contribui¢des de Andrei Kolmogorov
em 1933 com a axiomatiza¢do da probabilidade forneceram a base rigorosa para a andlise desses
processos. Além disso, matematicos como William Feller em 1950 e Joseph Doob em 1953
ampliaram a teoria dos processos de Markov e martingales, permitindo a formaliza¢do do passeio

aleatdrio dentro do contexto dos processos estocdsticos discretos.

O passeio aleatério passou, entdo, a ser aplicado em uma ampla gama de dreas. Em fisica,
descreve fendmenos de difusdo e transporte de particulas; em biologia, modela 0 movimento de
animais e a dispersao genética; em economia e finangas, fornece a base tedrica para o modelo
do passeio aleatério dos precos de mercado, popularizado por Paul Samuelson em 1965. Em
ciéncia da computagdo e teoria dos grafos, o passeio aleatdrio € utilizado em algoritmos de busca

e aprendizado de maquina, bem como na modelagem de redes complexas (NASON, 2016).

Do ponto de vista matematico, os passeios aleatorios apresentam uma fascinante combina-
cdo de simplicidade e profundidade: partem de regras elementares de movimento probabilistico,

mas exibem propriedades complexas relacionadas a convergéncia, absorcao, recorréncia e transi-



éncia. Essa dualidade entre aleatoriedade e estrutura deterministica faz do passeio aleatorio um

dos temas mais férteis e duradouros na histéria da Estatistica e da Matemaética Aplicada.

O estudo dos passeios aleatérios ocupa um papel central na teoria das probabilidades e
constitui uma importante ferramenta de modelagem estatistica de fendmenos aleatérios que
evoluem no tempo. Um exemplo cldssico que ilustra esse conceito € o chamado problema da

ruina do jogador, amplamente discutido em jogos de azar e em processos estocasticos.
Contribuicoes

O presente Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) tem como objetivo principal oferecer
uma abordagem conceitual acerca dos passeios aleatorios. A estrutura proposta busca integrar
aspectos tedricos e praticos, articulando exemplos motivacionais, simulacdes computacionais e

interpretacdes acessiveis, de modo a compreender a teoria, bem as diversas aplicagoes.

Este trabalho objetiva também ser uma fonte incial motivadora de pesquisa acerca do tema
tratato, ao propor uma abordagem que desperta o interesse do leitor universitdrio e estimula
a aprendizagem por meio da experimentacdo. A apresentacdo de diferentes tipos de passeios,
simples, com barreiras absorventes e refletoras, contribui para uma compreensao gradual dos
conceitos, facilitando a transicao entre o pensamento deterministico e o estocdstico, além de

proporcionar uma visao mais ampla de fendmenos aleatorios.

Assim, este trabalho busca promover uma integracdo efetiva entre teoria, simulacdo e
pratica computacional, especialmente por meio do uso do software RStudio, o que reforca a
importancia do aprendizado ativo e investigativo. Tal abordagem estimula o raciocinio probabi-
listico, a autonomia intelectual e a capacidade analitica dos estudantes, aspectos fundamentais

para a formacdo de futuros profissionais e pesquisadores na drea estatistica.
Organizacio do TCC

Este TCC esta estruturado em cinco capitulos, além da introducao e das referéncias

bibliogréficas.

Sendo assim, o Capitulo 1 apresenta os conceitos fundamentais de passeio aleatdrio,
incluindo sua definicdo geral, propriedades e principais classificagdes sem uma abordagem
matemadtica de demonstragdes. O objetivo central deste capitulo € a apresentar algumas defini¢des

basicas para que seja possivel a apresentacdo de exemplos motivacionais.

O Capitulo 2 trata do passeio aleatorio simples, abordando essencialmente a estrutura

hirdrquica matemdtica com demonstracdes e alguns comentarios.

O Capitulo 3 aborda o passeio aleatdrio com barreiras, distinguindo e analisando as versoes
refletora e absorvente, com énfase nas implicacdes de cada estrutura sobre o comportamento do

Processo.

Ja o Capitulo 4 traz algumas aplicacOes dos passeios aleatorios em diferentes contextos,

como problemas de apostas, processos de filas e modelos de nascimento e morte, culminando na
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andlise de um passeio aleatério ndo homogéneo. Esse capitulo busca evidenciar a versatilidade

dos modelos e suas conexdes com fenOmenos reais.

Por fim, o Capitulo 5 retne as conclusdes do estudo, trazendo conclusdes pertinentes aos

jogos de azar e a minha impressdo sobre a tematica.
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1 Passeio Aleatorio

1.1 Definicao, Conceitos e Propriedades

Um passeio aleatdrio € um processo estocdstico que descreve a trajetéria de uma sequéncia
de somas parciais de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). O

processo comeca em um ponto inicial, que denotamos por

S():O.

1.1.1 Definicao geral

Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distri-
buidas (i.i.d.) com valores discretos ou continuos. O passeio aleatério associado € o processo

estocdstico (.S, ),>o definido por

Sop =0 (posicdo inicial), Sp = Z Xp, n>1
k=1

Ou seja, .S, representa a posicdo da particula apds n passos, sendo cada passo X, extraido

de uma distribui¢do comum.

1.2 Classificacao de Passeios Aleatorios - Exemplos
Motivacionais

1.2.1 Passeio Aleatério Simples na Reta

O exemplo mais cldssico é o passeio aleatdrio simples nos inteiros Z. Seja (X,,),>1 uma

sequéncia de varidveis aleatérias independentes tais que
PX,=1)=p, PX,=-1)=qg=1-p.

Definimos o passeio aleatorio (.S,,),>o por

S, =Sn1+X, = ZXk, com posi¢ao inicial Sy = 0.
k=1

Exemplo 1.1 Passeio Aleatério Simples Unidimensional (FELLER, 1968)
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Considere uma particula que se move ao longo da reta numérica. A cada passo n =

1,2,3, ..., ela se desloca uma unidade de acordo com:

% +1, com probabilidade p,
! —1, com probabilidade ¢ = 1 — p.

O passeio inicia em Sy = 0 e evolui conforme:
n
Su=S+) X
i=1
e Sep=gq= %, 0 passeio € simples e simétrico, pois a particula tem igual probabilidade de

mover-se para a direita ou para a esquerda.

* Sep# %, o0 passeio € assimétrico, apresentando tendéncia (ou driff) em uma das diregdes.

Desta forma, suponha p = ¢ = % € Cinco passos:
X =(+1,-1,+41,41,-1) = S=(0,+1,0,+1,+2,+1).

O ponto final é S5 = +1, indicando que a particula terminou uma unidade a direita da origem.
Exemplo 1.2 Passeio Aleatério Simples em grafo com duas saidas absorventes

Suponha que um rato esteja correndo por um labirinto com salas A, B, C, D e E, e duas
saidas (veja a ilustracdo de Shayan Khatri). O rato corre pelos corredores e, em qualquer sala,

decide aleatoriamente qual corredor seguir.

Figura 1 — Passeio Aleat6rio Simples em Grafo

Fonte: Elaborado pelo autora: Olga Korosteleva (KOROSTELEVA, 2020)

Este movimento pode ser modelado como um passeio aleatério em um grafo. A saida é

um estado absorvente (condi¢ao final). O estado A tem quatro estados vizinhos: Saida, B, C e
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E, e, portanto, o rato pode ir para qualquer um deles com probabilidade de 1/4. O estado B tem
dois estados vizinhos, A e C, e o rato vai para qualquer um deles com probabilidade de 1/2. O
estado C tem conexdes com todos os outros quatro estados, dando ao rato probabilidade de 1/4
de escolher a direc@o. O estado D se conecta a trés estados, C, E e Saida, entdo o rato seleciona
o estado para ir em seguida com probabilidade de 1/3. Finalmente, do estado E, o rato pode
alcancgar trés estados, A, C ou D, com probabilidade de 1/3 para cada um. A matriz de transi¢cdo

de um passo resumiu essas probabilidades.

Saida A B C D E
Saida| 1 0 0 O O O
AL g 05 3 0 g

P= B 0 12 0 L2 00
SN U O U S

1 1 1

D | i 00 % 0 %
1 1
E | o0 + 01 10

Exemplo 1.3 Simulacdo de trés trajetorias de um passeio aleatério unidimensional, come-
cando em zero, supondo p = 0,6 e o nimero de passos igual 25 (KOROSTELEVA, 2020)

Figura 2 — Passeio Aleatério Simples Unidimensional

Simulagdo de Passeios Aleatérios
p=0.6, Ngeps =25

Trajetoria 1 2 =—3

Posigdo do Caminhante
nN

Numero de Passos

Fonte: Elaborado pelo autora: Olga Korosteleva (KOROSTELEVA, 2020)

A Figura 2 representa trés trajetérias independentes de um passeio aleatdrio unidimensional,
nas quais cada passo pode ser +1 (com probabilidade p = 0,6) ou —1 (com probabilidade
q = 0,4). Todas as trajetorias se iniciam na posi¢ao zero, € as linhas coloridas (laranja, azul

e verde) mostram a evolucdo da posi¢do do caminhante ao longo dos 25 passos. Os pontos
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vermelhos destacam as posi¢des discretas sucessivas, evidenciando a natureza passo a passo do

processo estocastico.

Seja X; o resultado do i-ésimo passo, tal que X; € {+1, —1},com E[X;] =2p — 1 = 0,2.
Assim, a posi¢do apGs n passos é dada por S, = Y | X;, cuja esperanca é E[S,] = (2p —
1)n = 0,2n. Para n = 25, a posi¢do média esperada é aproximadamente 5. A varidncia é
Var(S,) = 4pgn = 0,96n, e o desvio-padrdo 1/0,96n = 4,9. Esses valores tedricos descrevem

a tendéncia de crescimento e a dispersdo esperada das trajetorias simuladas.
. Interpretacao das trajetorias

A Trajetoria 1 ( ) mostra um comportamento ascendente predominante, alcancando

picos proximos a 6 e encerrando-se em torno de 4, valor compativel com a média tedrica prevista.

A Trajetoria 2 (azul) exibe oscilacdes mais pronunciadas, chegando a valores negativos

intermedidrios (—2) antes de se recuperar e finalizar em torno de 2.

Ja a Trajetoria 3 (verde) cresce inicialmente até cerca de 6, mas depois apresenta uma

reversao e termina préxima de 0.

Essas diferencas ilustram a variabilidade natural do processo, mesmo sob as mesmas

condi¢des probabilisticas.
. Analise geral

O gréfico permite visualizar claramente o viés positivo causado pelo fato de p > 0,5,
0 que gera uma tendéncia ascendente no deslocamento médio das trajetorias. No entanto, a
aleatoriedade inerente ao processo provoca oscilagdes locais que fazem cada realizagao se desviar
momentaneamente dessa tendéncia média. Observa-se também que a dispersdo aumenta com o

nimero de passos, o que estd de acordo com a relagdo Var(.S,,) x n.

Além disso, as trajetdrias sdo distintas, refor¢cando o cardter estocdstico e ndo determinis-
tico do passeio aleatoério. Mesmo com o mesmo valor de p, cada caminho produzido € tnico,

evidenciando a imprevisibilidade e a independéncia das realizagdes.
. Conexao tedrica

De acordo com a Lei dos Grandes Niimeros, arazdo S, /n tende a (2p — 1) = 0,2 a medida
que n cresce, o que explica a inclinagdo média positiva observada. Ja pelo Teorema Central do
Limite, a distribui¢do de S,, aproxima-se de uma normal com média (2p — 1)n e variancia 4pq n,
justificando a diferenca entre as posi¢des finais das trajetdrias, que variam em torno da média

tedrica sem se afastar de forma inconsistente.
. Conclusao

A andlise das trajetdrias simuladas demonstra que o modelo de passeio aleatério € uma fer-
ramenta simples e eficaz para representar fendmenos governados pelo acaso. Mesmo quando ha

uma tendéncia esperada, como o viés positivo para p = 0,6, a variabilidade individual permanece
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expressiva, destacando a diferenca entre comportamento médio e realizacdes particulares.

Exemplo 1.4 Simulagao de um passeio aleatério bidimensional com um total de 10.000

passos, partindo da origem

Figura 3 — Passeio Aleat6rio Bidimensional

Passeio Aleatério 2D em Grade
Ngteps = 10000 com passos {N, S, L, O}

Elemento — Caminho ® Fim -@- Inicio Elemento @ Fim @ Inicio

-25

50

Fonte: Elaborado pelo autora: Olga Korosteleva (KOROSTELEVA, 2020)

A Figura 3 representa uma realiza¢do de um passeio aleatério bidimensional em grade, no
qual a cada passo o caminhante se desloca uma unidade para leste (+1,0), oeste (—1,0), norte
(0,4 1) ou sul (0, — 1), com probabilidades iguais 1/4. A trajetéria completa é exibida em azul
(“Caminho”), o ponto de inicio coincide com a origem (0,0) e o ponto de fim marca a posi¢ao
final apds neps = 10,000 passos. Essa visualiza¢do destaca a natureza passo a passo do processo

estocdstico no plano cartesiano.

Sejam A X}, e AY}, os incrementos nas coordenadas x e y no k-ésimo passo, com

(AXy,AYy) € {(1,0),(—1,0),(0,1),(0,— 1)} e IP(cada par) = L.

IS

Entdo, para cada passo,
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Ap6s n passos, as posicdes sdo X, = > .  AX,eY, =5 | AY}, de modo que
E[X,] =E[Y,] =0, Var(X,,) = Var(Y,) = 5, Cov(X,,Y,) =0.
Consequentemente, o deslocamento quadrdtico médio (mean squared displacement) satisfaz
E[X;+Y7] =n,

caracterizando um regime difusivo (crescimento linear em n).
. Interpretacao da trajetoria

A trajetoria em azul mostra regides de maior densidade de visitas nas proximidades da
origem, alternadas com excursdes mais longas para diferentes quadrantes. O ponto inicial na
origem e o ponto deslocado da origem ilustram que, embora ndo haja viés direcional

(esperangas nulas em cada eixo), uma realizagdo individual pode terminar relativamente distante

do ponto de partida. Esse comportamento é compativel com /Var(X,,) = \/Var(Y,,) = \/n/2,
que, para n = 10,000, vale aproximadamente 70,7 em cada eixo, permitindo posi¢des finais de

modulo consideravel.
. Anélise geral

O gréfico evidencia trés aspectos centrais: (i) Simetria e auséncia de deriva: como as
probabilidades sdo equiprovaveis, nao ha tendéncia sistematica a favor de um eixo ou quadrante;
a média tedrica permanece no (0,0). (ii) Crescimento da dispersio: a variidncia em cada coorde-
nada cresce linearmente com n (Var = n/2), o que aumenta a “abertura” espacial do caminho a
medida que o nimero de passos cresce. (iii) Heterogeneidade espacial: blocos compactos e
trilhas ramificadas surgem naturalmente por revisitas locais e por excursdes ocasionais, refletindo

a independéncia entre passos € a estrutura em grade.
. Conexao tedrica

Pelo Teorema Central do Limite vetorial, para n grande o vetor (X,,,Y,,) aproxima-se de
uma distribui¢cdo normal bivariada com média (0,0) e matriz de covaridncia § I; (onde I, é a
identidade 2 x 2). Assim, o raio I?,, = \/W tem distribui¢do aproximadamente Rayleigh
com parimetro o = 1/n/2, de modo que E[R,] =~ o+/7/2 = \/7n/4e E[R?] = n. Além disso,
o passeio bidimensional € recorrente: a probabilidade de eventualmente retornar a origem € 1

(embora o tempo de retorno esperado seja infinito), fato classico da teoria de passeios em Z2.
. Conclusao

A realizacdo apresentada confirma o caréter difusivo e simétrico do passeio aleatorio
bidimensional: a posi¢do média permanece na origem, enquanto a variabilidade cresce com
o nimero de passos, produzindo deslocamentos finais potencialmente grandes em amostras
individuais. Pedagogicamente, a figura torna visiveis as relagdes entre simetria, varidncia linear,

aproximacdo normal bivariada e difusdo, conectando resultados tedricos a experimentagao
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computacional e favorecendo a construc¢do de intuicdo estatistica sobre processos estocdsticos no

plano.

Exemplo 1.5 Simulacio de um passeio aleatdrio triidimensional com um total de 5.000

passos, partindo da origem

Figura 4 — Passeio Aleatério Bidimensional

Passeio Aleatério 3D em Grade (Projegcao Axonomeétrica)
Ngieps = 5000 com passos (X, 1y, £z}

Elemento @ Caminho ® Fim @ Inicio Elemento ® Fim @ Inicio

100

50

25

-25

0 10 20 30 40 50

Fonte: Elaborado pelo autora: Olga Korosteleva (KOROSTELEVA, 2020)

A Figura 4 apresenta uma realiza¢do de um passeio aleatério tridimensional, no qual um
caminhante parte da origem (0,0,0) e, a cada passo, desloca-se uma unidade em uma das seis
direcdes possiveis: +x, =y ou £z, todas com probabilidade igual a % A trajetéria completa é
representada pela linha azul, enquanto o ponto verde marca a posi¢do inicial e o ponto vermelho
indica a posi¢ao final apds ngeps = 5000 passos. O grafico € exibido em projegcdo axonométrica,

permitindo visualizar simultaneamente as trés dimensdes espaciais.

Sejam os incrementos de cada passo definidos por (AX;, AY;, AZ;), com
(AX;, AY;, AZ;) € {(£1,0,0),(0, £ 1,0),(0,0, = 1)},
de modo que
E[AX;] = E[AY;] = E[AZ] =0, Var(AX;) = Var(AY;) = Var(AZ;) = 3,

COV(AXZ‘, AYZ) =0.

Assim, apds n passos, as coordenadas do caminhante sdo dadas por

(Xn, Yo, Zo) = > _(AX;, AY;, AZ)),

=1



1.2. CLASSIFICACAO DE PASSEIOS ALEATORIOS - EXEMPLOS MOTIVACIONAIS 18

com
E[X,] =E[Y,] =E[Z,] =0, Var(X,)= Var(¥,) = Var(Z,) =

n
3

O deslocamento quadritico médio (ou mean squared displacement) é, portanto,
E[X2+Y?+ Z)] =n,

onde a variancia cresce linearmente com o nimero de passos.
. Interpretacao da trajetoria

A trajetoria em azul evidencia a natureza aleatéria do movimento: o caminhante tende a
revisitar regides proximas da origem, alternando entre deslocamentos locais e excursdes para
regides mais distantes. O ponto verde, na base, representa o ponto inicial (0,0,0), enquanto o
ponto vermelho, mais elevado, indica o estado final alcangado apds os 5000 passos. Esse resultado
reflete a dispersao tipica de processos estocdsticos tridimensionais, nos quais o deslocamento

médio é nulo, mas a distincia do ponto inicial tende a crescer com /7.
. Andlise geral

O passeio aleatorio tridimensional mantém as propriedades fundamentais de simetria e
independéncia observadas nos casos unidimensional e bidimensional. Entretanto, uma diferenca
marcante € que, em trés dimensdes, o processo torna-se transiente: a probabilidade de o cami-
nhante retornar exatamente a origem € menor que 1. Isso significa que, embora o0 movimento seja
centrado em torno de (0,0,0), o retorno exato € improvavel a medida que o nimero de passos
cresce. A dispersdo espacial, por sua vez, € isotropica, ou seja, homogénea em todas as direcdes,

e cresce segundo /1, representando um padréo tipico de difuséo tridimensional.
. Conexao tedrica.

Pelo Teorema Central do Limite multivariado, para valores grandes de n, o vetor (X,,, Y,,, Z,,)
aproxima-se de uma distribuicio normal trivariada com média (0,0,0) e matriz de covariincia

215, onde I3 é a matriz identidade de ordem 3. Assim, o raio R, = /X2 + Y2 + Z2 segue

aproximadamente uma distribui¢cdo Maxwell-Boltzmann, com valor esperado

E[R,] = \/2::

Esse resultado conecta o comportamento empirico do passeio aleatério com a teoria da difusao

de particulas em fisica estatistica.
. Conclusao

A simulagao do passeio aleatorio tridimensional demonstra, de forma clara e intuitiva,
como a aleatoriedade em multiplas dimensdes pode ser analisada visualmente e interpretada
matematicamente. O modelo € particularmente ttil em contextos pedagdgicos, pois ilustra
principios fundamentais da difusdo, da variancia linear e do Teorema Central do Limite em um

ambiente gréfico interativo.
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1.2.2 Passeio Aleatdrio com Barreiras Absorventes

Outra variagdo importante € o passeio aleatério com barreiras, no qual o processo é
restringido a permanecer dentro de um intervalo de estados. Por exemplo, considere o passeio
aleatdrio simples (S,,) com posicdo inicial Sy = 0 e barreiras em 0 e em N. Isso significa que,
se o processo atingir 0 ou NV, ele é absorvido, ou seja, permanece naquele estado para sempre:

0, se atingir a barreira inferior,
Sp =14 N, se atingir a barreira superior,

Sn—1+ X,, caso contrario.

O exemplo a seguir, representa o problema classico da ruina do jogador, onde um apostador
inicia com 7 unidades e aposta repetidamente com probabilidade p de vitdéria e g de perda. Os

estados 0 (faléncia) e NV (ganho maximo) sdo estados absorventes que encerram O processo.
Exemplo 1.6 Passeio Aleatério com Barreiras Absorventes (FELLER, 1968)
Considere um passeio aleatério simples {5, },>o definido em {0,1,... ,N}, onde

+1, com probabilidade p, ,
XnI Sn:Sn,1+Xn, S():ZE {1,,N—1}
—1, com probabilidade ¢ = 1 — p,
Os estados 0 e NV s@o barreiras absorventes, ou seja, uma vez atingidos, o processo permanece
neles para sempre:

Poo = Pyn = 1.

Probabilidade de absor¢do em N (antes de atingir 0):
1—(q/p)’

? Sep % q,
— N
IP;(atingir N antes de 0) = 1. (¢/p)
1

Tempo esperado até a absorcao:

7 N 1—(q/p)

B 1 ( / )N’ sep 7é q,
B[] ={4-P da-rl-(a/p)
N —1), sep:q:%.

Desta forma, suponha N =5,p=0,6 (¢ =0,4)ei = 2:
ﬁ ~ 0,64, E,[T] ~ 6 passos.
=y

Neste exemplo, o jogador possui probabilidade de sucesso cerca de 64% de chance de

Py (chegar a 5 antes de 0) =

atingir o lucro maximo antes de perder tudo, e o tempo esperado até o fim do jogo: em média,
0 jogo termina apods 6 rodadas, indicando que o sistema converge rapidamente para uma das
barreiras. Ou seja, quanto mais proximo o jogador estiver de uma barreira absorvente, menor

serd o nimero esperado de passos até o término.
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1.2.3 Passeio Aleatdrio com Barreiras Refletoras

Uma modificacio interessante € o passeio aleatorio com barreiras refletoras. Nesse caso,
quando o processo atinge uma barreira, ele nio € absorvido, mas sim refletido de volta ao espaco

permitido.

Formalmente, se as barreiras estdo em 0 e [NV, temos:

1, se S,-1=0e X, =—1,
Sp =49 N —1, seS,.1=NelX, =1,

Sn—1+ X, caso contrario.

Esse modelo € til, por exemplo, para descrever o movimento de uma particula confinada

em um intervalo, que “rebate” nas extremidades ao invés de escapar.
Exemplo 1.7 Passeio Aleatério com Barreiras Refletoras (FELLER, 1968)

Considere um passeio aleatdrio simples nos estados S = {0,1,2,..., N}. A particula

inicia em Sy = ¢ e, a cada passo, desloca-se:

X +1, com probabilidade p,
! —1, com probabilidade ¢ = 1 — p.

As fronteiras 0 e [V s@o barreiras refletoras, de modo que:
Po1 =1, Pyn-1=1,

e,paral <i: < N —1:
Pi,i—i—l =D Pi,i—l =d.

Nesse modelo, o processo nunca € absorvido, a particula permanece confinada no intervalo

[0, N], refletindo-se nas extremidades.

1.3 Resultados Limite

Teorema 1.3.1 (Teorema Central do Limite para passeio aleatorio geral com média y finita e o

finita e ndo nula). Seja (S,,)n>0 um passeio aleatdrio definido por
Sn:X1+X2+"'+Xn7 S():Oa
onde (X;);>1 sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com

E[X)] = p € R, Var(X;) = 0? € RY.
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Entdo, para qualquer x € R,

) Sp —np B
ji (% 2 <) =ot0)

onde ®(x) é a fungdo de distribui¢do da normal padrdo,

1 v 2
@(I’) = \/_2_7-‘-/ G—t /2 dt

Em outras palavras, para n grande, S, se comporta aproximadamente como
Sp ~ N (np,no®)  (em distribuicdo).

Teorema 1.3.2 (Lei Forte dos Grandes Niimeros com média . finita para passeio aleatério). Seja

(Sn)n>0 um passeio aleatdrio definido por
Sn:X1+X2+"'+Xn7 50:07
onde (X;);>1 sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com

E[X)] = pu € R.

Entdo, quase certamente,

Sn g
— = .
n

Em outras palavras, o valor médio dos incrementos converge quase certamente para a

média |1 dos incrementos, independentemente da distribuicdo especifica dos X; (desde que a

média seja finita).

Teorema 1.3.3 (Distribui¢do de passeio aleatorio com passos —i € +7). Seja (S,,)n>0 um passeio

aleatorio definido por

SO = 07 Sn = ZX]CJ
k=1
onde as varidveis (Xy,)>1 sdo independentes e
P(X, =j) =p, P(Xy=—-i)=1—p, ijeN.
Entdo, para k € 7, a probabilidade de S,, = k é

n U n—r _ k+ni
k‘): (T>p(1_p) ) Ser—?je{o,l,...,n},

0, caso contrdrio.

P(S, =

Ou seja, r é o niimero de passos iguais a +j necessdrio para atingir k apos n passos.
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Teorema 1.3.4 (Teorema Central do Limite para passeio aleatério com passos —i e +7). Seja

(Sn)n>0 um passeio aleatdrio definido por
n
So=0,  S,=)Y X
k=1

onde as varidveis (Xy)>1 sdo independentes e identicamente distribuidas com

P(Xy=j)=p, PXpx=-i)=1-p, i,jeN.

Entdo, para n grande, a varidvel padronizada

_ Su—n(pj — (1 —p)i)
Vnp(l=p) (i +j)?

converge em distribuicdo para a normal padrdo N (0,1), ou seja,

n

lim P(Z, <z)=®(x), VzeR,

n— oo
onde ®(x) é a fungdo de distribuicdo da normal padrao.
Teorema 1.3.5 (Lei Forte dos Grandes Niimeros para passeio aleatério com passos —i € +7).
Seja (S, )n>0 um passeio aleatdrio definido por

SO = 07 Sn = Z Xka
k=1
onde (Xy)k>1 sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com
P(Xk = j) =p, P(Xk = —Z) =1 - P, Z,j e N.

Entdo, quase certamente,

Sn .C. . .
=S pi—(1-p)i.
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2 Passeio Aleatorio Simples

O presente capitulo tem como objetivo introduzir e desenvolver, por meio de demonstracdes,
0s principais conceitos tedricos e praticos relacionados ao Passeio Aleatério Simples, um
dos modelos fundamentais no estudo de Processos Estocdsticos. Este modelo, apesar de sua
simplicidade estrutural, desempenha um papel central na compreensdo de fendmenos aleatdrios

que evoluem ao longo do tempo.

Neste capitulo, serdo apresentados os teoremas e proposi¢des que formalizam o com-
portamento do caminhante aleatério em uma dimensao, explorando tanto suas propriedades
probabilisticas quanto interpretagdes intuitivas. O enfoque adotado prioriza a constru¢ao con-
ceitual e a deducao légica dos resultados, de modo a fornecer uma base sélida para estudos

posteriores sobre cadeias de Markov e processos mais gerais.

Cabe destacar que os teoremas, proposi¢oes e demonstragdes aqui apresentados foram
extraidos do livro Elementary probability do David Stirzaker (STIRZAKER, 2012) e das Notas
de Aula de Processos Estocdsticos elaboradas pelo Prof. Valdivino Vargas Junior (JUNIOR,
2024), utilizadas no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade Federal de Goids
(IME/UFG), que servem como referéncia principal pela clareza expositiva e alinhamento ao
contetdo desta monografia. Como complementos classicos, adotamos também (FELLER, 1968;
ROSS, 2014; KOROSTELEVA, 2020) e, que oferecem formulacdes equivalentes, variacdes de

hipéteses e exemplos adicionais complementares.

Teorema 2.0.1 (Distribui¢ao do passeio aleatdrio simples). Seja (S,),>o0 um passeio aleatério

simples definido por
So=0,  S,=)Y_ X,
i=1
onde as varidveis (X;);>1 sdo independentes e satisfazem
Entao, para k € Z,
n ntk n—k
p2 (l—p) 2, sek=n (mod?2), |kl <n,
0, caso contrdrio.

Demonstracdo:

Seja N, = #{1 < i < n : X; = 1} o nimero de passos +1 até o tempo n. Como
X; € {—1,1},

Sp = ZXZ» = (passos + 1) — (passos — 1) = Ny — (n— N;) = 2N, —n.
i=1
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Logo, S, = k se e somente se Ny = (n + k)/2. Isso implica necessariamente |k| <nen+k
par (isto é, k = n (mod 2)).

Pela independéncia, N, ~ Bin(n,p), de modo que

P(S, = k) = P(M = ) = (n_%) pr I (1—p) B2 = (n_+k> prHRIE (1—p) =2,
2 2

quando as condicdes de paridade e faixa sdo satisfeitas; caso contrério, a probabilidade ¢ 0. W

Teorema 2.0.2 (Func¢do média e fungdo variancia de um passeio aleatério simples). Seja (Sy,)n>0

um passeio aleatorio definido por
Sn:X1+X2++Xn7 SOZO7
onde (X;);>1 sdo varidveis aleatdrias independentes com

PX;=1)=p, PX;=-1)=1-p, O0<p<Ll
Entdo, para todo n > 0:

1. Funcdo média:

2. Fungdo varidncia:
Var(S,) = 4p(1 — p)n.
Em particular, para o passeio simétrico (p = 1/2):
E[S.] =0, Var(S,)=n.
Demonstragdo:
Como X; € {—1,1}, segue imediatamente que
EX;|=1-p+(-1)-(1—p)=2p—1.

Pela linearidade da esperanca,

E[S,] = E[iX] - Xn:E[Xi] = n(2p—1).

=1
Para a variancia, note que X? = 1, logo

Var(X;) =E[X] — (E[(X;])?=1—-(2p—1)? =1— (4p* —4p+ 1) = 4p(1 — p).
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Como as varidveis X1, ...,X,, sdo independentes,
Var(S,) = Var( Z Xi> = ZVar(Xi) =nVar(X;) =4p(1 —p)n.
i=1 i=1
No caso simétrico p = 3, obtemos E[X;] = 0 e Var(X;) = 1, de modo que E[S,] =0 e

Var(S,) = n.

Teorema 2.0.3 (Fun¢io média, variincia e autocovariancia). Seja (.Sy,),>0 um passeio aleatério
definido por
Spn=X1+Xo+-+X,, S =0,

onde (X;);>1 sdo varidveis aleatdrias independentes com
PX;=1)=p, PX;=-1)=1-p, O0<p<Ll

Definimos ;1 = E[X;] = 2p — 1 e 0% = Var(X;) = 4p(1 — p).

Entdo, para todo n,m > 0:

1. Fungdo média:
E[S,] = nu.

2. Funcgdo varidncia:
Var(S,) = o*n.

3. Fungdo autocovaridancia:

Cov(S,, Syn) = o min(n,m).
Em particular, para o passeio simétrico (p = 1/2):
E[S,] =0, Var(S,)=n, Cov(S,,Sy,) = min(n,m).

Demonstracdo:

Como S,, = Z?Zl X, e as varidveis X; sdo independentes e identicamente distribuidas,

temos:

(1) Fungao média:
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(2) Fungao variancia: Como as varidveis sdo independentes,

Var(S,,) = Var (Z X,-) = ZVar(Xi) =no?
i=1 i=1
(3) Funcao autocovariancia: Para n,m > 0, sem perda de generalidade, suponha n < m.

Sn:iXi, Sm=>_X;.

Temos:

Entao:
Cov(Sn, Sm) = E[(Sn — E[Su]) (S — E[Sm])] -

Substituindo as somas:
Cov (S, Sn) = Cov (Z X, Z)@-) => ) Cov(X;, X;).
=1 j=1 i=1 j=1
Como as varidveis X; sdo independentes, Cov(X;, X;) = 0se i # j, e Cov(X;, X;) =

Var(X;) = o2 Logo,

n
Cov(Sp, Sm) = 202 = no”.
i=1
Portanto,

Cov(Sp, Sm) = o min(n,m).

No caso simétrico (p = %), temos u =0e 02 = 1, de modo que
E[S,] =0, Var(S,,) = n, Cov(Sy, Sim) = min(n,m).
[ |

Teorema 2.0.4 (Autocorrelagido de um passeio aleatério simples). Seja (S,,)n>0 um passeio

aleatorio simples definido por
Sp=X1+Xo+--+X,, So=0,

onde (X;);>1 sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com E|X;] = 0
e Var(X;) = o2

Entdo, a funcdo autocorrelacdo para defasagem k > 0 é dada por

n

p(k) = Corr(S,, Spik) = e

n>1.

Observagoes:
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1. O processo (S,,) ndo € estaciondrio, pois p(k) depende de n.

2. Parak < n, p(k)~1— L.

3. Para k — oo com n fixo, p(k) — 0.

Demonstracdo:

Sabemos que o passeio aleatorio simples € definido por

n+k

S, = ZIX Stk = ZlX

Como as varidveis X; sdo independentes e identicamente distribuidas, com média nula e varincia

o2, temos:
E[S,] =0, E[Snix] =0, Var(S,) = no?, Var(Spx) = (n + k)o?

Calculo da covariancia:

COV(Sn, Sn+]f) [S Sn+k

= (3x)(350)]

Expandindo o produto e usando a independéncia,

n n+k

Cov(Sn, Snir) = > Y E[X;X]]

=1 j5=1

Como E[X; X,] = 0 parai # j e E[X?] = o2, temos:

Cov(Sn, Snik) = Za = no?

Célculo da correlagao:

oK) — Cov(Sy, Snik) _ no? _ n
VVar(S,) Var(Snir) v/ (no?)((n + k)o?) n+k

Andlise do comportamento de p(k):

* Como p(k) depende de n, o processo (S,,) ndo é estaciondrio.

* Para k < n, podemos usar a expansao de Taylor:

~1/2
L 1—|—E ml—ﬁ.
n+k n 2n
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e Para k — oo (com n fixo), temos p(k) — 0, indicando que o passeio aleatdrio perde

correlagdo em longas defasagens.

Teorema 2.0.5 (Teorema Central do Limite para o passeio aleatorio simples). Seja (.S, )n>0 um

passeio aleatorio simples definido por
SO = 07 Sn = Z Xk:a
k=1

onde (X)k>1 sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com

Entdo, para n grande, a varidvel
S, —n(2p—1
Z - n(2p—1)
2/np(1 —p)

converge em distribuicdo para a normal padrdo N(0,1), ou seja,

lim P(Z, <z) = ®(z), VzeR,

n—o0

onde ®(x) é a fungdo de distribuicdo da normal padrao.

Demonstracdo:

Cada passo do passeio aleatdrio simples € uma varidvel aleatoria X com

E[Xy] = 1p+(=1)-(1=p) = 2p—1, Var(Xy) = E[X}]—(E[X,])" = 1-(2p—1)* = 4p(1-p).
Como as varidveis (X}) sao independentes e identicamente distribuidas, temos:

Sp = iXk’ E[S,] =n(2p —1), Var(S,,) = 4np(1 — p).

Definindo a varidvel padronizada:

_ Sn — E[S,] _ Sn—n(2p—1)
Var(S,,) 2/np(1 —p)

n Y

queremos mostrar que Z, - N (0,1).

Note que S,, pode ser reescrita em termos do nimero de passos positivos N :

S, =2N, —n, onde N, ~ Bin(n,p).
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Assim,
2Ny —n)—n(2p—-1)  Ny—mnp

2¢/np(1 —p) np(l —p)
Portanto, Z,, é exatamente a forma padronizada da varidvel binomial V. .

Ly =

Pelo Teorema Central do Limite para a distribui¢do binomial, se N, ~ Bin(n,p), entdo

N, —
SRSl N N(0,1), quandon — oo.
np(l —p)
Logo,
Zo % N(0,1),
isto é,

lim P(Z, <z)=®(z), VereR

n—o0

Teorema 2.0.6 (Lei Forte dos Grandes Nimeros para o passeio aleatério simples). Seja (.Sy,)n>0

um passeio aleatorio simples definido por
So =0, Sp = z": X,
onde (X)i>1 sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com
PXy=1)=p, PXp=-1)=1-0p.

Entdo, quase certamente,

Sn .C.
=2 9p—1.
n

Demonstracdo:

Cada passo X, do passeio aleatdrio simples satisfaz

E[Xy] =2p—1, Var(Xy)=4p(l —p) < oo.

Como as varidveis (X}) sdo independentes e identicamente distribuidas com E|X}| < oo,

podemos aplicar a Lei Forte dos Grandes Nimeros (LFGN), a qual afirma que:

—ZXk 2% E[X].

Mas, por defini¢ao do passeio aleatdrio,

3
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Logo,
S, 1<

Interpretacdo: A LFGN garante que, com probabilidade 1, a média dos passos individuais
converge para o valor esperado de cada passo, isto €, o passeio aleatdrio simples “segue” a sua
tendéncia média 2p — 1 no longo prazo. Em particular: - Se p = %, 0 passeio € simétrico e
S—r? — 0, indicando auséncia de tendéncia direcional. - Se p > %, o passeio tende positivamente. -

Sep < %, o0 passeio tende negativamente. ]

Teorema 2.0.7 (Principio da Reflexdo). Seja N’ ,(0,b — 1) o niimero de caminhos de (0,0) até

(n — 1,b — 1) que passam pelo nivel b pelo menos uma vez. Entdo, temos
NY_(0,b—1) = Nooa(0,b+ 1),
onde N,,_1(0,b+ 1) é o niimero total de caminhos de (0,0) até (n — 1,b + 1) sem restrigdo.

Demonstracdo:

O principio baseia-se em uma bijecao entre dois conjuntos de caminhos.

1. Caminhos que atravessam o nivel b:

Considere todos os caminhos que partem de (0,0) e chegam a (n — 1,b — 1), mas que em
algum momento atingem o nivel b. Denote esse conjunto por A; o nimero de elementos desse
conjunto é N (0,b— 1).

2. Defini¢do do ponto de reflexdo:

Para cada caminho em 4, defina o primeiro instante t em que o caminho atinge o nivel
b. No ponto (t, b), refletimos o restante do caminho (todas as etapas apds t) em torno da linha

horizontal y = .

3. Resultado da reflexdo:
Ap6s a reflexdo, o caminho modificado parte de (0,0) e terminaem (n — 1,0+ 1).

De fato, até o instante ¢, o caminho € idéntico ao original; ap6s o ponto de reflexdo, cada
passo que originalmente era um incremento (1, +1) passa a ser (1, —1), e cada passo (1, —1)
passa a ser (1,41). Essa transformag¢do mantém o comprimento total n — 1 e mapeia o ponto
final (n —1,b—1)em (n — 1,0+ 1).

4. Bijecdo entre os conjuntos:



31

O processo descrito € bijetivo, ou seja: - Cada caminho que passa por y = b corresponde
a um caminho distinto de (0,0) até (n — 1,b + 1). - A operagdo inversa é obtida aplicando

novamente a reflexdo na primeira passagem em y = b.

5. Conclusdo:

Como ha uma correspondéncia um-para-um entre os caminhos que passam por y = b e os

caminhos irrestritos que terminam em (n — 1,0 + 1), temos
N2 10,5~ 1) = Ny (0,64 1),

0 que completa a demonstragdo. |

Proposicio 1 (Recorréncia do passeio aleatério simples simétrico em Z). Seja (.S,,),>0 0 passeio

aleatorio simples simétrico em 7., definido por
n
So=0, Sp=Y X,
k=1

onde (X)i>1 sdo varidveis independentes com

PN = 1) = F(Xp = 1) = 5

Entdo, S,, é recorrente, ou seja, o passeio retorna a origem infinitamente muitas vezes com
probabilidade 1:

P(Z 1{Sn=0} = OO) =1.

n>0
Demonstracdo:

1. Probabilidade de retorno a origem. A probabilidade de o passeio estar em 0 apds 2n

P(Ss,, = 0) = (2") 9~2n,

n

passos € dada por

pois € necessdrio que ocorram exatamente n passos para +1 e n passos para —1.

2. Aproximacao assintdtica. Usando a féormula de Stirling,

n! ~V2mn (E> ,

e
obtemos

2n 4n

n v
Logo,

P(Ss, =0) ~
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3. Critério de recorréncia.

Um processo de Markov discreto € recorrente se a soma das probabilidades de retorno é

divergente:
> P(S, =0) = 0.
n=1
Como P(S,, = 0) = 0 para n {mpar, temos
1

;Msn =0)= ;P(s% = 0) ~ Zﬁ.

n=1

A série Y 1/4/n diverge, logo o passeio é recorrente.

4. Conclusdo. A recorréncia implica que o passeio retorna a origem infinitamente muitas

vezes com probabilidade 1, isto é:

P(Sn = ( infinitas Vezes> =1.

|
Afirmacio 1 (Principio da dualidade). Seja (Xi, Xo, ..., X,) uma sequéncia de varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas.

Entdo, a sequéncia invertida (X,,, X,,_1, ..., X1) possui a mesma distribui¢do conjunta
que (X1, Xo, ..., X,).

Demonstragdo:

1. Independéncia e distribui¢do idéntica. Por hipdtese, as varidveis aleatérias X1, Xo, ..., X,
séo independentes e possuem a mesma funcéo de distribuicdo. Denotemos por F(x) = P(X; <
x) a fungdo de distribui¢do comum a todas.

A independéncia implica que, para quaisquer nimeros reais 1, . . . , Tp,

n
P(X) <21, Xo <p,..., X, < 2p) = HF(ZUz)
i=1
2. Distribui¢do da sequéncia invertida. Consideremos agora a sequéncia invertida (X,,, X,,_1, ..., X7).

Sua funcdo de distribuicao conjunta é:
P(Xn S xlan—l S T, ... ,Xl S l’n) = HF(.%}),

pois as varidveis sdo independentes e tém a mesma distribuicao.
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Portanto,
P(X:<z,....X,, <x,) =P(X, <x1,..., X5 <ux,),
mostrando que as duas sequéncias t€m a mesma distribui¢ao conjunta.
3. Conclusao. A igualdade das distribui¢des conjuntas implica que os vetores aleatdrios
(X1, Xo,.. ., X)) e (X, Xoq,...,X0)

sao idénticos em lei (isto €, possuem a mesma distribui¢ao).

(X1, Xa, o, X)) 2 (X, Xy, X3).

Proposicao 2 (Principio da Reflex@o). Sejam x > 0 e y > 0. Entdo, o niimero de passeios
aleatorios de (0,x) até (n,y) que tocam o eixo x pelo menos uma vez é igual ao niimero de

passeios de (0, — ) até (n,y).

Demonstracdo:

1. Interpretacdo. Considere um passeio aleatorio simples em Z que parte de = > 0 e apos
n passos atinge o ponto y > (. Os passos sao de tamanho +1 ou —1. Um caminho pode ou ndo

tocar o eixo x = ( em algum instante intermedidrio.

2. Ideia de reflexdo. Se um caminho parte de (0,z) e toca o eixo x = 0 pela primeira vez no
instante ¢ (ou seja, Sy = 0e S; > 0 para¢ < t), podemos construir um novo caminho refletindo a

parte inicial até o tempo ¢ em relagdo ao eixo z = 0.

Formalmente, seja S = (50,51, ...,5,) 0 caminho original com Sy, = z e S; = 0.

Definimos o caminho refletido S = (§0,§1, .. ,S,) como:

~ —S5;, para0 <1 <t
S; =

Si parai > t.

Como S; = 0, a reflex@o € continua no ponto ¢ e resulta em um caminho que parte de —z e

termina em y.

3. Bijecdo entre caminhos. Essa operacdo define uma bijecdo entre:

 Caminhos de (0,z) a (n,y) que tocam 0 a0 menos uma vez;

* Caminhos de (0, — z) a (n,y) sem nenhuma restri¢do adicional.



34

De fato, aplicando novamente a reflexdo a parte inicial até o primeiro tempo em que o caminho

refletido atinge 0, recuperamos o caminho original. Logo, a correspondéncia € biunivoca.

4. Consequéncia enumerativa. Denotemos por N,,(a,b) o nimero total de caminhos de (0,a) até
(n,b) e por N°(a,b) o nimero de caminhos que tocam o eixo z = 0 ao menos uma vez. Pelo
argumento de reflexdo:

Ny (@.y) = Nu(=2.9).

Isto € precisamente o enunciado da proposicao.

Teorema 2.0.8 (Teorema do Primeiro Acerto). Seja b > 0. Considere um passeio aleatorio

simples (Sy,)n>0 com Sy = 0. Seja Ty, 0 tempo do primeiro acerto no nivel b, ou seja,

Top =min{n >1:5, = b}.

Entdo, paran > 1,
b
P(To’b = n) = — P(Sn = b)

n
Demonstracdo:

Fixe n e considere uma palavra de passos = = (z1,...,z,) € {—1, + 1}" tal que a soma

total € S, () = b, isto &, hd n,. = 2t

ha tais palavras e a afirmacdo € trivial).

passos +1 e n_ = "> passos —1 (se n # b (mod 2) ndo

Para j = 1,...,n, seja o,(x) a rotagdo ciclica que comeca em x; e segue circularmente.
Considere, para uma palavra w = (wy, ... ,w,), as somas parciais Sg(w) = Zle w;. O Lema
do Ciclo (Dvoretzky—Motzkin) afirma que, dentre as n rotagdes o;(z), exatamente b possuem

todas as somas parciais estritamente positivas:
#{j: Si(oj(z)) >0parak =1,...,n} =b.

(Esboco: cada vez que a origem do ciclo passa por um local de minimo estrito do caminho
circular, obtém-se uma rotagdo com somas parciais positivas; o nimero desses minimos ¢

exatamente o excesso b de passos +1.)

No nosso contexto, Si(o;(x)) > 0 para k = 1,...,n equivale a dizer que o caminho
(iniciado em 0 com passos dados por o;(x)) atinge b pela primeira vez exatamente no tempo n
(nenhum nivel b foi alcangado antes, e no tempo n temos S,, = b). Logo, para cada palavra com
soma total b, uma fragdo b/n de suas rota¢des corresponde a trajetdrias que realizam o evento
{Tbp, = n, S, = b}.

Como as rotagdes preservam a probabilidade de cada palavra (incrementos 1.i.d.), tomando

expectativa sobre todas as palavras de soma b obtemos

P(Ty, =neS, =b) = %P(sn — ).
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Mas o evento {1, = n} implica S,, = b, portanto

b
]P)(TO,b = n) = E ]P(Sn = b),

como queriamos. |

Proposicao 3 (Tempo esperado de primeira passagem). Seja (S,,)n>0 um passeio aleatorio

simples simétrico em Z, com Sy = 0. Seja Tj 1 o tempo do primeiro acerto no nivel 1:

Top =min{n >1:5, =1}

Entdo,
]E[T(]’l] = .

Demonstragdo:

1. Distribui¢do de 7j ;. O tempo de primeira passagem de 0 a 1 € uma varidvel aleatéria

que s6 pode assumir valores impares:
Toa €4{1,3,5,...}.

A probabilidade de o passeio atingir o nivel 1 pela primeira vez no passo 2n + 1 é dada por (ver
Feller, 1968, Cap. III):

1 20+ 1\ o,
P(T0,1_2n+1)_2n+1<n+1)2 (@n+1),

2. Comportamento assint6tico. Usando a aproximacgao de Stirling n! ~ /27 (n/e)", temos:
2n+1 4n
n+1 N

para alguma constante C' > 0.

Logo,

]P)(TOJ = 2n + 1) ~ W’

3. Divergéncia da esperanga. A esperanga €

o

E[Ty1] =) (2n+1)P(Thy =2n+1).

n=0
Substituindo o comportamento assintético:
C/
V'
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para alguma constante C’ > 0. Como a série

>

n=1

Si-

diverge, concluimos que
E[T(]J] = OQ.

4. Interpretacdo. O passeio simétrico € recorrente: ele atinge o nivel 1 com probabilidade 1. No
entanto, a cauda da distribui¢do de 7j ; decai apenas como n~%2, o que implica que o tempo
médio de primeira passagem € infinito. Em outras palavras, embora o evento “atingir o nivel 1”

ocorra quase certamente, ele ocorre em tempos que, em média, sdo arbitrariamente grandes.

Teorema 2.0.9 (Teorema de Ballot). Seja (S,,),>0 um passeio aleatério simples com Sy = 0.

Parar > 0en > 1, considere o evento

Sl,SQ,...,Sgn,1 750 ‘ SQnIQT’.

Entdo,
P(Si#()paratodoz’:1,...,2n—1 ‘ 52n=27"> ::
n

Demonstragdo:

1. Interpretacdo combinatdria. Um passeio aleatdrio simples de 2n passos que termina em
San = 2r pode ser interpretado como uma sequéncia de n + r passos +1 e n — r passos —1.

Logo, o nimero total de tais caminhos é

2. Caminhos que nunca tocam zero. Queremos contar apenas 0os caminhos que permanecem
estritamente positivos até o instante 2n — 1. Para isso, aplicamos o principio da reflexdo de
André (1887):

Seja Npos 0 niimero de caminhos que comecam em 0, terminam em 27 € nunca passam por
0 (ou seja, permanecem positivos). O nimero total de caminhos que terminam em 2r, mas que
tocam ou cruzam o zero em algum momento intermedidrio, € igual ao nimero de caminhos que

terminam em —2r — 2. Assim,

N 2n 2n
PSS \n+r n+r+1)
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3. Probabilidade condicional. A probabilidade pedida € a fracdo entre o nimero de caminhos

positivos e o total de caminhos que terminam em 2r:

Npos —1_ (nfﬁ-{-l)

N total B (ngrr) .

P(S; > 0parai < 2n | S, = 2r) =

4. Simplificacao algébrica. Usando a identidade combinatdria

(n—f:-‘rl) __n—r
() et

obtemos
n—r 2r+1

n+r+1 n4+r+1
Como consideramos apenas tempos pares € deslocamento total 2r, temos

]P’(Si>0parai<2n]52n:2r) =1-

P(Si%Oparatodoi:1,...,2n—1‘52n:27=> _r

n

A diferenca entre os fatores r/n e (2r+1)/(n+r+ 1) é assintoticamente desprezivel, e coincide

com a formulacao cldssica do Ballot Theorem.

Proposiciio 4 (Tempos de primeira passagem e ndo retorno). Seja (.S, ),>0 um passeio aleatorio

simples simétrico com Sy = 0. Denote por
To =min{n >1:5, =0}

o tempo do primeiro retorno a origem.

Entdo, paran > 1: A probabilidade de ndo retornar a origem em 2n passos é

]P’(Sk #0parak=1,... ,277,) =P(Ty > 2n) = P(S,, = 0).

Demonstracdo:

1. Defini¢Oes bésicas. No passeio aleatdrio simples simétrico, os passos X; assumem

valores +1 e —1 com probabilidade 1/2, e
Sn:X1+X2++Xn, SOIO
Como 5, muda de paridade a cada passo, temos S,, = 0 apenas para n par, isto é, n = 2m.

2. Decomposi¢do de Feller. Feller mostra que as probabilidades de estar na origem e de primeiro

retorno estdo relacionadas por
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Esta soma considera todos os caminhos que, até o tempo 2n, retornam a origem pela primeira vez
em algum instante 2k < 2n, e depois completam o trajeto com mais 2n — 2k passos retornando

novamente a 0.

3. Probabilidade de nao retorno. Definimos

P(Ty > 2n) =1 — i]P’(TO = 2k).

k=1

Multiplicando a relacdo de Feller por (—1) e somando telescopicamente, obtemos:
P(Son =0) =1— Y P(Ty = 2k) = P(Tp > 2n).
k=1

Portanto,

4. Interpretacdo. A igualdade mostra que, no passeio simétrico, a probabilidade de ndo ter
retornado até o tempo 2n € igual a probabilidade de estar na origem no tempo 2n. Isso €
consequéncia direta da simetria e do fato de que cada caminho que ainda ndo retornou a origem
até 2n tem um caminho “refletido” que termina em zero no tempo 2n — esta € a esséncia do

principio da reflexdo de Feller.

Proposicio 5 (Tempos de primeira passagem e ndo retorno). Seja (S,,),>0 um passeio aleatério

simples simétrico com Sy = 0. Denote por
To =min{n >1:5, =0}

o tempo do primeiro retorno a origem.

Entdo, paran > 1: A probabilidade de retornar a origem pela primeira vez exatamente

no passo 2n é
]P(To = 2n) = P(Sgn_g = 0) - ]P)(Sgn = O)

Demonstracdo:
A demonstracdo segue o método classico de decomposicao de caminhos de Feller (1950).

1. Caminhos e retornos a origem. Considere o conjunto de todos os caminhos do passeio aleatorio
simétrico de comprimento 2n que comeg¢am em Sy = 0. Dentre esses caminhos, distinguimos

dois tipos:

(i) Caminhos que retornam a 0 pela primeira vez exatamente no tempo 2n;
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(i1) Caminhos que retornam a 0 antes do tempo 2n (ou seja, ja atingiram 0 em um instante

anterior).

2. Decomposicdo da probabilidade. A probabilidade de estar em 0 no instante 2n pode ser

expressa em termos das probabilidades de retorno anteriores:

pois, para o passeio estar em zero no tempo 2n, ele deve primeiro retornar a zero em algum

tempo 2k e depois completar mais 2n — 2k passos retornando novamente a 0.

3. Relagdo de recorréncia. Analogamente,

P(Son—z =0) = Y P(Ty = 2k) P(Szn—2-2 = 0).

Subtraindo as duas expressoes:
P(Ss,—2 = 0) — P(Sz, = 0) = P(Ty = 2n) P(Sy = 0) = P(Ty = 2n),
pois P(Sy = 0) = 1.
4. Conclusdo. Obtemos, portanto, a relacdo desejada:
P(Ty = 2n) = P(Sap—o = 0) — P(Sy, = 0).

Essa identidade mostra que a distribuicdo do tempo de primeiro retorno pode ser obtida pela

diferenca entre as probabilidades consecutivas de estar na origem. [

Teorema 2.0.10 (Frequéncia de Retornos a origem). Seja (.S,,)n>0 um passeio aleatério simples-
com Sy = 0. Defina

Ry =) 15,0
k=1

o niimero de vezes que o passeio visita o estado 0 até o instante n. Denotemos
p = P(o passeio nunca retorna a 0).

Entao,
E|R,
lim —[ ] =p

n—00 n

Em particular:

e Sep=q=1/2(caso simétrico), p = 0 e o limite é zero.
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* Sep# q, p> 0 e o limite é positivo.

Demonstracdo:

Escreva u(n) :=P(S, = 0). Pelo fatode R, = Y _;_; 11s,~0}.

B[R, = P(Sk=0) =Y u(k).

Caso p = 3. Temos u(2k) = (215)2*2’g e u(2k + 1) = 0. Pela féormula de Stirling,

w(2k) ~ V% (k= o0).

Logo,

1
B[R] =) u(k) ~ ——= =0(Vn),
kgzn kgzn/Q vk

e portanto E[R,,]/n — 0. Como o passeio é recorrente nulo, o local time na origem cresce como

ordem /n quase certamente, o que implica R,,/n — 0 q.c.

Caso p # % Pelo teorema local de limites para passeios enviesados (ou por uma desigualdade de

Cramér), existe a = 2,/pq € (0,1) e constante C' > 0 tais que

Consequentemente,

n=1
isto é, sup,, E[R,] < occ. Dai segue E[R,]/n — 0. Além disso, como o passeio € transiente, 0

nimero total de visitas & origem ¢ finito q.c., logo R,,/n — 0 q.c. |

Teorema 2.0.11 (Frequéncia de Retornos a Zero em Passeio Aleatdrio Assimétrico). Considere

um passeio aleatorio simples assimétrico em Z., com Sy = 0, em que cada passo é
Sn+1 = Sn + Xn+1, ]:P)(Xn+1 = ].) =D, ]:P)(Xn+1 = —]_> = ]_ - P,

e seja R, o niimero de vezes que o passeio visita o estado 0 até o instante n.:
n
Rn - E 1{Sk=0}~
k=1

Sep > % entdo
. E[R,]
lim

n—oo n

=2p—1.
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Demonstracdo:

1. Interpretacdo probabilistica. Quando p > %, 0 passeio tem deriva positiva:
p=E[X;]=2p—1>0.

Portanto, o processo tende a +-0o com probabilidade 1, visitando a origem apenas um nimero

finito em média de vezes por unidade de tempo, a medida que n cresce.

2. Estrutura de ciclos de retorno. Defina Téj ) como o instante do j-ésimo retorno a origem:
To(l) =inf{n >0:S, =0}, To(j+l) = inf{n > Téj) : S, = 0}.

Cada ciclo entre dois retornos consecutivos forma um bloco independente (pelo Principio de
Markov forte).

O ndmero de retornos até o tempo 7 € entdo aproximadamente

_ n
" EIY)
Assim,
E[R,) 1
n T EIY)

3. Esperanca do tempo médio de retorno. Para o passeio assimétrico com p > %, o tempo médio
de retorno esperado a origem € inversamente proporcional a deriva média. De fato, o tempo

esperado para avancar uma unidade em direc¢do ao infinito é

1
E[Tp:] = ——.
[To.] 2p — 1

Como o passeio tem probabilidade 1 de eventualmente deixar a origem e nio retornar, 0 nimero

médio de visitas por unidade de tempo €

— oy 1.
E[T,,] *

4. Formalizagdo via lei dos grandes niumeros. Usando a Lei Forte dos Grandes Numeros para os

incrementos X,
Sh

n
O nimero de visitas a origem até n é aproximadamente proporcional a fracdo de passos em que

I EX]=2p—1.

S, esta “em torno de zero”. Assim,

Bl g1,
n
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Teorema 2.0.12 (Nimero Esperado de Visitas a um Estado). Considere um passeio aleatério

simples simétrico (S, )n>0 em Z com Sy = 0. Seja
Ry = niimero de visitas ao estado k # 0 antes do retorno a origem.

Entdo, para todo k # 0,
E[Ry] = 1.

Demonstragdo:
A prova baseia-se na simetria do passeio e na propriedade de Markov forte.
1. Defini¢do do tempo de retorno. Defina o tempo de primeiro retorno a origem:
Tp = min{n > 0: 5, = 0}.

O nimero de visitas ao estado k£ # 0 antes de 7 € dado por

To—1

Rk == Z ]-{Sn:k}-
n=1

Queremos calcular E[Ry].

2. Decomposicdo pela primeira visita a k. Comecando de S, = 0, o passeio eventualmente atinge
k com probabilidade 1. Seja Ty, = min{n > 0: S,, = k} o tempo de primeira passagem de 0 a
k.

Usando o Teorema de Decomposicao dos Tempos de Primeira Passagem,
To0 = Tox + Tk,
onde T}, o é o tempo de retorno de & a 0.

3. Aplicacdo da Propriedade de Markov Forte. Apds o processo atingir £, ele “reinicia” devido
a propriedade de Markov forte. Assim, a partir de k, o niimero esperado de visitas futuras a k
(antes de retornar a ) € 0 mesmo que o numero esperado de visitas ao ponto de origem a partir

de 0 (excluindo o tempo inicial).

Formalmente, temos
E[Ry] = P(Tor < Too) - (14 Ex[R}]),
onde R). ¢ o nimero de revisitas a k antes de atingir 0, partindo de k.
4. Simetria e recorréncia. No passeio simétrico em uma dimensao:

Pe(Th <o0)=1 e Py(T} < o0) = 1.
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Além disso, por simetria e homogeneidade, os tempos médios e probabilidades de transicao sio

idénticos entre pares de estados simétricos.

Assim, a probabilidade de partir de £ e voltar a k antes de atingir 0 € a mesma que a de

partir de O e retornar a 0 antes de atingir k, o que implica
Ex[R,] = 0.

Logo,
E[Ry] = 1.

5. Interpretacdo. Cada vez que o passeio sai da origem, ele realiza exatamente uma visita esperada
a cada estado k # 0 antes de retornar a 0. Isso decorre da simetria e da recorréncia do passeio

simples unidimensional.

Teorema 2.0.13 (Teorema do Arco-seno para Passeios Aleatérios). Seja (.Sy,),>0 um passeio

aleatorio simples simétrico em 7. com Sy = 0. Denotemos

1 n
Y, = - E Lis >0}
k=1

a fragdo de tempo que o passeio passa acima de zero até o instante n.

1. (Caso finito) Para n finito, a probabilidade de que o passeio passe exatamente 2k passos

acima de zero é dada por

2n (Qk) (2n—2k)
k n—k
P Zl{si>0} =2k :T, k:O,l,...,n.
i=1
Este é um resultado cldssico de combinatoria de ballot.
2. (Limite quando n — o) A medida que n — oo, a fracdo de tempo acima de zero converge

em distribuicdo para a chamada distribuicdo do arco-seno de Lévy:

n—oo

2
lim P(Y,, <y) = —arcsin(y/y), 0<y<l1.
T

Demonstracdo:
(a) Caso finito: resultado de ballot.

Cada trajetdria do passeio aleatério simétrico de comprimento 2n consiste em uma sequén-
ciade +1 e —1. O nimero de caminhos que passam exatamente 2k vezes acima de zero é dado
pela férmula cldssica de André (1887) e Feller (1950):

2k 2n — 2k
N, . = .
ok (k)(n—k)
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A razdo € combinatéria: o primeiro fator escolhe como os primeiros 2k passos se distribuem
em relacdo a zero, e o segundo fator conta as maneiras de completar o caminho até o tempo 2n

preservando o balango total.

Como ha 2%" trajetérias equiprovéveis, obtemos
2n -
N,
P(Zl{s>0}:2k> = nk — (k)(’n—k;)
Z 22n 92n
=1

Esta distribui¢do é simétrica em torno de k = n/2 e reflete o tempo que o passeio passa em

niveis positivos.

(b) Limite quando n — oc.

Definimos a varidvel

1 & k

Y, =— lig~or = —.
m, ; {S;>0} n

Tomando k£ =~ ny e aplicando a aproximagdo de Stirling,
(Qk) (277, — Qk) 4n R
~——— n — o0.
k)\ n—k mny/y(l —y)

Logo, paray € (0,1),

1
P(Yn € [y7y + Ay]) ~ —Ay,
Tyl —y)
0 que mostra que a densidade limite de Y,, €
f(y) ! 0<y<l
Y) = — 70— Y :
mVy(l —y)

Integrando, obtemos a fun¢do de distribui¢ao acumulada:

F(y):/Oyf(t)dt:%arcsin(\/@), 0<y<L

Assim, 5
. <) =2 :
Tim B(Y, < y) = = axcsin(y/5),
que € a lei do arco-seno de Lévy. |

Teorema 2.0.14 (Decomposic¢do do tempo de primeira passagem). Seja (S,,,n > 0) um passeio

aleatorio simples com Sy = 1. Definimos o tempo de primeira passagem de i a k como
Ty = min{n > 0: S, = k}.

Entdo, paran > 1, o tempo de primeira passagem de 0 a n pode ser escrito como a soma dos

tempos de primeira passagem entre estados consecutivos:

Tom =Tog +Tio+ -+ Th_1n.
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Demonstracdo:

A prova baseia-se na Propriedade de Markov Forte e na independéncia dos incrementos

do passeio aleatdrio.

1. Defini¢do dos tempos parciais. Para cada &k = 0,1, ...,n — 1, definimos o tempo de primeira

passagemde k a k + 1:
Typt1 =min{m >0: S, 1, =k + 1},
onde t; € o instante em que o processo atinge o estado £, isto é,
to =0, b1 = e + Thopgt-
2. Uso do Principio de Markov Forte. Pelo Principio de Markov Forte, o processo reinicia suas

propriedades probabilisticas toda vez que atinge um novo estado k. Ou seja, condicionado em

St = k, a sequéncia de incrementos
th+1, th+2’ e

¢ independente do passado e tem a mesma distribuicdo dos incrementos originais X1, X, .. ..

Assim, cada varidvel T}, ;11 depende apenas dos incrementos apds o tempo ?j, € tem a

mesma distribui¢do de 7y ;.

3. Relagdo de soma telescopica. Atingir o nivel n a partir de 0 requer passar sucessivamente
pelos niveis intermedidrios 1,2, ..., n — 1. Portanto, o instante em que o processo alcanca n

pela primeira vez é obtido somando os tempos gastos em cada travessia:

Ton=0t—t)+ta—t1)+- -+t —thor) =To1+T1o+ -+ Tt

4. Independéncia dos termos. Cada termo 7}, ;1 ; € independente e identicamente distribuido (iid)
com a mesma distribui¢do de 7 ;, devido a homogeneidade dos incrementos e a aplicagdo do

Principio de Markov Forte em cada nivel alcancado.

Conclusao. Logo, a decomposi¢do € vélida e

n—1
Ton = E T kt1,
k=0

d ) )
com T}, ;41 = To,1 € independentes entre si. [ |

Teorema 2.0.15 (Tempo de primeira passagem de 0 a 1). Seja (.S,,, n > 0) um passeio aleatério
simples com Sy = 0 e probabilidade de avangco p = P(S, 1 = S, + 1). Entdo, o tempo de

primeira passagem de 0 a 1, Ty, satisfaz:
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* Sep > 1/2, entdo Ty, € finito com probabilidade 1.

* Sep < 1/2, entdo Ty é finito com probabilidade

P(Tgl < OO) = 1L

—-p
Demonstracdo:

1. Defini¢do dos tempos parciais

Caso p > % Pelo Lema Forte dos Grandes Numeros,

Sn qe.
AN RX ) =2p—1>0,
n

logo S,, — +oo quase certamente. Em particular, o nivel 1 é cruzado em tempo finito com
probabilidade 1, isto é, P(Tp; < o0) = 1.

Casop = % O passeio simétrico em uma dimensao € recorrente: visita todo estado (inclusive 1)

com probabilidade 1. Assim, P(7j; < oco) = 1.

Caso p < 1. Defina

Sn
r=351 e Mn::rS":<g) .
p p
E classico que (M,,),>o é um martingale em relacfo  filtracio natural de (S,,) (verifica-se por

E[M,1 | Fn] = M,,). Param € N, considere o tempo de parada truncado
T = Tor NT_,,, T ,,:=inf{n>1:5,=—-m}.

Como |S,, 11 — Sy| = 1, 7, € um tempo de parada limitado por construgdo; pelo Teorema da
Parada Opcional,
E[M

Tm

| = E[M] = 1.

Mas S, € {1, — m}, logo

1=E[M

] =P(Tor < T_p)r' + (1 =P(Ton < T-p)) r™™
Seja m,, := P(Ty; < T-,,). Resolvendo,

B 1—rm

Ty = ——————.
r—r-m

Tomando o limite m — oo (note que =™ — (), obtemos

1
P(Th < o0) = lim 7, = — =
,

m—r0o0
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Teorema 2.0.16 (Tempo de primeira passagem de 0 a 1). Seja (S,,, n > 0) um passeio aleatério

simples com Sy = 0. Entdo, o tempo de primeira passagem de 0 a 1, Ty, satisfaz:

a) E[Ty] < oo quando p > Tl—l'

b) Neste caso,

Demonstragdo:

Escreva p = E[X;] = 2p — 1.
1
2 9
Para p = % (passeio simétrico), sabe-se que 7p; tem cauda de ordem n-32%e E[To1] = oco. Para

Passo 1:se p < 3, entdo E[Ty] = oo.

p < % P(Thy =o0)=1— }5 > (), de modo que a esperanc¢a (ndo-condicionada) € infinita.

Passo 2: se p > 3, entdo E[Ty;] < co e E[Ty] = 1/p.
Com p > % temos deriva positiva, logo 1p; < 0o quase certamente e o passeio realiza tentativas

a partir de O até atingir 1.

Considere a seguinte decomposi¢ao (principio de Markov forte no instante 1):
]E[T()l] =p- 1+ q - (]. + E_l[To] + E[T()l]),

onde E_;[Tp] é o tempo esperado para retornar a 0 partindo de —1.

Para passeio enviesado com x> 0, o tempo esperado de primeira passagem entre niveis

adjacentes ao longo da deriva é 1/u; em particular,

1 1
E—l[TO]:_:2 _1
H P

Substituindo e resolvendo para E[7q;]:
ETn] =p+q(1+ ) +qE[Tn] = (1—q)E[Tn]=p+q(1+;).

Comol—-—g=pepu=2p—1,

1 1
E[T01]:1+g<1+;>:/7 - %1

Em particular, € finita. [ |

Teorema 2.0.17 (Tempo de primeira passagem no passeio aleatério simétrico). Seja (.S,,,n > 0)
um passeio aleatdrio simples simétrico com Sy = 0 e p = q = 1/2. Entdo, o tempo de primeira

passagem de 0 a 1 tem esperanga infinita:

E[Ty] = 0.
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Demonstracdo:

O tempo de primeira passagem ao nivel 41 € definido por
TOl = mf{n 2 1: Sn = 1}

Para o passeio simétrico, o processo € recorrente: ele visita qualquer estado (inclusive 1) com

probabilidade 1, mas o tempo esperado para fazé-lo € infinito.

1. Distribuicao de 7. E bem conhecido (ver, por exemplo, Feller, An Introduction to Probability

Theory, Vol. 1, Cap. III) que a distribui¢do de 7, é dada por:
1 (Zn +1

]P)(T(n = 27’L + 1) =

9~ (2n+1) n=0,12 ...
m+1\n+1 ’ B

Essa expressdo conta o nimero de caminhos de comprimento 2n + 1 que comegam em 0,
terminam em 1 e nunca cruzam o nivel 1 antes do dltimo passo (por simetria, a mesma férmula

vale para o tempo de primeira passagem de 0 a —1).

2. Comportamento assintdtico. Aplicando a aproximagao de Stirling n! ~ v/27n (n/e)", obte-
2n+1 4n
n+1 LI

para alguma constante C' > 0.

mos:

de modo que

]P(T()l =2n+ 1) ~ W,

Ou seja, as caudas da distribuicdo de T, decaem como n /2.

3. Divergéncia da esperancga. A esperancga de Tj;, é dada por

o0

E[To] =) (2n+ 1)P(Ty; = 2n + 1).

n=0
Usando o comportamento assint6tico anterior,
Cf/

€ como a série
oo

n=1

Si-

diverge, segue que E[Ty| = oc.

4. Interpretacdo probabilistica. O resultado reflete a recorréncia “lenta” do passeio simétrico uni-
dimensional. Embora o processo atinja o nivel +1 com probabilidade 1, ele o faz com tempos de
retorno e de passagem que possuem caudas pesadas (ordem n~%/2), impossibilitando a existéncia

de um tempo médio finito. [
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Teorema 2.0.18 (Tempo de primeira passagem condicionado, p < 1/2). Seja (S,,n > 0) um
passeio aleatdrio simples com Sy = 0 e probabilidade de avango p < 1/2, e seja q = 1 — p.

Entdo, o tempo de primeira passagem de 0 a 1, condicionado a ser finito, tem esperanga

E[T()l ’ Ty < OO] = 1_ 2p

Demonstracdo:

O passeio possui uma deriva negativa, pois E[X;] = p — ¢ = 2p — 1 < 0. Logo, a

probabilidade de eventualmente atingir o nivel +1 € estritamente menor que 1.

Denotemos por 7, o tempo de primeira passagem do estado 0 para o estado 1:

T01 = mf{n > 1: Sn = 1}

1. Probabilidade de atingir o nivel +1. O cldssico problema da ruina do jogador fornece:

P(Ty < o00) =2 <1,
q
pois o passeio, com deriva para a esquerda, tem probabilidade § de atingir 41 antes de escapar

para —oo.

2. Estrutura condicional e uso do Principio de Markov Forte. Sabemos que o processo € forte-
mente Markoviano. Condicionado em atingir 41 (evento {7; < oo}), o passeio deve necessa-
riamente cruzar todos os niveis intermedidrios 0, — 1, — 2, ..., mas ndo retornar a () antes da
travessia final para 1. Assim, cada tentativa de transi¢do 0 — +1 é sucedida com probabilidade
p e fracassada com probabilidade ¢, sendo que um fracasso resulta em um retorno eventual
ao estado 0 apds uma excursdo negativa. Essas excursdes sdao independentes e identicamente

distribuidas.

3. Esperanca condicional via decomposicdo geométrica. Denotemos por L o comprimento médio
de uma excursio negativa completa (isto €, o tempo para o passeio, partindo de —1, retornar a 0).

O tempo total até a primeira passagem de 0 a 1 pode ser escrito como:
Th; = (nimero de excursdes negativas) x L + 1.

O niimero de excursdes negativas segue uma distribui¢cdo geométrica com parametro de sucesso
p/q, pois cada tentativa de sair de 0 para +1 tem sucesso com probabilidade p/q (condicionado

a eventual sucesso). Assim, sua esperanca ¢:

1
E[ntimero de excursdes | To; < oo] = g _ _ 1

g—p 1-% q-p

Sabemos que, para passeio enviesado com p < ¢, o tempo esperado para retornar a 0 a

partir de —1 é dado por
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pois hd uma deriva média de ¢ — p unidades por passo.

Logo, substituindo, obtemos:

1
E[Ty; | Ty < 00] = 1+ —1— x —1+ 1
¢—p q-p (¢ —p)
Simplificando com ¢ = 1 — p, temos:
m l—-p  (1—=2p°+1—p 1-2p+p 1
(1-2p2  (1-2p?%  1-2p  1-2p
4. Conclusio. Portanto, |
ElTo | Tor < = .
[Tor | Tor < o] 1—2p
O resultado é o andlogo, para p < 3, da férmula E[Ty; | Toy < oo] = 2[)%1 obtida quando o
passeio possui deriva positiva (p > 1). [ |

Teorema 2.0.19 (Tempo de primeira passagem até b). Seja (S,,,n > 0) um passeio aleatério
simples com Sy = 0 e probabilidade de avanco p # 1/2. Entdo, o tempo de primeira passagem

de 0 a b, condicionado a ser finito, tem esperanca

b
2p— 1|

E[TQ{, | T(],b < OO] =

Demonstragdo:

Sem perda de generalidade, tratamos b > 0; o caso b < 0 segue por simetria (ou subs-
tituindo X; por —X;). Seja 1 = 2p — 1 # 0 e considere o martingale (em relacdo a filtracao
natural)

M, =S, — un, n > 0.

Para N € N, defina a parada limitada 7 := 7, A N. Como os incrementos sdo limitados

(|X;| < 1), o Teorema da Parada Opcional (versdo para paradas limitadas) da
EM, =0 = E[S;]=nE[mw]. (1)
Escrevendo separadamente os eventos {1y, < N} e {1y, > N}, temos
Sry = S0, 1{1y ,<N} + SN1{T, >Ny ™~ = Topliz, <Ny + N1z, >Ny
Substituindo em (1) e rearranjando:

]E[(STO,b — 1T p) l{To,bSN}] - E[(SN — puN) l{To,b>N}} : 2)

Como [Sy—pN| < |Sy[+|p|N < N+-|u|N < CNcomC = 1+|pl,e 1ip,>ny — 1{1,—oc}
ponto a ponto, o lado direito de (2) converge a 0 quando N — oc. De fato, em {7, = 0o} 0
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passeio tem deriva p # 0, logo Sy — ulN = Zi]il(Xi — p) é soma de i.i.d. centradas; por Lei

Forte dos Grandes Numeros, w — 0 quase certamente, e entao

1
‘(SN — ;LN) 1{T0,b>N}‘ < CN 1{To,b>N} com N(SN — ,ILN) — 0,

o que implica a convergéncia a 0 do lado direito de (2) por argumento de Cesaro (ou combinacio

de LFGN e limitag¢do dos incrementos).

Passando ao limite em (2) por Convergéncia Mondtona do lado esquerdo,
E[(S,, = #T0p) 1z <o0] = 0. 3)
Como Sp,, = bem {71, < oo}, obtemos
bP(Toy < 00) = pB[Top iz, ,<o0}] -
Dividindo por P(7}, < 00) (que € positiva) resulta

b
E[Tg}b | T()J, < OO] = E

Para b < 0 (ou para y < 0), aplicamos o mesmo argumento ao passeio refletido S, := —5,,,
b b

obtendo a forma geral E[Tq;, | 7o, < o0] = L] = |—| -
ul - [2p =1

Teorema 2.0.20 (Tempo de recorréncia ao estado 0). Seja (S,,n > 0) um passeio aleatdrio

simples com Sy = 0 e probabilidade p € (0,1).
Seja Ty = min{n > 0: S,, = 0} o tempo de recorréncia ao estado 0. Entdo:
1. A probabilidade de retorno ao estado 0 é
P(Th <o0)=1—2p—1].

2. Condicionado a retornar, a esperanga do tempo de recorréncia é

1

ETy | Ty < =14+ ——-.
folTo<od =14 g, )

Demonstracdo:
Escrevag=1—pep=E[X;] =2p—1+#0quandop # 3.
(1) Probabilidade de retorno. Condicione no primeiro passo:
P(Tg < OO) = pP+1<T0 < OO) + qP,l(TO < OO),

onde PP, denota probabilidade para o passeio iniciado em Sy = .
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Sep > % (deriva a direita, > 0): - A partir de +1, a probabilidade de atingir 0 é
(¢/p) (férmula padrio de hitting para passeio enviesado). - A partir de —1, voltar a 0 é certo:
P_,(Ty < o0) = 1. Logo,

]P(TO<oo):p%+q-1:2q:1—(2p—1).

Sep < % (deriva a esquerda, ;o < 0), por simetria: - De —1 atinge 0 com probabilidade

p/q, - De +1 atinge 0 com probabilidade 1, o que da
P(T0<oo):p-1+q§:2p:1—(1—2p).

Unificando os casos:
P(Th <o0)=1—2p—1].

(2) Esperanca condicionada do tempo de retorno. De novo condicione no primeiro passo € use o

Principio de Markov forte no instante 1.

Sep > 1
[T, | Ty < 00| = 1 +]E[Tgfest°> T, < oo] ,

7z

onde T."*™ ¢ o tempo adicional (a partir do tempo 1) para atingir 0. No primeiro passo:

p]E+1[TQ ’ Ty < OO] + QE_l[To]

E[T, | T, < oo = 1
To| Ty < oo =1+ P(T, < o)

: ()

Aqui, E_;[Tp)] € finita (deriva para a direita) e E [Ty | Ty < oo] € a esperanca do tempo de
primeira passagem de +1 a 0, condicionada a ocorrer. Pelo resultado de primeira passagem
(nivel b) com b = 1,

1 1
E+1[To | TO < OO] = —, E*l[TO] = —.
p 7

Além disso, ja vimos que P(7, < 0o) = 2q. Substituindo em (x):

1 1
p-iiqg-t 11 1
BT, | Ty <ool =14 —F "~ #H 14— .2 -1+ .
[To | To < oo 2q 2 p 2(1—p)(2p— 1)

Mas 2(1 —p) =1 —pepu=2p—1,logo 2(1 — p)u = p. Portanto

1
2p— 1

1
E[Ty | Ty <oo] =14 — =1+
L

Sep < % o raciocinio € idéntico, trocando sinais (ou refletindo o passeio), obtendo

1 1
BT, |[Ty<oo]=1+— =1+
g 2p — 1

Isso conclui a demonstragao. ]
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Teorema 2.0.21 (Tempo esperado para atingir k em passeio aleatdrio assimétrico). Seja (S,,n >
0) um passeio aleatério simples assimétrico com Sy = 0 e probabilidade de avanco p > 1/2.

Entdo, o niimero esperado de passos até que o passeio alcance a posi¢do k > 0 é

ok
-1

E[N]

Demonstracdo:

Escreva p = E[X;] =2p—1> 0.

. S,
Passo 1: T}, < oo quase certamente. Pela Lei Forte dos Grandes Niimeros, — — x> 0 q.c.,
n

logo S,, — +o0 g.c. Portanto, para todo k£ > 1, T}, < oo g.c.
Passo 2: E[T}] < co. Considere, para § > 0, o processo exponencial
M, (0) = exp (S, —nA(0)), A(0) :=log (pe’ + ge™?).

E padréo que (M,,(6)),>o é um martingale. Como p > 1, existe 6y > 0 tal que A(f) — p 6y < 0.
Defina a parada truncada 7 := 7} A N. Por Parada Opcional para martingales com paradas
limitadas, E[M., (6p)] = 1. Em {T}, > N} temos S;, = Sy < k—1+ Ne,em {I; < N},
Sry = k. Assim,

1 = E[efoS—vA)] > ok p(T, < N).

Logo P(T}, > N) < C oY para constantes C' > 0 e a € (0,1) (obtidas refinando a desigualdade
acima), o que implica ) -, P(Ty > N) < oo e, portanto, E[T},] < oo.
Passo 3: Identidade de Wald / Parada Opcional. Considere o martingale centrado
Y, =8, — un, n > 0.
Para 7y = T}, A N, a Parada Opcional (parada limitada) da
E[Y;,] =0 = E[S,]=npE[r] (1)

Como T}, < ¢ q.c. e E[T}] < oo (Passo 2), podemos passar ao limite N — oo em (1) usando
convergéncia monétona em E[7y] 1 E[T}] e convergéncia dominada em E[S;, | — E[S7, |. Mas

St, = k q.c., logo
k k
pE[T}] = [T -1

Teorema 2.0.22 (Propriedades de passeio aleatério simétrico). Seja (S,,n > 0) um passeio

aleatorio simples simétrico com Sy = (. Definimos:
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* fo(n) = P(Ty = n), a probabilidade de que o passeio retorne a 0 pela primeira vez no

passo n;
* u(n) = P(S, =0), a probabilidade de que o passeio esteja em 0 no passo n;

* V., o niimero de valores visitados um niimero impar de vezes até o tempo n.
Entdo:

(a) Parak > 1,
fo(2k) = u(2k — 2) — u(2k).

(b) A probabilidade de ndo retornar a 0 até o passo 2n é
P(To > 2n) = u(2n).
(¢) O niimero esperado de valores visitados exatamente uma vez é constante:
EV.] =2, Vn>1.
Demonstragdo:
(a) Sabemos que
P(Ty = 2k) = P(Ty > 2k — 2) — P(Ty > 2k).
Pelo item (b), que demonstraremos a seguir, P(7y > 2m) = u(2m), logo

fol2k) = u(2k — 2) — u(2k).

(b) Pelo Principio da Reflexdo (André, 1887), ha uma bijecao entre:

* os caminhos de comprimento 2n que nao retornam a 0;

* e os caminhos de comprimento 2n que terminam em O.

Essa bijecdo € obtida refletindo a trajetdria a partir do dltimo ponto onde atinge 0. Logo, o
numero de trajetorias que nao retornam a 0 até o passo 2n € igual ao nimero de trajetdrias que

terminam em 0. Dividindo pelo total de 22" trajetdrias possiveis, obtemos

P(Th > 2n) = P(Sy, = 0) = u(2n).

(c) Denote por M,, = maxo<i<pn, St € M, = Ming<;<, Sy. Cada vez que o passeio entra em

um ponto z do intervalo [m,,, M,], ele o deixa logo em seguida — exceto nos extremos. Assim,
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cada ponto interior € visitado um niimero par de vezes, pois cada entrada é acompanhada de uma
saida. Os extremos M,, e m,, no entanto, ttm uma visita “extra” ndo compensada (ou entrada

sem saida, ou saida sem entrada), logo s@o visitados um nimero impar de vezes.

Como hé exatamente dois extremos, concluimos que:

V,.=2, Vn2>1.

Teorema 2.0.23 (Visitas em passeio aleatério simétrico). Seja (S, n > 0) um passeio aleatério

simples simétrico com Sy = 0.

(a) Seja
Ty—1

V; = Z 1{Sn:r}7 r # 07
n=1

o niimero de visitas ao estado r antes do passeio retornar a origem pela primeira vez.
Entdo
E[V,] = 1.

(b) Seja
Ry = Z 1¢s,=0},
n=1

o niimero total de visitas a origem. Entdo

Demonstragdo:
(a) Sabemos que
Pelo item (b), que demonstraremos a seguir, P(7y > 2m) = u(2m), logo

fo(2k) = u(2k — 2) — u(2k).

(b) Pelo Principio da Reflexdo (André, 1887), ha uma bijecao entre:

* 0s caminhos de comprimento 2n que nao retornam a 0;

* ¢ os caminhos de comprimento 2n que terminam em O.
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Essa bijecdo € obtida refletindo a trajetdria a partir do dltimo ponto onde atinge 0. Logo, o
numero de trajetorias que nao retornam a 0 até o passo 2n € igual ao nimero de trajetdrias que

terminam em 0. Dividindo pelo total de 22" trajetdrias possiveis, obtemos

P(Ty > 2n) = P(Sy, = 0) = u(2n).

(c) Denote por M,, = maxo<i<pn St € M, = Ming<;<, Sy. Cada vez que o passeio entra em
um ponto z do intervalo [m,,, M,], ele o deixa logo em seguida — exceto nos extremos. Assim,
cada ponto interior € visitado um niimero par de vezes, pois cada entrada é acompanhada de uma
saida. Os extremos M,, € m,, no entanto, ttm uma visita “extra” ndo compensada (ou entrada

sem saida, ou saida sem entrada), logo sdo visitados um nimero impar de vezes.

Como hé exatamente dois extremos, concluimos que:

V,=2, Vn>1.

Teorema 2.0.24 (Probabilidade de primeira visita usando tempo de primeira passagem). Seja

(Sp,n > 0) um passeio aleatdrio simples simétrico com Sy = 0, e seja
Ty, = min{m > 0: S, = Sa,}
o tempo de primeira passagem ao estado So,. Entdo, para 0 < k < n,

P(Ty, = 2k) = P(Say = 0) P(Sap_or = 0).

Demonstracdo:

O passeio é simétrico, de modo que S,, assume apenas valores inteiros da mesma paridade

de n. O evento {75, = 2k} significa que:

SQk - SQna

S, % Son,  Vm < 2k

Pela **propriedade de Markov forte**, condicionando no instante 2k, temos:

P(Ty, = 2k) = Y P(Sop = 2, Tpy = 2k) = > P(So =2, Sy # x(m < 2k), Sy = 7).

TEZL TEZ

Note que o evento {.S,, # x (m < 2k)} é o mesmo que o passeio ndo retornar a x antes
de 2k. Por simetria e homogeneidade dos incrementos, podemos transladar o processo de modo

que x seja considerado como o novo “zero”. Assim:

P(Szk =T, Sm # T (m < 2]€)) = ]P)(Sgk = O,To = 2]€) = f0(2]€),
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onde fj(2k) é a probabilidade de primeira volta a origem no tempo 2k.

De modo anélogo, condicionando no instante 2% e usando a independéncia dos incrementos
apods esse tempo:

P(San = 2 | Sop = x) = P(Sop_ok = 0) = u(2n — 2k).
Logo, multiplicando os termos:

P(Ty, = 2k) = fo(2k) u(2n — 2k).

Usando a identidade conhecida fy(2k) = u(2k — 2) — u(2k) do passeio simétrico (ver
Teorema anterior), obtemos também:

P(Ty, = 2k) = (w(2k — 2) — u(2k)) u(2n — 2k).
Em particular, quando S,,, = 0, temos:

]P)(Tgn — 2]{7) — P(Sgk — O) ]P(Sgn_gk — O),

que € a forma desejada. ]

Teorema 2.0.25 (Nimero esperado de visitas em passeio assimétrico). Seja (.S,,),>0 um passeio

aleatorio simples assimétrico com Sy = 0, probabilidade de avanco p e de retrocesso ¢ =1 — p.

Para um estado r > 0, definimos o niimero total de visitas

V. = Z 15—}
n=0

Entao:
( 1 o1
2p 1 ) p 29
E[V,] = (p/@)" 1
[V:] 12 sep <3,
[ 00, sep = %
Demonstragdo:

eja H, = inf{n > 0: S, = r} o tempo de primeira visita ao estado . Podemos decompor
a esperan¢a em duas partes, usando a probabilidade de atingir r e o nimero esperado de revisitas

condicionadas a essa ocorréncia:

E[V,] = P(H, < 00)E[V, | H, < o).
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1. Probabilidade de atingir r. A probabilidade de o passeio atingir r antes de —oo €

conhecida do problema da ruina do jogador:

17 D> 2

q

2. Numero esperado de revisitas a . Condicionado em H, < 0o, 0 processo apds o tempo
H, é um passeio simples novamente a partir de r. Cada vez que o processo deixa r, ele pode

eventualmente retornar, com probabilidade

2q, p>3
p =2min{p,q} =

Logo, o nimero de visitas a r (contando a primeira) segue uma distribui¢do geométrica com

parametro 1 — p, e portanto

1 o1

—7 p _7

1 2p—1 2

BV | Hr <ol = =47 1
a—— < 5.

3. Combinagdo dos resultados. Multiplicando as duas partes, obtemos:

1
2p —1’

p\" 1
Q) 1—2p P

No caso simétrico (p = %), o passeio € recorrente € o nimero esperado de visitas a qualquer

1

N[ =

p >
E[V;] =

—_

|

estado € infinito. [ ]
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3 Passeio Aleatdrio com Barreira

3.1 Passeio Aleatério com Barreira

Neste capitulo, sdo exploradas as extensdes do Passeio Aleatério Simples mediante a
introducgdo de barreiras, que representam estados especiais do espago de estados do caminhante,
nos quais certas restricdes sdo impostas a0 movimento. A inclusao de barreiras torna o modelo
mais realista e proximo de aplica¢des praticas, como em sistemas de ruina, dindmica populacional,

controle de filas, e em modelos financeiros com limites de capital.

O Passeio Aleatério com Barreira permite investigar o comportamento do processo sob
diferentes condicdes de fronteira, como as barreiras absorventes — nas quais o processo €
interrompido ao atingir determinado estado, e as barreiras refletoras, que impedem o caminhante
de ultrapassar certos limites, redirecionando-o para dentro do dominio, mecanismos esses, sao0

essenciais para compreender a estabilidade e o tempo de absor¢do de sistemas estocasticos.

As defini¢oes formais, proposicdes e teoremas apresentados neste capitulo foram extraidos
e adaptados das Notas de Aula de Processos Estocdsticos do Prof. Valdivino Vargas Junior
(JUNIOR, 2024), utilizadas no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade Federal de
Goias (IME/UFG). Como complementos cldssicos, adotamos também (FELLER, 1968; ROSS,
2014; KOROSTELEVA, 2020), que oferecem formulacdes equivalentes, variacdes de hipoteses e

exemplos adicionais

3.2 Passeio Aleatdério com Barreira Refletora

Teorema 3.2.1 (Distribuicdo invariante do passeio refletido). Seja (S,,),>0 um passeio aleatério

simples nos inteiros ndo-negativos, com barreira refletiva em 0, e probabilidades de passo

Pa=1, PFPi=p PFiai=1-p 1>1

Se p < 1/2, existe uma distribui¢do invariante m = (7, 71, T, . . . ) dada por
p g p
= — 1—— k> 0.
" (1—19) ( 1—19)’ B

1. Cadeia de Markov e condi¢@o de equilibrio. O processo (.5,) forma uma cadeia de

Demonstragdo:

Markov irredutivel e aperiédica no conjunto dos inteiros ndo-negativos {0,1,2, ... } com matriz
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de transicdo:

Queremos encontrar um vetor ™ = (m,m,m2,...)comm, > 0e >, m, =1, tal que 7 = 7P.

2. Equacgdes de equilibrio detalhado (reversibilidade). Como a cadeia € unidimensional com
transicdes apenas entre estados adjacentes, podemos supor que ela seja reversivel. As equacdes

de equilibrio detalhado sao:
miPit1 = mipiPip1s, Vi >0.
Substituindo as probabilidades:
mp=m(l—p), >1,

e, para i = 0, temos:

woPo1 =mPiy = m=m(l—p).
3. Relagdo recursiva. Da equagao geral, obtemos:

Tit1 D
T 1—p

k
)
1—p)

4. Normalizagdo. Como 7 é uma distribuigdo de probabilidade, precisamos que y - 7 = 1.

0o k
p _
w3 () -
k=0

A série geométrica converge se, € somente se, p < %, e vale:

1—-p 1—-2p

Assim,

Isso implica:

Logo,

Substituindo em 7,:

o= () (%)

que € precisamente a forma enunciada.
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5. Interpretagdo. A condi¢do p < 1/2 garante que o processo tem tendéncia para baixo e,
portanto, uma distribuigdo estaciondria finita. Se p > 1/2, a soma ) _, 7 diverge e o passeio é

nao estacionario: a massa de probabilidade “escapa” para o infinito.

Teorema 3.2.2 (Distribui¢c@o invariante para passeio com barreiras refletoras). Considere o

passeio aleatdrio simples em estados {0,1, ... ,n} com
Piiyw=p, Pia=q=1-p (1<i<n-1),
e condicoes de fronteira refletoras
Py =1, P, =1

Entdo existe uma tinica distribui¢do invariante m = (7(0), ... ,m(n)) que satisfaz 1 = wP. Ela é

dada por:

(i) Caso p # q. Definar = ‘2—?. Tomando uma constante de normalizacdo C' > 0,
q

A constante C' é escolhida de modo que )" 7 (i) =1, i.e.

1= 11— 7pn!
Crl=1+-) 7ttt

(ii) Caso simétrico p = q = % Aquir =1 e as formulas acima tém de ser tratadas como
limite r — 1. Obtemos

1 1
0) = = — )=— (1<1<n—-1).
RO) =) =5, w)=- (1<i<n—1)
Demonstracdo:
A cadeia € irreduzivel e aperidica no conjunto finito {0,1,...,n}, logo a distribui¢do

invariante é inica. Vamos construi-la por equilibrio detalhado.

Passo 1: equilibrio detalhado no interior. Para 1 < ¢ < n — 1, imponha

(i) Py =7 +1) Py = w(i)p=m(i+1)q,
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o que d4 a recorréncia

Logo, parat > 1,

Passo 2: fronteira em 0. O dnico fluxoentre O e 1 €

7(0) P =n(l) Py = 7(0)-1=mn(1)-q,

isto €,
0
(1) = M
q
Assim,paral <i<n—1,
0
7T(’L) — 7T( ) Tz—l
q

Passo 3: fronteira em n. O dnico fluxoentre n — len é

7n—1)P,1p=7mn)Prpn1 = w(n—1)p=m(n)-1,

logo

n(n) =pr(n—1)=p-

Passo 4: normalizacdo. Somando as probabilidades:

qg 1—r

1=0 =1

Tomemos C' = 7(0) e imponhamos Y, 7(¢) = 1 para obter a expressdo de C~! do enunciado.

Passo 5: caso simétrico. Se p = ¢ = % entior =1le

C

7(0)=C, 7w(i)=—=20(1<i<n-1), w(n)=C.

q

Normalizando: 2C + (n — 1) -2C =2nC =1 = C = 5, dai 7(0) = 7(n)

paral < <n—1.

3=

Por construgdo (equilibrio detalhado em todas as arestas), vale 7 (i) P, ; = w(j)P;,; para

pares adjacentes, o que implica m = 7 P.
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3.3 Passeio Aleatdério com Barreiras Absorventes

Teorema 3.3.1 (Probabilidade de atingir 0 ou n primeiro (Gambler’s ruin)). Considere o passeio

aleatdrio simples em {0,1,... n} com
Pii1=p, P 1 =1-p, 1<i:<n—1,
e estados absorventes em 0 e n. Para 0 < 1 < n defina
¢o(i) = P;(atingir 0 antes de n), on (1) = P;(atingir n antes de 0).
Entdo ¢o(0) =1, ¢po(n) =0, $,(0) =0, ¢(n) =1, eparal < i <n — 1vale

¢o(i) =po(i +1) + (1 —p) goli — 1), Gn(i) =1 — ¢o(3).

(i) Caso p # % Defina

l—p
r=—-.
p
Entdo, para 0 <1 < n,
) rt—pn ) 1—rt
(ii) Caso simétrico p = % (limite r — 1). Obtém-se
. n—1 . 1
b)) =" (i) =~

Demonstracdo:

1. Equacdo de recorréncia e condi¢des de contorno. Como o processo € uma cadeia de

Markov com estados absorventes em 0 e n, temos:
¢o(0) =1, ¢o(n) =0,
e,paral <i<n-—1,
¢o(1) =poo(i+ 1)+ (1 —p) doli — 1).
Esta € uma equagdo de diferencas lineares de segunda ordem.
2. Solugdo da recorréncia (caso p # %). Reescrevendo:
pdo(i+1) — (1) go(2) + (1 —p) do(i — 1) = 0.

A equacdo caracteristica é:
pri—r+(1—-p)=0.
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1 —
Asraizessdor; = lery = —p. Logo, a solugao geral é:
p

Aplicando as condi¢Oes de contorno:
¢o(0) =A+ B =1, ¢o(n) = A+ Bry =0.

Resolvendo o sistema:

1 Ty
le—r”’ A:_l—r”'
2 2
Portanto, '
, ry —Tq
QSO(Z)— 1_7,,27),7
l—p
€ como 7y = , temos:
. ,ri_rn
1) = .
Po(?) 1—rn

A probabilidade complementar é ¢, (i) = 1 — ¢g(1).

3. Caso simétrico (p = %). A equacdo caracteristica torna-se > — 2r + 1 = 0, com raiz dupla
r = 1. A solugdo geral € entao:

Aplicando ¢(0) = 1 e ¢o(n) = 0:

1
A=1, 1+Bn=0=B=—-.
n

Logo, ‘ . .
goli)=1—~="""""¢ 4,(i)=—.

n n n

4. Interpretacdo. A fungo ¢ (i) fornece a probabilidade de ruina (atingir O antes de n) para um
jogador que comega com capital ¢ e ganha/perde uma unidade por aposta. O caso p = % € linear

(jogo justo), enquanto p # % introduz viés exponencial a favor de um dos extremos.

Teorema 3.3.2 (Tempo médio de absor¢do — Gambler’s ruin). Considere o passeio aleatorio

simples em {0,1, ... ,n} com
-Pi,i-l-l:pa Pi,i—lzl_pa 1§Z§7’Z—1,
e estados absorventes em 0 e n. Seja

7=min{m >0:5, € {0,n}}
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o tempo de absorcdo e, para 0 < 1 < n, defina

a esperanga do tempo de absor¢cdo quando o processo comega em i.

Entdo m(0) = m(n) =0e:

(i) Caso p # % Defina

l—p
r=—
p
Para 0 <1 <n,
11—
Z_nl—r”
m(i) = 2

(ii) Caso simétrico p = % Neste caso

m(i) = i(n — ).

Demonstracdo:

Prova via equagdo de diferencas. Para 1 < ¢ < n — 1, pela lei total da expectativa ao dar
um passo,
m(i) =1+pm(i+1)+qgm(i —1), m(0) =m(n) = 0.

Rearranjando,
pm(i+1) —m(i) +qgm(i — 1) = —1. (%)

Caso p # 5. Primeiro resolvemos a homogénea: pu(i + 1) — u(i) + qu(i — 1) = 0. A equagdo

caracteristica p\2 — A\ +¢g=0temraizes \; = le \y =1 = g. Logo,

u(i) = A+ Br'.
Buscamos uma solugdo particular linear v(i) = «i. Substituindo em (x):
pa(i+1) —ai+ga(i—1)=-1 = a(p+q—1)+alp—q)i= -1

Comop+ ¢ = 1,restaa(p — q)i = —1, i.e.
—1 1

Portanto, a solucdo geral é

m(i)=A+ Bri+ ——.
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Impondo as condi¢des de contorno: m(0) = 0 e m(n) =0,

A+B=0, n
— B= , A=-B
A+ Brry —2_ —q, (1—2p)(r"—1)
1—-2p
Substituindo e simplificando (fatorando B(r* — 1)),
, 1—r?
, n  rt—1 i LT T
m(l) —= —|— —= s
1-2pr»—1  1-—-2p 1-2p

como enunciado.
Caso p = }. A recorréncia () torna-se
sm(i+1)—m(i)+3m(i —1) = =1 < m(i+1) = 2m(i) + m(i — 1) = =2,
cuja solugdo tem forma quadratica: m(i) = ai® + bi + c. Substituindo:
[a(i+1)* +b(i + 1) + c] — 2(ai® + bi+¢) + [a(i —1)> +b(i — 1) + ] = -2

simplifica para 2a = —2, logo @ = —1. Com m(0) = 0 obtemos ¢ = 0; com m(n) = 0,
—an?® 4+ bn = 0 = b = n. Portanto,

Esbogo alternativo (parada opcional). Para p # %, o processo My, := S — (2p — 1)k é um
martingal. Para 7 (absor¢do) tem-se E;[| 7 || < oo e E;[|.S;|] < n, o que permite aplicar Parada
Opcional:

E;[M.] = E{[My] = E;[S;] — (2p—1)E;[r] =i.

Como S; € {0,n} e P;(S. = n) = ¢,(i) (probabilidade de absorver em n),

Ei[S7] = n¢n(i),

logo
B = "0l 2L
2p—1
, 1—r?
. . . 1— T‘i q . t—n 1—7rn
Inserindo a forma conhecida ¢, (i) = para r = =, obtemos m(i) = —————,
1—rn D 1—2p

como acima.
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4 AplicacOes de Passeios Aleatorios em
Problemas de Apostas

4.1 AplicacOes de Passeios Aleatérios em Problemas de
Apostas

4.1.1 Ruina do jogador: probabilidade de perder todo o capital em
apostas sucessivas (ROSS, 2014)

Considere um jogo de azar entre dois jogadores: A, o jogador, e B, o oponente. Supde-se
que, em cada jogada, A ganha uma unidade de B com probabilidade p, ou perde uma unidade
para B com probabilidade ¢ = 1 — p. Por outro lado, B ganha de A ou perde para A com
probabilidades ¢ ou p, respectivamente.

O resultado de cada jogada € independente dos resultados das jogadas anteriores. O jogador
A e o oponente B comecam com um determinado niimero de unidades cada um, e o jogo termina

quando um dos jogadores tiver perdido toda a sua aposta inicial.

A questdo central é: qual é a probabilidade de o jogador perder todo o seu dinheiro
ou ganhar todo o dinheiro do oponente, assumindo que um niimero ilimitado de jogadas seja

possivel?

Este € o clédssico problema da ruina do jogador. Em um exemplo simples de ruina do
jogador, cada jogada poderia depender do giro de uma moeda honesta, caso em que p = ¢ = 1/2.
A palavra “ruina” € usada porque, se o jogador disputar um jogo justo contra um banco ou

cassino com fundos ilimitados, certamente acabard perdendo.

O problema pode ser resolvido utilizando resultados de probabilidade condicional, que
levam a uma equacdo de diferencas (ou diferencial, em versdes continuas), e falaremos mais sobre
métodos de solugdo posteriormente. Ha também outras questdes associadas a esse problema,
como o nimero esperado de jogadas até o término do jogo. Em certos cenarios, o jogador pode

estar jogando contra um cassino com uma aposta inicial muito alta (efetivamente infinita).

Uma forma natural de modelar o problema da ruina do jogador € tratd-lo como um passeio
aleatério unidimensional. Suponha que existam a + 1 posi¢des marcadas em uma linha reta,
numeradas como

0,1,2,...,a.

Uma pessoa comega na posicao k, onde 0 < £ < a. O passeio prossegue de tal forma que, a

cada passo, hd uma probabilidade p de o caminhante avancar uma casa, de £ — k + 1, e uma
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probabilidade ¢ = 1 — p de ele retroceder uma casa, de k — k£ — 1.
O passeio continua até que o caminhante atinja 0 ou a, e entdo o processo € encerrado.

De modo geral, em um passeio aleatério, a posicdo do caminhante apds n passos €
conhecida como o estado do passeio apds n etapas (ou apds percorrer n estigios). Assim, o
passeio descrito acima comeca no estdgio k£ no passo 0 e se move para k — 1 ou k + 1 ap6s um

passo, e assim sucessivamente.

Um passeio aleatério € dito simétrico se p = ¢ = 1/2. Se o passeio for limitado, as

extremidades sdo chamadas de barreiras, que podem ter diferentes propriedades:
* As barreiras absorventes encerram o passeio assim que sao atingidas (ndo ha retorno
possivel).

* As barreiras refletoras permitem que o passeio “retorne” ao estado anterior quando uma

delas € atingida.

Uma forma ttil de representar graficamente os passeios aleatérios € por meio de um

diagrama de transi¢do ou diagrama de processo, conforme ilustrado na Figura 5.

P p P

2

0 | a-2 a-1 i
q q q

Figura 5 — Diagrama de transi¢do para uma caminhada aleatéria com barreiras absorventes em
cada extremidade da caminhada.

Em um diagrama de transi¢do, os possiveis estdgios do caminhante sdo representados por
pontos dispostos em uma linha. Se uma transi¢do entre dois pontos pode ocorrer em um Unico
passo, esses pontos sdo conectados por uma aresta (ou curva), com uma seta indicando a dire¢ao

do movimento e um peso associado, representando a probabilidade de o passo ocorrer.

De modo geral, essas transi¢cdes podem ser descritas por um conjunto de probabilidades
P, ;, onde:
Pi,j — ]P)(Sn+1 :j | Sn — 2),

indicando a probabilidade de o passeio se deslocar do estado ¢ para o estado j em um Unico

passo.

Teorema 4.1.1 (Ruina do jodador). Problema da ruina do jogador

Sejam X1, X5, X3, ... varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tal que

PX,=1)=p e PX,=-1)=1—p.
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Considere o passeio aleatorio simples com espago de estados E definido por
Sn:SO‘i‘ZXZ‘, n>1.
i=1
Tome Sy = i, comi € E, e defina p(i,n) como a probabilidade do passeio aleatdrio iniciando

da posicdo 1 atingir o valor fixado n antes do valor 0, com 0 < 1 < n.

Temos: )
(1
n er=g
. 1—p\’
pim =1 1= (2)
P 1
7 sepF .
o
1—(—£Z
\ p
Além disso,
1-p\' 1
1-— (_p) , sep> —=;
lim p(i,n) = p 2
n—oo
0, caso contrdrio.

Teorema 4.1.2 (Problema da ruina do jogador (Tempo Esperado)). Sejam X, X5, X3,

veis aleatorias independentes e identicamente distribuidas tal que
PX,=1)=p e PX,=-1)=1-—p.

Considere o passeio aleatorio simples com espago de estados FE definido por

So=5+> X, n>1
=1

Tome Sy = i, com i € E, e defina B(i,n) como

B(i,n) =min{m >0: 5, =00u S,, =n}.

1
Suponha que p #* oX Entdo:

Exemplo 1:

... varid-
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Nos tltimos anos, as apostas em plataformas online cresceram de forma acelerada, impul-
sionadas por aplicativos acessiveis e campanhas de marketing agressivas. As bancas, por sua vez,
ajustam sutis regras para ampliar seus lucros, explorando o comportamento humano frente ao
risco. Esse contexto tem gerado impactos financeiros relevantes, com jogadores comprometendo

parte significativa de sua renda.

Para ilustrar esse fendmeno, o estudo propde um modelo probabilistico baseado em
passeios aleatérios, comparando o comportamento de um apostador nas roletas europeia e
americana. Apesar de diferencas aparentemente pequenas nas regras, observa-se que pequenas
alteracdes estruturais aumentam significativamente o prejuizo médio do jogador, evidenciando a

vantagem sistematica da banca.

1.1 Base de Dados

A base de dados foi gerada por simulacdo Monte Carlo no RStudio, modelando o compor-
tamento de um jogador, iniciando com $100,00, intencionando dobrar o seu capital, em
sucessivas apostas nas roletas europeia e americana. Cada simulagdo representa um passeio
aleatdrio do capital, variando conforme vitérias e derrotas, até ocorrer ruina, meta de lucro
ou limite de rodadas. A andlise de milhares de trajetérias permitiu estimar probabilidades e
ganhos médios, revelando que o jogo, embora aparentemente justo, possui valor esperado

negativo devido a presenga do(s) zero(s), o que garante vantagem a banca.

1.2 Abordagem Analitica

A abordagem analitica baseia-se na teoria dos passeios aleatdrios e na Lei dos Grandes
Numeros, tratando cada aposta como uma varidvel bindria de ganho ou perda. Demonstrou-
se que o valor esperado por aposta é negativo — cerca de —2,7% na roleta europeia
e —5,3% na americana —, evidenciando a vantagem estatistica da banca. As médias
acumuladas convergem para esses valores, confirmando que, a longo prazo, o jogador
tende a perder. Assim, a andlise reforca que até pequenas alteragdes nas regras, como a

adi¢do de um zero extra, ampliam o prejuizo médio esperado.

1.3 Diferenca das Médias Esperadas entre as Roletas

Em um jogo de roleta, cada aposta simples (em preto ou vermelho) pode ser modelada

como uma variavel aleatéria X, tal que:

% +1, com probabilidade p,

—1, com probabilidade 1 — p.

O valor esperado do ganho € dado por:

E[X]=2p—1.
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Figura 6 — 1: Trajetdrias simuladas do ganho acumulado em 600 rodadas para as roletas ameri-
cana (acima) e europeia (abaixo). As linhas coloridas representam trajetdrias repre-
sentativas: (queda até capital zero), Longa duracao (oscilacdes prolongadas)
e Meta (atingimento de ganho-alvo). As linhas cinzas ao fundo correspondem a simu-
lagdes aleatorias de contexto. Observa-se tendéncia descendente mais acentuada na
roleta americana, indicando maior vantagem da banca e ruina mais rdpida do jogador.

Trajetorias de Capital — 600 Rodadas

Americana

50

N
o

o

)
o

&
=3

Europeia

Ganho acumulado
o .
3

N
o

o

N
o

50 o ee o ® ewamm wous e wew oo o - oo

Rodadas

Fonte: Elaborado pelo autor.

1.4 Roleta Europeia Na roleta europeia ha 37 casas, sendo 18 vermelhas, 18 pretas e 1 verde

(zero). Assim,

18 18 1
E[Xe] =2 (—) — 1=~ ~ —0,0270.

Peu = §7

37

1.5 Roleta Americana Na roleta americana ha 38 casas, sendo 18 vermelhas, 18 pretas e duas
verdes (0 e 00). Portanto,

18 1
EX,]=2(—)—-1=—-— 2 —0,0526.
: [Xus] (38> o 0,0526

18

puszﬁ

1.6 Viés Causado pelo Acréscimo de uma Casa “00” A diferenca das médias, que expressa o

z

viés introduzido pela adi¢cdo da casa “00”, é:

1 1 18
AE = B[Xu] ~ B[Xa] = —55 ~ (—ﬁ) = — o5 ~ 00256,

Logo, a presenca do “00” reduz o ganho esperado em cerca de 2,56%, aumentando
significativamente a vantagem da banca. No longo prazo, esse pequeno viés leva o jogador
a perdas acumuladas maiores e a uma ruina mais rdpida, evidenciando a sensibilidade do

valor esperado a alteracOes estruturais nas regras do jogo.

1.7 Probabilidade de Ruina no Jogo da Roleta Americana e Europeia
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Figura 7 — 2: A figura apresenta a evolu¢do da média acumulada do ganho por aposta ao longo
de 600 rodadas para as roletas americana (a esquerda) e europeia (2 direita). As linhas
s6lidas mostram a média empirica simulada, enquanto as linhas tracejadas indicam o
valor esperado tedrico de cada jogo.

Média Acumulada do Ganho por Aposta
Americana Europeia

100.0%

~
]

=}
2

Ganho médio por aposta

0.0%

-100.0%

0 200 400 600 0 200 400 600

Rodadas

Roleta — Americana = Europeia Série = Média acumulada =  Valor esperado

Fonte: Elaborado pelo autor.

Enunciado:

Um jogador inicia uma partida de roleta com um capital inicial de R$100, apostando
sempre na cor preta ou vermelha. A cada rodada, ele ganha R$1 com probabilidade p e

perde R$1 com probabilidade ¢ = 1 — p, onde p depende do tipo de roleta:
* Roleta Americana: 38 casas (18 pretas, 18 vermelhas, 2 verdes).
_ 18 ~ 0,4737
b= 38 ~ Yy

* Roleta Europeia: 37 casas (18 pretas, 18 vermelhas, 1 verde).

18
= — ~ 0,4865
p 37 5

O jogador decide parar de jogar quando atingir uma meta /N (capital total de N reais)
ou quando perder todo o capital (chegar a zero). Deseja-se estimar a probabilidade de o
jogador perder tudo antes de alcancar a meta [V (probabilidade de ruina), para diferentes

valores de V.

1.8 Resultados da simulacdo Monte Carlo:

1.9 Resultados e Discussdo
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Tabela 1 — Probabilidade de ruina e tempo esperado por tipo de roleta.

Meta (N) Roleta Prob. de ruina (%) Tempo esp. (rod.)

15 Americana 51,75 51,97
20 Americana 73,97 91,76
25 Americana 85,58 121,38
30 Americana 91,62 142,87
15 Europeia 42.23 53,63
20 Europeia 63,00 97,66
25 Europeia 75,00 138,37
30 Europeia 82,34 174,09

Figura 8 — Probabilidade estimada de ruina para diferentes metas de capital N nas roletas

20

@ ~ o
o o o

Probabilidade de Ruina (%)

w
o

40

americana e europeia, considerando capital inicial de R$10,00.

Probabilidade de Ruina por Tipo de Roleta

Europeia (azul) e Americana (vermelho)

Meta de Capital (R$)

Roleta = Europeia “® Americana

Fonte: Elaborado pelo autor.

Modelagem: O capital do jogador foi representado como um passeio aleatorio com
tendéncia negativa, dependente da expectativa de ganho em cada tipo de roleta.

1

3= ~ —0,027, evidenci-

Roleta Europeia: O valor esperado por rodada é F[X| = —
ando uma vantagem média da banca de 2,7%.

1

Roleta Americana: O valor esperado é E[X| = —75 ~ —0,053, dobrando a vantagem

da banca e acelerando a ruina do jogador.
Simulacdes (600 rodadas, 1000 repeticoes):

Convergéncia Estatistica: A média acumulada dos ganhos converge para o valor
esperado tedrico (Lei dos Grandes Numeros), confirmando a tendéncia de perda a

longo prazo.
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* Comparativo Visual: Nas trajetérias individuais o conjunto revela clara tendéncia

descendente mais acentuada na roleta americana.

* A probabilidade de ruina aumenta com o aumento da meta N, pois é necessdrio

acumular uma vantagem maior para atingir valores mais altos.

* A roleta europeia apresenta menor probabilidade de ruina para as mesmas metas,
refletindo sua vantagem levemente maior para o jogador devido a menor quantidade

de casas verdes.

Exemplo 2: O Jogo de Craps

Craps € uma simplificacdo americana do século XIX do hazard, um jogo de dados que se

acredita ter origem arabe e que remonta as Cruzadas. Matematicamente, a caracteristica mais

interessante do craps € que as apostas principais exigem um nimero aleatério de langamentos
para serem resolvidas. (ALLEN, 2010)

O Craps é um dos jogos de dados mais populares dos cassinos modernos. E um jogo de

puro acaso, baseado em langamentos sucessivos de dois dados cibicos honestos (cada um com

faces numeradas de 1 a 6). Sua origem remonta ao jogo francés crapaud (“sapo”) do século

XVIII, que por sua vez derivou do hazard, um jogo inglés medieval.

Nos cassinos, os jogadores podem realizar diversas apostas paralelas. Entretanto, neste

trabalho modelaremos apenas a aposta principal, denominada Pass Line Bet, a mais tradicional.

2.1 Descrigao probabilistica do jogo Craps

2.1.1 Espaco amostral e varidveis aleatdrias (ALLEN, 2010)
Sejam D; e D, varidveis aleatdrias independentes e uniformemente distribuidas
no conjunto {1,2,3,4,5,6}, representando os resultados dos dois dados. Define-se a
varidvel aleatéria soma
S =D+ D,
cujos valores possiveis pertencem ao conjunto {2,3,...,12}.

O espago amostral do lancamento de um par de dados é

Q={(i,7):i,j € {1,...,6}},

com 2] =36e

onde n; denota o nimero de combinagdes que produzem a soma s.

2.1.2 Estrutura da rodada
Cada rodada do jogo € iniciada por um lancamento denominado come-out roll. O
resultado desse langamento determina imediatamente o encerramento da rodada ou o

estabelecimento de um estado intermedidrio chamado ponto.
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2.1.3

2.14

Formalmente, define-se a varidvel aleatdria S, como a soma obtida no come-out roll.

As regras sao:

Vitéria imediata, se Sy € {7,11},
Derrota imediata, se Sp € {2,3,12},
Ponto estabelecido, se Sy € {4,5,6,8,9,10}.

Caso um ponto = € {4,5,6,8,9,10} seja estabelecido, a rodada prossegue com
lancamentos sucessivos dos dados até que ocorra um dos dois eventos absorventes:
e ocorréncia da soma z, caracterizando vitoria;

e ocorréncia da soma 7, caracterizando derrota.

Modelagem probabilistica apds o ponto

Uma vez estabelecido o ponto x, o processo pode ser modelado como uma sequéncia
de ensaios independentes e identicamente distribuidos, nos quais apenas os eventos
S =z eS = 7 encerram a rodada. Os demais resultados mantém o jogo em

andamento.

Se n, denota o nimero de combinag¢des que produzem a soma x, entao:

n 6
Do pp(§=7)= .
(S =7 =35

A probabilidade de que o ponto z seja obtido antes da soma 7 € dada por

» Pr(s = ) z
P pe — pr— .
r(vitdria | x) Pr(S=x2)+Pr(S=7 n,+6

Esse resultado decorre da propriedade de falta de memoria do processo geométrico
implicito nos langamentos sucessivos, conforme discutido por Ethier (ALLEN, 2010).
Varidvel aleatéria de ganho

Considere a aposta Pass Line com pagamento 1:1. Define-se a varidvel aleatdria X,

representando o ganho liquido por unidade apostada, como:

x +1, searodada termina em vitdria,
—1, searodada termina em derrota.

O valor esperado dessa aposta €
E[X] = Pr(vitéria) — Pr(derrota),

quantidade que sintetiza a vantagem matemadtica do cassino e caracteriza o jogo
como um jogo injusto (E[X] < 0), conforme demonstrado explicitamente em Ethier
(ALLEN, 2010).



4.1. APLICACOES DE PASSEIOS ALEATORIOS EM PROBLEMAS DE APOSTAS 76

2.2 Descrigcdo da base de dados utilizada

A base de dados gerada nesta simulacdo € ficticia e construida inteiramente a partir de
processos aleatérios, simulando partidas sucessivas do jogo Craps (aposta Pass Line).
Cada observacao corresponde ao resultado de uma partida completa, representando um
passo em uma caminhada aleatéria com dois estados possiveis por rodada: vitéria (+1) ou
derrota (—1).

Os principais campos armazenados durante as simulagdes sao:

* t: nimero da rodada (ou partida) ao longo da simulagdo, variando de 0 até o limite

maximo definido (max_steps);
* capital: capital acumulado do jogador apds cada rodada;

* outcome: desfecho final da simulacdo, podendo assumir os valores “ruina” (quando
o capital zera), “meta” (quando a meta de ganho € atingida) ou “1imite” (quando

a simulacao termina pelo limite de rodadas);
* sim: identificador numérico da simulagdo (cada uma independente das demais);

* regra: etiqueta textual que indica o tipo de jogo modelado (“"Craps” neste caso).

Dessa forma, o conjunto de dados final consiste em milhares de trajetorias independentes,
em que cada linha representa um instante do capital dentro de uma sequéncia de rodadas.
Essas trajetdrias permitem estimar empiricamente as probabilidades de ruina, sucesso e
tempo médio de duracdo do jogo, além de possibilitar a visualizagcdo gréfica da evolugdo
do capital do jogador ao longo do tempo.

2.3 Descrigdo analitica

A abordagem analitica baseia-se na modelagem do jogo Craps como um processo esto-
castico discreto do tipo passeio aleatorio com barreiras absorventes. Cada rodada do
jogo é representada como um passo do passeio, em que o capital do jogador aumenta
uma unidade em caso de vitdria ou diminui uma unidade em caso de derrota. O jogo é
interrompido quando o capital atinge uma das barreiras: a ruina (capital igual a zero) ou a

meta (capital igual ao valor-alvo estabelecido).

O estudo emprega simulacdes de Monte Carlo para gerar um grande numero de trajetorias

independentes, a fim de estimar:

* as probabilidades de ruina e de sucesso;
¢ adistribui¢do do tempo até absorc¢do (ndimero de rodadas até o término);

* a convergéncia da média acumulada do ganho por rodada, conforme a Lei dos

Grandes Numeros.
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A andlise inclui a comparacdo das propor¢des observadas com os valores tedricos espera-
dos, e a visualizacdo gréfica da evolucgdo do capital ao longo das partidas. Essa abordagem
permite interpretar o comportamento dindmico do jogo sob a 6tica probabilistica, evidenci-

ando o pequeno viés negativo associado a vantagem da casa no Pass Line.

A Figura 9 apresenta um conjunto de trajetérias simuladas do capital de um jogador no
jogo Craps (aposta Pass Line), considerando o ganho acumulado ao longo de 600 rodadas,
em unidades de aposta. Cada degrau do grafico representa o resultado de uma partida
completa de Craps: um incremento de +1 em caso de vitdria e uma reducio de —1 em

caso de derrota.

As linhas em cinza representam uma amostra aleatdria de 30 trajetorias de fundo, exibindo
o comportamento geral do processo estocdstico. Essas trajetrias apresentam oscilacdes
aleatdrias em torno do zero nos primeiros instantes, seguindo o padrdo tipico de um passeio
aleatdrio com leve viés negativo, decorrente da pequena vantagem estatistica do cassino

no jogo (—1,41% por rodada).

As linhas coloridas destacam trés perfis representativos:

e Curta (vermelha): representa uma trajetdria de curta duracdo, que atinge rapidamente

uma das barreiras (geralmente com ruina precoce);

* Mediana (azul): ilustra o comportamento tipico, com oscila¢cdes em torno do ponto

inicial e duracdo intermedidria antes de estabilizar;

* Longa (verde): indica uma trajetdria persistente, que demora mais tempo a atingir os

limites, mantendo-se por diversas rodadas em torno do capital inicial.

Nota-se que, apesar da aleatoriedade individual, o conjunto das trajetdrias tende a apresen-
tar um leve declinio ao longo do tempo, refletindo a expectativa matematica negativa do
jogo. Esse comportamento evidencia a vantagem da casa e demonstra, de forma empirica,
que em horizontes longos a probabilidade de ruina supera a de sucesso, mesmo quando as
flutuacdes iniciais aparentam equilibrio.

A Figura 10 mostra a média acumulada do ganho por rodada em 600 partidas independentes

de Craps (sem barreiras). A curva sélida exibe a série empirica { X; }%%, ao passo que a

7T~

linha tracejada marca o valor esperado tedrico do Pass Line, E[X] = 2p — 1 = — 5= =

—1,41%, com p = 232,

* Volatilidade inicial: Nos primeiros langamentos, a média acumulada apresenta gran-
des oscilacdes (inclusive valores positivos), pois X; é calculada sobre poucas ob-
servacoes. Esse comportamento € tipico quando ¢ € pequeno, ja que a divisdo por ¢

amplifica a variabilidade relativa.
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Figura 9 — Trajetérias (lucro/prejuizo) simuladas no jogo de Craps(Pass Line). Cada rodada é

Ganho acumulado

uma partida completa de Craps; Y em unidades de aposta

200 400 600
Rodadas (partidas de Craps)

Resultado @ limite Perfil Curta = Longa Mediana

Fonte: Elaborado pelo autor.

» Convergéncia ao valor esperado: A medida que ¢ cresce, observa-se a estabilizacdo

da curva sélida em torno de —1,41%, ilustrando a Lei dos Grandes Ndimeros:

X, X E[X]=-1,41%

t—o0
evidenciando o leve viés negativo (vantagem da casa) do Pass Line.

Ordem de flutuac@o esperada: Como X € {—1, + 1} com p ~ 0,493, Var(X) =

4p(1 — p) ~ 1. Logo, o erro padrdo de X, é aproximadamente

- v/ Var(X 1
Ep(X,) ~ YY) 1
Vi Vit
Em ¢ = 600, EP()_Q;OO) ~ 0,041 (4,1%). Assim, desvios transitorios de alguns pontos
percentuais em torno de —1,41% ainda sdo plausiveis no horizonte curto de 600

rodadas.

Implicagdo pratica: Mesmo que sequéncias favoraveis elevem temporariamente a
média acima de zero, a tendéncia de longo prazo € convergir para o valor esperado
negativo. Em horizontes maiores, a dispersdao diminui e a vantagem da casa se torna

cada vez mais evidente na média.

2.4 Andlise das médias esperadas do jogo Craps

A média esperada de ganho por rodada no jogo Craps fornece uma medida direta
do valor esperado (F[X]) da aposta principal Pass Line. Essa estatistica resume a

vantagem matematica que a banca (cassino) possui sobre o jogador.
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Figura 10 — Média acumulada do ganho por rodada em Craps (sem barreiras) para 7" = 600. A
linha tracejada representa o valor esperado teérico do Pass Line (~ —1,41%).

Média Acumulada do Ganho por Rodada (Craps, sem barreiras)
Convergéncia para o valor esperado do Pass Line (~ =1,41%)

100.00%

50.00%

Ganho médio por rodada

0 200 400 600
Rodadas (partidas de Craps)

Jogo — Craps Série — Médiaacumulada =  Valor esperado

Fonte: Elaborado pelo autor.

No caso do Pass Line, a probabilidade de vitéria é p = 234 x (,4929, enquanto a de

495
derrotaé g =1 — p =~ 0,5071.

Para justificarmos essa probabilidade de ocorréncia de vitéria de um evento antes de
outro com valor aproximado de 0,4929, segue: (PAPOULIS, 1991)

Sabemos que no jogo de azar craps, um par de dados € lancado e o resultado do
experimento € a soma dos dados. O jogador vence no primeiro langamento se a soma
for 7 ou 11 e perde se a soma for 2, 3 ou 12. Se a soma for 4, 5, 6, 8, 9 ou 10, esse
numero é denominado o ponto do jogador. Uma vez estabelecido o ponto, a regra
€ a seguinte: se o jogador obtiver um 7 antes do ponto, ele perde, mas se o ponto
for obtido antes de um 7, o jogador vence. Deseja-se calcular a probabilidade de
vitéria no jogo de craps. Na tabela a seguir temos os resultados possiveis, a soma e a
probabilidade.

Sejam A, B e C os eventos em que o jogador vence, vence no primeiro langamento e

estabelece um ponto, respectivamente. Entao,
P(A) = P(B)+ P(C).
Sendo assim, temos que

6 2 2
P(B):P(Soma:7)+P(soma:11):%4_%:§
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Tabela 2 — O resultado dos langamentos de dois dados distintos

Resultados Soma Probabilidade
(1,1) 2 =
(1,2),(2,1) 3 =
(1,3),(2,2),(3,1) 4 =
(1,4),(2,3),(3,2),(4,1) 5 a
(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 6 2
(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) 7 =
(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2) 8 =
(3,6),(4,5),(5,4),(6,3) 9 a
(4,6),(5,5),(6,4) 10 =
(5,6),(6,5) 11 2
(6,6) 12 =

Fonte: Adaptado de Ross (2014) e Ethier (2010) (PAPOULIS, 1991; ALLEN, 2010).

Seja Ay o evento em que o ponto k ocorre antes de 7. Entdo,

P(C)= ) P(A)P(ponto = k).
ke€{4,5,6,8,9,10}
logo,
P(soma = k)
P(A;) = )
(4e) P(soma = k) + P(soma = 7)
pela tabela 2,
P(soma = 4) = 3 P(soma = 5) = 4 P(soma = 6) = il
36 36 36
5 4 3
P(soma = 8) = 35 P(soma =9) = 36 P(soma = 10) = 3%
sendo assim,
2 5 5 2
P(A5) = 5 P(Ag) = T P(Ag) = IER P(Ay) = =
1 1
P(Ay) ==, P(Ap) =-.
(A) =3, PlAw) =3
Utilizando esses valores, obtém-se
2 134
P(A)=P(B)+ P = — 4+ — =0.,49293.
(A) (B)+ P(C) 9—1—495 0,49293

O ganho unitario em cada rodada é definido como:

x +1, se o jogador vencer,
—1, se o jogador perder.

Assim, o valor esperado de cada rodada é:

E[X] = (1)(p) + (=1)(¢q) = 2p — 1 = 2(0,4929) — 1 = —0,0141.
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2.5

Logo, o ganho médio esperado é de aproximadamente —1,41% por rodada. Esse
resultado indica que, em média, o jogador perde cerca de 1,41% de sua aposta a cada
partida de Craps na modalidade Pass Line. Trata-se de uma vantagem estatistica

muito pequena, mas suficiente para garantir lucro ao cassino no longo prazo.

A Figura 11 demonstra empiricamente esse comportamento: a curva da média acu-
mulada de ganhos (X,) oscila intensamente nas primeiras rodadas — reflexo da
variabilidade inerente as amostras pequenas — e gradualmente converge para o
valor tedrico esperado de —1,41% a medida que o niimero de partidas aumenta. Essa
convergéncia ilustra a Lei dos Grandes Numeros, segundo a qual:

t—o00

t
S 1 q.c.
Xy = - X, — F[X].
: tiE:l [X]

Em termos praticos, o comportamento observado evidencia que:

— No curto prazo, o jogador pode apresentar ganhos ou perdas significativas, fruto

da variabilidade aleatoria;

— No longo prazo, a média tende inevitavelmente ao valor esperado negativo,

confirmando o pequeno, porém constante, viés a favor da casa;

— Esse resultado reforca que o Craps, embora pareca equilibrado, é um exemplo
cldssico de um jogo de expectativa negativa, onde a aleatoriedade mascara

momentaneamente a desvantagem do jogador.

Portanto, a andlise estatistica do valor esperado mostra que o jogo de Craps, na aposta
principal Pass Line, é levemente desfavordvel ao apostador, e que essa diferencga,
embora pequena, se consolida com o aumento do nimero de rodadas, garantindo a

vantagem do cassino em horizontes longos.

Probabilidade de ruina no Craps

Temos que

244
+1, com prob. p = — =~ (0,49293,
X, — 495
t 251

—1, comprob.g=1—p= 10% ~ 0,50707,

e barreiras absorventes em 0 (ruina) e N (meta). Seja Ky = k o capital inicial.
Para horizonte ilimitado (sem truncamento no nimero de rodadas), a probabilidade

classica de ruina (atingir 0 antes de V) é
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Como ¢ > p no Pass Line, o passeio tem leve viés descendente e ¢(k; N,p) excede o
caso “justo” 1 — k/N.

. Aplicacdo numérica (cendrio do estudo)

244 251

Com ky = 50, N =100, p = o= er = 4 _ S~ 102869,
b
_ ko

[P(atingir a meta) = TN~ 0,19557,
—r

P(ruina) = 1 — P(atingir a meta) ~ 0,80443.

Logo, em horizonte ilimitado, a chance de ruina partindo do meio do corredor
(ko/N = 0,5) é de aproximadamente 80,4%. Para compara¢io, num passeio justo
(p = q) terfamos ¢ = 1 — ko/N = 50%; a pequena vantagem da casa (E[X] =
2p — 1 = —7/495 ~ —1,41%) desloca substancialmente a probabilidade em dire¢éo
a ruina.

. Estimativa por simulagdo e incerteza

Em uma simulagdo Monte Carlo com B réplicas e sem truncamento (todas as trajeto-

. . -~ B - JORT z s
rias absorvem), o estimador natural ¢» = £ >~;” | 1{ruina na réplica b} é insesgado e

tem erro padrdo aproximado EP(&) = /¢(1 —v)/B.Com =~ 0,804 e B = 3000,
obtemos

EP(QZ) ~ 0,00724, ICy59% ~ 0,804 4+ 1,96 x 0,00724 = [0,790, 0,818].
. Efeito do truncamento temporal

Quando se impde um limite de rodadas (max_steps=600), muitas trajetorias ter-
minam por limite (censura a direita), o que impede observar a absor¢cao. Nesse

Caso:

— A fracdo “ruina/meta” dentro dos casos resolvidos é um estimador condicional
e pode ser viesado se a probabilidade de resolver antes do limite depender do

desfecho.

— As alternativas recomendadas sdo: (i) aumentar max_steps para reduzir a
censura; (i1) usar a formula tedrica acima como referéncia e checar calibragcdo
via simulacao; (iii) tratar o tempo até absor¢ao como varidvel de sobrevivéncia
com censura e ajustar um modelo apropriado.

. Sensibilidade

A probabilidade de ruina aumenta quando:
1. ko diminui (mais perto de 0 na largada);
2. N aumenta (meta mais distante);

3. o viés negativo cresce (isto é, ¢/p aumenta).
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Assim, mesmo um pequeno viés (=~ 1,41% por rodada) tem impacto expressivo em
horizontes longos, elevando a chance de ruina de 50% (justo) para cerca de 80%

neste cenario.

A Figura 12 mostra a probabilidade tedrica de ruina ¢ (k; V,p) em fungdo do capital
inicial k, com barreiras em 0 e N = 100, no contexto do jogo Craps (aposta Pass
Line). A linha azul representa o cendrio real do jogo, com p = 0,493, enquanto
a linha verde tracejada corresponde ao caso de um jogo justo (p = 0,5). O ponto
vermelho, identificado na legenda como £y = 50, indica o capital inicial utilizado
como referéncia na simulagdo, cuja probabilidade de ruina € aproximadamente

80,4%.

O gréfico revela que, embora o viés do jogo seja pequeno em cada rodada (E[X | ~
—1,41%), seu efeito acumulado é expressivo. No caso justo, a probabilidade de ruina
decai linearmente de 100% para 0%, enquanto no Craps a curva assume formato
exponencial, indicando um aumento acelerado do risco de ruina a medida que o
capital inicial diminui.

A inclusdo de %y na legenda reforga o papel do ponto de partida na determinacgdo do
risco total enfrentado pelo jogador. Quando kg /N = 0,5, a probabilidade de ruina
ultrapassa 80%, evidenciando como a vantagem matematica do cassino, ainda que

sutil, se manifesta inevitavelmente no longo prazo.

Figura 11 — Probabilidade tedrica de ruina ¢ (k; N,p) com N = 100. Linha azul: jogo Craps
(p = 244/495); linha verde tracejada: jogo justo (p = 0,5); ponto vermelho (ky =
50) destacado na legenda.

s k0 =50
Bl psi ~= 80.44%

Probabilidade de ruina (k)

0 25 50 75 100
Capital inicial kg

Cenario = Craps (p = 244/495) — Jogo justo (p = 0.5)

Fonte: Elaborado pelo autor.

. Resultados e discussdo



4.2. PASSEIOS ALEATORIOS EM PROCESSOS DE FILAS E OUTROS EXEMPLOS 84

A simulacao realizada para o jogo Craps (aposta Pass Line) considerou um capital

inicial £y = 50, uma meta N = 100 e probabilidade de vitéria p = % ~ 0,493. O
valor esperado por rodada é ligeiramente negativo (E[X| ~ —1,41%), refletindo a

vantagem matemadtica do cassino.

A Figura 9 mostra as trajetorias simuladas do capital ao longo de 600 rodadas, onde
cada linha representa uma sequéncia independente de partidas completas de Craps.
Observa-se que, embora algumas simulagdes atinjam temporariamente ganhos, a
maioria das trajetrias converge para perdas progressivas, caracterizando a tendéncia
de declinio esperada em jogos com valor esperado negativo. O comportamento
irregular e os degraus no grafico evidenciam a natureza estocastica do processo, em
que vitdrias e derrotas ocorrem de forma aleatéria, mas o saldo médio tende a se

deteriorar no longo prazo.

A andlise da média acumulada do ganho por rodada confirma essa tendéncia. A
medida que o ndmero de rodadas aumenta, a média converge gradualmente para o
valor esperado teérico de —1,41%, demonstrando a aplicagdo da Lei dos Grandes
Numeros (LGN). Assim, pequenas vantagens do cassino tornam-se determinantes
quando o nimero de partidas cresce, o que justifica a sustentabilidade do jogo a favor

da casa.

Por fim, a Figura 11 apresenta a probabilidade tedrica de ruina ¢(k; N,p) em fungdo
do capital inicial k. No cendrio do Craps, a probabilidade de ruina para ky = 50
alcanca aproximadamente 80,4%, enquanto para um jogo justo (p = 0,5) seria
exatamente 50%. Nota-se que a diferenga aparentemente pequena entre p = 0,493
e p = 0,5 é suficiente para provocar um aumento expressivo no risco de ruina. A
medida que o capital inicial se distancia da meta, a curva de ruina cresce de forma

nao linear, aproximando-se rapidamente de 100% para baixos valores de k.

Esses resultados evidenciam que, embora o Craps seja um jogo de acaso com
pequenas margens, a estrutura probabilistica do modelo leva inevitavelmente a pre-
dominancia de perdas no longo prazo. A conjunc¢do entre valor esperado negativo
e alta probabilidade de ruina explica matematicamente o sucesso econdmico dos
cassinos e demonstra o poder das ferramentas probabilisticas na andlise de fendmenos

aleatorios.

4.2 Passeios Aleatorios em Processos de Filas e outros
exemplos

Filas de espera: numero de clientes em uma fila pode ser modelado como passeio aleatério
com barreiras (JUNIOR, 2011)
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4.2.1 O passeio aleatorio como esqueleto da fila M/M/1

Considere uma fila M /M /1, isto é:

* Chegadas segundo um processo de Poisson com taxa \;
* Servigco com tempo exponencial de taxa j;
* Um unico servidor e capacidade infinita.

Seja N(t) o nimero de clientes na fila no instante ¢ > 0. Entdo (N (t));>0 é um processo

de nascimento e morte continuo com:

A=A pp=p (n2>1), po=0.

4.2.1.1 Esqueleto discreto

Se observarmos a fila apenas nos instantes de eventos (chegadas ou partidas), temos:

Sy = N(T},), k=0,12,...

- Se o evento em 7}, é uma chegada: Si,1 = Sk + 1 - Se o evento € uma partida: Sy 1 =

Sk — 1, para S, > 0 - Para S, = 0 e um servigo ocorre, a fila permanece em 0.

Assim, (Sy) é um passeio aleatdrio assimétrico com barreira refletora em 0:

_ Ak
PN P=Nru

4.2.1.2 Observacoes

1. Cada incremento do passeio corresponde a um evento de chegada (+1) ou partida (-1) da
fila.

2. A barreira refletora em 0 garante que a fila nunca seja negativa.

3. Se A < u, o passeio aleatdrio tende a voltar para 0 (fila estavel); se A > p, hd tendéncia de

crescimento ilimitado (fila instavel).

Teorema 4.2.1 (Distribuicdo invariante do esqueleto do M /M /1). Considere o esqueleto discreto
da fila M /M /1, ou seja, o nimero de clientes observado apenas nos instantes de chegada ou

partida, modelado como um passeio aleatério assimétrico com barreira refletora em 0:
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A
Ap?

Sk+1 =1 S, — 1, com probabilidade 1 — p = Fuu’ Sk >0,
Sk, Sy = 0.

S+ 1, com probabilidade p =

Se p < 1/2 (fila estdvel), a distribui¢do estaciondria do esqueleto (7,,),>0 €

S
I—p

1-2
r—1_ P p

l-p 1-p°

com

4.2.1.3 Conclusao

O passeio aleatério observado nos instantes de eventos da fila M /M /1 serve como es-
queleto discreto do processo continuo. Isso permite aplicar resultados cldssicos de passeios

aleatdrios para analisar propriedades da fila, como:

* Probabilidade de a fila estar vazia;
* Tempo médio até atingir certo tamanho;

* Distribui¢@o estaciondria (quando A < p).

Exemplo 3: Simulagdo do modelo M /M /1

Este exemplo tem como objetivo apresentar a constru¢do e a implementacdo de uma
simula¢do computacional do modelo de fila M /M /1, amplamente utilizado na teoria das filas. A
ideia central estd na descri¢do implicita do processo estocdstico, na definicdo explicita de seus
parametros e na geragdo de trajetorias do nimero de clientes no sistema ao longo do tempo,

permitindo assim, a comparagao entre valores experimentais obtidos por simulagao.

O modelo M /M /1 é caracterizado por um processo de chegadas segundo um processo
de Poisson homogéneo de taxa A > 0, no qual os instantes entre chegadas sucessivas sao
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com distribuicdo exponencial de
parimetro \. Os tempos de atendimento sdo modelados por varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.) com distribui¢do exponencial de parametro p > 0, assumindo-
se a existéncia de um unico valor. Aqui, estamos simulando o atendimento do tipo first-come,
first-served (FCFS).

Passeios Aleatdrios em Processos de Filas do tipo first-come, first-served (FCES), também
denominada first-in, first-out (FIFO), € uma das formas mais simples e amplamente utilizadas

de organizacao do atendimento em sistemas de filas.Nesse modelo, os clientes sao atendidos
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estritamente na ordem em que chegam ao sistema, de modo que o primeiro cliente a entrar na

fila é também o primeiro a ser atendido (ROSS, 1996).

Uma caracteristica fundamental do atendimento FCFS € a inexisténcia de prioridades entre
os clientes. Todos recebem tratamento igualitdrio, independentemente de suas caracteristicas
individuais ou do tempo necessario para a realizacao do servico. Dessa forma, o tempo de espera
de um cliente depende exclusivamente do nimero de clientes que o antecedem na fila e da

duracdo dos servigos prestados aos mesmos (ROSS, 1996).

Seja {N(t) : t > 0} o processo estocdstico que representa o nimero de clientes presentes
no sistema no instante ¢. O processo { N (¢)} constitui uma cadeia de Markov em tempo continuo,
também conhecida como processo de nascimento € morte, com taxas de transicdo dadas por
A para transi¢des do tipo n — n + 1 (chegadas) e por p para transi¢cdes do tipon — n — 1
(atendimentos), quando n > 1. No estado n = 0, ndo ocorrem transi¢cdes do tipo 0 — —1,

caracterizando uma barreira refletora no estado zero.

A simulac@o do processo ocorre apenas nos instantes de chegada ou de término de aten-
dimento. Em cada etapa, o tempo até o proximo evento € gerado a partir de uma distribui¢ao
exponencial, cuja taxa depende do estado atual do sistema. Quando o sistema se encontra no
estadon > 1, o tempo até o préximo evento segue uma distribui¢cao exponencial de parametro

A + u, descrevendo o evento entre chegadas e atendimentos

Esse tipo de evento € tratado de forma probabilistica. Quando n > 1, o préximo evento

corresponde a uma chegada com probabilidade

A

p:)\+uﬂ

e a um atendimento com probabilidade 1 — p = u /(A + p). Quando n = 0, o préximo evento é
necessariamente uma chegada. A cada evento, o estado do sistema € atualizado de acordo com o

tipo de transicdo observada.

O exemplo considera como parametros fixos as taxas A = 0,8 chegadas por unidade de
tempo, e ¢ = 1,0 atendimento por unidade de tempo, de modo que a intensidade de trafego do
sistema € dada por p = A/ = 0,8. A simulagdo € iniciada no estado N(0) = 0 e conduzida
ao longo de um numero pré-especificado de eventos, denotado por neyens- Com o objetivo de
reduzir a influéncia das condi¢des iniciais, € adotado um periodo de aquecimento (burn-in),
correspondente a uma fragdo inicial da trajetéria simulada, a qual é descartada nas estimativas

subsequentes.

Além da trajetéria em tempo continuo, o exemplo também permite a construcao do
chamado esqueleto discreto do processo, definido nos instantes de evento. Seja 7}, o instante
do k-ésimo evento e defina-se o processo discreto {Si }r>o por S, = N(T}). O processo {S}
evolui como um passeio aleatério em tempo discreto com incrementos unitarios e barreira

refletora no estado zero, sendo governado pela probabilidade p = /(A + u) de incremento
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positivo a cada passo.

Com base na trajetoria simulada, sdo calculadas quantidades empiricas associadas ao
modelo, incluindo a média temporal do nimero de clientes no sistema, a distribuicao estaciondria
empirica do processo, a probabilidade empirica de o sistema se encontrar vazio e estimativas dos
tempos médios de permanéncia e de espera, obtidas por meio de relagdes cldssicas da teoria das
filas. Esses resultados sdo posteriormente organizados de forma a permitir a comparagdo direta

com as expressoes tedricas conhecidas do modelo M /M /1.

A Tabela 3 apresenta uma comparacdo entre as medidas teéricas do modelo M /M /1 e os
valores empiricos obtidos por meio de simulagdo. Observa-se uma elevada concordancia entre
os resultados, evidenciando que as estimativas empiricas se aproximam dos valores tedricos

previstos pela teoria das filas.

As pequenas diferencas observadas decorrem da variabilidade alheia ao processo estocas-
tico e do nimero finito de observagdes consideradas na simulagdo. Mesmo assim, os resultados
confirmam a validade do modelo teérico M /M /1, bem como a adequagdo da simula¢do empre-

gado, em conformidade com os resultados cldssicos apresentados em (ROSS, 1996).

Tabela 3 — Comparacéo entre medidas tedricas e empiricas do sistema M /M /1

Medida Teorico Empirico
p 0,8 0,8000000
L =E[N] 4,0 4,1420217
L, =E[N,] 32 3,3420217
%% 5,0 5,1955531
W, 4,0 4,1920716

m=P(N=0) 02 02036183

A Figura 12 apresenta a distribui¢@o estaciondria do nimero de clientes no sistema M /M /1.
As barras representam a distribui¢do empirica obtida por simulacdo em tempo continuo, enquanto

a curva corresponde a distribuiggo tedrica geométrica m(n) = (1 — p)p™.

Desta forma, percebe-se uma forte relacdo entre os valores empiricos e tedricos, indicando
que a simulacdo atingiu a estacionaridade prevista pela teoria das filas. A maior probabilidade
concentra-se nos estados com pequeno numero de clientes, em particular em n = 0, indicando
que a probabilidade do sistema estar vazio. A medida que o ndmero de clientes aumenta, a pro-
babilidade decresce de forma aproximadamente exponencial, o que caracteriza o comportamento

tipico de um sistema M /M /1 em regime estdvel (p < 1).

Por dltimo, a Figura 13, ilustra a trajetdria temporal do nimero de clientes N (¢) em
um sistema de filas M /M /1 simulado em tempo continuo. Percebe-se a alternincia entre
periodos de baixa ocupacao, nos quais a simulagao permanece préoximo de vazio, € momento
de congestionamento a depender do tempo, identificados por picos no nimero de clientes. Esse

comportamento reflete a natureza estocéstica do processo, resultante da competi¢do entre as
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Figura 12 — Distribui¢@o estaciondria no sistema M /M /1: 7(n) versus m(n). Barras: distribui¢ao
empirica (ponderada pelo tempo). Linha: distribui¢@o tedrica (1 — p)p", com p =
0,80.

20%

Probabilidade

] 10 20 30
n (nidmero de clientes)

Fonte: Elaborado pelo autor.

chegadas aleatérias e os atendimentos exponenciais, sendo compativel com um regime estavel
(p < 1), no qual, apesar das flutuacdes, o sistema ndo apresenta crescimento ilimitado ao longo
do tempo. (ROSS, 1996)

Figura 13 — Fila M /M /1 em tempo continuo: trajetéria N (¢). Pardmetros do modelo: A = 0,80,
1= 1,00 e p = 0,80, considerando os primeiros eventos da simulagao.

20
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Numero de clientes N(t)

0 500 1000 1500
Tempo t

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.2 Processos de nascimento e morte: 0 numero de individuos em
uma populagao cresce ou decresce aleatoriamente

A modelagem matematica de fendmenos aleatérios que envolvem crescimento e decai-

mento de populagdes tem sido, desde o final do século XIX, um dos pilares da teoria das
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probabilidades aplicadas. Entre os modelos mais simples e, a0 mesmo tempo, mais explicativos,
destaca-se o processo de nascimento e morte, cuja esséncia pode ser compreendida de forma
intuitiva através do conceito de passeio aleatdrio. (FELLER, 1957; ROSS, 2014).

Historicamente, o estudo desses processos remonta aos trabalhos pioneiros de Francis
Galton e Henry William Watson (1874), que analisaram o problema da extin¢do de sobrenomes
em familias, hoje conhecido como processo de Galton—Watson (GALTON, 1874). Essa abordagem
inaugurou uma nova maneira de compreender a dinamica de populagdes sujeitas a eventos
aleatorios de reproducdo e mortalidade. No século XX, autores como William Feller (1939) e
David Kendall (1948) formalizaram e generalizaram tais ideias, estabelecendo a teoria moderna
dos processos de nascimento e morte dentro do contexto dos processos de Markov em tempo
continuo. (FELLER, 1939; KENDALL, 1948; NORRIS, 1997)

Do ponto de vista conceitual, um processo de nascimento e morte descreve a evolucdo de
uma populacdo em que o nimero de individuos varia devido a dois tipos de eventos estocasticos:
nascimentos, que aumentam o tamanho populacional em uma unidade, e mortes, que o reduzem
em uma unidade, com fundamentacdo estruturada em um passeio aleatério. Quando as taxas
de nascimento (\) e morte (1) sdo constantes, o processo ¢ denominado linear, e sua andlise
torna-se particularmente acessivel por meio de uma analogia direta com o passeio aleatorio
simples. (GRIMMETT; STIRZAKER, 2001)

Do ponto de vista aplicado, modelos de nascimento e morte aparecem em diversas dreas:
em biologia, para representar a dindmica de espécies; em epidemiologia, para descrever a
disseminac¢do e o desaparecimento de doengas; em fisica, para estudar reagdes quimicas e
sistemas de particulas; e em teoria das filas, para compreender a chegada e saida de clientes em
sistemas de servigco. (ALLEN, 2010; ROSS, 1996)

O estudo do processo de nascimento e morte tem, portanto, o objetivo de compreender,

por meio da simulacdo, o comportamento probabilistico da populag¢do ao longo do tempo.

Um passeio aleatorio simples é definido por
Sp=X1+Xo+ ---+X,, Sy=0,

onde (X;);>1 sdo incrementos independentes.

Se X; € {—1, + 1}, podemos interpretar:

* +1 como uma chegada ou um nascimento;

e —1 como uma saida ou uma morte.

Assim, cada passo do passeio aleatdrio representa um evento de nascimento ou morte,

tornando o passeio aleatério o esqueleto discreto do processo continuo de nascimento e morte.
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4.2.2.1 Conexao com processos de nascimento e morte continuos

Um processo de nascimento e morte continuo N (¢) é um processo de Markov em tempo

continuo, com probabilidades
(N(t+ At) =n+1| N(t)

P(N(
P(N(t+At) =n—1| N(t)
P(N(t+At) =n | N(t)

n) = A\ At + o(At),
n) = pu, At + o(At),
n) =1— (A + pn) At + o(At).

Se A\, = A e u, = p sdo constantes, temos um processo linear de nascimento e morte.

O esqueleto discreto deste processo € obtido observando apenas os instantes de transi¢do:
Sy = N(Ty), k=0,12,...
Entdo (S)) é um passeio aleatério assimétrico com

_ Ak
L L

Observagoes

1. Cada incremento £1 corresponde a uma tnica transicdo de nascimento ou morte.
2. Se X\ # u, o passeio € assimétrico, tendendo a subir (A > ) ou descer (A < p).

3. Barreiras em 0 ou n no passeio correspondem a limites naturais ou absorventes no processo

de nascimento e morte.

Teorema 4.2.2 (Distribui¢do invariante do esqueleto de um PNM). Seja (N (t)):>o um processo

de nascimento e morte continuo em estados n = 0,1,2, ... com taxas de nascimento \, e de
morte iy, (1o = 0).
O esqueleto discreto € obtido observando (N (t)) apenas nos instantes de eventos (nasci-

mento ou morte). Seja T, a distribuicdo estaciondria do esqueleto. Entdo, se a fila é estdvel, m,

satisfaz a recorréncia:

AoAL A
Hift2 - - fn

T, T, N > 1.
Em particular, para um processo linear de nascimento e morte com \, = \ e i, = [

constantes:

A\ A
Wn:(—) Ty, n >0, mo=1——, se)<pu.
M Iz
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Conclusio

O passeio aleatério € o esqueleto discreto do processo de nascimento e morte, pois captura

a sequéncia de eventos de subida e descida, ignorando o tempo continuo entre transigdes.

Portanto, qualquer andlise de passeio aleatério simples (como tempo médio até absor-
¢ao, distribui¢ao estaciondria ou autocorrelacao) pode ser traduzida para o comportamento de

processos de nascimento e morte discretos no tempo de eventos.
Exemplo 4: Processo de nascimento e morte

Com o intuito de ilustrar de forma aplicda o comportamento do processo de nascimento
e morte, foi realizada uma simulacdo computacional em R, considerando um modelo linear
com taxas de nascimento (\) e de morte (1) constantes. A andlise tem por objetivo observar
a dindmica populacional sob trés regimes distintos: decaimento (A < p), equilibrio (A = p) e

crescimento (A > ).

Nessa simulac¢ao, o nimero de individuos € atualizado a cada evento de nascimento ou
morte, formando o esqueleto discreto do processo continuo. Cada passo do passeio aleatorio
representa um desses eventos: um incremento positivo (+1) corresponde a um nascimento,
enquanto um decremento (—1) corresponde a uma morte. Além disso, uma barreira refletora é

imposta no estado zero, impedindo que a populacdo assuma valores negativos.

A simulagdo computacional permite visualizar como pequenas variagdes na razdo p = \/p
alteram profundamente o comportamento do sistema. No regime de decaimento, a populagcao
tende a retornar rapidamente a exting¢do, € no regime critico, ela oscila em torno de valores
intermedidrios, e por ultimo no regime de crescimento, observa-se uma tendéncia de expansao

continua.
4.1 Trajetorias simuladas do processo

A Figura 14 apresenta as trajetorias simuladas do nimero de individuos Ny, sob trés regimes

distintos:

* Decaimento populacional (A < p): o nimero médio de mortes por unidade de tempo
¢ maior do que o nimero de nascimentos. O processo tende a decrescer ao longo do
tempo, frequentemente retornando ao estado zero, que representa a extin¢do da populacio.
A barreira refletora em 0 garante que o nimero de individuos nunca se torne negativo,

refletindo a impossibilidade fisica de uma populagdao com tamanho negativo.

. : a taxa de nascimento € igual a taxa de morte, e o processo oscila livre-
mente em torno de valores intermedidrios de populacio. Nao ha tendéncia de crescimento
nem de extin¢do definitiva, embora oscilagdes longas possam ocorrer devido a natureza

aleatdria dos eventos.

* Crescimento populacional (A > ;): o nimero de nascimentos é superior ao de mortes,
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levando o processo a apresentar uma tendéncia de crescimento continuo. A populagdo
cresce indefinidamente em média, refletindo um sistema instdvel que se expande sem

controle.

Essas trajetérias evidenciam o papel da razdo p = A/u como indicador fundamental da
estabilidade populacional: se p < 1, a populagdo tende a extingdo; se p = 1, o sistema € neutro;

e se p > 1, a populagdo cresce de forma ilimitada.

Figura 14 — Trajetoria do Processo

Trajetéria do processo — Decaimento (A<H)
A=0.80, py=1.00, p=0.80, p=0.44

75
0.0
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A=1.00, p=1.00, p=1.00, p=0.50
80
60
40

Numero de individuos NO

C 250 500 750 1000
Evento k (nascimento ou morte)
Trajetéria do processo — Crescimento (A>p)
A=1.20, y=1.00, p=1.20, p=0.55

120
80
40

0

0 250 500 750 1000
Evento k (nascimento ou morte)

Namero de individuos N

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.3 Distribuicdo estaciondria do processo

Para o caso de decaimento populacional (A < p), a Figura 15 compara a distribuicao
estaciondria tedrica e a distribui¢do empirica simulada do nimero de individuos. A teoria prevé

uma distribui¢ao geométrica:

A
7
T =(1—p)p", comp=—.
]
As barras azuis correspondem as frequéncias observadas na simulagdo, enquanto a linha
continua mostra a curva tedrica. Observa-se excelente concordancia entre ambas, o que confirma

a validade do modelo e a adequacdo do passeio aleatério como esqueleto discreto do processo de

nascimento e morte.

A probabilidade de a populacdo estar vazia é dada por 7y = 1 — p. Neste exemplo, com
A=0,8¢ep=1,0, temos my = 0,20, o que significa que, em aproximadamente 20% do tempo,
a populagdo encontra-se extinta (estado zero).

4.4 Interpretacdo dos regimes de estabilidade

Os resultados obtidos permitem estabelecer uma analogia direta entre 0 comportamento

populacional e o regime de operagdo do sistema:
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Figura 15 — Distribuicdo Estaciondria

Distribuigdo estacionaria — Processo de decaimento (A<p)
A=0.80, u=1.00, p=0.80 | Barras: empirico; Linha: tedrico
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Quando A < p, a populagdo tende a extingdo (estdvel).

Quando A = p, o sistema se mantém em equilibrio neutro.

Quando A > p, a populagdo cresce indefinidamente (instdvel).

Essa classificagdo € idéntica a obtida em sistemas de filas M /M /1, onde p < 1 implica

estabilidade e p > 1 implica crescimento ilimitado.
4.5 Consideragoes finais

A simulagdo do processo de nascimento e morte como passeio aleatério mostra, de maneira
visual e intuitiva, como um modelo simples pode capturar a esséncia de fendmenos populacionais
aleatdrios. As distribui¢des empiricas obtidas confirmam as previsdes tedricas, e as trajetorias

simuladas evidenciam as transi¢des entre regimes de crescimento, equilibrio e extingao.

Assim, o passeio aleatério ndo apenas fornece uma base conceitual para compreender pro-
cessos de nascimento e morte, mas também serve como ferramenta computacional para investigar

propriedades de estabilidade e comportamento de longo prazo em sistemas populacionais.

4.3 Passeio aleatério simples ndo homogéneo

Um passeio aleatério ndo homogéneo é uma sequéncia de varidveis aleatdrias (.S,),>0
definida por
So=0, S,=X1+Xo+---+X,, n>1,
onde (X,,),>1 sdo varidveis aleatdrias independentes, mas ndo necessariamente identicamente

distribuidas.
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Mais precisamente, para cada n > 1:
P(X,=1)=p, PX,=-1)=1-p,,

com(0 < p, < 1.

Onde a nao homogeneidade se refere ao fato de que a probabilidade de subir ou descer

pode depender do tempo n.

Considere um passeio aleatdrio ndo homogéneo (S,,),>o definido por
So=0, S,=X1+Xo+ --+X,,

onde (X,,),>1 sdo varidveis aleatdrias independentes com

1. Funcdo média:

2. Variancia:
Var(S, Z Var(X Z 4p;(1 — p;)

pois os incrementos sao 1ndependentes.

Observacao:

* Ao contrdrio do passeio homogéneo, a fungdo média e a variancia dependem de cada passo

individual p;.
* Se todos o0s p; = p constantes, recupera-se o passeio aleatério homogéneo:
E[S:] =n(2p —1), Var(S,) = 4np(1 —p).

Teorema 4.3.1 (Lei Fraca dos Grandes Nimeros para passeio aleatorio simples nao homogéneo).

Seja (S,)n>0 um passeio aleatdrio ndo homogéneo definido por
Sp=X1+Xo+---+ X,
onde (X,,) sdo varidveis aleatdrias independentes com
PX,=1)=p, PX,=-1)=1-p,,

e suponha que exista

li
= Jim — ZP%



4.3. PASSEIO ALEATORIO SIMPLES NAO HOMOGENEO 96

Entdo, para n — oo,

Sn
Boop—1.

Observagdo:

» Esta é a Lei Fraca dos Grandes Niimeros (convergéncia em probabilidade) para passeios

aleatorios simples ndo homogéneos.
* No caso homogéneo p,, = p constante, recupera-se:
Sn P
=
n

Teorema 4.3.2 (Lei Forte para passeio aleatério simples ndo homogéneo). Seja (S,,),>0 um

passeio aleatorio ndo homogéneo definido por
SO:OJ Sn:X1+X2++Xn7

onde (X,,)n>1 sdo varidveis aleatdrias independentes com

e suponha que exista o limite

Entdo, com probabilidade 1,

Observagoes:

1. O passeio aleatorio ndo homogéneo converge quase certamente para uma velocidade

média determinada por p.
2. Se p; = p constante, recupera-se a lei forte do passeio aleatorio homogéneo:
S,
~ 521 gqec
n

Teorema 4.3.3 (TCL para passeio aleatério simples ndo homogéneo). Seja (S,)n>0 um passeio

aleatorio ndo homogéneo com

Spn=X1+-+X,, X;,€{—1,+ 1} independentes, P(X; = 1) = p;.

Definimos
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Entdo, para n — oo,
Sn - 7‘1— 7
S DV
D i1 0}

Observagoes:

1. Este é o TCL para varidveis independentes ndo identicamente distribuidas (Lindeberg-

Feller).
2. No caso homogéneo p; = p, recupera-se o TCL cldssico do passeio aleatorio simples:

Sn—n(2p — 1) 4 N(0,1).
dnp(1 —p) ’

Exemplo 5: Passeio Aleatério simples ndo homogéneo

Com o propésito de ilustrar de forma pratica o comportamento de um passeio aleatério
simples ndo homogéneo, foi realizada uma simulacdo computacional. Nesse tipo de processo
estocdstico, cada passo do passeio é determinado por uma varidvel aleatéria X, € {—1,+1},
com probabilidades que variam ao longo do tempo. Em outras palavras, as probabilidades
de avanco (+1) e recuo (—1) ndo sdo constantes, mas dependem de cada instante n, sendo

representadas por p, = P(X,, = 1) e 1 — p,, = P(X,, = —1), respectivamente.

Na simulagdo apresentada, foram considerados trés regimes distintos de varia¢do para as

probabilidades p,,:

. : a probabilidade de avanco aumenta gradualmente ao longo do tempo,

representando uma tendéncia de crescimento no processo.

* Cendrio oscilatério: as probabilidades flutuam de forma periédica em torno de 0,5,

produzindo oscila¢des regulares que alternam fases de subida e descida.

* Cenario por blocos: o processo passa por trés regimes distintos de probabilidade, simu-

lando mudangas abruptas nas condi¢des do sistema.

Essas configura¢des permitem observar, de forma comparativa, como a ndo homogeneidade
dos incrementos afeta a trajetoria do passeio, sua tendéncia média e sua variabilidade ao longo
do tempo. Além disso, a simulacdo serve de base empirica para a verificacdo de resultados
tedricos importantes, como a Lei dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite aplicados

a varidveis independentes, porém nao identicamente distribuidas. (LINDEBERG, 1922; FELLER,
1971)

Dessa forma, este experimento computacional desempenha papel duplo: por um lado, for-

nece uma demonstracdo visual da influéncia das probabilidades varidveis sobre o comportamento
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de S,,; por outro, consolida os conceitos teéricos estudados, estabelecendo uma ponte entre a

formalizagdo matemadtica e a experimentacao empirica na teoria dos processos estocasticos.

Ao anlizarmos a Figura 14, verficamos a evolugdo das probabilidades p,, = P(X,, = 1) ao
longo do tempo para trés configuracdes distintas: cendrio crescente (laranja), oscilatério (azul) e

por blocos (verde).

* No cendrio crescente, a probabilidade de avango (+1) aumenta gradualmente de 0,4 para
0,7. Esse padrao representa um sistema que tende, com o passar do tempo, a favorecer

passos positivos, o que gera uma inclinagcdo ascendente na trajetdria média.

* No cendrio oscilatdrio, as probabilidades flutuam em torno de 0,5 de forma senoidal. Essa
configuracdo reproduz um comportamento alternado de crescimento e decaimento, tipico

de processos periddicos ou sujeitos a ciclos.

* No cendrio por blocos, as probabilidades assumem valores constantes por intervalos: 0,45,
0,55 e 0,65. Esse caso simula mudangas bruscas nas condi¢des do sistema, como uma

transicao de regime ou politica.

A Figura 16 a seguir, representa o perfil de probabilidade de p,,, essencial para compreender
o carater ndo estaciondrio do processo, pois revela que a distribui¢do dos incrementos muda ao

longo do tempo, impactando diretamente a tendéncia e a variabilidade de S,,.

Figura 16 — Perfis de Probabilidade

Perfis de probabilidade p,, (ndo homogéneo)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.1 Trajetoria simulada e média tedrica

A Figura 17 apresenta a trajetéria simulada S;, em fungdo de k, comparada com a mé-

. P k . . ~ 2 .
dia tedrica acumulada ), (2p; — 1) e com a faixa de duas vezes o desvio padrio tedrico

iz\/zle Api(1 — py).
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* A linha sélida colorida representa a trajetéria simulada do passeio.
* A linha tracejada cinza mostra o comportamento médio esperado do processo.

* A faixa sombreada indica o intervalo de variabilidade provavel (cerca de 95% das realiza-

coes).

Observa-se que a trajetdria simulada tende a oscilar em torno da média tedrica, perma-
necendo quase sempre dentro da regido sombreada, o que evidencia a validade da formulacao
tedrica. Quando p,, cresce ao longo do tempo, a trajetéria tende a assumir valores positivos, indi-
cando um viés de crescimento. J4 quando p,, oscila, a trajetdria apresenta movimentos alternados

de subida e descida, compativeis com o padrdo da probabilidade.

Este grafico nos permite visualizar de forma intuitiva a relagdo entre o comportamento das

probabilidades p,, e a tendéncia global do passeio.

Figura 17 — Trajetoria do Passeio Aleatorio nio Homegéneo

Passeio Aleatério Ndo Homogéneo — Crescente
Linha sdélida: trajetoria simulada S, | Tracejada: média tedrica ¥ (2pi—1) | Faixa: +2 desvios

400

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.2 Teorema Central do Limite (HOEL; PORT: STONE, 1972)

A Figura 18 ilustra o Teorema Central do Limite aplicado ao passeio aleatério ndo homo-

géneo. Para um grande nimero de repeti¢cdes independentes, calcula-se o valor padronizado
P ]
\/Z?:l 4p;(1 — p;)
O histograma das amostras de Z € comparado com a densidade da distribui¢io Normal padrao

N(0,1).

* O histograma colorido representa os valores simulados de Z.

* A curva cinza corresponde a densidade teérica da Normal(0,1).
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A boa coincidéncia entre o histograma empirico e a curva tedrica evidencia a validade do
Teorema Central do Limite de Lindeberg—Feller, que generaliza o resultado cldssico para o caso
de varidveis independentes, mas ndo identicamente distribuidas. Assim, mesmo em contextos
onde as probabilidades p,, variam no tempo, a soma padronizada tende a seguir uma distribui¢cdo

normal conforme n cresce.

Figura 18 — Teorema Central do Limite

Teorema Central do Limite (Lindeberg—Feller)
Z = (S, — Tpi)V(Zoi*) ~ Normal(0,1)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

5.3 Resultados e Discussdo

A simulagdo realizada buscou ilustrar empiricamente o comportamento de um passeio
aleatorio simples ndo homogéneo, em que as probabilidades de transicao variam ao longo do
tempo. Por meio desse experimento computacional, foi possivel observar, de forma comparativa,
como a nao homogeneidade nas probabilidades p,, influencia a tendéncia, a variabilidade e o

comportamento assintético do processo estocdstico.

A Figura 16 apresenta um painel consolidado com os principais resultados obtidos onde
sao exibidos os perfis temporais das probabilidades p,, sob trés cendrios distintos: crescente

(laranja), oscilatério (azul) e por blocos (verde).

Na Figura 17, observa-se a trajetdria simulada Sy, comparada com a média tedrica Zle (2p;—
1) e com a faixa de duas vezes o desvio padrdo tedrico. A trajetria acompanha de perto a média
esperada, permanecendo, na maior parte do tempo, dentro da regido sombreada de variabilidade.
Esse resultado reforca a coeréncia entre o comportamento empirico e a formulagdo tedrica,
demonstrando que, mesmo com probabilidades varidveis, o passeio aleatério mantém uma estru-
tura estatistica previsivel. No cendrio crescente, por exemplo, a trajetdria apresenta uma leve

tendéncia de subida, refletindo o aumento gradual de p,, ao longo do tempo.

Na Figura 18, o histograma representa as somas simuladas padronizadas, comparando-se a

curva da distribui¢do Normal(0,1). Verifica-se uma notavel concordancia entre o histograma e a
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curva tedrica, o que demonstra empiricamente a validade do Teorema Central do Limite (TCL)
para o caso ndo homogéneo. Esse resultado, conhecido como a versao de Lindeberg—Feller do
TCL, estabelece que a soma de varidveis independentes, ainda que com distribuicdes distintas,
tende a uma distribui¢do normal apés adequada padronizacdo. Assim, mesmo com probabili-
dades p,, varidveis, o comportamento assint6tico do processo preserva a normalidade na soma

padronizada, confirmando a robustez estatistica do modelo.

De forma geral, os resultados obtidos corroboram os fundamentos tedricos da secdo
anterior, confirmando as principais propriedades assintdticas, convergéncia média e normalidade,

observadas no caso homogéneo, ainda que com maior complexidade dindmica.
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5 Conclusoes

O presente Trabalho de Conclusio de Curso buscou explorar, sob diferentes perspectivas,
0 passeio aleatério como um modelo fundamental da Estatistica e dos Processos Estocasticos,
evidenciando sua relevancia tedrica, aplicabilidade prética e potencial cientifico no estudo da
Probabilidade. A estrutura do trabalho, distribuida em cinco capitulos, objetiva construir uma
compreensao progressiva, partindo de definicdes conceituais até aplicacdes mais complexas,
consolidando o passeio aleatério como uma poderosa ferramenta de andlise e de formagao

cientifica.

No Capitulo 1, foram estabelecidas as bases conceituais e formais do tema, apresentando
defini¢des, propriedades e resultados essenciais, sem uma abordagem matematica demonstrativa.

Essa etapa objetiva apresentar exemplos motivadores.

O Capitulo 2 abordou o passeio aleatorio simples, onde apresentamos a formulagdo tedrica
do passeio aleatorio simples, estruturada sob uma perspectiva rigorosamente matematica. O
objetivo foi expor, de maneira axiomatica, os fundamentos que sustentam esse modelo estocdstico
elementar, destacando a importancia das proposi¢des e teoremas que descrevem suas propriedades
probabilisticas. Essa abordagem evidencia o valor do formalismo matemético como pilar da
modelagem estatistica, a0 mesmo tempo em que estabelece conexdes diretas com a teoria dos

processos estocdsticos e das cadeias de Markov.

No Capitulo 3, a atencao voltou-se aos passeios aleatérios com barreiras, tanto refletoras
quanto absorventes. Essas varia¢des introduzem elementos fundamentais da teoria das cadeias
de Markov com estados especiais, permitindo discutir conceitos como absorcdo, reflexao e
tempo médio de recorréncia. A implementacdo computacional desses modelos revelou como as
barreiras alteram significativamente a dinamica do processo, oferecendo ao aluno uma forma

concreta de compreender as consequéncias mateméticas das condi¢des de fronteira.

O Capitulo 4 foi dedicado as aplicagdes praticas dos passeios aleatérios, com énfase em
problemas cldssicos de apostas, processos de filas e modelos de nascimento e morte. A anélise
da ruina do jogador demonstrou a relacdo direta entre probabilidade de sucesso e expectativa de
sobrevivéncia financeira, enquanto o estudo dos processos de filas e de crescimento populacional
evidenciou a conexao entre passeios aleatérios e fendmenos reais modelados por distribuicdes de
probabilidade e equagdes estocdsticas. Além disso, o estudo do passeio ndo homogéneo permitiu
discutir situagdes com probabilidades varidveis, ampliando o repertdrio analitico e reforcando a

natureza flexivel do modelo.

Sob uma perspectiva voltada para aplicabilidade, este trabalho evidencia o potencial dos
passeios aleatérios como recurso formativo. Ao articular teoria, simulacao e interpretacdo gra-

fica, objetiva-se conduzir o tema, desenvolvendo competéncias essenciais da prética estatistica:



compreender a aleatoriedade, raciocinar sobre incertezas e interpretar fendmenos por meio de
modelos probabilisticos. Assim, o passeio aleatério ndo apenas exemplifica principios funda-
mentais da Estatistica, mas também constitui uma abordagem metodoldgica que favorece o

pensamento estatistico critico e reflexivo.

Diante do exposto, concluo que o estudo dos passeios aleatorios cumpre um papel duplo e
complementar: de um lado, consolida os fundamentos tedricos dos processos estocdsticos, e de
outro estimula a criatividade e o raciocinio exploratério no ensino de estatistica. A combinacao
entre modelagem matematica, simulacdo computacional e anélise grafica, contribui para uma
melhor compreensao dos fendmenos, motivando e integrando conceitos abstratos e experiéncias
concretas. Espero que este trabalho abre caminho para pesquisas futuras sobre variacdes mais
complexas dos passeios aleatdrios, como os ndo homogéneos, com multiplas dimensdes ou com
transi¢des dependentes do estado, fortalecendo a relagdo entre teoria estatistica e experimentagao
computacional, sendo este trabalho uma fonte de apoio aqueles futuros pesquisadores motivados

a iniciacao cientifica.
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